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Zweizustandsnäherung 
für unelastische Atomstreuung an einem 
exakt lösbaren Modell 

von 

K. Dettmann, F. Drepper und J. Steinbeck 



ABSTRACT 

Within the impact parameter treatment for inelastic atomic 
collisions the accuracy of the two-state approximations 
with atomic and molecular orbitals is estimated by compari­
son with an exactly soluble linear rnodel. In this model 
with two b-function-potentials of equal strength, sugges­
ted by G. Breit, the transition probabilities for elastic 
collisions and for charge exchange are solved exactly. 
These solutions show characteristic oscillations with 
varying impact velocity as have been found experimentally 
e.g. in proton hydrogen collisions. Even in the low velo­
city limit the two state approximations reproduce these os­
cillations only qualitatively in position and amplitude. 
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I Einleitung 

Bei Stößen zwischen Atomen und Ionen kommen im allgemeinen elek­

tronische Ubergänge vor, so daß neben den elastischen Wirkungs­

querschnitten auch die für Anregung, Ionisation und Elektronen­

einfang interessieren. Für die Berechnung dieser Größen genügt 

bei Energien von einigen keV oder mehr eine Stoßparameterbehand-

1 ung, bei der man für die Kerne eine geradlinige unbeschleunigte 

Trajektorie annimmt. Dann erfolgen die elektronischen Ubergänge 

in eir.em äußeren zeitabhängigen Potential. Schon für den einfachsten 

Fall einer Proton-Wasserstoffatomstreuung ist die Schrödingergleich­

ung nicht exakt lösbar. Bei Geschwindigkeiten, die groß sind gegen 

die mittlere Elektronengeschwindigkeit, genügt die 1. und 2. Born­

sche ~äherung [l.J. Bei mittleren und kleinen Geschwindigkeiten ver­

sucht man die Wellenfunktion nach Atom- oder Molekülzuständen zu 

entwickeln und sich auf die niedrigsten Anregungszustände zu be­

schränken. Im einfachsten Fall der Zweizustandsnäherung berücksich­

tigt man nur die beiden atomaren Grundzustände, bzw. die beiden 

niedrigsten Molekülzustände ~,3,4,SJ. 

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Güte der Zweizustandsnäherungen 

durch Vergleich mit einer exakten Modellrechnung zu untersuchen. 

Dazu berechnen wir die exakte Wellenfunktion für das folgende von 

Breit LtJ vorgeschlagene lineare Modell: Ein Teilchen der Masse m 

ist im Anfangszustand an ein lineares Ö-Potential gebunden. Ein 

zweites d -Potential der gleichen Stärke bewegt sich mit konstanter 

Geschwindigkeit ~ durch das Teilchen hindurch. Es werden die exak­

ten Übergangswahrscheinlichkeiten berechnet, und zwar für elastischen 

Stoß (d.h. m bleibt im Anfangszustand) und für den Austauschstoß 

(d.h. m wird in den Bindungszustand des bewegten Potentials einge­

fangen) • Beide Ubergangswahrscheinlichkeiten zeigen bei kleinen l/ 

charakteristische Oszillationen, die abwechselnder Streuung an den 

cS -Potentialen entsprechen. Solche Oszillationen sind beobachtet 

worden bei Proton-Wasserstoffatomstößen [/,Pt] bzw. bei der Streuung 

von t;/.J -Teilchen an 1 Li -Kernen ß.J. 
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Un die exakten Übergangswahrscheinlichkeiten mit der Entwicklung 

nach niedrigen Anregungen zu vergleichen, formulieren wir die 

Zweizustandsnäherung in der Stoßparameterbehandlung für eindimen­

sionale Stöße mit zwei gleichen symmetrischen, aber sonst beliebi­

gen Potentialen. Die Entwicklung nach Atomzuständen liefert bei 

hohen Geschwindigkeiten das Resultat der 1. Bornschen Näherung. 

Das ist nur qualitativ richtig, da die exakte Austauschwahrschein­

lichkeit für eine große Potentialklasse, z.B. auch für cf-Potentiale, 

um einen Faktor 4/9 kleiner ist [iQ]. Dagegen ist die Entwicklung 

nach Molekülfunktionen bei großen ~ im allgemeinen nicht brauch­

bar. Für kleine Geschwindigkeiten zeigen beide Zweizustandsnäherun­

gen die typischen Oszillationen, und zwar zwischen den Werten O 

und 1 in der Übergangswahrscheinlichkeit. Die bessere Übereinstim­

mung mit der exakten Modellrechnung liefert die Entwicklung nach 

Molekülfunktionen. Abstand und Lage der Maxima und Minima werden gut 

wiedergegeben, während die Amplitude der Oszillationen zu groß ist. 

Das liegt an der Kopplung mit den höheren Zuständen, die im Modell 

mit d -Potentialen besonders stark ist, da der antisyrnmetrischen Mo­

lekülzustand bei endlichem Abstand in das Kontinuum übergeht. 

Die Zweizustandsnäherungen liefern also eine gute Übersicht für die 

Übergangswahrscheinlichkeiten im gesamten Geschwindigkeitsbereich. 

Zur quantitativen Berechnung braucht man jedoch selbst bei niedrigen 

Energien höhere Anregungszustände ,(1~}. 
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II Exakte Lösung für ein einfaches Modell 

Die einfachsten inelastischen Streuprozesse korrunen bei Dreikörper­

stößen vor, z.B. bei der Streuung von Protonen an Wasserstoffato­

men. Die Wechselwirkung der drei Massen m, M und M' wird durch 

die drei Zentralpotentiale w, W' und W beschrieben (Fig. 1) • 

Dabei bilden z.B. m und M im Anfangszustand ein "Atom", auf das 

M'einfällt. 

In der Stoßparameterbehandlung von Streuprozessen werden die 

(Kern-) Massen M und "'1 1 als (unendlich) groß gegenüber der (Elek­

tron-) Masse rtl angenorrunen. Die kinetische Energie des einfallen­

den Teilchens M1
ist so groß vorausgesetzt, daß sich "'1 1 mit kon­

stanter Geschwindigkeit geradlinig bewegt. Dann wird nur das 

Teilchen r1' quantenmechanisch behandelt. Das Dreikörperproblem 

ist auf ein Einkörperproblem reduziert, allerdings mit zeitab­

hängigen Potentialen W'und W . Wir beschränken uns im folgenden 

auf den eindimensionalen Dreikörperstoß. 

In dem System der Relativkoordinaten >t und)((t), in dem die Masse 

M ruht (F ig. 2) , ist die "internukleare" Koordinate X zwischen M 
und M' eine Funktion der Zeit alleine, d.h. bei gleichförmiger 

Bewegung 

X(i.) = vt ( 2. 1) 

nit der Reltivgeschwindigkeit z.r. 

In diesem System lautet die Schrödingergleichung für die Masse m 

(2.2) 

mit dem Hamiltonoperator 

1..2 

H == - lm ~-<- +w(>t) + w'(~ - X (t)) 

= n;. + ~ = 111 + Wf 

/;. :: - ~ ,..)2 + w ( >f) 0 

l ,t(.m~ I 
w. -== w'(>(--X { ~)) 

1.. 

( 2. 3) 

~I = -z~U: +w(~-X-(t)) ; W',e= W(;t) 
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Für t -.-oo bilden m und lv/ ein gebundenes System, d.h. der Anfangs­

zustand ist 

(2.4} 

Das "internukleare" Potential W(Xli)) ist eine Funktion der Zeit 

allein und trägt lediglich zu einem zeitabhängigen Phasenfaktor 

in der Wellenfunktion '!f(~i:.) bei, der die Ubergangswahrschein­

lichkeiten nicht beeinflußt.J11(XLtJ) braucht daher nicht berück­

sichtigt zu werden. 

Für den Ladungsaustausch benötigt man noch den Bindungszustand 

zwischen m und M' 

( 2. 5} 

Aufgrund einer Galileitransformation erhält der anl'1 1 gebundene 

Zustand !, in dem hier gewählten System von Relativkoordinaten 

einen zusätzlichen Phasenfaktor, wie man durch Einsetzen in die 

zeitabhängige Schrödingergleichung leicht zeigen kann (siehe 

z.B. L 1 J) . 

Die Bindungszustände~ und.f, können sowohl Grund- als auch ange­

regte Zustände sein. Im folgenden soll für beide nur der Grund­

zustand betrachtet werden. 

Die Übergangswahrscheinlichkeit für elastischen Stoß ist dann 

in Stoßparameterbehandlung gegeben durch 
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r lt ) : ( :! (>t t) 1 .t' ( >t /:. ) ) 
rE ' ' ' 

oa;.;ei ist 'lf-'(~-i) Lösung der Schrödingergleichung (2.2) mit 

~f. ( >t t: ) als Anf angsbedin0ung. 
t 1 

( 2 • 6) 

Die Jbergangswahrscheinlichkeit für Ladungsaustausch erh~lt man 

analo0 

(2.7) 

In Anlehnung an eine Arbeit von G. 3rei t [- 6 J lassen sich die 

Jbergangswa~rscheinlichkeiten flir elastischen Stoß und für Aus­

tausch für ein lineares i'·1odell in Stoßparameterbehandlung exakt 

berechnen. Bei diesem linearen Modell haben die Wechselwirkungs­

~otentiale Wund W 1 nach Fig. 1 die Form zweier gleich starker 

anziehender 6 -Potentiale 

w(~) = w'(.*) = -Jm d, O (>f") 
( 2. 8) 

Diese Potentiale (2.8) sind in die Gleichungen (2.2), (2.3) und 

(2.4) einzusetzen. Da das~ -Potential nur einen gebundenen Zu­

stand hat, sind angeregte gebundene Zustände nicht zu berücksich­

tigen. 9er gebundene Zustand anW ist 

:f {>tt) = /(.'>() e--k~i 
~ i 

(2.9) 

rüt /(:>t) = ( <J) '12 exp (- j' l)("V ' 
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Der gebundene Zustand an w' ergibt sich aus (2.5) 

In der X' -t -Ebene bilden die beiden cf -Potentiale zwei "halb­

durchlässige Spiegel'', die sich i~ Koordinatenursprung kreuzen 

(Fig. 3) • Außer auf den Geraden 1':" = 0 und )(" :=vl: haben wir es rni t 

einer potentialfreien Schrödinqergleichung zu tun. 9ie Lösungs­

methode ist ein Iterationsverfahren analog dem Spieqelungsver­

fahren der Elektrodynamik. Es zeiqt sich, daß reit diese~ Ver­

fahren eine Lösung nur für negative oder nur für positive Zeiten 

konstruiert werden kann . 

.. ~n ist die Ubergangswahrscheinlichkeit 

(2.10) 

mit der Übergangsamplitude für elastischen Stoß nach (2.6) 

(2.11) 

bzw. für Austausch nach (2.7) 

(2 .12) 

·~(>c';t}ist die retardierte Streulösung der Schrödingergleichung 

(2.2) mit der Randbedingung 

(2.13) 

wir führen noch zwei avancierte Streulösungen ein. Für die 

avancierte Streulösung, bei der m im Endzustand an w gebunden 

ist, gilt 

Entsprechend gilt für die zweite avancierte 

der rn im Endzustand an w' gebunden ist 

(2.14) 

Streulösung, bei 

(2.15) 
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Diese drei Streulösungen sind Lösungen der Schrödingergleichung 

(2.2) zum vollen HamiltonoperatorHL~4 d.h. 

( 2 J6) 

mit dem unitären Zeitentwicklungsoperator U( t/1:1) 

Htl: > Ut.t, t1> = i nJe Utt/1 ) ; U (1:.,, l:.1 ) = 1 
• t (2.17) 

U (t,t~) = T e-kt.{llLr>clr 

und dem Dysonschen Zeitordnungsoperator T. 

Mit diesen Streulösungen lassen sich die Übergangsamplituden 

für t. ..... oo so umformulieren, daß nur die Streulösungen zur Zeit 

t = 0 eingehen. 

Für elastischen Stoß 

(2.18) 

und für Austausch 

(2.19) 

Da die drei Streulösungen außerdem durch geeignete Transformationen 

ineinander überführt werden können, ist nur eine der drei Lösungen 

z.B. Y::+(x;O) , zu konstruieren. 

Das Iterationsverfahren beginnt nun damit, daß man den am Potenial 

W gebundenen, exponentiell abfallenden Zustand ftl~t:) nach 

(2.9) als einfallende Welle X0 betrachtet (Fig. 3). Diese \lielle 
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fällt auf das Potential llV1 und führt zu einer Streuwelle X1 • 

Diese Streuwelle fällt auf das PotentialW und führt zu einer 

weiteren Streuwelle X~ usw. Die Aufsummation aller Streuwellen 

führt zu der gesuchten Lösung. 

In das Lösungsverfahren gehen also die Streulösungen an den ein­

zelnen Potentialen W undW 1 ein. Diese Streulösungen sollen des­

halb zuerst betrachtet werden. Sie sind Lösungen der Schrödinger­

gleichung 

( 2 • 20) 

-}j,°' d (x-1rt. )= w ;W' für V-=0,· V-

Für Streuung am Potential w ist IJ'::O , und Lösungen zu (2.20) 

sind 

(2.21) 

Der erste Summand ist die homogene Lösung, eine von links (rechts) 

einfallende, ebene Welle, der zweite Summand die anw gestreute 

Welle. Für das Iterationsverfahren braucht man diese Lösungen 

mit f beliebig komplex. Die Randbedingung, daß die Gesamtwellen­

funktion für i:--oo den exponentiell abfallenden Bindungszustand 

JE (x-,t.) nach ( 2. 9) darstellt, erfordert Re()'-) 2 0 . Die Streu­

wellen X breiten sich dann exponentiel abfallend von den Poten­

tialen W und w' aus und sind überall beschränkt. Für t < 0 fallen 

auf das Potential W nur Streuwellen von X'< 0 ein. Man benötigt 

in der Lösung (2.21) nur das negative Vorzeichen im Exponenten. 

Für endliches V , d.h. für Streuung am Potential Wi erhält man 

Lösungen zu (2.20) durch eine Galileitransformation aus (2.21) 
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i + ~ I =11.-)L~ 
„ 

I 

Der erste Sur:unand ist die auf das Potential w' einfallende Welle, 

der zweite die Streuwelle. F:.ir 1:.<0 fallen auf das Potential 

nur Streuwellen von x--ut~O ein. Daher wird nur das positive 

Vorzeichen im Exponenten der einfallenden \·lelle benötigt. 

Da die Lösungen nur zur Zeit ~=0 eingehen, sind die entsprechen­

den Streulösungen 

(2.23a) 

(2.23b) 

Die Konstruktion der Wellenfunktion 1/'+(')(,t.) für t•-Obeginnt also, 

wie angedeutet, mit der Anfangswellenfunktion :/1(>t, i;) nach (2 .9), 

die als einfallende Welle betrachtet wird 

(2.24a) 

d.h. die auf das Potential w' einfallende h'elle ist 

(2.24b) 

Die entsprechende Streulösung ist nach (2.23b) mit/'=:t 
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(2.25a) 

Im weiteren Schritt fällt diese Streuwelle auf das Potential IN 

und führt zu einer weiteren Streulösung. Die auf das Potential 

fallende Welle ist dann 

(2.25b) 

Sie führt zu einer Streulösung nach (2.23a) 

(2.26) 

Die nächste Streuwelle am Potential W' ist 

X t 
. (ol) 16 ,.J oi. oL. L~.~-(~-3 • .".e)i.l('-I 

'">t -- tJ> - - ...w:t::---- e .1 '-· / - - 2 -..Ct~ -1.J,~ -6i~ 
(2.27) 

usw. 

Die Gesamtwellenfunktion erhält man durch Aufsummation aller Streu­

lösungen. Die Reihe ergibt eine Überlagerung von sin und cos-Funk­

tionen 

+ 00 

J:' {>tt--tl) = 2 X (>t t--0> 
, n-::O n • 

(2.28) 
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Die hier nicht mitbehandelten exponentiellen Zeitfaktoren gewähr­

leisten, daß mit Rt.lj.,j')::: j" .'2 0 die Anfangsbedingung (2 .13) bei 

der Lösungskonstruktion erfüllt ist. Es bleibt nur dieses eine 

Glied in der Summe übrig, die anderen Glieder verschwinden für 

f;-.-00 . 

Die avancierten Streulösungen ?J!-('>t
1
f) und ·?./!'-(>t/t) erhält man 

durch einfache Transformationen aus der Streulösung ?/!+(x-;J:) (2.28). 

Die mit der Geschwindigkeit -1.T Galilei-transformierte Wellen­

funktion 

(2.29) 

ist die Lösung der Galilei-transformierten Schrödingergleichung 

( 2. 30) 

mit der ebenfalls Galilei-transformierten Randbedingunq 

'!J! ( ~ t ~ - oo) := e -ix:.>r-i}-/-t ff {x-1-u-t i t) (2.31) 

Die zeitgespiegelte, konjugiert komplexe Wellenfunktion :'fjl*(x-,-f) 
ist Lösung der Schrödingergleichung (2.2) mit der Randbedingung 

(2.32) 

D.h. nach (2.15) ist die retardierte Streulösung, bei der rn 
im Endzustand an w' gebunden ist, gegeben durch 
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(2.33a) 

bzw. nach (2.29) 

":f 1- ( >r. 0) = e i<:e.>t 11'+~ {>e: 0) 
I I (2.33b) 

Analog erhält man durch ein Zeit- und Ortsspiegelung die retar­

dierte Lösung für den elastischen Stoß, d.h. 

= Y:'t-lf {-x- -t) 
I 

(2.34a) 

bzw. 

(2.34b) 

Mit diesen Resultaten wird die Übergangswahrscheinlichkeit für 

elastischen Stoß nach (2.18) 

00 

~::"=lt ~oo) ~ ( 1f-{~O~ 71+(~ O))= fd~ Yt-x;O)?f+(>t,O) 
-oo 

(2.35) 

Es werden folgende Substitutionen eingeführt 

A-~ - f!o1- == Va - -<~ - .Zmt./ if 

n°'--
~ = .Zrn 
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Dabei ist Vo die Geschwindigkeit, die das Teilchen rn im gebun­

denen zustand besitzt (analog der Geschwindigkeit des Elektrons 

auf der ersten Bohr'schen Bahn im Wasserstoff). 

Mit den Substitutionen ( 2. 36) und der Lösung für 1/'+[>f, 0) nach 

(2.28) ergibt sich für die Ubergangsamplitude das Integral 

eo 

~ ~.z;i j dfj iZAlf { ccn(2Ae'<t) t-ÜO::>jf s1;,r,{2Ae'.if)} 
0 

(2.37) 

Analog wird die Übergangsamplitude für Austausch nach (2.19) und 

(2.33b) 

t>O 

~ =: t Li -+ifJ) = ( lf''( >t-,D~ Y:r>t-. OJ) = /J.r e-(.~)( y+1 ~ O) 
{-\ -e;o 

(2.38) 

Mit den Substitutionen ( 2. 36) und der Lösung für lj'f(>f- 0) nach 
' 

(2.28) bleibt für die Übergangsamplitude das Integral 

(2.39) 

Die Integrale (2.37) und (2.39) können wir analytisch nicht 

lösen. Es können aber asymptotische Entwicklungen für große und 

kleine Geschwindigkeiten 'V' angegeben werden. 

Für kleine Geschwindigkeiten lf« ~ wird i\ >> 1 • Kleine 

Geschwindigkeiten bedeuten andererseits auch, die dem Teilchen m 

beim Austausch übertragene kinetische Energie ist klein gegenüber 

der Bindungsenergie: jrnu-~<< €0 

Aufgrund des Exponentialfaktors e>('j'(-2Af:f) in den Integranden 
u- -1 von (2.37) und (2.39) tragen nur die kleinen Werte'-'<<-:.::~ 

d ifo '' 
zum Hauptanteil der Integrale bei. Im Integranden kann man die 

Exponentialglieder der Form e tif nach kleinen fl~ ~\ 
entwickeln. Eine solche Entwicklung ergibt für elastischen Stoß 
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iXJ 

"""' .2A/4e-.!Av { e'-2>.U+iy> +f-e-.2iJU+iv-~> J ( 2. 40) 
0 

Dabei sind Glieder vernachlässigt, die nach Ausführung der Inte­

gration kleiner oder gleich (~)3 sind. 

Damit wird die Ubergangsamplitude für elastischen Stoß bei kleinen 

Geschwindigkeiten 

(2.41) 

und die Ubergangswahrscheinlichkeit 

(2.42) 

Die gleiche Entwicklung in (2.39) führt für die tibergangsamplitu­

de bei Austausch zu 

(2.43} 

und zu der Ubergangswahrscheinlichkeit 

(2.44) 

Beide Wahrscheinlichkeiten gehen also für l.t _. 0 asymptotisch ge­

gen den festen Wert 4/~ und oszillieren mit proportional (lf/~)~~ 
abnehmender Ampltitude um diesen Wert. 

Für IJ'~D ist Ff: -+ ~ ~ f.2. . Die Wahrscheinlichkeit 

"f1::: 1-(~-t~) ';::::. o/2 muß als Wahrsc/heinlichkeit für Ionisation 

angesehen werden, da angeregte Bindungszustände beimo-Potential 

fehlen. 

Für große Geschwindigkeiten t}".7/ifo kann man in (2.37) und (2.39) 
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nach ifo/if entwickeln. Für die elastische Übergangsamplitude er­

gibt sich dann 

{2.45) 

Dabei sind Glieder vernachlässigt, die nach Integration kleiner 

oder gleich ( l.Jo/v-}3 sind·. Die Übergangsamplitude wird dann nach 

Integration 

{2.46) 

und die Übergangswahrscheinlichkeit für elastischen Stoß ist 

n Jf' }2 1- (U;..„0 )Z 't: = t/: ~ V 
{2.47) 

Die entsprechende Entwicklung nach ~o/v- in (2.39) ist bei 

Vernachlässigung von Gliedern die kleiner oder gleich (iJö/~)~ 

sind 

DO . , 

~~2Af dye-..<,~i{<J fi<,';l-)/)e~ +je-W-(A2+t·j/~ 3)e'-.3t J 
0 

: .lb (. ~) 3 
·~ L 3 ()-

(2.48) 

Die Ubergangswahrscheinlichkeit für Austausch ergibt sich damit 

für große Geschwindigkeiten zu 

(2.491 



-17 -

Die Austauschwahrscheinlichkeit verschwindet für große Geschwin­

digkeiten proportional v-b . Das Ergebnis (2.49) stinunt überein 

mit der exakten Hochenergieentwicklung nach K. Dettmann ;:- 10 J 
für dieses Modell. In der exakten Hochenergieentwicklung ist ge­

zeigt, daß in der Austauschwahrscheinlichkeit die erste und die 

zweite Bornsche Näherung den führenden Term liefern, d.h. 

~ rv / f1BN + f.zaN J2 (2 .50) 

Eine numerische Auswertung der Integrale (2.37) und (2.39) zeigen 

die Kurven für Pg , PA und Pe +PA in Fig. 4. 

Das oszillierende Verhalten der Wahrscheinlichkeiten~ und~ läßt 

sich durch eine semiquantitative Betrachtung erklären: 

Man kann sich den Dreikörperstoß durch eine Reihe von Zweikörper 

wechselwirkungen dargestellt denken. Das 'reilchen m "springt" da­

bei zwischen den Kernen Mund M1 hin und her und tritt jeweils 

mit dem einen Kern in Wechselwirkung, in dessen Wirkungsbereich 

es sich gerade befindet. Die mittlere Ausdehnung des Grundzustan­

des o.
0 

:: ~ ist zugleich der Wechselwirkungsbereich der Kerne i'1 

und M1 mit m . Die Zeit, die das Teilchen fYl braucht, um die 

mittlere Ausdehnung des Grundzustandes CL0 rnit seiner zugehörigen 

Geschwindigkeit 1l(, = !i~ einmal zu durchlaufen, ist die mittlere 

Zeit zwischen zwei Sprüngen: 

l = ~ o V-o 
'frn 

- "1c:J.... ~ 

Die Geschwindigkeit des einfallenden Kernes M1
ist l.T. Ein Maximum 

für Austausch wird immer dann auftreten, wenn die gesamte Wechsel­

wirkungszeit 

ein nicht geradzahliges Vielfaches der Zeit t 0 ist, d.h. bei 

/./ = * ifo / n.: -(~s;„„ . Dann finden während des Stoßprozesses 
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n:: -(3,S,„. Sprünge statt, und am Ende befindet sich das Teilchen m 

bevorzugt am Kern M' . 

Entsprechend wird ein Minimum für Austausch auftreten, wenn tw 
ein geradzahliges Vielfaches von f.0 ist, d.h. bei z/=f;llö; i?= ~~„. 
Dann finden während des Prozesses eine gerade Zahl von Sprüngen 

statt, und m ist bevorzugt an Kern IYI gebunden. 

Maxima (Minima) für elastischen Stoß ergeben sich bei den Ge­

schwindigkeiten, bei denen die Austauschwahrscheinlichkeit ein 

Minimum (Maximum) hat. 

Diese Erklärung stimmt sehr genau mit den ersten Maxima und Mini­

n.a überein (Fig. 4). Bei kleineren Geschwindigkeiten treten Phasen­

verschiebungen auf. Außerdem ändern sich die Abstände der Maxima 

bzw. Minima. Für sehr kleine Geschwindigkeiten l.l"<S:l{, ist der 

Abstand zwischen zwei benachbarten Maxima bzw. Minima tl( !ff')=% 
Die semiquantitative Erklärung ergibt dagegen den konstanten Ab­

stand t:,('J):::Z. 
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III Zweizustandsnäherung 

An dem in Kapitel II dargestellten, exakt lösbaren Modell sollen 

die Resultate der Zweizustandsnäherung, die zur Berechnung der 

Ubergangswahrscheinlichkeiten für mittlere und kleine Energien 

benutzt wird, überprüft werden. Dafür werden zunächst die Ergeb­

nisse der Zweizustandsnäherung im linearen Fall allgemein ent­

wickelt und dann auf das spezielle Modell aus Kapitel II angewen­

det. 

Die Übergangswahrscheinlichkeit für elastischen Stoß ist in Stoß­

parameterbehandlung nach (2.6) 

( 3 • 1) 

Analog ist die Ubergangswahrscheinlichkeit für Austausch nach 

( 2. 7) 

( 3. 2) 

In (3.1,2) ist ?f'(~i) Lösung der Schrödingergleichung (2.2) mit 

der Anfangsbedingung 

( 3 • 3) 

und -Ji i (>t,t) sind die Grundzustände 
I 

in w bzw. w' nach (2. 4) 

baw. ( 2. 5) . 

In der Zweizustandsnäherung macht man für die ~ellenfunktion 

'!P(~t) den Ansatz 
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Bei dieser Entwicklung sind die Funktionen ~{x;t) 

beliebig. 

(3.4) 

zunächst 

Bei kleinen Geschwindigkeiten V' geht man von der adiabatischen 

Näherung aus und nimmt an, daß keine Ubergänge zu höheren angereg­

ten Zuständen des Dreiteilchensystems vorkommen. Man macht dann 

eine Entwicklung nach den beiden niedrigsten Molekülzuständen des 

gesamten Systems aus M, M' und m: J'"'('lf;X{I:.)) und /<2)('>(', Xli.)) · 
Dabei sind die molekularen Eigenfunktionen die stationären Lösungen 

der Schrödingergleichung 

( 3. 5) 

mit Eigenenergie E''"(X) und mit dem festen Abstand X als Parame­
ter. 

Eine andere Entwicklung ist die nach den beiden Atomfunktionen 

im Grundzustand ~(>(--, t) und fl {~ i) . 

Die Amplituden Q.(:I LI:) werden bestimmt durch Einsetzen in die 

zeitabhängige Schrödingergleichung bzw. in das entsprechende 

Variationsverfahren. Setzt man den Ansatz (3.4) in das zeitab­

hängige Variationsverfahren für die Schrödingergleichung ein 

OQ 

J = f dt{( lf(~l:.)1 ( H-~17q) F{x-, t)) ·+- cl c.} 
-ll'O 

(3.6) 

und bildet cf 'J = 0 bei unabhängiger Variation von at'lt:), CJ/l{t) 
1 

so erhält man für die Amplituden das gekoppelte Gleichungssystem 
(bzw. das konjugiert komplexe System) 

(3.7) 
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Die Molekülfunktionen :f'"16~:t) und jl2 rxi;t) sind orthogonal, die 
' 

Atomfunktion ljf..~i:) und ..1-(~i)sind asymptotisch fürt--±oo or-

thogonal. Da Y!(>t,i--i;0) =- 1.f(~t-·oe>)::jf(">(',i)ist, folgt aus (3.4) 

( 3. 8} 

Der einfachste Fall zur Lösung dieses gekoppelten Differential­

gleichungssystems liegt vor bei Symmetrie der beiden stationären 

Zustände l;t.~) und .Jf <x-) d. h. 

w (.>f) = W I (* ) 

fl (x) = Jf (x) :::: f't.*) ( 3. 9} 

Die weitere Behandlung beschränkt sich auf diesen Resonanzfall. 

a) Entwicklung nach Atomfunktionen 

Die Zustände /..(~./;) sind bei dieser Entwicklung durch den Anfangs-
t:! ' 

zustand ./fl~t) nach (2.4) und den Endzustand bei Austausch f:t(x;t) 
nach (2.5) gegeben. Für die Wahrscheinlichkeitsamplituden gilt 

dann in der Zweizustandsnäherung nach (2.6) bzw. (2.7) und mit den 

Ansatz (3.4) 

CL· (oo) 
' (3.10) 
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da die zustände Jf (;,,(-, t) und J} {>f/l) für große Zeiten lt.J- oo 

orthogonal sind. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten für elasti­

schen Stoß bzw. Austausch sind also 

(3.11) 

Unabhängig von der Sy:mmetrie gilt mit (2.4) und (2.5) 

(3.12) 

Das Gleichungssystem (3.7) vereinfacht sich damit wie folgt 

l.'~)(:f;.(„,D, ~~ (~t.))lleW -d;( :/,, &;D, { (.;t))Üt'll> j ~O (3.13) 

V =t.·, f 
Man erhält also ein gekoppeltes System von Dif ferentialgleichun­

gen 1. Ordnung für die cteti:J. Die Anfangsbedingungen für die 

Cl,~ {t) lauten nach { 3. 8) 

(3.14) 

Bei Symmetrie werden folgende Skalarprodukte gleich 

~„(X,//):: {l/(>r,t), ~ f;r, i )) ~ (f f>e,i), (f>t,1.J):: /ri>t !6t >!~-XJe*m~·JX) 

w,..,(X, v) <( /! (". l~ trj4{>t,O )·{ ~6r,I.~ w; (fir;ilj •/dx ~J() ~)/()(-X JeilTN!{'f-1K J < J • i s > 

Jtii (X): ((f>r,ll, ~~()f,tJ}::(~t~tJ,w,~(>f.l))= ]dxl(>r)w(x-X )/(*) 
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Dabei wurde folgende Substitution verwendet 

X= u-t (3.16) 

Dann läßt sich das Gleichungssystem (3.13) entkoppeln, indem man 

zu den Größen 

b+ Lt) :::: a,· {:I: ) + o_, Ll J 

.b_ (t.) = ai (:/:) - C11 lt) 
(3.17) 

übergeht. Durch Addition bzw. Subtraktion der beiden Differential­

gleichungen (3.13) erhält man unter Verwendung der Substitution 

(3.16) 

( W;i(XJ + ~'l(~v-J).b.,.(X) = ihu-{ /+ Si-1 (X,v-))h:(X) 

(~'i(X)- ~1,(~u))h_ (X)::il>v-( 1-~1(~v))_b! (X) 

Zusammen mit den Anfangsbedingungen 

b:t (X) x--':O 1 

sind die Lösungen für t-1:10 bzw. X-. C;!:l 

h±{t-o0) = exp{-i/;; &'r(v->) 

f4{v) = fax (-~·(X) :t w;„( X,. v)) 
- -oo 1:t S:.-1(X;o-) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 
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Die Ubergangswahrscheinlichkeiten ergeben sich hieraus nach (3.11) 

und (3.17) wie folgt 

(3.21) 

n - AI b . . -b· ' ). J2 ':::' , 2( G{{v-) -8-{u)) 
'Ä- 't +loo) .• tbO stn .Z'Av-

Das bedeutet, unabhängig von der Geschwindigkeit f/" gilt 

Es sollen noch die Entwicklungen für große und kleine Geschwin­

digkeiten angegeben werden. 

Aufgrund der Symmetrien der Skalarprodukte (3.15) 

sif ( X,v) = s,; ( X,tr) = Si/(- X. V) 

Wit (-X, V- ) :t w,·t (X, u- ) 

~i (X) = V1 t ( X ) = w,'- l- X ) 

lassen sich die Phasen (3.20) wie folgt darstellen 

(3.20a) 

In der Entwicklung der Phasen (3 2 ) • Oa nach kleinen Geschwindigkeiten 

ll<<ll'o entfallen mit (3.15) die unqeraden Potenzen in V' und man 
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erhält bis zu quadratischen Gliedern 

(3.22) 

Ausgenommen von dieser Entwicklung ist das cf-Potential. Eine ent­

sprechende Entwicklung ist in der expliziten Anwendung der Ergebnis­

se der Zweizustandsnäherung auf das cf-Potential angegeben. 

Für v --0 sind dann die Phasen unabhängig von der Geschwindigkeit 

tr , so daß die Ubergangswahrscheinlichkeiten folgendes oszillieren­

des Verhalten zeigen 

v>/~ 

~ ~ cos2 [Jb ( ~ {v =0) - 8-( ll= 0 >) J 
~ ~ Sln ~fuiü ( e. 6t:O)- 8-tv=O))] 

(3.23) 

Die Skalarprodukte (3.15) lassen sich im Fourierraum berechnen 

nach 

S,,(X.v > = }11 e i ~X jdke .kX /(k) lt k ~ !?ff') 

wt1tXv > :;27/ eiffXf d~d~ei'?X /(~)j(~-~Jw(~·J-s) 

W.1(X)=271 jdk.d~ ei(lt,+k}X /(k,) /(k)W(b,+~) 

(3.24) 

Dabei ist/(k)die Fouriertransformierte des stationären Anfangs­

bzw. Endzustandes 

"° 'k - -t r f _, >t-f (k) =-;;-= 1 dJt- ( 'Jt > e 
.G/l _oo 

(3.25) 

etc. 

Mit Hilfe einer "semiasymptotischen"Entwicklung der Fouriertrans-

formierten wie sie von K. Dettmann und G. Leibfried floJ angege-, 
ben wird, lassen sich die Integrale (3.24) für große Geschwindig­

keiten v >"'> tJc, entwickeln. Diese Entwicklung beschränkt sich auf 
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symmetrische Potentiale, die bei ~=0 singulär werden wie 

e-~l)('I' e-<:el*1. hrl-fa • Die Entwicklung schließt auch das J_ZPo-

tential ein, ausgeschlossen sind dagegen Potentiale wiecosh <f~ 
_J 2 _, 

(i>-cc. "° I ( ,,/ +<e_.2)f'2) etc• 

Mit dieser Entwicklung nach [lQJ gilt dann für große Geschwindig­

keiten 

(3.26) 

D. h. SL.r( X,lt) verschwindet mindestens wie "/v--2. und kann im Nenner 

vcn (3.20) gegenüber 1 vernachlässigt werden. 

Damit vereinfacht sich das Argument in den Ubergangswahrschein-

lichkeiten (3.21) 

00 

.zfv [ ~ (11)-fl lv>] ~ ~ J d X Wti ( X,v > 
-oO (3.27) 

00 

=~(2i7)~Ldkfcb>k~>wrk+Pf) 

Mit der Entwicklung nach [1Q] ergibt sich für große Geschwindig­

keiten 

(3.28) 

und die Ubergangswahrscheinlichkeiten für elastischen Stoß und für 

Austausch verhalten sich nach (3.21) für große Geschwindigkeiten wie 

-0 2 fO 't /"''( ) l "'(!!2.Jl ''i- ~ 'A ~ Tl 0 w .G ~ ) 'Alt, 2 & m tr (3.29) 

p ,..... „_ 
E ......, 't 

Ein Vergleich mit der Hochenergieentwicklung von K. Dettmann und 

G. Leibfried flQJ zeigt, daß das Hochenergieverhalten der Zwei­

zustandsnäherung mit Atomfunktionen identisch ist mit dem Hoch­

energieverhalten der 1. Bornschen Näherung. 

Die exakte Behandlung des Hochenergieverhaltens ergibt dagegen 

nach {lQJ 
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(3.30) 

Da die erste und zweite Bornsche Näherung zum führenden Term der 

exakten Hochenergieentwicklung beitragen, ergeben Bornsche Nähe­

rung und Zweizustandsnäherung mit Atomfunktionen ein um einen Fak­

tor 9/4 zu hohes Resultat. 

b) Entwicklung nach Molekülfunktionen 

Die Molekülfunktionen sind die stationären Lösungen der Schrö­

dingerg leichung (3.S)und bilden im Gegensatz zu den Atomfunktionen 

eine orthogonale Basis. Im Unterschied zur Zweizustandsnäherung mit 

Atomfunktionen sind die Ergebnisse der Zweizustandsnäherung mit Mole­

külfunktionen nicht galileiinvariant, d.h. sie hängen ab von der Wahl 

des Koordinatensystems. In dem Koordinatensystem nach Fig. 2 genügen 

zur Darstellung des Anfangszustandes (3.3) allein die beiden 

niedrigsten Molekülfunktionen, während in dazu galileitransfor­

mierten Systemen dafür eine Entwicklung nach dem vollständigen 

System der Molekülfunktionen notwendig ist. Bezüglich der Dar­

stellung der Anfangsbedingung (3.3) in Zweizustandsnäherung mit 

Molekülfunktionen stellt das Koordinatensystem nach Fig. 2 ein 

optimales System dar. Die Ergebnisse der Zweizustandsnäherung 

mit Molekülfunktionen werden deshalb in diesem Systen entwickelt. 

Im Falle der Symmetrie w(x)-::- w '(x-) konunutiert der Harni 1 tonope­

rator H nach (2. 3) mit dem Spiegelungsoperator S 

s 1f (>t) == Yt.-x) (3.31) 

und die Molekülfunktionen können symmetrisch und antisyrnmetrisch 

gewählt werden. Es seien :f;{>e-,XLt)) und .f_(:if1 Xlt) die niedrigste 

symmetrische (+) bzw. anti symmetrische (-) Eigenfunktion, die für 

unendlichen Abstand I XI - oo zur selben Eigenenergie E gehören: 
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t:!(X) :ti(/XIJ 

l:!. (X) 1x1-o0 c. 

(3.32) 

Dabei ist E die Bindungsenergie im Zustand Ji (>f, t) bzw. bei 

Symmetrie auch im Zustand ~ ( *, i) • 
Mit diesen Eigenfunktionen ergibt das Gleichungssystem (3.7) 

„~_{ et' m q, lt> cf,.v -i~tf,tD 4, >' -ilit:1eUl( :!,, ~ i ~ 46.~D>} = 0 
.Y=+ -1 

(3.33) 

Dabei verschwindet jeweils der dritte Term in diesen Gleichungen: 

v+e: (~C)I, 1:.~cl_ ~{~I:)}: (Sf;;l~t>; (/SJ;t~t)):- ( /;l~i1 ~~l>t;t:)) = D 
(3.34) 

Da die Eigenfunktionen reell gewählt werden können, sind auch die 

Glieder mit ),)rt' Null: 

(3.35) 

Mit der Substitution (3.16) erhält man dann für die Amplituden 

~ die entkoppelten Differentialgleichungen 1. Ordnung 

E+(XJct.,.(X)-=- i_fiv-a:(X} 

c-(X) a_ (X) = tfiv- cz! (X) 
(3.36) 
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Für unendlichen Abstand IXlt)I-.."° , d.h. für i --r oo , ver-
halten sich die Molekülfunktionen wie 

(3.37) 

Die Anfangsbedingungen für die ae lauten dann nach ( 3. 8) 

(3.38) 

Die Integration der Gleichungen (3.36) liefert zusammen mit den 

Anfangsbedingungen (3.38) 

i 

ll±tD = if C'X?{-/;(d; ~frke:t(Xlz:J))) 
"t 

. i·--uo 
I t. (3.39) 

Mit dem asymptotischen Verhalten der Molekülfunktionen nach (3.37) 

gilt dann für die Ubergangsamplituden in Zweizustandsnäherung 

nach (3.1) bzw. (3.2) 

J; t_t.) t.--~ ~ ( a" LI: J + q_ {t J) 

[' (_J) ... -'-ekffmt/-c)t<i"Jmiflf"/'{a ttJ-a Lt)) (3.4o) 
r~ r: t-co fi' t -

<e-imd.(-> = ( f{>f-)1 e-*m~~ !'tx-)) 

Die Zweizustandsentwicklung nach Molekülfunktionen ist zwar nur 

quantit~tiv begründet für v«"~ I d.h. der Galileifaktor 

' ist <e-~m~~.>~4 zu setzen, jedoch soll hier auch das Hochener-

gieverhalten der Näherung berücksichtigt werden. 

Für die Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt: 
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fc =eo:/ f fi jdx { äXJ -c-(X)~ 
0 (3.41) 

'A ~ J<eimvx->12 si1l[-b[ciX(EYX)-E-(X>)] 

Für die Energieeigenwerte €t (X) liegen i. a. keine exakten 

Lösungen vor. Man ist also auf Näherungen angewiesen, z.B. auf 

die Heitler-London-Näherung. In dem Verfahren nach Heitler und 

Lonäon werden die exakten Moleküleigenfunktionen für alle x· er­

setzt durch den Ansatz, der für X•~ mit den exakten Lösungen 

übereinstimmt. 

(3.42) 

Es ergeben sich die entsprechenden Energieeigenwerte nach Rayleigh­

Ri tz 

(3.43) 

Die Zweizustandsnäherung mit Molekülfunktionen unterscheidet sich 

also einmal in der Ph.ase des sin 2 bzw. c.os.2 von der Näherung mit 

Atomfunktionen. Für ll'--0 werden Zweizustandsnäherung mit Atom­

funktionen und mit Molekülfunktionen unter Verwendung der Energie­

eigenwerte nach Heitler-London gleich. Zum anderen.fehlt in der 

Näherung mit Atomfunktionen der Galileifaktor l<e-~rn"-"'" > 12 in 
der Übergangswahrscheinlichkeit für Austausch. Dieser Galileifak­

tor in dem Ansatz mit Molekülfunktionen bewirkt, daß die Austausch­

wahrscheinlichkeit für große Geschwindigkeiten stark reduziert 

wird, so daß gilt 
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Der Rest -P = 1- ( J=i +PA) ist die Ubergangswahrscheinlichkei t 

für Anregung und Icnisation. 

Es sollen noch die Entwicklungen f.. kl · d ur eine un große Geschwindig-

kei ten V' angegeben werden. 

Für kleine Geschwindigkeiten V'<<~ läßt sich der Galileif aktor 

in der Austauschwahrscheinlichkeit entwickeln 

) <. e--};_rnv~ ~ J ~ J Im''"\~ z 
..., / -~ 1 -c'.:;:'1 <.>t > 

(3.44) 

Dann zeigen also für kleines // die Übergangswahrscheinlichkeiten 

folgendes, oszillierendes Verhalten: 

J: = cas2 [--6 fdx (t t(X)- e-(X)>] 
E o 

(3.45) 

~ ~sinz [~ fdi fr1(XJ-r(X}>] 
0 

so daß gilt 

Ersetzt man die Energieeigenwerte Er(X) durch die entsprechen­

den Ergebnisse aus dem Heitler-London-Ansatz, so sind die Wahr­

scheinlichkeiten (3.45) identisch mit dem Resultat der Zweizu-

standsnäherung mit Atomfunktionen (3.23}. 

lf k e-~mtl'x'°' läßt sich im 
Der Erwartungswert des Exponentia a tors 

Fourierraum berechnen nach 
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. "° 
< e-i;mvJf /: 2n /cik j (·7( -k) /(k) (3.46} 

_..,. 

Die Entwicklung des Faltungsintegrals in (3.46} für große Geschwin­

digkeiten l/".P~ ist analog dem Verfahren nach [" loJ, das bei 

der Zweizustandsnäherung mit Atomfunktionen angewendet wurde. Da-

mit gilt 

(3.47} 

Die führenden Terme der Ubergangswahrscheinlichkeiten bei großen 

V- ergeben also 

(;C) (3.48} 

~"" 2611 2:l~o)1Wl";,"'>1\.:.rv4 fdA{t'W-.aX>>J2 
0 

Die Austauschwahrscheinlichkeit in Zweizustandsnäherung mit Mole­

külfunktionen verschwindet für große V- in Übereinstimmung mit 

dem exakten Resultat (3.30} mindestens proportional v-6 . Die 1. 

Bornsche Näherung bzw. die Entwicklung nach Atomfunktionen (3.29} 

unterscheidet sich dabei lediglich um einen konstanten Faktor vom 

exakten Verhalten. Die Wahrscheinlichkeit für Austausch nach (3.48} 

weicht dagegen außer 

{jdxfr_t(X)- c_-(X)) }i 
Faktor I wl °1;f)l 2 

um einen konstanten Faktor, der proportional 

ist, um den geschwindigkeitsabhängigen 

von der exakten Lösung ab und verschwindet 

gegenüber dieser i.a. proportional zu einer kleineren Potenz in 

1/ lJ" • 
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c) Beispiel: w(.,.) = w'(*) = -~cl. cf(>t) 

Zur Beurteilung der Resultate der Zweizustandsnäherung sollen 

diese mit den exakten Ergebnissen aus Kapitel II verglichen wer­

den. Die Lösungen der Zweizustandsnäherung werden daher auf das in 

Kapitel II benutzte Modell angewandt, d.h. 

(3.49) 

e· 
" 

1) Entwicklung nach Atomfuaktionen 

Nach Gl. (3.15) gehen folgende Skalarprodukte in die Lösung ein 

. (/. ! ) z -ol/XJ w .. ( X) = . ~ t ), W; . & t) :: - m l/.o e 
&.( l I „ L I 

(3.50) 

Aus diesen Größen müssen nach (3.20) die Phasen gebildet werden 

(3.51) 
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Mit der Substitution 

eri1ält man 

a (·c)-= -1/?z:j~z-f-' _e;.._-r ___ .„ CCJ_· _.;.6..;.;;;-.~~''-..;__) _____ ] 

t '"' r 4 r.. 1.Y ) ~V:. ( u-. )] ' {e :t t+r'i·„,1-J·2 L®w.c::: + '7~;11 ~r: 
""o o o 

{3.52) 

Nach den Gleichungen (3.21) ergeben sich hieraus die Ubergangs­

wahrscheinlichkeiten für elastischen Stoß bzw. Austausch 

Die Integrale in (3.52) sind in analytischer Form nicht angebba~r 

sie lassen sich aber für kleine und große Geschwindigkeiten t.r 

entwickeln. 

U-<<~: 

Den Hauptbeitrag zum Integral (3.52) liefern kleine Werte T • 

Für kleine Geschwindigkeiten v«llö erhält man folgende Entwick­

lung 

(3.53) 

(3.54) 



- 35 -

Bei G_{v) liefert der Grenzwert y-_.( einen Integranden, C.er bei 

?; :-0 wie ~"?;- divergiert. Mit der Substitution 

ergibt die Entwicklung (3.53) für 8t~·) 

' 
B_ t~ J ~ -2" ~ r düf ,/'-

/ 
t, 1 ,, / ff & -;-} + o t 11:'' J ( 3 • 5 5) .J' 4 -u -+i.i nt..1-r - ü. ·- n':/ 

Ci d <I d 2l{, J -

Zum Hauptbeitrag des Integrals (3.55) tragen die Werte y~ 1 
bei. Man kann dann in (3.55) zusätzlic:i nach y':;(,I entwickeln 

Die Phasen des cos~bzw. sin2 in (3.21) werden also bei kleinen 

Geschwindigkeiten durch das divergierende Glied fl. {v) und durch 

C in (3.54) bestimmt, so daß gilt 

~ ""ccs<[.~?J~+c)j ,_ O(v l 

~ ~ sin2{·ffe{tn~ +C)} + O(if) 
(3.57) 

Der Vergleich mit den entsprechenden Entwicklungen der exakten 

Lösung (2.42) und (2.44) zeigt, daß das oszillierende Verhalten 

bei kleinen Geschwindigkeiten iJ'4:t,Jc; weder in der Amplitude noch 

in der Phase übereinstimmt. Die Schwingungsphasenweist gegenüber 

dem exakten Resultat eine logarithmische Verzerrung auf. 
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Für große 
Geschwindigkeiten t.i>71.lt, kann man die allgemeine Ent­

(3 .29) verwenden (oder das In-
wicklung der Zweizustandsnäherung 

tegral (3.52) entwickeln). Mit 

f { 0) ~ (:f) 1/2 

(3.58) 
· mif · J .Ji3. W Cz11 ) ~ -2ii 2rn~ 

ergibt sich 

(3.59) 

Zum weiteren Vergleich soll für die Austauschwahrscheinlichkeit die 

1. Bornsche Näherung hinzugenommen werden. Sie liefert für große 

Geschwindigkeiten nach flOJ folgendes Ergebnis 

P.Born ~ (2 !3.)6 
A V:, 

( 3. 60) 

Die Zweizustandsnäherung mit Atomfunktionen und die Bornsche 

Näherung zeigen also für Austausch gleiches asymptotisches Ver­

halten. In Ubereinstimmung mit /10/liefert jedoch die 1. Bornsche 

Näherung beim Austausch nicht allein den führenden Term in der 

Hochenergieentwicklung, sie ist um einen Faktor 9/4 gegenüber dem 

exakten Ergebnis zu groß. 

Fig. Sa,b und Fig. 6a,b zeigen numerische Auswertungen der Uber­

gangswahrscheinlichkeiten in Zweizustandsnäherung mit Atomfunk­

tionen in Vergleich mit den exakten Resultaten und den Ergebnis­

sen der Zweizustandsnäherung mit Moleklilfunktionen. 
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2) Zweizustandsnäherung mit Molekülfunktionen 

In die Ergebnisse für die Ubergangswahrscheinlichkeiten gehen 

nach ( 3. 41) die Energieeigenwerte E+(X) und E-(X) der niedrigsten 

symmetrischen bzw. antisymmetrischen Eigenlösung der Schrödinger­

gleichung (3.5) ein. Die Schrödingergleichung ist hier für das 

Beispiel zur Vereinfachung in symmetrischer Form angegeben 

-~ { ~:l +o1.J(x+ jX) +o<,Ö(>t"-JX)} i;(>f;X)= Et(X) f;(x; X) (3.61) 

Da der Hamiltonoperator invariant ist gegen eine Vorzeichenum­

kehr von X , hängen ~ und e± nur ab von 1 XI . 
Es sei 

k-i.( IXJ) > 0 (3.62) 

Im potentialfreien Gebiet sind Lösungen von (3.61) Exponential­

funktionen ex-p{t kr(IXl))t"]. Mit den Randbedingungen 

4 (* -- -J:l>O, IX)) ::; 0 
(3.63) 

I 

ergeben sich die Lösungen 

(3.64) 
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/V-t (/XI) sind :~ormierungskonstanten. 
Fl.i; k

1
(1X'Verhäl t man dann transzendente Besti!'.lffiungsgleichungen, 

die sich graphisch lösen lassen (Fig. 8) 

i k/!Xi) - 1 = ± e-k/IXJ)-IXJ (3.65) 

Für /X/>,i existieren eine symmetrische und eine antisyr.unetrische 

Lösung. Für iXi<~ existiert nur eine symmetrische Lösung, die 

antisymmetrisch verschwindet. Die antisymmetrische Lösung geht 

für /X'/= 2 mit verschwindender Steigung in oie Lösung Null über. 
0(., 

Außerdem verschwinden in diesem Punkt auch alle weiteren Ablei-

tungen. 

Für große Abstände IX 1>-/" 2 lassen sich die Gleichungen ( 3. 6 5) 
o(. 

in Störungsrechnung behandeln. Bis zu Gliedern 1. Ordnung erhält 

man 

Rr (iXI) ~ -~ ( 1 t e-~IXI) (3.66) 

u~ die Integrale in (3.41) analytisch lösen zu können, sollen 

als zusätzliche ifäherung für die exakten Lösungen (3.65) die 

Lntwicklungen (3.66) für alle X angenommen werden. Berücksich­

tigt man, daß für kleine Abstände die antisymmetrische Lösung ver­
schwindet, sind die Energieeigenwerte 

(3.67) 

/ 

Den Vergleich der exakten Lösungen (3.65) mit den Näherungen 

(3.67) zeigt Fig. 9. 
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In die Integrale in (3.41) geht nur die Differenz 

E1.XJ- E-(X) ein. In Fig. 10 ist diese Differenz in exakter 

Lösung und in Häherung dargestellt. Die Fläche unter der Kurve 

ist proportional den zu berechnenden Integral. Die Näherung ist 

weniger als 10% kleiner als die exakte Lösung. 

Mit den :~äherungen ( 3. 6 7} werden die Phasen in ( 3. 41) 

wO 

-{-;. jdX'tE+cXJ-t-lXJ) _,,8 G0 
~ - „'/ . .---/ l/ 

(3.63) 

0 

Der Galileifaktor in der Wahrscheinlic~keit für Austausch ergibt 

• ..0 ~ 

1 
. .~.Lm._~ )('-. J 2. I cl- J 1 -od :iti - ;; mU-X- l 2 __ 1 __ _ <e .,, > -:: .z ct>t- e = ( ,./- . ;:t)~ .. "° .•{t {;;;:;;) c 

(3.69) 

Damit sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten für elastischen 

Stoß und für Austausch 

Für kleine Geschwindigkeiten v~< ~ verhalten sich die i.:ahr­

scheinlichkei ten wie 

p_ ,J 4 (J~) "" - -1" - c.P5 c·-v ......., (3.71) /::::" .z. 2 " I 

~ ~ 
. (/,,) 1. - .J cos {; b J. 

2, 2 I // 
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Die Zweizustandsnäherung mit Molekülfunktionen zeigt also wie 

das exakte Ergebnis ein oszillierendes Verhalten. Die Länge 

einer Oszillation stimmt dabei sehr genau mit dem exakten Resul­

tat überein, wenn man noch <len durch die zusätzliche Näherung 

gemachten Fehler berücksichtigt. Die Oszillationen der Wahrschein­

lichkeiten in Zweizustandsnäherung zeigen jedoch nicht den pro-

portional V- 1.? gedämpften Verlauf um den Wert '9'4' , sondern 

ein ungedämpftes Schwingen um den Wert 11.z • Die WL\.i.1irscheinlich-

kei ten oszillieren so zwischen O und 1. Zusätzlich tritt eine 

Phasenverschiebung gegenüber dem exakten Resultat auf. Es ist 

also für kleine Geschwindigkeiten Jf-+ ~ ~ 1 in Zweizustands-

näherung mit Molekülfunktionen; gegenüber PE+ 1Ä ~ .J: in der 

exakten Lösung. Dabei ist 'f! = 4 - C1f:-+~) ·~ ~ die Wahrschein­

lichkeit für Ionisation, da keine angeregten, gebundenden Zustän­

de existieren. 

Für ~--0 läßt sich der Anteil 1/2 der Ionisation in einer mo­

difizierten Zweizustandsnäherung für dieses Modell verstehen. 

~an kann z.B. für Zeiten t <- ~ (o = ~) d.h. für solche u- 0 o(.. 

Abstände X der Massen M und M' , die während der Annäherung 

größer sind als <.1.0 , eine Entwicklung der Wellenfunktion 'lf{*i·b) 

nach dem vollständigen System der molekularen Eigenfunktionen 

machen 

(3.72) 

Setzt man diese Entwicklung in das Variationsverfahren für die 

Schrödingergleichung ein, so erhält man für die Entwicklungsko­

effizienten folgendes Differentialgleichungssystem 

(3.73) 

d;.af (X)~~ f,,,J/ af (X) "}f k 'a/ W(( iit, 'X), 4 (/~X>)- a/X~ 4 ("'i XJ 4 f {~ Xlj 
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Dabei sind :ft: der symmetrische und antisymmetrische Bindungs­

zustand mit Eigenenergie Et(X) , die in der Zweizustandsnäherung 

vefHendet wurden. Ilz~ sind die Ionisationszustände zur Energie 
.., L.2 
Tm t.( • In dem Gleichungssystem (2. 73) ist die Zeit durch den 

internuklearen Abstand X=v-t dargestellt. Die Randbedingungen 
sind analog zur Zweizustandsnäherung 

. 
at (X) x-.-~ {r e-tveX 

a1 (X> x---:: 0 (3.74) 

Behandelt man das Gleichungssystem { 3. 73) für tf-.O in Störungs­

rechnung, so kann man die Inhomogenitäten auf der rechten Seite 

der Gleichungen streichen. Für at (X<-a,,) ergeben sich dann die 

Lösungen der Zweizustandsnäherung (3.39), alle a/(X) verschwin­

den. D.h. das System bleibt adiabatisch in den beiden Bindungs­

zuständen, Kopplungen in Ionisationszustände finden nicht statt. 

Die Zweizustandsnäherung müßte für XC:::- ao das exakte Ergebnis 

für V--+ 0 ergeben. 

In diesem speziellen Modell muß man jedoch beachten, daß für 

Zeiten - T;-5.I:.~ !fl , d.h. für Abstände IXJ~ao kein antisymme­

trischer Bindungszustand existiert. Vielmehr geht dieser bei 

weiterer Annäherung als X= - llo in den antisymmetrischen Ioni­

sationszustand zur Energie Null über. Da auch hier keine Kopp­

lung stattfindet, bleibt der antisymmetrische Anteil auch in 

diesem Zustand selbst für Zeiten t>!!s oder für solche inter-
' V 

nuklearen Abstände, die beim Entfernen der Teilchen voneinander 

größer sind als llo • In diesem Bereich existiert zwar wieder ein 

antisymmetrischer Bindungszustand, für v-..... O findet aber keine 

Kopplung vom Ionisationszustand der Energie Null zum Bindungszu­

stand statt. 

Für Zeiten t ">ER wird also die Wellenfunktion durch eine Zwei­
V-

zustandsnäherung nach dem symmetrischen Bindungszustand un dem 

antisymmetrischen Ionisaatmnszustand mit verschwindender Energie 
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beschrieben 

(3.75) 

-Die Ubergangswahrscheinlichkeiten für elastischen Stoß und für 

Austausch ergeben sich aus (3.1) bzw. (3.2) mit dem asymptotischen 

Verhalten (3.37). Die Atomgrundzustände :lj(*,t) und J/l>t;t) lassen 

sich für ll"-0 nach (3.37) asymptotisch für große Zeiten t bzw. 

große Abstände X darstellen als Summe bzw. Differenz der beiden 

niedrigsten gebundenen Molekülzustände ,/z (x; ./:) . Da diese ortho­

gonal auf dem anti symmetrischen Ionisations zustand 4-( X-, i) sind, 

verschwinden die Projektionen von f,„(:r, .J.) auf .{-(~~) 

Man erhält dann für if-. 0 

'Pe ~ f la+(o0) 12 
~ ~ 1 f Q+ ( oo) 1 a 

' --- "'" 
- .f. - ... 

Die Wahrscheinlichkeit für Ionisation ergibt sich zu 

(3.76) 

(3.77) 

Die gesamte Ionisation findet dabei in dem Zustand mit verschwin­
dender Energie statt. 

Diese Ergebnisse der Ubergangswahrscheinlichkeiten sind identisch 

~it den exakten Resultaten für Geschwindigkeiten v---0 . Für 

das Versagen der Zweizustandsnäherung bei dem Modell mit J-Funk­

tionen für kleine Geschwindigkeiten ist also das Verschwinden 

des antisymrnetrischen Bindungszustandes und das Ubergehen in den 

Ionisationszustand zur Energie Null in einern bestinunten Bereich 
verantwortlich . 

Für große Geschwindigkeiten V »Vc, geht die Wahrscheinlichkeit 
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für elastischen Stoß sowohl in der exakten Behandlung (2.47) 

als auch in <ler Näherung ( 3. 70) geqen FJ: ~ 4 

Die \'lahrscheinlichkei t für Austausch verhält sich für if»tt in 

Zweizustandsnäherung mit Moleklilfunktimnen nach (3.48) wie 

(3. 78) 

Dabei ist der Zahlenfaktor durch die zusätzliche ~Uherung flir die 

Eigenenergien beeinflußt. Der Wert ist etwas niedriger als der 

entsprechende Wert der Zweizustandsnäherung mit Atomfunktionen 

(3.59) bzw. der Wert der Bornschen :Wherung (3.6o). Gec:;enüber 

dem entsprechenden Wert der exakten L6sung nach (2.49) bzw. 

(3.30) ist das Ergebnis um einen Faktor ~z zu groß. 

Den Verlauf der Wahrscheinlichkeiten in Zweizustandsnäherung mit 

Molekülfunktionen (rni t zusätzlicher :-Jäherung für c-t(X) ) zeigen 

Fig. Sa,b und Fig. 6a,b in Vergleich mit den ents~rechenden 

exakten Ergebnissen und den Lösungen der Zweizustandsnäherung 

mit Atomfunktionen. Die sum.'7le P;:-t1;.\ zeigen Fig. 7a,b ebenfalls 

in Vergleich mit dem exakten Ergebnis. Dei der Zweizustandsnähe­

rung mit Atomfunktionen ist die Summe unabhängig von V- inuner 
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IV Diskussion 

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten für elastischen Stoß und für 

Austausch zeigen sowohl in der exakten Behandlung des einfachen 

Modells als auch in der allgemeinen Behandlung der Zweizustands­

näherung mit Atom- und Molekülfun~tionen Oszillationen. Diese 

Oszillationen lassen sich qualitativ verstehen, wenn man den 

Dreikörperstoß als eine Reihe von Zweikörperstößen betrachtet, 

die abwechselnd an den Kernen M und M' stattfinden. 

Für große Geschwindigkeiten ~>~~ geht die Wahrscheinlichkeit 

für elastischen Stoß im exakten Resultat und in den Zweizustands­

näherungen mit Atom- und mit Molekülfunktionen gegen Pe ~ !f · 

Das Hochenergieverhalten der Austauschwahrscheinlichkeit in Zwei­

zustandsnäherung mit Atomfunktionen ist identisch mit dem der 

1. Bornschen Näherung. Da der führende Term der exakten Entwick­

lung f10 J jedoch von der 1. und 2. Bornschen Näherung gelie­

fert wird, ist das Ergebnis um einen Faktor 9/4 zu groß. 

In der Zweizustandsnäherung mit Molekülfunktionen ist zu beachten, 

daß die Resultate für endliche Geschwindigkeiten 11" nicht gali­

leiinvariant sind und von der Wahl des Koordinatensystems abhängen. 

Das Koordinatensystem nach Fig. 2 ist ein optimales System, da 

der Anfangszustand in diesem System allein durch die beiden niedrig­

sten Molekülfunktionen vollständig dargestellt wird. 

In dem behandelten Beispiel mit o -Potentialen verschwindet für 

große 1]' die Austauschwahrscheinlichkeit in Zweizustandsnäherung 

mit Molekülfunktionen mit der gleichen Potenz in ~/11" wie die 

exakte Lösung. Sie ist ähnlich wie in der Näherung mit Atomfunk­

tionen (bzw. in Bornscher Näherung) um einen Faktor~.2 gegenüber 

dem exakten Resultat zu groß. Bei anderen Potentialen verschwin­

det jedoch die Austauschwahrscheinlichkeit in der Näherung mit 

einer kleineren Potenz in 'f1r als das exakte Resultat. 

Das Hochenergieverhalten der Übergangswahrscheinlichkeiten wird 

also durch die Zweizustandsnäherung mit Atomfunktionen besser 

dargestellt. Eine Ausnahme bildet bei dem Beispiel mit 0 -Poten-
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tialen die Austauschwahrscheinlichkeit, wo beide Näherungen ein 

ähnliches Resultat gergeben. 

Im Bereich mittlerer und kleiner Geschwindigkeiten zeigt die 

Zweizustandsnäherung mit Molekülfunktionen die bessere Uberein­

stimmung mit den exakten Ergebnisse. Selbst für sehr kleine Ge­

schwindigkeiten wird noch der Abstand und die Lage der Maxima 

und Minima der Ubergangswahrscheinlichkeiten richtig wiederge­

geben. Die Näherung mit Atomfunktionen weist dagegen erhebliche 

Verzerrungen auf. 

In die Lösungen der Zweizustandsnäherung mit Molekülfunktionen 

gehen die Eigenenergien der beiden verwendeten Molekülzustände 

ein. Ersetzt man die exakten Eigenenergien durch die Energien, 

die man aus dem Heitler-London-Verfahren erhält, so sind für 

lJ-- O die Resultate der Näherung mit Molekülfunktionen iden­

tisch mit denen der Entwicklung nach Atomfunktionen. 

Die Zweizustandsnäherung mit Molekülfunktionen erscheint am besten 

gerechtfertigt für kleine Geschwindigkeiten v-.-o. Für diesen Bereich 

stimmt sie aber in dem Beispiel am wenigsten mit der exakten Lösung 

überein. So oszillieren z.B. die Ubergangswahrscheinlichkeiten für 

1.J"'~Oum den Wert 1/2 zwischen O und 1 und nicht wie in der exakten 

Lösung um den wert 1/ 4 rni t "'fil abnehmender Amplitude. Außerdem 

ist für 'IJ"~O 1f:+ 7J.. ::.1 und nicht PE +Pp.:: 1/:i • Der Grund 
dafür liegt in dem Verhalten des antisymmetrischen Molekülzu­

standes in dem behandelten Modell: Der antisymmetrische Bindungs­

zustand geht bei Annäherung der Stoßpartner und bei kleinen in­

ternuklearen Abständen über in den Ionisationszustand mit ver­

schwindender Energie. Beim Entfernen der Stoßpartner voneinander 

bleibt der antisymmetrische Anteil für v~O adiabatisch in 

dem Ionisationszustand. Diese starke Kopplung an das Kontinuum 

führt zum Versagen der Zweizustandsnäherung für ,,. .... o · 

Für den resonanten streuprozeß Proton-Wasserstoff haben Lockwood 

und Everhart /:7 .7 die Austauschwahrscheinlichkeiten in einen 

festen Winkel (30) zwischen o,7 und SOkeV Einfallsenergie gemes­

sen. Sie erhalten ein oszillierendes verha[tem, wie es die exakte 

Lösung für das lineare Beispiel mit d -Potentialen ergibt und wie 
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es auch die zweisustandsnäherungen zeigen. Für die Abstände 

der '.·iaxima bzw. Minima haben sie einen annähernd konstanten 

\·:ert bekonr:len, der mit 

.i. .L Zii/? - -=-
&~ lf <Ea> ,,,. f 

angegeben ist. uabei sind '4", ~ die Geschwindigkeiten zweier l:Je­

nac:1barter :1axi!'1a bzw. ainima, :.:J. ist die uistanz über die G.er 

stoß stattfindet, und E ist eine Wechselwirkungsenergie, die 

rit der Oszillation verknüpft ist. Die Klammern deuten einen 

"effektiven \·Jert" dieser Größe an. Sie haben diesen effektiven 

·11ert abgesc'.1ä. tzt zu 

""' ~~a> ~ f Els)ds 
-~ 

0abei ist dS ein lle<Jelement des einfallenden Protons, und Els) 
ist uie \·lechselwirkungsenergie entlang des v·ieges. Ersetzt man 

ciie ~echselwirkungsenergie f {s) durch die Energiedifferenz 

zwischen den Ligenenergien der niedrigsten symmetrischen und 

antisyY.1netrischen Holekülzustände, so ist clas Ergebnis iden­

tisch nit den Resultat der Zweizustandsnäherung mit Molekül­

funktionen. 

~ie experiDentellen ~erte von f 7 J oszillieren ebenso wie 

clie exakte Ll»sung des t·lodells r:üt J -Potentialen zwischen~ ">qf 
unu ~ ~ 0, 1 . Jaqegen oszillieren die \i'erte der Zweizustands­

n.':iherunq rii t ~1olekülfunktionen zwischen ~-::. 0 und ~~ 1 , und 

P,1 -= / qilt für i'- -0 ('aei der lfäherung mit Atomfunktionen 

sci1wanken die 1.!erte ün ganzen Bereich zwischen B,,=0 und~.,,,. ,f ) • 

iJie Abweichunsen lassen sich ähnlich wie bei dem behandelten 

~eispiel auf eine starke Kopplung an einen weiteren Molekillzu­

stancl cies H,.:.-r -:1oleküls zurüd:führen. Dates und Williams {" 1l .J 
haben diese Kopplung berücksichtigt und eine gute Ubereinsti~mung 

mit den experi~entellen Werten erzielt. 

Ein weiteres resonantes Systeu ist cler nukleare Streuprozeß cX.-

7eilcilen-
7L1.· . i<elleter et al. [ !) J haben die elastische 

.:J treuung in :este ~ :inkel ( 3o0, 4 7, 50, S 0 , 60°) für Einf allsener­

;,ien von 8,6-12,5'.leV um1 17,0-22,SMeV ge:::lessen. Sie erhalten 
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neben einer Untergrundstreuung ebenfalls ein oszillierendes 

Verhalten. Der oszillierende Anteil zeigt gute Ubereinstin""',un0 

mit der Darstellung 

n 2( ./ r S) 1E "" c.os .Zl?lf t=ex 

Dabei ist Eex die nittlere Energiedifferenz zwischen den Eiqen­

energien der niedrigsten symmetrischen und antisyr.unetrischen 

stationären Molekülzustän<le. S ist die Ausöehnung Jes tLi -
Kernes. Das ist wiederur:i das Ergebnis der Zweizustandsnäherung 

mit MolekUlfunktionen, wobei das Integral über die Differenz 

der Eigenenergie entlang des Weges des einfallenden ~ -Teilchens 

durch den Mittelwert Ee;-.c- S ersetzt ist. 
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Abbildungslegenden 

Fig. 1: Bezeichnung der Potentiale und Massen im Dreikörper­
system 

Fig. 2: Koordinatensystem des linearen Dreikörperstoßes 

Fig • 3: Darstellung der Potentiale w ,..,. d(.>f) und w'- d(>t-tl'i:) 

im x-t-Koordinatensystem mit Andeutung des Grundzu­

standes 

Dreikörpersystem mit w(>r) • w'l>r")= -lt..o1.cf(>t) 
.lm 

. 
I 

Fig. 4: Exakte Lösung der Ubergangswahracheinlichkeiten (nu­

merische Auswertung) 

Fig.Sa,b: Ubergangswahrscheinlichkeiten für elastischen Stoß 

in Abhängigkeit von lF/v-
0 

(Fig Sa) bzw. Vö/v (Fig. Sb) 

Fig.6a,b: Ubergangswahrscheinlichkeiten für Austausch in Abhängig­

keit von V'/tr
0 

(Fig. 6a) bzw "{/..r (Fig. 6b) 

Fig.7a,b: Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten für Austausch 

und elastischen Stoß in Abhängigkeit von ~/v0 (Fig. ?a) 

bzw. Vo/v (Fig. 7b) 

Fig. 8: Graphische Lösung der synunetrischen bzw. antisynunetri­

schen Energieeigenwerte des Molekülsystems mit zwei 

gleichstarken, anziehenden cf -Potentialen im Abstand X 

Fig. 9: Energieeigenwerte des Molekülsystems aus Fig. 8 als 

Funktion des Abstandes X 

Fig. 10: Differenz zwischen symmetrischem und antisyrnrnetrischem 

Energieeigenwert des Molekülsystems aus Fig. 8 
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