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Besselfunktionen mit Potenzen von x

van

M. Profant und Ch. Péppe



1. Einleitung

Bei der Anwendung des Ritz'schen oder Galerkin'schen Verfahrens fiir dreidi-
mensionale eliptische Aufgaben benutzt man als Koordinatenfunktionen hiufig

die Funktionen

cos m\/

1 m ( v
¢k1m = Cyim ﬁ‘l 1 (Yk,lr) Pk(cosf) ) fir r<1,
k+- sin m
2 ¢
oder cos my
1
b, moc.. ( 2Ly % (cos ) fir r 31,
klm klm VF k+—;- sin m‘f

wobel Yk 1 die 1-te Nullstelle der Bessel-Funktion J 1 ist. Wenn wir noch

b ] k+f
die vorgegebene Gleichung als A u = f schreiben, tauchen in den oben erwihn-
ten Verfahren die Skalarprodukte (A ¢k1m’ ¢GBY) auf. Dazu miissen wir oft

(wenn der Operator A beziiglich r separabel ist) die Integrale der Form

k
1.1 X Ji'J l(Yx)dx und J/x J 1(le) J l(sz)dx
mty my )
ausrechnen. Es handelt sich dabei um die Integration schnell oszillierenden
Funktionen (bei grdBerem?y), die numerisch nur schwer erfafbar ist und da-
durch auch sehr viel Rechenzeit kostet. Die Genauigkeit ist (bei GauB'scher

Quadratur) im Abschnitt 5. gezeigt.

Andererseits sind gerade die halbzahligen Bessel-Funktionen geschlossen dar-
stellbar, wie man an der Formel (2.1) sieht, und die Integrale (1.1) kann
man analytisch ausrechnen. Die Methode ist in den Abschnitten 2. und 3. er-
k13rt. Im Abschnitt 4. sind alle Formeln fiir (1.1) zusammengestellt; das
sind die Formeln fiir die unbestimmten Integrale (1.1). Es kommt jetzt auf
die Integrationsgrenzen an. Fiir die von Null verschiedenen Grenzen k&nnen
wir die Formeln aus 4. direkt benutzen; aber im Nullpunkt erscheinen in ein-
zelnen Gliedern die Potenz- und Logarithmus-Singularititen,obwohl das Inte-
gral als Summe von diesen Gliedern im Nullpunkt reguldr ist. Die Grenzwerte
der Integrale fiir x gegen Null werden im Abschnitt 5. berechnet. Die For-
meln aus 4. und 5. haben z.B. die Anwendung des Galerkinschen Verfahrens

auf die lequSlonsglelchung mit Driftterm ermdglicht, d.h. auf Gleichungen

vom Typ -Au+ Vu v(- ES—LZZQ = 0 im AuBeren einer Kugel.

Die Autoren danken Frl. Sahelangi fiir ihre Hilfe bei der Programmerstellung.



2. Integrale der Form‘/rxp Vx J ](yx)dx.
™7

Wie bekannt, existiert fiir die halbzahlige Besselsche Funktion J 1 die
explizite Darstellung m+§
3]
2 k
1, ] - 1
(2.1) J ](Yx) = .‘"—2;; [SIn(Yx - l;l) ( l) (m+2k)- 2k +
m Y k=0 (2k)!(m-2k)! (2yx)
-1
CoR
- 1
+ COS(YX - I;_“) (-1) (m+2k+l).2k+l
k=0 (2k+1)! (m-2k-1)!2yx)
Bezeichnen wir noch mit P;
3l
i)
(2.2)  p; = (-1) 2 (m+d) ! <, i=0,1,...,m ,
it (m-1i)! (2y)
dann ergibt sich fiir (2.1)
(2.3) I G =-\/-—2—-[sin(yx - 2T PG + cos(yx - I Q@) |
M mYX Z
2
wobei
pm pm—l
o a1 ™ gerade
Py /x Py Py /*
(2.4) P(X)=po+;§+~-\ s Q(X)—;—+;—3-+---\
Pn-1 Pn
powy - m ungerade
p'e X

Fiir den Integranden des gesuchten Integrals bekommen wir

2.5 " /KX J ](yx) =\’g—.[sin(yx - gxéan(x) + cos(yx - gl)an(x)]
m+§ Ym

Wir sehen, daf (2.5) eine Linearkombination der Funktionen sin(yx - %39 und
cos(yx - %ﬂ) ist. Dabei sind die Koeffizienten Polynome in x und ;-mit der
Eigenschaft, daR das eine nur gerade und das andere nur ungerade Potenzen
enthilt. Durch Anwendung der partiellen Integration findet man, daB auch

das gesuchte Integral sich in #hnlicher Form schreiben 148t, n#dmlich:



(2.6) /xn Vx J (yx)dx =

miy
2_ [sin(Yx - M) S(x) + cos(yx - Ll Si Ci
‘“Y 5 Yx = 57) R(x) + A Si(yx) + B Ci(yx)| ;

die Funktionen S(x) = E ijJ und R(x) = E rij sind wieder gewisse Poly-

nome in x und %, und

~ sin(yx - -;E, m -
(2.7) Si(yx) = = dx = cos 5 Si(yx) - sin 5 Ci(yx) ,
mm
~ cos(Yx - 5—)
Ci(yx) =]' - 2" 4x = cos §1 Ci(yx) + sin %1 Si(yx) .

Daher liuft die L8sung der Integrationsaufgabe auf die Bestimmung der Ko-
effizienten der Polynome S und R sowie der Konstanten A und B hinaus. Zu
diesem Zweck differenzieren wir (2.6) nach x und erhalten durch Vergleich

der Koeffizienten von sin(rx - %‘l) und cos (‘\x - -';—") die folgenden Gleichungen:

(2.8) x™ P(x) = S"(x) - v R(x) +

|

x" Q(x) = R'(x) + ¥ S(x) + 2 .

Im folgenden unterscheiden wir die drei Fille n>m, n <0, O0<n<m.,

1. Fall: ny m

In diesem Fall sind A und B=0 und S und R Polynome nur in x vom Grade n.

Ausfiihrlich geschrieben:

n-m
p X m gerade
2.9) p x+p, "2 4] -
) 2 \
n-m+1
X m ungerade
m-1
= 0y - n
(so+slx+...+snx) ((ro+rlx+...+rnx)
n-m+l
el 3 m-1% m gerade
p x + n- L /
1 P4x + + <
n-m
P.X m ungerade

n
+ ... +s8x)
n



Durch Roeffizientenvergleich bekommen wir folgende Beziehungen:

(2.10) s_ =71 = s = r = ,,.=0

fir m gerade fiir m ungerade
(n—m+1)sn__m+l “Y Tam TP (n—m+l)rn_m+l tys =P
(n—m)rn_m Y YOS =0 (n—m)sn_m “ YT,y =0
(n—m-l)sn_m_] Y Them-2 T 0 (n—m-‘)rn—m—l Y Sy <

vee usw. cee

Un das System (2.10) in kompakter Form zu schreiben und y aus den Glei-

chungen zu eliminieren, fiihren wir noch folgende Substitutionen ein:

[%—] (m+i)!

i . P
(2.11) Pi =piy = -n : : =, 1= 0,1,¢e0.,m , Pi = 0 fiir 1 > m;
it (m~i)!12
- EE _ “n-1 . “n-2 s “n-3
Th » Sp-1 T T2 0 Tp-2 3 ° “n-3 AR
Y Y Y Y
Dann bekommen wir fiir die c;
(2.12) = -p = -1, (a-k) + (-DK =P
: Ch T T T T (B Cn-k Cn-k-1 k+l
oder ¢ = ¢-nDE® . -@mKk e ), k=01 n-1
n-k-1 k+1] n-k’ ° yirre ’
und daraus
[k—]] 1
I A (n-i)! (m+i)! e
(2.12a) ook (-1 T ji: ~— , wobei I = min(m,k).

i=0 il(m-i)! 2%



ZusammengefaBt, konnen wir schreiben (fiir n > m)

(2.13) jx“ Yx J ; (%) dx =

™y

- ?‘FT{% [sin(Yx e N TN 2 LR SN 7 LR

+ cos(yx - %Tl) (cn(Yx)n + cnwz(YX)n-2 + )] ,

wobei die s durch (2.12) oder (2.12a) gegeben sind. Die Punkte sollen
(zur Vermeidung einer Fallunterscheidung) andeuten, daB die Summation, je
nach dem, "wie es auskommt', bis zur ersten bzw. nullten Potenz von (yx)

durchzufijhren ist.
Als Beispiel berechnen wir

j[x3 ¢§-J3 (yx) dx .
2

In diesem Falle ist n
(12a) zu c¢

3, m = 1, und die c; berechnen sich nach (12) oder

3 = -1, c, = 4, ¢, = 8, c, = -8.

Es gilt also

/x3 Vx J., (yx) dx =

W

- %}I% [sin(Yx - _;L) (4(YX)2“8) + cos(yx - %) (-(\(x)3 + 8 YX)] .

2, Fall: n < 0,

Wir gehen wieder von den Gleichungen (2.8) aus. Die Funktionen S und R sind
jetzt Polynome in % ohne absolutes Glied (da fiir die linken Seiten ein

Gleiches gilt). Die héchste in diesen Polynomen vorkommende Potenz von %

ist k + m (wobei k = -n gesetzt wird). Man kann daher fiir S und R ansetzen
k+m-1 k+m-1
S_Q r_i
s=z -, R=§ = .
c 1 “ 1
=] X i=1 X

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
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In den ndchsten beiden Tabellen werden die analytisch (nach unseren For-

meln) bzw. numerisch (GauR'sche Quadraturformel) berechneten Integrale

1

[x3,Gm0 3 Grode, i =369, 90 . 1)
o 2 2

bzw.
s
fx Jg(61) J35(51)dx, i=1,3,5, +u., 49 (Tab. 2)
o 2 2

angegeben. Dabei bedeutet GAI9 die Neunpunkteformel, GAIl6 die Sechzehn-
punkteformel usw. Die Werte der Bessel-Funktionen fiir die numerische Inte-
gration wurden mit der Subroutine DBJRP aus SL-MATM berechnet. Dabei wird
die Ungenauigkeit der letzten zwei Stellen (in den ersten Zeilen) nicht
durch die numerische Integration, sondern durch die Ungenauigkeit der Sub-
routine DBJRP verursacht. Im ersten Beispiel ist das FErgebnis exakt le 3
m
und stimmt mit den analytisch berechneten Werten iiberein. !
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