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Integration von Produkten halbzahliger
Besselfunktionen mit Potenzen von x

van

M. Profant und Ch. Péppe



1. Einleitung

Bei der Anwendung des Ritz'schen oder Galerkin'schen Verfahrens fiir dreidi-
mensionale eliptische Aufgaben benutzt man als Koordinatenfunktionen hiufig

die Funktionen

cos my

1 m ( "
¢k1m = Cy1im ﬁ‘l I (Yk,lr) Pk(cosf) ) fir r<1,
k+— sinm
2 ¢
oder ¥ cos m y
- 1 k,1, ,m "
¢k1m Clm 7?.J 1 (—;7—0 Pk (cosa}) . fiir r 21,
k+—2- sin m?

wobeil Yk 1 die 1-te Nullstelle der Bessel-Funktion J 1 ist. Wenn wir noch

b ] k+f
die vorgegebene Gleichung als A u = f schreiben, tauchen in den oben erwihn-
ten Verfahren die Skalarprodukte (A ¢k1m’ ¢GBY) auf. Dazu miissen wir oft

(wenn der Operator A beziiglich r separabel ist) die Integrale der Form

a.n fxnﬁJ [ (Yx)dx  und /ka L T (rxdx
™2 ™y "y

ausrechnen. Es handelt sich dabei um die Integration schnell oszillierenden
Funktionen (bei grBBerem)r), die numerisch nur schwer erfaflbar ist und da-
durch auch sehr viel Rechenzeit kostet. Die Genauigkeit ist (bei GauB'scher

Quadratur) im Abschnitt 5. gezeigt.

Andererseits sind gerade die halbzahligen Bessel-Funktionen geschlossen dar-
stellbar, wie man an der Formel (2.1) sieht, und die Integrale (1.1) kann
man analytisch ausrechnen. Die Methode ist in den Abschnitten 2. und 3., er-
k13rt. Im Abschnitt 4. sind alle Formeln fiir (1.1) zusammengestellt; das
sind die Formeln fiir die unbestimmten Integrale (1.1). Es kommt jetzt auf
die Integrationsgrenzen an. Fiir die von Null verschiedenen Grenzen k&nnen
wir die Formeln aus 4. direkt benutzen; aber im Nullpunkt erscheinen in ein-
zelnen Gliedern die Potenz— und Logarithmus-Singularititen,obwohl das Inte-
gral als Summe von diesen Gliedern im Nullpunkt regulidr ist. Die Grenzwerte
der Integrale fiir x gegen Null werden im Abschnitt 5. berechnet. Die For-
meln aus 4. und 5. haben z.B. die Anwendung des Galerkinschen Verfahrens

auf die Diffussionsgleichung mit Driftterm ermdglicht, d.h. auf Gleichungen

vom Typ ~-A u+ Vu y(- sﬁ%ﬁi?o = 0 im AuBeren einer Kugel.
r

Die Autoren danken Frl. Sahelangi fiir ihre Hilfe bei der Programmerstellung.



2. Integrale der Form‘/rxp Vx J 1(yx)dx.
)

Wie bekannt, existiert fiir die halbzahlige Besselsche Funktion J die

wy
m
B
1, 2 . my E -1)° (m+2k) !
2.1 J ,Gx) ={— [51n(yx - 5 +
! Ty X 2" %=0 (2k)!(m—2k)!(2yx)2k

mb—
-1
=
(-1 (m+2k+1)!
k+1

=0 (2k+1) ! (m=2k~1) 12yx) 2

explizite Darstellung

+ cos(yx - %E)

Bezeichnen wir noch mit P;

[%] (m+i)!
2.2) by = (-1 —
it (m-1i)! (2y)

dann ergibt sich fiir (2.1)

(2.3) J ,(yx) = \}%[Sin(yx - g_‘—") P(x) + cos(yx - 5211) Q(X)J R

mty
wobel
EE pm_] m gerade
-1
Py //xm Pl p3 //xm
(2.4) P(x) =p +—=5+ ... , 0(x) = — + =+ ..,
o x2 \\ X 3 \
Pr-1 X P
=1 - m ungerade
X X

Fiir den Integranden des gesuchten Integrals bekommen wir

(2.5 x" & J l(yx) =\’g—.[sin(yx - gl)an(x) + cos(yx -~ gl)an(x)]
m+§ Yn

Wir sehen, daR (2.5) eine Linearkombination der Funktionen sin(yx - gﬂ) und
cos (yx - %I) ist. Dabel sind die Koeffizienten Polynome in x und i-mit der
Eigenschaft, daR das eine nur gerade und das andere nur ungerade Potenzen
enthilt. Durch Anwendung der partiellen Integration findet man, daB auch

das gesuchte Integral sich in #hnlicher Form schreiben 13iBt, nd#mlich:



(2.6) /xn Vx J (yx)dx =

miy
2 [sin(Yx - M) S(x) + cos(yx - or Si Ci
{ — 5 Yx = 5) R(x) + A Si(yx) + B Ci(yx)| ;

die Funktionen S(x) = E ijJ und R(x) = E rij sind wieder gewisse Poly-

nome in x und %, und

~ sin{yx - -;‘—“) m o
(2.7) Si(yx) = = dx = cos 5 Si(yx) - sin 57— Ci(yx) ,
mm
—~ cos(yx - 5)
Ci(yx) =/ - 2 dx = cos -I;—ﬂ Ci(yx) + sin ﬁ;ﬂ Si(yx) .

Daher liuft die L&sung der Integrationsaufgabe auf die Bestimmung der Ko-
effizienten der Polynome S und R sowie der Konstanten A und B hinaus. Zu
diesem Zweck differenzieren wir (2.6) nach x und erhalten durch Vergleich

der Koeffizienten von sin(“x - %‘l) und cos(‘\x - %‘l) die folgenden Gleichungen:

(2.8) x™ P(x) = S'(x) - v R(x) +

x" Q(x) = R"(x) + vy S(x) +

x|

Im folgenden unterscheiden wir die drei Fille n>m, n<0, O0<n<m.,

1. Fall: ny m

In diesem Fall sind A und B=O und S und R Polynome nur in x vom Grade n.

Ausfithrlich geschrieben:
n-m

p X m gerade
.90 p " +p, 24 ... 4. =
) 2 N\
n-m+1
X m ungerade
m-1
= Ny - n
(so+slx+...+snx) ((ro+rlx+...+rnx)

n-m+l
X m gerade

P X m ungerade

n
+ ... +s8x)
n



Durch Koeffizientenvergleich bekommen wir folgende Beziehungen:

(2.10) s, =T =g = r = .. =0

fiir m gerade fiir m ungerade
(n—m+l)sn—m+l -y rn-'m = pm (n—m+l)rn_m+] Y *a~m -~ Pn
(n—m)rn_m Ty Sn-m-1 =0 (n—m)sn_m T Y Them-i =0
(n-m-l)sn_m_] S Y T, = 0 (n-—m—l)rn_m_1 tys = 0

cee usw. cee

Um das System (2.10) in kompakter Form zu schreiben und y aus den Glei-

chungen zu eliminieren, fiihren wir noch folgende Substitutionen ein:

[_ﬂ (m+i)!

i . _ e .
(2.11) Pi =p;y = -n : : =, 1= 0O,1,...,m , Pi = 0 fir i > m;
it (m~-i)!2
- EE _ cn-l . Cn—2 s cn-3
Th » Sp-1 T T2 Th- 3’ “n-3 A
Y Y Y Y
Dann bekommen wir fiir die c;
(2.12) = -p = -1, (a-k) + (-DF -
’ Cha T T T 7 B Cn-k Cn-k-1 k+1
oder = -D¥ (p (m-k) ¢ .) , k=0,1 n-1
n—k-1 k+1] n-k’ °? slsecey ’
und daraus
[k—]] 1
N (=) ! (m+i)! L
(2.12a) ok (-1 el ji: — , wobei I = min(m,k).

i=0 i!(m-i)! 2!



ZusammengefaBt, kdnnen wir schreiben (fiir n > m)

(2.13) /xn VYx J 1 (yx) dx =

)

- x”]‘” 1z [sin(vx S0 e 0™ e 0™ L)

+ cos(yx - ;‘—"—) (cn(Yx)n + cn_z(YX)n_2 + )J )

wobei die cs durch (2.12) oder (2.12a) gegeben sind. Die Punkte sollen
(zur Vermeidung einer Fallunterscheidung) andeuten, daf die Summation, je
nach dem, "wie es auskommt', bis zur ersten bzw. nullten Potenz von (¥x)

durchzufithren ist.

Als Beispiel berechnen wir

j[x3 v J3 (yx) dx .

In diesem Falle ist n
(123) zu ¢

3, m = 1, und die c; berechnen sich nach (12) oder

=-1,¢c, =4, c

9 = 8, c, = -8.

3 1

Es gilt also

(V%]

/x3 Vx J., (yx) dx =

N

2. Fall: n < 0,

Wir gehen wieder von den Gleichungen (2.8) aus. Die Funktionen S und R sind
jetzt Polynome in %-ohne absolutes Glied (da fiir die linken Seiten ein

Gleiches gilt). Die h&chste in diesen Polynomen vorkommende Potenz von %

ist k + m (wobei k = -n gesetzt wird). Man kann daher fiir S und R ansetzen
k+m-1 k+m-1
S_Q r_i
S = z —+ , R= z = .
< 1 “ 1
1=1 X i=1 X

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich



fiir m gerade

218 T (ek-1) T So(mik-2) T T-(mik=3) T 0 < O
(2.15) -(m+k—l) S—(m+k—l) = pm
-(m+k-2) r_(m+k_2) + Y S—(m+k—1) =P,
...(m+k‘3) S_(m+k_3) =Y r_(m+k_2) = pm_z
usw.

fiir m ungerade

= = = L. = 0
S—(m+k-l) - r—(m+k-2) S‘(m+k'3)
- (m+k-1) T (m+k=1) =P,
~(m+k—2) s_(m+k_2) i r_(m+k._|) = pm"]
- (m+k-3) r_(m+k_3) +y S-(m+k—2) = Pp-2

usw.

Um (2.15) einheitlich zu schreiben, fiihren wir analoge Substitutionen zu (2.11) ein:

i .
(2.16) Pi=piY , 1 =0,1,...,m; Pi=0’ i<o
c S_(m+k-1) ¢ T (m+k-2)
- (m+k-1) S -(m+k-2) _ .~
m AN ’ m-1 TN
Y r_(m+k_‘) Y s—(m+k—2)

Dann erhilt man anstelle von (2.15) (aus (2.15) und (2.2))

RN

o - (2m) !
- (m+k=-1) m+k—1

(2.17) >
(m+k—-1)m! 2™

1
Co(mtk-(i+1)) ~ ~ mrk-(i+1)

,m+tk-2

(-

i=1,2,...

—(m+k=1i) -t

s_ - m gerade
C(mek-3) _ o @D &
m-2 ’
Y \\r_(m+k_3) m ungerade
m-i
-1 L ](z -i)!
) T fdr i
—-3y1 %1
i , ((_l)i*m +/(m iyt 11 2 )
m+k-(i+1) € (m+k-1) \\0 filr

i>m



Dadurch sind die Koeffizienten c_; (und damit auch r_. und s_i) rekursiv bestimmt. Es bleiben noch A und B zu be-

rechnen. Den Gleichungen (2.8) entnimmt man (Koeffizient von i) nach wenigen Umformungen, daR

0 / 1-k fiir k gerade
(2.18) A = ( R B = \
ey 0 fiir k wungerade.
—— p
1-k o k,l
.Y ’

Aus (2.17) und (2.18) sind damit alle fiir das Integral maBgeblichen Zahlen bekannt, und wir haben nach (2.6)

(2.19) j—/%.] (yx) dx =

X m4-12-

sin(yx cos(yx - EE)
2 (Yk-l[(c—(mﬂc-l) , S-(mek-3) | )./ 2 +( S (mtk-2) , S-(mtk-4) | )./ 2 J
TY (Yx)m+k—l (Yx)m+k-3 \ (Yx)m+k-2 m+k—-4 \

cos(yx - ‘;ﬂ) (yx) sin(yx - %l)
n
(—l)2 (A Si(yx) + B Ci(yx)) fiir m gerade
+ 7
\ m-1 ‘)

-1 2 (B Si(yx) - A Ci(yx)) fiir m ungerade ;

c_y c_
die Summation geht jeweils (''wie es auskommt") bis 5 bzw. —

(vx)

Wie im ersten Fall, so kann man auch hier fiir die Koeffizienten ¢ eine direkte Formel angeben (obwohl sie nur

eine geringe praktische Bedeutung hat, weil die Rekursionsformeln programmtechnisch giinstiger sind); sie lautet



i+"+1] i-1 [J_*_E )
(2-20) c—(m+k_i) = (_1)[ 2 Z ("l) 2 ] m—j , 0 , m gera e
j=0 m+k=(3+1)) .. . (mk-1) N

, m ungerade

fir i = 1,2,...,m+k-1

Als Beispiel fiir den 2. Fall berechnen wir /iég J, (yx) dx.
X

2

Hier ist m = 1, n = -2, also k = 2, Aus (2.17) oder (2.20) sowie (2.18) erhdlt man c_, =
B = % Y. Damit ergibt sich

V% JB(YX)

o rof

¥ 1/2' 1 1 m 1 T L

dx = vy} 5= (- = ———= cos(yx - =) - — sin(yx - =) + 5 Si(yx)) .
s 2 2 2 2

X Y (yx) 2 2%

Es bleibt zu untersuchen der

3. Fall: O<n<m

In diesem "gemischten'Fall enthalten die linken Seiten der Gleichungen (2.8) tatsdchlich Potenzen sowohl von x als
auch von %@ das gleiche gilt dann auch fiir S und R. Es wird sich jedoch zeigen, daR das System (2.8) in zwei Sy-
steme zerfillt, von denen das eine nur die negation, das andere die iibrigen Potenzen von X umfaft. Um dies zu se-

hen, schreiben wir (2.8) in ausfiihrlicher Form:

Ph+2 n-m

XP o, +tp, *—5 ... (n gerade)\ /pmx (m gerade) A
(2.21) xnp +xn_2p +... + / x + ... + = S§' - YR + —
o 2 \ \ g
X + Pntl + (n ungerade) P xn—m+] (m ungerade)
pn_1 X e g n—1



n+l

xn—m+l (m gerade)

+ . ®
n-1l n-3 /x Pn-1 X (n gerade) \ / Pm-1
X pl + x p3 + ...t + ... +
N\ 2 Pn+2 / \p
P X
X P _o + P, t— ¢ ... (n ungerade) m
X
S und R haben die Form:
n n-1 -1 -2 n-m+1
(2.22) S = 8 X + 8 1% + ..+ S, + S_1X + 8_,% + ... 8 em+1
Rerxmer Ve i vr v xVor.x2s... n-m+l
n n-1 1 -2

r
n-m+1

Der Koeffizientenvergleich liefert uns hier fiir die nichtgenativen Potenzen von x

(2.23) -Y rn - po
nEL Y Saa =P
(n=1) Sn-1 =Y Th-2 T P2

fiir n gerade

fiir n ungerade ,

sowie fiir die negativen Potenzen

(m ungerade)

B
= ' —
R'+ y5 + -



fir m gerade fiir m ungerade

(2.28)  r =S .o "= T ome3 = e =0 S ome] = Tnem+2 = Sn-me3 T U =0
-(m-n-1) s __ =P “(m-n-1) ¢, = Py
= (m-n-2) Come2 T Y Spme = P - (m-n-2) Shem+2 7 Tn-m+l ® Py
- (m-n-3) Sh-m+3 Y rn-m+2 = pm--2 ~(m-n-3) rn—m+3 -y Sn'm+2 ) Pm_z

cresercaas = P4 cecesreann = Ph+2

Fiir den Koeffizienten bei % schlieBlich gilt

(2.25) A=0, Y s, + B = Prsi ’ n gerade
B =0, “Yr + A= Poeyp ° n ungerade

Man beachte, daB in dem Fall n = m~-1 das System (2.24) leer ist, d.h. iiberhaupt keine Gleichung liefert. Die Glei-

chungen (2.25) bleiben dagegen giiltig, wenn man in diesem Fall r_, = s_, = 0 setzt (die eigentlich gar nicht de-
finiert sind).

Man {iberzeugt sich leicht davon, daR die Systeme (2.23) und (2.24) den Systemen (2.10) und (2.15) genau entspre-
chen. Bis auf die Berechnung der Konstanten A und B haben wir damit den dritten Fall auf die beiden ersten zuriick-

gefilhrt. Da wir die Losungen der Gleichungssysteme (2.10) und (2.15) bereits kennen, kennen wir auch schon das
gesuchte Integral:

I



2] (%]

2/ 1 . 23 o
(2.26) fxn vx I (yx)dx =JT——Y-(YH+I [sul(yx - ;1—11) % cn—21+1(Yx)n 2141 + cos(yx - ’_2'1) Z C-2i (Yx)n 21 ]

1
m+§ i-O
B(cos %1!— Ci(yx) + sin %T-T- Si(yx)) n gerade
+
A(cos x;—“— Si(yx) - sin %‘l Ci(yx)) n ungerade.

Dabei sind die c, wie in (2.12) bzw. (2.17) definiert, und fiir A und B gilt

c
-1 o
(2.27) A=O, B = Pos Y“” fir n gerade
» ¢, = O fir n = m-1, ansonsten wie in (2.17) definiert.
c
-1 .
B=O0, Am Pos + Y“'” fiir n ungerade

Auch fiir diesen Fall berechnen wir ein Beispiel, und zwar jx x J., (yx)dx.
2

Dann erhalten wir (n = 1, m = 3)

= -], c, = 7 (nach 2.12), cy "= 15 (nach 2.17), B = A = 0 (nach 2.27).

Es ist also

Jx /;J7 (yx) dx -@%[7 sin(yx -:23—") + cos(yx -%r») (-vx +%)]

!
i
i



k )
3. Integrale der Form /x I Gnx) T (vx)dx, Y, # Y,

mz n+y

Auch diese Integrale lassen sich, wie im folgenden gezeigt wird, durch einen Ansatz und einen Koeffizientenver-
gleich berechnen. Dariiberhinaus kann man den Integranden in geeigneter Weise so umformen, daB das entstehende

Gleichungssystem in zwei Systeme zerfillt, die nach dem Verfahren des 2. Abschnitts aufldsbar sind.

Wie in (2.3) kbnnen wir wieder schreiben
—

2 . mm mm
(3.1) Jm%(ylx) = \Wlx [Sln(le - 5—) Pm(le) + cos(y]x - 5—) Qm(Y,x)]
2 .
Jn+_]_(Y2x) = Wnyzx [31“(72" - _‘2‘1) PL(Yp%) + cos(yx - 1211) Qn(sz)] ;
2

dabei soll, analog zu (2.2) und (2.4) gelten:

P -
-% 2_: m gerade
Py e Py P, sx
(3.2) P =p +—5+ ...+ , Qo =te3.
m o 2 m X 3
x \ Ppoy x \ p,
— — m ungerade
X x
q q_
__;1_ 2_: n gerade
q X q q X
P =gq +-—2-+..+/ , Q=—1—+-—3-+ .+/
n o 2 n  x 3
x \ n-1 X \ 95
—_ n ungerade
n-1 n

I

l



mit

[%] (m+i)!

(3.3) p; = (-1)

[%] (n+i)!

itm-i)1(2y,)}

qi = ('])

i!(n—i)!(ZYz)i

Daraus folgt nach einigen Umformungen

(3.4) x°J L T (0 =
sy n+y

. + -
wobei Y Y Y T YT,
Wenn wir jetzt noch

k-1
(3.5) T, =x" (PO +QP),

k-1
U2 = X (QmQn - Pmpn)’

k-1

X
™Y

172

fir

fiir

[%in(?x - %—N)

+ sin(yx - g-n)

N = n+m,
UI = X
T2 = X

k-

k-

1

1

M = m—n,

(.0, -

P +
(Pm n

setzen, dann nimmt der Integrand die folgende Form an:

K
mty 7

bl

1 . L+
(3.6) x J (v,x) J (y,x) = — {1'81n(yx -
1771 m+l 2 ﬂV;le 1 2

IA

m, P; = 0 sonst

A

n, q; = 0 sonst

+ b4
(Pan + QmPn) + cos(yx - 3 N) (OmQn - PP+

I

£

(Pan - QmPn) + cos(yx - -;- M) (I’mI"n + Qan)] ,

Qmpn) ’

Q Q)

m n

+ m . - m - n
N) + Uzcos(yx -5 N) + U181n(yx - E-M) + Tzcos(yx -5 H)] .



Die Ti und Ui kann man explizit ausrechnen; es ergibt sich

t t
-1 21+1 k-1 2
3.7 T = . zliL+1 ’ T, = Z‘z‘i‘
i>0 x 120 x
mit t, = P. g

[=]

=}

[=N)

[ao]

[}

]
=
I
[~
N

of e

I'i'

o]

[

»
=
1

IC
N
'—J

’
1 130 X21+l 2 30 x21
mit u, = E: (-1)7 s+l .
J sz0 s 1°s

Die auftretenden Summen sind in Wirklichkeit alle endlich, da nur endlich viele pJ. und qJ. nicht verschwinden. Wir

1
bemerken, daB die Ti und Ui Polynome in x und ;1{— sind, wihrend die Polynome ohne den Vorfaktor, also o Ti und
x

1
k-1
X

U,, nur —}1; enthalten. Fiir die Grade dieser Polynome findet man

N -1 N N gerade

1 | 1 1
(3.8)  grigey T = erqmy U =, ergey Ty ety U = <
X X X X

N N -1 N ungerade

Ahnliche {Uberlegungen wie im 2. Abschnitt fiihren auf den Ansatz fiir das Integral

k 1 T m + m . o T

= - = - =N) +V X M) +

(3.9) ]x J ](le) J l(sz)dx P [S sin(yx 5 N) + R cos(yx 5 ) sin(y >
m+—2 n+-2- 1'2

-— ~ ": + N. - ~, -
+ W cos(yx - —Tzr— M) + A Si(¢x) + B Ci(yx) + C Si(yx) + D C1(Yx)j'

I



~ ~
Dabei sollen R, S, V und W Polynome in x und % sein, Si und Ci wie in (2.7) definiert werden.

Durch Differenzieren nach x und Koeffizientenvergleich mit (3.4) erhalten wir die folgenden 4 Gleichungen:

= ' - ¥ é— = vy E.

(3.10) Tl S YR + " U1 \' YW + =
U, =R' + ?S + 3 T, =W + YV + D

2 X 2 X

Dieses System zerfdllt in einen "linken" Teil, aus dem man S, R, A und B ermittelt, und in einen ''rechten'", der
V, W, C und D liefert. AuBerdem zeigt jeder der beiden Teile die gleiche Struktur wie das System (2.8). Diese
Tatsache erlaubt es uns, dasselbe Verfahren wie im 2, Abschnitt auf die beiden Systeme anzuwenden. Es erscheint

daher sinnvoll, nur noch die Teile des L¥sungsweges darzustellen, die sich von dem bereits bekannten unterschei-
den, und im {ibrigen nur die Frgebnisse zu notieren.

Wir unterscheiden wieder die drei Fille k-1 > N, k=1 <0 und O < k-1 < N,

1. Fall: k-1 2 N

A und B sind = O und S und R Polynome in x vom Grade k-1,

k-1 k-2 k-1 k-2
S = 81 ¥ +t 8 o X oo+, R T X tr,x MEEETEL I S
Wir erhalten
3.11) r =g = r =g = = 0

k-1 k-2 k-3

I



+ =4

Y Sk-1 o
+

(k—l)sk_] Y T, = tl

+
(k—2)rk_2 + v $1-3

usw,

Um die formale Ahnlichkeit mit (2.10) auszunutzen, setzen wir noch

B_ =— =— _= tH 3 N‘
u, =Pyt =Py, u, =p,, usw., p. o fir i >

Dann erhalten wir wie in (2.12) die Rekursionsformel

p = -1 - i = - +i
(3.12) ¢y =p,=u,  (kwiey o+ (DT ey =P Y §=1,2,...,k0)
c c c
. - k-1 L k-2 . _k-3
wobe1l Sk-l - ’ rk_2 5 S1e—3 3 usw.
Y b y

Die analogen Ergebnisse erhalten wir fiir die "rechte Hilfte":

k-1 k-1
(3.13) ¢C=0, D=0, V= :E: v. x7, W= >, v, x
i=0 *! i=0
V-1 % Vg-2 T Vg3 = 00+ =0
= - i =-. —i i = 2... k"' -.-
dk"'l = qo = to, (k—l)dk—i+ - dk—i."l qi Y » 1 1,2, yK~1, ql

o4 gerade

I

Y i ungerade, 51 =0 fiir i > N



o I A o T, o
wobei Vi — k=2 R —

Damit lautet das gesuchte Integral

(3.14) Jxk I G0 T (10 dx =
m+—2- IH‘E

1 1 .t + k-1 + k-3 + N + k- 2 + k-4
= m —} [sm(Yx 5 )(ck 1 () +Cpn 3(yx) + ...) + cos(yx = 3) (ck__z(yx) Crem 4(yx) ):,
Y
« L [sin(?fx @y PO* g GOF L) v cos (i - B @, 0" 2 4 g G0 v L)
3

. s . +
Die Punkte sollen wieder andeuten, daR jeweils bis zur ersten bzw. nullten Potenz von (yx) 2zu summieren ist

Wie in (2.12a), so kdnnte man auch hier direkte Formeln fiir die ¢, und d., entwickeln. In Anbetracht des geringen
Nutzens fiir die Programmierung soll jedoch hier darauf verzichtet werden.

2. Fall: k-1 < O

Im folgenden setzen wir zur Vereinfachung -h = k-1;.R, S, V und W sind Polynome in i3 deren Grad £

£ h + N-1 ist:
h+N-1 h+N-1 h+N-1 h+N-1
-4 - V-i -i
S = -, R= . -, V= -, W= . .
im=] x i=] x i=1 x i=] x

Das "linke'" Gleichungssystem aus (3.10) liefert

l

L



(3.]5) = O

ShaN-1 = TheN-2 = Shen-3 T ¢

=0

TheN-1 - SheN-2 T Then-3 = ¢

sowie mit den Definitionen

N gerade

N ungerade

r s r_ -
—~(h+N- - - (h+N-3)
Gy meNen c (h+N-1) C_(hen-zy o (hN2) C_(h+N-3) _ /
| N N ’ N-T ’ N-2
+ S
Y S~ (h+N-1) ¥ T (h+N-2) Y - (h+N-3)
- u - -
py N Py o NI Pyy N2 N gerade
:ﬁ N\ ¢ ? N1 AN ’ N=7 = \ usw.
Y N Y Un-1 ¥ Un-2 N ungerade
die Rekursionsformel
P ¢ . Py—i
N +N  “=(h+N-i) N-1 ;
3.17 = - BN<T = (-1)?t - - i=
( ) Co(han-1) T > Co(nan-(i+l))” D) h+N-(i+1)  h#N-(i+l) ’
Ebenso erhalten wir fiir die "'rechte Hilfte"
W
d-(h+N-l) o ~(h+N=1) 4 (hen-2) /V'(h"N'z) N gerade
(3.]8) ——'—N‘—'——" = \ » -—-——N—_—]-——— = ~ usw.
Y V- (h+N-1) Y Y- (h+N-2) N ungerade
(die tbrigen v, und w, verschwinden),
q N q uy-1 N d
gg _ dy-1 L gerade
NN N-1 >t
> u = t

N ungerade

usw,.

1,2,.

N gerade

N ungerade

.., h#N=2 .

I



(3.19) d

- (h+N-1) ~

I

h+N-1 ?

4 (heN-(i+1) =

Fiir die Koeffizienten A, B, C und D gilt

(3.20) A

c

d—l
%’ B =0,
;
-1
B = - +6
+l-h h,1
Y

(Zur Berechnung von Si und Ci vgl. 2.7)

Insgesamt ergibt sich

g |

m

i
he1
X

1
Y

m+7 n+§
;h-l[(c—(h+n—1) C_(h+N-3)
haN= =
172 G (N3
d d—(h+N—3
¢/$£-1{( ~(h+N-1) ——(h*N=3) .
(;x)h+N—l (;x)h+N-3
~. .-
A Si(yx) + C Si(yx)
+

AN

J ](le) J ](YZX) dx =

B Ci(3x) + D Ci(yx)

. d ; a .
— 1+N _(h"'N_l) - N-1 . _
( ]) h+N"'(i+]) h+N_(i+l) ’ 1 ],2,...,h+N 2
D=0 fiir h gerade

d
-1
- S .0
. D h + h,]to fiir h ungerade
Y
cos(¢x - %N) o o sin(¢x -
) . 7 + ( - (h"'N"z) + - (h+N_[‘) + ) g
RGN + . (+x)h+N—2 (+x)h+N—4 RGN +
sin(yx - 3N) Y Y cos(yx -
cos(yx - ;M) d 4 sin(yx -
) .7 , ( —(h+N-2) | _—(h+N-4) . yes
N LT AN R
sin(yx - 3M) Y cos(yx -

fiir h gerade

[oben fiir N gerade, unten fiir N ungerade]

fiir h ungerade .

I



3. Fall: O < k-1 < N

Das nur wenig gednderte Verfahren bringt das folgende Ergebnis:

(3.22) ‘ka IO T (%) dx =
mhy oty

[E1]
3
1 1 .t m g + k-2i-1
BELi7 7 :E'[Sln(yx TEW L gy (T
2 | 4 i=0
N] .+ +
[— A Si(yx) + B Ci(yx)
(-t~
A
N B siCho - A il

5]

+ liljsin(;x -3 W >, dk_z._l(§x)k'2i"
> i=0 1
N — -
i C si( D Ci
. (—1)[2], p i(yx) + i(yx)

D Si(yx) - C Ci(yx)

mit den Rekursionsformeln

- i - .
ck_l = p°~9 dk"] = qO’ Ck_i_] = (-1) (P]-_"'(k"l)ck_i)s

Py aN

(o4
N = -5 dwn) T T "R

+
+ cos(yx -
fiir
fiir
+ cos(yx -
fiir

fir

de-i

U

N

N

I

ot DM@k ),

N-2
[%:2]
§ : + k-2i-2

i=0
gerade

ungerade

N-2
[57] 2
- k-2i-
M) :E: dk-Zi—Z(YX) }*

i=0
gerade

ungerade

i=1,2,.

.o s k-1

0¢C



. N-i) - . N-i - .
(n-k 1)c-(N-k-—i)+( 1) C_(N-k-i+1) = Py-i’ (N-k l)d—(N-k—i)+( D o (N-k-i+1) " Pn-1’ 1 1,2,...,N-k-1
alle anderen cs und di = 0
und
D = 5 = ¥ D - +2
po uQ’ pl Ytl, p2 Y Uz, LI N
_ _ _ _ 2
qo - to) q‘ Yul, qZ Y tzs LA
- _ % -4
A= 0, B = pk - .:k_’ C= 0, D= qk - :_E— fiir k gerade
Y Y

- .51 - 9y

A = Py +.:__, B =0, C= 9y + :Ffu D=0 fiir k ungerade.
Y Y

Bis jetzt haben wir vorausgesetzt, daB y, # ist. Im Falle - gewinnen wir noch gewisse Vereinfachungen.
17 Y 1572

Der Integrand des gesuchten Integrals, urspriinglich durch (3.6) gegeben, nimmt jetzt die Form an

(3.23) X3 l(Yx)J l(yx) -1 Tlsin(2yx - %N) + Uzcos(Zyx - -T-ZTN) -U
my  owmy

Fiir das Integral bekommen wir

. 0w m
51n-§M+TcosiM.

1 2

(3.24) /x“J (yx)J

1 (yx)dx = %[f(Tlsin(Zyx - %N) + Uzcos(ZYx - %N)‘dx - sin %M /Uldx + cos oM /T dx] ,
me
2

1
n7

wobei wir das erste Integral auf der rechten Seite mit der Ansatzfunktion aus (3.9) ausrechnen.

A

l



~ N
J/(Tlsin(Zyx - %N) + Uycos(2yx - gN»dx = S gin(2yx - %N) + R cos(2yx - %N) + A si(2yx) + B Ci(2yx)

und Integrale von Ul und T2 kdnnen wir direkt bestimmen. Nun sehen wir aus (3.10), daB fiir S, R, A und B die ent-

sprechenden Gleichungen (der "linke" Teil) schon mit frilheren iibereinstimmen, so daB die "erste Hilfte" der L&sung
(mit c.;) erhalten bleibt. Statt der "zweiten Hilfte" (mit di) nehmen wir die Integrale aus U, und T,- '

So ergibt sich zum Beispiel fiir den dritten Fall (3.22) folgendes (0 ¢ k-1 < N)

(3.25) /ka LO0I (yx)dx =

) nty
N-1 N-2
"W | G Leineere - 3 £ 23 0 5 0y @rON ]
Ty g[Sty =) 2 _ Gy 2o +cos(2yx = ) 2__Cp 50 ,(2vx)
(ZY) 120 1=0
N A Si(2yx) + B Ci(2vx) fir N gerade
+ (-1) 2 -:ii
B Si(2yx) - A Ci(2yx) fir N ungerade

t, In x fiir k gerade

. 0o
k-21i-1 k-21
- gin ¥ E X / T ( g x /
sin 5 M . — LS .
2\ g Vi EEET TN > voeos g Mo Baikear TN

1 0 fiir k ungerade

u, In x

. k-1
- ify

[



4, Zusammenfassung der Formeln

Hier wollen wir alle Formeln nocheinmal i{ibersichtlich schreiben, wobei wir uns auf rekursive Berechnung der Koeffi-
zienten beschrinken.

Bezeichnen wir noch

n k
I -jrx vx J (yx)dx und I -J[x J
n,m m+l k,m,n o

2

Zuerst bestimmen wir die GréRen Pi

l(YIX) J l('yzx)dx.
7 nty

i
[—2_] (m+i)! . . . " . .
Pi = (-1) —, i=20,1,...,m mit Vereinbarung, daf Pi = 0 fiir alle andere Indizes ist.
i!(m-1)12

Dann gilt:

a, n >m;

1

[n_—_'-] 1]
I = \lz_ [sin(vx -39 i c o™ D L estvx - 2 E C__,.( x)n-Zi}
n,m _n+l |my 2 4 n-(2i+1) 2’ £ n-2iY 1>
Y i=0 i=0
. k
wobei Cn i, Cn—(k+l) -1 (Pk+l (n-k) Cn—k)’ k=0,1,...,n"1,
b, n < 0; m ¥ O3
[2:_2_] m-1
2 . 2
1 2 [ . mr, n—-(2i+1) mm n-2i
I - — - ——— - —
n,m Yn+1 d"Y sin(yx - 57) ;E%;+l]0n-(2i+l)(Yx) + cos(yx - 5) :E:;;Z C_ _p; (YX) +
i=fRr° j= D12
2

n

¢ (-1 2 C_,(sin 5= 7 Si(Yx) - cos = ™ Ci(Yx));l +

£ C



n

1’2 .. n mr . ,omm . iy 2
+ G-n,l i sin 5 m(cos 5 Si(yx) - sin 7 Cl(yx»( 1) ,

Pm 1 i+m
i - . —_— (- .+ . i=1,2,...,mn=2,
wobei €1 ot T Cnemeitl +i+l(( 1) Com+i Pm_l), »Z, s

c, 0€£n < m
m m-1
I 2 mn [7] 2i+1 mm Z ] n-2i
™ . Pea3 - . n—z21 _ . . +
In,m Yn+] V“Y [Sln(YX 7 %;; cn—2i+l(YX) + cos(yx - 3 ) %LO cn_zl(Yx)

n
+ (-1)[2] @+ D™ e ) (sin TR 7w si( %) + cos %nCi(vx))] ;

VAN

1 = - -—k - - = -] e
wobei c 1, cn—(k+l) (-1) (Pk+l (n k)cn_k), k=0,1,...,n"13;

P

- -1 (it { = .. ,m-n-2,
Chomtl = aomeT * Cnemeitl - aomeiaT (DT cpneg F Ppog)e 1T BhZeeem
fiir n = m-1 ist c, = 0.
Bezeichnen wir jetzt mit m ) n
Ik = xk J I(le) J l(sz)dx; (Yl * Y2)
>0 M+ =
2 2
Zuerst berechnen wir gewisse "HilfsgrsBen"
j-1 j . .
- [17] (v’ mindi,m (m+i) ! (n+i=i) !

pj - ("‘l) ————— T ]."i

23 Immax(0,j-n) vyy, = i!'(j-i)!@m-i)!(n-j+1)!



- i (Y -y )j min(j’m)
= (-:)m R -1

23 i=max (0, j-n) y}y%'lis (i-1) 1 (m=-1) ! (n=-j+i)!

i . .(m+i)!(n+j—i)!

fir j = 0,1,...,mn; pj = ai = 0 fiir alle anderen j.

Unterscheiden wir wieder drei Fille:

d, k-1 2 n+m;
5]

1 1 L

I - sin(y,+v,)x - 5(m+n)) i —(rie1) CCY+Y5)X)

k,m,n ¥ T, (Y1+Y2)k [ 1772 2 €5 k-(2i+) 172

5
+ cos(( + )x - 1( + )) c ( +v.,.) )k“Zi] +
Y1¥Y2 z 1-2i(V 7%

k-1
: . [—5_]
§ — {Sin((n"'z”‘ - @) DAy 9544y (1710
(v,=Y5) 1=0

k=-(2i+1)

[5]

2 .

+ COS((Yl‘YZ)x - %(mm))zl dk_Zi((Y,-wrz)X)k 21} R
1-

wobei ¢ _, = 50, Clm(itl) " (-l)i(gi-(k-i)ck_i)

- i.—- . ;o _
dk-l - qo, dk—(i#]) - (—l) (qi-(k—l)dk-i); 1 l,2,...,k 1.

k~(2i+1) +

¢



e, k=1 < 0, m+n¥0 [m+121—1:|

! 1 [ . n k-(2i+1)
I = sin( (v, +Y,)x - —(m+n))Z C _¢(9; +Y,)x)
k,m,n "m [ (Y]+Y2)k 1779 2 i..[l%'_] k- (2i+1) (Cry+yp)x -

[_“EE

2 .

+ cos((Yl+Yz)x - lzr-(m-fn)) E ck_Zi((Y,"'Yz)x)k—z1 +
. [k+ZJ
1=l

k
+ ("])[2](:_] (Si ((Y1+Y2)x) sinl(;m;—n- T - Ci ((Yl'.'YZ)X) cos k“;\"n ‘"] +

2
L)

+ —-—l—-—rz [sin((vl-vz)x - —Z’L(m-n))
oy, = _%l]

[52]

k-(2i+1)
G- 2ie1y (O 71%) *

+ cos ((Yl-yz)x - -g(m-n)) Z Cr—2i ((YI-YZ)x)k"‘Zl +
meS
k
s (-2 d_, (si ((Yl-yz)x) sin k—t;-*n m - Ci ((yl-yz)x) cos k——%:-& 17)] +

p (Ci ntm . . n+m
+ Gk,o[fo(01((Y]+Y2)x) cos —— m + Sl((y]+Y2)x) sin —5— T +

+ ao(Ci ((yl-yz)x) cos % m + Si ((yl—yz)x) sin 9—.2:9- n)] ]

97



Pham P

wobei - c - (-1) i+n+m Sk+i-m-n-1 _ ‘m#n-i
%n-m ~ k-n-m’ k+i-n-m n+m-k~1 n+m-k-1 ’
_ _ i=1,2,...,n+tm-k-1,
d - In+m - (_1)i+n+m dk+i—m—n—l _ Ipen-i
k-n-m  k-n-m’ dk+i-n--m n+m-k-1 n+m-k-1 ’

f, 0 € k-1 < m+n

[m+n-l

I - ! )k [sin (Cry+y)x = %(m-o-n))i

k,m,n i
AT | Oy =0

k=(2i+1)

°k-(2i+1)((Y1+Y2)x)

5]

+ cos ((vy*+yy)x = %‘m+“»jg:: Crmai «Y1+Y2)x)k-2i +
i=l

k
2 i . - . k-m-
+ (-1) 2 c_1(51 ((Yl"'Yz)x) sin k";l n oo ci ((YI*YZ)X) cos —r; Doy s

3]

s (1) P, (Si ((y,*+v,)x) sin kﬂ;-pn ™+ Ci ((y,+y,)x) cos kﬂ;-&-n ")J .
m+n—1]
+ ——1———k- [Sin ((Y]'Yz)x - %(m—n)).io dk-(21+1) ((Yl_Yz)x)k—(Zi-o-l) .
1=

(vy7v,)

[m+n:|
" k-2i
+ cos ((yl-yz)x - E(m-n)) E l 4 _os ((YI‘Yz)x) +
1-

L7



i’ 0 < k-1 < m+n; [m+n—] [m+n]
D T N N - g k-(2i+1) T }i k-2i
I { Y [sm(zyx 7 (m+n) Cp-(2i+1) (27%) + cos(2yx = (min)) =5 Cp-2i (27 *

k,m,n ™ =0
[3]
L2 . . k-m-n . k-m-n
+ (-1 c_l(Sl(Zyx) sin =—— 7 - Ci(2yx) cos —5— 7|+
[EJ— . . k+m+n k+m+n
+ (=) 7p, (5i(2yx) sin —5— m + Ci(2yx) cos —5— 7) -
m+n-1 m+n
=] . (%3] . .
- sin =(m-n) q X217 L q xk-21 + (-1 23 1 kimtn o
2 C__ g4y ezt 08 T L G fogp t D g Inxcos T
i=0 i=0
. k-1 ok
is T i# 2

Fiir Berechnung der Koeffizienten c. benutzen wir die Rekursionsformeln aus den entsprechenden Fillen fiir Yy ¢ Yor

0t



5. Bestimmte Integrale

In diesem Abschnitt wollen wir die Integrale aus 4. als bestimmte Integrale ausrechnen. Schwierigkeiten gibt es
nur, wenn die untere Grenze Null ist, denn die durch Integration gewonnene Funktionen hat entweder bei Null eine

Singularitit oder ist dort zwar regulidr, aber nicht gliedweise. Um den Wert des Integrals zu bestimmen, miissen wir

die Grenzwerte von I und 1 (aus 4.) fiir x = O berechnen.
n,m k,n,m

Die Funktion vx J 1(yx) geht wie xm+l
me—

2

m im Nullpunkt stetig ist (also das Integral existiert) und nur fiir diesen Fall untersuchen wir jetzt

gegen Null, wenn x + O steht. Das bedeutet, daf fiir n > -(m+1) der Inte-

grand von 1
I

y

n.m" Aus den Formeln 4.b, und 4.c, ergibt sich die Art der mdglichen Singularitdten. Einerseits handelt es sich

um die Potenzen von % (die Koeffizienten von sin und cos), andererseits haben wir eine logarithmische Singulari-
tdt von Ci( x) (Ci(t) = In t + )[222;5:1 dx + e). Die Potenzsingularititen und die logarithmischen Singularitidten
o

kénnen sich nicht gegenseitig annulieren und deswegen muB im reguliren Falle (n » —-(m+l1)) der Koeffizient des In-

tegralcosinus Null sein. Die Potenzensingularititen heben sich gegenseitig auf und das Endergebnis is dann reguléir.

Besonders einfach ist der Fall 4.a,, denn hier tauchen keine 'scheinbaren Singularititen'" auf und der Grenzwert
ergibt sich direkt durch Einsetzen x = O,

5.a, n > m,

n

s 2l 1. T oy mn
1im I = (-1) C —— cO08 —— T.
o Dol o Yn+l TY 2

Um die Fille 4.b, und 4.c, zu erfassen (n > —-(m+1)), entwickeln wir sin und cos in Potenzreihen; dann heben sich
die Glieder mit negativen Potenzen auf und die Glieder mit positiven Potenzen liefern fiir den Grenztwert nur Null-
beitridge. Ubrig bleiben die absoluten Terme und nach einigen Umformungen erhalten wir:

I



5.b, ~(m*!) < n <0, m% 0 . ) .
[EZLJ [21-n] [E%Z] [21;n+1]

n ———
3, 7 x
. 2] ] 2 m-n -1) m+n (-1)
1im I - (—]) — 0§ ——— C , ———te—eee 4+ CO8§ —— C R 4 .
x>0 MM Yn+l Ty (cos 2 " L2 n-21i (2i-n)! 2 T ey n-(2i+1) ~ (2i-n+1)! )’
=[] l'é_z"

Auch fiir 4.c, nach gleicher tberlegung ergibt sich

5.c, 0 gn<m+40
m-1 . m .
lim I - [%] 1 2 m-n [_—_] [Zi‘n] 1 m+n [_J 21;n-l] 1 "
b W Sy wy( cos T 0 P C-2i @I T2 D Com2is1 T
! =[5 =[]

wobei die Koeffizienten ¢; aus den frijheren Formeln (4.a, 4.b, 4.c) bestimmt werden.
Fir I lautet die Regularitdtsbedingung k > —(m+n+1) und nur fiir diesen Fall suchen wir die Grenzwerte fiir x » 0. W
N

k,m,n
In den Fdllen 4.e, und 4.f, haben wir noch eine zusitzliche Schwierigkeit: die logarithmischen Singularititen von
Ci((Yl+72)x) und Ci((y]-yz)x) kdnnen sich gegenseitig aufheben, so daB das Ergebnis reguldr bleibt; aber im Gegen-
satz zu 5.b, und 5.c, tauchen gewisse zusitzliche Terme auf. Nehmen wir an, daB fiir 4.e, k-m-n und k-m+n gerade

sind (k#0), dann liefern die "Integralcosinus" Terme fiir den Grenzwert einen reguliren Beitrag:

5]
(3], d
2 - - -
B = -(-l) ( 1 cos k-m n - Ci (Y +Y )x + ____I___ cos E-m T Ci (Y -y )x )
1 k 2 172 k 2 1 72
(Y1+Y2) (Y]-Yz)
k
[-2_] c. 1 k-m-n d— 1 k-m+n
x + 0 -(-1) ( } Cos —H— (C+1n(y]+yz)x) + ———— cos ——5——1 (C+1n(yl-Y2)x) ) -

(Y,+Y2) (v;7vy)



- - (—1(2 e d k-m-n -1 k-min |y

K cos 2 T+ & cos 5
(Yl+Y2) (Yl Y2)
=]
[—- c d
- (—1)2 ( ! coSs k-m n T ln(Y +Y )x + —-————l—— cos m T ln(Y -y )x) .
k 2 1 "2 k 2 1 T2
(Y|+Y2) (Y,-Yz)

Der letzte Ausdruck kann aber nur dann regulir sein, wenn gilt

c d
1 cos k-m-n _ _ _ -1 cos Fmtn
Crytr" 2 (=" ?
1 "2 1 "2
Hieraus ergibt sich
k
+ =
51 %1 kw12 (_l)[zj S kmm o M
lim Bl - - (~1) — 2 Y|7Yy (y. -y )k 2 Y 7Y
x*o (Y]+Y2) 1 "2

Fiir k = O bekommen wir zusitzlich fiir m+n und m-n gerade

= m+n . - m-n .
B2 -({;,0( po cos —5— T Ci (Yl+y2)x + qo cos —7—-n Ci (y1 yz)x

~ - cos 2 4 (e+1n(y,+y.)x) + cos =2 7 (C+ln(y, -y )x) .
%0 2 1 2 2 1 '2

Zusammen fir (4.e,) k = O erhalten wir

m+n m—-n m+n m-n
B, +B, = c(— cos —5— m(l+e_,) + cos —— ﬂ(l—d_l)) +(— cos —5— 1r(l+c_l)1n(yl+yz)x + cos —5— ﬂ(l—d_l)ln(yl-yz)x> .

Die Regularititsbedingung

m+n m-n -
cos —— T (l+c_l) cos —— Q d—l)

t €



annuliert gleichzeitig die erste Klammer, so daB (k = 0)

Yty - Y, Y
lim Bl + B2 = - cos t%& b (l+c_]) 1n !_ = ~ cos ‘_“_2.‘1 m (l—d_]) 1n l_ 2 .
%0 1 Y2 Y2
5.d, k=1 > mn
[§' 1 co m+n+k do m-n+k +
-1 ( + cos n)  fir vy Y
k 2 2 1 2
Y RAFIN RS (Y,7Y,)
lim Ik -
x>0 o1, 1 \
E] c
2 0 m+n+k "
-1 cos T fir B = .
T2y
5.f, 0 £ k-1 < m+n
k m+n 2i-k m+n-—1 2i~k+1
4] (22 24k ] [t | G
lim 1T = SalD) [ ! (o mn-k n c Sl D + cos mntk b8 c ) ¢ l() 31 )"’
k,m,n k 2 E k-2i " (2i-K)! 7] k- (2i+1 Tik+1) 1
x>0 vﬂylvz (v +v,) = 5%1 < %]
[ln%] [Zi—k] [m+n—l] [Zi—k+l ]
2 2
1 / m-n-k 1) m-n+k (-1)
K\ 77 7 d-21 TRIOT T T2 "/ k-2ie)) T (ZED)] )
(Y]—YZ) 1= Et_! 1= —-—]
2 2
5]
[ _ Y +Y
+ (-1 2 ! X (pk cos Eﬂgﬂ T - c_y cos —; T 1 tY!-Yz fiir Yl - YZ
(Y1+Y2) 12
+
\ [}2(_] = k""m"'n
- (-1 9, €o8 —5— T (e+ln 2Y) fir Yy = Yz

wobei e = 0,5772156649015325... (Die Eulersche Konstante).
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In den ndchsten beiden Tabellen werden die analytisch (nach unseren For-

meln) bzw. numerisch (GauR'sche Quadraturformel) berechneten Integrale

1

fx 3™ I () dx, i=3,6,9, ..., 90 (Tab. 1)
o 2 2

bzw.
1o
fx I (41) J5(51)dx, i=1,3,5, «u., 49 (Tab. 2)
0o 2 2

angegeben. Dabei bedeutet GAI9 die Neunpunkteformel, GAIl6 die Sechzehn-
punkteformel usw. Die Werte der Bessel-Funktionen fiir die numerische Inte-
gration wurden mit der Subroutine DBJRP aus SL-MATM berechnet. Dabei wird
die Ungenauigkeit der letzten zwei Stellen (in den ersten Zeilen) nicht
durch die numerische Integration, sondern durch die Ungenauigkeit der Sub-
routine DBJRP verursacht. Im ersten Beispiel ist das FErgebnis exakt le 3
m
und stimmt mit den analytisch berechneten Werten iiberein. !



3%PI
6*P1
9*PI
12*P1
15%P1
18+P1
21#PI
26*PI
27*P1
30%P1
33%P1
36%P1
39#P1
42+P1
45 *PI
48*PI
51%P1
54%pP1
ST*PI
60*P1
63+P1
66%P1
69%PI
72#P1
T5#PI
78%PI
81*P1
84*PI
87*PI
90*P1

ANALYTISCH

3.37737280~02
1.6836864E-02
1.1257909E~02
8.4434320£-03
6.T54T6565-03
5.6289546E-03
4.82481637-03
4.2217160E-03
3.7526364E~03
3.3773728¢~03
3.0703389E~03
2.81447736-05
2.5979791F~03
2.4124091:-03
2.25158196-03
2.110858CE-0U3
1.98668995-03
1.8763182E~03
1.7775646E-03
1.6886864E-03
1.60827285-03
1.5351694F£-03
1.4684230£-03
1.4072337E-03
1.3509491E-03
1.2989895E-~03
1.2508748E=03
1.2062046E-03
1.1646113E-03
1.12579096~03

GAIS9

3.3777030€E~02
8.4542089E-03
9.4894446E-03
3.7331433E-03
4.3348291E-03
5.T7322177E-03
3.5590692E-03
2.7130940E-03
3.4666107E-03
2.7213340E-03
3.9933270E-03
9.0528274E-04
3.3252855E~03
1.7836012E-03
2.7982336E-03
1.3648277E-03
1.7037221E-03
2.2092278E-03
1.6701243E-03
1.4434011E-03
1.5266566E-03
1.5233937€-03
2.1399769E-03
T«8144166E-04
1.9705060E-03
1.2129478E-03
2.0662983E-03
1.1470740E-03
1.4474757€-03
1.7010401E-03

GAI1l6

3.3773703E~02
1.6886922E-02
1.0627978E-02
1.1615603E-02
4.8091313E-03
5.9523059E-03
7.2614654E-03
5 .4046959E-03
3.7296995€-03
3.2463179€-03
1.2354281£-03
2.4768905E~03
3.1701570E-03
1.1367988E-03
2.5232629E-03
1.5118579€-03
1.9349653E-03
3.2402226E~03
1.9019104E-03
2.0817487E-03
1.69994756-03
1.3400909E-03
1.5616431E-03
1.5143598E~03
8.369244TE-04
9.6609580E-04
1.1922134E-03
8.4524864E-04
1.7352426E-03
1.2036581E-03

TAb 1.

GAI 4O

3.3773707E-0C2
1.6886826E-02
1.1257875E~-02
8.4434002E-03
6.754T197E-03
5.6289276E~03
4.8234631E-03
4.4608059E-03
2.0182589E~-03
2.6267817E-03
3.8129444E~03
2¢2515295E~03
3.0094276E~03
2¢34T87TT4E-03
1.9805917E~03
2.2018435E~-03
2.5602058E~03
1.4146714E~03
1.4131314€E-03
1.8199766E5~03
1.6836614E~-03
1.3626850E~03
1.7724893E~03
13177486E~03
1.4433133E~-03
1.6878843¢~03
1.0828855E~03
1.2922640E-03
1.3085883E~03
1.1144747E-03

GAISO

3.3773706E£-02

1.6886828E-02

1.1257875E-02

8.4434022%-03

6.7547189E-03

5.6289298E~03
4.8247935E-03

4e2216927E-03

3.7526134E-03

3.3773502E-03
3.0703162E-03
2¢3144551E-03
2.59795T4E~03

24123895203
242511761E-03
2.1411273E-03
1.5382550E-03
241910299E-03
1.81001205-03
1e33446015~03
1.633649T7E-03
1.6159485E~03
1.3664207E-Q3
1.4620915E~-03
1.3845772E-03
1.1751997E-03
1.33759820E~-03
1.1790451E-03
1.0644596E-03
1.1933341E-03

9 ¢



& 5
12 15
20 25
28 35
36 45
44 55
52 65
60 75
68 85
76 95
84105
92115
100125
108135
116145
124155
132165
140175
148185
156195
164205
172215
180225
188235
196245

ANALYTISCH

4.3053651E-02
T699T7TT46E~03
-1.5574818€E-03
~T.54217T72E-04
9.4836694E-04
—6.5368094E-05
—3.,9113712E-04
2.2514906E~-04
2.8838469E-05
-1.9037136E-04
1.1253751E-04
T.9005768E-05
~1.0816950E-04
2.9344088E~-05
5.1576265E~-05
~T.6239469E-05
2.42482T7TTE-06
5.549T7813E-05
-3.5337122E-05
~T.198922TE-06
4.1162542E-05
~2.5901527E-05
=2.1314148€E~-05
3.038292TE~-05
~8.6130461E-06

GAI9

4,3053651E-02
T.5750444E-03
3.4526096E-03
~2.1214262E-03
1.9194458E-03
4.5148123E-04
-1.8512025E-03
~-3.6271666E-04
~6.42003T9E-0O4
-1.5274872E-04
—4.3321548E~05
5.1081529E-05
3.5828203E-04
-3.1630911E-04
2.1042469E-04
2.3825889E-04
~4.32518305-04
-56694982E-04
~1.6147839E-04
1.6405642E~-04
T«1005763E~-04
8.0535483E-04
~%.3451223E-04
~1.3690560E-05
2.4279881E-04

TAR 2.

GAIl6

4.3053652E-02
Te6997693E-03
-1.5577820E-03
-4 .8394536E-04
3.0576913E~-04
5.6985912E-04
—8.9013443E~-04
1.4082759E-03
8.6823846E-04
~1.7666204E-04
~2.5338543E-04
2.8701104E-04
~6.3139042E-05
=1.5169057E-04
3.1592940E-04
~4+3009699E-04
=2+6983439E~04
3.0335861E-04
9.6235225€E-05
=T7.0160070E-05
1.8988114E-04
2.1023736E~04
=3.6443368E—04
=1.2734168E-04
4.18734T72E-06

GAI 40

4.3053651E-02
T.6997643E-03
~1.5574733E-03
~T.5421488E-04
9.4836433E-04
~6.5364854E-05
~3.9113294E-04
2.2334756E-04
1.7615590E-04
-8.9616310E~04
—2.4212198E-04
3.4245211E-05
8.3038247E-05
=1.6625409E~04
2.2106896E-04
~1.71293T74E-04
—1.48426T6E~05
1.2551989E-04
=6.7894933E~05
~1.2717562E-04
2.9738874E-06
2.6630873E~05
3.7509942E-05
-6.8028183E~05
8.6301401E~-05

GAISO

4 +3053650E-02
T.6997638E-03
~15574735E-03
~Te5421265E-04
9.4836214E-04
~6.5366642E~05
-3.9113321E~-04
2.2514747E~04
2.8838431E-05
~1 «9036952E-04
1.1253595€E~-04
7.900466TE~-05
-1.0816747E-04
2.9343553E~05
51575253€E~-05
—T«6181944E~05
~8.1988920E~07
9.0542490E~05
-9 .5359910E~05
6 .8409471E-05
T«T614T56E-05
-1.6123080E-04
-5 .6625881€E£~05
1.3900796E~-04
-9+ 7458863E-05

L€
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