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Einleitung 

Die stationäre Dif fusionsgleichung mit Drift-Term ist eine elliptische 

Differentialgleichung, deren Lösung im Äußeren der Einheitskugel gesucht 

ist. Es handelt sich dabei um eine dreidimensionale Aufgabe mit gemischten 

Randbedingungen. Der Drift-Term ist durch eine Funktion G(0,,) (s. (J),(4)) 

bestinnnt, die nur näherungsweise bekannt ist. Mit Ga bzw. Gn wird hier die 

erste bzw. dritte Näherung der Funktion G bezeichnet. Aus der Lösung der 

gegebenen Gleichung (1) können wir das Flußintegral (13) berechnen, weiter­

hin den Einfluß der dritten Näherung für (13) und schließlich die Abhängig­

keit des Integrals (13) von dem Parameter B·s. (1) untersuchen. Die Tabel­

len J bis 7 und die Abb. 3 zeigen, daß die Differenz zwischen dem Flußin­

tegral (J 3) für Ga und Gn sehr klein ist; sie ,liegt filr die meisten Fälle 

unter J %. Für den größten Wert des Parameters B (B • 2468) ist diese Dif­

ferenz 3,27 %; in diesem Falle liefert das Verfahren aber nur eine so grobe 

Näherung, daß wir nur qualitative Schlüsse ziehen können. Die Abhängigkeit 

des Flußintegrals (13) von B ist in Abb. 3 gezeigt. Es ist ungefähr pro­

portional der dritten Wurzel aus B. 

Für die erste Näherung Ga wurde das Problem schon in [4] behandelt. Dort 

haben wir die ursprüngliche Gleichung durch eine Substitution in die Gl. 

-6u + Pu • f (8) ilberführt und dann das Ritzsche Verfahren angewandt. Das 

Verfahren hat aber für die dritte Näherung Gn hoffnungslos versagt. Die Ur­

sache liegt darin, daß die Koeffizientenfunktion p von [vcG3~ 2 abhängig 
r 

ist (s. (8)). Obwohl die Funktionen Ga und Gn (s. Abb. 1) sich nicht viel 

unterscheiden ist die Differenz zwischen den Gradienten dieser Funktionen 

sehr groß (s. Abb. 2). In den für das Ritzsche Verfahren berechneten Inte­

gralen haben sich also die Integranden wesentlich geändert. Um diese Schwie­

rigkeit zu umgehen müßte man die Gleichung (1) derart umformen, daß nur die 

Funktion G selbst, nicht aber deren Ableitungen in den Integralen auftre­

ten. Diese Eigenschaft hat z.B. die Gl. (1) oder die Gl. -6u + VgVu • f 

(11) die der ursprünglichen equivalent ist. In diesen Fällen kann man mit 

den Greenschen Identitäten die auftretenden Integrale so umformen, daß 

keine Ableitungen von G in den Integranden erscheinen. Dafür müssen wir 

die Nichtsymmetrie der Operatoren und langsamere Konvergenz in Kauf nehmen. 

Alle drei Fälle sind im Anhang A für G • 1 getestet worden. In diesem Fal­

le ist das Problem eindimensional und analytisch lösbar. Das Galerkinsche 

Verfahren fUr die Gleichung ( 11) konvergierte besser a ls für die Gleichung 

(1). Daher wird die Gleichung (11) auch im dreidimensionalen Falle ver-
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wendet. 

Wegen der langsameren Konvergenz brauchen wir ziemlich viele Koordinaten­

funktionen (es wurden 210 genomnen). Dabei entstehen Schwierigkeiten bei 

der Integration. Es handelt sich um die typischen Probleme, die bei der 

Integration derschnelloszillierenden Funktionen auftreten, deshalb wurden 

alle Integrale analytisch berechnet. Für die e- und ~-Integration sind 

die benötigten Formeln im zweiten Kapitel angegeben, für die r-Integration 

wurden die Formeln aus [5] zur Integration von Produkten halbzahliger 

Besselfunktionen mit Potenzen von x benutzt. 

Herrn R. Kaussen danke ich filr seine Hilfe bei der Programmerstellung, 

den Herren R. v. Seggern und J. Wiek für zahlreiche Diskussionen. 



1. Fonnulierung des Problems und die Lösungsmöglichkeiten 

Wir suchen die Lösung c • c(r,e,~) der elliptischen Differentialgleichung 

. '[ BG(e~)l (1) - dLv grad c + c grad (-
3

' )J • 0 
r 

im Gebiet 1 ~ r < + m; 0 ( e ~ f; 0 ~ ~ ~ r (mit r, e und ~bezeichnen wir in der üblichen Art und Weise die 

sphärischen Koordinaten x • r cos ~ sin 8, y • r sin ~ sin e, z m r cos 8). 

Die Randbedingungen für c lauten: 

(2) c(r•I) • 0, c(r•+ai) • 1, 

·z·c 
<e. 1T 

e2 
- 0 , -; c - 0 . 

~ ~ ~-o 
'IT 

~4 

Weiterhin ist B ein Parameter mit 50 ~ B ~ 2468. Die Funktion G(e,~) ist näherungsweise gegeben; wir wollen die 

Gl (1) filr die erste Näherung Ga und für die dritte Näherung G0 lösen. Bezeichnen wir mit p., i • 1 ,2,3 die kar­
L 

tesischen Koordinaten auf der Einheitskugel 

(3) PI • cos ~ sin e, Pz • sin ~ sin e, P3 • cos 8 

dann gilt 

(4) 

.. 
a ~ 4 

G • 5 > p, - 3 , 
'----- l 

l - I 

n a - \4 \6 -a 142 -4 .-6 --4r-
G • G - 5:-0,0235 + 1,1553 > p. - 6,641 p. - 4,756\ p. + 4,697(, p,) + 14,961(, p.)() p.) - 9,2782(, p,) 

1- ~ 1 - l L l ___ l ~· 1 ___ l : 1 --

Für Testzwecke ist im Anhang A auch der Fall Gt • 

lytisch zu lösen. 

berechnet ; in diesem Falle ist es möglich, die Gl (t) ana-

w 



D. F k · a n · 2 2 ab 'b • h 1e un t1onen G und G können wir als Funktionen nur von cos e und sin + darstellen. D er ergi t sie 

(5) 

2 2 
a ~ 2a ~ a. 2a • 2ß G • ,,!___ cos e .L__ n26 sin + , 

a•O ß•O 
6 t n 2a 2a • 2ß 

G - L cos e ~2ß sin • 
a•O ß-O ' 

wobei die Matrizen ~~: und ~~: in folgenden Tabellen definiert sind (~und~ wurden mit FORMAC berechnet). 

0 0 
ho • 10 h0 - 2 , h2 - - 10 ' 4 

~ 

2 2 2 h - - 10 h2 - 20 ' h4 - - 20 0 ' 

4 4 
h

4 
- 10 h0 • lO , h2 - - 10 ' 4 

Tabelle für ~~: 



f!i 0 ~ 

0 1, 't 2 7 

L------

2 -31 S6 3 

1 

1 

1 2 4 b 8 1 10 1 -12. 

-J, S-63 651 07 5" ~~~~~~~- -_l_~~~4, g66 
1-1113,J~y 1 J tf / f J. f 

-------1------- ------- ·--

_}oo'__~~--t-~01~1 ~9,2 ___ J ~;~-~ ~1 -t-~2 l- l~'tO 1 lJ76 
66J01 Jo1 l-22261 16d' 

1 
i 

2ogt,1
1
l52l-16 loo 1 16 55"66; 92 

··-

~ 1 6 s, 0 lt 5 1 - 9 F~/ 6 Lt 91 s 11 8 I 1 't 1 1 -13 8" f; 9 0 't 
---- -- -- ----------i------- --------- ---------·· ---- ___________ 1 ___ _ ---·-- ·- ·--- _____ _, 

1 
! 

6 -'t<f0D91. .3'1461 25.5 \-l2f331 C46 l 2'11-96 1 -!36 l-Jo95"1
1
46.f j2226'166' -1't22,:i-6 

1---~- ·-t---·- -- -- --1· ------------l- --+-------------·----- - -- -

6 41141 866 1 -S450-~~Jl? _1:~--~~0 1 ?cf i-2'1366, 9241261001 161. 1-f6loo1 16 J~~~6 1 <J2 

1 i 
'/ 0 1-1l·!3_r 3cf7 '1 oc '1 1 7{~1~~-~-1.~: ___ _J:14'~2~4<f 1-/f 19<f, 3'14166.fo 1 30 't 1-.222 6 1 76 ~ 

1 ' i ! 

12 13 tf, 11 R 1-11131 ue l 1n6, ,_,fl 1-LH 1, d'96 12226, u" 1--111s, J "'• [ J?-t, t 21? 

1 f .. nh2a Tabel e ur 28 

U1 



Ich möchte noch zwei Besonderheiten von G(0,4') betonen. Zuerst gilt 

1f 1f 

(6) 
2 
Jde J d4' 
0 0 

aG(0,4') • 

1f 1f 

2 4 
J de j d4' nG(e, 4') 
0 0 

- 0 . 

Diese Eigenschaft macht (wie wir später sehen) gewisse numerische Schwierigkeiten und zeigt gleichzeitig den qua­

litativen Unterschied zwischen Ga,n und Gt. 

Zweitens sind die Unterschiede zwischen i-(Vg) 2 - I 6g (mit g ist - BG(~,!) 
r 

bezeichnet) für G8 und Gn ziemlich 

groß, obwohl die Funktionen aG und nG selbst sich nicht viel unterscheiden (Abb 1.und 2.). Die Bedeutung dieser 

Eigenschaft werden wir später sehen. 

In der Arbeit [4] (wo auch die Existenz- und Eindeutigkeitsfragen behandelt wurden) sind noch zwei andere Umfor­

mungen der Gl. (1) vorgeschlagen. 

Erstens, durch die Substitution 

(7) c • u(r,0,4J)•e 

ergibt sich 

(8) lm + PU • 0 

g 

2 

1 2 ) 
p • -(Vg) - - 6g 

4 2 

Für die Berechnung der Randbedingungen von u bemerken wir noch, daß 

(9) () G • 0 
'30, 1f 

·e-
1 2 

(J G 

()~, 4'-~ 
4'­

'1 

- 0 ist. 

O'I 
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Daraus folgt, daß wir für u(r,e,+) gleiche Randbedingungen wie für c(r,e,+) haben. 

Weiter wurde in [4] für G • Ga das Ritz'sche Verfahren auf die Gl. (8) an~ewandt. Für G • Gn entstehen aber erheb­

liche numerische Schwierigkeiten. 

Erstens ist die Funktion pn (p für G • Gn) sehr kompliziert und zweitens hat das schon oben erwähnte unterschied­

liche Verhalten von pa und pn zur Folge, daß die entsprechenden Integrale in der Ritz'schen Matrix große Differen­

zen zeigen. Deswegen ist das Ritz'sche Verfahren für G • Gn sehr schwer anwendbar. 

Die zweite Substitution (die in [4] vorgeschlagen wird) lautet 

(10) c. v(r,e,+) e-g 

und die entsprechende Gleichung hat die Form 

(II) - 6v + Vg vV • 0 , 

mit den Randbedingungen 

(12) ;(r•t) • o, ;(r-+ao) • 1 

av • o, av • 0 

ääl a+!+•o a;. 
+..!. 4 

Nach dem GauB'schen Integralsatz gilt für alleR > 1 

o • J div [vc + cVg)dv • / (~c + c ~)dS - / (ac + c la)dS 
V s or ar S ar 3r 

R R 1 

und die Berechnung des somit von R unabhängigen Flußintegrals 



(13) f (ac + c fl> dS 
3r ar 

SR 

ist die Hauptaufgabe dieser Arbeit. 

Für r+ +ao gilt lim exp(-g) • 1. Deshalb erhalten wir 
?'-tat 

(14) 

Um die 

(15) 

tim J ( ~c + c ~ ) dS • lim J ~v dS 
R-MD S ar ar R-MD S r 

R R 

Inhomogenität der Randbedingungen (12) zu beseitigen, führen wir noch eine "Randfunktion" v
0

(r) ein, etwa 

v (r) • 1 - -1- , p ~ 1 und ganzzahlig, 
0 ~ 

die die Randbedingungen erfilllt, und wir suchen die L5sung der Gl. (II) in der Form v • v (r) + v(r,e,+). Daraus 
0 

ergibt sich 

(16) - 6v + Vg Vv • 6v - Vg Vv 
0 0 

mit homogenen Randbedingungen für v. 

Auf die Gl. (16) wenden wir dann das Galerkische Verfahren an. 

N 



2. Die Galerkische Matrix 

Das Galerkische Verfahren besteht bekanntlich darin, da8 wir die L5sung v einer Differentialgleichung Av • f in 
n 

sogenannte Koordinatenfunktionen zerlegen, d.h. 

Gleichungssystems 

vn • ~ t~ •·•wobei die Koeffizienten t~ durch die L5sung des 
• 1 1 1 1 
1• 

L t'! (At • t •• ) • (f ' •• ) 
• 1 J J 1 1 J• 

(17) fUr i • 1,2, ••• ,n 

bestinat sind. Unter der Voraussetzung, da8 vn gegen die L8sung v konvergiert, betrachten wir vn als Nlherungsl8-

sung cler entsprechenden Gleichung. In dieser Arbeit gehe ich auf die Konvergenzfragen nicht ein und beschäftige 

mich nur mit der praktischen Durchführung des Verfahrens. 

Als Koordinatenfunktion +i wlhlen wir die Eigenfunktionen des Laplace-()perators mit homogenen Randbedingungen 

(siehe [1] und (4]) 

(18) .i. yki,li) 
_!J 1< r ~i limi -(;- ki~ 

m. 
1 

Pk. (cos 6) • 
1 

cos m. + 
1 

sin m. + 
1 

' 

wobei Yk,l die 1-te Nullstelle der Bessel-Funktion Jk..! ist. ~lm ist der Normierungsfaktor und P: ist die Legendre-

Funktion. 2 

FUr die halbzahligen Beseel-Funktionen haben wir eine Darstellung in geschlossener Form: 

(19) fwf ~ [~J 
J 

1 
(z) • sin(z - ~2 ) \ 

k...... 4--.. 2 J-U 

(-l)j (k+2j) 1 

(2j)l(k-2j)l(2z)2j + cos(z 

Ik~IJ 
- !. k) '-

2 j•O 

(-1)j(k+2j+l)l l 
(2j+1) l (k-2j-J) l (2z) 2j+l J 

Zur Darstellung (19) ist noch zu bemerken, daß sie fUr die Auswertung der Bessel-Funktionen fUr gr58ere k praktisch 

w 



bedeutungslos ist, weil die starken Auslöschungseffekte einen großen Verlust an signifikanten Stellen verursachen. 

Um das deutlich zu sehen, schreiben wir (19) etwas um 

wobei 

Jk+l (z) • 'VJ ~in(z - ; k) Pk(z) + cos(z - I k) Qk(z)J · • ~; ip; + Q~1(~(z)sin(z - f k) + Bk(z)cos(z - ~'II')) 
2 

pk 

-\ -M·Q~ 
pk 

Bk • bedeutet. In der nächsten Tabelle sieht man die Ubereinstimmung von ~ 

J
P2+Q2 
k k 

und cos(z - ~ '11') und Bk und sin(z - ~ w). Zum Beispiel stimmen für k • 8 schon die ersten dreizehn Stellen überein, 

~o daß nur die letzte Stelle für die Genauigkeit maßgebend ist. 

7/ .. 
1 
2 
3 
!j 

5 
6 
7 
B 
9 

1 0 
1 1 
12 
13 
1' ', 
~ 

J....) 

„1(K.) 

~. 7 . 0 7 10 6 7 811865SE-01 
~5~547001 9622523E - 01 
~a . 4117347537655E-01 

5.40309B4131282E-01 
8 . 411~ 7CCJ :' !• 7.'H188E-O1 

- S . 4030230642162E-01 
- ~ . 4147J984D0605E-01 

5' • Jf {~ 3 'J '.:} 0 5 [' 'l [' 1 : . 7- " 1 
a:. ~i1'*10 '.HP· 801 3 os- 01 

- .40 30230586814E - 01 
- 8 . 414709B4 807 90E -0 1 

5 . 4030230586814E-01 
il . 414703&480790S - G~ 

- 5 . 40302305BC6143 - 01 
- a . ~ ::1,70 .;rn4a.019.o.:~0 1 

SIN(Z-lf*PI /2) 

- S . 40302305868148 - 0 1 
-B . 4147098480790E~Q 1 
5 . 4030230S86814:-~ · 

B. 4147098480790E -01 
-5.4 0 3023-0586814E - -01 
-8.414709B480790E - Ol 
5.4030230586814E-01 
B.4147-09 B480790E-01 

-5.4 0 3023 0586814E--01 
-8 . 4147098480790E - 01 

5 . 4030230586814E-01 
8 . 411~ 7 0 9 8 48079OE-01 

-5 . 40302305B G S14~ -0 ! 
-8.4147098480790E-C1 

7.071067811 8655E - 01 
8 . 3205029433784?-n: 

- 5 • !~ 0 7 5 7~5 '.' 1 ~ :1 3 :: C' .,., - (' 1 
- B.41 46614630686E-01 
5.403023837992BE-01 
8.4147098445251~-01 

-5.403023 058 71 01E-01 
- 8 .41 47QqB4807B9~-01 

5.4030230586814E-01 
8.414709848079 0E -01 

- Sf'. 4 0 3 0 2 3 0 5 8 6 8 1 ti E - 0 1 
- C . 41~7038480790E ~o 
s. 4)":fo23osat··r~4>?{ ... o :i 
8 . 414709848071-0E-O! 

- r:: ~A) 3 !1.2..i 0.5..&6 Jl 1J,t z.:: 0 

COS{ Z- X.*PI./2) 

8 . 4147098480790E-01 
- 5 . 403J230586814E-01 
-R .. 4147098480790E-01 ~ 

5 . 4030230586814E-01 
8 . 414709 8 4 8 0 7902- 0 1 

-5.403023 0 5 868 14S -~1 
-8.4147 0 9 8 4 80 7 90~ - 0 1 
5.U03 023~5869 1 4: - 0 1 

· B.41 470J8480790E-01 
-5.4030230586814E-01 
- S . 41t~7 0 ·J 8 lt 8079OE.:.01 

5 • 1i 010 23 J 5 8G ;:,1 Ll·E - Q 1 
0 . 4-14 7 O') 84 80 7 3 OE'r- 0'1 

- 5 • 4 0 3 0 2 3 '.) 5 c ': 81 '! !.! - Q.: 
- 8 ~ tt.14 7 09.BJ.+8 0 7 9 OE..::.01 

"'" 



]{ 

1 
2 
3 

3 .9227787 6 71367 E - 0 1 
9.305659~169739E-01 

7 • 2 O 1 1 ~ 5 4 5 7 8 6 8 8 7 E - o 1 
2.9491720411041E-01 

-1.53,S 3135 35 63 7 8 5lJ - J 1 
„ 9 •• 2"4' !) 0 41 2 5 2 3 0 l 03 - 6 1 
-S.~6Q1318570511E- 01 

1 • 9 9'9' 9 6 15 f) 0 I} 5 3 6 E - 0 1 
g.9978058125549S-01 
1.1270317571844E:9 1 
-9.90275330559358~~1 
-1.4 454501739352E-01 
9.B937511264136E~01 
1.45488633588603-01 

~9.8935838739465E-O~ 

1.45 500033808G1E-01 
- 9 . 8935824652338E-~1 

-1. 455000338 08 61E - Q1 
9 . 8935824662338E - 01 
1 . 453vJJ3380861E - 01 

~9.89 3582456233BE-D1 
-1. 45500033808G1E-O 

9.8935824662338E-01 
1.45500033808 61E - 0 1 

- 9 • 8 9 3 5 8 21~ 6 5 2 13BE'-o1 
-1.4 55D003380861E-01 

3 . 89358246G2338E-01 
1.4550003380861E -01 

- 9 . 8 '3 3 5 8 21~ 6 6 2 3 3 8E - 01 
-1.4550003380861E-01 

3(:\) 

1.24034734SBJ21E-01 
" . 5::243088~455E - 01 

6.8542263763 677E -01 
3 . 5552221113799~-01 

3 . 3530652232f74E-01 
3 . 8117203784188E - 01 

-5.6365073352494E-01 
-9.7981708843962E-01 
-2.09472 99215 759E- 02 

9 . 93G2801978853E-01 
1. 3 9121lf2 0 6 5 6 7 SE - 01 

-9 . 8 9 1i 9 8 2 2 5 3 3 7 8 2E - 01 
-1.4 53B530 354163E-01 

Q.8935992313037E-01 
1.4$499076G0~37E-01 

coscz:K*PI 1 2) 

J . 89358246G233BE -01 
l.~S~DJ033808G1S-01 

-9.8935824662338E-01 
-!.45500033 80861E - 01 
9.8935824662338E-ü1 
1 . 45500033808618-01 

-3.8935824GG233 8E-01 
-1.4550003380861E-01 

9 . 8J358246G2338E-01 
1.4550003380861E-01 

- 9 . 8935824G62338E-01 
-1.45500033 80861E-01 

9 . 89358246G2338E-01 
1.4550003380861E - 01 

-9. 393S824662j38E-01 

VI 



Die Legendre-Funktionen P: sind durch (20) definiert (x • cos e). 

m 

(20) 
m !! d(m) 

Pk(x) • (-J)m(J-x2)2 Pk(x) 
~~ 

• (-l)m(2k-1)11 (J- 2)2 
(k-m) f X 

wobei die a~~,m) rekursiv bestimnt werden; 

(21) (k,m) • J , ao 
(k,m) • 

a2(i+l) 
(k,m) (k-m-2i-l)(k-m-2i 

a2i (2i+2)(2k-2i-t' 

Weiter gilt 
m 

dPk(x-0) 

dx (22) -
m+I • ,.. rm+k 

2 s1~(m+k)/ <2 + 1) 

{i' rck~J) 

Den Normierungsf aktor wählen wir als 

(23) -~ilimi Yki,li 

(k.-m.)1 
1 1 

Uk-rrn 

t 

[~ 
L 
i•O 

(-J)i a(k,m) k-m-2i 
2i X ; 

I .-k-m-, 
i. 0,1, ••• ,LTJ -

k ~ m 

Weiter verlangen wir von den tcoordinatenfunktionen, dal sie die(homogenen) Randbedingungen erfUllen, was praktisch 

schon eine gewisse Auswahl bedeutet. Zuerst sieht man sofort, daß .t.(r-1) • t.(r-+-) • 0 fUr alle i gilt. Die 
at. 1 1 

ll&ndbedingung ~. 1 
1 • 0 bedeutet, daß wir in (18) nur die tcoordinatenfunktionen mit cos m. + (d.h. ohne ain m. +> a• +-O 1 i. 

at. 
nehmen milssen und ä+j

1 • O bestimmt mi als ein Vielfaches von 4. Die e-Randbedingung ist nach (22) nur er-

+-? 4 
fUllt, wenn m+k gerade ist, also mul in unserem Falle k gerade sein. In diesem Abschnitt wollen wir jetzt die Ska­

larprodukte (fUr wie oben gewählte Funktionen ti) (Atj,ti) und (f,ti) ausrechnen. 

0\ 



Mit (16) und (17) gilt 

A V • - A v + VgVv 

und daher (die Klammer(.,.) bezeichnet das Skalarprodukt im L2 (r~1)) 

(24) (At.,t.) • (-At. + VgVt.,t1.) • - (At.,t.) + (VgVt.,t.) • 
J1 J J J1 J1 

Den letzten Ausdruck können wir noch umformen, wenn wir folgende Beziehungen berücksichtigen: 

(25) 

und 

2 l 
At.• - y.4t. 

J J r J 

JVgVt.•t.dV • ( Vt. r-V(gt.) - gVt.ldV • - 1 • gt.At.dV - ( gVt.t.dV 
V J 1 V J .... 1 1.J \7 1 J { 1 J 

Daraus ergibt sich 

(26) 
2r1 r 2},. 1 

(At. ,t.) • y. ,: -
4 

t.t.dV -) gVt.Vt.dV + y. gt.t. -
4 

dV 
J 1 lvr 1J v 1 J lv _J1r 

Für das erste Integral in (26) erhalten wir 

( .!_ t. t.dV • ~.1.m1. ~/ 4 lJ 11 V r 

+ao~ 
1 1 y. 

~.1.m. j 3 J 1 (r1) 
l J J 1 r k.+;-

1 2 

J 
k ..l 

j 2 

'II' 

2,~ m 
1 • y. ; 1 

(.J..)dr / Pk. 
r "o 1 

m. 
Pk~ sin e de 

.l 

'II' 

4. 

0 

cos m. + cos m. lf>dt 
1 J 

(mit vorher erwähntem Vorbehalt k gerade und m Vielfaches von 4) und auf Grund der bekannten Orthogonalitäts­

bedingungen ist 

...... 



(k.+m.)l l 2 ( 
2 11 J 1 y ) c.(w+4 o•w) (k -m )! 2k+f k.~2 k.,li 
1 mi' i i 1 1 

fUr i • j 

(27) / 1 t t.dV • '-...... 
fb ~ r4 i J '-...... 

0 
sonst. 

Das zweite Integral (26) lautet ausfUhrlich geschrieben: 

(2S) - ( gVt. Vt.dV • 
~ 1 J 

• ~.l.m. ~.l.m. 
1 1 1 J J J 

[ i J [ t Y • .., [ Y • .... J m. m. 
B ) - ,r;;- J 1 (....!..) 

1
,!. J 

1 
(.:..1.): dr G(e,+)Pk1 pkl cos m.+ 

1 r v„ k ~ r j ,r ,r k +..;,.. r ; ,r 5 i j 1 
i 2 j 2 ) 

+• y. 
+ J .L J J (r 1) J J 

4 k ~ k.~2 r i 2 J 

y. [ I m. m. 
(.:..1.) dr tl G Pk1 e pkl e cos m.+ cos m.+ sin 0 d0 dt + r ., ., 1 J 

1 J 

J m. m. de dt lj"" 1. J • . ' 
+ m. m. G Pk Pk s1n m. + s1n ml. + sin 0 J 

1 J s . . 1 
1 J 

und das dritte 

cos m.+ sin e de d+ + 
J 

J dV BI.!_ J 
(29) gtitJ. ~ • - ~.l.m. ~J.ll.ml. 

1 
r6 k.~21 V r 1 1 1 1 

y. 
(....!..) 
r 

y. 1 
J l Cf> dr G(e,+) 
kj"2 s 

ml m. 
Pk pkl cos m.+ cos m.t sin e d0 dt , 

• • 1 J 
1 J 

wobei S 'lf 1f 
0 ~ t ~ 4' 0 ~ e ~ 2 bedeutet. 

Dadurch haben wir die r-Integration und die Winkel-Integration separiert. Bei der r-Integration handelt es sich um 

die Integrale (mit Substitution r • l) der halbzahligen Bessel-Funktionen und Potenzen von x, die analytisch 
X 
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(wie in (5] ausführlich gezeigt wurde) auswertbar sind. 

Es bleiben daher nur die Winkelintegrationen zu berechnen. Aus Symmetriegründen dürfen wir das Integrationsgebiet 

S auf 0 ~ + ~ 2w, 0 ~ e ~ w ausdehnen und dann den entsprechenden Bruchteil (ein sechzehntel) des Integrals berück­

sichtigen. In unserem Falle (k gerade, m ein Vielfaches von 4) sind die auftretenden Integranden gewisse Polynome 

von trigonometrischen Funktionen und als solche geschlossen integrierbar. 

Z. B. fUr 

(30) J m. m. 
-.. 1 ....... 

J • G(e,+)Pk (cos 0)Pk3 (cos e)cos m.+ cos m.+ sin e de d+ 
S • • 1 J 

1 J 

gilt (mit (5) und (20)) 

mi 
( \ 2CI ~ 2CI • 2ß 2 2 

J • ~ <L cos 0L_h2ß s1n •> (1-cos e) 
Cl1- ... ß 

„j j 

k.-m. m. 1 1 

2 t~-
(1-cos e) L_. 

s•o 

;k-m1 

~m (k-m)I m 
(Pk • (2k-1)11 pk • 

mL-1 

(1 2)2 ~--( ')i k-m-2i) -x , -1 a
2

.x 
.,_____ 1 
1•0 

(-l)s a(i) ( ki-m.-2s 
2s cos e) i 

~ r (") k.-m.-2r 
~, (-1) •2l (cos e) J l cos m .• cos m.+ sin e de d+ -

s•o r i J 

k.-m. 
1 1 

\0 

.L 2 __ _ . 2~ 
kj;mj 

(-1)• ~i) ~ (-l)r (j) J
l m.+m 
~ 

(l-x2) 2 

2~ 
k.+k.-m.-m.+2{a-s-r)d .~ h2a 1 sin2ß+ cos m.+ cos m.+ d+, 

1 J 1 l X L 2ß ) 1 l 

Cl 8-0 ~· LPO 
8 2r -1 

X ß 0 

wobei der Index i bzw. j bei a2(i) bzw. a2(j) bedeutet, daß wir in (21) für kund m die k., m. bzw. k., m. einsetzen. 
s r 1 1 J J 

Die S\'lllmi.erungaindizes Cl und B laufen (a. (5)) fUr c• von O bis 2 und für Gn von O bis 6 (entsprechend müssen wir 

fUr h entweder 811 oder~ einsetzen). Nach der DurchfUhrung der x-Integration erhalten wir 



(31) 
,­

J - \ 

k.-m. 
1 1 

·--Y-
k.-m. mi+mj m.+m. ·. mi~j 
L...l. 2 / 13 -p 2 

( -1) s (i) '\2 - (-1) r a (j) '\---- . 2 ): (-1) -k-. + .... k-. ~+2~~:-~--s---r--p-.):-:-+-;-1 
a2s 2r / ·o \ P 1 J r-o p• 

\ 
/ 

a s•o 

2ir 
\ 
\ 2a [ . 2ß 

8 
h28 s1n + cos mi+ cos mj+ d+ 

und es bleibt die~-lntegration Ubrig. 

Um sie durchzufUhren, bemerken wir zuerst, daß (s. L6]) 

(31a) 
_R__ (n) 2i 

cos 2n+ • \ b2. sin + ; 
4------ 1 
1•0 

b (n) • t, 
0 

(n) (n) 4n2 - (2i)
2 

b2(i+l) - - b2i (2i+l)(2i+2) t 
i • O, ••• ,n-1 

ist und daß weiter gilt 

2ir 2. n 2ir n r sin J. cos 2n+ d+ - ~ b~:> J sin2(j+a). d+ - 2ir \ b(n) (2(a~j)-1) tl • 
-6 a•o o ~ 2a 2a+J (a+j) 1 

Mit Hilfe dieser Formeln k8nnen wir jetzt die +-Integration in (31) durchführen. Es gilt 

(32) 
2w 2ß 1 , 2ir 2ß L sin + cos mi+ cos mj+ d+ • 2l f sin + 

2ir . 28,,. d+ j s1n .,. 

/0 
• d+ + 

cos(mi+mj) " 2• . za. cos(mJ.-mi>• d+ 
"" r s1n .,. 

" 

fUr m. • m. 
1 J 

fUr m.+ m. 
1 J 

} -

N 
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2n (m. • m. • B • 0) 
1 J 

n (m. • m. + O, B • O) 
1 J 

0 (m. + m., B • O) 
1 J 

m.+m. 
:::: rx b+ (2(y+ß)-l)!! + (28-1)!! > 

(m. • m., ß + O) n ~ \ 
(_ y•O 2 y 2 y+ 8 ( y+ B) ! 2 B B ! _; 1 J 

m.+m. Jmi-mj, 
~ . . k b+ 12(y+ß)-l)ll + 

: 2 . 
(2()'.+ß)-1) !! ' 

(m. + m. , B + 0) , 
~ 

b;y L 2 y+ß (y+ß) ! ' l y• 21 21• 8 c1+ß)! J 1 J y•O 

m.-m. + ( ) m.+m. 
dabei ist b

21 
bzw. b;y als b2~ für n • 1

_ J bzw. n • !.......J 
2 

zu verstehen. Ganz analog gilt 

(33) 
2, 

• 28 • • d sin + sin m.+ sin m.+ + • 
Jo i J 

n (m. • m. + O, B •O) 
1 J 

0 (m. + m., ß • 0) 
1 J 

m.+m. 
1_J 

2 + (2(y+ß)-l)!! + (2ß-l)!! (m .• m., ß + 0) 1(. - ~ b 
. L_ 2 2y+ß(y+8)1 2 801 J i J .... y•O 

m.+m. m.-m. 
.2:_.l. 2--l 

2 
b+ (2 Cx+B)-1) 1 ! + 

2 
b - <2 <1+ß)-l) 11 ~ (m. + m., B +o> . II··- L ~ ... y•() 2y 2y+ß(y+8) ! 2y 2y+8(y+8) 1 . i J 

N 



Jetzt erhalten wir auch die Formeln für die restlichen Winkel-Integrationen in (26) (ähnliche Herleitung wie für 

(30)). 

(34) 
m. m. 

1 - l. ~ J 
G Pk Pk cos m.+ cos m.+ , ft d0 d+ • . • i. J s i.n 

1. J 

k.-m. 
l. l. 

k.-m. 
J J 

m.+m. 
2... l 

.\ \, r (-1) Sa (i) ,1 
( -1) r a (j ) ~.~ 2 

2s 2r -y•o ~a s•o , 
PO 

- 2'11' 
) h2a „ . 2B+ • • d+ 

28 . si.n si.n m.+ si.n m.+ , 
, "' 1. J 13 0 

m. m. 
~· l. ~· J • 

.1 G Pk e Pk e si.n 0 cos m.+ cos m. + de d+ • 
• •t ., 1. J 

1. J 

m. 
l. m. m k.-m. 

l. l. 

m.+m. 
-1 ~ -1 

2 

'. y 

(-1) 

m. 

m.+m. 
!.._..J_ -1 

2 -----'2=-- . -----
k.+k.+2(Q-s-r-y)-I 

1. J 

2 / l. ·. i 
. ~ ? \ r )' <-n r -y 1 

> 2 __ 
(-l)•a(i) .f ,~ m. k.-m. 

2s (ki-2s-2y ) \ - · ; 2 . ...J. - .....L..l 
1 'y2•0 \ Yz} <-1 >2 Yz ~- (-1)r(k.-2r-2y ) a(j) 

J 2 2r 
Q Y •o yl 

J 
/. - - . s•o r•o 

• • 1 1 ~--- 2ei 2! 2ß 
\ 1c.+1c +27,.,-v -v -~-„,-1 - 1r +lc +?(,.,_.,, _,,, _ 11 _„,+1) )_ h2ß / sin 4> cos mi4> cos mj4> d4> 

s 0 

Alle diese Formeln ermöglichen uns (für die r-Integration stehen die entsprechenden Formeln in [SJ), die Galerkin­

Matrix (At.,t.) analytisch auszurechnen, was erhebliche Vorteile für die Genauigkeit und Schnelligkeit des Ver-
J l. 

fahrens hat. Im nächsten Abschnitt berechnen wir noch die rechten Seiten des Gleichungssystems. 

NI 
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3. Die rechten Seiten 

Unsere ur,prüngliche Gleichung ist eine homogene Gleichung mit nichthomogenen Randbedingungen, die durch eine 

geeignete Wahl einer"Randfunktion" in die inhomogene Gleichung (16) mit homogenen Randbedingungen übergeht. Die 

rechte Seite der Gl. (16) hat die Gestalt 

f ~ 6v - Vg Vv , mit v • 1 - .!.... , p ~ 1 und ganzzahlig. 
0 0 0 p r 

(35) 

Den aktuellen Wert des Parameters p bestimnen wir später. 

!Ur die rechte Seite des Gleichungssystems (17) müssen wir 

(36) (f ,ti) • (6v
0 

- Vg Vv
0

, ti) 

berechnen. Nach einigen Umformungen erhalten wir 

(37) (f, t.) • J 6v t.dV + j~Vv Vt.dV + ./gt.6v dV • 
1 V 01 V o 1 1' 1 o 

l ~
• 1 J Y· { m. 

• c. -p(p-1) - - J 1 (....!..)dr Pk1 cos m.+ 
1 rP Vi ki 'tt r i i 

sin e de d+ -

f• 1 [ 1 Yi ' m. - Bp p+2 - J 1 C->J r dr G Pk
1 

cos m. + sin e de d+ + 
1 r 1r ki 'tt r ' i i 

] 
1 1 y. J m. J + p(p-1) B ~ - J 1 (....!..) dr G Pk1 cos m.+ sin e de d+ , 

1 rP..,„ Vr ki+t r S i 1 

wobei S genauso wie fr6her 0 ~ + ~: , 0 ~ e ~;bedeutet. Die r-Integration ist wieder ausfUhrlich inr_.5] 

N 
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behandelt und wir benutzen die entsprechenden Formeln aus [5] • Für die Winkel-Integration können wir wegen Sym­

metrieeigenschaften das Integrationsgebiet auf die ganze Kugel (OE + ~ 2w, 0 ~ e ~ w) ausdehnen und dann den 

entsprechenden Bruchteil des Gesamtintegrals berücksichtigen. 

Für das erste Winkel-Integral aus (37) ergibt sich sofort 

(38) Jw 2f- m. / """ 1 • de d+ Pk cos m.+ s1n e • , 
0 0 i 

1 
' 

0 für m. + 0 
1 

k. 

1 r-
2 w J'P: (x)dx • 4w L 

-1 i a•O 

a (i) 
(-IJ a2a k-2a+l für m. • 0 1 • 

wobei die a~!) in (21) definiert sind. 

Für das zweite Winkel-Integral in (37) (Die beiden restlichen Winkel-Integrale sind gleich.) führen wir zuerst 

die e-Integration durch. Wir erhalten 

2w w m. 
(39) ' d+ ~de G Pk: cos mi+ sin e de d+ • 

m. k.-m. 1 m. m. 1 1 
- 1 1 
2 1-) - -y _2 • ~ "- 1 2 (-1)2 · , --- (-l)s a (1) )_ 2 __ \ y L____ 25 

a y-o s•o 

1 2w ~ 2 2ß 
- . - '~- h2: sin + cos mi + d+ , - 2 

wobei a und ß für Ga von 0 bis 2 laufen und für Gn von 0 bis 6. 

Für die +-Integration ergibt sich (ähnlich, wie früher) 

N 
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2'11' 
sin2

ß+ cos m.+ d+ • / 
2'11' für ß • O, m. • 0 

(40) /' 1 

.1 1 '"'-0 m. 
" ..J. m • 

2 b( 2 
1

~ (2 (y+ß)-1) tl t 2'11') sons • 
Y•O 2y 2y+ß(y+ß)! 

m. 
(~) 

Dabei ist b ~Y in (31a) rekursiv definiert. Mit den Formeln (38), (39), (40) und mit den Formeln aus LSJ für die 

r-lntegration, können wir jetzt die Ausdrücke ausrechnen und dann das Gleichungssystem (17) lösen. Die Näherungs­

lösung der Gl. (11) hat die Form 

(41) 
1 N 

V • 1 - - + ~ r: (N) D -?--,, „ • t. 
r i•l i i ' 

und für das FluBintegral (14) erhalten wir 

(42) J - N 
lim ~ dS • lim J f.- [ 1 - L + ~ t ~N) t. ) r

2 
sin e de d• • 

r-MD S r r-- S r rP i•I i i 
r r 

1 N (N) 1 y i 2 j m. 
• 4'11' p lim --::--1 + lim ~ t. c. 1 [- J 1 (-)] r Pk

1 cos m.+ sin e de d+ 
p (-.,,I 1 -K •• m. ''- k ...._- r ,r S • 1 

r-MD r r-+- 1• 1 1 1 ~ r i ~ 1 

Nun ist aber 

und 

(43) 

1 . 1 
im-1 • 

r-+- ~-
a p, I 

·-1 2 Y• Y• Y• 
lim l - J 1 <i> J ,r r • lim (- ...!:. J 1 <f> + ki Vr J 1 (r 1)) • 
l"""9 Vr ki~ r-+- r ki2 ki+t 

N 
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dabei bezeichnet Yi • Yk.,1. 
1 1 

die li-te Nullstelle vo~ J 1• Dieser Grenzwert ist für ki > 0 gleich Null, und für 
ki~ 

k. • O (in diesem Falle ist y 1 • 1.w) gilt 
1 o, i 1 

[
I yi J 2 yi yi ~y. Y· ~Y· lim - J

1 
<r-> r r • lim - - J 1 (-) • lim - - 1 cos .2:.. - - 1 

• _ '{ii'. .. 
r+eD Vr- ' r+- r -- r r+- 'II' r 'II' 1 

2 2 

Insgesamt ergibt sich f6r (42) unter Berücksichtigung des Normierungsfaktors ~.l.m. (wir wählen noch die Nume-

rierung 

(44) 

der Koordinatenfunktion so, daß 1. • i) 
l. 

1 • J av 
i.m a dS • 4'11' 15 

r+-S r p,1 
r 

"\ f;~N) 
- 4 IT L -2;_ 

i l/T 

1 1 1 

Die Summe auf der rechten Seite der Gleichung erstreckt sich dabei über alle i mit k. • o. 
l. 
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4. Numerische Ergebnisse 

Für die numerische Berechnung wählen wir eine Anzahl von Koordinatenfunktionen aus. Damit suchen wir eigentlich 

die Näherungslösung in einem endlichen Teilraum des Hilbertraumes L2
(11). Es ist schwierig, von vorneherein zu 

sagen, welcher Teilraum am besten die Approximation der Lösung ermöglicht. Als Maß für die Güte der Approximation 

wählen wir die aus diesen endlich vielen Koordinatenfunktionen berechnete Näherung für das Flußintegral: die Ko­

ordinatenfunktionen, die nur geringe Änderung des Flußintegrals bringen, werden vernachlässigt. In den Tabellen 

auf den nächsten Seiten ist der mit folgenden Koordinatenfunktionen gerechnete Näherungswert des Flußintegrals 

angegeben: 

(45} 
y • Y4 • Y4 • 4 Ys i 4 

J 1 (~), J 1(...::i!)P0

4
(cos 0), J 1(....:!.1!.)P4(cos 0)cos 4 +, J 1 (~)P8 (cos e)cos 4 +, 

_ r 4~ r 4+.- r 8~ r 
2 2 2 2 

i. 1,2, ••• ,30 

Ys i 8 Y10 i 8 Y12 i 8 
J 1 (-!:.l.!~-)P8 (cos 0)cos 8 +, J 1( ' )P10Ccos 0)cos 8 +, J 1( ' )P

12
(cos e)cos 8 +. 

8~ r lO+z r 12-tz r 

Die Funktionen werden dann wie folgt fortlaufend numeriert: 

(46) t •J (Yo,I) 
1 J r , 

2 

y 
• • J c-2..z!> 2 1 r , ••• , 

2 

Y4 1 0 
t 31 • J4+l(~)P4 (cos 0), ••• , 

2 

• Y4,30 0 
t 60 J 1( )P4(cos 0), ••• , 

4~ r 
2 

y 
• • J ( 12,20) 8 ( 200 1 r pl2 cos e)cos 8 +, ..• 

12~ 

Die Tabellen geben den Näherungswert des Flußintegrals an, den man erhält, wenn man die ersten N dieser Ansatz­

funktion einsetzt. 
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Das Verfahren wurde zuerst mit verschiedenen Randfunktionen 1-r-p getestet (p ~ 1 ganzzahlig). Es hat sich gezeigt, 

daß das günstigste Konvergenzverhalten für p • 2 auftritt, und daher sind die TAB. 1 bis TAB. 7 mit v • 1 - r-p 
0 

berechnet. 

Um das Konvergenzverhalten besser zu erklären, gruppieren wir noch die Koordinatenfunktionen in folgende Weise 

{47) f 
1 
{r), 0 t

2 
{r)P 4 {cos 0), 4 4 {f3{r)P

4
+f4{r)P8)cos 4 ~' 

8 8 8 {f
5

{r)P8+t
6

{r)P10+f7{r)P 12)cos 8 ~' 

y • 
wobei f.{r) eine lineare Kombination der Bessel Funktionen J 1 (..:..!!.i.J..) mit festem n und verschiedenem j ist. 

1 - r n+t 
Z. B. 

N 

(48) \ {N) J 1 
f (r) • ?- f;j 12~2 7 J•l 

dabei ist die Zahl der Bessel-Funktionen N in der Linearkombination, die die entsprechenden r-Funktion fi{r) 

darstellt, sehr wesentlich. So bekommen wir zum Beispiel in der TAB. 3 (jede Funktion fi(r) ist durch 30 Bessel­

Funktionen erzeugt) mit 180 Koordinatenfunktionen das Ergebnis {bei Gn) 104,30. In dem Falle ist f 7 • O. 

Mit 185 Koordinatenfunktionen erhalten wir 85,18; hier ist für f 7 {48) N • 5, für N • 10 haben wir 100,61 und so 

weiter bis für N • 30 {210 Koordinatenfunktionen) bekonmen wir wieder 103,38. Noch stärker sehen wir dies in 

TAB. 4. 

Diese Effekte werden wahrscheinlich verursacht durch die ungenaue Darstellung der "richtigen" Funktionen fi, 

und verschwinden wenn wir eine "bessere" Darstellung, d.h. mehr Bessel-Funktionen in der Entwicklung der f. 
1 

nehmen. 

Weiter zeigen die Tabellen, daß die Differenz zwischen den Flußintegralen fUr Ga und Gn sehr klein ist {Abb. 3). 
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N FLUSS-INT~GRAL 

"J l. 17 2 5 l l g ·:L;i; o 6 7 <• 7~, E + n l 
l o i. 20~, 1rf <•6 l :~ d4·n_,z4f „ "l 
l~ L.2Z4846964793Z06L+Cl 
20 l.23ll930ß5090560f+Ol 
2S t.2370530b;7621~5E+Ol 
30 l.Z3966b477l24~90E+Ol 
35 4.9~083fb62?4~472E+Ol 
40 7.t>055590~i55343l:SE+Ol 
45 9.4i4354l944l4290E+Ol 
50 9.69971t08~9175104[+01 

3 ' 

~' 9.1442~2ij0&256468~+01. 
•O >9.747~1534295Jl~5f+Ol 
b5 9.77109;000022921[+01 
70 t.t:~426r,~062.06:10Y7f+G2 
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A. Anhang 

Im Falle G(e,9) • Gt•l hat Gl. (1) eine besonders einfache Gestalt, die es uns ermöglicht, diese Gleichung direkt 

zu lösen (s. (2]). 

Es handelt sich um die gewöhnliche Differentialgleichung 

(Al) - div(Vc+cV(- B3)) • O, mit c(l) • O, c(•) • l, 
r 

oder ausführlich geschrieben 

(A2) - - - (r - + - c ) • O l d 2[dc JB ~ 
r2 dr dr r4 • 

Die Lösung dieser Gleichung ist 

~ !k 8 
(Al) C(/l.) = ~ "-r 4 ...1 

, Cl() ß v - <Lf J-e-P ..f df 1 fi 
. c > • • 1 r und für das FluBintegral 13 ergibt sich 

(A4) ftd.c f c ~ )JLJr _ it 7i _ _ii[U !. ~I 1ß 
t dt di II' (lt.v - "° - fF ---~----

J. (n-fo.!_ ,Jp ! -K~ o,if'IL</?f5ri1 / 
J< c 00 J Je.. p1 "l,) ~ olk, 

"' l l> 
wobei das letzte näherungsweise für die gr8Beren B-s gilt (was bei uns der Fall ist). 

Um das Ritz-Galerkinsche Verfahren zu testen, und die Schnelligkeit des Verfahrens bei verschiedenen Formen der 

Gl. (1) zu vergleichen, wenden wir jetzt das Galerkin Verfahren auf die Gl. (1), (8) und (11) an, wobei die Ko­

ordinatenfunktionen sind: 

t. (r) • c. 
J J 

1 Y• ,r;; 
'{r J .!. cf) • !..! sin i! 

2 j'ir r' 
1 ( --) cj VT 

w 
..... 
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