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Das Galerkinsche Verfahren fir die
Diffusionsgleichung mit Drift - Term

von

M. Profant



Einleitung

Die stationire Diffusionsgleichung mit Drift-Term ist eine elliptische
Differentialgleichung, deren Ldsung im AuBeren der Einheitskugel gesucht
igst. Es handelt sich dabei um eine dreidimensionale Aufgabe mit gemischten
Randbedingungen. Der Drift-Term ist durch eine Funktion G(6,¢) (s. (1),(4))
bestimmt, die nur ndherungsweise bekannt ist. Mit G? bzw. G wird hier die
erste bzw. dritte Ndherung der Funktion G bezeichnet. Aus der L&sung der
gegebenen Gleichung (1) kdnnen wir das FluBintegral (13) berechnen, weiter-
hin den EinfluB der dritten Ndherung fiir (13) und schlieBlich die Abhingig-
keit des Integrals (13) von dem Parameter B-s. (1) untersuchen. Die Tabel-
len | bis 7 und die Abb. 3 zeigen, daB die Differenz zwischen dem FluBin-
tegral (13) fiir G* und G" sehr klein ist; sie liegt fiir die meisten Fille
unter | %. Filr den griBten Wert des Parameters B (B = 2468) ist diese Dif-
ferenz 3,27 7; in diesem Falle liefert das Verfahren aber nur eine so grobe
Ndherung, daB wir nur qualitative Schliisse ziehen kdnnen. Die Abhidngigkeit
des FluBintegrals (13) von B ist in Abb. 3 gezeigt. Es ist ungefidhr pro-

portional der dritten Wurzel aus B.

Fiir die erste Niherung G? wurde das Problem schon in (4] behandelt. Dort
haben wir die urspriingliche Gleichung durch eine Substitution in die Gl.
-Au + pu = f (8) Uberfiihrt und dann das Ritzsche Verfahren angewandt. Das
Verfahren hat aber fiir die dritte N#herung c" hoffnungslos versagt. Die Ur-

sache liegt darin, daB die Koeffizientenfunktion p von Vdia 2 abhidngig
r3

ist (s. (8)). Obwohl die Funktionen G? und G (s. Abb. 1) sich nicht viel
unterscheiden ist die Differenz zwischen den Gradienten dieser Funktionen
sehr gro8 (s. Abb. 2). In den fiir das Ritzsche Verfahren berechneten Inte-
gralen haben sich also die Integranden wesentlich gedndert. Um diese Schwie-
rigkeit zu umgehen miifte man die Gleichung (1) derart umformen, daB nur die
Funktion G selbst, nicht aber deren Ableitungen in den Integralen auftre-
ten. Diese Eigenschaft hat z.B. die Gl. (1) oder die Gl. -Au + VgVu = £
(11) die der urspriinglichen equivalent ist. In diesen Fdllen kann man mit
den Greenschen Identitdten die auftretenden Integrale so umformen, daB
keine Ableitungen von G in den Integranden erscheinen. Dafiir missen wir

die Nichtsymmetrie der Operatoren und langsamere Konvergenz in Kauf nehmen.
Alle drei Fille sind im Anhang A fiir G = | getestet worden. In diesem Fal-
le ist das Problem eindimensional und analytisch 18sbar. Das Galerkinsche
Verfahren fiir die Gleichung (11) konvergiertebesser a 1s fiir die Gleichung

(1). Daher wird die Gleichung (11) auch im dreidimensionalen Falle ver-



wendet.

Wegen der langsameren Konvergenz brauchen wir ziemlich viele Koordinaten-
funktionen (es wurden 210 genommen). Dabei entstehen Schwierigkeiten bei
der Integration. Es handelt sich um die typischen Probleme, die bei der
Integration der schnelloszillierenden Funktionen auftreten, deshalb wurden
alle Integrale analytisch berechnet. Fiir die 8- und ¢-Integration sind

die bendtigten Formeln im zweiten Kapitel angegeben, fiir die r-Integration
wurden die Formeln aus {5] zur Integration von Produkten halbzahliger

Besselfunktionen mit Potenzen von x benutzt.

Herrn R. Kaussen danke ich flir seine Hilfe bei der Programmerstellung,

den Herren R. v. Seggern und J. Wick fiir zahlreiche Diskussionen.



1. Formulierung des Problems und die L&sungsméglichkeiten

Wir suchen die L&sung c¢ = c(r,8,¢) der elliptischen Differentialgleichung
(1) =~ div [grad c + ¢ grad (- ESS%iili} =0
r

im Gebiet 1l $r<+w 058 < %; 0 ¢ ¢ < %-(mit r, 6 und ¢ bezeichnen wir in der iiblichen Art und Weise die

sphdrischen Koordinaten x = r cos ¢ sin 8, y = r sin ¢ sin 8, z = r cos 0).

Die Randbedingungen fiir ¢ lauten:

2) c(r=l) = 0, c(rmw+=) = |,
Te Te
,:*a = y ,:—¢ =0 .,
Li $=0
e-—
2 ¢.1
U4

Weiterhin ist B ein Parameter mit 50 < B < 2468. Die Funktion G(0,¢) ist niherungsweise gegeben; wir wollen die
Gl (1) fiir die erste Niherung G? und fiir die dritte Niherung G" 15sen. Bezeichnen wir mit Py i=1,2,3 die kar-

tesischen Koordinaten auf der Einheitskugel

(3) p, = cos $ sin 8, o, = sin ¢ sin 86, = cos 8 ,

f3
dann gilt

4) G2 = 5?0‘.1’ -3,
¢~/

N _ _ S
6" = 6% - 5/-0,0235 + 1,1553?02‘ - 6,641\ p? - 4,756 p? + 4,697(‘3‘;)2 ‘
t

+ 14,961 0 () 03) - 9,2782(, o)

P b —

Fiir Testzwecke ist im Anhang A auch der Fall G~ = | berechnet ; in diesem Falle ist es mdglich, die Gl (1) ana-

lytisch zu lGsen.



* . a n - (] 3 3
Die Funktionen G~ und G kdnnen wir als Funktionen nur von cosze und sin2¢ darstellen. Daher ergibt sich

2 2 6
2
(5) c* = 5 cos“%e _S_ ahgg sin28¢ , c" = E coszae § n'hgg sin23¢ R

a=0 B=0 a=0 =0

e e . 2 2a :
wobei die Matrizen ahzg und nhzg in folgenden Tabellen definiert sind (*h und "h wurden mit FORMAC berechnet).

o _ o_ _ 0
hy =2, hy, = - 10, h, = 10
2 _ 2 2
hg 10 , hy = 20 , by, = = 20
4 _ 6 _ 4
hy = 10, h, = - 10, h, = 10

. 2a
Tabelle fiir ‘hze



o 0 2 4 2 8 10 12

0 1,427 -3,563 65,045 494,07 11724,866 |-17113,38% 377,728
2 1-3,5¢5 | qo0,41  |-1010,892 | bo47 732 |-3570, 786 | €680,304 |-2226,768
L | 65045 | =972 649 | 5118, 144 |-13843%, 904| 20844,252|-16 700,76 | 5566, 92
6 ~h97 c9z io’t;%,zw -12133,046 | 2479€,136 |30 954 Loy (22267, 68 | -F922,5°6
(3 1174,8¢6 2—5456,?23 14 ¢5¢,28 |~24366,924| 26100, 762 |-16700,76 |5566,92
10 |-1113,3&4 | Gock, 2o |=9122,796 |11462,948 |11 F9E, 394| 66 80,304 |-2226, 76 &
12 | 37,1268 [ -1113,384 | 2226758 |~L597 £9¢ l.zzZé, FE® | -1113,384 | 371,728

Tabelle fiir

n, 2a
g



Ich m8chte noch zwei Besonderheiten von G(8,4) betonen. Zuerst gilt

IS E]

(6) dé 6(0,6) = | do [ de "c(e,4) = O .

O~—_ N}
O~ _ _ &}=4

o hﬂd'
)

o

Diese Eigenschaft macht (wie wir spiter sehen) gewisse numerische Schwierigkeiten und zeigt gleichzeitig den qua-
litativen Unterschied zwischen G2*™ und Gt.
. . . . . BG(6, ¢ ; ir G2 " ziemli
Zweitens sind die Unterschiede zwischen %{Vg)z - %‘Ag (mit g ist - (3’ 2 bezeichnet) fir G* und G~ ziemlich
r .
groB, obwohl die Funktionen G und "G selbst sich nicht viel unterscheiden (Abb l.und 2.). Die Bedeutung dieser

Eigenschaft werden wir spiter sehen.

In der Arbeit [4] (wo auch die Existenz- und Eindeutigkeitsfragen behandelt wurden) sind noch zwei andere Umfor-
mungen der Gl. (1) vorgeschlagen.

Erstens, durch die Substitution

-8
(7 c = u(r,8,4)ee 2
ergibt sich
1 2 1
(8) = Au + pu=20, p = Z(Vg) -3 Ag

Fiir die Berechnung der Randbedingungen von u bemerken wir noch, daB

26 06

9) <2 =0 , — =0 1ist.
98 4 3 ¢ gm0
| 0=3 s=l

4
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Daraus folgt, daB wir fiir u(r,6,¢) gleiche Randbedingungen wie fiir ¢(r,6,¢) haben.

Weiter wurde in [4] fiir G = G? das Ritz'sche Verfahren auf die G1. (8) angewandt. Fiir G = G™ entstehen aber erheb-
liche numerische Schwierigkeiten.

Erstens ist die Funktion pn (p fir G = Gn) sehr kompliziert und zweitens hat das schon oben erwdhnte unterschied-

liche Verhalten von p2 und p" zur Folge, daB die entsprechenden Integrale in der Ritz'schen Matrix groBe Differen-
zen zeigen. Deswegen ist das Ritz'sche Verfahren fiir G = G" sehr schwer anwendbar.

Die zweite Substitution (die in [4] vorgeschlagen wird) lautet
(10) c = ;(r,9,¢) e 8

und die entsprechende Gleichung hat die Form

Q1) ~Av+VgW=0,

mit den Randbedingungen

(12) v(r=1) = 0, v(r=+o) = |
v v
A =0, — =0 .
aeie.z'. ?l4=0
2 -
=z

Nach dem Gau8'schen Integralsatz gilt fiir alleR > |

0= jwdiv [Vc + ch]dV = / (%% + c %%)ds - / (%% +c %%)ds
VR Sp S| -

und die Berechnung des somit von R unabhingigen FluBintegrals

l

I



an [ & e s
S
R

ist die Hauptaufgabe dieser Arbeit.

Fiir r + 4o gilt lim exp(-g) = 1. Deshalb erhalten wir

T
sy tim [ (%-bc—g&)ds-lim/g—vds :
Roe Sp r Ry 8 °F

Um die Inhomogenitdt der Randbedingungen (12) zu beseitigen, fiihren wir noch eine '"Randfunktion" vo(r) ein, etwa

|
(15) Vo(t)"l"-r—p-, p3>1

die die Randbedingungen erfiillt, und wir suchen die L8sung der Gl. (11) in der Form ve= vo(r) + v(r,9,4). Daraus

und ganzzahlig,

ergibt sich
(16) -Av + Vg Vy = Avo - Vg v,
mit homogenen Randbedingungen fiir v.

Auf die Gl. (16) wenden wir dann das Galerkische Verfahren an.

[4



2, Die Galerkische Matrix

Das Galerkische Verfahren besteht bekanntlich darin, daB wir die L8sung v einer Differentialgleichung Av = £ in

sogenannte Koordinatenfunktionen zerlegen, d.h. v" = E:: 5 % wobei die Koeffizienten E durch die Lisung des
Gleichungssystems i=1

a7 §f: E (A¢ b05) = (£,0,) fir i = 1,2,...,n
j=1
bestimmt sind. Unter der Voraussetzung, daB v gegen die L8sung v konvergiert, betrachten wir v" als N#herungsld-

sung der entsprechenden Gleichung. In dieser Arbeit gehe ich auf die Konvergenzfragen nicht ein und beschiftige
mich nur mit der praktischen Durchfiihrung des Verfahrens.

Als Koordinatenfunktion ¢ wihlen wir die Eigenfunktionen des Laplace-Operators mit homogenen Randbedingungen
(siehe [1] und [4])

Yki’li m cos m; ¢
(18) b, = -_J (——=) P, "(cos 0)° .
i ckilimi'{;- ki*% r ki sin m, [

wobei Yk.1 die 1-te Nullstelle der Bessel-Funktion J 1 ist. % 1m ist der Normierungsfaktor und P: ist die Legendre-
» kh'
Funktion. 2

Fiir die halbzahligen Bessel-Funktionen haben wir eine Darstellung in geschlossener Form:

5] : 5t ;
}{ (=1)3 (k+2§)! n (-1)7 (k+2j+1)1
19) J (l) - [}1n(z - —k) ; - + cos(z - -k); .
@i 1k-25)1z) 3 2 7330 @311 (k=25-1)122) 23T |

Zur Darstellung (19) ist noch zu bemerken, da8 sie fiir die Auswertung der Bessel-Funktionen fiir griBere k praktisch



bedeutungslos ist, weil die starken Ausléschungseffekte einen groBen Verlust an signifikanten Stellen verursachen.

Um das deutlich zu sehen, schreiben wir (19) etwa: um

k
J l(z) .‘\’% [éin(z - .'21 ") Pk(z) + cos(z - k) Qk(z) \[- VP + Qk(A,k(z)sin(z - ;— k) + B, (z)cos(z - 3 m))
k+—
2
P P . . :
wobei Ak = s, B = bedeutet. In der nichsten Tabelle sieht man die Ubereinstimmung von Ak

k —_—
(e 2,2
Pt \{Pk+qk

und cos(z - §'ﬂ) und Bk und sin(z - %-w). Zum Beispiel stimmen fiir k = 8 schon die ersten dreizehn Stellen iiberein,

80 daB nur die letzte Stelle fiir die Genauigkeit maBgebend ist.

71
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Die Legendre-Funktionen P: sind durch (20) definiert (x = cos 0).

2.3 d(m)l’k(")

n [H
( l) (2k-1)1!1 (1-x ) >L__ (- l) (k,m) k-m-21 .

@ A = entndT g - G S
wobei die aé?’m) rekursiv bestimmt werden;
(k,m) _ (k,m) _ (k,m) (k-m=2i-1) (k-m=2i) Lo rkemo
@n s, Ps e ™ %2i eren e e B IR e ol :
Weiter gilt
22) dP:(x-O) 2m+ s1n—0m+k)[‘b——-+ 1)
dx G/"'(k-;rl'l *

Den Normierungsfaktor wihlen wir als

1 (k.-m,)!
(23) -—_— et 1
& lm Ty @D

b S |
Weiter verlangen wir von den Koordinatenfunktionen, daf sie die(homogenen) Randbedingungen erfiillen, was praktisch

schon eine gewisse Auswahl bedeutet. Zuerst sieht man sofort, daB .0.(:-1) - 0.(r-+-) = 0 fiir alle i gilt. Die

30
Randbedingung — 5% I = 0 bedeutet, da8 wir in (18) nur die Koordinatenfunktionen mit cos n, ¢ (d.h. ohne sin m, ¢)
¢-0

L

Ay
fiilllt, wenn m+k gerade ist, also muB in unserem Falle k gerade sein. In diesem Abschnitt wollen wir jetzt die Ska-

nehmen miissen und 53l‘ = 0 bestimmt m. als ein Vielfaches von 4. Die 6-Randbedingung ist nach (22) nur er-

larprodukte (fiir wie oben gewZhlte Funktionen Oi) (Aoj,oi) und (f,oi) ausrechnen.

91



Mit (16) und (17) gilt
Av=-Av+ Vgl
und daher (die Klammer (.,.) bezeichnet das Skalarprodukt im Lz(rzl))

(24) (AOj,tbi) - (-MJ. + ngoj,oi) - - (Aoj,oi) + (ngj,oi) .
Den letzten Ausdruck kdnnen wir noch umformen, wenn wir folgende Beziehungen beriicksichtigen:

21
(25 A, = - ¥y, %,
) IS B A
und

.

fvvq».-o.dv- {ve, V(ge.) - gve.ldV = - , g0.A0.dV - [ gV0.0.dV .
y gve, -9, g J\(81) gve, |d L‘,,gQIAJ [s 1°Jd

Daraus ergibt sich

(26) (AD.,0.) = YZ {-L— ¢.0.dv ~\/~gv¢ ve.dv + yz Jfg¢ ] l—-dV
Rt S A A A A A A A
Fiir das erste Integral in (26) erhalten wir
r r
wp 2," 4’
[l 4. 6.av /" J oy 3 iyar / P1p 3 gin 6 do ¢ o dé
J g 0.0.dV = - — r sin cos m,¢ cos m,
v rb i] ckilimi ckjljmj I r3 ki+% r kj*% o ¥4 ki o i i

(mit vorher erwihntem Vorbehalt k gerade und m Vielfaches von 4) und auf Grund der bekannten Orthogonalitits-
bedingungen ist

L



2, . ket 2
¢ (™8, 0" (k;m, T Ty ki—% (Yki,li) fir i=j

1’
"1
27) "’4 - 0.0.dV = |
tlo i3 \0
Das zweite Integral (26) lautet ausfilhrlich geschrieben:

(28) - {gVO.V«b.dV -

sonst.,

o0,
/.] 1 Yi = 1 Y: ~ mi j .
- B | = |=13 = — J [ 5 G(6,4)P,> P, cos m.¢ cos m,é sin 6 do d¢ +
ckil.mi %k.1,m, {‘/l r [\[F k.+!- r s {‘E k.+-!- I 5 ki kj i h]
i2 12
e Y m m,
+ lZ'J 1 = J ) =) dr [’ G Pk1 PJ cos mé cos m.4 sin 6 d6 d¢ +
ok T koty 5 00 k0

und das dritte

(29) [¢0 -—--- ]'—-J (1i—)J (.Y-i)d/G(e¢)Pmiij cos m,$ cos m,$ sin 6 d6 d¢
g c'klm cklm 6 1 'r %r rs A ¥ ks i i ’

l‘ 1 k. k. i

bedeutet.

-
Q
A
@
/A

N =

wobei S Oscps{-

Dadurch haben wir die r-Integration und die Winkel-Integration separiert. Bei der r-Integration handelt es sich um

die Integrale (mit Substitution r = 3‘?) der halbzahligen Bessel~Funktionen und Potenzen von x, die analytisch

1

8



(wie in [5] ausfiihrlich gezeigt wurde) auswertbar sind.

Es bleiben daher nur die Winkelintegrationen zu berechnen. Aus Symmetriegriinden diirfen wir das Integrationsgebiet
S auf 0 € ¢ € 27, O € 6 < 7 ausdehnen und dann den entsprechenden Bruchteil (ein sechzehntel) des Integrals beriick-
sichtigen. In unserem Falle (k gerade, m ein Vielfaches von 4) sind die auftretenden Integranden gewisse Polynome

von trigonometrischen Funktionen und als solche geschlossen integrierbar.

Z. B. fir
m/ 5B
m, m, =t 2 - . s
(30) J = ‘S/G(O,Qa)Pk:(cos G)Pk; (cos ©)cos m ¢ cos mj¢ sin 6 de d¢ (f’g = —(-2(:—:1;'% P: - (I--xz)2 ;: ('i)lazixk-m 21)
gilt (mit (5) und (20))
k,-m,
m m. 1 1
2 . k,~m.-2s -
J = Z(Z coszae;___hgz sin28¢)(l-cosze)r (l-c0826)2 (-l)s aél) (cos @) 1t . e
“ki—m. B s=o ®
r (j) k,-m.-2r
E . (=1) azj (cos 6) 13 cos m.$ cos m.$ sin 6 d6 d¢ =
o5 r i 3
- 2 . —l k.+k.m.m.+2(a-s~1)  __ 20 /| _. 28
_§~ 5 (-l)' ‘2(:) T_L (_I)r aé_l) /(I-xz) 2 A B dx ghzﬁé 8in“ ¢ cos mi¢ cos mj¢ d¢,
a '8=0 %0 -1

wobei der Index i bzw. j bei ag) bzw. ag,) bedeutet, daB wir in (21) fiir k und m die ki’ m, bzw. kj’ mJ. einsetzen.

Die Summierungsindizes a und B laufen (8. (5)) fiir G® von O bis 2 und fiir G® von O bis 6 (entsprechend miissen wir
fir h entweder *h oder "h einsetzen). Nach der Durchfilhrung der x-Integration erhalten wir



k."m. k.-m, mimi m.+m. , m.+m.

1 b § i
e o T3 N AL 2
T s (i) = r G) <—/ 2 |-
By J=> D% a7 N DT N -n K42 (ms-T-p) +1
a /s-o 2s ‘rmo 2r /p._o \ P / kl i (0( S=r-p
2n
-

N\ 20 . 28
g h28 [sm ¢ cos mi¢ cos mj¢ d¢

und es bleibt die ¢-Integration iibrig.

Um sie durchzufiihren, bemerken wir zuerst, daB (s. [6])

2 .y 2
n . 4n” - (2i) A -1
(31a)  cos 2n¢ = >—~ béz) sin21¢ 3 bén) =5 b.'s.t(i)iﬂ) - bé?) (22+l)(2i+2) v 17 0peenntl
i=0
ist und daB weiter gilt
2w . n 2w . n 3)- {
. 2j 2 -5 . 2(j+a) -2 p (@) (2(a+j)-t) 1!
J sin "¢ cos 2n¢ d¢ -~ b2a Z sin ¢ dé L - 2a 2°+J (@) !

Mit Hilfe dieser Formeln kdnnen wir jetzt die ¢-Integration in (31) durchfilhren. Es gilt
27
[ sin®s a4
/ °
2r 28
[ 8in” ¢ cos(mj-miM dé

4

2 28 17 2
(32) / sin” ¢ cos m.¢ cos m.¢ d¢p = -, [ sin” ¢ cos(m.+m.)¢ d¢ +
‘6 1 h] 2 b S|

fir m., = m,
1 J

fir mi+ m,

} -

0¢d



- 2"(mi-mj-8-o)
n (mi-mj+0,8-0)

0 (mi+mj,8-0)

8
g

- i
j . r vg vt (2(y+B8)-1)11 + (28-1) 1!
Y

Yo > (m, = m,, B+0)
Cgm0 %Y 278yt 2Bg1 1)
m,.¥m. m.-m,
R -
! - :\—2* e -1} A
" L b;y \?'51;8) 1)t + b2Y ‘2(%;8) AR , (mi tm, B%0),
L Y= 27 P (y+p) ! Y=0 27" (y+p)t ] o
+ _ (n) m,+m, m,-m,
dabei ist b bzw. b als b fir n = 2 _J pzw. n= -1l 2y verstehen. Ganz analog gilt
2y 2y 2y 2 2
[ (mi = mj + 0, B =0)
2r 28 0 (m; ¥ my, 820
(33) [ sin""¢ sin m;¢ sin m.¢ d¢ =<
(4] ] m.¥+m.
=S
. 32 . .
- b (Z(IEB)‘”” + ‘28;')” P (g, =m, 840
T 2V  (y+p) ! 2°g1 .
m.+m. m.-m.
1 1 1
2 2 .
= + (2(y+8)-1)!! - (2(y+B8)-1) !!
T } b + § b - (m; $+ m,, B %40) .
- y= 2y 2Y+B(Y"‘B)! Y= 2y 2Y+B(Y"'B)! oot J



Jetzt erhalten wir auch die Formeln fiir die restlichen Winkel-Integratiomen in (26) (#hnliche Herleitung wie fiir

(30)).

~

(34) GPk PkJ cosm¢cosm¢-—-r-!—-—de d¢ =

. i j sin 0
k.-m, k,-m, m,+m,
101 3 i m,+m, m, +m,
T ~5 "T‘.l ATl A 2
- \ AN (-1 a(l) S -1)%a (]) - 2 -1) 2 L
‘a s . — k,+k,+2(a-s-1-y)~1
=0 r=o o S £ 1]
N 2n
> hi: i sin28¢ sin m,¢ sin m,$ d¢ ,
. o n
.'ka’ek’931“6°°3m¢°°3m¢ded¢'
T - k.-m, m, k.-m,
1 s m:.L 1 1 1 T.i m. _ 5
- }—l 7 Yy 2 (1) :2 ‘T a2 2T rk —2r-2v.) ) .
- /(-l) S 0%, (k-2s-2v) (-1 S DTk -2r72,) agy
@ Yl'O ‘$=0 2-o \ 2 / =0

1 1 ) 20 27 28
\ Bk +2(a—v —v —s=0)-T ~ —————— P ho, ; 8in" ¢ cos m,¢ cos m.é d¢ .
i *k; (a Y1~Y,"8 r)-1 ki+kj+2(q Y, ~Y,8 ) +1 . 28 g i 3

Alle diese Formeln erméglichen uns (fiir die r-Integration stehen die entsprechenden Formeln in [5]), die Galerkin-
Matrix (A¢j,<bi) analytisch auszurechnen, was erhebliche Vorteile fiir die Genauigkeit und Schnelligkeit des Ver-

fahrens hat. Im nichsten Abschnitt berechnen wir noch die rechten Seiten des Gleichungssystems.

(A4



3. Die rechten Seiten

Unsere urgpringliche Gleichung ist eine homogene Gleichung mit nichthomogenen Randbedingungen, die durch eine
geeignete Wahl einer "Randfunktion" in die inhomogene Gleichung (16) mit homogenen Randbedingungen libergeht. Die
rechte Seite der Gl. (16) hat die Gestalt

(35) f = Avo - Vg Vvo, mit v, =1 - L » P 2 1 und ganzzahlig.

P

Den aktuellen Wert des Parameters p bestimmen wir spiter.
Fiir die rechte Seite des Gleichungssystems (17) miissen wir
(36) (f,¢;) = (Avo - Vg W, Oi)

berechnen. Nach einigen Umformungen erhalten wir

-

p
i / -
(37) (£, Qi) = v'/ Avooidv + “/,gWOVOidV + 4goiAv°dV

[ 3 Y.
= c.{ -p(p-1) _1 J (—’L)dr P, cos m.¢ 8in 6 do d¢ -
i P E 1 'r ki i

12
T1 n Yi o .
- Bp [-—- J (—)l dr ZG P,” cos m.¢ sin 6 d6 d¢ +
[ P2 LyE kg T 0T kg i
11 Vi " .
+ p(p-1) 87 _J (—) dr / GP cos m.¢ sin 0 do do} .
| PO E koot T 4 ks i

wobei S genauso wie friher O < ¢ < % ,» 00« %bedentet. Die r-Integration ist wieder ausfilhrlich in!5]
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behandelt und wir benutzen die entsprechenden Formeln aus [5]. Fiir die Winkel-Integration kdnnen wir wegen Sym-
metrieeigenschaften das Integrationsgebiet auf die ganze Kugel (0 ¢ ¢ € 27, O £ 6 € 7) ausdehnen und dann den

entsprechenden Bruchteil des Gesamtintegrals beriicksichtigen.

Fiir das erste Winkel-Integral aus (37) ergibt sich sofort

0 fir m, $ O
n ~m. / 1
(38) J/d6‘7h¢ Pk1 cos mi¢ gin 6 =
o O i AN
;_i
- a (1) . -
2n /P 1(x)dx lm;} 1" a, k—2u+l fir m, =0,

wobei die a§:) in (21) definiert sind.

Fiir das zweite Winkel-Integral in (37) (Die beiden restlichen Winkel-Integrale sind gleich.) fiihren wir zuerst

die 6-Integration durch. Wir erhalten

27 L o )
(39) ‘4 d¢g e G Pki cos m.¢ sin 6 do d¢ =
A om m, kims
}L ( 3—) (-1)2_ —Y /;j; -18 agj) ki*Z(cl:-s-y)-H 2% hgg sin28¢ cos m. ¢ dé ,

wobei a und B fiir ¢® von O bis 2 laufen und fiir G von O bis 6.

Fiir die ¢-Integration ergibt sich (dhnlich, wie friiher)

VXA



2 28 . 2m fir B=0, m; =0
(40) / sin” ¢ cos mi¢ do =
AN

~

%

[+]
(;i-)(Z( B)-1)11

2rST b Y2B8)-
0  2Y 2"*B(yep)1

np_8

sonst.

m.
1

Dabei ist b gy in (31a) rekursiv definiert. Mit den Formeln (38), (39), (40) und mit den Formeln aus 5] fir die

r~Integration, kinnen wir jetzt die Ausdriicke ausrechnen und dann das Gleichungssystem (17) 1&sen. Die Niherungs-
18sung der Gl. (11) hat die Form

N
1) 3-1-‘F+Z£§N)oi,

i=]

und fiir das FluBintegral (14) erhalten wir

2 L[]
(42) lim -- dS hm _/ - g @, r sin 6 dO d¢ =
sr [ {:_l “]
Dm itk Lm 1 ]or

U*\\

ki cos m.4 sin 6 d6 d¢

Nun ist aber

und

-1 2 _ . o N Yi Yi
4 — X = lim (- = J =) + k. VrJ =),
(43) LV___ ki"-;- (r)] xT im a & (VT J ))

T r k.
i

§¢



dabei bezeichnet Yi " Y1 die li-te Nullstelle von J T Dieser Grenzwert ist fiir k; > 0 gleich Null, und fiir
i’71 bk
12

ki = 0 (in diesem Falle ist Yo"i. lin) gilt

2y, Y. 2y,

Y’ Y. Y'
lim[—l—J' (r—‘)] £ = 1im - -2 3 1(;"-)-um— ——l-cosr—l-- —ﬂ-‘---\/nl’. .
e \(?5- ’ r -3 o "

Insgesamt ergibt sich fiir (42) unter Beriicksichtigung des Normierungsfaktors ck 1 (wir wdhlen noch die Nume-

rierung der Koordinatenfunktion so, da8 1 = i)

- (N)
. ov
(44) lim Jf 3;-ds = 47 Gp’] -4 V—ﬂzl_ V__ .

r"'Sr

Die Summe auf der rechten Seite der Gleichung erstreckt sich dabei iliber alle i mit k, = 0.
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4, Numerische Egggbnisse

Fiir die numerische Berechnung wihlen wir eine Anzahl von Koordinat enfunktlonen aus. Damit suchen wir eigentlich
die Niherungsldsung in einem endlichen Teilraum des Hilbertraumes L (Q1). Es ist schwierig, von vorneherein zu
sagen, welcher Teilraum am besten die Approximation der L&sung ermdglicht. Als MaB fiir die Giite der Approximation
wihlen wir die aus diesen endlich vielen Koordinatenfunktionen berechnete Niherung fiir das FluBintegral: die Ko-
ordinatenfunktionen, die nur geringe Anderung des FluBintegrals bringen, werden vernachldssigt. In den Tabellen

auf den nichsten Seiten ist der mit folgenden Koordinatenfunktionen gerechnete N#herungswert des FluBintegrals
angegeben:

Y. .
(45) Jl(—%‘39, J (——4-)P4(cos 8), J l@—-‘-QP (cos 8)cos 4 ¢, J l(-—-‘--)P (cos 8)cos 4 ¢,

z “y ) 2
i=1,2,...,30
Y10,i Yi2,i
J l( )P (cos 8)cos 8 ¢, J ‘( < )P (cos 6)cos 8 ¢, J l( )P (cos 8)cos 8 ¢.
8+ 10+ 124 F
2 2 2
Die Funktionen werden dann wie folgt fortlaufend numeriert:
Y Y Y Y
Ge) oy =3l e - u b, ey T DR s 0,y 8 =T 390008 0y,
1 1'r 2 1 31 4_'_1_ 60 4...1 ’ ’
2 2 2 2
Y
o - J (—lz&zg)P (cos 0)cos 8 d,000
200 1
12+§

Die Tabellen geben den Niherungswert des FluBintegrals an, den man erhdlt, wenn man die ersten N dieser Ansatz-
funktion einsetzt.
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Das Verfahren wurde zuerst mit verschiedenen Randfunktionen 1-r P getestet (p > | ganzzahlig). Es hat sich gezeigt,

=1-rP

daB das giinstigste Konvergenzverhalten fiir p = 2 auftritt, und daher sind die TAB. | bis TAB. 7 mit v,

berechnet.
Um das Konvergenzverhalten besser zu erkliren, gruppieren wir noch die Koordinatenfunktionen in folgende Weise
(47) £ (r), £ (r)P°(cos 8), (£.(r)P +f ()P*)cos 4 ¢, (£ (r)BS+e (r)P8 +£_(r)P® )cos 8 ¢
1 A 4 ’ 3 4 74 8 ' 5 8 76 10 77 12 ’
Y. .
wobei fi(t) eine lineare Kombination der Bessel Funktionen J 1 (—%&19 mit festem n und verschiedenem j ist.
n+=
2
Z. B. N y
48) g =) ™y dd
j=1 1245

dabei ist die Zahl der Bessel-Funktionen N in der Linearkombination, die die entsprechenden r-Funktion fi(r)
darstellt, sehr wesentlich. So bekommen wir zum Beispiel in der TAB. 3 (jede Funktion fi(r) ist durch 30 Bessel-

Funktionen erzeugt) mit 180 Koordinatenfunktionen das Ergebnis (bei G™) 104,30. In dem Falle ist f7 = 0,

Mit 185 Koordinatenfunktionen erhalten wir 85,18; hier ist fiir f7 (48) N = 5, fiir N = 10 haben wir 100,61 und so
weiter bis fiir N = 30 (210 Koordinatenfunktionen) bekommen wir wieder 103,38. Noch stidrker sehen wir dies in
TAB. 4.

Diese Effekte werden wahrscheinlich verursacht durch die ungenaue Darstellung der "richtigen" Funktionen £y
und verschwinden wenn wir eine "bessere" Darstellung, d.h. mehr Bessel-Funktionen in der Entwicklung der fi

nehmen.
Weiter zeigen die Tabellen, daB die Differenz zwischen den FluBintegralen fiir ¢? und G" sehr klein ist (Abb. 3).
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A. Anhang
Im Falle G(6,¢) = Gt=1 hat G1. (1) eine besonders einfache Gestalt, die es uns ermdglicht, diese Gleichung direkt
zu lésen (s. [2]).

Es handelt sich um die gewBhnliche Differentialgleichung

(A1) - div(Ve+ev (- 23-)) =0, mit ¢c(1) =0, c(=») =1,
r
oder ausfilhrlich geschrieben
1 3B
(AZ) ——"'_'( )'0'
r2 dr [dr r J

Die Lsung dieser Gleichung ist

2 £
(A3) cn) 2* /'578!
) = 4
’ M‘B (z _I df ;
/{ [P f
7 ¢ f
und fiir das FluBintegral (13) ergibt sich
3 -3
(A4) /aafc—g),é‘off—-o” "ﬁ c 4178
$e oo Sg/ Ap / -X° 0, 82F79577  /

<
wobei das letzte n#herungsweise fiir d1e grBBeren B-s gilt (was bei uns der Fall ist).

Um das Ritz—Galerkinsche Verfahren zu testen, und die Schnelligkeit des Verfahrens bei verschiedenen Formen der

Gl. (1) zu vergleichen, wenden wir jetzt das Galerkin Verfahren auf die Gl1. (1), (8) und (11) an, wobei die Ko-

1 V2

Y .
0,(r) = ¢; =, D =sinl, (=) .

\r 7 °F i r ]

ordinatenfunktionen sind:

L€



Als Randfunktion wihlen wir fvb*i 1 -

13
o

r

£ar (1) und (11) und v_ =1 -

fiir (8).

Q ' ?5"&’&‘?"3?1 “’?QR ‘i,":i?“*
T ???b??wqa O 6 L5
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