


WUPPERTAL

.

b &

...'oH OLLAND

BENSBERG

"..
o
pOP

o

= :
L—L.’ "o'
BRI
M

Berichte der Kerforschungsanlage Jalich - Nr. 1150
ut for Festkdrperforschung Jol - 1150 - FF



Klassische Potentialstreuung
als Grenzfall einer quantenmechanischen
Wellenpaket-Theorie

von
F. Drepper

D 82 (Diss. T. H. Aachen)



ABSTRACT

A new method for the transition from quantum to classical
mechanics in potential scattering theory is presented.

The incoming wave packet is decomposed into many narrow
wave packets with different impact parameters, whose width
becomes small inside the potential. In the classical limit
this decomposition has the following two properties:

1) Only certain impact parameters depending on the direction
of observation contribute to the transition amplitude.

2) In the equation of motion for each narrow wave packet
the potential can be expanded about the momentary center
of mass. To get the classical cross section in general
directions terms of second order have to be included.
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Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist der Ubergang von der Quantenmechanik
zurklassischen Mechanik beim differentiellen Wirkungsquerschnitt
fiir Potentialstreuung. Mit hinreichend kleiner Wellenldnge bzw.
hinreichend groSem Impuls der einfallenden Teilchen geht der quan-
tenmechanische Wirkungsquerschnitt im allgemeinen in den klassi-
schen Wirkungsquerschnitt iiber. Bei speziellen Potentialen und
Einfallsenergien treten jedoch filir spezielle Beobachtungswinkel
besondere semiklassische Interferenzeffekte auf. Das ist immer
dann der Fall, wenn mehr als ein StoBSparameter zum klassischen

Wirkungsquerschnitt beitrdgt.

Der Ubergang vom quantenmechanischen zum klassischen Wirkungsquer-
schnitt wurde bisher bereits auf zwei verschiedenen Wegen erreicht.
Der erste Weg (siehe /1/) benutzt die Drehimpulszerlegung der
Ubergangsamplitude und ist daher auf drehinvariante Potentiale
beschrédnkt. Die Beitrdge zu den einzelnen Drehimpulsen werden mit
Hilfe der WKB Ndherung bestimmt, Zur Herleitung des klassischen
Wirkungsquerschnitts sind dann noch weitere Ndherungen erforder-
lich, deren Fehler sich quantitativ schwer absch&dtzen ld8t.

Die zweite Methode von P. Pechukas /2/ geht von Feynman's Funkti-
onal Integral Formulierung der Quantenmechanik aus. Diese Methode
erreicht auf besonders elegante Art und Weise den Ubergang zur
klassischen Mechanik, bietet aber im Gegensatz zur WKB Methode
keinen Zugang zu dem der klassischen Mechanik benachbarten Bereich
und damit auch keine M6glichkeit zur Aufstellung von Gililtigkeits-
kriterien.

Die hier gewdhlte dritte Methode benutzt ebenso wie die WKB
Methode als Zwischenschritt eine quantenmechanische Ndherung,
die noch den klassischen Wirkungsquerschnitt als Grenzfall ent-
h&lt und 148t daher auch das Aufstellen von Giiltigkeitskriterien
Zu. Ein weiterer Gesichtspuﬂkt fiir den hier gewdhlten dritten
Weg ist es, eine Herleitung des klassischen Wirkungsquerschnitts
aus einer quantenmechanischen Wellenpakettheorie zu geben, ohne
Beschrédnkung auf drehinvariante Potentiale sowie ohne Benutzung
von Feynman Integralen. Im Gegensatz zur WKB-Ndherung bietet



dieser dritte Weg auBerdem die Mdglichkeit zu einer direkten Uber-

tragung auf die Streuung zwischen zusammengesetzten Systemen, wie

2.B. zwischen Atomen.

Mit dem hier beschriebenen Weg kniipfen wir an zwei Arbeiten von
Lebedeff an /3/. Ebenso wie Lebedeff werden wir im Rahmen einer
zeitabhdngigen Wellenpaketformulierung das einfallende makrosko-
pische Wellenpaket zerlegen in viele kleine Wellenpakete (Narrow
Wave Packets) zu unterschiedlichen StoBparametern, wobei die

NWP die Eigenschaft haben, daB sie im Innern des Potentials ihre
minimale Breite annehmen. Im Unterschied zu Lebedeff wdhlen wir
jedoch die Zerlegung so, daB wir bereits ohne Ndherung eine Dar-
stellung der Ubergangsamplitude ( j% -> E? ) als Integral Uber
alle StoBparameter erreichen. Flir hinreichend grofen Impuls der NWP
laBt sich dann ihre minimale Breite so wdhlen, daB die Wellenpa-
kete auf dem Weg durch das Potential so eng sind und bleiben, daB
fir sie das Potential um den jeweiligen Schwerpunkt entwickelt
werden kann. Bei einer Berilicksichtigung der Entwicklung bis maxi-
mal zur quadratischen Ordnung lassen sich die Wellenpakete allein
durch L8sungen klassischer Bewegungsgleichungen beschreiben.
Wdhrend Lebedeff in den beiden Arbeiten /3/ die Wellenpakete im
linear entwickelten Potential berechnet, werden wir im Abschnitt
IIIa zundchst nur die nullte Ordnung beriicksichtigen und an-
schlieBend in IIIb die Entwicklung bis zu den quadratischen Ter-
men mitnehmen. Der Einfachheit halber werden wir uns im letzteren
Fall auf gaussische Form der Wellenpakete beschrdnken.

Im klassischen Grenzfall tragen bei allen 3 Entwicklungsstufen
nur bestimmte,vom Beobachtungswinkel abhdngige StoBparameter

zur Zerlegung der Ubergangsamplitude bei. Bei der Entwicklung
bis zur nullten Ordnung entspricht die Zuordnung von Streurich-
tung und StoBparameter der Impulsndherung der klassischen Mecha-
nik. Bei einer Entwicklung bis zur ersten oder zweiten Ordnung
tragen fir alle Streuwinkel die "klassisch" richtigen StoBSpara-

meter bei.

Gibt es zu einer Streurichtung nur einen klassischen StoBpara-
meter, so liefert die Entwicklung bis zur nullten Ordnung den
klassischen Wirkungsquerschnitt in Impulsniherung. Bei einer



Entwicklung bis zur zweiten Ordnung erhalten wir fir alle Streu-
winkel den klassischen Wirkungsquerschnitt. Die Entwicklung bis
zur ersten Ordnung liefert im allgmeinen nur eine Verbesserung
gegeniiber der Impulsndherung zu gréB8eren Winkeln hin.

Im Abschnitt IIIc werden wir schlieBlich Gililtigkeitskriterien
fiir die zur Herleitung des klassischen Wirkungsquerschnitts be-
nutzten Ndherungen angeben.

Wir beginnen im Kapitel II mit der Ableitung einer speziellen
Darstellung des klassischen Wirkungsquerschnitts, wie wir sie
spdter im Kapitel III aus der Quantenmechanik erhalten werden.



II Klassischer Wirkungsquerschnitt fiir beliebige (auch nicht

drehinvariante) Potentiale

In diesem Kapitel setzen wir uns das Ziel, den klassischen Diffe-
rentiellen Wirkungsquerschnitt flir allgemeine insbesondere auch
nicht drehinvariante Potentiale zu definieren. Hierzu betrachten
wir eine Schar von Bahnen % (+,§4) durch das Potential V(R)

mit gemeinsamer Anfangsgeschwindigkeit V: . Die Anfangsorte dieser
Bahnen sollen das infinitesimale Flichenelement 46 = d¥ senkrecht
zu V: . bilden. In Abb. 1 sind zwei dieser Bahnen herausgegriffen.

Abb, 1

Erlduterung zum klassischen Wirkungsquersc-hnitt

AuBSerdem betrachten wir die infinitesimale Fl&che d’UZ , die
durch die Endpunkte der Geschwindigkeitsvektoren nach Durchlaufen
des Potentials aufgespannt wird. Nach dem Energiesatz ist dieses

Fldchenelement Teil einer Kugelschale mit dem Radius Ve . Mit
dem Raumwinkelelement ¢ 0 gilt somit



Der differentielle Wirkungsquerschnitt in der klassischen Mechanik

ist definiert als der Quotient

6 2 ?
d6 L pr 4
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(1.1)
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Fiir diesen Quotienten wollen wir in diesem Kapitel eine Darstellung
herleiten, die wir spdter auch aus der quantenmechanischen Formu-
lierung erhalten werden. Ausgangspunkt dieser Darstellung ist die
Bewegungsgleichung fiir die Differenz infinitesimal benachbarter
Bahnen. Zur Herleitung dieser Gleichung gehen wir aus von der New-

tonschen Bewegungsgleichung

m S (¢,8) = - 98 VIt 8)) (1.2)

Da diese auch fiir die benachbarten Bahnen

S (¢, 4+J¢) S(t.8) + I8

gelten muB, erhalten wir, indem wir uns auf lineare Glieder in
§ S (¢) beschrinken

mS(e,8) + mdSH) = - Vigus) - L J 8w

oder wegen (1.2)

m S St = = A(L,8) J2W (1.3)

mit



A (¢, 8) = s: Oea V(S“'g))

Die Differenz zweier infinitesimal benachbarter Bahnen geniigt also
der Bewegungsgleichung eines zeitabhidngigen harmonischen Oszilla-
tors. Die Federstdrken dieses Oszillators sind die quadratischen
Entwicklungskoeffizienten des Potentials.

Wie aus Abb. 1 hervorgeht, gelten fir ¢ Y (¢) die Anfangsbedingungen

fswd) = J8 Sou) = ¢ (1.4)

Die L&sungen der linearen Differentialgleichung (1.3) miissen linear

in den Anfangswerten (1.4) sein und lassen sich daher in der Form
schreiben

JSe) = X J48 (1.5)

mit der rein zeitabhingigen Matrix X (¢) , die definiert ist
durch die Gleichungen

n X)) = -dit) Xig)

(1.6)
X)) = 4 X&) = 0

Mit den 3 Spaltenvektoren X () ({=4,2,7) kdnnen wir diese

Gleichungen auch in der Form schreiben
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e ):_(_." (¢) (¢) )S..‘ (¢)

X (e e. X (¢ = O

1L

Die Matrix X setzt sich also zusammen aus 3 Grundldsungen

eines zeitabhdngigen harmonischen Oszillators.

Wir differenzieren Gleichung (1.5) und erhalten

Nt _S-’_(f) X (¢) J @ (1.7)

Die Vektoren J‘i haben wir so gewdhlt, daB sie alle in einer

Fldche senkrecht zur Anfangsgeschwindigke.it V. liegen, Aufgrund
des Energiesatzes liegen die Vektoren J' S (#¢) zur Zeit #+ nach
Verlassen des Potentials alle auf einer Fldche senkrecht zu 9 (<. ¢8)
Es ist daher zweckmdBig, fiir die Vektoren Jﬂ und JS’M) zwei unter-
schiedliche Darstellungen zu w&hlen. Die Vektoren J4 wollen wir
darstellen in einem Koordinatensystem .( X, Y4, 2 ) , dessen 2-Achse
mit V. zusammenfdllt, die Vektoren J 21(¢4) in einem _anderen Ko-
ordinatensystem (x', ‘j', 2’), dessen ¢ -Achse mit _?_ { ¢, _Q) zu-
sammenfdllt.

Abb. 2: Erliuterung der beiden Koordinatensysteme (x, *j, 2)
und (%', z', 2')



Fiir diese gemischte Darstellung kdnnen wir Gleichung (1.7) mit der

2-dimensionalen Matrix l?( (¢+) schreiben.
Dy (t) = X)) J€

Hieraus erhalten wir die gesuchte Beziehung zwischen den differen-
tiellen Flichenelementen o 'Vyund o'4

«
"

- . 2
WREVY A2 (¢,) Il,X 0l J 8

Fir den differentiellen Wirkungsquerschnitt erhalten wir somit
nach Gleichung (1.1)

u

. -
% v ” X (¢e) ” (1.8)



III Quantenmechanischer Wirkungsquerschnitt aus einer Zerlegung

nach mikroskopischen Wellenpaketen

Die im Folgenden beschriebene Narrow Wave Packet Approximation

ist eine zeitabhdngige Theorie. Wir werden daher zur Berechnung
des quantenmechanischen Wirkungsquerschnitts nicht von der statio-
ndren Streutheorie ausgehen, sondern direkt auf eine zeitabh&dngige
Wellenpakettheorie zurilickgreifen, und zwar auf eine Formulierung
mit normierten Wellenpaketen, wie sie von Goldberger und Watson
/4/ bzw. von K. Dettmann /5/ angegeben wurde.

Wir beschreiben den Streuvorgang eines Teilchens am Potential \/(})
durch ein normiertes makroskopisches Wéllenpaket, das auf das
Potential bei R= 0 gezielt ist. Als Anfangszustand dieses Wellen-
pakets wdhlen wir ein freies Wellenpaket mit mittlerem Impulsf? ’
das bei freier Bewegung zur Zeit ¢ = 0 bei P = 0 seine minimale
Breite I' annimmt. Die Form des Wellenpakets zu diesem Zeitpunkt
ist definiert durch die reelle Funktion ,6,(2 )

WL lfm = 4

unter der wir uns etwa eine GauBfunktion vorstellen kdnnen. Unter
makroskopisch verstehen wir, daBf die Breite T' dieser Funktion
groB sein soll gegen die Ausdehnung des Potentials. Zur Zeit ¢! ,
so lange vor dem StoB, daB noch kein {iberlapp mit dem Potential
erfolgt, geben wir also das Wellenpaket vor in der Form

-“ x. tl‘ ‘:?"g
e
¢ s, 4®)

o
S
i

Wir wihlen die Einheiten so, da8 & = 4 gilt. Den Streuvorgang
am Potential beschreiben wir durch den Zeitentwicklungsoperator

- (M, + VIRY) [E-¢:
Uit-1) = ( ) (¢-¢:)
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Nach Verlassen des Potentials analysieren wir das gestreute Wellen-
paket nach einem bestimmten Endimpuls 'Q . Die entsprechende

Wwahrscheinlichkeitsamplitude lautet dann

(2.1)
. ~ oot A, - C P
o2 g (7 BR gy ik ”,
(2»)3 -£+'{_‘. - ¥+00 / ¢ 2 |
Der Faktor (: Koty wurde eingefiihrt, damit dieser Ausdruck

asymptotisch weder von ¢; noch von ’t.;, abhdngt und wir den Grenz-
libergang f,; >+ , ¢; => -0 schon in der Amplitude ¥ durchfiihren
kénnen. Wir wollen im folgenden davon ausgehen, daB %, und #¢
weit vor bzw. nach dem StoB8 liegen, so daf wir das limes Zeichen
sparen kdénnen. Die Wahrscheinlichkeit in der gestreuten Wellen-
funktion Impulse im Bereich ?.; + dgrf vorzufinden, ist dann

4
W ("34?.) 43?4 = I T(?;'_P) I d’B

Um den differentiellen Wirkungsquerschnitt zu erhalten, dividieren

wir noch durch den gesamten eingefallenen Wahrscheinlichkeitsstrom
pro Fldcheneinheit, gebildet an der Stelle ’R = 0

o

2 ]
LGP P) o | F(R.2)] 2 3
J

(2.2)
FESVITEOP TNy

Wir werden im folgenden die Ubergangsamplitude ¥ ('P‘.'P;) dadurch
berechnen, daB wir das makroskopische Wellenpaket z—erlegen in
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viele kleine Wellenpakete, deren Breiten klein sind gegen die
typische Linge des Potentials. Ist der Impuls des einfallenden
Teilchens genligend groB, so wird es mdglich sein, die mikrosko-
pischen Wellenpakete so zu wdhlen, daB sie wdhrend der gesamten
Zeit innerhalb des Potentials klein bleiben. In diesem Fall haben
wir dann den N&herungsgesichtspunkt, das Potential um den jeweili-
gen Schwerpunkt eines mikroskopischen Wellenpakets entwickeln zu

k&nnen.

Wir beginnen mit einer Zerlegung des makroskopischen Wellenpakets

nach ebenen Wellen.

(2.3)

Die ebenen Wellen ¢ (PR zerlegen wir ihrerseits dann nach
Narrow Wave Packets (NWP) @ ('Bfg, ,P) mit unterschiedlichen
Schwerpunkten

,R4=§+'U"£4 Q:fh?

und gemeinsamem mittleren Impuls P . Wir widhlen die NWP so,

da8 sie bei freier Bewegung nach Verlauf der Zeit ¢, = ’%‘2224
auf der Ebene % = O ihre minimale Breite )Y~ annehmen. Die Form
der Wellenpakete auf dieser Ebene beschreiben wir durch die Funk-
tion g (R~ 4) , die reell, inversionssymmetrisch sowie um 'E\ s »_{
konzentriert sein soll. Man denke z.B. an eine GauBfunktion.
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(2.4)

(1]
(%Y
(o}
%
—
=
'
70
3
~—

(Zur zweiten Hilfte der Gleichung siehe Anhang a)

Die zeitliche Veridnderung eines freien Wellenpakets setzt sich
zusammen aus einer Verschiebung V4, und aus einer Verbreite-
rung cix'f'&(i). Abb. 2 ist eine schematische Darstellung dieses
Sachverhalts. Wir konnen diese Abbildung einmal auffassen als
zeitlichen Verlauf von 3 NWP aber auch als Momentaufnahme von

vielen NWP mit unterschiedlichen Schwerpunkten.

Wie im Anhang gezeigt wird, ergibt eine Uberlagerung solcher Wel-
lenpakete entsprechend Gleichung (2.5) nicht nur die ebene Welle

cL'PZ
Richtung mit dem impulsabhingigen Gewichtsfaktor §(Z_?)

sondern auch noch eine ebene Welle in entgegengesetzter
+)

‘PR

N -P
Sd?.n 9((&.13'|?) = (2»)2 (C + 3(2_"?‘ ¢ '2) (2.5)

Die Funktion ¢ (%) ist hierbei aus Griinden der Bequemlichkeit
folgendermaBen normiert

-~

1 (42 9 = Fo

fn

1 (2.6)

+)
Wie in Abschnitt IIIc gezeigt wird, k&nnen wir im Grenzfall

der klassischen Mechanik annehmen, das §( 2P) ¢ 1 gilt,
und den zweiten Term vernachlédssigen.



Abb. 3: Wellenpakete ¢ e 4 (R -4) fiir verschiedene
Re = 4 + v i,

t<O t=0 t>0

(Xt BT
Abb. #: Wellenpaket ¢ e f}(@) mit einigen Narrow
Wave Packets zu 3 verschiedenen Zeiten t
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Um eine reine ebene Welle zu erhalten, missen wir noch Wellenpa-

kete mit umgekehrtem Impuls mit iiberlagern.

PR (2n)""

¢ 1 - 3'p

(ut.{ 9I8RD) - Fup) B2 |

Wir fassen nun diese Gleichung mit (2.3) zusammen und erhalten

5 (23)7°
U‘— ’?.' .
(42 b

ef?z 6('&)

(2.7)

(4% §9(83,2) - §oep §R2,-D) |

Abb. 3 zeigt schematisch die oben beschriebene Zerlegung des ein-
fallenden Wellenpakets. Diese Zerlegung setzen wir in die Wahr-
scheinlichkeitsamplitude nach Gleichung (2.1) ein.

F(h,2) = [dp

. 1
3B 1 - 3ap

(o L £(% PR) - FGp) F(R-D R
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Hier bedeutet

(2.8)

(/{('é.f"fi) c' ':@ C- g(?'é))

Die ¢, Abhingigkeit von ¢ 138t sich explizit angeben.

‘F 4 l:(E'P-E‘P-‘)*" ( - Jf,('l;‘f{q) lrz.)'?

1t

- o d, (toe 4, N
U (tyody = dimg,) JEo bt C?? yR-4) )

Wegen der Integration iber 2 bleibt R und damit auch ¢, be-
schrédnkt, so da8 unter dem Integral {iber :P

ti(Ep-FEp ) d,
f(z*r?2) = , T 8)

ersetzt werden kann.
Hiermit k¥nnen wir die Integration iiber t, ausfilhren und erhal-

ten

(. P)

i

gol'z 6(2"_&) S(F?‘°E'p) E(?ﬁ?)
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mit

{

“\?
P~
-+
)
S
\
~

(ure §{in2g) - Forf(n-20f

Der Ausdruck o ( Ep, - Ep) ?(P«,_P) wird gewdhnlich als §-Matrix
bezeichnet (vergleiche z.B. Goldberger und Watson /4/). Mit Gleichung
(2.9) haben wir also eine StoBSparameterzerlegung der S-Matrix er-

reicht. Als Integrand tritt hierbei die Ubergangsamplitude 47?}]2‘,£)
auf (2.8)

mit dem mikroskopischen Wellenpaket

-kt PR
Y (¢, P,8) - Ulz-4:) ¢ p "j(g_g) (2.11)

Zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes bilden wir

~+)
=
o
[1]
—
| .
e
S
-~
V)
1{
~
al>e
"
'~
]
I~
N
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und benutzen

J(E?F-E'P,) J(E?.',‘.E?L) = J(E'p“E'p,)J(E'P..“E‘P.)

AuBerdem bilden wir den Grenziibergang T = o

(]
% (Ta,z "l_).) verhdlt sich dann wie die Wurzel aus einer &-Funktion.
Entsprechend Gleichung (2.3) k&nnen wir schreiben

\

(oY}

52a-%) ¥ i S(Ra-P))"

Durch Zerlegung nach Betrag und Richtung kann man sich von der
Richtigkeit der folgenden Beziehung iiberzeugen

1

{ (P -%) J(B-2:) }25(53 -~ Ep,)

1
= {J(:P,—’B,) J(T;‘T:)}ZJ(E'P,’E'P{)

Hieraus ergibt sich dann fiir T —> o0

(2.12)

IT(Tf.?\')lz IS(T4.?€)12J(E1’¢‘E1’i) G

R

mit

(ag, an 4R -0 §(%-P) d(Ep-Ep,)

Q
i
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Der eingefallene wahrscheinlichkeitsstrom pro Flicheneinheit ist
ebenfalls proportional zu G /5/.

i

m

Die Gleichungen (2.12) und (2.13) in (2.2) eingesetzt liefern dann

~ A
AG(22) = e 5 1SR S (kp, - En) d B

Hieraus erhalten wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt be-
zliglich des Raumwinkels indem wir iiber /2)4/ integrieren

/WLI
)=

A6 (0, o 1S faa, O

» -

.e

S | P, P ) ist hierbei auf der Energieschale zu nehmen. (% = ()

Mit den Gleichungen (2.9), (2.10) und (2.14) haben wir die Berech-
nung des gquantenmechanischen Wirkungsquerschnitts zuriickgefiihrt
auf die Berechnung der Narrow Wave Packets ¥(¢, P, 4) nach Gleichung
(2.11) . Die Anfangsbedingungen fiir die Wellenpakete sind so ge-

wdhlt, das sie ihre minimale Breite innerhalb des Potentials an-
nehmen (Abb. 4).

Abb. §:
Narrow Wave Packet ¥(+7P4) zu verschiedenen Zeiten t
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Fiir hinreichend grofie Impulse (siehe Abschnitt C) ist es m&glich,
die minimale Breite so zu wdhlen, daB die Wellenpakete bei Durch-
laufen des Potentials klein bleiben gegen die typische Lidnge des
Potentials bzw. gegen den kiirzesten Abstand vom Ursprung.

Unter diesen Voraussetzungen k&nnen wir zur Berechnung der Nar-
row Wave Packets das Potential um den jeweiligen Schwerpunkt §
entwickeln,

(¢, 4) = (¥(+4), R vied) )

VIR) = VIsw) + (R2-3w) 9 V(gw)

(2.15)

+ 2 (R-31)) L148) (R-310) + -

AKop (L, 8) = Os Nes V12t 8))

Die Anfangsbedingungen fiir die Schwerpunktbewegung erhalten wir
aus Y (¢; D @) (siehe Gleichung (2.11) und (2.4))

(2.16)

}
Q
™
QWO
=
1
-
1
<
-~
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S (¢ 6) (%6, R v(¢., 0)) = 8+

e
~

(2.17)

S (¢, §)

[}

Lo (g, -l % (e, 0))

Q‘.

Die Bewegungsgleichung des Schwerpunkts wird je nach Anzahl der
Entwicklungskoeffizienten selbstkonsistent nach dem Ehrenfest-

schen Theorem bestimmt. Zunichst mit nur einem Entwicklungsterm
gilt

m S (¢8) = - (¥(,8), 92 V(Sw) uu,g;) = & (2.18)

Wenn wir uns also auf den’B -unabhdngigen Term beschrdnken, be-
wegen sich die Narrow Wave Packets entlang unbeschleunigter Bahnen.
Nehmen wir die beiden ndchsten Entwicklungsterme (oder auch nur

einen weiteren ) mit hinzu, so erhalten wir die klassische Be-
wegungsgleichung fiir die Schwerpunktskoordinaten

m S g) = - (¥(e8), 4 De Vi) +ok (R-2)] %(e8))

"

- 8 Vi(sthe))

Bei weiteren Entwicklungstermen kommen schlieBlich Korrekturen zur
klassischen Mechanik ins Spiel.

Im folgenden Abschnitt werden wir die Narrow Wave Packets zundchst
nur mit dem rein zeitabhdngigen Anteil des Potentials berechnen.
Im Uberndchsten Abschnitt werden wir schlieB8lich die Entwicklung
des Potentials bis zu den quadratischen Gliedern beriicksichtigen.
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a) Klassische Ndherung flir kleine Streuwinkel

Im vorigen Abschnitt haben wir den quantenmechanischen Wirkungs-
querschnitt auf die Berechnung von Narrow Wave Packets zurlickge-
fihrt, die im Innern des Potentials ihre minimale Breite annehmen.
Ist der Impuls des einfallenden Teilchens hinreichend gro8, so
konnen wir die Narrow Wave Packets so eng wdhlen, daB ihr zeitli-
cher Verlauf allein durch den ersten Entwicklungsterm des Poten-
tials um den jeweiligen Schwerpunkt bestimmt wird. Entsprechend
den Gleichungen (2.10) und (2.11) kénnen wir dann fiir die Uber-

gangsamplitude der Narrow Wave Packets schreiben

- s A -l PR
( (3.1)

. e B " u., ({F,ti) e e 9(!")

Lo(jiiB,g) = ﬁé%a

wobei U+ der Zeitentwicklungsoperator in dem rein zeitabhdngigen
Potential \/(_S_’(t'y) ist.

NP/ U B A V(Su.u)) U, (¢¢.)
¢
- de VISwn) - -4
U.o('t(,'t-') = e e ¢

Nach den Gleichungen (2.17) und (2.18) gilt

1]

S(e8) = £+ Vit

Fiir die Ubergangsamplitude erhalten wir dann nach Gleichung (3.1)
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o0

Y de VIgawd) o dR-RIR
= (2::_,)3 e =% (L jfg'é)
t o('Pf,z'rg)
- 5(@@) , ¢

mit

$ (%%, 8)

]

-

= 45, - {Jf V/_6+1_7;{-) (3.2)

-

In die S-Matrix geht nach Formel (2.9) das Integral von 4, iiber
alle StoSparameter £ ein.

~ ~ ? v ¢.('&?3)
g ( (.:P'.) = 20V j(?c '?«‘) K"{QL (3.3)
o . «he |
AuBer in Vorwdrtsrichtung (?‘,é =o) wird ¢ und damit auch die

Phase ¢o fir groBe Impulse stark oszillierend als Funktion von

€ . bas obige Integral liefert dann nur Beitrdge fiir bestimmte
StoBparameter, fir die ¢ ° (?+ .?-'. Q ) stationdr wird.

Die Bedingung filir diese klassisc-hen Stofparameter @, lautet

+) In Abschnitt IIIc werden wir die Gililtigkeitsbedingung in Ab-
hdngigkeit von Impuls und Streuwinkel angeben.
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_E.L

- D¢ {ult\/(éul_):é) (3.4)

Mit L bezeichnen wir jeweils die Komponente senkrecht zu VY. .
Der mit Gleichung (3.4) gegebene Zusammenhang zwischen klassi-
schem StoBparameter und Endimpuls wird gewthnlich als Impulsndhe-
rung der klassischen Mechanik bezeichnet.

Wir wollen hier der Einfachheit halber annehmen, da8 es zu einem
Endimpuls 2} jeweils nur einen klassischen StoSparameter {. gibt.
Wir entwickeln nun die Phase ¢o um diesen StoBparameter, fiir
den ¢, stationdr wird.

¢, (P2, 8) = 6,(B.P &)

s 5 . %, 9.(2,2.4) 4 J4

Nach den Gleichungen (3.2) und (3.4) gilt fiir die Entwicklungs-
koeffizienten

D

~ e, ey (d{ V(€ +1:d)

~ ol

L

06,‘ 06, ¢o (?# u?*".éc)

- 08; Per

Wir ersetzen nun in Gleichung (3.3) die Phase ¢, durch ihre

quadratische Entwicklung.
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N ¢o ('.R‘.?i,gt)

S(PP) = 27w g}(?f-?c) e :
i A% -
Jure 2 A

~ f ~4 ¢ o(?f.?fog'
= (2»)&; v: §1%-T) //-3—%/ e ’ )

Fiilr den Wirkungsquerschnitt gilt damit nach Gleichung (2.14)

o vy || Qe
T = m v g(’ﬁ ) “ ng ”

-~ -
In der Nihe der Vorwirtsrichtung gilt § (Pe-P) = 9(0) =4 ,

so daB wir den klassischen Wirkungsquerschnitt in Impulsndherung
erhalten. ’

A b P’ A€
dn + d.‘?f'l'

In unmittelbarer Nihe der Vorwirtsrichtung bricht die soeben be-
schriebene Sattelpunktsmethode jedoch zusammen, da in der Vor-

widrtsrichtung der quadratische Entwicklungsterm der Phase ¢, ver-

schwindet ( ﬁ - m) . In diesem Fall muf man direkt auf FOr”

mel (3.3) zuriickgreifen, welche mit 5(?4’?5) = 41 der Glauberndhe~
rung entspricht.
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III b) Klassische Ndherung fiir beliebige Streuwinkel

Zu Beginn des Kapitels III wurde der quantenmechanische Wirkungs-
querschnitt auf die Berechnung der Ubergangsamplitude £ ( 'ft,?.', é)
zurlickgefihrt. Dieses ist eine Ubergangsamplitude fiir enge Wellen-
pakete, die eine Entwicklung des Potentials um den jeweiligen
Schwerpunkt ermdglichen. In diesem Abschnitt wollen wir diese Ent-
wicklung bis zu den quadratischen Gliedern beriicksichtigen. Ent-
sprechend Gleichung (2.10) schreiben wir

1 -*(Xoff tzz? )
-('1(?&,,.&,6) = (2_7,73 (c 2 , Zh/tﬁ,_.‘,,) (4.1)

wobei '43 das Wellenpaket im quadratisch entwickelten Potential
Vl(vgl. 2.15) bedeutet.

<
.ﬂ*
&
"
<
)
o~
D
!
A
o~
0
[
O
-
N
N

(e 8) = - D VISLeY) | B(+,0) = GV

Entsprechend Gleichung (2.11) geniigt Wh,der Anfangsbedingung

- t‘Xot: v ?‘2

. e e 7(3-’-@)

<
‘J
o~
)
=
S’
1]

(4.3)

S-S WA 'E‘S({;.U)
ct EL"-'; & - ( | }('B'S;‘(L,g))

(Zur zweiten Gleichung siehe Anhang A)
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In einem ersten Schritt wollen wir zundchst die Wellenfunktion W&
ersetzen durch eine entsprechende Wellenfunktion ¢, in dem mit
der klassischen Bahn 8 (¢,{) mitbewegten Koordinatensystem

(Schwerpunktsystem des Wellenpakets)

AR = 'B ‘g(f.g)

—

Ahnlich wie bei einer Galilei Transformation, die in unserem Fall

einer unbeschleunigten Bahn entsprechen wiirde, ersetzen wir

YT S(+8) AR
Y (Rt ¢) =, { te j P(aR, ¢t €) (4.0)

S (4) soll eine zundchst beliebige reelle Zeitfunktion sein, die
wir so wdhlen werden, daB die "neue Schrddingergleichung" fir ¢,

einfach wird. Indem wir den Ansatz (4.4) in (4.2) einsetzen, er-
halten wir

{1, 8§ + VI3) - ?3 + X+ 7 AR 4R ~% =0
Wir wihlen S (+) als Ldsung der Gleichung

o 2
O S(48) = "-—2«‘ S (&) - V(%(¢9)) (4.5)

P, geniigt damit der Schrédingergleichung eines rein harmonischen
Oszillators.

(4.6)
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¢ Bt

- ;. JC. i‘.‘ (4.7)
iRt 8) - e g(g)

Zusammen mit Gleichung (4.5) erhalten wir also
¢
. °?

S(¢8) = Et o+ Sd?{%g_(r,y- v(g:r,y)} (4.8)
N

Die Phase S ist also im wesentlichen gleich dem klassischen
Wirkungsintegral und hdngt fiir ¢, ->-% nicht mehr von ¢: ab.
Wir setzen nun Gleichung (4.4) in (4.1) ein und erhalten

L(RR, ¢)

i ¢ i E(.'L,. + S(‘h!) = Je g(‘f,e)} (4.9)

-
-

2m? ¢
(AP AR
(e 0, (8%, 4, 8) )
mit
A% = P - m @ (4,8) | (4.10)

Bei einer Entwicklung des Potentials bis zur linearen Ordnung
(d.s o) hat Gleichung (4.6) mit (4.7) die triviale Ldsung

-cdo t
b (R .t &) = ¢ 3(R)
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Die entsprechende Ubergangsamplitude lautet damit

4(?r4'~ A
5) . ¢ g(AB) (4.11)

{1

‘{'4 (?{— ?

] !

mit

1]

t, + S(4,8) - R Sl - £ A}ff, (4.12)

é,(P.. P, &)

und S(¢+,€) nach Gleichung (4.8).
Mit dem Energiesatz flir die klassischen Bahnen S(’T._f)sowie durch
partielle Integrationen erhdlt man hieraus andere Darstellungen fir

die Phase ¢4 , die fiir den Grenzilibergang #; > % geeigneter sind.

4’4(@.?,@) (4.13)

-.gmd'l‘ m §('r) S(v) -~ A?,, [ () '-f+{§_(“+))

-2 §ar Vism) - B | 2(e,) - e S0t)

-2 (v vigm) - B8+ Z fur pvizm))

-
- .0

.S“.L’t' viem) - % ¢

(-]
P Bemge) JurrEm SJ\(?«»)-?('&))

r

~t? JH

f At ( S(-=) - -¢m)

- ok

(- meem) Jurriey
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Die beiden letzten Darstellungen entsprechen den von Lebedeff /3/
gewdhlten.

Aufgrund der anderen Zerlegung der einlaufenden ebenen Welle ist
hier im Unterschied zu Lebedeff die Phase Q@1 symmetrisch beziiglich
Zeitumkehr. Die letzte Darstellung ist dazu geeignet, sich davon

zu liberzeugen, daBg ¢L im Grenzfall unbeschleunigter Bahnen und
kleiner Streuwinkel in ¢, iibergeht (vgl. Gleichung (3.2)).

Wir gehen nun wieder dazu iiber, die Ubergangsamplitude {z flir das
quadratisch entwickelte Potential zu berechnen. Der Einfachheit
halber beschrinken wir uns im Folgenden speziell auf gaussische
Form der mikroskopischen Wellenpakete. Entsprechend der Normierung

nach Gleichung (2.6) wdhlen wir also

a
2m (4.14)

i

9(?P)

~
Hierbei ist V;8~ die Breite der Funktion § (P) una /m ent-
sprechend die Breite von ? (R) . Hiermit erhalten wir als Anfangs-

bedingung fir @,

qi PB,ff,g)

I
(Q

(4.15)

T
N
—e

Q

¥

o

= (;—?—‘—ﬂ-;—f—) e Feots

(Zum letzten Schritt siehe A2, Gleichung (6.14))

Wie im Anhang gezeigt wird, behdlt ein gauss'sches Wellenpaket
auch unter der Einwirkung eines zeitabhdngigen harmonischen Oszil-
lator Potentials eine gaussische Gestalt allgemeinster Art bei.
Dariiberhinaus zeigt sich, das sich ein solches Wellenpaket allein
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durch Lésungen der zugehdrigen klassischen Bewegungsgleichung
beschreiben lid8t. Wir lbernehmen hier die Berechnung des Matrix-
e@lementes in Gleichung (4.9) aus dem Anhang A2 (6.15)

LAaP AR
(4T2e ¢, (8R4, ¢) ) (4.16)
. 1 L A% s(4,0) Fa®
= @M e, ) ¢ * P

mit der komplexen Matrix £ , die der klassischen Bewegungsgleichung

m é(t,g) = -~ X(L8) E(¢4) (4.17)

geniligt mit den Anfangsbedingungen

Eleg,8) = - ; é(f.;e) = 1 (4.18)

Flr Zeiten vor dem Stos bzw. fir

Al¢,4) = 0 gilt

a(tog) "'0‘)"

€ wird also fir £, => -

unabhdngig von ¥,
man, das {, mit &K 2o

. Weiterhin sieht
in 'fo libergeht.

Wir setzen nun Gleichung (4.16) in (4.9) ein und erhalten

i éll_% ‘ 5 Bete + Ste 0 -hsiee) ) (4.19)
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.3 BRI L L AR (s -45)2 a0
= Jlen’? 2w - s -
= 4 e
Auch hier existiert der Grenzwert f - 0 » 9@ wegen E& (&) > 0)
(¢ (¢6,Q) - 2, § (#y, é) ) unabhdngig von ¢¢ wird. AuBerdem
bilden wir mit Hilfe von Gleichung (6.17) A2 das Betragsquadrat
der Ubergangsamplitude und ersetzen AP = m 4,
1
[ 4 (% %, ¢) |
A 4 (4.20)
- - - A y A "4_ Tp -~ A __"
- A A
= [nenl
4 4 ¢ .
Der Ausdruck A V4 E; 4. V= / Z— A Y, / ist immer
et S b

Positiv. FUr groBe Massen . ist die Amplitude -{, daher nur in
der Nihe solcher Kombinationen von 7} und 6 von Null verschieden,
fir die AV verschwindet. Da aufgrund von (2. 14) £.(%, P, ¢)
nur auf der Energieschale P+ = e m ? (-o e)

vorkommt, gibt es bei allen Potentialen Kombinationen von 'P4 und 3

fiir die
mé("“,‘et) = M g;(*) = l_f

erfillt ist. Fir stetige Potentiale mit "hartem Kern" gibt es

dariiberhinaus zu jedem Endimpuls mindestens einen solchen Sto8-

parameter &, . wWir wollen jedenfalls vonmn an voraussetzen, daf

€S 2um vorgegebenen Endimpuls 1_’* mindestens einen solchen StoB8-

Parameter gibt. Der Einfachheit halber gehen wir zundichst einmal
davon aus, daB es genau einen zugehdrigen klassischen StoSparame-

ter € gibt.

Zur Berechnung der S -Matrix haben wir nach Gleichung (2.9) die
Amplitude -f—L iiber alle Stonaramete: zu integrieren. Aufgrund

Von (4.20) tragen fiir groSe m zu diesem Integral nur solche StoB-

Parameter bei, fiir die A v, = Yy - S (=, 8) klein ist.
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1] L] N
Wir fihren nun. die Differenz einer beliebigen Bahn S (T !;)

zu der zum Endimpuls ’!3( gehdrigen Bahn S (% 8.) = Se () ein.

RI7,8) = Siir) + ALIT, 88)

A% (T, o ) ist eine Funktion von A £ = £—£¢

-— -

und verschwindet fiir A4 = 0.

Mit dieser Substitution formen wir das Wirkungsintegral § (¢, §)
(4.8) um. Wir wollen hierbei davon ausgehen, dag wegen Ag’ (a) =~ O
auch A (%) klein ist und uns daher auf Glieder maximal quadra-
tischer Ordnung in A % beschrédnken

¢y

§ = ‘(;"“\fmf v ) - V(_S’lt,g;)}

+

¢
R . ) . 2
t{{at f 5  c (r) + Qe (T) B2 (1) + "-f—" (49))

- VIS(m) + 4y .g;(t)Ag(r) - ‘21 A% A 49 s

Wir ordnen nach Potenzen von {4 ©(r) und erhalten durch partielle
Integration

te ‘2
S:gd'{-iw?

2
4

@) - VIg, ) }

b P (4y) BRIE) = ana $0y) 8 8(4) (4.2

v % (a0 A3 - 4810 ASIW)

i,

- '—;: Sd't A%t {M« A;?'(r) + o(r) AE(T)}
A -
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Aufgrund der Anfangsbedingungen fiir die Bahn § (T, 4) giit

A%(e) SMe) = 0 , A%(E) = O

Der letzte Ausdruck f&dllt ebenfalls fort, da er wegen Gleichung
1.3 von der Ordnung (4 8 )2 ist. Wir erhalten daher fiir das

Wirkungsintegral
¢, .,
S = fur 2= s 2 - Vis,m) )
¢

P S (u) B4+ 4804 &8 (s

Mit dieser Entwicklung der Wirkungsfunktion bis zu den quadratischen
Gliedern in A®

erhalten wir somit die Ubergangsamplitude in fol-
gender Form

4

. - > t' ¢¢ (Z,?.)
£ (P, B Q) syt o,

H

(4.22)

A

. 4 -

L - - (¢) = Ag({f’
1 8% (421 - S04 2 )
n

wobei fiir ¢¢ nach Gleichung (4.13) gilt

G (%,%) < b (BD &)

-

. (4.23)
s s am AT S v

¢° ist also vom Stofparameter § unabhéngig. Um die Inte-

gration iiber alle StoBparameter ausfiihren zu kodnnen, driicken wir nun

a9 (¢¢) und A é(é,) als Funktion von A _@_ aus, d.h. wir stel-



_34_

len die beiden Gr&gen durch den filihrenden Term der Entwic-klung
nach kleinen A ¢ dar. Wenn wir zunichst einmal von den speziellen
Fillen Rainbow-, Glory- bzw. Vorwirtsstreuung absehen, sO wird der
fiihrende Term durch den in 4 8 1linearen Term geliefert. Gemas

den Gleichungen (1.5) und (1.7) aus Kap. II schreiben wir also

\\

A S(ty) K (#4) A£

. (4.24)
xX(¢4) 0 £

1l

a 8 (&)

Hiermit lautet dann der fiihrende Term in der Entwicklung des EXpo-

nenten nach A& &

A¢ (88 -t 5083) - 88 (X'x - x'15x)84
= Aé(ﬁ'xgi. - 7.('2)1{'7%4_8' (4.25)
= Aé’(xé—?k's)fz'—xlxg

A

Zum letzten Schritt haben wir die Eigenschaft benutzt, das X '{
symmetrisch ist. Nach (1.6) erfiillt X dieselbe Differential-
gleichung wie ¢ . Damit erfiillt X %( dieselbe Differential-
gleichung wie A = é 4{ und ist daher symmetrisch ebenso wie A
(vergleiche (6.9)). Mit 7(% ist dann auch die Inverse X %
symmetrisch. Der Ausdruck [ x's -~ X &) ist eine Bil?i‘ung
analog der Wronski-Determinante und ist zeitlich konstant, wie

im Anhang A2 Gleichung (6.16) gezeigt wird. Nach (1.6) und (4.18)
gilt somit

[ 2 - ‘ol -
( x'¢ x's) = El&) = 4 (4.26)
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Indem wir Gleichung (4.25) und (4.26) in Gleichung (4.22) einsetzen,
erhalten wir schlieBlich die Ubergangsamplitude {.L in einer fiir die
Integration iiber € geeigneten Form.

(4.27)
§ CIBE) T ebNag
l

"
=
~

8
(o
N
=

N

o

Die Integration fiihren wir mit Hilfe der Sattelpunktsmethode durch,

welche uns den filhrenden Term fiir groBe m liefert

A8 A, (%P £)

- »o . ) xpt t 52
- % I € (=, &) ]l Z”i X//z ¢

N
a
D
]
+0

Mit dem Index 2 bezeichnen wir hierbei die zweidimensionale Unter-
determinante, die man durch Beschridnkung auf den Unterraum senk~-
recht zur Bahn erhilt. Wir nutzen nun noch die Eigenschaft aus, das8
{-_‘ gro8 gegen die Stofzeit ist. In dem uns aus Kap. II bereits
bekannten Koordinatensystem (x g 2) (2’ parallel zu 3(. (0))
vereinfachen sich die Matrizen £ und 7( , wie im Anhang gezeigt

wird fir {,dewie folgt

: - & . - 0
S R X = [ o
3 ' 6 0 o

o o 1

Hiermit gilt
Nenngxi, - LENngxl - X0,

SO daB wir schlieBlich erhalten

\ . ~1 ' ¢t(1,‘B
(are §ze.8) = XL ux* P
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Das Integral lber {z hdngt also fiir groBe Massen nicht mehr von
dem zunichst willkiirlichen ) ab. Wie man leicht sieht, wiirde das
gleiche auch fiir jede symmetrische Matrix § gelten. Das obige In-
tegral ist also fiir grofe ”m von der speziellen Wahl der mikrosko-
pischen Wellenpakete weitgehend unabhdngig.

Bei mehreren klassischen Stofparametern zu einem Endimpuls erhalten
wir, wenn die klassischen StoBparameter nicht zu nah beidnander
liegen, eine Summe von entsprechenden Termen. Nichtzu nah bedeutet
hierbei, daB sich die jeweiligen StoS8parameterbereiche, die zur
Integration beitragen, nicht iiberlappen.

Wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, bedeutet es unter den
bisher gemachten Voraussetzungen keine zusdtzliche Einschrinkung,
wenn wir zur Bildung der S-Matrix nach Gleichung (2.9) den Term pro-
portional zu § (1P) fortlassen

[}

-~ . _'-'- " ¢ P .
S(%.7) ¢ (zn)’;‘f; 5'_ (hxwal ¢, ¢("'B))

FUr den Wirkungsquerschnitt in klassischer Ndherung erhalten wir

schlieBlich nach Gleichung (2.14)

¢
(4.30)

d.G'beE)
d Q

~ia

= v £ (NX(2> 0 C; ¢‘(B'B))/

Bei einem klassischen Stofparameter reduziert sich damit der Wirkungs-
querschnitt auf Formel (1.8), Kap. II.
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Wir wollen noch kurz untersuchen, welcher "klassische Wirkungs-
querschnitt" sich bei einer Entwicklung des Potentials bis zur
ersten Ordnung ergibt, Ausgehend von Gleichung (4.11) erhalten wir
anstelle der Gleichungen (4.22), (4.27) und (4.29)

| {9 (2.7)
ol = 2

G 8Pt (A8M) - (4 -ip) B S th))

Che iF b8 X'UX- WX a8

2 nY

c‘ ¢l (2?'0.?‘)

4

.1
/] 7’( //z'i // X (4) - (ﬁ"‘J) X//z >

Durch Uberlegungen &hnlich denen zum SchluB des Anhangs 2, kann man
sich davon liberzeugen, dag // X - (-1¢) X//z nur in der Nihe

der Vorwdrtsrichtung gleich 1 wird.

FUr allgemeine Streuwinkel wiirden wir einen von der speziellen
Wahl der mikroskopischen Wellenpakete abhingigen "Wirkungsquer-

Schnitt" erhalten.

Bei beliebiger Streurichtung fiihrt also die Interferenz der Wellen-
Pakete zu benachbarten Bahnen nur dann zum richtigen Wirkungsquer-
SChnitt, wenn fiir die Berechnung der Wellenpakete das Potential

Pis zur quadratischen Ordnung um die jeweiligen Bahnpunkte (Schwer-

Punkte) beriicksichtigt wird.
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III c) Giiltigkeitsbedingungen fir den klassischen Wirkungsquerschnitt

gur Herleitung des klassischen wirkungsquerschnittes haben wir die

folgenden 3 Ndherungen benutzt.

1) Entwicklung des Potentials um den Schwerpunkt der Narrow Wave

Packets nach Gleichung (4.1)

2) Vernachlidssigung der Narrow Wave Packets in Riickwdrtsrichtung

bei der Zerlegung der ebenen Welle nach Gleichung (2.7)
3) sattelpunktsmethode bei der Integration iiber alle StoBparameter

Zur Abschitzung dieser 3 Ndherungen spezialisieren wir die Narrow
Wave Packets von vornherein auf gaussische Form.

Zur Giltigkeit der ersten Ndherung miissen wir verlangen, das die
Breite der Narrow Wave Packets wdhrend des Durchlaufens des Poten-
tials klein ist und klein bleibt gegen eine fiir die Bewegung im
Potential typische Ldnge. Fiir nicht singuldre Potentiale mit einer
endlichen Reichweite ist dies die Reichweite Q, , fiir singulédre
Potentiale, z.B. Potenzpotentiale, der kiirzeste Abstand der klas-
sischen Bahn vom Ursprung. Wir wollen diese Grdge im folgenden 7%
nennen. Der Einfachheit halber formulieren wir hier die Giiltigkeits-
bedingung fir eine Entwicklung des Potentials bis zur ersten Ord-
nung. Nach den Gleichungen (4.4) und (4.15) gilt

| % (244) )

1]
g .
N
—~
b S
o~
&
S

\

(8]

(g

T 3L * /!
= [2m 2 we AR
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Die Breite W 4) = P}’(UM eines Wellenpaketes im linear ent-
wickelten Potential ist also gleich der eines freien Wellenpakets
und wird nach Gleichung (5.1) charakterisiert durch die Funktion

)/(-é) = J""‘%;'

Wir wollen zundchst die Narrow Wave Packets*)eziiglich der Grdge J}J°
optimieren. Dieses erreichen wir durch die Forderung, da8 die Funk-
tion ¢*(¢) nach Durchlaufen der Strecke 'R, minimal sein soll. Zum
Durchlaufen der Strecke 'R. braucht das Wellenpaket ungefdhr die

Zeit 12. /\7 .
Der Ausdruck

p(Z) = b 3%

Wwird minimal fir

bzw W, = V);M- = V’Rol (5.2)

S|

A

Die optimale Breite der mikroskopischen Wellenpakete ist also das
geometrische Mittel aus der typischen Lédnge 'R. und der DeBroglie
Wellenlinge A . Die Giiltigkeitsbedingung fir die Entwicklung
des Potentials bis zur ersten Ordnung lautet damit

r]

w," <<

bzw, mit Gleichung (5.2)

(5.3)

A << R
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Die zweite Niherung ist nach Gleichung (4.14) gerechtfertigt fir

2PN -2

e

|z

<< A

)
1]

g(LP) .

Der durch die Bedingung (5.3) definierte Gililtigkeitsbereich wird
also durch die zweite Ndherung nicht weiter eingeschrinkt.

Zur Abschdtzung der dritten Ndherung greifen wir zurlick auf Formel
(4.27). Wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, stellt Gleichung
(4.27) eine konsistente Entwicklung des Exponenten von -(L('E:B'g)
um den klassischen Stofparameter éc bis zu den quadratischen Glie-
dern in A{ dar. Gleichung (4.27) definiert auBerdem den A{£ Bereich
der zur Integration lber den Sattelpunkt beitrigt

m [AQ £ 1 (5.4)

.(\
.
o>
&
N

Nach der im vorigen Abschnitt gegebenen Herleitung geht der quanten-
mechanische Wirkungsquerschnitt dann in den klassischen W.Q. tber,
wenn der in 4 4 quadratische Term in dem durch Gleichung (5.4) de-
finierten A 4 Bereich den filhrenden Term darstellt.

Nach Gleichung (4.22) ist das nur dann der Fall, wenn in dem besag-
ten A4 Bereich der lineare Entwicklungsterm von A é (¢,) nach a4
fihrend ist. Wenn andererseits diese Bedingung erféilt ist, sind
aber auch alle bei der Herleitung von Gleichung (4.27) vernach-
ldssigten Terme hdherer Ordnung klein gegen den quadratischen Term.
Als weiteres Giilltigkeitskriterium fir den klassischen Wirkungsquer-
schnitt stellen wir also die Bedingung auf, daBf in dem besagten

A 4 Bereich (5.4) der quadratische Entwicklungsterm von Aé"'(h)
nach A § klein ist gegen den linearen. Wenn wir zweckméBige;;eise

eine Darstellung wihlen, in der der lineare Term diagonal wird,
erhalten wir die beiden Bedingungen (¢ = 4, 1)

. 2 ‘1 *
.. 5 ?(Ho)
,7(~c|A@; >> )2‘—” ll) ‘ A«@, A4, (5.5)

94, )8,
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wobei A4, u A @,, definiert sind durch die Gleichungen (¢-12)

l
oA
m (8¢:)" ] e 7 X e./ - 1
Wir benutzen die; asymptotische Vereinfachung von 7( und £ fir £y o
(A2, Gleichung (6.21) und (6.,22)) und setzen fir & den optimalen

Wert nach Gleichung (5.2) ein. Fiir 44 und 44, gilt damit
(a4)" L(z.8), -
244:) = /m g.(z? Y 'R.)\/ (5.6)

Wir wollenmn die Bedingungen (5.5) und (5.6) an drehinvarianten

Potentjalen erliutern.

Driicken wir zundchst einmal die Endgeschwindigkeit in kartesischen
Koordinaten als Funktion des StoBparameters in ebenen Polarkoordi-

naten (£, ¢) aus, so kdénnen wir schreiben

e S0
O | #im J(2) oy
R 773

S 18,¢)

Wir wollen nun £ und ¥ durch Ax und 4 Yy nach Abb. 6 ausdriicken

by 4

ax/i &Y

1/ bx
—

Abb_ 6 Erliuterung der StoBSparameter Koordinaten (sa ‘P) und ( AX, 4 7)
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wenn wir uns auf Glieder maximal quadratischer Ordnung in AX und

A t} beschridnken, so gilt

I R Y

6 = |lerayl”

A ~ é_)f _ AX A;

SAM (P = 2" - ec 6.,7'
2

2.+ 4 - - (ax)

Ltdd =~ 4 vk

é

Hiermit bilden wir die Differenz

S (ox ay) - €(0,0)

Ag(ax.ag)

entwickeln wieder bis zur quadratischen Ordnung in AX «. A ‘j
und gehen schlieBlich durch Drehung um die X -Achse mit dem Winkel
i A .}(l‘) in das gestrichene Koordinatensystem nach Abb. 2 uber.

. o o 0
AS (sx8y) = 0w, umde | AS (8%, 8Y)
0 amd, wd

(5.7)
4‘;&9¢ ‘\9‘ ,} ‘
‘g AX + ( ""”66 ﬁ - M_z:";‘s’)ud}
d ~/
= V| A 4 AV «;,,9“_;.“9. ax’
d 2 * (@e e - — g '7"5 J&“;
- 4 MJ‘ 2 0"\9
? 2 ("7 &x) "%(74'5?)
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Die Bedingunge(5.5) lauten damit fiir drehinvariante Potentiale

757 ax > [ 97 42 ) axay

2
(5.7)

(xlwym.‘y/ %{‘z’l%l‘ 2

Die Gleichungen (5.6) fir Ax und Ay vereinfachen sich ebenfalls
fir Zentralpotentiale. Wie im Anhang A2 Gleichung (6.23) gezeigt
wird, gilt fiir drehinvariante Potentiale L’f. = 4. Mit j( nach
Gleichung (5.7) und N = 4/awv erhalten wir somit

p 1

A X - V->: ,;3 P 'R.,L
(5.8)

L BE

ay = W% Li v R

Zur Diskussion der Bedingungen (5.7) stellen wir zundchst einmal
A1) divergieren,

fest, daB auBer beim Orbiting, wo ,\9, ";((-2 und Tae Hg
keiner der Koeffizienten singuldr wird, insbesondew® auch fir . .
Nach /7/ lautet die Entwicklung von 3(4) fir kleine £ unabhéngig

vom Potential

S8) = m-pl - k]

Damit gilt fir kleine 4

"‘.—»A}.;ﬂ‘_/}

YN
1}
<
p—
o~
4

®
4
)

(%)
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Bei kleinen StoBparametern kdnnen wir die quadratischen Koeffi-

zienten durch %%3 abschdtzen und erhalten damit das Kriterium

o

Fiir Streuung bei kleinen StoBSparametern erhalten wir somit keine

Einschrédnkung gegeniiber der Bedingung (5.3)

Bei allen anderen StoBparametern kénnen wir die quadratischen

Koeffizienten durch %%i abschdtzen, Hierbei benutzen wir
i &
vﬁ &~ . 6 o~ R, (5.9)

Im Gegensatz zu (5.9) gilt die obige Abschitzung auch dann, wenn

%E% verschwindet (Rainbow).

Mit dieser Abschidtzung vereinfachen sich die Bedingungen (5.7) zu

PR 4
4 >> R. =9 V%\’l %, %i e I (5.10a)
1 >> % -‘i—’% V %‘—o , %. :i{—r“ l (5.10b)

Im Normalfall gehen diese beiden Bedingungen {iber in

/2 << 4

en
In den folgend Fillen mug diese Bedingung jedoch verschirft wer-
den.

a) In der Nidhe der Regenbogenstreuung wird €££? klein. Das Kri-
terium (5.10b) vereinfacht sich damit zu 8

3

(% 42) & << 4

2
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b) Erfolgt die Regenbogenstreuung bei groBen Streuwinkeln (Deep
Rainbow, bzw. Orbiting) so gehen die Bedingungen (5.10) iber

in

2 <L A
v Ro

.2
(R4 /Z << 4

°

¢) Bei der Glorystreuung (Riickwirtsstreuung bei £ # 0 ) muB die

Bedingung
A
g v 2 << 1
WNan, R
o
zur Gultigkeit der klassischen Ndherung erfiillt sein.

d) In der Nihe der Vorwdrtsrichtung geht der quantenmechanische

Wirkungsquerschnitt unter der Bedingung

in den klassischen W.Q. iiber.

F A
1§

Abb. 7: Erliuterung zur Glory- und Regenbogenstreuung
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Zusammenfassend stellen wir also fest:

AuBer bei der Streuung mit kleinen StoBparametern wird die Gliltigkeit
des klassischen Wirkungsquerschnittes allein durch die Giiltigkeit
der Sattelpunktsmethode begrenzt. Im Normalfall fihrt das zu der
Bedingung V;;E_-(( 1 . In der Ndhe von Orbiting, Rainbow-,
Glory- und Vorwidrtsstreuung ergeben 8ich jedoch einschridnkendere Be-
dingungen.

Soweit es zu einem Streuwinkel mehrere klassische StoBparameter gibt,
gelten die hier angegebenen Kriterien nur fiir den semiklassischen
Wirkungsquerschnitt, der unter Beriicksichtigung der Interferrenz
nach Gleichung (4.30) gebildet wird.
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ANHANG

a) Uberlagerung freier Wellenpakete

In diesem Abschnitt wollen wir die Formeln (2.4) und (2.5), Ka-
pitel III, herleiten. Wir beginnen mit Formel (2.4)

—Lc}foﬁ‘y t?r_k_
¢ 2 $(R-4)
CPRO- L (P-ig)d
= e e |1 S g(2-4)
CPR - (Ep-do ), -V M,
- e e e 3(?-4)
= L?g 'U:(EP’J{o)i1 'B—g—l)'i.‘
e ¢ j

Indem wir die zweite Darstellung der Narrow Wave Packets nach

Gleichung (2.4) benutzen, kénnen wir die linke Seite von
Gleichung (2.5) in die Form bringen
,,?2 —(:xoff
(uR 922 .4) = ¢ (U2 . 908-2)
mit
Py
t. = % D%

. (1?-? ) ein
Wir filhren nun die Fourierzerlegung der Funktion & (E-ER«



_48—

- C 9('@'?‘)
4 ¢ ~
= {da AR c—l(z%’?*z)z’ ez2 ARL
¢ 9R
= (an)" fuy Jle+ £ P) o °F Fu

Wir zerlegen 9 in seine Komponenten parallel bzw. senkrecht zu 2

Q
i
L
~
=
Q
*®
v

und erhalten

+ L 7P = L + QJ
Jty. L 7) Jigh Jia )

Jeat) §J(a) + (9, +2P) )

1]

Jrg) + J(3+2p)

Hiermit bringen wir Formel (2.5) in die Form

{4 902,%.2)

]
—
N
¥

LEVEEN cPR
) dlhe "7

Mit der Normierung (2.6) erhalten wir schlieBlich dje rechte
Seite von Gleichung (2.5).
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b) Gauss'sches Wellenpaket im Feld eines zeitabhdngigen harmo-

nischen Oszillators

Zur Berechnung der Ubergangsamplitude fiir Narrow Wave Packets be-
nbétigen wir nach Gleichung (4.9) Wellenpakete im Feld eines 3-di-
mensionalen harmonischen Oszillators mit zeitabhdngigen Federn und

Hauptachsen
()C. + 2R &) R —.‘O,) Y(R¢) = O (6.1)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit k&nnen wir davon ausgehen, dag

oA symmetrisch ist
[

X = «

Indem wir uns auf gaussische Form der Wellenpakete spezialisieren

lautet die Anfangsbedingung entsprechend Gleichung (4.15)

LA
w R
2 Yyt (6.2)

"PL (rk f.)

-0

i
——
ol BX)
il 4
=}
e
)

Zur L&sung dieser beiden Gleichungen machen wir den Ansatz, das

das Wellenpaket ¥, unter der Einwirkung des Oszillatorpotentials

eine allgemein gaussisc-he Gestalt beibehdlt

LR ter R )
A(¢) 5,4“ 84 (6.3

\

Y, (R, ¢)

mit einer komplexen symmetrischen Matrix /?

' (6.4)

o
"
>
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wWir setzen diesen Ansatz in Gleichung (4.6) ein
{ -

cE R A EIR 0

>1>.

+ zf Q}A~¢ /0 )

und erhalten hieraus das Differentialgleichungssystem

A, 4
A + .2_ gw ﬁ = 0 (6.5)
ﬁz + /:? + %,. S o (6.6)

Nach Gleichung (6.2) ergeben sich die folgenden Anfangsbedingungsn

32

Alt) = ( %% ) ¢ (6.7)

a4
&y

L1

£ Le:)

(6.8)

Wir wollen uns nun noch davon iiberzeugen, das /?: /3' erfiillt ist.
Hierzu bringen wir (6.6) in die Form

J/S ‘(:{*/o’z)cfé (6.9)

)
Wegen A = ist £ zu allen Zeiten symmetrisch, wenn es zu irgend

einer Zeit symmetrisch ist. Nach Gleichung (6.8) ist das zur Zeit
t{ ; der Radl.

Wir beginnen mit der LOsung der Gleichung (6.6). Zundchst fihren
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wir diese nicht lineare Differentialgleichung durch die Substitu-

tion

/3 = ¢ 2?’ (6.10)

L - )
ety = st -85 -0

und erhalten somit

iy . . 431

(z)' 222

. 2 .04 -_ﬁ

/34'(6: E— by

Mo iz : - S5 (6.11)

chung des zugehbrigen
fir ¢ sind mit
aktor bestimmt.

Die Matrix § geniigt damit der Bewegungsglei
klassischen Oszillators. Die Anfangsbedingungen
(6.10) und (.8) nur bis auf einen gemeinsamen F
Wir wihlen

¢ (¢:) = 1 g (4:) * 2R ¢ (6.12)

eichung (6.5) uber und driicken A(¢)

Wir gehen nun zur L&sung von Gl
formen wir zundchst

durch die Matrix ¢ (+) aus. Hierztu

s 4
erkd' /0 = K)‘”"P 2 2
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mit Hilfe der Jakobischen Formel aus der Theorie der Systeme von
linearen Differentialgleichungen um.

. oL
gi“‘""ilz!' . 5 e

oheun

Zum Beweis dieser Formel definieren wir

<,
o\

3

und bilden
L NEH = Ne &l + M€, &, el + NIC & &l
2
= Z.~ ” L“g"‘,?},g_ﬁ ” + s e

i

J44 “ €1,€3'€1 " + J‘tl NE” + J;? ”2”

gyua-r J "Z“»

Mit Hilfie der obigen Identitit k&nnen wir Gleichung (6.5) in die
Form bringen

' oA
T R I AN Ty
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mit der allgemeinen L&sung

Nia

a [fste) )

i

A(L)

Zusammen mit den Anfangswerten fir A(¢) (6.7) und £ (¢) (6.12) erhal-

ten wir somit folgende L&sung von Gleichung (6.5)

3
" A 2 '1
Ah) = (RE=) 0 psn?

[3

Hiermit haben wir die zeitliche Entwicklung eines gaussischen Wel-
lenpaketes in einem allgemeinen zeitabhidngigen Oszillator Potential
auf Losungen des zugehdrigen klassischen Oszillator Problems zuriick-

gefiihrt.

- (6.13)

3 1
¢ (R - (z?m}llfflé)//z e °

Im Kap. III b bendtigen wir die Fouriertransformierte dieser Wel-

lenfunktion

(252 4e))

=R EIR-0RR

L\TES

I

( 3_2_414_)% sl

t

Das hier auftretende Integral l&sen wir durch quadratische Er-

gdnzung des Exponenten

543 ;"f'g/)? - 2R

¢
< 1
= (4R pR-5Y) AR
L e

(6.14)
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npuE

~lo

.o

Fiir das im Kap. III b bendtigte Matrixelement erhalten wir damit

e

(ZL,A:P‘R, ‘fz(?.{))
(6.15)

P oA
ra "24MA

"h
[\
™ML\
[
3

. (22) Ns

Um mit diesem Ausdruck etwas vertrauter zu werden, bilden wir noch
das Betragsquadrat

I(cu"?, ‘fl(?,u)/z
e i L oap (154" - 2 F)aB
Da 5% = ’; symmetrisch ist (vgl. (6.9)), gilt mit £+ i'*
(24) -5F = fe- 2]
= L7t - i*e)

Der Ausdruck ( E‘hf - 3* ] ) ist eine Bildung analog der
Wronski Determinante aus der Theorie der linearen Differential-
gleichungen 2. Ordnung. Wir erwarten daher, daf dieser Ausdruck
konstant ist. Im Hinblick auf weitere Anwendung im Kap. III b betrach”

ten wir i -
den obigen Ausdruck in etwas allgmeinerer Form mit zwei be-
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liebigen komplexen Matrizen 7 und & , die L&sungen der Differential-

gleichung (6.11) sein sollen und bilden

A , . .y _ 7 5 ’
ax (276 -73'¢) = 7'¢ - 9'¢
(6.16)
= - 4 / - d =
= . (/Zo(z /Zo(s) o
Damit ist der Ausdruck (’7’ é = ‘jé’ 5 } zeitlich konstant. In
unserem Fall kénnen wir daher schreiben
£ - 578 =ty - (lg) = 20
und erhalten
P OB R ¢
[ Ry
(6.17)
¢ .o -1 ’;2 AB"-(":;-'A_«L
= av) |Jnenl e

Zum Schluf wollen wir noch das asymptotische Verhalten der Matrix
é(h) fliir 44 = % untersuchen. Hierbei machen wir uns zunutze,

dag8 § derselben Bewegungsgleichung geniigt wie die infinitesimale
Differenz zwischen zwei klassischen Bahnen (vgl. Kap. II). Zundchst

zerlegen wir ¢ in Real- und Imagindrteil

¢ = % -} X (6.18)
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Da & reell ist, geniligen sowohl Real- als auch Imagindrteil getrennt
der Differentialgleichung (6.11)

m 2 = -« ¢ m X = -& X (6.19)

Nach Gleichung (6.12) erfiillen X und § die folgenden Anfangsbeding-
ungen

(4;) = & xlw) = 1
(6.20)

ey = 1 x ) = 0
Wir kénnen also den Imagindrteil von ¢ bis auf den Faktor -. ¢ mit

der Matrix KA aus Kap. II identifizieren. Im Kap. II wurde gezeigt,
daB KA(¢) die infinitesimalen Differenzen zwischen zwei klassischen
Bahnen gleicher Anfangsgeschwindigkeit beschreibt ( J$(¢:) = 0 )

L (+)

o

X)) J9ue

X (¢) d %)

"

ng

Dementsprechend beschreibt die Matrix
Anderungen der klassischen
schwindigkeit

$(t.8) die infinitesimalen
Bahn 3(#6€)als Funktion der Anfangsge-

LS (+) S J 2l

JSle) = 3y JLw)



- 57 =

Entsprechend den Anfangsbedingungen (6.20) wird hierbei jedoch nicht
der Anfangsort festgehalten, sondern gleichzeitig so gedndert, das
die gednderte Bahn im potentialfreien Fall bei ¢ = ¢ mit der alten
Bahn zusammenfdllt ( % (o) = & filr L (¢} 8 0 ) oder anders aus-
gedriickt, daB die gednderte Bahn auf den gleichen Punkt bei ¢ = ©
gezielt ist. Bis auf Glieder héherer Ordnung entspricht das einer An-

derung der Bahn bei gleichem StoBparameter.

Aufgrund der Zeitverschiebungsinvarianz sowie der Energieerhaltung
der klassischen Mechanik kénnen wir nun Aussagen iliber das asympto-
tisc-he Verhalten von X (¢) und &3({') fiir #; - machen. Hierzu
ist es zweckmdpig, flir die Matrizen X und f die gemischte Darstel-
lung nach Kap. II, Abb. 2 zu wihlen, die die Komponenten von & £ (&)
im Koordinatensystem ( X' 3: 2') (gi' ] S(h)} mit den Komponenten von
) ® (¢:) baw. J L (¢)) im Koordinatensystem ( X, Y 2) (€ N _7_? )
verkniipft. Aus der Zeitverschiebungsinvarianz folgt, das A 3. (£e)

verschwindet, wenn Jg {¢;) parallel zu B ist. Hieraus folgt, das
die letzte Spalte von ‘x (¢4) nur Nullen enthdlt. Aus der Energieer-

haltung fir die Bahnen®(¢#) und §(+)+ Jflé) ergibt sich die Beziehung

Q(e) JBL) = S JP ()

Damit verschwindet auch die letzte Zeile von X (#4)

]

X (¢)

. o
{x (L) o ) (6.21)
0] (v o

Fiir die letzte Zeile der Matrix 3 folgt ebenso

. T() I3 ,
TR ) ) 6.22
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Die zweidimensionale Matrix ‘f(£¢) beschreibt nach dem oben gesag-
ten eine infinitesimale Drehung der Bahn ©(¢) bei konstantem StoB-

parameter. Fiir drehinvariante Potentiale gilt damit

zé ({¢) = ( ; 3 ) (6.23)

Den Herren Prof. G. Leibfried und Dr. N. Breuer danke ich fiir viele
anregende und kldrende Diskussionen.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Dr. K. Dettmann fiir seine intensive
Betreuung dieser Arbeit.
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