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Abstract:

The analytic properties of the S-matrix in the complex energy
plane are reviewed for potential scattering with particular
attention to resonance scattering and decay of metastable states.
For a one dimensional model votential with a potential barrier
and a repulsive core exact formulas are derived for the energy
and width of a resonance in terms of the scattering amplitudes

of the barrier and the repulsive core alone. For narrow resonan-
ces simple and intuitive results are obtained, which are applied

to semiclassical cases where the WKB approximation is valid.
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I. Einleitung

Wir betrachten die Streuung an eindimensionalen Potentialen, die
aus zwei Potentialbarrieren bestehen (Abb. la). Streut man an
solchen Potentialen Wellenpakete mit Energien unterhalb der Maxi-
ma der Potentialwidlle, so werden fiir bestimmte schmale Energie-
bereiche das reflektierte und das transmittierte Wellenpaket mit
einer Verzdgerungszeit emittiert, die groB8 ist gegeniiber der Zeit,
in der das ungestdrte Wellenpaket den Potentialbereich durchlaufen
wiirde. In diesen Fdllen sprechen wir von Resonanzstreuung.

Bei den Resonanzenergien dringt das Wellenpaket, das normalerweise
bei kleinen Energien im wesentlichen an der Vorderseite des Poten-
tials reflektiert wird, langsam in das Potential ein, wird in der
Mulde zwischen den Barrieren festgehalten und verldBft den Potenti-
albereich allmdhlich wieder durch Tunneln. Es entsteht also voriiber-
gehend ein metastabiler Zustand. Der Resonanzbereich wird umso
schmaler und die VerzOdgerungszeit umso ldnger, je breiter und hdher

die Potentialbarrieren sind, d.h. je geringer ihre Durchl&dssigkeit
ist (Abb. 1b,c).

Starke Verzdgerung des gestreuten Wellenpaketes bedeutet starke
Stérung der einfallenden Welle durch das Potential. Die Amplitu-
denquadrate der Streuwellen und damit des Reflexionskoeffizienten
durchlaufen als Funktionen der Energie im Resonanzbereich eine
Lorentzkurve, deren Maximum im Zentrum der Resonanz liegt. Bei

guten oder scharfen Resonanzen, auf die wir uns im folgenden be-
schrdnken, ist dieses Maximum schmal.

Erzeugt man zwischen den Potentialwidllen einen metastabilen Zu-
stand von der oben beschriebenen Art, so wird dieser wie bei der

Resonanzstreuung langsam zerfallen. Die Zerfallszeit ist umgekehrt
proportional zur Breite der Resonanz.

In Kapitel II werden wir die Resonanzstreuung mit Hilfe der S-Ma-
trix behandeln, die bei stationdrer Streuung die Amplituden der
einfallenden und auslaufenden Wellen verknlipft. Zu einer Resonanz



gehdrt ein Pol der S-Matrix bei komplexer Energie, deren Imagindr-
teil klein gegen den Realteil ist. Der Realteil des Pols liefert
die Lage, der Imagindrteil dje Breite der Resonanz. Mit Hilfe
dieser Eigenschaft der S-Matrix werden wir das Streuverhalten in
der Ndhe der Resonanz diskutieren.

Fiir den Zerfall ergibt sich bei richtiger Wahl des Anfangszustan-
des ein exponentiell abfallendes Zeitverhalten. Die Zerfallskon-
stante oder der Kehrwert der Zerfallszeit ist proportional zur
Breite der Resonanz.

Die Hauptaufgabe bei der Berechnung von Resonanzstreuung und Zer-
fall besteht also darin, die Pole der S-Matrix aus gegebenem Po-
tential zu bestimmen.

Man kann den Zerfall formal auffassen als {lbergang aus einem im
wesentlichen in der Potentialmulde lokalisierten metastabilen
Anfangszustand in dazu orthogonale Endzustinde, die im wesentli-
chen auBerhalb des Potentials liegen.

Mit Hilfe des in Kapitel II.4 dargestellten Feshbach-Formalismus
kann man bei gegebenem Anfangszustand die Endzustdnde durch eine
Eigenwertgleichung definieren und mit den L8sungen dieser Gleichung
die Zerfallszeit ndherungsweise berechnen., Fiir Potentialstreu-
probleme ist dieses Verfahren schlecht geeignet, da das Ergebnis
empfindlich von der Wahl des Anfangszustandes abhidngt und die Be-
rechnung der Endzusténde schwierig ist. Ein Beispiel dafiir werden
wir in Kapitel IV diskutieren. Bei anderen Modellen mit Resonanz-
verhalten wird der Zerfall oft durch Kopplung eines Systems in
einem gebundenen Zustand an ein anderes System, z.B. ein Feld be-
wirkt. In diesen Fdllen lassen sich Anfangs- und Endzustédnde leicht
als Eigenzustdnde der ungekoppelten Systeme definieren. Der Fesh-
bach-Formalismus liefert hier bei scharfen Resonanzen gute Ergebnis-

se.

Flir die Zerfallszeit bei Potentialstreuung ist eine halbklassische
Formel bekannt. Diese wird meist angegeben fir ein Potential nach

Abb. 20, das aus einer Potentialbarriere und einem bei kleinen
Abstédnden abstoBSenden Kern besteht. Man stellt sich vor, daf ein Teil-

chen nmit der Resonanzenergie E+ nit der Frequenz VY nach den klassischen



Bewegungsgleichungen zwischen den Potentialteilen hin- und herlduft.

Bei jedem AnstoBen an der rechten Potentialbarriere soll es mit
einer Wahrscteinlichkeit D durchgelassen werden, die mit dem Trans-
missionskoeffizienten bei stationdrer Streuung an dieser Barriere
jdentifiziert wird. Damit ist die zerfallswahrscheinlichkeit pro
Zeiteinheit oder der Kehrwert der zZerfallszeit

— =vIE)D(E,), (1.1)

Diese Betrachtung liefert keine Aussage iiber E . . AuBerdem muB
man im allgemeinen quantenmechanische Korrekturen an (1.1) er-

warten.

Wir werden in Kapitel III die Pole der S-Matrix durch Streueigen-
schaften der in Abb. 2la,b skizzierten einfacher strukturierten
Potentiale, die durch Zerschneiden des urspriinglichen Potentials

an einem Punkt innerhalb der Potentialmulde entstehen, ausdriicken.
Flir die Zerfallszeit ergibt sich wieder ein Ausdruck der Form (1.1).
Der Frequenzfaktor muf hier aber anders interpretiert werden, ndm-
lich als die Frequenz, mit der das Zentrum eines Wellenpaketes in
der Potentialmulde hin- und herliuft. Diese Frequenz weicht wegen
der Verzdgerung bei der Reflexion eines Wellenpaketes gegeniiber

der klassischen Bewegung von der klassischen Frequenz ab.

Damit ist das Problem der Streuung an einem Potential nach Abb. 20,
bei dem sich in der Resonanz die die Streuung beschreibenden Gr&gen
mit der Energie schnell dndern, auf zwei einfachere Probleme mit
langsam verdnderlichen Streueigenschaften zuriickgefiihrt. Die
Streuung an solchen Potentialen ist, zumindest in N&herungen,
leichter zu behandeln als das volle Potential nach Abb,., 20,

In Kapitel IV werden wir die Ergebnisse von Kapitel III auf zwei
exakt lOsbare Beispiele anwenden, und dabei insbesondere die Ab-
weichungen von der Formel (1.1) in klassischer Auffassung disku-
tieren. Flir andere Potentiale werden wir die WKB-Niherungsmethode



anwenden und dabei sehen, daf die Lage der Resonanz aus der Bohr-
Sommerfeld-Quantisierung folgt und die Frequenz VY gleich der
klassischen Frequenz ist.



I1., Allgemeine Formulierung

1) Analytische Eigenschaften der S-Matrix

Bevor wir das relativ komplizierte Problem des Zerfalls von me-
tastabilen Zustdnden behandeln, untersuchen wir die Eigenschaften
der stationdren Ldsungen fiir ein einfaches eindimensionales Mo-
dell.

Ein System der in Abb. 1 skizzierten Art mdge beschrieben sein
durch den Hamiltonoperator

2™

B A2
_}6 = Zo-i- V(x) = i + V(x). (2.1)

Wir untersuchen zunichst die analytischen Eigenschaften der Orts-
darstellung der retardierten Streuzustinde

\f/:-)(x) = <x| bi+_)> ) (2.2)

Die Ergebnisse werden qualitative Aussagen {iber die Eigenzustinde
des Systems, insbesondere iiber die Streuzusténde liefern.

142
Flir die Streuldsungen lk+,> gilt die Lippmann-Schwinger-Gleichung

(R9>=1-> + G (E)V IEPS | (2.3a)
= |R> 4+ (K>S (2.3Db)
mit E_:_E“?)= f\zkz

2w, (2.4)



Dabei ist

I 1RX
xlk> = @)= 2 (2.5)
Van
die einlaufende Welle in Ortsdarstellung.
Es gilt +)

<kIKR'> = J()g_;z')_ (2.6)

Die freie Greensche Funktion

+) {
G (E)= )y £ —=>+0 (2.7a)
0 E+4'£ —XO ’ ?

lautet in Ortsdarstellung

' ' ....XI
G’:;)(E;X,x’)= <lef,+)(E)|X‘> = -ﬁ"\;—,‘k_‘ ed/e/lx / (2.7b)

Fiir die asymptotische Entwicklung der gestreuten Welle (x-Werte
auBerhalb des Potentials) findet man mit Hilfe von Gleichung
(2.7b)

- 2kl 2 x'

+) Die Zustédnde l&ﬂ>» sind normiert wie die Zusté&dnde |h>.

{(Goldberger, Watson /4/)



Mit \b‘{‘l“/»?ux und wegen |XQ=X/~?MX wird aus Gleichung
(2.8)

+k'x (2.9a)

mit der T-Matrix
= Hy (+) (2.10)
Tox = <RIVIRTYD>
und den Streuamplituden
2rm Y T (2.11)
h =—*—— Ly .
Die formale L8sung der Lippmann-Schwinger-Gleichung (2.3a) lautet

!

)y = (2.12a)
k"> I - GIIEIV hle
oder
> = (1 + GPE)T ) IR> (2.12b)

mit dem T-Operator

T=1V

/
| = G::)(E)V : (2.13)



Aus Gleichung (2.10) wird dann mit den Gleichungen (2.12a) und

(2.13)

Top = <RUTTRD,

Ein weiterer Ausdruck fiir die formale L&sung der Lippmann-
Schwinger-Gleichung ist nach Gleichung (2.12a)

WS = (14 ey 67V) 1,

) )
Mit Hilfe der Darstellung (2.7a) fﬁrC:T(E)kann man | R.”in
Gleichung (2.15) auch schreiben als

S = (1 + GUEIV ) [RD

mit der totalen Greenschen Funktion

/
E +15 -

GHE) =

Es ist oft glinstig, die Streuung mit der S-Matrix

Sep = <K7TEYD>

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

zu beschreiben, die, wie wir zeigen werden, dieselbe Information
enthilt wie die T-Matrix. Die in Gleichung (2.18) auftretenden

Zustinde (KD sind die avancierten StreulSsungen, d.h.



"lO"
L3sungen der Lippmann-Schwinger-Gleichung

K> = |1k> + G}:')(E)V &SI D (2.19)

mit der avancierten Greenschen Funktion

=) J
GO (E)= E"'tz "J(O ) & _7*0- (2.20)

)
Alle formalen Ausdriicke fiir die |k 2 findet Tg? analog zu
*-
den Resultaten fiir die retardierten Zustinde (R > .

Die Vorteile der Beschreibung mit der S-Matrix liegen zum Teil

in der Unitaritdt dieser Matrix, die man folgendermagfen beweisen
kann. Es gilt

S‘C(k“ Sh'k" S:’ku
- Sdb" <blb) I&H(+)>< k(—-)lku@')>9(’
RGO ICT LN

_ <htl-)'k(~)> =J(k,-‘2)

uld)
da die Zustdnde [R :> den Raum der Streuzustinde vollstin-
dig aufspannen. Analog beweist man

4k Sy Sy = A1)

Den Zusammenhang der S-Matrix mit der T-Matrix findet man folgen-
dermaBen.
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Mit Gleichung (2.18) und den zu (2.16) und (2.17) analogen Be-
ziehungen fir (7D ist

Sep, = (L4 G7E)YV] e, &)

= (o, ¥°) + (t, Veu-\fa -¥ )

oder

= W) I .
See = (B, W) T (4, Y P %ﬂ) (2.21)

Mit Gleichung (2.12b) findet man analog

+)) — ‘ .
(F, Yo ) = (e, o) + (o, Etvz- | Ty ). R

Damit folgt
=Sk L T (E)
Sk'h - J(k b) + E_El+1'z E‘EI—"'E] k'l .
Mit der allgemeinen Beziehung
1 el L
o (% T 7 dx) , £ >+0 (2.23)

(9 = Cauchyscher Hauptwert)

wird daraus
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(2.24)

Sop = d (k=k') = s S(E-E') Ty, (E).
Wegen Gleichung (2.4) gilt

S(E-E)= Thr {J“(thl-m'n)-rcf(wum)}. (2.25)

Da \kl und “!“)0 sind, kann man die zweite J -Funktion auf der

rechten Seite von Gleichung (2.25) weglassen. Damit wird aus
Gleichung (2.24) unter Berlicksichtigung von Gleichung (2.11)

gk‘k""'(f{k'-k) +{blhof(lk'l-lkl), (2.26)

Mit der § - Funktion

N
k= ‘7!:7“&"?..& i (k'k (2.27)

148t sich Gleichung (2.26) in der Form

Sb'h = d (k' ~lk]) E‘“ (2.28)

schreiben.

Mit Hilfe von (2.27) und (2.28) kann man eine anschauliche Deutung

der §;§atrix finden. Die allgemeine Streuldsung (x) zur Energie
E= L:m lautet asymptotisch (Abb. 3) mit ks O

-a'b 1'
<l5~,l(’<)= e (k) + A, (k)2 ex Br x>0 (2.29)
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4>a (x)= Q4 (k) 4'.éx+44_(lz) L'".kx fir x<0, (2.30)

Dabei k&nnen zwei der Koeffizienten ai”")) A:t (é) willkirlich vor-
gegeben werden.

Mit Gleichung (2.27) und der asymptotischen Entwicklung der Funk-

tionen 1ng(X)‘, 9ﬁ (x) nach den Gleichungen (2.3b) und
(2.9b) ergibt sich der Zusammenhang

AJ&) é\kk ’S\h-b Q+(/°)

A_(k) o 3

i

(2.31)

ok a..(k)

Die Matrix gwk verknipft also die Amplituden der auslaufenden
Wellen linear mit den Amplituden der einfallenden Wellen.

Dieser Zusammenhang wird besonders einfach, wenn man Gleichung
(2.31) auf Hauptachsen transformiert.

Im folgenden beschrédnken wir die Diskussion auf inversionssymme-
trische Potentiale

Vi) =V(-x) (2.32)

bei denen sich die Hauptachsentransformation sehr leicht ausfiihren
ldnt.

Mit Hilfe der Ortsdarstellung der Lippmann-Schwinger-Gleichung
findet man fir solche Potentiale die Beziehung ( b)b' beliebig
reell)
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(* (2.33)
) = 4 o,
Damit ist
+) — (=) _ +) :
S'lz'—k= (tf’::u (x)) Y-k (K)) = (’lh, ( X)) b ( x))
(2.34)
(=) )
= (Y, ), %, (X)))
d.h,
2 - (2.35)
S.h\-k:’ Sk'b ode- S b = gh'h
Die Eigenwertgleichung
N A
g“‘ Sh‘k Q,,+((2) Q+(‘)
= s(k (2.36)
e S-bek/\ @ () a. (k)

hat wegen der Unitaritdt der S-Matrix (und damit der § -Funktion
im 2x2-Unterraum zur Energie E) Eigenwerte vom Betrag eins

s (k) = LQ{J(U. (2.37)
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Die GrdSe d (k) heist Streuphase.

Aus der Eigenschaft (2.35) folgt, das die Eigenvektoren von
Gleichung (2.36) symmetnsch

= ! (2.38a
. (,) 2.38a)

a (Ig):: g, (L) _ ( l) (2.38b)

mit dem Eigenwert Sq(k)sind.

Aus der Eigenwertgleichung (2.36) ergeben sich mit (2.38a-b) und
(2.27) die Zusammenhdnge

se= |+ ,ﬂ +{_ (2.39a)

und

Sa= | + /{+ - f_ (2.39b)

mit den Streuamplituden

(*(U:f“""ﬁb—k ; {_-..—,- {k-k = '/'Uz (2.40)

Die in Gleichung (2,40) benutzten Symmetrien der Streuamplituden
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folgen aus der Symmetrie (2.35) der S~-Matrix.

Die zum symmetrischen bzw. antisymmetrischen Eigenvektor der
S-Matrix gehdrenden Streuldsungen ’q»sk(x) ) I(J:(K) sind sym-
metrisch bzw. antisymmetrisch in x und lauten asymptotisch fir
groBSelx| (mit (2.38a-b), (2.36) und (2.29))

k - __(___ - ffI? | X' 1le{) (2.41a)
Yo () <o (b + S (k) 2

‘f’o_k‘x) < -2_“(?'_ (.e,'{hm — Sa (k) Lv'blxl)%x ) (2.41b)

Mit der Auffassung der Funktionen Sg.a (‘e) als Quotienten der
Amplitude der einlaufenden (symmetrischen oder antisymmetrischen)
Welle und der auslaufenden Welle k&énnen wir eine Darstellung dieser
Funktionen finden. Wir stellen die Funktionen 1’(«5 (x) und ’l[JS&(X)
fiir alle x in einer zu den Gleichungen (2.4la-b) analogen Form
dar. Zu diesem Zweck ersetzen wir die Funktionen @ V’F')"zi ’.klxl
bzw. (2 \Fr")"' x et ".““durch L8sungen der Schrddingergleichung
{;(!b,x) bzw. {q (th,x) mit demselben asymptotischen Ver-
halten. Diese Funktionen miissen aus Griinden der Stromerhaltung
Quellen oder Senken haben. Bei symmetrischem Potential wdhlt man
diese Quelle oder Senke zweckmiBigerweise punktférmig bei X=0 ,
Die Gesamtfunktionen Wsk(") und ?’QQ(U miissen iiberall die
Schrddingergleichung erfiillen, d.h. insbesondere, sie miissen bei

X=0 quellfrei sein. Diese Bedingung wird uns eine Darstellung
der Funktionen Ss,a(“) liefern.

Die fir die Darstellung der Funktionen ‘qask(t) erforderlichen
symmetrischen Funktionen lassen sich nur mit einer symmetrischen
Quelle erzeugen. Wir definieren eine symmetrische Funktion

Gs (k,x)  mit der Differentialgleichung

(E-X) Gk, x) = d(x) (2.42)
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und dem asymptotischen Verhalten

Golhx) = Co(k) o™ (2.43)

Diese Funktion hat bis auf den Faktor (S (4) die gewlinschten
Eigenschaften. Es ist also

= _Gs(hx) (2.44)
£s (o) 271 G (k)

Damit lautet die symmetrische L&sung fiir alle x

(x) /f Cbx) + S (A),f (k, x). (2.45)

‘(g(k x) ist dabei als analytische Fortsetzung von »(s (b X)
auf negative R aufzufassen. Aus der Schrddingergleichung

(E- JC)W =90 folgt die Bedingung fiir das Verschwinden der
Quelle der Gesamtfunktion '\ng (¥)

=0
J()(s("“) + s (k )C(b)
und damit
S¢ (k) = — _Q—(-Q (2.46)

C.s(‘k)

Fiir die antisymmetrische L®sung brauchen wir antisymmetrische
Funktionen Gq, (k.)‘) und damit eine antisymmetrische Quelle.
Wir definieren Gq (b,)() durch die Differentialgleichung
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(2.47)

(E -3) G (k,x)=d)

und die asymptotische Bedingung

7RIX] (2.48)

G‘& (R,x) o< Ca (k)2 /.\?MA’.

Mit

Ga“’;") (2.49)

falb)= S o)

wird fiir alle x

%.'i(x) = /Q(Jv;x’) - Sq(“k)//q (k,x). (2.50)

Aus der Quellfreiheit filir X=20 folgt *)

——q‘-"——(é-)- (2.51)

Sq,(b) = CQ(J!) .

Die Gleichungen (2.46) und (2.51) liefern

S (k) 'Sq'(—le) = { (1= S o) (2.52)

+)
gblicherweise werden in der Literatur die Funktionen (%) durch

die Jostfunktionen €(~h) = E—‘(—L-) dargestellt (Geltman / 5/)
1
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Aus dem Vergleich der Differentialgleichungen und der asympto-
tischen Bedingung sieht man:

Gi (W) = G (~h,x), (2.53

Damit ist
Cslk)
S (k) = — —=—=% (2.54)
S (S’!‘(Iz)
und
— M (2.55)
Sa (k) cXb*)
Daraus folgt
Si(k) ™ (k™) = 1. (2.56)

Aus den Gleichungen (2,52) und (2.56) folgt: Wenn R eine Null-
stelle von S.;“'-) ist, so sind ~R) una k* Polstellen. Nach
Gleichung (2.52) ist dann (*b‘) auch eine Nullstelle (Abb.4a).
Stellt man die S-Matrix als Funktion der Energie (Gleichung
(2.4)) dar, so geht wegen des gquadratischen Zusammenhanges mit £
die komplexe R -Ebene in die zweiblittrige Riemannsche E-Fliche
tber. Der Verzweigungspunkt liegt bei E= O, und den Schnitt legt
man {iblicherweise lings der positiv reellen Achse, so daB8 die obe-
re Ebene in das zweite Blatt der Riemannschen E-Flidche iibergeht.
Es folgt dann aus den oben gemachten Aussagen ilber die Lage der
Nullstellen und Pole der S-Matrix in der /Q -Ebene: Wenn bei E
eine Nullstelleim 1. Blatt liegt, so liegt auch bei E” im
ersten Blatt eine Nullstelle. Bei E und E~ im zweiten Blatt

liegen dann Pole (Abb.4b).
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Nach den Gleichungen (2.45) und (2.50) bedeutet ein Pol von §.(k)
bei k=kg (bzw. eine Nullstelle bei k=k., ), das ,(,‘(b,) x )
(bzw. f;(-h“,)g ) allein L8sung der Schrédingergleichung fir
alle x ist. Die Eigenfunktion hat also in diesem Fall nur eine
auslaufende bzw. nur eine einfallende Welle. Liegt der Pol auf
der positiv imaginiren Achse (k,=x mit 3> 0) , so fdllt die
Funktion .{;(4')())() gemidf den Gleichungen (2.43) und (2.48)
fiir groBe Ix| exponentiell ab, Sie stellt also einen gebunde-
nen Zustand dar. Denselben gebundenen Zustand findet man bei der Null
stelle -—«f, In der Riemannschen E-Fldche liegt der Pol bei nega-
tiv reellem E im ersten Blatt, die Nullstelle bei derselben
Energie im zweiten Blatt (Abb. 5a,b). AuBer den gebundenen Zu-
stidnden gibt es noch andere Typen von Polen und Nullstellen der
S-Matrix, die wir am Beispiel des Potentials (Abb. 6)

Vix) =—.z%:_ {o([th-a_) +d'(x+d3 —/Mf(x)’\:! (2.57)

Y'diskutieren wollen.

Flir diesen Fall lautet die Differentialgleichung der symmetrischen
Funktion G (k%) nach Gleichung (2.42)

2 2 e
T (k™ 2, - xdix-2) - J(xm) -%J(x)) Gs(";‘): (/tx)_ (2.58)

Mit dem Ansatz

HONEVIWLLRT MRS far 1xI<a  (2.59a)

_ fle.
Gg (kx)= C, 2 fir |x{>¢  (2.59Db)

lautet die Grenzbedingung bei x= 0
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4

e (2.60a)
.tl

Qﬂ’k (AS‘BS) 'f'/‘. (Iq$+ Bs) =

Wegen der Stetigkeit der Funktion und dem Sprung in der Ableitung
bei x=9 folgt

kg 1k q (2.60b)

As 2 + B 2 = (o x

Ko pik B et s weil) 62t e

- 4'k ’4&‘ ,24

Aus den Gleichungen ( 2,60a-c) erhdlt man

-—-?»fk (2.61a)
R s X7
-?ffb )
B. = xez"ka C (2.61b)
. =2 2.k . (2.61¢c)

SR (ke ple-2k) + (B-20k ) 7R
Damit wird nach Gleichung (2.46)

~21k
¢ (k)=

- (2,‘&-;7/6) (L-dk) + 7(/ef71'l¢)o< ke

Fiir die antisymmetrische Funktion Gq.(k)X) mit der Differential-
gleichung (nach Gleichung (2.47))

7}% (k%32 - w Jixta) - xdix-q) +/sof(x)) Gk x)=d ) (2.63)
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machen wir den Ansatz

G.(bx)= (4,72 +qu"1'“9» W fOr x| <a  (2.64a)
)

_ 7hIX| fur | (2.64b)
Ga(klx) = Co ¢ r Xl >a,
Die AnschluBbedingung bei X= O lautet
2 (A + B ) =1, (2.65)

Die Bedingungen beilX=Q sind analog zu den Gleichungen (2,60a-c)
und damit auch die Ausdricke f\'ir/fg und Bq_ analog zu den Gleichun-
gen (2.6la-b) mit

2 1&
C = 22 . . . (2.66)
a +2 S TSR
Damit wird nach Gleichung (2.51)
-2+ka ,
salk) = = K=ok (2.67)
"R _ +-?1"?.
Fir die Pole der Funktion ss(k) gilt
, . 2.k q (2.68)
-(;q-h,/g)(,(-q,,l,) + (-A/wﬁ) X 2 =0, )

Zundchst suchen wir nach den gebundenen Zustinden (b =) .
Dann wird aus Gleichung (2.68)
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..-qu= (ZQ—Z)C)(“'FJ&E) | (2.69)
% (B +2e)

£

Diese Gleichung ist erfiillt filr =0 ., Da an dieser Stelle auch

der Zd&hler von Ss(k) eine einfache Nullstelle hat, liegt hier

kein Pol vor. Die graphische L&sung von Gleichung (2.69) ist

in Abb. 7a-¢ fir verschiedene Verhdltnisse A’//3 mit /4>O skizziert.
Fir hinreichend grofie a, d.h. groBe Steigungen der Exponential-
funktion gibt es offenbar immer eine L8sung mit >0 . An der
antisymmetrischen L&sung diskutieren wir einen weiteren Typ von
Polen. Fiir ¥ -»oe gibt es gebundene Zustdnde mit positiver Ener-
gie. Flir groBe o« erwartet man dann Zustdnde, die gebundenen
dhnlich sind. Wir berechnen die Lage der Pole fiir groB8e « in

der Entwicklung nach '/¢ . Die Pole der antisymmetrischen Funktion#d{
ergeben sich nach (2.67) aus

b
“F8 etk =0 (2.70)

oder

o ko =~ = . (2.71)

o -4'k

Fiir o —»o0 hat diese Gleichung die L8sung

b = _mT (m 9an2). (2.72)

mit ganzem n. Die L8sung mit m=0 hat wieder keine Bedeutung,
well der Zihler von SQ(Q)ebenfalls dort eine Nullstelle hat.
Mit dem Ansatz



k

_ b, k, . (2.73)
P/“_h°"“+7+ *

[
wird aus Gleichung (2.71) in der Entwicklung nach /¢ bis zur

zweiten Ordnung

Ak
b Q k@ — __ bops kR, ARenm (2.74)
o + Wt o« «? o

Koeffizientenvergleich liefert

- ! ’ : (2.75)
bp,u = bom [' - “a + re ([-1 A"pﬁ q)j

Die Pole liegen fiir nicht zu groBe n dicht unterhalb der reellen
Achse. Der Ubergang von b, zu hprdﬂ , also von &g zu*bglﬁ“
bedeutet nach Gleichung (2.75) den Ubergang von k, .  zu L—H:“)
wie es den allgmeinen Bedingungen fiir Pole und Nullstellen der
S-Matrix entspricht (Abb. 8a). In der Riemannschen E-Flé&che
liegen die Pole im zweiten Blatt dicht oberhalb und unterhalb

der positiv reellen Achse (Abb. 8b). Die zugehdrigen Funktionen
quo(') sind, da nach den Gleichungen (2.72) und (2.75) un-

gefihr eine ganze Anzahl von Wellenlingen mit einem Knoten bei

xX=0 zwischen Xx=-aG und A =& liegt, innen stark konzen-

~Funktionen hin stark ab.
AuBerhalb des Potentials steigen sie von einer zundchst kleinen

Amplitude wegen des kleinen negativen Imagindrteils wvon kP
unter Oszillationen schwach exponentiell an (Abb. 9). Diese

triert und fallen zu den duferen

unphysikalischen, nicht normierbaren Zustédnde bezeichnen wir als

Resonanzfunktionen + und die zugeh®rigen Pole als Resonanzpole.

+
)Es gibt fir unser Beispiel auch symmetrische Resonanzfunktionen,
deren Energien wir hier nicht angeben, da sich relativ uniiber-
sichtliche Ausdriick ergeben.
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In der Nihe von k= Q‘?P auf der reellen k -Achse indern sich die

Streuphasen und damit die Streuamplituden in einem Bereich von der
GrdBenordnung DAM kp recht erheblich, wie wir weiter unten sehen
werden. Das dort beschriebene Verhalten nennt man Resonanzstreuung.

Allgemein nennen wir Zustdnde, die zu Polen in der unteren R -Halb-
ebene, bzw. im zweiten Blatt der E-Fl&dche, geh&ren, virtuell.
Die oben diskutierten Resonanzfunktionen sind Spezialfdlle hiervon.

In der oberen R -Halbebene kann es keine Pole mit&kfﬁto geben.
Denn diese wiirden asymptotisch fiir groBe /X| exponentiell abfal-
len, also gebundene Zustdnde mit komplexer Energie darstellen, die
es wegen der Hermitezitdt des Hamikonoperators nicht gibt. In

der oberen k -Halbebene gibt es also nur Pole zu gebundenen Zu-
stdnden auf der imagindren Achse. Im ersten Blatt der E-Fldche
gibt es nur die entsprechenden Pole auf der negativ reellen Achse.
Man nennt daher das erste Blatt der E-Fldche auch "physikalisches"
Blatt. Die Eigenzustdnde zu Polen im zweiten, "unphysikalischen"
Blatt steigen asymptotisch fiir groBe {X| exponentiell an und sind
daher keine stationdren Zustdnde des Systems.

In unserem Beispiel finden wir auBer den Resonanzzustdnden noch
weitere virtuelle Zustdnde. Nach Abb. 7 hat Ss(k) immer einen
Pol fiir X<©0 » d.h., auf der negativ imagindren k -Achse. Dazu
gehdren Eigenfunktionen mit auBen rein exponentiell ansteigendem

Verlauf.

Zusammenfassend kénnen wir folgendes iiber die Pole der S-Matrix

aussagen.

1) Zu den gebundenen Zustdnden gehdren Pole auf der negativ re-
ellen Achse im ersten Blatt. Weitere Pole gibt es im ersten
Blatt nicht.

2) 2Zu den virtuellen Zustidnden gehdren Pole im zweiten Blatt.
Speziell nennen wir Zustdnde zu Polen in der Ndhe der posi-
tiv reellen Achse (ImE\,«&EF) Resonanzzustdnde.

Zu jedem Pol gehdrt eine Nullstelle mit derselben Energie im

jeweils anderen Blatt.
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2) Resonanzstreuung

Im folgenden betrachten wir Streuphasen und Streuamplituden in
der Nihe eines Resonanzpoles fiir eindimensionale inversionssym-
metrische Potentiale. Im zweiten Riemannschen Blatt liege ein
Resonanzpol der Funktion s(E) (S(E)= ¢.(E) oder S,L{E)) bei

e T
E<Ep=E.-1L | o< _722« Er. (2.77)

Dann liegt nach den allgemeinen Aussagen {iber Pole und Null-
stellen der S-Matrix eine Nullstelle bei E=Ep* im ersten Blatt.
In dem Ubergangsbereich von der oberen Halbebene im ersten
Blatt zur unteren Halbebene im zweiten Blatt (Abb. 10) k&nnen

wir daher S(E) mit einer geeigneten Funktion 9 (E) in der
Form

.
S(e)= glE) E-fr-

(2.78)

mit in der Nihe von [ = EF regulidrem, d.h. langsam verinder-
lichem 8_(5) darstellen.

FUr reelle E haben s;(E)und der Bruch auf der rechten Seite von

Gleichung (2.78) den Betrag eins. Daher muB8 auch g(E) ein Phasen-
faktor sein

A

2.4 (E)

9(E)= 2 . (2.79)

Die Streuphase J(E) +) ist damit

+)
Das ist nach Gleichung (2.37) die Phase der Funktion s(k) bei

positiv reellem R - In Abhingigkeit von E ist daher JIE)die
Phase von S(E) am oberen Schnittufer im ersten Blatt.,
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J(E) = arcent i{—E_'ﬁ—'—EZ +<:J\(E). (2.80)

Fiir die arccet -Funktion wihlen wir willkiirlich den Hauptwert,
da die Streuphase nur modulo M definiert ist.

Nach Gleichung (2.80) springt die Streuphase in der Ndhe von
in einem Bereich von der Grdf8enordnung ' um T~ (Abb. 11).

In Abb. 1lla ist der Verlauf der Phase a[aL (/!) fiir das Modellpoten-
tial nach Gleichung (2.57) mit wa =8r dargestellt. Der Phasen-
sprung um ¥ ist nur bei schmalen Resonanzen realisiert. Bei
kleinem ¥ bzw. h8herer Energie werden die Resonanzen breit
und die Phasenspriinge kleiner als T .

Wir untersuchen nun, wie sich dieses Verhalten der Streuphase
bei Streuexperimenten bemerkbar macht.

Wir betrachten zundchst das eindimensionale Analogon T zum
Streuquerschnitt

2 z
g = '/f.,_( + l/_l (2.81)
oder mit den Gleichungen (2.39a-b)
o = = Lle =11+ L sy <117 = 2 (reuidy 4 nintd, (2.82)
_OTS"'O-'&—‘~2 s Z a ~ MmszM,‘ Q)'

Mit Hilfe der Gleichungen (2.80) und (2.82) findet man fir den
Wirkungsquerschnitt in der Ndhe eines Resonanzpoles folgendes

Verhalten (Abb. 12). Wenn S((E,,.) =mMT (mganz) ist, liegt
bei E=E1’.v(ar=(~\ f?i: )7,‘) ein schmales, hohes Maximum. Fiir
(M-—'l)" <J(E.,. < N7 durchlduft die Phase im Resonanzbereich

mit wachsender Energie zuerst den Wert M7 und dann den Wert

(M42‘)T , d.h. der Wirkungsquerschnitt durchiﬁuft zuerst ein

Minimum und dann ein Maximum. Den Fall s T ¢ J(E,,.) < (M+i) T
2
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kann man analog behandeln.

(032
Fir den Fall J(E,,)-’-‘-MT findet man aus den Gleichungen (2.78)
und (2.82) die Breit-Wigner-Formel fiir den Verlauf des Resonanz-
wirkungsquerschnittes (Abb. 13)

4 / :
. (2.83)

-

T\ : L]

" ¢ (E-E.)%*+ rt
s

Abb., 11b zeigt den Verlauf des Wirkungsquerschnitts G}L=~?"¢\'J;
fiir das Modellpotential nach Gleichung (2.57). Zwischen zwei
Resonanzen liegt ein breites Maximum, das durch den langsamen
Abfall der Phase um etwa M 2zwischen den Resonanzen zustande
kommt. Mit wachsender Energie verbreitern sich die Resonanzen
und verlieren das Breit-Wigner-Verhalten.

Bel eindimensionalen Modellen haben der reflektierte und durch-
gelassene Strom eine anschaulichere Bedeutung als der Wirkungs-
querschnitt. Wir nennen das Verhdltnis von reflektiertem zu
einfallendem Strom Reflexionskoeffizient

= 4z = VAl (2.80
4

Analog definieren wir den Transmissionskoeffizienten D als Ver-
hdltnis des durchgelassenen zum einfallenden Strom

L]

D=-31i= 1+ 4|5 = | I (2.85)
¥ 2

Nach den Gleichungen (2.39a-b) gilt
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(k)= {.((e)=’z (5 Sa) = é (jﬂ/s _ e21'°/n) (2.86a)
dik)= +flk)= 4 (546)= 4 (3% e o™) . c2usem

Daraus folgt

(k) = ,z""’f“ 2,'02 A At (ds-d, ) (2.87a)
e 4'J
d(k)= = % e S con(d -dy) (2.87b)
und damit
R = m’afs‘oﬂt) (2.88a)
D = eni(ds-dy) (2.88b)

Das Verhalten dieser Funktionen im Resonanzbereich ist in Abb. 14
skizziert.

Wir betrachten die Zeitentwicklung eines Wellenpaketes

Yo teo) = (Alk-b,) 400 oLk (2.89)

mit einer reellen, bei k=ke scharf gepeakten Funktion
Alb-h,) . Zur Zeit t folgt mit dem Zeitentwicklungsoperator
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»{th
Vi) = 2~ &

| )
und der Eigenwertgleichung fir %_

-fE{‘)f

Yod) = (dk Alh-ko) 2775 100,

Das Wellenpaket

|

YO = (Alk-ky) L"éx dk

Y

zﬂik.x f/‘f(?)x"q’( 0{7

9= k-bo

ist bei x=0 konzentriert +)

(2.90)

(2.91)

(2.92a)

(2.92b)

(2.93)

Bei geniigend schmalem 4(7) darf man in Gleichung (2.91) E(k) und
die Phasen /u und ¥ von +(k) und ﬂ(/‘?) linear um h-bo ent-
wickeln und die Betrdge bei h=b° einsetzen. Dann ergibt sich mit

+) X(o) ist die Fldche unter der Kurve ’“7) . Mit wachsendem x
oszillieren sich positive und negative Anteile in Real- und

Imagindrteil zunehmend weg.
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den Gleichungen (2.3b), (2.9b) (2.86) und mit der Gruppenge-
schwindigkeit

_ thk, (2.94)
n= M

asymptotisch filr groge /X

s v Elh)E
Y(x,-é)=4‘“°x B ) X{x~u.t)

~ EtJt)
+ ’f‘(/?,),t“t("'x-'- *U ) X (‘X-ﬂ.f"'é,-l(kt’)) (2.95)

fir X <0)

: Elk.) ¢
111(’(,{:)=z' (box = = )a((k.,)x(x-u_t + 4;&(&0)) (2.96)
fiir X >0,

Fiir t<0 1ist Y(X,-é) asymptotisch gleich dem einfallenden Wellen-
paket mit Zentrum bei

X = u,t, (2.97)

filr £t >0 und X< Ogleich dem reflektierten Wellenpaket bei

X=-ut +¢ (k,) (2.98a)
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=t + -1,'(,_ 4%/(&0)) (2.98b)

fiiy t>0 und X>0 gleich dem durchgelassenen Wellenpaket bei

| 2.99a)

x=ut — #i(ko) (2.992
- - L bl ) (2.99b)
= w(t AL CPOL ) ).

Das reflektierte Wellenpaket wird nach Gleichung (2.98a) schein-
bar bei

x=d. (k) (2.100)

oder nach Gleichung (2.98b) mit einer Verzdgerungszeit

= $! LI 2 (2.101)
'{d"‘ 20 ?4"(&9) ﬁ'_g—é 2.1

emittiert. Analoges gilt fiir das transmittierte Wellenpaket.
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Nach den Gleichungen (2.87a-b) gilt

#d.:d;-l-(f&q.l{_ (2.102a)

- (2.102b)
?d- Js'fJ 0

Bei Resonanzstreuung dndert sich eine der Phasen A\ in einem
kleinen Energiebereich sehr schnell. Die Formel (2.101) ist

dann also nur fiir die Streuung eines energetisch sehr schmalen
Wellenpakets richtig. Es ergeben sich dann sehr groBe Verz¥gerungs-
zeiten. Fiir das Zentrum der Resonanz E = £ wird nach Gleichung
(2.80)

1 = 28 | (2.103)
i

Die groBe Verzdgerungszeit bei Resonanzstreuung ld8t sich anschau-
lich verstehen, wenn man die Ldsungen QQh(K) als Funktionen von x
im Zentrum der Resonanz und auBerhalb der Resonanz betrachtet. In
Abb. 15 sind die antisymmetrischen Streul&sungen zu dem im vori-
gen Abschnitt behandelten Modellpotential fdr k = k; ( ‘}Ja[. ) und
for k=31ra' dargestellt. Die Amplitude A. inmerhalb des Potentials
ist also in der Resonanz groB8 gegenilber der Amplitude Aq_ auBerhalb
des Potentials. Fiir unser Beispiel gilt im Bereich der niedrigsten

antisymmetrischen Resonanz (Abb. 16)

AP L. TE.
Aa’ ST (E-E,,.)"-l'-zrlz

(2.104)

AuSerhalb der Resonanz dringt das Teilchen nur wenig in das Poten-
tial ein. In der Resonanz jedoch wird es in einen beinahe gebunde-
nen Zustand im Innern des Potentials eingefangen und stark ver-

zbgert emittiert.
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Beli einem Potential nach Abb.20,das nach links durch eine unend-
lich hohe Potentialwand begrenzt ist, gibt es keine durchgelasse-
ne Welle. Die Amplitude der reflektierten Welle hat daher immer
den gleichen Betrag wie die Amplitude der einfallenden Welle. Zu
jeder Energie gibt es nur eine StreulBsung, die asymptotisch
lautet

Y (<) = Y;—;-, (o=7k% R(ﬁ),"'é"), R(k)=s®). (2.105)

Die S-Matrix ist zu einer Zahl entartet. Im Streuverhalten &uBert
sich die Resonanz nur durch die Verzdgerungszeit,
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3) Zeitentwicklung eines metastabilen Zustandes

Die in den beiden vorigen Abschnitten gewonnenen Ergebnisse
wollen wir nun auf das Problem der Zeitentwicklung eines meta-
stabilen Zustandes anwenden. Wir beschrdnken uns zundchst wieder
auf ein eindimensionales System mit symmetrischem Potential.

Als Anfangszustand wdhlen wir zundchst einen beliebigen innerhalb
des Potentials lokalisierten Zustand ¢ . Mit der Spektral-
darstellung des Zeitentwicklungsoperators (2.90) gilt fir die
Wahrscheinlichkeitsamplitude, das System zur Zeit t im Zustand
q? zu finden

(2, ()= (¢, VIO, )

| o0 __LEMJt ! '
=z (dee " i)t )
. (2.106)

_aEut
+ Z 2 R ) (Y ).

Die Funktionen 'R%k(x) sind die symmetrischen, die Funktionen
\hk(x) die antisymmetrischen normierten Streuldsungen +)

(1(,': %f’) =d(k-4") oful (2.107)

und die Funktionen Tk“_ die gebundenen Zustinde

Hy. = Eoy, (Q«M,l@,)=oaw,' (2.108)

+)D:I.e Zerlegung nach symmetrischen und antisymmetrischen Streuldsun-
gen ist willkiirlich. Man h#tte ein beliebiges anderes System von

{ -
Streuldsungen, z.B. ifjf'(x) oder Y[ (X)wihlen kénnen.



- 36 -

Wir formen das Integral in Gleichung (2.106) durch komplexe Inte-
gration liber den Weg in Abb. 17 um. Der Beitrag des Kreisbogens
C verschwindet wegen des Exponentialfaktors wie 2~

auBer wenn die Skalarprodukte im Integranden ebenso stark an-

wachsen. Fiir das Modellpotential (2.57) werden wir in Anhang A

sehen, dag dies nicht der Fall ist. Es bleiben die Anteile der Re-

sonanzpole und der Geraden (, .

L Y 4
Mit den Polstellen b,, von S‘,(lé) (E = E “f) und ‘{gk(") nach
(2.45) und (2.50) gilt dann

(¢r, w0) =
.El
=driZ2 Z (‘l)eL-Lﬁf—[‘(q){;“l,x))({i (‘I're;x))@) BA"I’L Se“)

£=q ‘ée,

+E. 1
f Zieaw)l e w T £, L

(2.109)

1E(ﬁ)f
Je = g dk 2= % (¢ % )(% , ¢, (2.1092

Wegen des negativen Imagindrteils der Energien EPL ist der erste

Term auf der rechten Seite von Gleichung (2.109) eine Summe von
zeitlich abfallenden Exponentialfunktionen mit oszillierenden
Faktoren. Wegen der unterschiedlichen Zerfallszeiten bleibt nach
einiger Zeit nur noch der am langsamsten zerfallende Anteil ibrig.
Das ist der Anteil mit minimalem dim E und nicht verschwin-

dendem Faktor (¢ »f,_(‘ )x))({.(&,,x) c(,) .

Man will nun ¢» so festlegen, das die Zeitentwicklung fiir alle
Zeiten m8glichst einfach wird. Wihlt man ¢+ orthogonal zu den
schneller zerfallenden Resonanzzustdnden, so bleibt schon flir

kleine Zeiten nur der am langsamsten zerfallende Anteil Ubrig.
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Die Funktionen 1(J(ihP/X ) sind innerhalb des Potentials &hn-
lich gebundenen Zustdnden zu einem Potential OVx) , das sich
von V(x) nur durch bei der Energie peEf undurchdringliche
Potentialwénde (z.B. unendlich hoch oder unendlich breit) unter-
scheidet.

In dem Modellpotential (2.57) kann man OCV) etwa durch den Grenz-
ibergang X —»o© definieren. Die Funktionen o/q' (i‘k,,, X )

zu verschiedenen kf sind daher nahezu orthogonal, wenn

man sie am Rande des Potentials abschneidet. Um ein fast rein ex-
ponentielles Verhalten des ersten Terms in Gleichung (2.109) zu
erhalten, mu8 man daher ?ﬁ im Innern des Potentials dhnlich der
am langsamsten zerfallenden Resonanzfunktion wdhlen. AuBen kann
?{ abgeschnitten sein oder z.B. exponentiell abfallen, wobei
der Hauptanteil von q% innerhalb des Potentials liegen muB.
Die Funktion ¢; kann auch als Eigenzustand zu einem Potential
O(X) von der oben beschriebenen Art gewdhlt werden.

Auch der zweite Term in Gleichung (2.109) liefert bei dieser
Wahl von %Q einen Beitrag der klein gegen eins ist, da die ge-
bundenen Zustinde ¥, zu V(x) sich nur wenig von den gebundenen
Zustdnden zu \7(1) unterscheiden, die orthogonal zu ¢f; sind.

Bis auf Terme der Gr6Benordnung eins gilt fir das Potential (2.57)
nach (2.50), (2.61) und (2.69) bis auf Terme der Gr&Benordnung

eins

{ (tk, x)= —— A by X fir Xl <q (2.110)

mit kT.nach Gleichung (2.72) und (2.75). Wir wd&hlen Q&- dhnlich
der niedrigsten antisymmetrischen Resonanzfunktion

e IX fir Kl<a
)V & (2.111)
(e‘:()()—
0 fir |x!>a__
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Mit dieser Wahl beschrdnken wir uns auf den Unterraum der anti-
symmetrischen Eigenfunktionen.
Die Residuen der Funktion &x(k) sind nach (2.67)

2

=_ 2k (2.112)
Rukp S, (k) 2]
Aus (2.110) und (2.111) folgt
[ 4
(@, (x) th x)) ~r - — - (2.113)
c( ){“ f’)) hf({n

)
Fiir den niedrigsten Pol éf o2 j‘/’-—: (’ ~ ¥a
(2.112) durch Entwickeln des Sinus +

folgt aus (2.113) und

2ui [ (45, 4o (th, Ol kes, S (&) %1,

Fiir die hdheren Pole ergibt sich

b
({D & 1,

g
2 12\
(@ &)
Es gibt fiir unser Beispiel keinen Beitrag der gebundenen Zustinde,

da der einzige gebundene Zustand symmetrisch und daher orthogonal
zu der antisymmetrischen Funktion ¢y ist.

I3 | (g, fa (k00 [° Cea, Sa (k) o

Von den beiden ersten Termen in Gleichung (2.109) bleibt also nur

die am langsamsten zerfallende Exponentialfunktion mit dem Faktor
eins ibrig.

+)
Die Betragsquadrate fiir komplexes k bedeuten im folgenden

immer die analytischen Fortsetzungen der bei reellem ﬁ( gebil-

deten Betragsquadrate,
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Nach der Abschdtzung in Anhang A ist der letzte Term in (2.109)
-2
filr unser Beispiel von der Ordnung(wg) <<1 .

Speziell fiir €= 0 folgt daraus nochmals

(Y2, y(0)) = (o) =12 24 /(‘{4')’{& (t I'P)x)/z&‘kf S (k). (2.114)

Damit bleibt fiir nicht zu groBe Zeiten fiir die Wahrscheinlichkeit,
das System im Zustand t({ zu finden, von Gleichung (2.109) iibrig

2 -t
I(‘(’")Y’/{)/ =e T (2.115)
mit der reziproken Zerfallszeit
L = —L = _..Tl - ?t .
T - ‘kl“‘"Ep" 1+ vy ‘Z‘kr%kr (2.116)

Wenn wir annehmen, daB die Abschdtzung nach Anhang A qualitativ
auch fiir allgemeinere Potentiale richtig bleibt, so gilt auch
das Ergebnis (2.115) allgemein f{ir potentiale mit Resonanzen.

Fir unser Beispiel gilt

3
o= 2% (‘oZ:) (2.117)
T M “IIQ'

Fiir groBe Zeiten kann man ilber das Verhalten des letzten Terms in
Gleichung (2.109) qualitativ folgendes aussagen. Wegen des schnel-
len Abfalls der Exponentialfunktion braucht man bei grofiem t den
Ausdruck {t(.,-)»l{/“!) (1(2") C(,.) nur fir kleine R . Nach (2.46} und
(2.51) gilt

Sc(k) ==l wwd s, (k) —>+| fir R —= 0. (2.118)
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Das bedeutet nach (2.45) und (2.50)
{ 2.119)
k fir Rk -»o, (
Ye (x) —>o0

2 N
Daher ist I(Q,,-)\hb)l proportional zu k"~ fiir kleine kR . Mit
der Substitution

-t (2.120)
k l;"—*— = ¢ ¢ VI
g

findet man daher fiir das Integral in (2.109)

_ ket
Je~ Sd/z 2o 2w ~ '}%7: (2.121)

Wir wollen nun die Zeitentwicklung noch einmal in einem anderen
Formalismus beschreiben, der, insbesondere zusammen mit dem im
nichsten Abschnitt dargestellten Formalismus, auch fir komplizier-
tere, z.B. feldtheoretische, Zerfallsprobleme geeignet ist. Fir

die Zeitentwicklung eines Anfangszustandes 1{({-.0) =, gilt+)

R4
y)= 0 & "F o, (2.122)
nit
0 fir t <
oW = { * 0 (2.123)
i fir t % 0.

Wie man durch komplexe Integration fiber die in Abb. 18 dargestellten
+)
Da wir uns nur fir die Zeitentwicklung in die Zukunft interes-
sieren (t >o) » kOnnen wir die Vergangenheit durch den Faktor
@ (£) unterdriicken.
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Wege C, (fir €>0 ) undC, (fir +<0 ) sieht, gilt

40

. .Eé
- 1 -2== ) 2.
’\k({)" P ng e & (G (Etis) ¢, £>¢0 (2.124)
mit der totalen Greenschen Funktion
[ . E
(E)= fir komplexes . (2.125)
G(E) E —-¥

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, das das System zur Zeit t
noch im Zustand C(,; gefunden wird, ist

1
(Y“')Y(O)=3QTT-S.OC(E ¢ ® (4 G(Etaz) ((4) (2.126)

Es ist plausibel, daB die S-Matrix fiir allgemeirere zerfallende
Systeme ein analoges analytisches Verhalten hat wie in unserem
eindimensionalen Beispiel mit symmetrischem Potential. Wegen des
Zusammenhanges

G=6, + 6, TG, (2.127)

und wegen (2.24) hingt das Matrixelement ( ?q')Gy(E ) ((,,) linear

mit der S-Matrix zusammen.
Wir nehmen fiir unser System an, daB die S-Matrix und damit auch

das Matrixelement ( ({,- ) G(E) ((4' ) eine zweibl&ttrige Riemannsche
E-Fliche mit Verzweigungspunkt bei £=0 hat.
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Die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators X seien durch ihre
Energie E und einen Satz < von weiteren Quantenzahlen charak-
terisiert und orthonormiert

-— (2.128)
’WE.; = Eyp (e, %',s') N JEE, Jss' .

Fiir kontinuierliche Quantenzahlen soll das Kroneckersymbol in
(2.128) durch die J -Funktion ersetzt werden. Damit lautet die
Spektraldarstellung des Matrixelements

( E,, diskrete Eigenwerte)

(%,G(E)c(,) .
l(ft-.,*g_,, 2 4+ Z §°C[E( /Qfﬂ%(‘)/ . (2.129)
E-E' |
M,S S

Als Summe und Integral {iber Funktionen, die in Abh#ngigkeit wvon
E analytisch sind, ist das Matrixelement analytisch als Funktion
von E . Bei E=FE,, 1liegen einfache Pole mit den Residuen

2
25: I(C(,,)tfems)[. (2.130)

Beim Uberschreiten der positiv reellen Achse springt die Funktion
um den Wert

(;, LGE+12) - GE-12)]¢s) =

Z ng [ Y, ) ( L )

E+t1z - E' E-1Z ~E!

(2.131)

Wegen (2.23) gilt dann



- 43 -

(¢, [G(E~g)- G(E-«‘z)] C(;)= 2n1 % [(¢:, 1(5'3),2’ (2.132)

Setzt man die Funktion (?4‘) G(E-1t) ({1) iiber die reelle Achse
hinaus in die obere Halbebene analytisch fort, so erhdlt man das
2. RiemannschirBlatt der Greenschen Funktion. Bezeichnet man mit

GI bzw. G die Greensche Funktion im 1. bzw. 2. Riemann-
schen Blatt, so gilt nach (2.132) wegen

(¢, GE +5e) ¢)= (¢ G (E-15) ¢, )

(¢.,) ) ¢)= (¢, GI(E)c(,-) + 7Y %’_‘(ﬂ) Ve, s, ), 13

Dabei bedeutet der zweite Term rechts die analytische Fortsetzung
der rechten Se&ite von (2.132), wobei ausgehend von der positiv
reellen Achse der Verzweigungspunkt bei E=0 entgegengesetzt
dem Uhrzeigersinn umlaufen wird.

Wir verziehen den Integrationsweg des Integrals in (2.124) wegen
des Faktors 1f1§5 in die untere Halbebene. Das Wegstiick lings
der negativ reellen Achse drehen wir in die negativ imagindre
Achse. Das Wegstiick ldngs der positiv reellen Achse verschieben
wir ber den Schnitt in das zweite Riemannsche Blatt und drehen
es ebenfalls in die negativ imagindre Achse. AuBSer dem Beitrag des
deformierten Weges ( ergeben sich Anteile von den Resonanzpolen
im zweiten Blatt und gegebenenfalls von gebundenen Zust#dnden auf
der negativ reellen Achse (Abb. 19). Es folgt also wegen (2.129)

aus (2.126)
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_1Ept
(g tt) = ZPZ R“s,, (4, GE)Y ) 4 &

— _aE,t
+t2 72 &£ &
A S

_1Et
(dEz (e, G ), (2138

c

Dabei ist wegen (2.133)

Ruer (4, GE)E)= RMEP zm'zz_(% Yo ) (e, () (2139

das Residuum zum Pol EP . Wihlt man im Bereich der Wechselwirkung
die Funktion C{.,' wieder gleich einer Resonanzfunktion, so ist
diese nach #hnlichen Uberlegungen wie oben nahezu orthogonal zu den
Resonanzzustdnden mit anderer Energie und zu den gebundenen Zu-
stidnden., Das Integral {iber C fihren wir fiir den Fall des eindi-

mensionalen symmetrischen Potentials auf das Integral iiber Co in
Abb. 17 zuriick.

Wegen (2.133) gilt

[

' 117
7 | 46 &% (4, 606) )

(2.136)

(o]
_aEt
= g de o5 Z 4, Ye o) (Yes, )

-4 00

Wegen der verschiedenen Normierung der Funktionen WE ¢ und 1*}
(Gleichungen (2.107) und (2.128) gilt ‘

VJE,S = \/ ;\:L" thk. (2.137)
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Da die Integrationsgrenzen bei der Substitution

2
_ Kb dE = Bk 4k (2.138)
E- 2 ) - A,
m
-1L.
in ¢ Yoo bzw. Null iibergehen, ist

T ( de KL (¢ G(E)p,)

27

_JE()t (2.139)

= § ke TR S g et ),

Co

Es gelten hier also dieselben Uberlegungen wie oben, so daB8 wir
wieder das Zerfallsgesetz (2.115) mit der Zerfallszeit (2.116)
finden.

Statt der Wahrscheinlichkeitsamplitude (Qg)ybtﬁ[) kann man auch
die tbergangsamplituden (ﬁﬁ‘qzétl) mit zu ¢ orthogonalen Funk-
tionen % betrachten. Im ndchsten Abschnitt werden wir diese

Beschreibung diskutieren und die Funktionen H@: formal definieren.
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4) Feshbach-Formalismus und Lee-Modell

Der im folgenden dargestellte Formalismus (Feshbach /8 /) ist

zur niherungsweisen Berechnung der Zerfallszeit geeignet, wenn
der optimale Anfangszustand ?q leicht definierbar ist. Das ist
bei vielen Modellen, z.B. feldtheoretischen, durch Abschalten
einer Kopplung oft mglich. Ein Beispiel dafiir ist die Lichtemis-
gsion durch ein Atom. Durch Abschalten der Kopplung zwischen elek-
tromagnetischem Feld und Atom findet man ¢ als angeregten Zu-
stand des Atoms. Ein anderes Beispiel ist die Auto-Ionisation

des Helium-Atoms, bei der man {; als Eigenzustand des Hamilton-

operators mit abgeschalteter Kopplung zwischen den beiden Elek-
tronen definieren kann.

Bei Problemen der Potentialstreuung liefert der Formalismus

h8chsters zufdllig das richtige Ergebnis, wenn man den Anfangszu-

stand ¢; richtig rdt. Ein Beispiel dafiir werden wir in Kapitel IV
diskutieren.

Wir nehmen an, daB die Zustandsfunktion . als exakte Eigen-

%

funktion eines Hamiltonoperators ¥; definiert ist

Kog: =Esqr (2.140)

Gibt man sich statt eines Hamiltonoperators die Funktion ¢ und die
Energie E. vor, so kann man definieren "

He =04 E‘.<¢N . | (2.141)

Als Energie E; y
g < kann man zum Beispiel <‘(’4 ”ﬂ‘f,‘) wdhlen, -

Mit den Projektionsoperatoren

P: “(1.> <L(1" (2.1428’
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und R= I-P (2.142b)
148t sich die Gleichung

(E-) G(E)=1 (2.143)

in der Form

(E-%) (P+Q) G(E)(P+Q ) =1 (2.144)

schreiben. Wir multiplizieren (2.144) von links und rechts mit P

(E- P¥P) PGP — PUQGP=P (2.145)

und dann von links mit Q, von rechts mit P

(E-Q¥Q)QRGP -Q¥PGA=0. (2.146)

Es folgt aus (2.146)

QGP =G, X PGP (2.147)

mit GQ = Q . (2.148)

E -QR¥Q

Einsetzen von (2.147) in (2.145) liefert
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[E-Ei-(p; Vi) ] PGP - PG X PGP =P
mit V,;=}f"x1:.

Aus (2.149) folgt

(%) GE)¢:) =

Es gilt

(0, X GE)H ¢, ) = (s, [E+V] Gy(E)[E+V,T )
= (s, Vi Gg (E) Ve'gp;)

wegen

GQ ¢; =0,

Damit ist

. ) -— '
s GE) ¢ )= (%, R(E) ¢.)

Falls (g, R(E,-h';)%) «E (t540) 15t

Resonanzpol

Ep= B (¢, R(Es+ve) )

/
E-E; = () Velf) = (5K Go(B)X )

(20

(2.

(2.

(2.

(2-

(2.

¢ 9ilt ndherungsweise fiiy den

(2

149)

150)

151)

152)

153)

154)

.155)
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Man muB8 hier fiir R.( E{ )den Wert oberhalb des Schnittes nehmen,

da die Werte des Matrixelementes unterhalb der positiv reellen
Achse im zweiten Blatt durch analytische Fortsetzung der Funktion
oberhalb der positiv reellen Achse im ersten Blatt entsteht.

Nach (2.116) und (2.155) ist

2= -_;- Jun (e, R(EtrE) ), (2.156)

T

Wir zerlegen also das Matrixelement (((1.) R(En‘g)%)in Real- und
Imagindrteil.
Wegen

Gy (E+n) = ?E__Q.M —an J(E-Q¥Q) (2.157)

gilt

(¢4, RUEAE) )= (), Voe) + (¢, Ve TG ED Veg)
- (¢, V. d (E.-Q¥QIQV, l(,) :

(2.158)

Es seien

PR Ceer = E Fe £, A (2.159)

die Eigenzustinde von QHQ zur Energie E. A bezeichnet einen Satz

von weiteren Quantenzahlen neben der Energie. Dann gilt
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(e, Vs J(E:-QQ)RVy,) =

(2.160)

=2 [UE (i Va5 E) o) (Hep , Vi) QA (B,

Darin ist ?,\lE,') die Dichte der 2usténde ‘fé mit den Quanten-
zahlen ) (Bei E-Normierung: ¢4 =/ ). Damit ist nach (2.156)

2 . .161)
== e fei)] LB, o

Dieser Ausdruck entspricht der "Goldenen Regel” fiir den lbergang
aus einem Zustand Y; in Zust#nde C&)g‘\ .-Die Zustlnde fg A sind
orthogonal zu f, als Eigenzustidnde des Operators QHQ, der in
einem zu s orthogonalen Raum wirkt.

Jetzt kdnnen wir den Zerfall des Zustandes {: auch als Ubergang
in die Zust#nde C& beschreiben.
Die Ubergangsamplitude vom Zustand ¢ 1in einen Zustand (ﬁ'/Eh A

ist nach (2.124) (Wir lassen die Indizes E‘/,\
rechnungen weg) :

in den Zwischen-

. he 2E ¢
(Gy®) = o S (%, G(E-n‘z)%'),,‘ T 4E (2.162)

Flilr das Matrixelement

(ﬁ) G(E)((;): (ﬁ.) Q G(E) P‘fq) (2.163)

gilt nach Gleichung (2.147)
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(¢, GEI) = (g, E?&?J{’[Z #e) (¢, GE ¢
= (¢, T.c/—ef E+V)E) (o, 6(E)¢.)
und mit (‘f‘e, (‘0“')1-0

ul'c‘(n‘) (\f«', G (E) fl) , (2.1645
E-E,

(4, G(E) ;)= Lo

Das Integral (2.162) 1&8t sich damit analog zum Integral (2.126)
auswerten. Es ergibt sich fir nicht zu groBe Zeiten wegen des zu-
sdtzlichen Poles fir E=E,

o Eet
T
(foee) V" ¢:) 2
( t) = L=E ) +
oy t) Ep —E,; ~ (¢, R(E 412D ¢, )
—2Es €
2 5 (e, Voe) ] (2.165)

E. + (@, RE+%)g,) - E¢

Wenn der Beitrag von (¢ R(E +1s) ‘(,) klein und langsam ver&nder-
lich mit der Energie ist ("schmale Resonanz") gibt es wesentliche

Beitrige nur fir E,= E;. Daraus folgt

(%6 ¥ ©) ‘
1Eet

qp - N 4 (F, -
(Poee) W) £ % (1-4, & (e E*)"L) (2.166)
Ee- Ex — (@, R¥E10s) @) '
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Quadrieren und Integrieren iiber E; liefert filr den insgesamt
zerfallenen Anteil von ((4

2
w({) =; gdf\c ”%E;,A,W*))’

€t
| 2, -%—) (2.167)
= BT 3o ()l te ) W) (17 7S
oder wegen (2.161)
+
wit)=|— 7T, (2.168)

Als einfachstes Beispiel fiir die Anwendung des Feshbach-Formalis-
mus betrachten wir das eindimensionale Lee-Modell. Der Hamilton-
Operator besteht aus drei Anteilen

Der Operator 7(“ beschreibt ein am Ort X=0 festliegendes Teil-

chen, das wir "Nukleon" nennen. Das Nukleon hat zwei Zustinde, die
durch zweidimensionale Zustandsvektoren dargestellt werden k¥nnen:

1) "Proton": Zustandsvektor «= ( :,) » Energie £=0

2) "Neutron® Zustandsvektor P: ( :’) » Energie £=2§ >0,

Mit dem Operator

T, = (2.170)
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ist dann

Der Operator

()

verwandelt ein Neutron in ein Proton

0"/4=0< , OTo =0,

Der Operator

- (17)

erzeugt ein Neutron aus einem Proton

o-+°(;=~/g (T*/S =0 .

Der Operator

2 ! )
H = Sd‘ .?t Y i) =

m

S o x Wﬂ"') L(x)gb(x)

(2.171)

(2.172)

(2.173)

(2.174)

(2.176)
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mit
LK) =~ T
beschreibt ein Feld von Teilchen, zu deren Erzeugung keine Energie

n¥tig ist +) . Flr qr"' ) 'l( gelten die Vertauschungsrelationen

C‘ v(x))v'l'(i)J = J(X-f)

[y ), 0] =0
Cytx), Y} =0.

(2.178)

‘Lr*' (x) erzeugt, LP(X) vernichtet ein Feldteilchen am Ort x.

Der Wechselwirkungsoperator

(2.179)

W= g (y*o) ¢ + (o) ot )

mit der Kopplungskonstante g, kommutiert mit dem Operator der
Gesamt-Teilchenzahl

N="N N, = jdx w‘*(x) p) + _'LQEL- . (2.180)

Dabei wurde dem Proton die Teilchenzahl /N, = O und dem Neutron
die Teilchenzahl NM--'? zugeordnet. Wegen[N,W)" 0 ist [N ,I-a =0 .,
Man kann also Eigenzustinde von H zu vorgegebener Gesamt-Teilchen-

+)
Soll fir die Erzeugung eines Teilchens die Energie ¢, ndtig sein:

so mus in (2.176) der Term 5«8 dx 'r’llf)q’ﬂ") erginzt werden.
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zahl finden. Wir beschr&nken aus auf den Unterraum mit der Teil-
chenzahl N=/ .

Sei ch der Vakuumzustand des Feldes, dann ist

CPO (x) = “‘{’+(x) 430

der Zustand mit einem Feldteilchen am Ort x und dem Nukleon im
Proton-Zustand. CP,, = ﬁ 4’0 ist der Zustand ohne Feldteilchen
mit dem Nukleon im Neutron-Zustand. Der allgemeine Zustand 4:
mit N=| ist eine Linearkombination der Zustdnde 43,, und Pa(k)

c{; =c¢, + ge{x ?(x) CPO[X) (2.181)

Wie man leicht aus den Eigenschaften von T, * und den Vertauschungs-
relationen {i+ W), |/(x) sieht, haben die Bestandteile des Hamilton-
operators die in den folgenden Gleichungen dargestellte Wirkung auf

¢, wund ¢>o(x):

(2.182)

#.. <P«0=£~; , }@Fchozo , W<Pw=3 CPO(D))

(2.183)

Wird das System in den Anfangszustand ((,; =¢,° (Neutron ohne
Feldteilchen) gebracht, so zerfillt dieser unter dem Einflu8 der

Wechselwirkung W langsam in ein Proton und ein Feldteilchen.
4% ist Eigenzustand zu ?(u bzw. zu PHP mit P = ‘ﬂ,) <¢w’

jeweils mit der Energie E,2ba
Wir berechnen nun flir schwache Kopplung die Zerfallszeit mit dem

Feshbach-Formalismus.
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Wegen QHQ = 3(; sind die Endzustdnde ‘fc( k) gleich den Eigen-
zustidnden von ?f;

.k
G (k) = F—' gdé 2 " ¢O(X) a x (2.184)
mie E«’“‘) = —ﬁ‘—?;l:i ' - (2.185)

Die Spektraldarstellung der Greenschen Funktion

g)= Q (2.186)
GQ(E+ 5) E vizo QJ(Q

lautet

| poo
k! '
Ga(fh'z) = g dk' 1 ( D> L)

E+as-€(4)
4‘2'()(~X')
gdxo(w | 0> gd/e“ o7y <hotx)] (2.187)

|
Das Integral Uber k liefert die freie Greensche Funktion fiir
eindimensionale Potentialstreuprobleme

kix-x'f |
G (E)= dedx I'P(x))( t‘k X )({;o(x)] (2,188)

Qo €
mit k-‘-’ 2 ) k> o fir E an der Oberkante des
Schnittes im ersten Riemannschen Blatt.
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Die Zerfallszeit ergibt sich aus dem Matrixelement

(((1', R‘fﬂl) = <¢(o‘ R ( ¢lo> = <¢tD,W| ¢'0> +<4>‘OIWGQ W'¢'°>,

Mit (2.182) und (2.188) folgt

< a2t ma (2.189)
<#w, R(E)’ﬁb,°> = 9 Tk
und damit fir die Zerfallszeit
= 2t (2.190a)
T a {.\Z k,“
*\?": (2.190b)
S = ,
Ay .?M»\
Aus (2.161) folgt mit (2.184)
M
I S I ¢ (rk~)|Wl4’fo>{ ik
L “~
2
11"& An
L
ﬁ N (2.191)

4

29 A
= .



- 58 -~

in Ubereinstimmung mit (2.190).

Wir diskutieren nun die Zeitentwicklung nach dem am Ende von
Abschnitt II.3 Jargestellten Formalismus. Nach (2.153) und (2.189)
gilt

(4 GEE)E) = <] GE) > = E—fl 5 (2.192)
w -+ =
mit

2 2 m
o= -9——*{ VT , (2.193)

E,= ¢, — M- (2.194)

hat die Greensche Funktion einen Pol zu einem gebundenen Zustand
bei

¥
Eq = — -+ (2.195)

27.

An,

Nach (2.134) gilt nach n¥herungsweiser Berechnung der Residuen
mit (2.192) - (2.194)

(G, Ye0)) = <. wH)>

- 1E
= £ ﬁk
_1'E?é 2wt
. _2E¢t
7 L4 &
+ 2T € t~z~;+%l ) (2.196)
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Wir schdtzen das Integral J fiir alle Zeiten ab. Es gilt:

_1E¢
)= S dE ¢ T( ' — — : —
2w —100 - 4“\":-"— E‘i "2.&-
E Vg’
S &
= g dE ¢ 2 (2.197
™) E(E-2.)%+ ¥ 197

. _nt
Mit E:—q'AZ folgt wegen ¢ qE‘_<I {g‘r47>o

= vy’
J S_ﬁt_ §>d7l ‘4“‘1("‘7*5«)2“')*1 /

I
04/'33
>

(2.198)

Nach (2.196) und (2.198) sind die Beitrdge des Pols E7 und des
Integrals J klein gegen eins. Sie werden also erst fiir sehr
grofe Zeiten wesentlich, wenn der Beitrag des Resonanzpoles zer-
fallen ist.
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IITI. OQuantitative Berechnung scharfer Resonanzen

Die in der Einleitung nur unbefriedigend halbklassisch be-
griindete Formel (1.1) wollen wir quantenmechanisch begriinden,
neu interpretieren und eine Gleichung fiir den Realteil des

Resonanzpoles angeben.

Wir betrachten ein Teilchen in einem eindimensionalen Poten-
tial nach Abb. 20 (\/(x)=°° fir X<O ). Die Streuldsungen

zu diesem Potential wollen wir aus den Streuldsungen zu den
einfacher strukturierten Potentialen V;k)und\ébdnach Abb. 21a,b
aufbauven. Das Potential %l&b V&(x) stimmt links (rechts) des
Punktes X, mit dem urspriinglichen Potential V(x) tiberein,

nach rechts (links) ist V4(X) (V{(x)) konstant gleich V(Yo) .

Ein Teilchen mit der Energie

2,2 -
E =§—k— (3.1)
m

im Potential Vj(x)  fiir X<X, bzw. im Potential V, (X) fir X>X,
die kinetische Energie

jl h'z_ hz kZ B V(xo) .

Jm T 2 (3.2)

Die Streuldsungen an Vz (x) beziehen wir auf ein Koordinatensystem
X , die Streul8sungen an \Q(X) auf ein Systam X', das gegeniiber
X um eine Strecke a nach rechts verschoben ist

X'=X—-o . (3.3)

Die Streuldsung zur Energie E nach (3.1) an bg(X) mit von rechts
einfallender Welle lautet asymptotisch (R>0)
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1 bty

Y, (X)= d,(-k) 2 ile'x fir X< Xq (3.4a)
1 —ikx! ! ar x!

Vf-k"‘) =g .,.1-4(.[()‘1 fir X = oo, (3.4b)

Die entsprechende Streuldsung an VQ(X) lautet
2 k% ik'x
Y00 =2 + (k) 2 fir X > X, | (3.5)

Dabei hat 7 (k) wegen der Undurchdringlichkeit des Potentials
VJ_(X) den Betrag eins.

Wir zerschneiden das Potential V(X) an der stelle Xo und
ziehen die beiden entstehenden Teile um eine kleine Strecke
auseinander, so daB8 bei X, ein schmale Stufe entsteht (V(x)in
Abb. 2lc).

Die StreulSsungen 1“ (x) am Potential Vix) miissen nach den oben
gegebenen Definitionen in der Stufe einerseits proportional zur
Streuldsung ﬁ'(") +) , andererseits gleich einer Linearkombin$tion
zweier4]£.near unabhingiger Streuldsungen zu V4 (X) , Z.B. 400D
und V/_u x) , sein.

2 | 2
Yo 00 = Y Ypt¥) = XY lx) +f‘tf_t(x) (3.6)

LAy = const. ) .
Daraus ergibt sich mit (3.3), (3.4) und (3.5) durch Koeffizien-
tenvergleich

2
+) Wegen der Randbedingung '4/&( 0) =0 gibt es zu gegebener
Energie nur eine Streuldsung an VQ(X) .
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o 0(4(-‘?)&"&'0"—';' ) (3.7a)

A U(f(-k) [".k'a:(r"f‘z(k)‘ (3.7b)

Es folgt

- 1"
f :a—;(é;!f:%zz "), (3.8)

Fir X >Xo ist die Streuldsung, ¢!X) dyrch die in (3.6) fest-
gelegte Linearkombination von Yﬁh und “k gegeben, da Vix)
fir X>X, mit V,(X) Ubereinstimmt und die L&sung durch
die nach (3.7) gegebenen Anfangswerte bei X, eindeutig bestimmt

ist. Fordert man insbesondere fiir X > 00 die normierte Form

Y (X)= ‘/—3-'—,;" {¢~1'l!x+ R(k) ldkx} y (3.9)

so ist dadurch der gemeinsame Faktor von & und/g in (3.8) fest-
gelegt. Mit (3.8) und (3.4b) ergibt sich

Q!
R‘k) - _'E(’k) d,,*['k) +d4(‘é)&(k) 621L Q .
dCR) + d, (R k)1 (k) 2% He (3.108

4"!'&
X = L. dsfk) ¢ (3.10b)
Vi o ¥(-k) + o, (-R) TXER) 7, (k) g2 '
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Geht man mit der Stufenbreite im Potential V(X) gegen Null,
so geht (3.10) in die Gré&se R(b) fiir das Potential Vﬁg)ﬁber.

Der Ausdruck auf der rechten Seite von (3.10) 1ldB8t sich mit Hil-

fe von Invarianzeigenschaften der Schrédingergleichung verein-
fachen.

Die Streuldsung an VJX) mit von links einfallender Welle lautet
asymptotisch

) )
X ~aR X
ﬁ;h(!): qu + 1, (k) £ “L fir X &X, (3.11a)
A qu'
Y, () = o(q(k) e fir X = *2. (3.11b)

Wegen der Teilchenerhaltung sind bei den L&sungen (3.4) und
(3.11) die Teilchenstrdme auf beiden Seiten der Potentialbarriere
gleich

|
1- |4;,(.k)|z= —E—/d‘,(d)/z (3.12a)

I’D(,‘?)I L qu(&)lz (3.12b)

Die Grdgen auf den rechten Seiten von (3.12a) und (3.12b) stellen
die Transmissionskoeffizienten des Potentials \Q(ﬂ dar , d.h.
das Verhiltnis von durchgelassenen zu einfallendem Strom

- \ {b)g—h— k ¢ 3.13a
P(k)-'g'fnf) k! "’(4(), (3-132)

)('h)"’-gt‘{".‘:)"'i—““k” (3.13b)

-
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1
Die Funktionen ’q/h(x) und ?’k(X)sind linear unabhingige
L&sungen der Schrddingergleichung mit dem Potential VQ(Y)
und der Energie E . Jede andere L&sung dieser Gleichung 1l&dBt
sich als Linearkombination dieser beiden Funktionen darstellen.
Speziell fiir 4&(*) gilt also

. 1
@Rtx) = 0»‘{1/_&(") + b“f-:(x) (Q)L"'" cons{\)_ (3.14)

Durch Vergleich der asymptotischen Entwicklungen auf beiden
Seiten von (3.14) findet man mit (3.4) und (3.11)

vk) k)

T OY
2
| I'r,,(‘k)’
b= d*(‘l?)— d, (k) + 1 CB) . (3.15b)

Aus (3.12) und (3.15) folgt

ho(1(f()=k'd4(vk)) (3.16a)
\r, (D= [~ (-k)) . (3.16b)

Mit (3.12), (3.16) ergibt sich aus (3.10) nach einiger Umformung

K(k)= qb‘*(b) 7% (U 2k —3—(—L (3.17a)
*Ck) g (k)

1k
1 Rdd)e™a
y- = = 3”?) . (3.17b)
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mit

L)
3(k)= I~ 1,(k) T, (k) LZ«ltq , (3.18)

Setzt man

u(b)

7 (k)= I k)] 7 5199
1, (R)= &J,u.z(k) J (3.20)
so wird
g(k)= |- (1, (k)] LW (3.21)
mit
V() =pu (k) +u, (k) +2k'a (3.22)

Die Pole der Funktion R(k) sind durch die Nullstellen des Nenners
in (3.17) gegeben

9[[3).—_— 0. (3.23)

Bei reellem K ist nach (3.12) 7;(k) <1 . Nach (3.21) hat g(k)

daher keine reellen Nullstellen. Wenn lqy(k)l nur wenig
kleiner als eins ist, d.h. nach (3.12) und (3.13) D(k)(( 1)

wird bei
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Y(k) = Z2mT (n suni) (3.24)

der Betrag von 9(k) klein gegen eins. In der N&he dieses
Punktes kann man daher eine komplexe Nullstelle mit kleinem
Imagindrteil erwarten.

Mit dem komplexen Argument

K= k-,-4‘7 (3.25)

ist

9(I<)== u(k,?)u‘v(k,q) (3.26)
mit reellen Funktionen ulk,q), 'V(bu 9)
Bei hinreichend kleinem Imagindrteil ? gilt fiir die Nullstelle

glk)=1dk,o) +4l,lk,o)7 + 1 ( (ko) +1)7[I(,9) 7)=O, (3.27)

Damit ist

(3.28)

__ ulkyo) __ (ko)
q ’u'(&,o) ’U? (k,o) ’
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Mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

= = - (3.29)
“e =79 Ve = Yy

Vi

wird daraus

g= 2lko) _ _ vlko)
Vi (k, 0) U, (k,0) (3.30)

Es folgt die Konsistenzbedingung

U ko) 1y (ko) +0(ko) Vy(ko)=0

oder
9'2 (12 +v2) 'Dk l?(/e)lz"O, (3.31)

Diese Gleichung bestimmt den Realteil der Nullstellen von ?(K)
Gleichung (3.30) den Imaginirteil. Die lineare Entwicklung
(3.27) kann nur bei kleinem ] (k)l gut sein. Aus den L3sungen
von (3.31) muB man daher die Minima auswdhlen.

Nach (3.21) ist

|t}(lz)ll=1 + Iq(k)lz-— 2 l'r;,(k)' o Y(U, (3.32)

Fiir ld,'[k)l &l ist l‘t,(k)' ¥ 1 und die Minima von
sind niherungsweise durch (3.24) gegeben.
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Mit dem Wert (3.24) fiir :‘ta?)und der Beziehung (3.12b) ergibt
sich fir |g Hz)-IL bis auf Terme hdherer Ordnung in (k) ger
Wert

]da,(k)/; = -#—I_'D(k)l% (3.33)

Die hier gemachte N&herung fiir die Lage des Pols wird nur dann
gut sein, wenn der Wert (3.33) klein ist, d.h. fir :Né)« 1
Fiir den Imaginirteil des Pols ergibt sich wegen (g W = 1

mit (3.30) und (3.21)

_ ulko) _ 1 — ""«‘k)lz _ wls LY )
1= Vy (b, 0) — 1, k)| ¥'(k) Z

oder mit (3.12b), (3.13b) und Entwicklung nach ])(k) bis zur
ersten Ordnung

- — _.P_(_.b_.).__ . (3.35)
1 2%(k)
Flir die Maxima von l (h)'z ist bei reellem h nach der

Darstellung (3.21) ¥= lg};- 2441 . Damit ist nach (3.30)
und (3.21)

e e 2
,?IMQK - _ I¢4(k)'z &I(é) ~ W . (3.36)

Dieser Wert ist wegen des fehlenden Faktors D(&) groB8 gegen
den Wert (3.35). Damit ist nochmals bestitigt, daB bei den Maxi-
ma von !? (k),z keine Resonanz liegt.
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Mit den bisherigen Ergebnissen kénnen wir die in Kapitel II

fir spezielle Potentiale gewonnenen qualitativen Resultate lber
den Verlauf der Streuldsungen bei reellem R filir allgemeine
Potentiale mit Resonanzen best&dtigen. Mit (3.6) und (3.5) ist
I%(’(") / von der GrdSenordnung Iﬁ widhrend I'lf'b (x) ,
nach (3.9) fir x$HX, von der GrdBenordnung eins ist. Der Ko-
effizient Y- ist also ein MaB fiir das Verhdltnis der Amplitude
der Wellenfunktion in der Potentialmulde zur Amplitude auBerhalb
des Potentials. AuBerhalb der Resonanz ist | (k)’nach (3.21)
von der Gr&Benordnung eins. Nach (3.17b) ist [|§*/ dann von der
Gr’cSBenordnung-:-';/C(f(‘)/, d.h. klein gegen eins. In der Resonanz
ist nach (3.17b), (3.33) und (3.13) /fj von der Gr&Benordnung

1/ 1d,(k)])*> 1.

Dieses Ergebnis zeigt noch einmal fiir allgemeinere Potentiale
daB bei der Streuung mit der Resonanzenergie ein nahezu gebunde-

ner Zustand entsteht.

Fiir die Zerfallszeit dieses Zustandes folgt aus (3.35) und
(2.11b)

I
.::. = "f;'(w D(k) ==V(/?)‘D(k) (3.37)

mit einer in (3.39) definierten Umlaufsfrequenz ¥V und

V() = 9, /ﬂ) + Qup (k) +2a. (3.38)

Die Formeln (3.37-38) lassen sich fiir ein Potential nach Abb. 2
besonders leicht interpretieren., Den Punkt X, legen wir in den
Bereich verschwindenden Potentials zwischen der Potentialwand
bei x=-a und der Potentialbarriere.

{
In diesem Fall ist /uz_(lz)'--ivr) ksk, also



-70_

_ _hk ] |
—_'E-— ) Dlk) = v(k) Dk ), (3.39)

Yik)= Qk/u,,(/t) +da. (3.40)

Nach (2.103) ist

L e g ) .
d ~ er

die Verzdgerungszeit bei der Reflexion eines Wellenpakets an
der Potentialbarriere gegeniiber der momentanen Reflexion

bei x'=0 .

Das Wellenpaket braucht also die Zeit (tu3=Gruppengeschwindig-
keit)

!
tl=%.ﬂ}_+t¢=_"‘%..{_“.)_ ) u}=—§£—) (3.42)

um den Weg von der Potentialwand zur Barriere und zuriick zu
durchlaufen. In (3.37) ist also die Frequenz Kehrwert einer
quantenmechanisch modifizierten Laufzeit anstelle der klassischen
Laufzeit in (1.1).

Fiir den Fall der Gililtigkeit der WKB-Ndherung werden wir in Ka-
Pitel IV sehen, daB die Frequenz v(k) in der allgemeinen Formel
(3.37) der Kehrwert der klassischen Umlaufzeit in der Potential-
mulde ist und die Lage der Resonanzen durch eine Bohr-Sommerfeld
Quantisierungsbedingung gegeben ist.

In Kapitel IV werden wir einige Beispiele zu den allgemeinen
Resultaten dieses Kapitels betrachten und dabeil insbesondere

Abweichungen von der klassisch interpretierten Formel (1.1)
diskutieren.
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Wir wollen nun noch den mit den Niherungen (3.24) und (335) ge-
machten Fehler etwas genauer abschidtzen. Dazu berechnen wir die
Nullstellen von glk)ausgehend von der L&sung k, von (3.24)

in der Entwicklung nach Potenzen von D(k~>bis zur zweiten Ord-
nung. Die im Anhang D durchgefithrte Rechnung liefert

K=k, =2200) [o, 00b) _ 7 Dlby) | Dlk) ¥'(k,) (3.43)
v |V Tyt Y e,

Die Korrekturterme in der eckigen Klammer sind klein, wenn die
Durchlédssigkeit der Potentialbarriere V,(x) klein ist und sich
mit der Energie nur 1angsam dndert.

Die Ergebnisse (3.32) und (3.35) sind abhdngig von der Wahl des
Punktes X, . Solange jedoch bei einer Anderung von ¥, die
Korrekturterme in (3.43) klein gegen eins sind, bleibt die Ab-
weichung der Ndherungen (3.24), (3.35) von den exakten Werten
klein. D.h. aber, daf8 die Ndherungswerte (3.24), (3.35) bis auf
relative Abweichungen von der Gr8B8enordnung der Korrekturterme
unabhéngig von der Wahl des Punktes X, sind.
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IV, Beispiele und Ndherungen

1) Exakt l8sbare Beispiele

Fiir ein Rechteckspotential nach Abb.22

Vi) = —J—fé—x} O (x (b—x)))

lauten mit

= Vul -k

X _ _k
&= X

X, _k_
1T X

die Streuldsungen fiir 0< k< ¥o
(Anhang B)

mit

Fo 0= dlk) 27
B x) = dlk) 27O (conbiga-b) + Lo pisctiserr-b))

Fiir o<x<é,)

G )= efbx'l'fr//c),e"lbx filr

-fké

dfk) =

2
corbrh +%§Ma{b )

fuir x>b

XLO0

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4a)

(4.4b)

(4.4c¢)

(4.5a)
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fr(k):—%‘-f—m‘,‘,,,l@,(b dlk). (4.5b)

Die Phase von T(L) ist

/u(/e)=a,ra$%2“";‘“ (4.62)
me  adwp S0 und Elspu 0. (4.6b)
Fir die Ableitung der Phase (k) findet man
/’(L)=—Jg{—!flli {kb s +72m‘w&xé W)xé} . (4.7)

Fiir das um eine unendlich hohe Potentialwand bei X<-& erginzte
Rechteckspotential gibt es Resonanzen nur fiir D <<l ., 1im fo1-
genden werden wir unter dieser Bedingung die Resonanzstreul8sungen
und die Zerfallszeiten diskutieren. Nach (4.5a) gilt mit £Z=7zf'7

= L. : _ (4.8)
D(k) = [d (k)| I+ nlib

Die Bedingung D<¢| jgt erfillt, falls mit einer Konstanten L |
gilt

(4.9)

%’-M)Cb =L,

Mit den dimensionslosen Variablen
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=kl (4.10)
und )(o'—‘-' % (4.11)
folgt aus (4.9)
ble ol g e g 2L V] (4.12)
VYu2=1" 20

Fir /i <<£~ folgt aus der Entwicklung der Arsinh-Funktion

b'= oL- 2(L+5 L) (k*-1) (4.13)

rir Vd'-) 2L gilt analog

2L
L = L - 2 (L+ )(&;2 (4.14)

Abb. 23 zeigt den Verlauf der Kurve (4.12) fir L=/9 im 4¢'- Ll
Achsenkreuz. Oberhalb der Kurve istD< 19 z

LVEY
20!1

Wegen Arsinh L 2 Arsinh

verl¥uft die Kurve

L= Arin Al L (4.15)
Ve '

aufer am Beriihrungspunkt )Co F ganz oberhalb der Kurve (4.12),
verschirft also die Bedingung D« /O (Abb.23).
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Es gibt einen kleinen Bereich mit Ie?>xf ung Dl . Fdr /e’) X:

ist

b= —
1+ 2 pind i b

mit a“gtk-%Z){’z_;

D«<<¢| bedeutet hier

e b | =L

oder in dimensionslosen Variablen

| A Vi34 [ = .?L&‘I;)Q"Z

Diese Gleichung kann nur erfilillt sein fiir

3 |
V-4 |
Ie* B
-3
d.h. bis auf Terme der Gr&Benordnung L
1 Z v
- < ¥ S,
T=7r =%
Aus (4.19) folgt fiir diesen Bereich
FILY
/ : Vi-¥d
BI:_ /a.r 1 ?L JQD
2 1 & .
e A

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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Die Resonanzen liegen nach (3.24) und (3.22) mit /‘-z(b)"”r bei

/u(k)+2/ea = (Zm=-1)r (4.22)

Wegen (4.6b) liegt /41 in einem der Intervalle

(a?u-l)ﬂ' s/« L VLR A (e 3an2). (4.23)

Damit gilt nach (4.6a)

fo ko =— 2@»;4):4 (4.24a)
mit (,u_z')]— \(kq g M. (4.24Db)

Die Zerfallszeit ist mit Zf' nach (3.40 ) und (4.7)

Lo _hk L (k)] * (4.25)
T P 4

Nach (3. 5), (3.17) und (3.21) lautet die Steuldsung ¥, (¥/ zum
Gesamtpotential (m(k)=-1)

Y () = 2 P kixta) fiir - <k <0 (4.26a)
mit

1'1(&
Ly-(R)= o *(k) ,-\ﬁouf!(/e) g (4.27)
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. b .
Y, () =Y (rim k& cosd XX + - corka Mxx) (4.26b)
fir C><-/(<:‘?.

Oberhalb der Kurve (4.15) ist 4¢b»/und damit nach (4.5)

‘1'116 ‘Xé
dlk)= 22' ; (4.28a)
+. £
y ]
(k) =— "ZAF 3 2z . (4.28b)
z

Aus (4.24a) wird wegen coth el A

2% QK
thkl = T e - k .
[ - tllea |- k> | -
% k
Daraus folgt
tas kg = - L (4.29a)
€
oder & ka = £ (4.29b)
anka=

Nur die L8sungen von (4.29a) erfilllen die Bedingung (4.24b) (Abb.24).
Die Zerfallszeit ist nach (4.25) und (4.7)

. bk .IblezacZL'zké

T dan (@ W0

(4.30)
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Der Term '/ac im Nenner ist die Korrektur zur klassischen Laufzeit.

Fir x>>lz (Bereich II in Abb. 23) liegen die Ldsungen von Gleichung
(29a) in der Nihe von ka = T+s«T , £ir k»X (Bereich III in Abb,
23) in der Nihe von ke =§+““’ . Die entsprechenden Resonanzstreu-
funktionen nach (4.26) und (4.27) sind in Abb. 26 b und c skizziert.
Innerhalb des Rechteckpotentials fallen die Funktionen im wesent-
lichen exponentiell ab. Fiir k> X ist dieser Abfall langsam gegen-
tiber der Wellenldnge ?F/L . Damit die Bedingung xo>» | erfillt ist,
muB8 dann das Potential breit gegen die Wellenldnge sein. In diesem
Fall wird der Term '/ in (4.30) gros. Fir Vi~ <4L (Bereich I in
Abb. 23) gilt mit

= xZlb (4.31)

auf der Grenzkurve (4.12) in der Entwicklung (4.14)

: =2L > | (4.32)

FUr groBes &l wird bei festem & die Potentialschwelle sehr
schmal und hoch und geht fiir #, > in dascf -Potential

h

2
Vix) = 50—« J(x) (4.33)

Ma

iiber. Fir groBes ¥, ist

baxob = ;;S(: <« | (4.34)

Mit /u'»wszkxb und ALxba) wird dann
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_ (4.35)
dlk) = ——

k

e
k) =— —2E . (4.36)

|+4'o(

Tk

Gleichung (4.24a) geht iiber in (Al . 25)
. 2ha = — 2k (4.37)
tﬂM Q x

Die Ldsungen von (4.37) bis zur Ordnung o~ stimmen mit Re /'p
nach (2.75) iberein, wie es wegen der Aquivalenz der antisymme-
trischen L8sungen zum Potential (2.57) mit den hier behandelten
Zustdnden sein muB.

Fir d -shnliches Potential mit endlichem o gilt im Zentrum

der Resonanz mit (4.26a) (Abb. 26a)

fir o<k<b (4.38)

%, (0 =Qx"[_f_ (:f-&:iz) - kx]

Die Funktion
leitung aber
das Ergebnis
sind von der

Fir

dndert sich in diesem Bereich nur schwach, die Ab-
stark. Die Zerfallszeit ergibt mit (4.7) und (4.25)
(2.117). Korrekturen zur klassischen Formel (1.1)
Ordnung "3 und damit vernachlissigbar.

Vol ’<) = —f— 23 (2.39)

-
L

(Bereich IV in Abb., 23)
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wird auf der Grenzkurve (4.12) in der Entwicklung (4.13)

kl, =2L 51 (4.40)

d.h. das Potential ist breit gegen die Wellenlidnge EEE . Aus

(2.39) und (2.40) folgt

XL<<I) (4.41)

d.h. die Energie des Teilchens ist etwa gleich der HBhe des Poten-
tials.

Damit gilt nach (4.5)

kb
d(k) = L‘k'o ) (4.42a)

-2
(k) = — 'ig‘ﬂ : I‘hk . (4.42b)

| ~ aR®
L
Aus (4.24a) wird (Abb. 25)

e 2kha = —h%-; (4.43)

Unter Beriicksichtigung der Bedingung (4.26b) findet man L3sungen
i b = -I\Yx (
dicht oberhalb von k,= (am 3 >q, , in Entwicklung nach /k,L

- ! (4.44)
b=k (1+ 45
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Mit (4.26b) findet man fiir den Verlauf von tfk()() im Zentrum der
tiefsten Resonanz (Abb. 264)

Y, (x) =0 (- *f—) fir 0<X< b (4.45)

Die Zerfallszelt ist

A ]

»

t AM(@."" ) 'le

(4.46)

Der Korrekturterm b/3 im Nenner iUberwiegt den klassischen Term
a, da a nur von der Grdgenordnung der Wellenldnge ist. In diesem
Grenzfall ist also die quantenmechanische Verz&gerungszeit gr&Ber
als die klassische Laufzeit.

Als weiteres exakt l6sbares Beispiel betrachten wir das Dreiecks-
potential nach Abb. 27

Vix) =

L (g)oeey o

Mit den Airy-Funktionen A j B—»’ (Abramowitz, Stegqun /6 /) und den
Abkiirzungen

€y=- ___)’3 k? (4.48a)

€ = (__1)_:)2/3 (vo- k) (4.48b)

= "‘/:@ B(%6) + Bi'(%) (4.48c)
L,= —aV-§, A<(§,) - A:( $) (4.484)

?(g)‘ﬁ)=" (%‘0) A"(g) +L (?b) B'(ﬁ) (4.48e)
(5% = %25 %)
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gilt fiir dieses Potential mit ©<k< V0, ' (Anhang C) bei von
links einfallender Welle

(k)= ‘/:i:; et §)- "‘(?'(?") {'bl (4.49a)

% $(65,) LAY

c((k):: 2 . £
TR0 ) R TS 1)
Abb. 34 zeigt numerisch berechnete Gre’;%curven fir I 4 { b)'{ -
(C=65..| 0°%) in den dimensionslosen Variablen
brg D,
Vo = kf{ (4.50a)
b=kt (4.50b)

Die Resonanzen fiur das Dreieckspotential mit Potentialwand bei
X=-@a sind im allgemeinen Fall schwer zu diskutieren. Fir Spe-
zialfdlle werden wir sie im ndchsten Abschnitt im Zusammenhang
mit der WKB-Ndherung betrachten.

(4.49Db)
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2) WKB-Methode

Mit
ﬁZ
Vix)= —=— voo (4.51)
e
b = k2 - o) (4.52)

lautet die eindimensionale stationdre Schrédingergleichung

1{/”()() + kz(x) Y (X) =0. (4.53)

Mit dem Ansatz

1" Stx)
W)= Ax) 2 (4.54)
wird aus (4.54)
A" S'A 44 (25'A"+5"4) + RZ0A=0 (4.55)

Im klassisch erlaubten Bereich szx) >0 oszilliert die Funk-
tion 'I((x) . Man kann dann (4.54) als Darstellung von 1{/{1} durch
Betrag Aund Phase §(x) augfassen. Damit folgt aus (4.55) durch
Zerlegung in Real- und Imagindrteil

_ U
- kixy = A (4.56a)
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254" +54 = D, (455’ ) =0 (4.56b)

Im klassisch verbotenen Bereich kz(’) <0 kann man die Zerle-
gung (4.56) als willkiirliche Zusatzbedingung fir die zwei unab-
hdngigen Funktionen /40(), §Cx) auffassen, durch die in (4.54)
eine Funktion 'q/l”)dargestellt ist.

Aus (4.56b) folgt durch Integration mit einer Konstanten C

C
A= (4.57)
VSO !
Fir A"« bir) (4.58)

44—

geht (4.56a) in die klassische Hamilton-Jacobi-Gleichung
2
' = k%x) (4.59)

iber. In dieser Niherung gilt fiir den klassisch erlaubten Be-
reich k2(¢)S 0

X
Sixy = % g b ) ol x | (4.60a)
und fiir den klassisch verbotenen Bereich kz(x) <0

X
Stx) = t4 f)e(x) o x (4.60D)
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Yix) = V- k%) (4.61)

Damit und mit (4.57) lautet die Ndherungsl&sung der Schrddinger-
gleichung mit Konstanten C:,“ (}

X
wix) = %I‘r(ff"‘”dx + L ftp[ f&(x)a/x)
)

k‘K) (4.62a)
for ke >0,

(x) =
t Viex)'!

V_'.exf(jx(x)dk)-q- Ly Zx/a(- jx)((x)dr)

fir km<o, (4.62b)

Setzt man (4.57) in die Bedingung (4.58) ein, so findet man als
Gliltigkeitskriterien fiir die Ndherung (4.62)

b )
k’(x)

<« | and l:3((2 / « | (4.63)

Im allgemeinen geniigt es, die erste Bedingung (4.63) zu fordern.
Denn wenn in einem endlichen Bereich die Steigung ktx) klein
bleibt, kann die Kriimmung nicht gro8 sein, auBer wenn starke
Rechts- und Linkskriimmungen abwechselnd sehr schnell aufeinander-
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folgen (Abb. 28). Wenn wir also den zuletzt genannten Fall aus-

schlieBSen, brauchen wir im klassisch erlaubten Bereich nur

k'w [« (4.64a)
k%x)

und analog im kl assisch verbotenen Bereich

_)_f_’_@_)_ << | (4.64b)
i)

zu fordern.

Die Bedingungen(4. 64)bedeuten anschaulich: Die lokale Wellenldnge
zr/lz(;() 4ndert sich nur wenig iiber eine Wellenldnge. Dann dndert
sich nach (4.52) auch das Potential ilber eine Wellenldnge nur
wenig. Das bedeutet aber, daB die klassische Mechanik n#&herungs-
weise gilt. Die Exgebnisse (4.62) mit der nach (4.59) klassisch
berechneten Phase S¢(x) nennen wir daher quasiklassische Ndherungen.

In Bereichen um die Punkte Xo mit I?(Xo)s 0, also um die Um-
kehrpunkte der klassischen Bewegung,sind die Bedingungen (4.64)
wegen des kleinen Nenners nicht erfiillt. Dort werden also die

Ndherungen (4.62) falsch. Im Umkehrpunkt selbst werden diese Aus-
driicke sogar singuldr.

Das Hauptproblem bei der Anwendung der quasiklassischen Niherung
besteht in der tberbriickung der oben genannten Bereiche. Dabei
ist weniger die genaue Gestalt der Ldsung in diesen Bereichen in-
teressant, als vielmehr die Verkniipfung der quasiklassischen Ndhe-

rungen zu beiden Seiten eines Umkehrpunktes. Allgemein kann man
dieses Problem fo lgendermafen l8sen.

In einem Bereich um den Umkehrpunkt, der zu beiden Seéiten mit dem
Gultigkeitsbereich der quasiklassischen Niherung i{iberlappt, l¥st
man die Schrddinge€rgleichung mit anderen Methoden und identifiziert
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dieser Losung in den Uberlappungsbereichen mit den quasiklassischen
Ndherungen.

Wir 18sen dieses Problem fir den einfachsten Fall, das sich das
Potential linear um den Umkehrpunkt entwickeln 1&48t und daB diese
Entwicklung bis in den Giiltigkeitsbereich der quasiklassischen
Ndherung gut ist.

Wir betrachten ein Potential nach Abb. 29, wobei der Einfachheit
halber der Ursprung des Koordinatensystems in den Umkehrpunkt ge-
legt ist. Die Integrale (4.60) beziehen wir auf den Umkehrpunkt
und setzen

0
Yx)= g kix) o x fir X <0 (4.66a)
X
X
%(x)-" §J((x)dx fir xS o, (4.66b)
(]

Damit kann man die quasiklassischen N&herungen in folgender Form

schreiben
Fax
Y= C_ » 7 fir X <O (4.67a)
\/Ile)'
+ flx)
Y= c 2 ? fir X >6O. (4.67b)

WC(x)'

In der Ndhe des Umkehrpunktes gilt die lineare Entwicklung

bix) = ~setx) =%’K ) 1),'=1)'{o) (4.68)

pDamit wird aus (4.66)
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3

7(,()=\]1)°‘ -%(—K)/"f fir Xe¢o (4.69a)
3

Qo= 2 fir 4> 0 (4.68b)

Im Gliltigkeitsbereich der linearen Entwicklung von kﬁx) lautet
die Schrddingergleichung

1{/"()() - 1)";( Y/(,() =0 (4.70)

Linear unabhdngige L&sungen dieser Gleichung sind die Airy-Funkti-
onen ,{.,'(.3'/5:";) und B,(_%;-'k) (Abramowitz, Stegun /6/). Nach
den obigen Annahmen muB die lineare Entwicklung (4.68) bis in den
Giltigkeitsbereich von (4.64) gut sein, d.h. fiir

Iy XB/‘I >, (4.71)

Fiir diesen Fall gelten die asymptotischen Entwicklungen der Airy-
Funktionen /6/.

Diese kOnnen mit (4.67) - (4.69) in folgender Form geschrieben
werden
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l NI
v, Y s -
7r/z v, 6 /4’.( v/ X) ‘2(1)’,”'/,* £
‘ —.‘%(y) ) (4.72a)
= £ ir x>0
2 VJ(()O' (
% % v, SR »a46£ﬁFﬁn%+l%)
-”—/2 1)9' 6 A‘l‘( ’Uo X) W 3 ‘r
R ) (4.72b)
—_ _J Aa4(7m)+%;) for ’
VEkixy'
I §-ﬁ7x»
I v, .. '
T 0l B () o< il <
%(z)
J V)

for x>o (4.73a)
Byl J
anﬂ

y) |
reol% Bi(3fos) < —— |

3,
2 /A 2 E
oy A (FVE) %)

(4.73Db)
[

%
= < S (= + I
= Vi (4§07 (-x) Lr)

@;‘,r x< 9.
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Damit hat man folgende Zuordnung von quasiklassischen Niherungen,
wobei nach (4.71) und (4.69) ‘f(x) und 17(*) gro8 gegen
eins sind.

X<Lo X>0
! vy (x)+lE) ap = L-(§0‘) (4.74a)
b oo (10 M e

;:l I =—‘_—4&
Y, mm(wx)q»?_) Y = Ve

(4.74b)

Spiegelt man das Potential am Umkehrpunkt, so findet man Zuord-
nungen von analoger Form, wobei nur klassisch erlaubter und
klassisch verbotener Bereich und die Integrationsgrenzen in (4.66)
vertauscht sind.

Die Anwendung der quasiklassischen Ndherung mit den Zuordnungen
(4.74) zur Uberbriickung einés Umkehrpunktes nennt man WKB~Methode.
Die Kriterien fiir die Gliltigkeit des Verfahrens wollen wir an zwei
Beispielen diskutieren. Fiir ein analytisches Potential mit 1f%0)+0
ist die lineare Ndherung gut, wenn gilt

2
| v [IX1T << 10| IxX| (4.75)
Mit (4.71) folgt
I (o)
<X} & 4,76)
7% ‘.,f 1%0) (
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und damit die notwendige Bedingung

q
i) ). (4.77)

[v (o) ¥

Fliir das Potential

_\xl
V)=V, £ B (4.78)

mit den Umkehrpunkten X nach

ix,)
le®— 0, 2 t=0

folgt daraus

kbSO, (4.79)

Die Ausdehnung b des Potentials muB also gros8 gegen die Wellen-
linge sein. Die Bedingung (4.64) bei ¥= © liefert

Vo <) (4.80)
b(h;~ﬂo)36

- 4 ki< v
Diese Bedingung 148t sich nur erfiillen, wenn > ist.

Bei einem Potential nach Abb. 30, bei dem der lineare Bereich
um den Umkehrpunkt in einem Knick in den quasiklassischen Be-
reich ilbergeht, kann man die WKB-Methode nicht immer anwenden,
denn wenn der steile lineare Bereich nicht sehr hoch ist, wird
an seinen Enden die Bedingung (4.71) nicht erfiillt sein, man
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wird also die Airy-Funktionen nicht asymptotisch entwickeln
k&nnen. In diesen F&dllen kann man aber an den Knickpunkten die
quasiklassischen L&sungen stetig und differenzierbar an die
Airy-Funktionen anschlieSen. Im Extremfall des senkrechten Poten-
tialsprungs kann man die quasiklassischen L&sungen zu beiden Seiten
direkt stetig und differenzierbar aneinander anschlieBen.

Die WKB-L&sung filir das Potential nach Abb. 29 mit Umkehrpunkt
bei ¥=0 muB flir X>0 exponentiell abfallen. Nach (4.74a)
hat sie dann fiir X¥<0 die Gestalt

=) _ Al . (4.81a)
Y, (x) mm(ﬁitx) + ) 1a

l’-

for x ~> -o0

s(—'v!:k:.' /M:v\( g(é'(ﬂ*-/z)dx _&x -‘—_E.) (4.81Db)

Daraus findet man als Phase von +(k) (tr(k)|= 1)

/]
/«(/z)=2 S (kt)~k) dx -{. (4.82)

Nach (2.101) gilt fir die Verz8gerungszeit .td‘ bei der Reflexion
an einem Potential gegeniiber der freien Bewegung mit momentaner
Reflexion bei x=0©

t= 5 plh) (4.83)

Mit (4.82) wird daraus
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MU
- ) (4.84)

o
f¢=2_§°dx(ﬁ””l/£_2___m Tk

Der Integrand in (4.84) verschwindet auBerhalb des Potentials.
Innerhalb des Potentials ist er gleich der Differenz der Kehrwerte
der klassischen Geschwindigkeiten mit und ohne Potential. Die Ver-
zdgerungszeit ist nach (4.84) also gleich der Differenz der klassi-
schen Laufzeit vom Rand des Potentials zum Umkehrpunkt und zuriick
zur entsprechenden Laufzeit bei freier Bewegung. Die WKB-Methode
liefert also dieselben Laufzeiten wie die klassische Mechanik.

Wir wenden die WKB-Methode nun auf die Streuung an einer Potential-
barriere nach Abb. 31 an. Bei von links einfallender Welle muB die
L6sung rechts vom Umkehrpunkt XB eine auslaufende Welle sein.

/
VYkix)’

X
1“()(): Qx{:({gk(xa)dxl.,._‘_rﬂ;) fiir X >Xs (4.85a)
%

Nach (4.74) ist die L&sung im klassisch verbotenen Bereich eine
Linearkombination von exponentiell ansteigenden und abfallenden
Anteilen. Da ?L&) in (4.74) immer groB8 gegen eins ist, kann man
den nach links exponentiell abfallenden Anteil vernachléssigen.+)
Nach (4.74b), (4.66) und dem im AnschluB an (4.74) Gesagten gilt

also

. X
YelX) ’"‘:Z\/TT’ exp (§ Yew)dy’)

= o) exp (= C e
— sz'o( sz){(x x)exla( §zm x)

(4.85b)

fur xz<X4X3 '

+)Der Fehler im exponentiell ansteigenden Anteil ist wegen der Un-
genauigkeit der asymptotischen Entwicklungen (4.72), (4.73),
deren zweiter Term nur um einen Faktor %f kleiner ist als der
erste (Abramowitz-Stequn /6/ ), grdBer als der gesamte exponenti-
ell abfallende Anteil.
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Nach (4.74a) lautet dann die Streuldsung links von XL

'%(X) = \/ET;‘ -(X/o (SJC(X')dX) MM( k(X}dX + T I (4.85¢c)

‘jh:LE;h'(s. Abb.

Fir X >teo geht kOO in R , fir x>~ in b'= e

31) iiber. Daraus ergibt sich das Betragsquadrat des Koeffizienten
t((k) als Verhdltnis des Amplitudenquadrats der einfallenden zum
Amplitudenquadrat der durchgelassenen Welle

o((/?)l «Ut/o( .?_S K(x)c(x) (4.86a)

Der Transmissionskoeffizient (3.13a) wird damit

X

k)= £ ’o(//e)) =.ex/o(-2 Ssmx)dx), (4.86b)
xt

Fiir die auf Xz bezogene Phase von ‘1'(/() finden wir analog zu
(4.82)

X
/ulk) =2 gz (/c(x)-/ey dx - l"i.. (4.87)

Der Betrag von ?r(k) ist in unserer Niherung gleich eins, obwohl der
Transmissionskoeffizient nicht verschwindet. Die Niherung erfilllt
also die Stromerhaltung nur bis auf Terme von der GrdBSenordung der
Durchlédssigkeit.

Wir wenden die Ergebnisse (4.85) und (4.87) auf ein Potential nach
Abb. 32 an. Fiir die in (3.19-20) definierten Phasen ergibt sich
(bezogen auf die Umkehrpunkte A;,XE‘)

X
/44(b)= .?.gz(k(x)‘k'}a(x —J{_ (4.§ea)
xb

XO
/“z“’)"' 2 S(k(x)—k’)dx —_i"r_ i (4.88b)

X,
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Daraus folgt mit q= X, = X4

Y(k) —/ﬁ (U-f/al(é) +2kla (4.89)

=2 S oo dx -

4
Die Bedingung (3.24) filir die Lage der Resonanz ld8t sich in dieser
Ndherung mit dem Impuls P(X)= ﬁ.k()(}als Bohr-Sommerfeld-Quanti-

sierungs-Bedingung schreiben

<§ pex)dx = (M+z')/t. (4.90)

Fir die Zerfallszeit finden wir nach (3.37-38) und (4.89)

!

1 ) _
- 2'§xz o(x D)= y(k)D(R) (4.91)
X L‘\EO{)
T m

mit D(R) nach (4.86).

Der Frequenzfaktor in (4.91) ist der Kehrwert der klassischen Um-
laufzeit in der Potentialmulde. Die WKB-Ndherung liefert also wieder
die klassisch interpretierte Formel (l1.1). Die Ergebnisse sind ins-
besondere unabhidngig von der Wahl des Punktes X, + an dem das
Potential zerteilt wird.

Flir ein Potential nach Abb. 2 mit einer unendlich hohen Potential-
wand bei X=-@Q findet man mit/uz[lg).-:'n'

k) =T+, (k) +2k (atx, )

(4.92)

Il

2 S koydx — —%—
“Q
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Daraus folgt die modifizierte Bohr-Sommerfeld-Bedingung fir die
Lage der Resonanzen

éf(x)dx = (M+-$_—)A, (4.93)

Filr Potentiale nach Abb. 33 mit bei X0 senkrecht ansteigender

Vorderkante kénnen die Bedingungen filir die'Gﬁltigkeit der quasi-

klassischen Ndherung bis unmittelbar rechts von der Kante erfiillt
sein. Am Umkehrpunkt *4 wendet man die AnschluBfformel wie beim
Potential Abb. 31 an. Bei ¥ =0 schlieB8t man einfallende und re-
flektierte Welle stetig und differenzierbar an. So findet man

k)= - 200)+1 k (4.94a)
(k) dlo+) -4k )
dlk — ‘fk K(O"') ex - K(X)dx (4.94Db)
[di)"= LA s e (- )
!
Dabei wurden Terme M’

gegen eins vernachldssigt.

H2(0+)

Flir das Dreieckspotential nach Abb. 27 findet man nach (4.,94b)

v
\el (k))%= "qu;’f k) 2xp (- _gl-_{i?.: (ve—/e?fé) (4.95)
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Damit die Ergebnisse (4.94), (4.25) gute Niherungen darstellen,
missen die Bedingungen (4.64) mindestens da erfiillt sein, wo das
Potential vom linearen Verlauf abweicht. Da dies hier nur bei
X=0 und X=b der Fall ist, lauten die Bedingungen fiir die
Gultigkeit der Niherung (4.94)

_’f_,(f)_l = —?‘fzg- << | (4.96a)

k()

_i‘if_f';f_z_ = Yo &) (4.96b)
d(0+) / 2b (v,-k?)'%

oder mit den Bezeichnungen (4.48)

L K. 9

= =(_§b)z »1, (4.96¢)

PE-) @
5

Das Potential muB8 also breit und flach sein. Wegen des Faktors

Vo = | in (4.96b) darf die Energie des Teilchens nichtzu dicht
unterhalb des Maximums des Potentials liegen

1')'; > | (4.96 e)

Die Ergebnisse der WKB-Niherung kann man auch durch Entwicklung der

exakten Resultate fiir groBe ’g’, und ‘gp,‘mit Hilfe der asymptotischen
Entwicklungen fiir die Airy-Funktionen gewinnen.

In Abb. 35 sind numerisch berechnete Linien gleichen relativen
Fehlers der Ndherung (4.90) fiir den Betrag von d/k) dargestellt
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(Gestrichelt sind die Grenzkurven aus Abb. 34 eingezeichnet). Die
Bedingungen (4.96) liefen einen Winkelbereich nach Abb. 35a in
dem die N&herung (4.95) gut sein soll. Qualitativ findet man
diesen Bereich auch in Abb. 35 wieder. Besonders grof wird der
Fehler fir groBes i;; und kleines 1; , also bei hohem, schmalen
Potential.

Abb. 36 zeigt die entsprechenden Kurven fiir den Fehler der Phase.
Der Bereich geringen Phasenfehlers der WKB-Ndherung scheint dem-
nach mit dem Bereich kleiner Durchldssigkeit ungefdhr iibereinzu-

stimmen.

In WKB-Ndherung ist die Phase des Reflexionskoeffizienten fiir Po-
tentiale nach Abb. 33 nach (4.9%4a)

Vv, —k? (4.97)
k

Bei einem solchen Potential mit unendlich hoher Wand bei
gilt daher nach (3.24) fiir den Realteil des Resonanzpols (/Ll“l\“‘l\’)

for bo = — —K (4.98)
* Vo, - k®

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie Gleichung (4.2%9a) fiilr das
Rechteckspotential in den F&llen II und III, wenn man Yo mit X%z
identifiziert.

Die Zerfallszeit wird nach (3.39) mit (4.97) und (4.95)

b ke ’ . D (4.99)

/
T M g L

]
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A
Der Korrekturterm /vvb~b’ zur klassischen Formel ist wieder
analog zum Korrekturterm 7&: in (4.30).

Diese Korrektur kann bei Energien dicht unterhalb vom Maximum
des Potentials und bei breitem Potential unter Einhaltung der
Bedingungen (4.96) gro8 werden.

In diesem Fall kann man also mit Hilfe einer Ndherungsmethode
ohne Benutzung exakter Ergebnisse wesentliche Abweichungen der
Zerfallszeit nach (3.39) von dem klassischen Wert (1.1) finden.
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3) Bardeen-Methode

Bardeen /9/ hat fiir den Fall des Rechteckspotentials (4.1)
eine Niherungsmethode zur Berechnung der Zerfallszeiten angegeben,
die er auf den Fall des Tunnelns von Elektronen durch eine Oxid-
schicht zwischen zwei Supraleitern angewandt hat.

Bardeen definiert Anfangszust#énde {; und Endzusténde {, durch
Potentiale W, und Wyg nach Abb. 37, die durch gleich hohe Fort-
setzung des Potentialwalles nach rechts oder links entstehen

2
}6"‘ (f'r‘ = E". ({4' ) )(1.=_ ;:A‘ sz ‘f’W," ) (4.100)
- .&z 4
Xe @, = E\ccf; ’ JQ 3“'3:‘9)( t W, (4.101)
Mit
V= V-u; (4.102)

und der Zustandsdichte Q ( E,') der Endzustidnde findet Bardeen in
Diracscher Ndherung

4 N2 _
T t;r ‘{(('F)v"'—((")' gf (Ev). . (4.103)

Dieses Ergebnis hat die Form des Feshbachschen Ausdrucks (2.161).

Mit

2
E = bk x = Ve sk (4.104)

(]

lauten die Funktionen @,'(x)
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A kixra) {vt x<o
c(;(x): (4.1095)

X X

Amube o~ {or x>0

Aus der Differenzierbarkeit bei X&=0 folgt die Eigenwertgleichung

'[amkar—'—-—)k? - (4.106)

Aus der Normierungsbedingung ergibt sich

A= \/ ___T_2 . (4.107)

Fir die Funktion () koénnen wir die Randbedingung & (-a)= 0
durch ‘(.‘("):' © ersetzen, da die mit der zweiten Randbedingung
berechnete Funktion bei x=—& nur noch einen vernachldssigbar
kleinen Wert hat. Die normierte Ldsung der Schrddingergleichung
fiir ‘ﬁ; mit der Energie E¢=E; lautet

x-b
4@(::): Clk) .e,a“ / fur -aé X< b (4.103a)

: b
tﬂ.(x): vi_’(edbx'f"q\//?)a&’ x) fir L& ¥ (e (4.108p)

2r

mit

/ -2k 2‘1*/44 L)
Clk) = Vo w1k ’ (4.108a)
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(h c){f‘i'/Q L-'?‘LL (4.103Db)

e (k)= — B2 .
-l

Dieses Ergebnis kann man mit Hilfe der exakten Streuldsungen fir

das Potential (4.1) auch als Niherung aus dem Feshbach-Formalismus

gewinnen. Die Bardeenschen Zustdnde ¢¢ sind nur ndherungsweise

orthogonal zum Anfangszustand {; .

Mit (4.105) und (4.102) folgt fiir das Matrixelement

(g, Vi) .
- . kR4 2.k ,e"“'x,'x% (4.110)
JUSFé Vor | Htrk
Mit An
Qe (E)= S
(4.111)
ergibt sich
| hk ok em 2" )
T 2 Ama Q]+ | x‘f * (4.112)
\——\—L - ﬁo —
4 D

Die Eigenwertgleichung (4.106) und das Ergebnis (4.112) sind nach
Abschnitt IV.1 nur fir die Bereiche II und III in Abb. 23 richtig.
Im Bereich I, also bei J‘-ahnlichen Potential liefert die Bardeen-
sche Methode den richtigen Frequenzfaktor V , aber die falsche
Durchldssigkeit D . Im Bereich IV werden ¥ und D falsch Zua den
beiden zuletzt genannten Fdllen miSte man schon die Funktiomen q&f')

anders definieren.
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Anhang

A. Integralk iiber (o, und C,

Das Integral iiber (, (Abb. 17) in (2.109) soll fiir das Potential
(2.57) bei grofen Zeiten asymptotisch entwickelt und fiir beliebi-
ge Zeiten abgeschdtzt werden.

Mit (2.6la-b), (2.66), (2.67), (2.64) und (2.50) finden wir

k { aak £ Ix(<
(X) == . . ir a . (A.1)

Mit (2.111) wird (k;=I)

k 2 by mar b 21k (A.2)
‘ = a - : .
((fn)qf/q ()()) Vﬁ_'(k,l-—/g) 0(,&21ka — “+24k
Der Term (l(,, Lra_)('lfq ) ((,,) steigt nach (A.2) im Winkelbe-
reich ©0 > aq-s k > - , abgesehen von Polstellen, hdchstens

exponentiell ndt.lk' an. Fiihrt man den Weg CT (Abb. 17) immer
zwischen den Pden hindurch, so verschwindet das Integral iber
diesen Weg bei der Umformung von (2.106) fiir t> 0O , da der zeit-
abhdngige Faktor exponentiell mit lkF'abfallt. Fiir das Integral
Jo in (2.109) gilt also

+E(b)¢
3 = g‘c(ﬁ: L (Qa)if'k) (1ﬁa ¢- )

= _ %k Ak -
= Ta §‘“ (k= 7 )
CO
"Elk)t
-'?"‘k ‘ “2".1‘ L—Lf“.
Nez‘k“-u +-?'\k Q(L‘z‘—ﬁﬂ_,g- 21k
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Fir grofie Zeiten, d.h. wegen der schnell abfallenden Exponential-
funktion in der Entwicklung der Skalarprodukte im Integranden fiir
kleine k , wird daraus

&t
J=—t ;,, g ¢ ‘?“),,‘1 ™ (A.4)

Y 22— = 7 ¢ (A.5)

geht (A.4) iber in

)

o Tla

4 2un 124 24 ou V4 o ‘
j s S‘{k (*_e_) we 't - ) uci‘i" (A.6)
Mit (2.75, (2.116) und l<,,=l.,,’-4'1¢r" wird daraus

- 2¢ ‘v[_,( )/z(_ %
) (5) 4 ]

(A.7)

Diese Entwicklung ist gut, wenn der zweite Term klein gegen den
ersten ist, d.h. fir
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Y
i ‘Z?IA_’ : <¢I. (A.8)
p

Bei einer scharfen Resonanz ist diese Bedingung wegen des kleinen
[/ .
Faktors k'a /kl" << | schon fiir Zeiten ¢ <<T erfiillt.

Wir schitzen nun das Integral (A.3) fiir alle Zeiten ab. Wegen des

-1E
abfallenden Exponentialfaktors 2 l—i;ﬂé gilt +)

15(6/1.‘ L
I]&, 2185(/?& (‘(’4)‘(‘1)[1'/1;)‘(4)(

Co

<[ (k) (v, ) ||

| ]

(A.9)

Aus (A.3) und aus

{kﬁ, .
~2:ka
pinke =L (1= &%)

folgt

4k
[{U%k)(th‘ﬂ) Fadz' (3 k) ?’(é) 9?— (L) (A.10)

+)Die Betragsstriche haben hier auch filir komplexe R die tbliche
Bedeutung, nicht die in der FuBnote nach (2.113) eingefiihrte.
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mit
-24&1 “?“ba
(h) = 2 _ (1-e I ) (A.11)
g, 2)1&&_, + 2;(
und
(k) = [Lk“ — . (A.12)
gz ~27ka | - 2k
4 Tk
Bei grogem &« ist in
(A.13)

/
gl (/?)‘-‘ [ + 2k ) 2-110a
& | - L--?"'ka,
der zweite Term im Nenner fiir k auf (o immer klein gegen eins:
. -1 Y .
Fir R->0 hat dieser Term den Grenzwert &&) , fiir k = 2™ % oo,
fd11t er exponentiell ab. Fiir endliche kR  bleibt der Term von der

Grdsenordnung Vea . Es gilt also

. ~2k
2.k """ ~ . (A.14)

9,(/4)”" T T | — e=2ka

Fiir

[ 5)
k - (A.1
g: (k) | — 21k _
o (g~27ka )
ist bei groBem k]l mit Qa—g/t ='TF eine analoge Entwicklung nach
I/ nicht m8glich. Wir schitzen daher den Ausdruck (A.l5) fir alle
k an Ch abo
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Mit k= ((-1)¥ und >0 gilt
~Jdk
o((.e'?'.’“‘—l)

« ’l~21'xal—2nﬂ_.,’z .

(A.16)

Der zweite Term in der geschweiften Klammer ist gr&Ber oder gleich
(-1) . Das bedeutet, daB der Realteil des Nenners von (A.15) grdBer
oder gleich eins ist, d.h.

[9, (k) | <1, (2.17)

Mit (A.9), (A.10), (A.14) und (A.l17) findet man bis auf Terme der
Ordnung

( ja' < Jzn‘&. / cg Iel(f:;)z /e{/(/ ; (A.18)

il
oder mit k =a ¢ 9

Q

Rl <

A s (A.19)
Ircu'— gd% ?A"-*W T 3e?g? «“l,

-]
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B. Streuldsungen am Rechteckspotential

Wir berechnen die Koeffizienten der Streuldsung (4.4) fir das Recht-
eckspotential nach Abb. 22.

Mit dem Ansatz (4.4a), (4.4c) und

{Pk(x): L, coadylr-L) + 28, ni . ye(r-b) tir ockca  (B.D)

lauten die Bedingungen fiir Stetigkeit und Differenzierbarkeit
bei X=0 und ¥=b

l+r(h)= Ly el — L, miudnb (B.2)
I-(h) =~ £, rinblb + £, 3¢ conlotle (B.3)

2, = dik)e?4 (5.4)
w4 = 7k d/lé),e’éé. (B.5)

Daraus folgt

L, = "; A, . (B.6)

Damit wird aus (B.2) und (B.3)

[#20k) = 4, (cortorh — T mid sel) (.7)
l—'r(‘) = 14 (%MKL <+ M‘KL) i (B.8)

Es ergibt sich aus (B.7) und (B.8) mit & und"'( nach (4.3)
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(B.9)

B /
L = ok b + L ok nb

+(k)= 2, (—‘izi‘,t MKL) (B.10)

Einsetzen dieser Ergebnisse in (B.4), (B.5) und (B.6) liefert (4.5)
und (4.4b) mit (B.1l)
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C. Streuldsungen fir das Dreieckspotential

Wir berechnen die Streuldsungen zum Dreieckspotential (4.46).

Die Schrddingergleichung

- 2 — )
-9 W Wo(,-_i_) pu)=k g fur o< x¢b cn

geht durch die Transformation

ﬁ r_(%;)”’s (v, - L2 _ﬂrx_) (C.2)

iiber in
2__ -
-~ =0
Xy ~Ty=o.
Linear unabhidngige L&sungen dieser Differentialgleichung sind die

Airy-Funktionen A (g) Ba(g) (Abramowitz, Stegqun/6/).

Mit der Wronski-Determinante

Ai(§)Bi(§) - B A ) = €.

findet man fir Linearkombination (4.48e)

Py ‘?[t> WL;’-*‘Q ‘F(&\,) %b) '(c.4)

?(n)«m) - .{\_‘__ (C.5)
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Wegen (C.4) und (C.5) sind die Stetigkeits- und Differenzierbar-
keitsbedingung bei X=b erfiillt, wenn man ansetzt

ﬁ(x) = zfi‘k)(_*_ ’i’(k) ‘e"'.l'x fir X <0 (C.6a)

— kb | L

’L’/k ¥) = 0(//1)1, L((§)%b) fir o< x< (C.6b)

- 4.IQX .

’lh‘(x):s C((L),L fir ,\'>é. (C.6¢c)
Aus den Bedingungen der Stetigkeit und Differenzierbarkeit bei X=0

It+(k) = -fra(//m),fkéc‘('_[?o) S«b) (C.7a)

|-+ (k) =T c{(k),eq'bbv_'_s:: 5(7’(69, <o) (C.7b)

folgen die Ergebnisse (4.49).
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Anhang D

Nullstellen von QL(K)
Jd

Ausgehend von den L&sungen ko von (3.24) berechnen wir die Null-
stellen der Funktion 8(K)nach (3.21) in der Entwicklung nach Po-
tenzen von D(k)bis zur zweiten Ordnung. Wir setzen also flir die
Nullstelle an

K= k,+o<D+/3,DZ (o, B= const. ). (D.1)

Die Taylorentwicklung von 9 (K) um k, bis zur zweiten Ord-

nung liefert dann

g(K)= g (k,) + (xD+ ,spz) glks) + - xzf? "(ky)  (0.2)
Aus (3.21) folgt

Jlk) (9
R

8'&) =—2 (k)| + 211 (k)| v'(k) )) (D.3)

9"(12) = - ;'ML) (9;: I (] + 2 W'k I 17 0)]
ea )] k) = I )] ¥R ) .

(D.4)

(D.3) und (D.4) liefern mit (3.12), (3.13) in erster Ordnung +)

"
)Dabei werden Terme, die proportional zu den Ableitungen D(k) D U’o)
sind, als klein von derselben Ordnung wie :D(hQangesehen
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gllh)=-AYlk)+ 20 D) YR s

und in nullter Ordnung

3.,(/%)._. _ 2P (k) + v'(k,) . (D.6)
2 2

Durch Einsetzen von (D.5) und (D.6) in (D.2) und Koeffizientenver-
gleich finden wir

" (D.7)

2 Yilk,)

&= —

/3=— ; (_‘_. B zD‘(_écl N 1DMQ _‘;_fl@_ (D.8)
Q¢ )\ 2 DG) ¥Mk) O+ Yk

Einsetzen von (D.7) und (D.8) in (D.1l) ergibt

K=k, — 4 DGk) (H‘ _1_’_/2&.]_ - Dlk,) " q'D/b,), y'/éo) (D.9)

2¢'lh,) 2 ¥k, ¥ Wk
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