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Abstract

In this work, we use effective interface models in low dimensions to study
wetting transitions of a fluctuating interface at a hard wall in long— and short

ranged interaction potentials,

The starting point are models in d = 1 4+ 1 dimensions, which we study using
transfermatrix— and renormalization group methods. The renormalization group

can be generalized to arbitrary dimensions d.

The structure of wetting transitions which we find for the SO0S-model with
special interaction potentials is shown to be the same as recent results obtained
with an continuum model (Schrddinger equation). Starting with the Gaussian
model, we define an ezact functional renormalization group (RG)ind =1+ 1.
This RG shows, that the critical behaviour at these wetting transitions is in fact

universal for the different models.

Our exact RG has the following properties: (i} it acts in the function space of
potentials, U(z,#'), where z and 2’ represent the separation of the interface and
the wall; (ii) it has a line of fixed points, U*(z, z'). These fixed points exhibit an
unexpected symmetry since they depend oﬁly on the product z - 't U*(z,7') =
U(z - 2'); (iii) the line of fixed points exhibits two branches, and the RG flow has
a parabolic character describing two subregimes (A) and (B). (iv) In addition,
the RG flow leads to a separatrix which represents an analytic continuation of
the fixed point line. This separatrix belongs to a third subregime (C) where the
wetting transitions are first-order but have unusual scaling properties. As one
approaches the boundary between the line of fixed points and this separatrix, the
fixed points on the two branches are found to be identical apart from a singular
piece at z- z' = 0. In this way, the line of fixed points contains a closed loop in

function space.

The decimation-type RG can be generalized to wetting in d £ 1 + 1 via 2
Migdal-Kadanoff bond moving scheme. This generalized scheme (which is no
longer exact) indicates that the presence of subregime (C) might be a special

feature of wetting in d =1+ 1.
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1. Binleitung

1.1. BENETZUNGSUBERGANGE

Benetzungsiiberginge treten in Systemen mit mehreren koexistierenden Pha-
sen auf. Betrachten wir z.B. einen Kristall im Gleichgewicht mit seinem Dampf.
Néhern wir uns dem Tripelpunkt, so bildet sich eine Fliissigkeitsschicht zwischen
Kristall und Dampf (Abb. 1), Am Tripelpunkt kann diese Schicht entweder ma-
kroskopisch dick (vollstindige Benetzung) oder aber ein mikroskopischer Film von

einigen Atomlagen Dicke sein (unvollstandige Benetzung).

Fin Benetzungsibergang ist ein Phaseniibergang zwischen diesen beiden
Zustanden [1] [2]. Haufig sind wahrend experimentell relevanter Zeiiskalen nur
die gasformige Phase und der flissige Film im Gleichgewicht. Die Festkorper-
oberfliche spielt dann eine passive Rolle, das heifit sie bleibt als feste Wand unbe-
weglich.

Diese Situation kann mit Hilfe efiektiver Grenzflichenmodelle beschrieben wer-
den: Der Kristall wird dabei behandelt als harte Wand (das heift Fluktuatio-
nen der fest-fliissig Grenzfliche werden vernachléssigt), die durch ein anziehendes
Wechselwirkungspotential V(£) die Grenzfliche zwischen Dampf und Fliissigkeit
an die Wand bindet. Dabel bezeichnet £ den Abstand der Grenzfliche von der
Wand.

Diese Grenzflache unterliegt thermischen Formfluktuationen, die eine effektive
abstoflende Wechselwirkung gegen die Wand erzeugen. Bei einer kritischen Tem-
peratur Ty, werden diese Flukiuationen so stark, dafB es zu einem Ubergang von
einem gebundenen zu einem ungebundenen Zustand der Flissig-Gas-Grenzflache

kommt.

Solche Entbindungsiiberginge treten im allgemeinen bei fluktuierenden Objek-
ten wie Grenzflichen, Polymeren und Membranen auf, bel denen eine molekulare
anziehende Wechselwirkung mit einer fluktuationsinduzierten abstoflenden Wech-

selwirkung in Konkurrenz steht :[3]. Sie heiflen Benetzungs-, Adsorptions- bzw.
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Abb. 1: Vollstandige Benetzung. Es hat sich ein makroskopischer Flis-
sigkeitsfilm gebildet. Die schwach fluktuierende fesi-flussig Grenzfliche

kann als harte Wand bekandelt werden.

Adhi3sionsiibergange.

Renormierungsgruppen (RG) Methoden erméglichen im Prinzip ein Verstind-
nis des kritischen Verhaltens an diesen Benetzungsiibergéngen [1]. Sie beruhen
auf der Tatsache, dafl mikroskopische Formfluktuationen auf groflen Langenskalen
zu einer Renormierung des Wechselwirkungspotentials filhren. Fiir die Herleitung
von RG-Gleichungen gibt es allerdings kein kanonisches Verfahren. Dies hiangt im
Detail von der konkreten Problemstellung ab.

Das kritische Verhalten am Entbindungstibergang wird durch einen Fixpunkt
der RG beschrieben. Ein solcher Fixpunkt beschreibt das gleichartige kritische
Verhalten vieler unterschiedlicher physikalischer Systeme die alle der gleichen Uni-
versalititsklasse angehoren. -

Piir die Zugehdrigkeit eines Systems zu einer Universalititsklasse (oder zu
cinem Skalenregime) ist bei Benetzungsiibergangen nur das asymptotische Verhal-

ten des Wechselwirkungspotentials V/(£) fiir grofie £ sowie die Raumdimension d




entscheidend. Man unterscheidet vier verschiedene Skalenregimes [4], in denen we-
gen verschieden langreichweitiger Potentiale die Fluktuationen eine unterschiedlich

wichtige Rolle spielen:

(i) ein Molekularfeld Regime (MFR) fiir grofie d und *geniligend” langreichwei-

- tige Potentiale;

(i1) ein Regime schwacher Fluktuationen (WFR) mit nichtklassischen Exponen-
ten (d.h. nicht mean field Exponenten) ebenfalls bei langreichweitigen Po-
tentialen;

(iii) ein Regime intermedidrer Fluktuationen (IFR) mit Potentizlen die wie
V() ~ 1/47 mit 7 = 2(d — 1}/(3 — d) fir grofie £ abfallen. Dieses Regime
enthalt eine komplizierte Struktur dreier Unierregimes f5];

(iv) ein Regime starker Fluktuationen (SFR), zu dem alle Systeme gehéren, deren
Wechselwirkungspotentiale schneller als 1/¢7 abfallen.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt bel Systemen in d = 1+1 Dimensionen mit
7 = 2 und einer eindimensionalen Grenzfliche. Eine derartige Situation sollte sich
experimentell bei Adsorbaten an Oberflichen—Stufen realisieren lassen. Es gibt
Hinweise darauf, daf auf Metalloberflichen entlang solcher Stufen Liniendipole
entstehen [6]. Diese haben eine Wechselwirkﬁngsenergie V(£) ~ 1/£2, das heifit sie
gehoren zu dem IFR.

1.2. PROBLEMSTELLUNG

Uber das kritische Verhalten an diesen Benetzungsiibergingen ist schon vieles
bekannt, und zwar vor allem aufgrund einer approximativen RG, bei der man
eine ganze Linie von nichttrivialen Fixpunkten findet [7] [8]. Diese approximative
RG schafft es jedoch nicht, die gesamte komplizierte Strukiur dreier Unterregimes
des IFR zu beschreiben. Diese Unterregimes kennt man aber aus analytischen
Uberlegungen an spezielien Modellen, bei denen das Grenzflichenmodell auf das

Problem des Losens einer Schrddingergleichung abgebildet wird [5].

In der vorliegenden Arbeit werden Systeme in d = 1 + 1 Dimensionen (1-

dimensionale Grenzflache in einem 2-dimensionalen System) betachtet, bel denen
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sich Transfermatrix (TM) Methoden als starkes Hilfsmittel anwenden lassen.

Die Arbeit besteht aus zwei Teilen: Zum einen wird mit Hilfe der TM zunéchst
ausgehend vom Gaufi’schen Grenzflichenmodell cine RG definiert, die in 1+1 Di-
mensionen formal ezaktist. Mittels dieser exakten RG wird die komplette Struktur
des IFR beschrieben. Diese funktionale RG wirkt auf den gesamten Funktionen-
raum von Potentialfunktionen und beschreibt somit ganze Klassen von physikali-
schen Systemen.

Zusatzlich 18Rt sich diese in d = 1 + 1 Dimensionen exakte RG mit einer
Migdal-Kadanoff Niherung fiir beliebige Raumdimensionen d veraligemeinern.

In einem zweiten Teil wird stellvertretend fiir jede Universalitétsklasse ein
gecignet gewihltes Potential herausgegriffen, und fiir dieses die Transfermatrix
eines solid-on-solid (SOS) Modells diagonalisiert. Bei den hierbei auftretenden
Eigenwertproblemen lassen sich Methoden anwenden, die von Ldsungen einer
Schrédingergleichung schon bekannt sind.

Hierbei sieht man, daB bei einem fest gewihlten Potential auch im SOS Modell
genau das kritische Verhalten auftritt, wie es von der RG als universell fiir die
verschiedenen Skalenregimes beschrieben wird.

Eine knappe Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Arbeit wird am Schluf}
in Kapitel 5 gegeben. Kapitel 2 stellt die wesentlichen Teile der Arbeit dar, ohne
jedoch allzusehr auf technische Details einzugehen. Eine ausfithrliche Behandlung

auch dieser technischen Details ist in den Kapiteln 3 und 4 gegeben.
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2. Konzepte, Losungsmethoden
und Ergebnisse

2.1. GRENZFLACHENMODELLE IN NIEDRIGEN DIMENSIONEN

Wir werden im Folgenden zwei effektive Grenzfldchenmodelle untersuchen, bei
denen die eindimensionale Grenzfliche im zweidimensionalen Raum im Mittel in
eine feste Richtung zeigt.

Diese Modelle sind viel einfacher gewahlt als man von einem echten mikroskopi-
schen Modell erwarten wiirde. Man kann sie als Modelle auf einer mesoskopischen
Ebene ansehen. Dies bedeutet, dal man ausgehend von einem mikroskopischen
Modell durch Mittelung iiber mikroskopische Freiheitsgrade ein grobkdrniges ef-
fektives Modell erhilt. Eine solche effektive Hamiltonfunktion enthilt nur noch
wenige relevante Terme die ausreichen, das kritische Verhalten richtig wiederzuge-
ben. Die Moglichkeit der Wahl eines vereinfachten effektiven Modells ist also eine
Folge der Universalitdt des kritischen Verhaltens,

Wir betrachten zunichst Modelle in d = 1 + 1 Dimensionen. Eine Konfigura-
tion der Grenzfliche (Abb. 2) wird dann durch die Funktion £(z;) = ¢; beschrie-
ben. £ ist dabei eine kontinuierliche Variable die den Abstand der eindimensio-
nalen Grenzfliche von der Wand beschreibt, z; ist diskret. Uberhéinge werden in
diesen Modellen vernachldssigt. Die Hamiltonfunktionen des solid-on-solid (SGS)

Modelis und des Gaufischen Modells lauten {9]:

N
Hsos{li} = D J1 — Lial + V(&) (2.1)
=1
N g
Haaasflid =20 56— 1)+ V(). (2.2)
=1

Der erste Term beschreibi jeweils die Energie, die notig ist um die Flache der

Grenzfliche zu vergréfern. J ist daher eine Grenzflichensteiffigkeit [4] [1].
Die Grenszfliche spiirt ein effektives Potential V(£), daB sich aus vielen mo-

lekularen Wechselwirkungen zusammensetzt und versucht, die Grenzfliche an die
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Abb, 2: Schematische Darsiellung des Grenzflachenmodells ind = 1+1.

Die eindimensionale Grenzflache fluktuiert in einem Potential V(£).

Wand zu binden. In der Form V(£) = oo fiir £ < 0 wird diese Wand im Potential
berticksichtigt. AuBerdem wird als Randbedingung V' (£) — 0 fiir grofe £ gefordert.

Mit den symmetrisierten Transfermatritzen

Tuos(f, £) = exp {—:,;-12 )~ (VO + V(e (2.3)
Toauatl) = cp{~o(~ P == (VO +VE)}  (29)

kann die Zustandssumme Z einfach als
7 = Sp{T™} (2.5)

dargestellt werden. Da die Grenzfliche eindimensional ist, 188¢ sich das Problem
der Berechnung von Zustandssumme und Erwartungswerten auf eine wiederholte

Matrixmultiplikation der TM entlang der Grenzfliche guriickfiihren.
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2.2. DIAGONALISIEREN DER TRANSFERMATRIX
DES SOS MODELLS

Entbindungsiibergéangeim solid-on-solid (505) Modell werden nun untersucht,
indem Figenwerte und Eigenvektoren der Transfermartix (TM) bestimmt werden.

Durch die Wahl eines geeigneten Potentials, stellveriretend fiir das gesamte
Skalenregime intermediirer Fluktuationen (IFR), wird das Problem auf die gleiche
Differentialgleichung abgebildet, wie sie schon von Lipowsky und Nieuwenhuizen
(5] fitr das Gauflsche Modell im Kontinuum untersucht wurde.

Man erhalt so auch im IFR des SOS Modells hnliche Phasendiagramme wie

dort und eine Struktur dreier Unterregimes:

(i) Unterregime A mit Ubergingen unendlicher Ordnung;

(i) Unterregime B in dem Phaseniibergénge 2. Ordnung auftreten wobei die

kritischen Exponenten noch von Systemparametern abhangen;

(iii). Unterregime C mit ungewShnlichen Ubergingen 1. Ordnung.

Mit dem gleichen Verfahren lassen sich auch Phasendiagramme fiir Potentiale des

Regimes schwacher Fluktuationen (WFR) bestimmen.

Die Untersuchung dieser Differentialgleichung ist etwas techmisch. Da es
sich um eine konventionelle Methode handelt, wird sie vor der Renormie-
rungsgruppenmethode dargestellt. Eine anschauliche Darstellung des durch die
Schrédingergleichung beschriebenen kritischen Verhaliens ist in den Phasendia-

grammen (Abb.3 und Abb.4), sowie der Beschreibung der Unterregimes gegeben.

Transfermatrixmethoden:

Eine interessante Eigenschaft dieser Methode ist die grofle Ahnlichkeit des
Eigenwertproblems mit einer Schrédingergleichung [10]. Bs lassen sich viele Ana-
logien ziehen.

Der grofite Eigenwert Mg der TM entspricht der Grundzustandsenergie eines
guantenmechanischen Problems. Die TM hat immer ein kontinuierliches Spek-
trum von Streuldsungen. Im Falle einer an die Wand gebundenen Grenzfliche

gibt es zusitzlich einen gebundenen Grundzustand (Bigenwert Ap). Am Punki

B R 1
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des Phaseniibergangs trifft dieser gebundene Zustand auf das Kontinuum der
Streuldsungen und geht dabei verloren.

Das Eigenwertspektrum der TM liefert alle wichtigen Informationen iber das
System {11}, Mit K = J/T und U(£) = V(£)/T hat T(£,#) die Form

T(£,£) = exp { _K[E—f] - %(U(E) + U(E’))} . (2.6)
Die Eigenwertgleichung
|7 T2 48 = 2 440 (2.7)

definiert die Eigenwerte A; und Eigenfunktionen ¢4(£) von T. Die harte Wand,
d.h. U(¢) = oo flir £ < 0 ist in {2.7) durch Abschneiden der Integration bei £ = 0
enthalten. '

Ordnet man die Eigenwerte Ay nach ihrer Grofle, d.h. Ag > A1 > -+, so gilt
wegen

Z =sp{T¥}y =32 (2.8)
g

fiir die Freie Energie f pro Léngensegment im thermodynamischen Limes grofler

N

T
= } _— = - . R
f Nh—l—?oo Nan Tin Ag (2.9)

Mit Hilfe der ¢4(¢) und Ag lassen sich auch Erwartungswerte < --- > und
Korrelationsfunktionen ausdriicken. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit P(£) der
Grenzfliche am Ort £ ist gegeben durch

P() = $3(0) (2.10)
Die Korrelationsfunktion

Clr) =< Lil;y, > — < & >* (2.11)

i+
verhalt sich asymptotisch fiir grofie » wie

C(r) ~ e, (2.12)

wobei {y =1 /In{Ag/A1) die parallele Korrelationslénge ist.
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Wir werden nun das Eigenspekirum einer TM bestimmen. Dazu wird Die Ei-
genwertgleichung in eine Differentialgleichung iibergefithrt. Dies 1t sich fiir das
SOS Modell durchfiihren, da exp{—K|{ ~ £} Greensche Funktion eines Differen-

tialoperators ist:

2
(—i— + Kz) e K- = o s(2 - ) (2.13)

Aus (2.7) erhédlt man so [10]

2
_a%qp(g) - ;2)\56~U(f)¢(g) + K%p(0) =0, (2.14)

mit ¥(£) = exp{U(£)/2}¢(£). Zusitzlich muB ¥(¢) die Randbedingung
¢(0) _
50) = K (2.15)

bei £ = 0 erfiillen. Aus der Forderung der Existenz des Integrals in (2.7) folgt dazu
noch eine Randbedingung fiir grofie £ an ¢(4).

Das Regime intermedidrer Fluktuationen:

Mit dieser Differentialgleichung kann jetzt das Skalenregime intermedidrer
Fluktuationen (IFR) untersucht werden, wobei die Existenz gebundener Zusténde
von besonderem Interesse ist. Hierzu wird ein geeignetes Potential mit asympto-
tischem Verhalten ~ 1/£2 gewahlt, das stellvertretend fiir die gesamte Universa-
litatsklasse steht.

Eine Funktion mit dieser Eigenschaft, bei der das Potential im Exponenten

von (2.14) keine Schwierigkeiten bereitet ist

(—% fir0<Z<R
vy = i_zn(l +%) fir{>R (2:16)
Dies fiithrt auf das Eigenwertproblem
{2} + (2—){;“ - K2> H(f)=0 fir 0<L<R
$'() - (K? - ?-;\ff) b(2) + %%’- (0)=0 fir £>R (2.17)

wobei ¢(£) an der Stelle £ = R stetig differenzierbar sein mu8.

AN R i e |




Wegen der grofien Ahnlichkeit mit einer Schrédingergleichung 1aBt sich (2.17)
leicht diskutieren. Dabei entspricht —a? = —~K? + 2K/) ciner Energie in der
Schrodingergleichung. Fiir A > 2/K erhilt man gebundene Zusténde, fiir A < 2/K

Streulosungen.

Fiir die gebundenen Ldsungen von (2.17) gilt

P(£) = Acosgf+ Bsingl fir 0<{<RA
b{8) = CVIK, (af) fir £>R (2.18)
mit
7 1/2

g= (?ﬂf—e” — KZ) (2.19)

s 1/2
a= (K2 - %IE) (2.20)

1/2
b= (5 - 2?W> : (2.21)

4 A

Dabei ist K,(z) eine modifizierte Besselfunktion [12].
Die Forderung von Stetigkeit und Differenzierbarkeit bei £ = R sowie die Rand-
bedingung (2.15) fiithren auf

_KgcosgR~¢%singR 1 .
1 I — R zln 3
* KsingR-+qgcosgR 2 Lu(eF) (2.22)
mit der hier definierten Funktion
2K, (z)
Ly(z) = —£—. 2.23
u(m) Kyu(z) ( )

Am Phaseniibergang nihert sich der Eigenwert Ag des gebundenen Zustands dem

Wert Ag = 2/K. Zur Behandlung dieses Grensfalls setzt man in (2.18-22) A =

2/K.
Anf

2

iege Weise erhalt man we

(28 Lw)

grenze u* = u*(w)

KR

gl 1/2
U(.:os[KRU] U*sin[K RU] _1_ (1 —w) (2.24)
sin[K RU} + U cos|K RU] 2

wobei U = (e* — 1)1/2 ist und w = K2W.

10




Fiar w > 1/4 gibt es immer einen gebundenen Zustand was zu einer weiteren
Phasengrenze bei w = 1/4 und » < »*(1/4) fithrt.
Mit Hilfe {2.22) und (2.24) 188t sich jetzt die Divergenz der parallelen Korre-

lationslinge 6“ bei Anndherung an die Phasengrenze untersuchen, wobei man die
in [5] beschriebene Methode verwenden kann. Hierzu setzt man Ag = 2/K +¢. Die
so definierte Grofle € beschreibt die ”Energieliicke” zwischen gebundenem Zustand
und den Streuldsungen. Am Phaseniibergang verschwindet ¢, d.h. man kann nach

der kleinen Zahl e entwickeln.

Wegen Ay = 2/K divergiert {| nach (2.12) wie

6” ~ -, (2.25)

Untersucht man das Verschwinden von ¢ bei Anndherung an die Phasengrenze, so

findet man drei Unterregimes:

(1) Unterregime A fir w = 1/4; v < w*{1/4). Die Korrelationslinge zeigt hier

eine wesentliche Singularitat
g ~ exp{an/(w — 1/4)1/%, (2.26)

(ii) Unterregime B fur ~3/4 < w < 1/4 und u* = u*(w). Die Korrelationslinge

divergiert hier mit einem kritischen Exponenten Y| wie

_ i ~1/2
¢~ (v — w*)71 wobei vy = (E - 'w) . (2.27)
(iii) Und ein Unterregime C fiir w < —3/4 mit einem Exponenten v =1 un-
abhingig von w.
Der singuldre Anteil der Freien Energie f skaliert wie
1 Y U
fNE:N(u_u')”- (2.28)
I

Dies zeigi, daff in den Unterregimes A und B die Uberginge kontinuierlich, im
Unterregime C dagegen von I. Ordnung sind.

Bei ﬁ’bergélngen 1. Ordnung existiert ein normierbarer Grundzustand wenn

Ag den Wert 2/ K erreicht ("Energie-Null gebundener Zustand”). Im Gegensatz

11
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dazu divergiert die Norm der Grundaustandswellenfunktion (£} bei einem kon-
tinuierlichen f]berga.ng.

Bei den Phaseniibergingen im Regime C verhalt sich die Wahrscheinlichkeits-
verteilung P.(£) des Abstandes der Grenzfliche von der Wand asymptotisch fur

grofie £ wie

Pul8) ~ $3(8) ~ 1172, (2.29)

Hierbei ist p = (1/4 — 'w)l/z, P.(£) ist also normierbar, solange w < —3/4 ist.
Wegen ihrer Skaleninvarianz zeichnet die Verteilung Py(£) im Regime C keine

senkrechie Lingenskela aus. Als Folge hiervon zeigen die Momente {&, =< {7 >1/n

alle ein unterschiedliches Verhalten. Dies steht im Gegensatz zu dem einfachen

Skalenverhalten mit nur einer Langenskala
1/2
wie man es in Regime B findet.

Das Regime schwacher Fluktuationen:

Wir wollen nun das Phasendiagramm des WFR bestimmen. Dabei gehen wir
mit genau der gleichen Methode vor, wie im Fall des IFR. Das betrachtete Potential
hat jetzt ein lingerreichweitiges asymptotisches Verhalten ~ 1/£% mit 0 < o < 2.
Entsprechend (2.18) wahlen wir
- fir0<f< R

. . 2.31
ln{l—é-%g) fir{>Rund0<a<?2 ( )

Die Differentialgleichung (2.14) mit diesem Potential hat fiir W > 0 immer ge-

bundene Zustinde. Bei W = 0 findet man das SFR mit ungebundener Grenzflache
fir w < ¢*{0). Folglich findet bei W = 0 und v < »*(0) ein kontinuierlicher
Ubergang statt.

Betrachtet man nun den Fall negativer W. Bel einem kritischen Wert v* =
v*(W) findet man eine gebundene Losung 1o(£) mit Ag = 2/X, wobei fiir £ > R

gilt

$o(8) = O\@KTL(vE(Z_“)/Z); mit v = 2—3—&}’{(-—11’?)1/2 (2.32)
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Abb. 3: Phasengrenze u* = u*(w) mit K - R = 2 fur ein Potential aus
dem IFR des SOS5-Modells.

& f T ] ] T
.S .
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s L 2. Ordnung
-~ 13
. :

Abb. 4: Phasengrenze v* = v*(W) mit K- R = 2 und o = 1 fir ein
Potential des WFR
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Im Falle £ < R hat man die gleiche Lésung wie (2.18). Da am Ubergangspunkt
noch ein gebundener Zustand existiert, findet hier ein sprunghafter Ubergang 1.
Ordnung in den ungebundenen Zustand statt.

Auch fiir diese Ubergéinge 1. Ordnung a8t sich die Phasengrenze v* = v*(W)
aus Rand- und Stetigkeitsbedingungen bestimmen. Mit V = (" — 1)1/2 und
v =2/(2 — a)K(-W)H2 gilt

sin[KRV] +V cos[KRV] — 2 2

U2 _
KRVCOS[KRV] Vesin[KRV] 1 2 @y (Z/R(Z_a)/2)- (2.33)
2uox

Diese Ergebnisse stimmen mit den Resultaten von [13] fiir 1/z-Potentiale (das
heifit o = 1) tberein. Dort wird jedoch nahegelegt, daf es sich dabei um das
IFR des SOS~Modells handelt. Die vorliegende Arbeit zeigt dagegen, daff das IFR
genau wie auch im Gaufischen Modell 1/ z°~Potentiale enthalt.

Insgesamt sind also Phasendiagramme des IFR und des WER bestimmt wor-
den. Das Regime starker Fluktuationen (SFR) ist dabei als Spezialfall W = 0
in beiden enthalten. Im WFL findet man kontinuierliche Uberginge bei der tri-
vialen Phasengrenze W = 0, auflerdem Uberginge 1. Ordnung auf einer Linie
v* = "W).

Im IFR ist die Phasengrenze des Skalenfeldes w zu einem nichttrivialen Wert
w = 1/4 verschoben, auflerdem gibt es hier eine komplexere Struktur dreier
Unterregimes. Insbesondere Unterregime C zeigt als ungewdhnliche Eigenschaft
Grenzflichenfluktuationen, deren Verteilung einem Potenzgesetz folgt.

Bei der eben vorgesteliten Methode wurden willkiirthich Potentiale gewahit.
Deren physikalische Relevanz wird erst klar, wenn man die Universalitdt des kri-
tischen Verhaltens verstanden hat.

Mit der im néchsten Abschnitt vorgestellten RG wird dieses universelle Verhal-
ten sowie die gesamte Struktur mehrerer Unferregimes in einer allgemeinen Form

beschrieben.
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2.3. FUNKTIONALE RENORMIERUNG

Wir untersuchen nun eine funktionale Renormierungsgruppe {(RG) zur Be-

schreibung von Benetzungsibergéngen. Dabei beginnen wir mit einerin d =1+ 1
Dimensionen ezakien RG, bel der im Ortsraum Freiheitsgrade dezimiert werden.
Es wird genau das kritische Verhalten, das wir schon im Falle des SOS-Modells in
Kapitel 2.1 beschrieben haben, wiedergefunden. Die RG beschreibt die Situation
jedoch in einem allgemeineren Rahmen als universell, sowohl fiir das SOS-Modell,

als auch fir das GauBische Modell.

Diese RG hat die folgenden Eigenschaften:

(i) Sie erzeugt einen Fluf im Raum der Funktionen U{z, 7');
(ii) Die Fixpunkte U*(z, ') sind nur Funktionen des Produkts z - 2’;
(iii) Der FluB hat eine parabolische Struktur;
(iv) Die approximative Wilson—Rekursion [7] [8] schafft es nicht, Unterregime C

zu beschreiben, wo unsere RG eine interessante analytische Struktur zeigt.

Danach wird die Methode mit Hilfe einer Migdal-Kadanoff Niherung auf be-

liebige Raumdimensionen d veraligemeinert.

Definition der Renormierungsgruppe

Wenn man auf mikroskopischen Langenskalen iber die Formfluktuationen der
Grenzfliche mittelt, erzeugt man auf grofleren Lingenskalen eine Renormierung
des Potentials {3] [14]. Diese Renormierung des Potentials 188t sich ausgehend von
einer Renormierung der TM in einfacher Weise formulieren.

Ausgangsnunkt ist die Transfermatrix 7' des Gauflschen Medells, da hier, wie

zeigt wird, nur das Potential renormiert wird. Der elastische {GauBische) Term
hat dagegen schon einen szpunk‘t erreicht (siche auch Kaprtel 4.2.2.). Mit den
dimensionslosen Groflen z = «. Zund U(z) = V \[— ), hat T die Form

T(z,2') = exp {«—%(z - z’)z — g(U(z) -+ U(z”))} . (2.34)
Mittelung tiber jeden zweiten mikroskopischen Freiheitsgrad (Reskalierungsfaktor

= 2) entspricht dem Ersetzen von T durch 7' - 7. Damit wir Fixpunkte zu
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den Benetzungsiibergingen erhalten, muf zusitzlich die z—Variable zu 2’ = ¥z
reskaliert werden. ( ist dabei der Rauhigkeitsexponent [4] [1] fiir eine freie oder

ungebundene Grenzfliche. In zweidimensionalen Systemen ist { =1/2.

Die in dieser Weise definierte Transformation renormiert T° wie

!
T'(:,") = [ =TV AT V) (2.35)

—0
Sie hat den trivialen Gaufi’schen Fixpunkt 7%(z,7) = exp{—%(z — )%} Wir
wollen die Renormierung der Wechselwirkung beschreiben. Dazu filhren wir ein
verallgemeinertes Potential U{z, z') ein, und wahlen als symmetrisierte Startfunk-
tion U(0(z,2') = 3(U{z) + U(z")). Ausgedriickt in diesem Potential findet man
aus (2.35) die RG-Rekursion

o ! It
U(N+1)(z Z” =_In A f;_exp{ (z — z+\/—2z )2'—@(2’]2,2”)}

Gz | 2,2 = U V2z) + TN (/22" (2.36)

Sie enthilt die harte Wand durch Abschneiden der Integration bei z’ = 0.

Fixpunkte der Renormierungsgruppe

Zuniachst wollen wir alle nichttrivialen Fixpunkte von (2.36) bestimmen, die
fiir groBe z auf Null abfallen. Diese beschreiben Universalititsklassen von Ent-
bindungsiibergingen. Zwei dieser Fixpunkte, nimlich Uf(z,7) = —In(l £
exp(—2zz')) wurden schon vorher von Huse {15] gefunden. Sie fallen exponenti-
ell auf Null ab und beschreiben daher Entbindungstiberginge fiir kurzreichweitige
Potentiale (SFR).

Das asymptotische Verhalten der anderen Fixpunkte kann analytisch aus (2.36)

bestimmt werden. Es gilt

U*(2,7) ~ P fir grofe z, 2’ (2.37)

z.z

U¥(2,2) = —% In(z - 2') fir kleine z, 7’ (2.38)

Zusitzlich zeigt sich, dafl die Fixpunkte nur von dem Produkt z - z’ der beiden
Variablen abhangen, d.h. U*(z,2') = U(z - 2') (Abb. 5). Dies erkennt man, wenn
man die folgende Gleichung betrachtet:

(%) = -In /; = % exp {~(2 = V22)* — 20(v2z2')} (2.39)
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setzt man die Losungen von (2.39) als U(z - 2') in (2.36) ein, so zeigt die Numerik,
da8 sie Fixpunkte von (2.36) sind. Ein analytischer Beweis fiir diese Behauptung L
ist jedoch noch nicht erbracht, Auf diese Weise konnten sehr genaue Losungen der '

Fixpunktgleichung (2.36) bestimmt werden (Abb. 6 und 7).

B

I I

Z

Abb. 5: Hohenlinienplot des instabilen Fizpunkis mit ¢ = —0.34 und
p = 0.1. Die Héhenlinien sind innerhalb der numerischen Genauigkeil

nicht von Hyperbeln zu unierscheiden.

Nach (2.37) fallen die Diagonalelemente U*(z,z) der Fixpunkte fiir grofie z
wie 1/z7 mit 7 = 2 ab. Die Fixpunkie mit p 5 0 beschreiben also Entbin-
dungsiibergange des IFR.

Die in (2.37-38) definierten Parameter p und ¢ parametrisieren die lang~ und

kurzreichweitigen Teile von U*. Zu jedem Fixpunkt U™ gehdri genau ein Paar
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Abb. 6: Diagonalelemente U*(z, z) der Fizpunkifunktionen mit (p, o) =
(—0.1,0.54) (oben) und (0.1,~0.34) (unten). .
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U(z,2)
0 — -
—1 - -
I
I | i ! l
0 1 2 3 4
Abb. 7: Diagonalelemente der Fizpunkte (p,o) = (0.2, —0.66) (oben)
und (0.3, —0.84) (unten).
: { [
Uz, 2)
C -
—1 / u
—2— / -
-3 } |
! i i l [
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(p,o). Im Raum {p, o) liegen alle Fixpunkte genau auf der Parabel

p=po(2-0) (2.40)
mit p* = —-é— (Abb. 8). Zwei Sonderfélle sind die exakt bekannten kurzreichweiti-
gen Fixpunkte Ux mit (p, o) = (0,0) bzw. (0,2).

Die hier vorliegende parabolische Struktur dhnelt der Fixpunkthnie, die man
aus der von Lipowsky und Fisher [7] eingefiihrten approximativen RG erhalt. Leiz-
tere Fixpunkte zeigen jedoch eine Potenzsingularitdt ~ 1/z7 an der Wand [8] [14],
wahrend wir hier eine logarithmische Singularitdt finden. Diese logarithmische

Singularitit ist wesentlich fiir die Beschreibung des Unterregimes C des [FR.

Die Parabel besteht aus zwei Asten. Fiir o > 1 aus einem rechten Ast, beste-
hend aus stabilen Fixpunkten U§, die den ungebundenen Zustand beschreiben. Sie
endet am Parabelscheitel (p*,1), der Benetzungsiibergénge mit ¢iner wesentlichen
Singularitit beschreibt (Unterregime A). Ein zweiter Parabelast fiir —1 < o <1
besteht aus instabilen Fixpunkten. Sie beschreiben Uberginge 2. Ordnung. Die
parallele Korrelationslange ) divergiert hier wie &~ (T —T,) " wobei y =1 /Y,
und y der relevante Skalenindex des Fixpunktes ist. Der Skalenindex y variiert ent-

lang der Parabel wie

1-— "
Y= i fir —-1<o<1. (2.41)

Mit (2.40-41) erhélt man damit genau das Ergebnis v = 2/(1 — o) =2/[1 +8p]t/2
das schon von der Transfermatrixmethode bekannt ist (2.27).
#* —1) mif p™ = —3p" ab. Dies lLiegt

Die Fixpunktlinie bricht am Punkt {p*¥, mi
\ 7

daran, daf fiir ¢ < —1 die Integration an der Wand in der Fizxpunkigleichung

Fassen wir nun noch einmal die gesamte Fixpunktstruktur von (2.36) zusam-
men: Die Fixpunkte U*(z, z') sind Punktionen allein des Produkts z -z’ und lassen
sich alle durch die beiden Parameter p und ¢ parametrisieren. ¢ parametrisiert
das Verhalten von U* an der Wand (kleine z), p gibt das asymptotische Verhalten
bei grofen z wieder. Es existiert eine Linie von Fixpunkien, die im (p, o)-Raum

eine Parabel bildet; das heit, fiir einen Wert von p kann es zwel verschiedene

Fixpunkte geben.
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Abb. 8: Die gesamte Fizpunkisirukiur der RG und die Separatriz. Die durchgezo-
gene Linie entspricht der Funkiion p = p*o(2 — o) mit p* = —1/8 und enthdlt alle
Fizgpunkte., Die numerisch ermitielien Fizpunkie sind mit (x) bezeichnet. Dabei
parametrisiert p das langreichweitige Abfallen der Fizpunktpotentiale, o gibt das
Verhalten der Fizpunkie an der Wand wieder. Der rechie Parabelast besteht aus
stabilen Fizpunkten, die eine ungebundene Grenzfldche beschreiben. Der margi-
nale Fizpunkt am Parabelscheitel (p*,1) gehdrt zu Phasentibergingen unendlicher
Ordnung (Unterregime A). Das Parabelstick auf der linken Seite hort em Punkt
(p™*, —1} mit p** = 3/8 aquf. Die Fizpunkte dieses Astes sind insiabil und beschrei-
ben die Uberginge 2. Ordnung des Unterregimes B. Als analytische Fortsetzung
der Parabel schliefit sich fir ¢ < —1 eine Seperairiz an. Die dort numerisch

besiimmien Werie von ¢ sind eingeiragen (V7 ) und folgen der Parabel.

21




Biner der Parabelaste besteht aus stabilen Fixpunkten und beschreibt unge-
bundene Grenzflichen. Alle Potentiale, die durch Iteration der RG auf solche
Fixpunkte abgebildet werden, schaffen es wegen der starken Fluktuationen nicht,
die Grenzfliche an die Wand zu binden. Dieser Parabelast verlduft von p = —1/8
bis zu beliebig groflen p.

Der zweite Parabelast besteht aus instabilen Fixpunkten. Potentiale, die ge-
nau am kritischen Punkt eines Ubergangs zweiter Ordnung sind, werden auf solche
Fixpunkte abgebildet. Je nachdem welcher Fixpunkt erreicht wird, kann der Ex-
ponent vy zwischen 1 und oo variieren. Diese Benetzungsliberginge werden als
Unterregime B bezeichnet.

Die instabilen Fixpunkte beginnen am Parabelscheitel (1,p") und enden
plotzlich bei dem Punkt (-1, p**). Nihert man sich dem Parabelscheitel so diver-
giert der Exponent Y und man findet fiir p = p* Uberginge unendlicher Ordnung
(Unterregime A).

An dem Punkt (—1,p")} bricht die Fixpunktlinie ab und es beginnt ein
Unterregime C. Man sieht im RG FluB weiterhin eine Separatrix die die Pha-
seniiberginge anzeigt, die kritischen Potentiale werden jedoch nicht mehr auf Fix-
punkte abgebildet. Dieses Fehlen von Fixpunkten deutet an, daB in diesem Unter-
regime das einfache Skalenverhalten mit einer Lingenskala, das auf die Fixpunkte

fithrt, verlorengeht.

Betrachten wir nun, was an dem Endpunkt der Fixpunktlinie passiert (Abb.
9). Dies 188t sich analytisch untersuchen indem man den Fixpunkt Uj(z,2') an
der Wand entwickelt. Es gilt UX(z,2) = Us(z- 7). Betrachtet man die Gewichts-
funktion Py(z.7') = e=Us(27) und schreibt sie als B(2%) = 27 §(22), so 148t sich
f(z) in beliebiger Ordnung entwickeln (Anhang A). Setzt man nun o = —1 +¢
und betrachtet den Grenazfall kleiner €, so fihrt dies auf

T ™
(ev2m(1 - %) + vg{l + Kqe)2* - Vg(l +Kae)2® .. (2.42)

mit swei Konstanten K und Xy. Die nicht singuliren Terme summieren sich

enan auf zu Py so dafl man dies auch darstellen kann als
3

P_1ie(2h) m V2wer ™1 4 P3(57) . (2.43)
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o =107
Uelz®) e=107 ]

£=5 10" |

Abb. 9: Der stabile Fizpunkt 53(32) 18t gemeinsam mut drei Fizpunkten
U_11¢(2%) am Ende der Fizpunktlinie abgebildet. Fir kleine ¢ schmie-

gen sich die Funktionen U_y,(2%) an U3(2?) an.

Fir ¢ — 0 entsteht an der Wand eine deltafunktionsartige Singularitit, zusatzlich
bleibt fiir grofere Werte von z genau der stabile Fixpunkt P; des gegeniiberliegen-
den Parabelastes stehen. Die Funktion P_j,.(z%) hat ein Minimum bei z = 2.

Fir kleine ¢ verhalt sich zg wie

25~ e/t (2.44)

Das Unterregime C

Nun betrachten wir das Unterregime C (Abb. 10), das sich fir p < p** an
Unterregime B anschlieft. Hier gibt es zwar keine Fixpunkte mehr, die Pha-
seniibergénge sind im RG~Flufl aber sichtbar.

" Der RG-Flu zeigt den Entbindungsiibergang immer noch durch eine Separa-

trix an, diese Separatrix wird jedoch nicht mehr auf einen Fixpunkt abgebildet.
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Abb. 10: Einige Iterationen der RG am kritischen Punkt im Unterre-
gime C. Dargestellt sind die Diagonalelemente U(N)(z,z} des Potenti-
als. Der RG-Fluf konvergiert nicht gegen einen Fizpunki.

Betrachtet man die Gewichtsfunktion P(z,z') = exp {—U(z, 7 )}, so sieht man in
numerischen Rechnungen, dafl der RG-Fluff an der Wand eine P(z,z) ~ 27 Sin-
gularitit mit ¢ < —1 aufzubauen versucht. ¢ = o(p) erfiillt dabei immer noch die
parabolische Bezichung (2.40). Im Gegensatz zu Unterregime B kann in Regime

C wegen der Nichtintegrabilitdt von 29 kein Fixpunkt erreicht werden.

o beschreibt das asymptotische Verhalten der Wahrscheinlichkeitsverieilung
P.{z) von z am Phaseniibergang. Fiir grofie z gilt nach (2.29) P.(z) ~ 21728 mit
o =1-2p. P(z,z)ist die wiederholt reskalierte Wahrscheinlichkeitsverteilung, bei

der dieses Verhalten an die Wand gedriicki ist, und daher bei keinen z erscheint.

Zunachst untersuchen wir die Divergenz der parallelen Korrelationslange 6“
in Unteregime C. Es zeigt sich hier, dafl man eine dem Skalenindex am Fixpunkt

entsprechende Grofie y definieren und numerisch bestimmen kann. Dieses y fithrt
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genau auf den analytisch bekannten Exponenten v =1 5], der auf Ubergange 1.

Ordnung hinweist.

0 5 10 i5 20
1.2 ; ; , 1.2
1.1 - 11
Y 1.0 — % 1.0

2
8
8 ]

0.8 |- - 0.8
0.8 ] [ E 0.8

0 5 10 i5 20

1 12 i 1 !

N

Abb. 11: Numerisch ermitielie Folge der Skalenindizes yp tm Unter-
regime C. Sie konvergiert gegen den Wert y = 1. Dies ermdglicht die

Definition eines Skalenindezes auch im Unterregime C.

Betrachtet man némlich den kritischen RG-Fluf§ ﬁN-{-l = R[T,] und setzt

Up = Up + v mit einer kleinen Stérung v, so kann man linearisieren:
R{UN} = R[UN] + f,_,\r'v = UN-%-I + .CN'U (2.45}
yn sel der gréfite Skalenindex von L. Man kann jetzt definieren

= Hm ) 9.46
y= lim yy (2.46)

Numerische Rechnungen (Abb. 11) zeigen, daff y = 1.00 £ 0.01 unabhingig

von p und ¢ ist. Der Wert v =1 /y = 1 deutet darauf hin, dafl es sich um einen

Ubergang 1. Ordnung handelt.
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Fir ein besseres Verstindnis des RG-Flusses im Unterregime C gehen wir liber
zu einer neuen Betrachtungsweise der RG. Es bietet sich an, die Renormierungs-
schritie als Vergroferung des Systems aunfzufassen (finite-size” Verhalten): Der
Ubergang von T zu T°" verdoppelt bei jedem Schritt die Systemgréfie. In ei-
nem endlichen System gibt es keinen gebundenen Zustand der Grenzflache [16].
Mit einer endlichen Wahrscheinlichkeit wiirde sie in den ungebundenen Zustand
tunneln. Als Folge davon behslt die Gewichtsfunktion P(z,z) fiir grofle z immer
einen konstanten Wert.

Betrachten wir nun das Minimum z((}N) von PV )(z,z) nach N Iterationen
(Abb. 12). Es teilt die Gewichisfunkiion in ein Wandgebiet, dafl physikalische In-
formationen fiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung im thermodynamischen Limes
enthilt, und einen asymptotisch konstanten Teil fiir grofie z ein. Der asymptoti-
sche Teil konvergiert gegen Eainen stabilen Fixpunkt exp{—Uj} und beschreibt den

N

weggetunnelten Zustand. z J definiert eine Lingenskala
0 g
Ly ~ 2t (2.47)

in dem endlichen System. z[()N) wird von dem Fluf} fir grofle N gegen die Wand

gedriickt wie:

A (2.48)
Dies definiert den Exponenten é. Da die Systemgrofe Lil wichst wie
L~ (2.49)

spielt der Ezponent ( = ( — & die Rolle des Rauhigkeitsezponenten am Benei-
2ungsubergang im Regime C.
Numerische Iterationen der RG fithren zu der Annahme, dafl die Gewichis-

funktion P, sich fir grofie N verhalt wie
P2, 2) m gz + Ph oz, 2) (2.50)

Dies gﬂt fur z > ze. ze ist ein Cutofl, der als Folge der Reskalierung von z, wie
~ b % gegen die Wand gedriickt wird (Abb. 12). Die Funktion Pé ) (z,z)

hat ein Minimum bei z((}N) ~ a%\{(z 29) . Mit der Annahme, daB ay ~ p¥(O+1)/2,
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Abb. 12: Einige Iterationen N der Gewichisfunkiion P(N)(z,z) im Un-
terregime C. Der Cutoff z¢ ~ b=N/2 wird durch Reskalieren gegen die

Wand gedrickt, das Minimum bei 250 ) verhdlt sich wie 23 ) ~ =N,
—~d -3 -2 -1 G 1
| ! I | I
5 |- r/, 5
) s
f‘ 4 - .4
.3 - .3
| | i I |

Abb. 13: Vergleich der numerisch ermittelten Werie fir { (Punkte mit -~

Fehlerbalken) mit { =1/2 — (¢ +1)/4(c — 1) (durchgezogene Linie).
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was bedeutet, daf der kritische Fluf eine distributionsartige Singularitit aufbaut,

folgt far é
o+ 1

o—1

(2.51)

§=1/4

Dieses Ergebnis pafit innerhalb der Fehler zu den numerischen ermittelten Werten

von & (Abb. 13).

Mirdal-Kadanoff-Renormierung

Wir haben bisher gezeigt, wie die hier betrachtete exakte RG das SFR und IFR
der Benetzungsiiberginge in 1 + 1 Dimension beschreibt. Es ist nun méglich das
Verfahren mit Hilfe einer Migdal-Kadanoff Renormierung (MXR) [17] auf belie-
bige Dimensionen d zu verallgemeineren. Bei diesem Verfahren werden Bindungen
zwischen benachbarten Punkten verschoben, was in der TM auf einen Vorfaktor
28-2 fiihrt. Um den trivialen Fixpunkt 7% = exp{—%(z — )2} wieder zu erhalten
muf man mit dem Rauhigkeitsexponenten { = (3 — d)/2 reskalieren.

Auf diese Weise erhilt man eine verallgemeinerte RG-Iteration

2
J

G(Z|z,2") = 21—2C(U(N)(z', 2Cz) + U(N)(z', 22" (2.52)

Der Fall ( = % Hefert die schon bekannte exakte RG. In dhnlicher Weise wie dort

kommt man auf das lang— und kurzreichweitige Verhalten méglicher Fixpunkte:

p d—1 N
Uz, z) a2 i T = 23 — fir grofle z (2.53)
* ! B 15 2—d . .
Uz, 2 )mo(2P +27) ; B= 2q—d- fiir kleine 2 (2.54)

Diese Fixpunkte sind im allgemeinen nicht mehr Funktionen nur des Produkis
z - z'. Der exakte Fall d = 2 (d.h. § = 0) erscheint hier mit dieser einfachen
Symmetrie und seiner logarithmischen Divergenz an der Wand als Sonderfell. Die
Gewichtsfunktion P hat dort fiir kleine z eine Potenz—Singularitdt, die auf die
Existenz des speziellen Unterregimes C fithrt. Fir d # 2 hat P ein exponentielles
Verhalten an der Wand, was zu der Vermutung fithrt, daf§ Unterregime C nur in

dem speziellen Fall d = 2 auftritt.
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Unklar bleibt jedoch, ob das Verschwinden dieses Unterregimes eine Folge der
Approximationenr der MKR ist, oder ob jedes Renormierungsverfahren zu diesem
Ergebnis fihrt. Da Migdal~Kadanoff Verfahren normalerweise bei einer Entwick-
lung um die 'exakte’ Dimension (2+ - Entwicklung) in erster Ordnungin e richtige

Resultate liefern, kénnte das Verschwinden des Unterregimes C allgemeine Giiltig-

keit haben.
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3. Transfermatrixmethoden

3.1. D TRANSFERMATRIX

Transfermatrixmethoden eignen sich in besonderem Mafle fiir die Untersu-
chung eindimensionaler statistischer Systeme, da hier das Ausintegrieren der Zu-
standssumme als eine wiederholte Matrixmultiplikation entlang einer Linie darge-
stellt werden kann.

Die hier betrachteten effektiven Grenzflichenmodelle in Dimension d = 2 ha-
ben ebenfalls diese Bigenschaft, da sie Fluktuationen entlang der 1-dimensionalen
Grenzflache beschreiben.

Die Hamiltonfunktionen dieser Modelle seien hier nochmals erwahnt. Wir

betrachten das GauBsche Modell

N _
J
M= 3 Tt~ L+ V() (3.1)
i=1
und da SOS-Modell
N
Ho= ) T~ Ll + V(&) . (3.2)
i=1

Die interessante Gréfe, die alle wichtigen Informationen {iber das jeweilige System

6ﬂth§1t, st die Zusta.néssumme
oo 1 10, e~ HALHT
Z-m/ Teen Ne 3 (33)

wobei die Temperatur T in Einheiten der Bolizmannkonstante kp gemessen wird.
Bei diesen Modellen mit endlicher ?Teilchenzahl” N mufinoch eine Randbedingung

gewdhlt werden. Wir werden im Folgenden immer mit periodischen Randbedin-

gungen, d.h.

4 =Ly (3.4)

arbeiten.
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Die bei der Berechnung von Z auftretenden wiederholten Integrationen kdnnen

rnit Hilfe der Transfermatritzen

J 1
T2, 0) = expd ——= (2 — £\2 — —(V(2) + V(£ \} (3.5
AT 7 e-'P L 2T(' / 2T( T/ + \ )/ Ay )
fiir das Gaufische Modell und
T(2,¢) = exp {-ig, - 2@+ vEent, (3.6)
- T r )
fiir das SOS-Modell, elegant geschrieben werden als
Z = §p{T"} . (3.7)

T bezeichnet dabei die N-fache Matrixmultiplikation von 7. Rigenfunktionen
$g(£) und Eigenwerte Ay von T werden definiert durch

[ a0, 084(8) = 2ge(®) (3.)
oder
T|gg >= Aqlg > . | (3.9)
Fir Z gilt damit einfach
z=0F. (3.10)
g

Wir wollen nun die freie Energie f sowie die Korrelationslange Eﬂ im Thermody-

namischen Limes grofier N durch Eigenwerte von T' ausdriicken [11].

Der grofite Eigenwert Ag dominiert fiir groe N das Systemverhalten, die freie

Energie pro Langensegment im thermodynamischen Limes,
. T
f=—~*§1m ——hlZ-——u—ThlAg 3 (3.11)
N—oco N

O(r) =< lilyyr > — < ;>
1 poo ~
=7z .ICOO dby...dlytil e T

1 p+oe _ 2
- (Zf—oo dly---diyt;e H/T) ; (3.12)
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die < -+ > begeichnen dabei Erwartungswerte. Ausgedriickt durch Transferma-

tritzen gilt fur grofle N:

Sp{fTm BTNy [ Sp{iTM}\? o
——Nm — 7 . \3.13)
— O

C(T}_: im S'p{TN}}

Hierbei ist 7 der Ortsoperator mit der Wirkung £¢(£) = £¢(£). Setzt man fiir T

nun die Entwicklung nach Eigenfunktionen ein, d.h.

T =3 Aldg >< ¢l (3.14)
q
so folgt fiir N — oo
o0 ) /A‘n r
Clr)= 3 | < ¢olflgn > | (TE : (3.15)
n=0 A

Fiir grofle » dominiert der Term (A1/Ag)". Dieser beschreibt das asymptotische
Verhalten von C(r) fiir groBe »
A1

r_ T/ -
)\0) =e [ (3.16)

Clr) ~ (

mit der Korrelationslange entlang der Grenzfliche §§| =1/In %S

Betrachten wir jetzt die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(£) der Grenzfliche.

Wegen
Sp{eT™}
£>= [Pl = - 3.17
<t>= [t = (317
folgt
1 1
Py = -1V, 0= =S AV s2(e) . (3.18)
Z 75
Im thermodynamischen Limes grofler IV fithrt dies auf
P(2) =|< ¢o | £ >"= ¢5(2) - (3.19)

Das Verhalten der freien Energie f im unendlichen System resultiert allein

PR [ I [P N

aus dem grofiten Eigenwert Ay der TM. Aus der zu Ag gehdrenden Figenfunktior

¢o(€) 1884 sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung P({) der Grenzfliche bestimamen.

Berechnet man Korrelationsfunktionen hoherer Ordnung, kommen nachfolgende

e

Eigenwerte mit ins Spiel.
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3.2. DER RAUHIGKEITSEXPONENT

Im Falle der freien Grenzflichen (d.h. V(£) = 0) des GauBschen Modells las-
sen sich alle auftretenden Infegrationen analytisch 16sen. Aus Symmetriegrunden
(H{¢;} = H{—£;}) folgt sofort dafl

<£>=0 (3.20)

ist. Dagegen sind im unendlichen System < #2 > und die Korrelationslinge 4

divergent. Berechnet man
YN 2 \
AC(r) =< (Ez--mifi_i_?) >, (3.21)

so findet man

(3.22)

.

Ly

A ;

i - _L.!” —_—
T T ¢
i{hﬁu 14§

Abb. 14: Eine Flukiuation der Wellenldnge L” hat eine typische Am-
plitude Ly ~ Eﬁ. Dieses Skalenverhalten definiert den Rauhigketisez-

ponenten (
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Der so definierte Exponent ¢ heifit Rauhigkeitsexponent [4]. Er beschreibt die
Skaleninvarianz der fluktuierenden Grenszfliche. Greift man némlich Fluktuatio-
nen mit einer bestimmten Wellenlange L” heraus (Abb. 14), und bestimmt deren

typischen Amplitude L, so gilt wegen (3.22)
Ly ~ Lf{

Der Rauhigkeitsexponent ist die wesentliche Grofie zur Charakterisierung der freien

Grenzfliche. Fr ist abhingig von der Raumdimension d. Wie in Kapitel 4.4.1

gezeigt wird, gilt
3—-d

(=~ (3.23)

Da ( die Skaleninvarianz der Grenzfliche beschreibt, miissen in dem in Kapitel
4 vorgestellten Renormierungsverfahren senkrechte Lingenskalen mit dem Faktor
b¢ reskaliert werden, wenn Lingen parallel zu der Grenzfliche mit dem Faktor b

multipliziert wurden. Nur dann kann das Verfahren auf Fixpunkie fiihren.

3.3. DAS FEIGENWERTPROBLEM DES SOS—-MODELLS

3.3.1. UBERGANG ZU EINER DIFFERENTIALGLEICHUNG

Wir studieren nun das Eigenwertproblem

77 a8, £)80(8) = Mgde() (3.24)
mit der TM
T(2,£) = exp{—K|f — €] - %(q(zz) +UEN} (3.25)
wobei K = £ und U(£) = YH) gesetat wurde. Betrachtet man die Funktion
B(E) = e () (3.26)
so gilt fir diese die Gleichung
% 4t LT @) = A (0) (3.27)
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Wie man durch Fouriertransformation und Anwendung des Residuensatzes leicht

zeigen kann, ist

(__m_e_k’z\ K= _oxrsrp _ 2.28)
-+ %) QK0 — 1) . (3.28)

Anwendung des Differentailoperators (3.28) auf {3.27) fithrt direkt auf die Diffe-
rentialgleichung (DGL) [10]

[ d® 2K

B2
Da wir ein Potential mit einer Wand betrachten, d.h. U{{) = oo fiir £ < 0, wird die
Integration (3.28) nur von 0 bis co gefithrt und es muf noch eine Randbedingung

bei £ = 0 beriicksichtigt werden. Es gilt

Mp(0) = f = de’e-Kf’“U(f’w(z’) (3.30)
2'(0) = hm{ / e e K& f)"U(f'Lp(e’)}, (3.31)
woraus als Randbedingung folgt
¥(0) _
TR (3.32)

Fir grofle £ muf sich 1(£) so verhalten, daff das Integral (3.28) existiert. Dies ist
eine weitere Randbedingung an () bei £ — oo,

Die DGL (3.29) hat gewisse Ahnlichkeit mit einer Schrdingergleichung mit
einem Potential e~V (. Betrachtet man die freie Grenzflache U(£) = 0, so erhalt

man

—" =a%p  mit o= ;25 ~K?, (3.33)

/\
also die Schrodingergleichung des freien Teilchens. o? hat die Bedeutung der Teil—
chenenergie. Der kicinste Energiewert ist a® = 0. Da.hef‘ ist in diesem Fall A = 2

LL

grofiter Eigenwert. Alle kleineren Eigenwerte A < f gehoren zu Streuldsungen.
Betrachtet man jedoch (3.29) mit einem anziehenden Potential U(Z), das aber

fiir grofie £ auf Null abfallt (U(£) — 0 fiir £ — c0), so kénnen zusitzlich gebundene

Zustinde auftreten. Fiir diese gilt a2 < 0 und somit A > 'IZT Sobald gebundene

Zustédnde existieren, ist der Eigenzustand ¢¥g(£), der die Verteilung der Grenzflache
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beschreibt, gebunden. Andert sich das Potential z.B. aufgrund einer Verinderung
der Temperatur T, kann bei einem kritischen Wert Ty, der gebundene Zustand

verloren gehen. Ubrig bleiben die Streulésungen, deren maximaler Bigenwert Ag

immer Ag = % ist. Die Grenzflache ist dann ungebunden.

3.3.2. DAs REGIME INTERMEDIARER FLUKTUATIONEN (IFR)

3.3.2.1. LOSUNG DER DIFFERENTIALGLEICHUNG

Um das kritische Verhalten fiir ein bestimmtes Potential zu untersuchen,
wahlen wir eine geeignete Funktion U(£). Im IFR muf dieses Potential asym-
ptotisch wie ~ g% auf Null abfallen. Geeignet fiir diese Zwecke 1st

—u fur 0<i< R

v = {—ln(l + %) fiir {> R, (3.34)

was auf die DGL
] 2K u 2 .
P (€) + (Te —K*W()=0 fir 0<{<R (3.35)
2K 2HKW

WO+ S 9@ =0 fir £>R (3.36)

fithrt. (3.35) ist dabei trivial zu losen, (3.36) ist die Besselsche Differentialglei-

chung, deren Losungen als Besselfunktionen wohlbekannt sind. Fir die gebunde-

$"(0) - (K°

P(f) = Acosgf+ Bsingl 0<i<R (3.37)
$(8) = CVIK(al) + DVE(af) £>R (3.38)
mit
g = (%{Ee“ N ORE (3.39)
o= (K- 2Ky (3.40)
A
_ (L _2EW .
p=(g-—) (3.41)
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I, (z) und K (z) sind modifizierte Besselfunktionen [12]. Aus der Randbedingung,
daf 9 (£) fiir grofle £ nicht exponentiell wachsen darf, folgt D = 0.

Figt man die beiden Teile ({ > R bzw. £ < R) stetig und differengierbar
aneinander und beachtet zusétzlich die Randbedingung (3.38) bei £ = 0, so erhélt

man eine Gleichung, die gebundene Zustinde beschreibt. Sie hat die Form

5(u, )= L,(aR) (3.42)
wobei
s )\)_RKgcoqu—qzsian (3.43)
A= KsingR+gcosgR '
Dabei ist
| Lo(e) = 2Ka®) (3.44)
z) = . .
g Ky(z)

Die Phasengrenze findet man, indem man A = % setzt und nach einer Lésung

u» = u* von (3.42) sucht. Findet man mehrere Lésungen, so mufl man darauf
achten, nur den Grundzustand zu betrachten.

Am Phaseniibergang mit A = 2/K gilt 1 = (1/4 — )Y/2, wobei der dimensi-
onslose Parameter w = K2W eingefiihrt wurde.

Zunachst untersuchen wir den Fall w < é, d.h. p > 0 und reell. Wegen
Lu(0) = —p erhilt man fiir die Phasengrenzen u* = u*(w) mit U = (e¥% —1)1/2

Ucos[KRU] - U2sin[KRU] 1 (1 )1/2
2 _— .

sin[K RU| + U cos|K RU] i (3.45)

4

Entlang dieser Phasengrenze v* = u*(w) kann das kritische Verhalten, ins-
besondere die Divergenz der Korrelationslange =1 / ln% betrachtet werden,
indem man um die Phasengrenze entwickelt. Setzt man als kleine Abweichung

von der Phasengrenze

EZA“":;(“ sowie Au=u—u" ,
so erhalt man aus (3.42)
. 2. 8S5(u,)) 8S(u, \) K3 /2
I T e I I A e=T, [ (e . (s
S(u ’K) + 5 IK:% Au+ o I::;% € u i 5 €) (3.46)
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Wegen Ag = "KZ" +eund Ay = % divergiert die Korrelationslange bei verschwin-
dendem ¢ wie

g~ = (3.47)

Bestimmt werden soll jetzt e als Funktion von Aw = v* — ». Hierzu bendtigen

wir das Verhalten von Ly (z) fiir kleine 2. Mit [12]

K, (2) = =Kua(2) - EKy(=) (3.48)
folgt
Ly(z) = -—x%’{;—'é—?—) -4 (3.49)

Die modifizierten Besselfunktionen K,(z) verhalten sich fiir kleine = wie

DG 5 w>0 (3.50)

B |

Ky(z) ~
Kolz)~—Inz . (3.51)
Mit Hilfe von K, (z) = K_ (=) fihrt dies auf [3]

Ly(z) ~ 1/1n(e7§)

=20
Mhe 2m() Gr* o<m<t (3.52)
-1+31( ) p=1 |
-#+9/( 1) el

Dabei bezeichnet v die Eulersche Zahl.
Aus (3.49) und (3.51) kenn man das Verhalten von ¢ fiir Az — 0 entnehmen.

Es gilt

c
| ~ 83 —_— 1 =
| el exp(ﬁu_) p=10
(3.53)
~ Auf|ln Ay | p=1

~ Dy p>1

Dabei ist immer g = (4l —w)i/2,
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Nun wollen wir den Fall w > 41 betrachten. Hier gilt p = ix = i(w — 4;)1/2 rein
imaginar. Es mussen also Besselfunktionen mit imagindrem Index p untersucht
werden.

Dieses Problem laft sich mit einem Verfahren behandeln, daf von H. van Hae-
ringen [18] beschrieben wurde. Die Bedingung fiir gebundene Zustinde {3.42)
§ = L,(aR) wird umgeschrieben, die Besselfunktionen K,(z) werden durch ver-
allgemeinerte hypergeometrische Funktionen ¢ F; ausgedriickt. Mit z = aR kann

man (3.45) schreiben als

(S+@)zg%i)i). (3.54)
Mit
Ku(e) = gop—ll-p(@) = Iu(2)] (3.55)

werden die K, durch die anderen modifzierten Besselfunktionen I,(z) dargestellt.

Aus (3.54) erhalt man so mit (3.55) und
Ioyle) = Iy y(z) + %I_p(m) | (3.56)
die Besiehung
()5 = 1) = Tu(a)(S + ) = oll1-n(e) ~ Trp(e)]  (357)

Um die irnaginedren p = ix behandeln zu k&nnen, verwendet man eine Darstel-
lung der Besselfunktionen I,(z) durch verallgemeinerte hypergeometrische Funk-

tionen pFy [12]:

e = R (3.58)
# (g +1) Y4l '

Aus der Ausgangsgleichung (3.45) erhilt man auf diese Weise

(0Fi(1 — in, Z)(S ~ ix) + ingFy(—in, T))T(1 + i)

= 3 . — . (3.59)
(o F4(1 +ix, %)(S +ir) — ing P (ix, %))I‘(l —iK)

Da hier in Zahler und Nenner jeweils eine komplexe Zah! z und ihr komplex kon-

jugiertes z* steht, kann man wegen z/z* = ¥ 387 schreiben

G2ieln(3) _ J2i(G+H) (3.60)
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. r '
exp({2iG) = M (3.61)
S 1) .
und
2 2
CXP(2?:H) — 0 I( . z’;c'? 4;2)( %"‘i) o “'60 1( .%K'! 24 ) . (3.62)
oF1(1 +ix, 5) (S +ix) —ingFi(in, )
Die Bedingung (3.42) kann also dargestellt werden in der Form
T 22
xln 5 =" + G(ir) + H(ix, Z—) , (3.63)

mit einer beliebigen ganzen Zahl n.

In dem hier betrachteten Fall w > ;1;7; @ = 1K; % reel, gibt es immer mehrere
gebundene Zustande fiir verschiedene Werte von n. Die Grenzfliche ist gebunden
und man findet eine weitere Phasengrenze bei w = %; U< u*(%) Um die Divergenz

von 5” an dieser Phasengrenze zu bestimmen, bendtigt man das Verhalten von G
1T

und H firx — 0, dh. w — 5 . Es gilt {5}
G(ix) ~ —x (3.64)
; |
z H

ir, —) = 3.65
H( "{’1 4 ) S ( )

wobei v die Euler’sche Zahl ist. Mit z = aR ~ (£-€)1/2R folgt
lap, mm 1 N
In S e + 5 + const . (3.66)

Entscheidend fiir das kritische Verhalten ist nur der Grundzustand. Da nur sein
Verhalten diskutiert werden muf, interessieren wir uns nur fur kleine Werte von
n.

Negative Werte von n sind unphysikalisch, da dann ¢ fiir K — 0 divergieren
wiirde. Fiir n = 0 gilt ¢ — const fiir w — 7. Dies ist der Fall wenn es bei
w = % gebundene Zustinde gibt (v > u*(%)) Hat man jedoch keine gebundenen
Zustande fir w — %-}-', so wird der Grundzustand durch » = 1 beschrieben. Bei
Anniherung an die Phasengrenze (Aw = w — % — 0) verschwindet € in diesem
Fall wie _ _

¢ ~ exp|—2n/VAw] | (3.67)
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3.3.2.2. UNTERREGIMES DES IFR

Die Phasengrenze der Entbindungsiibergange besteht ans zwei Teilen, die sich
an dem multikritischen Punkt w = %; u = u*(é) treffen (Abb. 3). Es ist die
Linie v™ = u*(w) flir w < % sowie bel w = % die Gerade mit v < u*(1/4). Entlang
dieser Phasengrenze kennen wir jetzt auch das kritische Verhalten. Dieses 158 sich
in 3 Unterregimes aufgliedern, in denen sich die Phasenfibergéinge in wesentlichen
Punkten unterscheiden. Es gilt

(i) Unterregime A fir w = 1/4 und v = »*(1/4). Die Korrelationslinge zeigt

hier eine wesentliche Singularitdt
& ~ exp{2n/(w — 1/4)1/2} (3.68)

(i) Unterregime B fiir —3/4 < w < 1/4 entlang v* < w*(w). Bei Anndherung

an die Phasengrenze divergiert cfH wie
g~ (w—u")7l. (3.69)

Der kritische Exponent v hat den Wert

y= (G —wyh (3.70)

(i1} Ebenfalls auf der Phasengrenze v* = u*(w) schliefit sich bei w < —% ein
Unterregime C an. Hier hat der Exponent v den Wert y =1 unabhéngig
von w.
Die freie Energie f = —T'In Ag skaliert am Phasenfibergang wegen Ag = -_f%: +€
wie
f ~ e+ const ~ (u —u*)!l + const . (3.71)

Der Exponent v bestimmt somit die Ordnung des Ubergangs. In Unterregime A

mit seiner wesentlichen Singularitdt existieren alle Ableifungen von f beztglich

=t
-

T, d.h. der Ubergang ist kontinuierlich und von unendlicher Ordnung. Ebenfalls
kontinuierliche Uberginge, die aber von 2. Ordnung sind, findet man in Unterre-
gime B. In Unterregime C dagegen, treten wegen y =1 Uberginge 1. Ordnung

s
aul.
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Diese Ubergange 1. Ordnung erkennt man auch daran, dafl die Wahrschein-
lichkeitsverteilung P.(f) am Ubergang normierbar ist, d.h. daB der Ubergang zu
den nichtnormierbaren Streuldsungen sprunghaft stattfindet.

Nihert man sich dem kritischen Punkt mit kleinem e = A — %, so gilt fir P(£)
fiir grofle £

AN

2 2, K2 112
P(£) ~ ¥§(£) ~ g__#_(-g e1%0) . (3.72)
Im Falle kleiner € folgt daraus mit K(z) ~ 27 (z klein)

P(&) ~ 2172, (3.73)

Dies gilt fiir genfigend grofie £, die aber kleiner als ein Cutoff £, ~ e"1/2 sein
mussen.

Oberhalb dieses Cutoffs fallt P(£), wegen K,(z) ~ = /2¢~% fiir grofe z,
exponentiell ab, so daf alle Momente von P(£) endlich sind solange man die Pha-
sengrenze noch nicht erreicht hat. Fir e = 0 ist der Cutoff £ ins Unendliche

verschoben. Am Punkt des Phaseniibergangs verhalt sich die Wahrscheinlichkeits-
verteilung P, wie [14]

P(8) ~ 0172  fiirgrofe £. (3.74)
Im Unterregime C ist diese Verteilung normierbar. Da P.(€) im Regime C ska-

leninvariant ist, zeigen die Momente &, = [[5° " P(£)dL 1/n alle ein unterschied-
g 0

liches Verhalten bei Anniherung an die Phasengrenze. Diese Momente skalieren

wie [5]
. 1 .
<>~ ;ﬁ ety ~ o E(n - 2) (3.75)
0
1 n+t+2
< SUR e yn:;;( 5 — ). (3.76)

Dabei ist £y ein konstanter Cutoff, £, skaliert wie £, ~ 12, Solange
(n +2)/2 — p > 0 ist, divergiert £, bei Erreichen des Phaseniibergangs. Im Falle
(n+2)/2 — 1 < 0 bleibt ¢ endlich, und springt beim Beneizungsiibergang auf
einen unendlichen Wert.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Pu{(£) ~ 2128 im Regime C zeigt, daf wegen

der nicht Gaulschen Fluktuationen der Grenzfliche das einfache Skalenverhalten
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mit nur einer Lingenskala £ ~ flll/ 2 <t >, Wie man es in Regime B findet,
ungiiltig wird und durch (3.76) ersetzt wird.

Die Renormierungsgruppe, die in Kapitel 4 betrachtet wird, enthélt bei Verlust
des Skalenverhaltens in Unterregime B keine Fixpunkte mehr. Geht man von
Unterregime B tiber in Unterregime C, so bricht die Linie von Fixpunkten plétzlich

ab.

3.3.3. Das REGIME SCHWACHER FLUKTUATIONEN (WFR)

Nachdem nun der spezielle Fall des IFR mit den drei Unterregimes ausfiihrlich
besprochen wurde, werden wir nun das Verhalten bei lingerreichweitigen Poten-
tialen behandeln. Diese Potentiale fallen asymptotisch fiir grofie £ wie 1/£% mit
0 < o < 2 auf Null ab.

Zur Losung unserer DGL betrachten wir

—2 fir0<f{< R

Ue) =
() {—ln(l—%—%{-) fir{>Rund0<a<?2

(3.77)

Diese Funktion ist ganz entsprechend zun (3.34) gewahlt, hat aber das asympto-
tische Verhalten —%{. Der erste Abschnitt der Lésungen der DGL (£ < R) ist
natlirlich wieder Gleichung (3.34), nur daf jetzt v durch v ersetzt werden muf.
Fir £ > R erhalt man eine DGL, deren Losungen im allgemeinen nicht auf einfache
Weise dargestellt werden kénnen.

In dem Spezialfall @ = 1 kann man sie jedoch schreiben als

B(8) = C W,

1(a) £>R (3.78)

mit ¢ = (K% — -2-;\&)1/2 und b = ﬁ%’{. Die Wy,u(=) bezeichnen Whittaker’sche
Funktionen [12].

Von Schrédingergleichungen ist bekannt, daf bei langreichweitigen anziehen-
den Potentialen, die asymptotisch wie ~ —gﬁa abfallen (W > 0,0 < & < 2), immer
gebundene Zusténde existieren; unabhéngig davon, wie die Potentiale fiir kleine £

aussehen. Die Grenzfiiche ist fiir W > 0 also immer gebunden.
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Im Falle W = 0 befindet man sich im Regime starker Fiuktuationen (SFR).
Aus Abschnitt 3.2 weif man, daB hier die Grenzfliche fiir v > w*(0) gebunden, fiir
v < «*(0) dagegen ungebunden ist. »*(0) ist die in Abschaitt 3.3.2 eingefiihrte
Phasengrenze. |

Nihert man sich also ausgehend von W > 0; v < »™(0} der Linie W = 0,
so findet ein kontinuierlicher Entbindungsiibergang statt. Eine Phasengrenze im
WFR ist damit v < u*(0); W = 0.

Eine zweite Phasengrenze tritt fiir W < 0 entlang einer Linie v* = »*(W)
auf, an der {'}bergélnge 1.0rdnung stattfinden. Dies erkennt men daran, daf fur
W < 0 bei geeignet gewahlten Werten v = v* gebundene Lésungen mit a? = 0,

oder A = % existieren [19] (Energie-Null gebundene Zusténde).

Diese Lésungen findet man, indem man ) = }% setzt und die DGL (3.26) fir
£ > R lost:

e 2
(0 = 02K | (w£T): mit  v= K(—w)H? (3.79)
2—a
Damit die gesamte Losung bei { = R stetig und differenzierbar ist und
auflerdem die Randbedingung bei £ = 0 erfillt, mul der Wert v einen bestimm-
ten Wert v™ haben. Bei diesem Wert v* gehen die gebundenen Zustinde gerade

verloren, d.h. man befindet sich am Punkt des Ubergangs.

Da (3.79) jedoch eine gebundene Lésung mit A = % ist, bleibt die Grenzflache
bei Erreichen der Phasengrenze v = v™(W) gebunden und entbindet sprunghaft.
Es handelt sich hier also um einen Ubergang 1. Ordnung.

Auch diese Phasengrenze 148t sich aus der Forderung ven Stetigkeit und Diffe-
renzierbarkeit bestimmen. In den Variablen V = (7" — 1)Y/2 und w = v R(2-e)/2
gilt

Veos KRV - V2sinlKRV] 1, 2=cp (3.80)
sinf K RV |+ V cos| KRV| 2 2 7ma v

L,(z) ist dabel die im Abschnitt 3.3.2 eingefiihrie Funktion.

Fiir langreichweitige Potentiale findet man somit eine Phasengrenze mit zwei
Teilbereichen (Abb. 4). Fiir W < 0 eine Linie v* = v*(W) mit Ubergingen 1.

Ordnung und die triviale Phasengrenze W = 0 fiir v < »*(0). An dieser Grenze
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sind die Ubergange von 2. Ordnung. Beide Linien treffen sich in dem Punkt
W = 0,v* = »*(0).

Die hier auftretenden Uberginge 1. Ordnung sind eine direkte Folge der Exi-
stenz gebundener Zusiinde mit Energie Null, wie sie bel Schrédingergleichungen
mit langreichweitig anziehenden Potentialen zu finden sind.

Die Uberginge 2. Ordnung des WFR werden von der funktionalen RG, die in
Kapitel 4 eingefiihrt wird, durch den trivialen {Gaufschen) Fixpunkt beschrieben.
Hieraus folgt auch die triviale Phasengrenze W = 0.

Die hier besprochenen Ergebnisse fiir das WFR stimmen mit denen von [13]
iiberein. Dort wird jedoch behauptet, daf es sich bei 1/2~Potentialen beim SO5-
Modell um das IFR handelt. Begrtindet wird dies mit dem Auftreten "neuartiger
Ubergénge mit divergenter Korrelationslinge”, da auch bei den Ubergingen 1.
Ordnung die Energieliicke ¢ verschwindet.

Mit den Ergebnissen dieser Arbeit wird jedoch gezeigt, dafl alle Skalenregimes
des SOS-Modells genau mit denen des Gaufischen Modells iibereinstimmen. Die
ﬁbegénge im WFR sind typische Phasentibergédnge 1. Ordnung, das Divergieren
einer Langenskala ~ 1/¢ bei Verschwinden der Energieliicke € kann im Zusammen-

hang mit finite-size Effekten leicht verstanden werden [20].
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4. Funktionale Renormierung des
Potentials

4.1, DIE IDEE DER RENORMIERUNGSGRUPPENMETHODE

Renormierungsgruppenmethodensind ein besonders wirkungsvolles Hilfsmittel
bei der Untersuchung kritischer Phénomene. Sie liefern nicht nur Informationen
tiber kritische Exponenten am Phasenlibergang, sondern fithren auch zu einem
Verstandnis der Universalitdt des beobachteten Verhaltens [21].

Mit Universalitit bezeichnet man die wichtige Eigenschaft vieler kritischer
Phénomene, dafl das Verhalten eines Systems nicht von allen Systemdetails, son-
dern nur von wenigen relevanien Parametern abhangt. Eine ganze Universa-
litatsklasse von verschiedenen physikalischen Systemen zeigt am Phaseniibergang
die gleichen Eigenschaften.

Diese Besonderheit erméglicht es erst, vereinfachte Modellsysteme wie Ising-
modelle oder die hier untersuchten Grenzflichenmodelle zu betrachten, und dabei

Ergebnisse von physikalischer Relevanz zu erhalten,

Die'Renor.mierungsgruppe (RG) unterzieht das System H einer Skalentrans-
formation. Man mittelt {iber Fluktuationen auf kleinen Ldngenskalen und &ndert
zusdtzlich alle Lingen um einen Skalenfaktor b (Abb. 15). Hierdurch erhilt man
leichen makroskopischen Verhaltensweisen zeigt
wie das Ausgangssysiem. Mikroskopische Details und auch die Art der Wechsel-
wirkungen haben sich gedndert. Die RG wirkt im Raum der betrachteten physi-
kalischen Systeme als nichtlineare Abbildung [22] [23].

Am kritischen Punkt ist, wegen der divergenten Korrelationslangen, keine
Lingenskala ausgezeichnet. Das System ist also anf makroskopischer Ebene skale-
ninveriant. Diese Situation wird von der RG durch einen Fixpunkt der Abbildung
beschrieben. Beginnt man mit irgendeinem System am kritischen Punkt, so fithrt
die Tteration der RG auf einen solchen Fixpunkt. Alle Systeme, deren kritisches

Verhalten durch den gleichen Fixpunkt der RG beschrieben wird, gehdren der
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Abb, 15: Schematische Darstellung des Renormierungsvorganges.
Durch Ausintegrieren mikrvoskopischer Freiheilsgrade wird das Gitter
ausgedinnt und damit die Gitterkonstante a reskaliert zu o/ = b - a.
Dabei bleibt die Korrelationslinge in physikolischen Einheilen f =a-§

unverdndert, die in Einheiten der Gitterkonstanten, £, wird reskaliert

u ' =1/b¢

gleichen Universalitatsklasse an.
Diese Ideen werden jetzt anhand der hier untersuchten Grenzflichenmodelle
mathematisch prizisiert. Ausgehend von der Hamiltonfunktion H{Z;} des Systems

it der Zustandssumme
7= I1 dt; exp{~1/T} (4.1)
2

mitteln wir iiber jeden 2. Freiheitsgrad. Dies entspricht einem Reskalierungsfakior

b = 2 und fiithrt auf eine neue Hamiltonfunktion H' mit

exp{—H'/T} = fﬂde% exp{—H/T}. (4.2)
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' hingt nur noch von jedem zweiten der urspringlichen Freiheitsgrade ab.
Die Zustandssumme Z, sowie die Korrelationslinge in physikalischen Einheiten

-

£ = ¢ -a, bleiben dabei unverdndert:

Z'=27 (4.3)
&=¢ (44)

(a ist die Gitterkonstante, ¢ die dimensionslose Korrelationsignge}. Da die Gitter-

konstante a wie o' = b - a reskaliert wurde, gilt: ¢ =1/b-¢.
Diese RG Abbildung kann als nichtlineare Abbildung

H' = Ry[H] . (4.5)

dargestellt werden.

Aus der RG kann man auch Informationen iiber kritische Exponenten gewin-
nen. Zu einem Phaseniibergang gehort ein Fixpunkt H* mit R[H*] = H*. Linea-
risiert man R[H] an dem Fixpunkt H*, so erhélt man einen linearen Operator £
der auf h = H — H™ wirkt. In der Nahe des Fixpunktes kann der FluB der RG

gendhert werden durch

b =Lk (4.6)

Fiihrt man Eigenfunktionen f; und Eigenwerte A, von £ ein, so kann man
zwischen relevanien und irrelevanten Stérungen unterscheiden. Bei einer relevan-
ten Stérung mit A > 1 treibt man vom Fixpunkt weg, eine irrelevante Stérun
(A < 1) verschwindet unter Anwendung Q3.

Parametrisiert man den RG Fluf} in der Nahe des Fixpunktes durch die Am-
plitude u der relevanten Storung mit dem Eigenwert ), dann beschreibt » den

Abstand des Systems vom kritischen Punkt. Die RG transformiert 4 und ¢ ”{u) z

= Apeu (4.7)
&) = %éu(u)' - (4.8)

Definiert man den Skalenindex y durch

Y= A, (4.9)
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dann kann dies geschrieben werden als

£y (w) ~ b gV ) (410)
Mit der Wahl b = v~ /¥ gilt

(w) ~u™ Y gy (L), (4.11)

Aus {4.11) kann man direkt ablesen, da bei Anndherung an den kritischen Punkt

bei u = 0, die Korrelationslange &) wie £ ~ 1~ 7Nl divergiert. Fiir den kritischen
1

¥y’ .

Hat man also eine RG definiert, so beginnt man zunichst damit, nach Fix-

punkten zu suchen und die zu instabilen Fixpunkien gehérenden relevanten Ska-

Exponenten giit dabei | =

lenindizes y zu bestimmen. Man kennt dann das kritische Verhalten der gesamten

Klasse von Systemen, die alle unter fortwéhrender Renormierung auf diese Fix-

punkte abgebildet werden.

4.2. RENORMIERUNG DER TRANSFERMATRIX

4.2.1. DEFINITION DER RENORMIERUNGSGRUPPE
Mit Hilfe der Transfermatrix 7'(¢,£') 1iBt sich fiir die hier betrachieten
Grenzflachenmodelle auf einfache Weise eine funktionale RG formulieren, die ex-

akt ist. ist, dafl wir eindimensionale Grenzflichen betrachten,

J

bei denen die wiederholie Integration zur Berechnung der Zustandssumme auf eine
Matrixmultiplikation zuriickgefihrt werden kann. | o
Geht man nimlich von T iiber zu 7' = T'- T; so bleibt wegen Z = S§p{T¥} =
Sp{T'¥ /2} die Zustandssumme unverandert. Auflerdem hat man durch die aus-
gefithrte Matrixmultiplikation jeden 2. Freiheitsgrad aussummiert, also eine Res-
kalierung mit b = 2 vorgenommen. Alle Anforderungen an eine RG werden also

erfillt ohne dafl irgendwelche Néherungen gemacht wurden.

Bisher wurde das System nur in einer Raumrichtung reskaliert. Zusatzlich

mufl noch die Variable £ reskaliert werden, damit man Fixpunkte erhilt. Die
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Skaleninvarianz der Grenzflache erfordert eine Transformation von £ wie
O =1 (4.12)

wobei ¢ der in Abschnitt 3.2 eingefithrte Rauhigkeitsexponent ist. Fir zweldimen-
sionale Systeme ist ¢ = 1/2 [4].

Die so eingefuhrie RG

T, 1) = [T a7 (o, 2y T, VB (413)

hat den trivialen (Gaufischen) Fixpunkt T%({,¢) = exp{—%(ﬂ — £')?} wie man
sofort durch Einsetzen in {4.13) sieht. Dieser Fixpunkt rechtfertigt die gewahlte
Reskalierung von £.

Die Besonderheit der RG (4.13) ist ihre Exaktheit. Man kann sicher sein, daf
alle Strukturen von dieser RG richtig wiedergegeben werden. Eine Schwierigkeit
ist allerdings die Behandlung der kontinuierlichen Matritzen. Da die Fixpunktglei-
chung (4.13) als nichtlineare Integralgleichung analytisch nur schwer zu untersu-
chen ist, miissen numerische Methoden eingesetzt werden. Das Diskretisieren von

(4.13) fihrt auf groBe Matritzen, die einen erheblichen Rechenaufwand erforderlich

machen.

4.2.2. DAS FREIE SOS-MODELL ALS BEISPIEL

Fin einfaches Anwendungsbeispiel der oben eingefithrten RG soll deren
Wirkungsweise demonstrieren. Dazu betrachten wir die RG im Falle freier
Grenzflichen, bei denen die TM nur von der Differenz der beiden Variablen £

und £ abhingt:

T(e, ) = F(e ) | (4.14)

In diesem Unterraum von Transfermatritzen 188t sich die RG (4.13) mit der Fou-

riertransformierten

) = _\/.12__7? Jae Py e - (4.15)
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schreiben als

2k (8N
Rgit—L)

g fan L o - PN thif B
'y (f/\/Z) = on jjjfdkldfcgdﬂ Hlry)e ﬁ(ﬁcz)e

- [ dkF2(k)e*! . (4.16)
Die RG hat im Fourierraum somit die einfache Form

F'(k) = J/xF? (5%) : (4.17)

Diese sehr einfache Abbildung hat natfirlich immer noch den trivialen

Gauflschen Fixpunkt

T, ) = exp{—g-(e _ oy (4.18)

bzw.
1

Va7

Dies folgt sofort durch Einsetzen in (4.17) wenn man beachtet, da} es nicht auf
Vorfaktoren vor der TM T'(£,#') oder F({) ankommt, da sie bei der Berechnung
physikalischer Observablen immer wegfallen. Als Fixpunkt gilt eine Funktion, die

bis quf einen konstanten Vorfaktor durch die RG reproduziert wird.

- 2
PR = —— =57 . (4.19)

Der triviale Fixpunkt (4.19) beschreibt die Skaleninvarianz freier Grenzflichen
mit dem Rauhigkeitsexponenten { = % auf groflen Langenskalen. Auch das SO5-
Modell hat diese Eigenschaft und wird durch den Gaufischen Fixpunkt beschrieben.

Dies ist einfach zu zeigen. Fir das SOS-Modell mit
F(2) =11 (4.20)
und
o 1
F EY=I— ——Hr (4,21
( ) \/1;' Iz + k2 ( )

ergibt sich mit (4.17) fiir die N—fache RG-Tterierte sofort

FYIEYy=1™ 7 (ﬂ.;_l;%)m mit  m=2". (4.22)
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3 . m KA _ X * .
Mit nh_}moo(l + 7_1) = e gilt im Grenzfall grofler N

by |?s
Y
Ve
K
[a]
o
~—

lim F)(k) ~e

N—oo
Man erreicht also den GauBschen Fixpunkt mit einer Gremzflachensteifigkeit
J=1%)2.

Auf grofien Léngenskalen verh&lt sich das SOS-Modell genau wie das Gaufisch

1]

[ o]

Modell. Die Eigenschaften der freien Grenzflache mit Rauhigkeitexponent { =

sind universell und werden durch den trivialen Fixpunkt beschrieben.

Dieses Ergebnis legt es natiirlich nahe, bel beiden betrachteten Modellen
gleichartiges kritisches Verhalten bei Entbindungsiibergingen zu erwarten, wie

es in dieser Arbeit gezeigt wird.

4.3. FUNKTIONALE RENORMIERUNG DES (GAUSS’SCHEN MODELLS

4.3.1. EINE EXAKTE RENORMIERUNGSGRUPPE FUR
BENETZUNGSUBERGANGE

Die Renormierungsgruppe (4.13) wird nun im Falle des Gauflschen Modells
betrachtet. Dabei werden an die Potentiale V(£) die Randbedingungen V(£) — 0
fiir grofle £ sowie V(£) = oo fiir £ < 0 gestellt, so daB Benetzungsiiberginge studiert

werden konnen.

Zur Vereinfachung werden dimensionslose Variablen z = -—\/%E und U{z)
%V(‘\/ -r*;—z) eingefithrt, mit denen die TM die Form

o

T(s,#) = exp{~1(z — #) = 5(U(z) + U())} (424)

hat.

Unter der Renormierung (4.13) bleibt der erste Term in der TM als Fixpunki
fest, wahrend das Potential U(z) renormiert wird.

Die Renormierung der TM soll jetzt als Renormierung des Potentials formuliert
werden. Hierzu ist es ndtig eine verallgemeinerte Potentialfunktion U(z,7') ein-

zufithren. Diese hingt von zwei Variablen z und 2’ ab. Fiir das Potential U(z, ')
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kann eine Renormierungsvorschrift angegeben werden, wenn man als symmetri-
sche Startfunktion U(0)(z,z) = $(U(z) + U(2')) setzt. Einsetzen der TM (4.24)
in die RG (4.13) fuhrt auf die Renormierung des Potentials U

) 1)
U(N‘H)(z, 2y = mln/:O %e}cp{—(z’ _z jf )2 G(2 | z,2")}
G | 2,2 =W Vaz) + UM V2" (4.25)

Die Symmetrie der Potentiale U(z,2') = U(Z', 2) bleibt unter Renormierung er-
halten.

Eine etwas einfachere Darstellung erhilt man bei Betrachtung der Gewichts-
funktion P(z,7') = exp{—U(z,7)}. Anstelle von (4.25) erhslt man fiir die Renor-

mierung von P

H

PN+, /°° dz! (s PO o) P V3" (4.26)

Beide Gleichungen sind natiirlich identisch. Da fiir 2 < 0 wegen U(z) = oo der
Integrand verschwindet ist die harte Wand implizit in (4.25) und (4.26) enthalten.

Sie wird durch Abschneiden der Integration bei z = 0 beschrieben.

Ausgehend von der RG (4.25) wird nun versucht Fixpunkte zu finden, sowie

eine Vorstellung von der Struktur des Flusses U{V+1) = R[UY)] durch den Punk-

tionenraum zu gewinnen.

4.3.2. ANALYTISCHE UNTERSUCHUNG DER FIXPUNKTGLEICHUNG

Nichtlineare Integralgleichungen wie die Fixpunkigleichung U* = R[U*}, wobei
R[U] die RG Abbildung (4.25) ist, lassen sich nur in Ausnahmeféllen analytisch
exakt 16sen. Zwel solche Ausnahmen sind die von Huse [15] gefundenen Fixpunkte
UL von {4.25) mit

Us(z,7) = —In(1 £ %) . (4.27)
Dies 1883t sich durch Einsetzen in (4.25) und Durchfiihren der Integration, leicht
zeigen.

Beide Fixpunkte sind kurzreichweitig, das heifit sie fallen exponentiell wie ~

e~22% auf Null ab. Sie beschreiben das SFR kurzreichweitiger Potentiale [7].
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Mit Hilfe einer Sattelpunktsniherung [24] wird jetzt das asymptotische Ver-
halten anderer moglicher Fixpunkte bestimmt.
Dazu wird das Integral in (4.25) fiir groe Werte von z und z’' genshert. Es

muf ein Integral der Form

o= [T L et (4.28)
berechnet werden. Der Exponent —g(z') = —(z' — @)% — f(#') wird um sein Mini-
mum bei z = z* mit

Zf—a= -—%f’(z*) (4.29)
entwickelt als
o) m (=" — @) + 7" + (1= 57" — 292 (4.30)

Wenn der Integrand e=9(*) in der Nihe des Sattelpunktes z = z* das Integral
(4.28) dominiert, dann ist die Entwicklung eine geeignete Naherung.
Durch Einsetzen von (4.30) in (4.28) und Durchfiihren der Integration erhalt

man

~ (7 —a)’=f(z") 1¢("*). (4.31)
(TR

mit

b= [ % et (4.32)
In unserem Falle ist a = (z + 2”}/v2 und f(2/) = U(z',v22) + Uz, v22").
Betrachtet man das asymptotische Verhalten fiir grofie z und 2", also a — o0, so
gilt mit (4.29)
e, (4.33)

da f'(z) — 0 fiir grofle z. Auferdem gilt ¢(2*) ~ 1 und man erhalt in fithrender
Ordnung
HOETELZE (4.34)

Aus der Fixpunktgleichung wird in dieser Niherung eine lneare Funktionalglei-

chung

Uz, ) = U (z;f,v20+vwzjf V/22") (4.35)
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die das asymptotische Verhalten der Fixpunkte U*(z, 2) beschreibt, da fiir a — o0
die Sattelpunktsniherung beliebig gut wird.

Die einzigen Losungen von (4.35) sind

U*(z, /) = —2— (4.36)

z- 2" :

mit einem freien Parameter p. Dies kann man durch einfaches Finsetzen sofort
nachprifen.

Es werden alle langreichweitigen Fixpunkte richtig beschrieben. Bei kurzreich-
weitigen Fixpunkten ist die Naherung ungeeignet, da sie in diesem Fall flira — co
nicht exakt wird. Beide aus physikalischen Griinden erwarteten kurzreichweitigen
Fixpunkte sind aber die exakt bekannten U, so dafl dies kein Problem darstellt.

Nun wenden wir uns dem Verhalten der Fixpunkte an der Wand zu. Hierzu
betrachten wir Gleichung (4.26), da diese etwas einfacher zu studieren ist als (4.25).
Setzt man verschiedene Ansétze fiir P(z,2') = exp{-U(#,7)} in (4.26) ein und
priift ob fiir z,z’ — 0 die Fixpunkigleichung konsistent erfillbar ist, so fithrt nur

die Wahl
Pz, 2 )~ (2 2)7/? (4.37)

zum Erfolg. Alle anderen einfach gewdhlten Ansétze sind offensichtlich inkonsi-

stent. Das hieraus folgende Verhalten fiir die Fixpunkte
U*(2,7) = ——g Inz 7 fir 2,2 =0 (4.38)

wird durch numerische Untersuchungen bestdtigt.

Diese asymptotischen Entwicklungen (4.36) und (4.38) geben erste Hinweise
auf die Existenz langreichweitiger Fixpunkte. Auf die Frage, ob es aber neben den
U+ weitere Fixpunkte gibt und wie diese in der gesamten z,z~Ebene aussehen,

dariiber geben analytische Naherungen keine Auskunft.
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4.3.3. NUMERISCHE SIMULATION DES RG~FLUSSES

Bei der RG Abbildung (4.25) handelt es sich um eine nichtlineare Integral-
transformation. Es ist unumginglich diese Abbildung numerisch zu simulieren,
da fiir nichtlineare Probleme kein geeigneter Apparat analytischer Methoden zur
Verfugung steht,

Auch die numerische Simulation von (4.25) fithrt auf groffc Schwierigkeiten.
Zunschst muf die Integration in (4.25) durchgefithrt werden (z.B. Simpsonregel
(25}). W&hlt man anf dem Integrationsintervall n Stiitzstellen, so mufl man die
Potentiate U(¥) als n x n-Matritzen abspeichern und bei jedem RG-Schritt n?
Integrationen durchfthren.

Betrachtet man kurzreichweitige Potentiale, so kann man einfach ein endliches
Integrationsintervall [0, a] wihlen, wobei U(z,#') fiir z,2’ > a einfach gleich Null
gesetzt wird.

Die Integration von @ bis co la8t sich dann durch eine Errorfunktion
ausdriicken. Auf dem Intervall z = 0...a kdnnen n Stitzstellen mit gleichem
Abstand eingefiihrt werden.

Wesentlich subtiler ist die Integration bei langreichweitigen Potentialen. Hier
muf die Integration von Null bis co durchgefiihrt werden, da ein Abschneiden der
Integration sofort ein kurzreichweitiges Potential erzengen wiirde. Dieses Potential
wiirde auf die bekannten kurzreichweitigen Fixpunkte Uy fahren.

Zur Durchfiihrung der Integration iber das gesamte Intervall [0, co] wird dieses

mit Hilfe der Variablentransformation

z/e .
v= 1+ z/c (4:39)

mit einem frei wahlbaren Parameter ¢ auf das Intervall ¥ = 0...1 abgebildet.
Dieses Intervall wird nun in » aquidistante Stiitzstellen eingeteilt.

Betrachtet man diese Stiitzstellen auf dem urspriinglichen Intervall z = 0...co,
so liegen sie in der Néhe der Wand eng benachbart. Bei groflen Werte von z wéchst
ihr Abstand jedoch wie ~ (1 + z)2.

Der zunehmende Abstand zwischen den Stiitzstellen bei groflen Werten von 2z

fithrt zu Ungenaunigkeiten bei der Integration. Dieses Problem 128t sich geschicks
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umgehen, wenn man in diesem Fall das Integral nicht durch eine Summe fiber
die Stiitzstellen berechnet. Die Sattelpunkisndherung (Abschnitt 4.3.2) Hefert
namlich gerade dann gute Werte, wenn die Simpsonintegration versagt, und kann
im Bereich grofler z verwendet werden.

Fiir das Reskalieren der Funktion mit einem Faktor 2¢ muB zwischen den
Stiitzstellen interpoliert werden. Fehler treten hier im Wesentlichen bet grofien

Werten von z auf, da die Stiitzstellen dann weit auseinanderliegen.

Diese Fehler beim Interpolieren lassen sich durch die Wahl einer geeigneten
Variablentransformation verringern. Die Transformation (4.39) ist so gewahlt,
dafl Fehler bei linearer Interpolation des asymptotischen Verhaltens der Fixpunkte

~ ﬁ klein bleiben. Dies erméglichi eine Behandlung langreichweitiger Potentiale.

Das so beschriebene numerische Verfahren lafit sich leicht als Fortran Pro-
gramm realisieren. Als Startpotential bendtigt man eine Funktion U0z, 2'), bei
der sowohl die Amplidtude p des langreichweitigen Teils als auch die Starke des

anzichenden Teils v in der Nahe der Wand parametrisiert werden kann.

Fir unsere Zwecke eignet sich wegen ihrer Finfachheit die Startfunktion

U(O)(z,z’)z {1_&2— ZI;I<R

z-2'

2.2 >R (4.40)
mit beliebeigem R. Es kann natiirlich jede beliebige andere Funktion mit dem
gleichen asymptotischen Verhalten gewahlt werden. Sie muf sich nur auch durch
zwei entsprechende Variablen parametrisieren lassen.

Ausgehend von einer solchen Startfunktion wird die RG numerisch iteriert.
Wie auch die Sattelpunkisndherung zeigt, bleibt das asymptotische Verhalten des
Potentials dabei unverdndert.

Fiir das Verhalten von U(z, z') unter Renormierung gibt es drei Moglichkeiten:

(1) Die Iteration konvergiert gegen einen stabilen Fixpunkt Uj. Dies geschieht,

wenn die anziehende Wechselwirkung nicht stark genug ist, die Grenzflache

zu binden. Die Skaleninvarianz der ungebundenen Grenzflache wird durch
einen Fixpunkt beschrieben.

(i) Ist dagegen die Grenzfliche an die Wand gebunden, so ist die Situation

natiirlich nicht skaleninvariant und die Iteration konvergiert nicht gegen ei-
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‘nen T ixpunkt. In diesem Falle wird das Potentialminimum gegen die Wand
gedriickt, wobet es gleichzeitig gegen grofie negative Werte divergiert.

(iii) Stellt man die Starke der anziechenden Wechselwirkung u gerade so ein, dafl
man sich am kritischen Punkt des Entbindungsiibergangs befindet, so kon-
vergiert das Verhalten einige Zeit gegen einen Fixpunkt U], wenn der Para-
meter p innerhalb des Intervalls —% <p< -g- liegt. Da der Fixpunkt instabil

ist, wird man jedoch wieder weggetrieben.

Fir p < w—% findet man keinen Fixpunkt. Die Grenzflache ist hier immer
ungebunden. Im Falle p > % sieht man den Phaseniibergang als Separatrix, der
RG-Flufl konvergiert jedoch nicht gegen einen Fixpunkt. Dieser Fall {Unterregime
C) wird ausfithrlich in Abschnitt 4.3.7 besprochen.

Die Suche nach Fixpunkten der RG durch lteration ist sehr aufwendig. Die
stabilen Fixpunkte U sind zwar sehr leicht mit guter Genauigkeit zu finden, die in-
stabilen Fixpunkte U¥ bereiten jedoch grofle Schwierigkeiten. Der kritische Punkt
mufl mit einer relativen Genauigkeit von ca. 10712 bekannt sein, damit man gute
Naherungen der Fixpunktpotentiale erhéli. Die Bestimmung eines derart genauen

kritischen Wertes von u erfordert ca. 2 Stunden CPU-Zeit mit einem vektorisier-
ten Programm auf einer CRAY-X/MP 22,

Die mit diesern Verfahren bestimmten Fixpunkie zeigen alle eine iiberra-
schende Eigenschaft, die die Untersuchung der Fixpunkistrukiur wesentlich ver-
einfacht. Sie sind innerhalb der numerischen Genauigkeit Funktionen nur des
Produkts der beiden Variablen z und 2': U*(z,7) = U(z - #') (Abb. 5).

Es gentigt also, die Funktion U(z) zu bestimmen und numerisch zu fiberpriifen,
ob U(z - #') wirklich ein Fixpunkt der RG ist.

Mit dieser Methode, die im folgenden Kapitel beschrieben wird, kann die ge-
samte Fixpunktstrukiur der RG schr genau untersucht werden. Es zeigt sich so,
dafl es eine parabolische Linie von Fixpunkten gibt, die bei p = 3/8 plétzlich
abbricht.
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4.3.4. DIE EINDIMENSIONALE FIXPUNKTGLEICHUNG

Die numerischen Iterationen der Gleichung (4.25) zeigen, dafl die Fixpunkte
U*(z,7') nur Funktionen des Produktes z - z', U*{z,2') = U(z - #') sind.
Leider kann diese Aussage nicht analytisch belegt werden, sie ist aber bei allen

numerisch bestimmten Fixpunkten mit grofer Genauigkeit erfiillt.

Diese Beobachtung ermoglicht eine neue Vorgehensweise. Unter der Voraus-
setzung, dafl die Funktionen U(z - z') Fixpunkie von (4.25) sind, kommt man zu
einer einfachen Gleichung fiir die U. Es gilt dann

— o0 dz! —
U(z%) = - In‘/{} %exp{—(z' —/22)? — U (V2z2)} . (4.41)

™

(4.41) ist immer noch eine nichtlineare Integraigleichung. Da die -ﬁ(zz) nur von

einer Variable abhélngén, ist das Problem um eine Dimension reduziert und somit
viel einfacher zu studieren.

Analytische Entwicklungen des asymptotischen Verhaliens fiir grofie und kleine

z lassen sich bis in héhere Ordnungen durchfithren (Anhang A und B). Man ge-

winnt so wertvolle analytische Informationen Giber die Struktur der Fixpunkte.

Numerisch 148t sich (4.41) als nichtlineare Integralgleichung direkt lésen.
Hierzu diskretisiert man die Integration in (4.41) und betrachtet das so entstan-
dene nichtlineare Gleichungssystem. Ldsungen dieses Gleichungssystems lassen
sich mit Hilfe eines verallgemeinerten Newton—Verfahrens [25] (Newton-Rhapson—
Methode) iterativ finden. Beispiele sind in den Abbildungen 6 und 7 dargestellt.

Man startet mit einer Ndherungsfunktion fiir die Lésung, die das asymptoti-
sche Verhalten ~ p/z? enthalten muB. Je nachdem ob diese Startfunktion einen
schwachen oder starken anziehenden Teil in Wandné&he hat, erreicht man den un-
gebundenen Fixpunkt Uy baw. den kritischen Fixpunkt U..

Setzt man die so bestimmten Funktionen U(z - 7') in (4.25) ein, so zeigt sich,
daf sie mit groBer Genauigkeit Fixpunkte der vollen RG im Raum der U(z,z')
sind.

Die Resuitate der Untersuchung von (4.41) seien nun kurz zusammengefafit.

Die analytischen Entwicklungen ergeben (siehe Anhang A und B)

ﬁ(zz) o :;2 + 1/2—:2 + ... fur grofle z  (4.42)
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T(z%) ~ —In{z%(Co+ C12% + Co2* +..)}  fiir Kleine 2 (4.43)

Dabei sind die C; Konstanten, die aber noch von dem Parameter o abhdngen.
Beide Bniwicklungen haben in fiihrender Ordnung das schon bekannte Verhalten
(4.38) und (4.36) der Fixpunkte von (4.25).

Es zeigt sich auflerdem (Anhang A), dafl die Losungen (4.43) nur existieren,
solange ¢ > —1 ist. Fiir ¢ < —1 wird das Integral in (4.25) und (4.41) an der
Wand singulér.

Jeder Fixpunkt 148t sich durch die beiden Parameter p und o eindeutig identi-
fizieren. Trigt man die Werte p und ¢ der durch das Newtonverfahren ermittelten

Fixpunkte in ein (p, ¢) Diagramm ein (Abb. 8), so liegen diese alle auf der Parabel
p=p"(2-0) mit pf=-—=. (4.44)

Der Parabelast mit ¢ > 1 besteht aus den stabilen Fixpunkten Ug, die die
ungebundene Grenzfiache beschreiben. Der zweite Parabelast —1 < ¢ < 1 bricht
bei (p, o) = (p**, ~1) mit p™* = 3/8 pldtzlich ab und besteht aus instabilen Fix-
punkten. Sie beschreiben den kritischen Punkt im Unterregime B.

Ein ausgezeichneter Punkt ist der Parabelscheitel (p, o) = (p*, 1) der zu Unter-
regime A gehort. Fir p < p* gibt es keine Fixi)unkte mehr, hier ist die Grenzflache
immer gebunden.

Mit Hilfe der nummerischen Untersuchung findet man somit eine ganze Linie
von Fixpunkten mit einer parabolischen Struktur. Da diese Ergebnisse genau die
analytischen Resultate fiir das SOS-Modell aus Kapitel 3 bestitigen, kann man

davon ausgehen, daf} diese parabolische Struktur wirklich exakt ist.

4.3.5. DER UBERGANG INS UNTERREGIME C

Betrachten wir nun, was am Punkt (p,0) = (p**, —1) geschieht, an dem die
Fixpunktlinie plotzlich aufhort.

Wir bewegen uns entlang der Fixpunkilinie auf diesen Endpunkt zu. Hierbel
wird die Singunlaritit an der Wand immer stérker, bis das Integral in (4.41) bzw.
(4.25) bei o = —1 nicht mehr existiert.
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In der Nihe dieses Endpunktes mit ¢ = —1 schmiegen sich die Fixpunkte
Uy(2%) immer mehr an den stabilen Fixpunkt U3(2?) an, der auf dem anderen
Parabelast liegt und das gleiche asymptotische Verhalten hat (Abb. 9).

Man trifft also am Endpunkt der Fixpunktlinie auf den gegeniberliegenden
Parabelast, das heifit die Linie von Fixpunkten bildet einen geschlossenen Ringim
Funktionenraum.

Da dieses Anschmiegen an Us bei kleinen Werten von z geschieht, 148t es
sich durch die analytische Entwicklung (4.43) der Fixpunktgleichung an der Wand
beschreiben.

Wir betrachten nun die Funktion P, (2%) = o~ Us(7%), Ausgehend von (4.43)
setzt man ¢ = —1 + ¢ und betrachtet kleine e. Setzt man die in Anhang A

bestimmten Werte fiir die C; ein, so erhilt man
Pyp(2?) = 2 e/om(1 — %) + \/g(l + Kye)st - \/g(]_ + Kqe)s}, (4.45)

mit zwel Konstanten Ky und Ky. Bildet man den Grenzfall kleiner ¢, so erhalt

man

tim Py (%) = (/201 ) + ) (4.46)

= P3(z%)

Es zeigt sich, dafl dieser Grenzwert bis in héherer Ordnung in z mit der Ent-
wicklung von P3(2?) iibereinstimmt.
Die Funktion FD?_;HFE(ZQ) hat ein Maximum an der Stelle z = z5. Der Wert

n £33 }r]a;-n mi‘i’ Hi}fe AN (4,45\ l'\ae{';m'rn_t 'ﬁrerdenn

™ o s
LRl ALl A bllhy L O LELLWY ¥A/la U} FAAWid WELLLL,

Fiir z > zp stimmen U_jy, und Uy sehr genau iiberein. An der Wand, bei

z < zg zeigen beide Funktionen eine Divergenz mit unterschiedlichem Vorzeichen.

Néhert man sich dem Punkt ¢ = —1 so wird 2y wie zé‘ R %e gegen die Wand
gedriickt.
Im Funktionenraum existiert kein instabiler Fixpunki mit ¢ = —1. Betrachtet

man den Grenziibergang (4.48) genauer, so sieht man, daf er nur fiir endliche z gilt.
Bei z = 0 bleibt nimlich immer eine Singularitdt fibrig. Der Term ez~ 1*¢ kann
als eine distributionsartige Singularitit dhnlich der §~Funktion aufgefait werden,

da das Integral bei kleinen z fiir ¢ — 0 konvergent bleibt.
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Diese Beobachtung lifit die Interpretation zu, dafl am Punkt ¢ = —1 ein
instabiler Fixpunkt existiert der fir endliche z identisch zu Uj (zz) ist, beiz =0

jedoch eine distributionsartige Singularitdt anfweist.

4.3.6. SKALENINDIZES UND XRITISCHE KXPONENTEN

Die Linie instabiler Fixpunkte U} im Parameterintervall -1 < ¢ < 1
p** > p > p* beschreibt Phasentiberginge 2. Ordnung der Grenzfliche mit pa-
rameterabhéngigen (nichtuniversellen) kritischen Exponenten. Diese Uberginge
bilden das Unterregime B.

Wie in Abschnitt 4.1 gezeigt wurde, kann der kritische Exponent Y| fur die
Divergenz der parallelen Korrelationslange §“ aus dem relevanten Skalenindex y
am Fixpunkt durch Y = 1/y bestimmt werden. Der Wert y variiert dabet entlang
der Fixpunktlinie.

Der Skalenindex y bei einem Fixpunkt 188t sich sehr gut numerisch ermitteln.
Hierzu wird der lineare Operator £, der in Gleichung (4.6) eingefithrt wurde,
bestimmt.

Wir entwickeln dazu Gl (4.26) um einen Fixpunkt P*(z,2'). Setzt man

A ! . . \ . 1 . . M . PR e 1.
PWN) = p* -+ p\N} in (4.26) ein, wobel ;o(N) eine kleine Stérung des Fixpunkies
7 : . g P

ist, so erhilt man in 1. Ordnungin p(N)
p+ = £ () (4.47)
mit
{ ¢ PRTAAY
P(N_H)(Z, )= _/m die_\zr—w)
0 /7T
x N, Va2 (!, V") + P, e (V) (448)
Die mit Hilfe von (4.41) bestimmien Fixpunkte kénnen nun in (4.48) eingesetat

werden. Die Wirkung des Operators £ auf beliebige Funktionen kann so numerisch
bestimmt werden.

 Beginnt man mit einer beliebigen Startfunktion p(g) und wendet £ darauf
wiederholt an, so dominiert die Eigenfunktion von £ mit dem grofiten Eigen-

wert Ag = bY. Diese Eigenfunktion fg 188t sich direkt durch Iteration von (4.48)
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erzeugen, der Eigenwert Ay wird einfach durch Division der Amplitude zweier
aufeinanderfolgender Iteration bestimmt.
Die so bestimmten Werte von y folgen, mit einer Abweichung von nur ca. 1%,

der einfachen Beziehung
1 —
y=—2 , -1<o<l. (4.49)

Mit {4.44) und (4.11} erhdlt man damit genau das Ergebnis (3.70)
v = 2/[1+ 8p)1/2.

Es sei hier noch angemerkt, dafl auch im Unterregime C (p > p**), wo keine
Fixpunkte existieren, eine Verallgemeinerung dieses Verfahrens auf den richtigen
Skalenindex y = 1 fiihrt. Man kann hier zwar nicht um einen Fixpunkt P* ent-
wickeln, es ist aber méglich eine dhnliche Entwicklung um den kritischen RG-Fluf

PN+1) = R[PN)] der Iteration (4.26) zu betrachten.

Setzt man PUV) = PI¥) 4 7 mit einer kleinen St8rung p, so kann man lineari-

sieren:
Njl o, H(N |
R[PI = R[BWY] 4 Lyp (4.50)
Dabei ist
y roo dz —fz'-—ﬂf'ﬁ)z
£ £’ — —_ A 2
(Lyp)z,2") jO S €
x p(z',V22) PU(2 V22" + B Vaz)p(d V22"y . (451)
Zu dem Operator Ly kann ein Skalenindex yp bestimmt werden. Fiir grofie V
konvergiert dieser gegen einen Wert y = Hm yy.
N0

Die Folge yp 188t sich numerisch ermitteln. Solange sich der RG-FluB nahe
am kritischen Punkt befindet, konvergiert die Folge yp mit einem Fehler von ca.
1% tatsichlich gegen den Wert y = 1, unabhéngig von dem Parameter p (Abb.
11). Wenn der RG-FluB dann vom kritischen Punkt wegtreibt, divergiert die Folge
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4.3.7. DAs UNTERREGIME C IN DER RENORMIERUNGSGRUPPE

Betrachtet man die RG (4.25) und beginnt mit Startpotentialen (4.40) mit
p > p** (Unterregime C), so zeigt der RG-Fluf ein ungewdhnliches Verhalten. Im
Falle einer gebundenen sowie einer ungebundenen Grenzfliche sieht man keinen
Unterschied zu dem schon beschriebenen Unterregime B. Inshesondere findet man

auch hier stabile Fixpunkte Uj.

Am kritischen Punkt, der sich auch hier durch eine Separatrix im Flufl be-
merkbar macht, stellt man fest, daf die Iteration nicht auf einen Fixpunkt fihrt
{Abb. 10). Dieses Fehlen eines Fixpunktes deutet darauf hin, dafi das einfache

Skalenverhalten mit nur einer Lingenskala, wie man es in Unterregime B findet,

hier ungiltig wird.

Wir wollen nun dieses Verhalten der RG im Unterregime C besser verstehen.

Dazu betrachten wir die Gewichtsfunktion PW¥)(z,2') = exp{—UM)(z, 2N},

Mit Gleichung (3.18) sieht man, dafl P (¥ )(z, z) die reskalierte Wahrscheinlich-
keitsverteilung P(z) der Grenzfliche in einem endlichen System ist. Durch Iterie-
ren der Transfermatrix bildet man némlich hohere Potenzen T™ der ursprunglichen
Matrix 7. Bei jedem weiteren Schritt geht man dann iber von T zu T2", was
einer Verdopplung der Systemgréfie entspricht. Dabei ist n = 2V und N die Zahl

der RG-Schritte.

Diese Beobachtung legt es nahe, aus dem RG-Flufi Informationen iiber
den Weg zum thermodynamischen Limes unendlicher Systemgrofle zu gewinnen
g 7 g g
("finite-size—~Verhalten™). Fiir grofle Werte von z ist P& )(z, z)~ 1. Als Wahr-

scheinlichkeitsverteilung ist P(¥) somit nicht normierbar und die Grenzfliche im-

mer ungebunden.

Dies ist nicht iiberraschend, da in einem endlichen System die Grenzfliche im-
mer mit einer endlichen Wahrscheinlichkeit in den ungebundenen Zustand tunneln
kann. Frst in einem unendlichen System kann ein gebundener Zustand existieren
[16].

Die Funktion P(¥ )(z, z) hat genau ein Minimum an der Stelle z = z((,N) . Tte-

riert man die RG (4.26) am kritischen Punkt, so beobachtet man, dafi das Mini-
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mum bei zy gegen die Wand wandert. Fiir grofie N gilt

(N) 1 —rf;_N £ 4 rad

zg T~ b , (4.52)

was einen Exponenten é definiert. Fir z > zéN) konvergiert die Folge PV) gegen
den stabilen Fixpunkt Py__ (Abb. 12).

An der Wand bel z; < z < zéN) ensteht eine Singularitdt, die sich wie ~ 2°
mit o < —1 verhalt. z¢ ist ein Cutoff der durch wiederholtes Reskalieren wie z¢ ~
v~%/2 an die Wand geschoben wird. Bestimmt man den Wert von ¢ numerisch,

so zeigt sich daf er immer noch die parabolische Beziehung (4.44) erfiillt.

Die RG versucht, einen Fixpunkt mit einem passenden Wert von o zu errei-
chen. Da das Integral dabei divergieren wiirde, kann dieser Fixpunkt aber nicht

(&)

existieren. Stattdessen konvergiert das Verfahren fiir z > z; ’ gegen den stabilen
Fixpunkt und zusatzlich wichst eine Singularitdt bei z < z((JN).
Das Verhalten von P(¥ )(z, z) fir grofle N 18t sich ndherungsweise darstellen

als
Pz 2) m aps® + P o(2,7) (4.53)

mit z > z¢ und einer Konstanten ay. Das Minimum von P(¥) an der Stelle zéN)
verhalt sich wie

{ AY __2
zéN}-wa%(z o) (4.54)

was man durch einfaches Ableiten von (4.53) nach z sofort sieht.

Der Wert von ¢ 1&8t sich bestimmen, wenn man das Verhalten von ey kennt.
Hierzu betrachten wir noch einmal (4.53). Die beiden Terme auf der rechten Seite
spiegeln die Konkurrenz zwischen gebundenen Grenzfliche (Singularitit an der
Wand) und ungebundener Grenzfliche (stabiler Fixpunkt Py} am kritischen
Punkt wieder.

" Dies fiihrt zu der Annahme, daB ay gerade so gegen Null konvergiert, dafl
;€°n5t. a2z’ dz mit ze ~ b=N/2 gir grofie N einen konstanten Wert liefert. Dies

erfordert

ay ~ N2 (4.55)

H

und entspricht dem Aufbau einer distributionsartigen Singularitdt an der Wand.
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Wiirde ap schneller gegen Null streben, so wiirde das Integral iiber PW) an
der Wand verschwinden. Die Grenzfliche wire ungebunden da nur noch der stabile
Fixpunkt Py __ fibrig bliebe.

Wire dagegen das Verschwinden von ay langsamer als (4.55), so wiirde das
Integral iiber P} an der Wand die Wahrscheinlichkeitsverteilung dominieren.
Die Grenzfliche wire somit an die Wand gebunden.

Der kritische Punkt wird gerade durch das Entstehen einer distributionsartigen
Singularitdt an der Wand beschrieben, bei der sich gebundener und ungebundener

Zustand gerade die Waage halten,
Mit Hilfe von (4.54) und (4.55) kann der Exponent § bestimmt werden. Obige

Argumente fiithren auf

§=1/a 2 “Li : (4.56)

0’-—

was konsistent zu numerisch ermittelten Werten ist. Die numerische Bestimmung
von § bereitet Schwierigkeitén und ist mit Fehlern von bis zu 15% behaftet (Abb.
13).

Der Exponent § spielt eine zentrale Rolle im Unterregime C. pPWw )(z,z) ist
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Grenzfliche in einem endlichen System der
Grofle Ly ~ Y. Die einzige senkrechte Lingenskala L |, die zur Definition eines
Rauhigkeitsexponenten aus PV} benutzt werden kann, ist der Ort des Minimums

zéN). Wenn wir die fortlaufende Reskalierung beriicksichtigen gilt L ~ zéN)bN /2,

Dies fithrt mit (4.52) auf
F - 1 . )
L_LNL‘!’! mit (::é——g. (4.57)

Der Exponent ¢ spielt alsc die Rolle des Rauhigkeitsezponenten im Uniterregime C
am kritischen Punkt.

Fine weitere wichtige Beobachtung dafl der Parameter o auch im Unterze-
gime C an der Wand als Singularitit 27 auftritt und immer noch der parabolischen
Besichung (4.44) folgt. Aus Kapitel 3 ist bekannt, dafl die Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Grenzfliche am kritischen Punkt Pi(z) asymptotisch mit einem
Pdtenzgesetz auf Null abfallt (Gleichung (3.74)). Diese nichtgaufischen Fluktua-

tionen der Grenzfliche fithren zu dem ungewd&hnlichen Skalenverhalten. Durch
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Vergleich mit den dortigen Ergebnissen sieht man, daf

o
th
%14
20

L

P.z) ~ 2% fiir

rofez |,

das heifit ¢ = 1 — 2p ist.

DaB dieses Verhalten ~ 29 in PU)(2, z) nicht bei grofen z, sondern direkt
an der Wand erscheint, ist eine Folge des wiederholten Reskalierens beim [terieren
der RG.

Die Informationen tiber den thermodynamischen Limes der Grenzfliche wer-
den an die Wand gedriickt und durch die dortige distributionsartige Singularitit
beschrieben. Der Bereich endlicher z von PV )( z,z), der gegen P5__ konvergiert,
enthilt Artefakte eines endlichen Systems und gehort zu einer ins Unendliche we-
gegetunnelten Grenzflache.

Aus dem Fluf der RG im Unterregime C lassen sich also zwei wesentliche
Gréflen bestimmen. Zum Einen findet man im Einklang mit den Ergebnissen von
Kapitel 3, daf die Verteilung P.(z) asymptotisch wie Gleichung (4.58) abfallt.
Dieses Verhalten ist charakteristisch fiir das Unterregime C. Desweiteren beobach-
tet man den Exponenten £, der als Rauhigkeitsexponent in diesem Unterregime
verstanden werden kann. Er beschreubt das finite-size-Verhalten des Systems und

wird daher mit den in Kapitel 3 vorgestellten Methoden nicht erfafit.

4.4. M1GDAL-KADANOFF-RENORMIERUNG (MKR)

4.4.1. VERALLGEMEINERUNG DER R{ AUF BELIEBIGE
DIMENSIONEN

Bisher wurde eine RG betrachtet, die ezaki ist und Systeme der Dimension d =
1 4 1 behandelt. Wir wollen nun diese RG auf beliebige d verallgemeinern. Dazu
missen wir allerdings Naherungen machen. Wir erhalten so eine approximative
RG, die die Raumdimension d als reellen Parameter enthilt. Der Spezialfall d = 2
ist die schon bekannte exakte RG (4.25).

In mehr als zwei Dimensionen 148t sich die Renormierungsprozedur nicht mehr

einfach durch Quadrieren einer Transfermatrix durchfiihren. Die Idee der MKR
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ist es, Bindungen zwischen Gitterpunkten zu verschieben [17]. Dies ist als eine

Niherung anzusehen, die das Systemverhalten nur unwesentlich verdndert.

Durch das Verschieben der Bindungen erreicht man nun, dafl das Ausinte-
grieren der Freiheitsgrade wieder durch Multiplizieren zweier Transfermatritzen
durchgefiihrt werden kann.

Natiirlich miissen nach dem Ausintegrieren die z—Variablen mit dem Faktor
5 reskaliert werden. Der Rauhigkeitsexponent { hat dabel im allgemeinen einen
Wert ¢ # 1/2.

Die Renormierung erfolgt in 3 Schritten:

(i) Ausgangspunkt ist ein d —1 dimensionales Gitter. Auf jedem Gitterpunkt,
i, sitzt eine Variable £; die die Fluktuationen der Grenzfliche senkrecht zu dem
Gitter beschreibt.

Die Zustandssumme Z kann dargestellt werden als
Z=[TIT] a6 T (&, bisy) (4.59)
i B
mit der Transfermatrix
T K 1 k3 b s o
T(6,£) = exp{~ (- 7)? - =V (&0} (4.60)

Dabei lauft der Index ¢ tiber alle Gitterplitze, ¢ + p indiziert die zu ¢ benachbar-
ten Platze. Zu beachten ist, daf das Produkt iber p nur iiber die Hilfte aller
Nachbarplitze gefithrt werden mufi. Dies kann fiir d = 3 in einem Diagramm

veranschaulicht werden:

i
g——B—F B
——
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(ii) Jetzt wird jede zweite Bindung verschoben (gestrichelt), so dafl die unver-

schobenen Bindungen mehrfach (genauer: Zd“szach) vorhanden sind:

%gﬁ =

I
i
i
i
I .
& ’
R - - I LSS - - E%Eﬁg
& : Z
)
)
t
I
= 5 =t
T T
I
1

Da der Beitrag dieser Bindungen zur Gesamtenergic um den Faktor 292 steigt,

verindert sich die Transfermatrix T(Z, ') zu
- K 1
T(0,0) = exp{——=29"2(2 — 2?2 =292 _v(2,0)} . (4.61)
2T T
(iii) Die Variablen £; die jetzt ausintegriert werden miissen, haben nur noch
zwel Nachbarn. Das Ausintegrieren dieser Freiheitsgrade erfolgt also wieder durch

einfache Matrixmultiplikation T = 7. T.

2
~{i

T?

]
&

i

—

Das Gitter das man so erhalt sieht genauso aus wie das Ausgangsgitter, die

Gitterkonstante wurde aber mit einem Faktor b = 2 reskaliert. Gleichzeitig wurde
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aus der Transfermatrix T' die renormierte Matrix 7¢. Auferdem miissen die Va-

riablen /4; alle mit einem Faktor 8¢ reskaliert werden.

Die RG kann also dargestellt werden durch

T2, 0"y = f ® ae T(26e, 4y T, 268" (4.62)
—o0

mit

- 1
T, = exp{—2d_2(£(ﬁ — 2+ V(L E))} (4.63)
2T T
Untersucht man, wie K/T renormiert wird, so findet man
(K/T) = 2%+4=3(K/T) . (4.64)

Reskaliert man gemaB dem Rauhigkeitsexponenten

(=31 (4.69)

so bleibt K /T unter Renormierung fest, das heifit es existiert wieder der Gaufische
Fixpunkt T*(£, ) = exp{—zigf(f ~ 2},

Geht man iiber zu Variablen z = \/E/_E £, so findet man mit Hilfe
(4.62), (4.63) sowie (4.65) fiir die Renormieurng des Potentials U(z,2') =

V(JT/K z,,/T/K 2')/T

£ N

dz' z4+ 2"
g+, M) = —1n {21/ ez —(a¥/2—¢ i _ 2 _alz 2"
(5,#) = -1nf L -7 - EEE (41, )
¢ 2, 202)) (4.66)

Wahlweise kann man natiirlich wieder die Renormierung der Gewichisfunktion
P(z,7') = exp{—U(z,7')} betrachten.

Die RG (4.66) ist eine approximative MKR fiir belichige Dimensionen d. Fiir
den Fall d = 2 {d.h. { = 1/2) erhilt man die schon bekannte exakte RG (4.25) in

zwei Dimensionen.

70

B 1 S T




4.4.2. DAS ASYMPTOTISCHE VERHALTEN DER FIXPUNKTE

Das asymptotische Verhalten der Fixpunkte gibt wichtige Informationen fiir
das Verstindnis der Fixpunktstruktur. Das langreichweitige Verhalten definiert
zudem die Klasse von Potentialen, die das IFR bilden. Von besonderem Interesse
ist der Exponent 7, der das asymptotische Abfallen langreichweitiger Fixpunkte
beschreibt.

Dieses Verhalten der Fixpunkte fiir grofle z 1afit sich mit der in Kapitel 4.3.2
beschriebenen Sattelpunktniherung ermitteln. Entsprechend zu Gleichung (4.35)

erhalt man auch hier in fithrender Ordnung eine Funktionalgleichung:
U*(z,2") = 28K {U* (2 (2 + 2"), 282) + U (27 2 + 27), 2527) ) . (4.67)

Gleichung (4.67) 1aBt sich jedoch nicht so einfach losen wie (4.35). es ist jedoch
méglich, die Losung entlang der Diagonale U*(z, #) anzugeben. Setzt man namlich

U(z) = U*(z,2) in (4.67) ein, so fiihrt dies auf

0(z) = 220-00(2¢2) (4.68)

mit der Losung

1_
U*(z,2) = z% mit T = 2_C£ , (4.69)

oder auch 7 = 2(d-1)/(3 — d). Dieses Ergebnis bestétigt Werte von 7 aus anderen
RG’s und Skalenargumente.

Das Verhalten der Fixpunkte in Wandnéhe ist etwas subtiler und nicht leicht
zu bestimmen. Sucht man nach Ansdtzen, die die Fixpunktgleichung (4.67) fir
Kleine z und 2" selbstkonsistent 13sen, so fithrt nur die Wahl U*(z, z) = p(” + #B)
zum Erfolg. Der Exponent # mufl dabei aber den festen Wert f =2 — % = % -
haben.

Dieser Ansatz ist auch konsistent mit numerischen Untersuchungen. Schlieft

man den Spezialfall d = 2 mit ein, so ergibt sich fiir kleine 2

U*(2,2) = p(z° + 2'F) mit B=25"Z,d+2

U*(z, z’) ~ —g(ln z+In z') fiir d= (4.70)
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Die beiden Parameter p und ¢ parametrisieren die Linie von Fixpunkten. Im
Gegensatz zu ¢ darf p fiir < 0 nicht negativ werden, da sonst eine exponentielle

Divergenz an der Wand auftreten wirde.

Die Ergebnisse (4.70) liefern starke Argumente fiir die Vermutung, dafl der
Fall d = 2; das heifit die exakie RG, eine besondere Situation ist. So fiihrt
z.B. die logarithmische Divergenz an der Wand zu dem Potenzgesetz der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P.{z) ~ 2%, wie es charakteristisch fiir Unterregime C
ist. Im Falle d # 2 ist das Verhalten an der Wand immer exponentiell, das heifit
P(z,z) ~ exp{—pzP}.

Es kann also davon ausgegangen werden, da das Unterregime C in der MKR
nur in d = 2 auftritt, Es ist dabei nicht klar, ob das Verschwinden dieses Un-
terregimes eine Folge der Approximationen ist, oder ob es wirklich nur in zwei
Dimensionen existiert.

Gewohnlich liefern aber Migdal-Kadanoff-Renormierungsverfahren auch in
der Nihe der "exakten Dimension” (hier d = 2) gute Resultate, was Entwick-

lungen um diese Dimension interessant macht ("2 + e-Entwicklung”).

4.4.3. FIXPUNKTE UND SKALENINDIZES

Versucht man numerisch, Fixpunkte in Dimensionen ¢ > 2 zu bestimmen, so

stOft man auf erhebliche Schwierigkeiten.

Zum Binen bendtigt man eine wachsende Zahl von Stiitzstellen zum Abspei-
chern des Potentials, da das Minimum von U*{z, z) zu grofleren z—Werten wander
und gleichzeitig die Singularitdt an der Wand schérfer wird. AuBerdem ist es fiir
d 5 2 nicht mehr moglich, Fixpunkte mit Hilfe einer einfachen eindimensionalen
Gleichung zu bestimmen.

Diese Probleme fithren dazu, daf es oberhalb von d = 2.5 kaum mehr mdglich
ist, selbst stabile Fixpunkte mit ausreichender Genauigkeit zu bestimmen. Fir
Dimensionen d < 2.5 lassen sich Fixpunkte bestimmen, der Rechenaufwand ist
jedoch erheblich. Auflerdem konvergiert die Iteration an der Wand nur langsam

gegen den Fixpunkt, so dafl der Parameter p fiir das Verhalten bei kleinen z nur

ungenau ermittelt werden kann.
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d A d y
1.5 0.414 2.1 0.506
1.6 0.463 2.2 0.508
1.7 0.490 2.3 0.502
1.8 0.497 2.4 0.496
1.9 0.497 2.5 0.470
2.0 0.500

Tab. 1: Skalenindizes y der kurzreichweitigen Fizpunkie (p = 0) in Abhdngigkeit

der Dimension d.

Fiir die Dimension d = 2.2 wurden einige Fixpunkte bestimmsi. Sie zeigen, dafl
eine Linie von Fixpunkten mit einer parabolischen Struktur existiert. Die Frage
aber, ob es auch hier ein Unterregime C gibt, kann durch diese Numerik nicht
beantwortet werden.

Fiir die kurzreichweitigen Fixpunkte (p = 0) wurde auflerdem der Skalenindex
fiir Dimensionen 1.5 < d < 2.5 bestimmt. Dazu wurde die im Kapitel 4.3.3.
beschriebene Methode verwendet. Die gewonnenen Werte von y sind in Tabelle 1
aufgelistet.

Da der Wert von y fiir d = 2 vom exakten Wert ¥y = 1/2 um weiniger als
0.1% abweicht, kann davon ausgegangen werden, dafl auch die anderen Werte sehr
genau sind (Fehler < 1%).

Von besonderem Interesse ist die Frage, wie sich die MKR verhalt, wenn man
sich der Dimension d = 3 nahert. Erwartet wird hier die Existenz von Fixpunkten
mit einer wachsenden Zahl von relevanien Skalenindizes. Diese Fixpunkte sollten
auch mehrere Potentialminima und —maxima aufweisen [26] [27].

Leider - kann hierzu mit Hilfe der MKR bisher noch keine Aussage gemacht

werden. =
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5. Zusammenfassung der Ergebnisse

In dieser Arbeit werden effektive Grenzfidchenmodelle in niedrigen Dimensio-
nen betrachtet und das Entbinden der fluktuierenden Grenzfliche von einer festen
Wand in lang— und kurzreichweitigen Potentialen untersucht.

Ausgangspunkt sind dabei Modelle in d = 1 + 1 Dimensionen die durch
Transfermatrix— sowie Renormierungsgruppen(RG)-Methodenuntersucht werden.
Die Renormierungsgruppe lafit sich dann auch fiir Modelle in beliebiger Raumdi-

mension verallgemeinern,

Die Struktur von Benetzungsiibergingen, die durch Transfermatrixmethoden
fiir das SOS-Modell in d = 1 4 1 bei spezicllen Wechselwirkungspotentialen
gefunden werden, stim.men mit bekannten Resultaten eines Kontinuumsmodells
(Schrodingergleichung) tiberein. Ausgehend vom Gaufischen Modell kann eine ex-
akte funktionale RG des Potentials definiert werden. Diese zeigt dann, dafl dieses
Verhalten tatséchlich fiir verschiedene Modelle universell giltig ist.

Das kritische Verhalten bei Benetzungsiibergéngen hdngt allein von dem asym-
ptotischen Verhalten des Wechselwirkungspotentials U(z) ab. Dabei ist z eine
dimensionslose Gréfie, die den Abstand der Grenzfliche von einer Wand angibt.
Es werden vier verschiedene Skalenregimes unterschieden: (i) ein Molekularfeld
Regime (MFR), sowie (ii) ein Regime schwacher Fluktuationen (WFR); beide fiir
grofle d und genfigend langreichweitige Potentiale. Desweiteren ein Regime inter-

mediarer Fluktuationen (IFR) fiir Potentiale, die mit einem dimensionsabhangigen

Nilccac anthal
&L

ot-
o

komplizierte Struktur dreier Unterregimes (A-C). Die Struktur des Phasendia-
grammsist in Abb. 8 angegeben. (iv) Alle Potentiale, die schneller als ~ 1/27 auf
Null abfallen gehéren zum Regime starker Fluktuationen (SFR).

emeinertes Wechselwirkungspotential

=N i 11 ; 1 vVeraligemem

1

U(z,7). Im Raum dieser Potentiale existiert eine gansze Linte won Fizpunkien
der RG. Diese Fixpunkte U*(z, z') beschreiben Benetzungsiibergingeim IFR und
im SFR. Alle diese Fixpunkte haben die Eigenschaft, nur Funktionen des Pro-
dukts der beiden Variablen z und z' zu sein: U*(z,2') = U(z - 2'). Dies ist eine

unerwartete Symmetrie.
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Die Fixpunktlinie 148t sich im Funktionenraum so parametrisieren, dafl sie in
einem zweidimensionalen Parameterraum eine exakt parabolische Struktur zeigt.
Diese parabolische Linie besteht aus zwel Asten. Einem ins Unendliche reichenden
Parabelast, bestehend aus stabilen Fixpunkten. Diese beschreiben den Zustand
einen ungebundenen Grenzfliche. Am Parabelscheitel, an dem beide Aste sich
ireffen, befindet sich ein marginaler Fixpunkt, der Phaseniibergdnge unendlicher
Ordnung des Unterregimes A beschreibt, Ein zweiter Ast, der aus instabilen Fix-
punkten besteht, gehdrt zu Benetzungsiibergingen zweiter Ordnung (Unterregime
B). Diser Ast hért an einem speziellen Endpunkt plétzlich auf. Als analytische
Fortsetzung der Fixpunktlinie schliefit sich nach diesem Punkt noch eine Separa-
trix an. Hier finden Phaseniiberginge erster Ordnung mit einem ungewdhnlichen

Skelenverhalten (Unterregime C) statt.

Nahert man sich dem Endpunkt entlang der Fixpunktlinie, so konvergieren die
Fixpunkte, bis auf eine Singularitdt an der Wand, gegen einen Fixpunkt auf dem
gegeniiberliegenden Parabelast. Der Endpunkt beriihrt also fast die Fixpunktlinie

wieder und es existiert in diesem Sinne ein geschlossener Ring im Funktionenraum.

Der RG—Fluf} hat eine exakt parabolische Struktur. Da die RG keine Approxi-
mationen eﬁthélt, beschreibt thr Flufl im Gegensatz zu friheren Renormierungsver-
fahren auch das Unterregime C. Wegen des Zusammenbruchs des einfachen Skalen-
verhaltens mit nur einer Lingenskala gibt es dort jedoch keine Fixpunkie, sondern
eine Separatrix. Aus dem RG-Flufl ergibt sich fir dieses Unterregime das lang-
reichweitige Potenzverhalten der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Grenzfliche in
{Fbereinstimmung mit friiheren Losungen spezieller Modelle. Desweiteren gibt der
RG-Fluf} Auskunit ber finite—size~Verhalten des Systems. Im Zusammenhang
mit diesem finite~size~Verhalten wird man auf die Definition eines Rauhigkeitsex-
ponenten ( am Ubergangspunkt gefiihrt, dessen Wert von ¢ = 1/2 abweicht. Der
Wert dieses Exponenten f 188t sich dabei aus Systemparametern explizit berech-
nen und es gilt 1/4 < { < 1/2.

Das Verfahren wurde auch auf Dimensicnen d # 2 verallgemeinert. Mit Hilfe
einer Methode von Migdal und Kadanoff, bei der Bindungen verschoben werden,

erhalt man eine verallgemeinerte RG, die d als reellen Parameter enthalf.

Diese RG enthalt auch {iir d # 2 eine Linie von Fixpunkten. Im Gegensatz zu
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dem logarithmischen Verhalten der Fixpunkte in d = 2 an der Wand, zeigen die
Fixpunkte fiir d # 2 dort eine Potenzsingularitat. Hieraus kann man schlieflen, daf}
das Unterregime C nur in dem Sonderfall d = 2 existiert. Geht man davon aus,
daff die approximative Migdal-Kadanofi-Renormierung die Physik in der Nahe
der "exakten” Dimension noch richtig beschreibt, so kommt man auch hierdurch
zu dem Schluf, daf das Verschwinden des Unterregimes C fiir d # 2 allgemeine
Giiltigkeit hat. Danach &ndert sich das Systemverhalten in Abhéngigkeit von der
Raumdimension bei d = 2 sprunghaft.

Eine experimentelle Verifizierung des Verhaltens in zwei Dimensionen sollte
bei Adsorbaten an Oberflaichen—Stufen méglich sein, wesentliches Ziel und Ergeb-
nis der gegenwirtigen Arbeit war jedoch die Zusammenfassung von Einzelstudien

unter ein iibergeordnetes Renormierungskonzept.
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Anhang A. Entwicklung der Fixpunkte
an der Wand

Gleichung (4.41) fiir die Funktionen U(22) a8t sich mit P(2?) = exp(—U(z%))
auch schreiben als

2f°°dz 2

P( o 222 P2y (A.1)

Das Integral (A.1) soll fur kleine z berechne‘t werden. Hierzu setzt man als Ansatz

fiir U in (A4.1)

P(n) =n"""f(n) (4.2)
ein, wobel f(7n) in eine Taylorreihe entwickelbar sein soll
f(n) = Co+Cin+ Can®... (4.3)

Entwickelt man die Exponentialfunktion in (4.1) so erhélt man

1 g2 oo d _n 1
f(gzz) =e? 20/2‘/0 N e"E 1+2z’z-§-ﬁ..+a(2zz')n F(z7) (A.4)

-
Mit der Entwicklung {4.3) in (A.4) treten Integrale der Form
/2
I{o,m) = C 2o fotm {A.5)
NZ
auf. Diese lassen sich mit Hilfe der Gammafunktion I'(z) = [§° #*~le~tdt darstel-
len
I\(_I__i)
Hoym) = 7 (4.6)

Wenn man auch die Exponentialfunktion vor dem Integral entwickelt, erhalt man
aus (A.4) ein Gleichungssystem fiir die C;. Es 1881 sich beginnend mit Cy rekursiv
losen. Mit I, = I{o, m) erhilt man

1 1
C(}:% 01='—‘}5

2Ip + I
Co=1/4{ 2=
=1/ Heth]
(2, + 31“01
Cy = —1/12 {——-’i————
/ Ly ]
(4T, 02 — 121150 + 31,12 — 6112 — 31'312}

Cy=—1/96
{L L I21, J
4T, 02 — 201, o0y + 15121, + 30141y + 151,17
05:~—1/480{ 472 47200 T g T BNt 40} (4.7)
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Diese Entwicklung der Fixpunkte
(Co+Crz°+...) (A.8)

158t sich in beliebige Ordnung fortsetzen. Die analytisch bekannten Fixpunkte Uy

werden von (A.7-8) in allen Ordnungen beschrieben.
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Anhang B. Eine Alternative zur
Sattelpunktsnaherung

Bestimmt wird das asymptotische Verhalten fiir grofie z der Losungen von
“T(z) _ f°° 42 (32T (/25 ) (B
—00 /T
Hierbei ist die Wand nicht explizit berticksichtigt, da sie das asymptotische Ver-
halten nicht beeinflufit.
Fiir kleine U(z), d.h. groBe z kénnen die Exponentialfunktion entwickelt wer-

den

— ]__2 _ oo d_z'_ __.zlm\/_z2 — 1 ==2 !
1~T(z)+ 50 (z)...m/_ooﬁe (V22" [} _ 9T(V2z ') + 2T (Jz_zz()é.z.i

Es miissen also Integrale der Form

o ; , . o dz n—
_ % VR T /27 ) = %e—z T(V2z £ + 22) (B.3)

berechnet werden. Entwickelt man U(z) an der Stelle # = 2z in einen Taylorreihe,

so gilt mit 87 = a%ﬁ(m)

TU(V2z 2 +22) = eV 79T (22) (B.4)
Durch formale Integration erhalt man
/°° & e _ Lo (B.5)
—co \/7‘_?

Aus (B.2) wird somit
— 1 : - _
1~ T(z) + 5Uz(z) o= et {1 2U(22) + 207 (22)...} (B.6)

p P p
U(z)=2+ 2 4 2. (B.T
( ) z g2 T3 \ )
in Gleichung (B.8), so sieht man, dafl {B.7) Losung von {B.6) ist falls gilt
!
p=5p (B.8)

o =1/2p—1/6p"
Dabei ist p ein freier Parameter, der die Losungen von (B.1) in allen Ordnungen

festlegt.
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