FORSCHUNGSZENTRUM JULICH GmbH

insiitut flir Festkdrperforschung

8 .2

Weachsslwirkung von Punkidsfekien

in Cu und Ni

Yon

U. Klemradt

B. Drittler

K. Zeller

P. H. Dederichs

Jiii-2356
Agpril 1980
ISSN 0366-0885







NIEDER-
LANDE

BERGISCH

BLARBACH

SIECBURG

Autebahin Motooway
Autobahn im Sau Motorway in Sorstroction
Bundassirafe Main Road

Forschungszentrum Jilich: Berichis Ny, 2358
J

institut #ir Festikdrperforschung Gl -2358

Zu beziehen durch: ZENTRALBIBLIOTHEK - Forschungszentrum Jilich GmbH
Postfach 1813 + D-5170 Jilich (Bundesrepublik Deutschland)
Telefon: 024 61/€1-0 - Telefax:02461/61-6103 - Telex: 833556-70 kia d







Wechselwirkung von Punkidefekien
in Cu und Ni

von

U. Kiemradt

B. Dritiler

R. Zeller

P. H. Dederichs







Abstract

We investigated the interaction energies of solute—vacancy and solute-solute
complexes in copper and nickel for 3d- and 4sp— impurities from Sc to Br. Within
the framework of local density functional theory and the KXKR Green’s function
method, seconsistent ab—initio—calculations have been performed for a cluster of
20 perturbed potentials embedded correctly in the ideal host crystal. The cluster
consists of two defects on nearest neighbor sites in an fcc lattice and of all host

atoms which are nearest neighbors to at least one of the defects.

Interaction energies were determined independently by total energy calcula-
tions and the Hellmann—Feynman theorem. We used an accurate total emergy
formalism —taking advantage of extremal properties — to calculate the interac-
tion energy of a defect complex as total energy differences between the pair
complex and its single defects. Liloyd’s formula was employed for the sin-
gle particle energies, thus including contributions over all space and for all
angular momenta. We evaluated the double counting contributions for both
the Coulomb and the exchange energies with the full anisotropic charge den-
sity in each cell. Integrals over Wigner—Seitz cells were approximated by
integrals over atomic spheres. More refined calculations with integrations
over the exactly faceted cell proved the accuracy of this approximation.
We derived a new expression for interaction energies based on the Hellmann-
Feynman theorem. It allows a direct electrostatic interpretation of interaction
energies in terms of charge densities screening the impurities. This formula was
used to estimate the shell dependence of the vacancy—-solute interaction for sp—

atoms and the agglomeration of ancther sp—atom to a vacancy—sclute complex in

Cu.

Results from total energy calculations and the Hellmann— Feynman thecrem
agree well and confirm experimental data. They show that 3d-atoms dissolved in
Cu or Ni are repelled from a vacancy whereas 4sp—atoms are strongly attracted
with a binding energy proportional to the valence difference AZ . Defect complexes
of two identical 4sp—atoms tend to dissociate in both host crystals. Analogous pairs

of 3d—atoms show attraction in Cu but a weak repulsion in Ni.
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1. Einleitung

In den vergangenen fiinfzehn Jahren ist ein wesentlicher Fortschritt im physi-
kalischen Verstindnis der elektronischen Grundzustandseigenschaften idealer Kri-
stalle und geordneter Legierungen erzielt worden [1]. Mittlerweile kénnen selbst-
konsistente ab—initio~Rechnungen durchgefithrt werden, bei denen die Vorgabe der
Kernladungszah! ausreicht, um die Bandstruktur, Kohésicnsenergie, Gitterkon-
stante und Gitterstruktur sowie die magnetischen Momente von idealen Kristallen
zu berechnen. Die in dieser Weise bestimmten theoretischen Werte stimmen im

allgemeinen mit den experimentellen Daten recht gut iiberein.

Erméglicht hat diesen Fortschritt vor allem die Entwicklung der Dichtefunk-
tionaltheorie [2] , [3] , [4] und ihre Umsetzung auf leistungsféhigen Grofirechnern
[5], [1]. Die Dichtefunktionaltheorie erlaubt es, das Vielteilchenproblem des
Festkorpers auf ein Einteilchenproblem in einem effektiven Potential abzubilden,
wobei das (nicht exakt angebbare) Austausch~Korrelations—Potential im Prinzip
alle Vielteilcheneffekte beinhaltet. In praktischen Fallen wird zumeist die lokale
(Spin-) Dichtendherung fiir die Austausch- und Korrelationsenergie verwendet [6],

{7] ; die Qualitit der mit dieser einfachen N&herung erreichten Ergebnisse hat
entscheidend zum Fortschritt im Verstdndnis der elektronischen Struktur konden-

sierter Materie beigetragen.

Aufgrund der erfolgreichen Beschreibung idealer Kristalle ist auch mit der
Untersuchung von Systemen niedrigerer Syminetrie wie Punktdefekten oder
Oberflachen begonnen worden. Insbesondere Rechnungen zu Punktdefekten in
ansonsten idealen Kristallen kénnen einen wesentlichen Beitrag zum theoretischen
Verstindnis von verdiinnten Legierungen leisten, da bislang diese Gebiete nur einer

weitgehend phinomenclogischen Behandlung zugénglick waren.

- Durch einen Punktdefekt verliert ein System die in der Theorie idealer Kristalle
entscheidende Gitterperiodizitét, so daf beispielsweise die — auf der Translations-
“symmetrie beruhenden — {iblichen Bandstrukturverfahren nicht mehr angewendet
werden konnen. Greensche Funktionsmethoden eignen sich jedoch zur Losung
derartiger Probleme. Auf der Basis des KKR-Bandstrukturverfahrens von Kor-
'--'ﬁng_a,Kohn und Rostoker [8] , [9] schiugen Dupree {10], Beeby [11] und Holzwarth




[12] eine Greensche Funktionsmethode zur Behandlung von Systemen mit lokali-
sierten Stérungen vor, die das Defektproblem in zwei Schritten angeht: Zuerst wird
die Greensche Funktion des idealen Kristalles unter Beriicksichtigung simtlicher
Bandstruktureffekte berechnet; die Greensche Funktion des gestérten Kristalles
kann dann aus der Greenschen Funktion des idealen Kristalles durch Losen ei-
ner Dyson-Gleichung bestimmt werden. Alle Rechnungen zu Defekten im gleichen
Wirtskristall werden daher mit der gleichen Greenschen Funktion dieses Wirts-
kristalles durchgefiihrt. Das Verfahren nutzt einerseits die (fiir Punktdefekte in
Metallen charakteristische) gute Lokalisierung der Potentialstérung in sehr effizi-
enter Weise aus; andererseiis erfolgt eine exakte Einbettung des Punkidefektes in
den Wirtskristall, da durch die Greensche Funktion des idealen Wirtskristalles die
Blochwelleneigenschaften der am Defekt-Stdrpotential gestreuten Elektronen voll

berticksichtigt werden. Einbettungsprobleme wie bei Superzell- oder Clusterrech-

nungen treten daher nicht auf,

Erste selbstkonsistente Rechnungen zu Punktdefekien in Metallen, die mit
Hilfe dieser Greenschen Funktionsmethode durchgefihrt wurden, sind von Zeller
und Dederichs 1979 vorgestellt worden [13]. Die Beschrinkung auf ein einzelnes
Storpotential im ansonsten idealen Wirtskristall konnte spater auigegeben werden
[14], so dafl auch die Antwort der Nachbaratome auf die Stérung mittlerweile

selbstkonsistent berechnet werden kann.

Zur Diskussion der verschiedenen Zustinde eines Festkérpers bietet sich ein
Vergleich der entsprechenden Gesamtenergien an, welche im Prinzip aus Rechnun-
gen zur élektronischen Struktur gewonnen werden kénnen. Eine zuverlissige Be-
rechnung von Losungswirmen verdinnier Legierungen sowie Bindungs- und Wan-
derungsenergien von Punktdefekien kann einen wichtigen Beitrag zum Verstindnis
der Thermodynamik und Kinetik dieser Systeme darstellen, zumal die Messung
dieser Groflen experimentelle Schwierigkeiten aufwirft. Es ist daher schon lange
versucht worden, Gesamtenergien aus ersten Prinzipien zu bestimmen; die meisten
dieser Versuche sind allerdings an den auftretenden hohen numerischen Anforde-
“rungen gescheitert [1]. Obwohl die Gesamtenergie leicht formuliert werden kann,
ist ihre ‘tatséchliche Berechnung nicht einfach wegen der fast vollstdndigen Kom-

.-;pensa.tion-d_er sehr grofien kinetischen und potentiellen Energien. Hiufig sind die




eigentlich interessierenden Energieunterschiede um einen Faktor 107° kleiner als
die Gesamtenergien, so daf} die entscheidende hohe numerische Prézision nur durch
die Anwendung spezieller Methoden — wie 2.B. der Ausnutzung von Extremalei-

genschaften ~ gewéhrleistet werden kann (siehe z.B. [15}, [16] ).

Mit einem zuverldssigen Gesamtenergieformalismus kénnen Wechselwirkungs-
energien von Punktdefekten in Metallen bestimmt werden. Diese Energien sind
mit grundlegenden Vorgingen im Festkorper wie der Diffusion oder Phasenum-
wandlungen verbunden; eine Beschreibung solcher Phinomene auf atomarer Ebene
muf} hier ansetzen. Einen frithen Versuch in dieser Richtung unternahm vor gut
30 Jahren Lazarus [17] , dessen Theorie der Fremdatom-Diffusion in Metallen auf
der Berechnung der Leerstelle-Fremdatom-Wechselwirkung beruhte. Die theo-
retischen Vorstellungen zu diesem Gebiet sind ebenfalls von Bedeutung fiir die
Auswertung und Interpretation von Experimenten, in denen Reaktionen zwischen

Defekten auftreten konnen (beispielsweise Abschreck — oder Ausheil — Versuche).

Bisherige Rechnungen zu diesemn Gebiet wurden entweder mit Pseudopotential-
methoden (Storungsrechnung zweiter Ordnung) durchgefiihrt oder basierten auf
Jellium—Rechnungen, in denen die Strenung freier Elekironen an einem Fremd-

atom unter Beriicksichtigung von Friedel-Oszillationen betrachtet wurde.

Pseudopotentialmethoden setzen sowohl ein schwaches Stérpotential als auch
ein schwaches Wirtspotential voraus und eignen sich daher nur fiir einfache Me-
talle; eine Valenzdifferenz von AZ = £ 1 zum Wirt stellt bereits ein Problem
dar. Da die Potentialform im Bereich des Atomrumpfes wichtig ist, hingen die

Resultate stark vom jeweiligen Pseudopotential ab [18].

* “Auf der anderen Seite ergibt bereits die Einbettung des Fremdatomes in ein

Form der Friedel- Oszillationen fiir eine Leersielle und ein Fremdatom auf nachsten
Nachbarplatzen qualitativ richtige Ergebnisse der korrekten Grofienordnung von
0.1.eV ; der genaue Wert der Bindungsenergie héingt jedoch empfindlich von den
jeweiligen Niaherungsannahmen ab [18] . Der Vorteil dieser Jellium—Rechnungen
‘besteht darin, auch stark storende Defekie wie 3d—-Fremdatome qualitativ richtig
beschreiben zu konnen. Die grundlegende Annahme — die Beschreibung des Wirts-

kristalles durch ein Jellium - besitzt natiirlich stark Modellcharakter und ist nur

]




fiir einfache Metalle und mit Abstrichen fiir Edelmetalle wie Kupfer oder Silber

sinnvoll.

Defekte in Ubergangsmetallen werden iiblicherweise durch tight-binding-
Modelle beschrieben {19]. Das wesentliche Problem hierbei ist die Bestimmung

der entsprechenden Modellparameter, die der Berechnung nicht zugénglich sind.

Es ist bezeichnend fiir die Komplexitit solcher Systeme, dafl die diesbeziigli-
chen theoretischen Arbeiten von Blandin [20], [21] noch nach 25 Jahren als Re-
ferenz in experimentellen Untersuchungen herangezogen werden. Doyama zieht
in einem Ubersichtsartikel von 1978 [22] das Resiimee: ” In conclusion very few

convincing experimental and theoretical values are available at present. »

Ziel dieser Arbeit ist eine theoretische Untersuchung der Wechselwirkungsener-
gien von substitutionellen Punktdefekten in Kupfer und Nickel, wobei eine ahnli-
che Qualitit angestrebt wird, wie sie heute bei Rechnungen zu idealen Kristallen
iiblich ist. Es wird die Dichtefunktionaltheorie in der lokalen Spindichtenéherung
verwendet. Alle auftretenden Grofien wie z.B. Potentiale, Dichten etc. werden
selbstkonsistent berechnet, wobei die Kernladungszahlen der Elemente die einzi-
gen Eingangsgréfen darstellen. Eine wesentliche Naherung in den Rechnungen
stellf die Vernachlassigung der Gitterrelaxation dar; die Kerne werden stets als
an den Plitzen des idealen Gitters fixiert behandelt . Daher wird lediglich die
Wechselwirkung von 3d— bzw. 4sp~Fremdatomen untereinander und mit Leerstel-
len in Kupfer und Nickel berechnet, da bei diesen Systemen Gitterrelaxationen
eine untergeordnete Rolle spielen sollten. Das Hauptaugenmerk gilt der besonders

starken Wechselwirkung auf néchsten Nachbarpldtzen .

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel 2 werden die Grundziige der Dich-
tefunktionaltheorie sowie der KKR-Greenschen Funktionsmethode vorgestell.
Kapitel 3 ist Gesamtenergieberechnungen gewidmet . Dort wird auf die Verwen-
‘dung von Variationsverfahren eingegangen, die erst eine zuverlassige Bestimmung
_von Gesamtenergien erméglichen . Weiterhin wird eine Formulierung der Ge-
" samtenergie diskutiert, die fiir beliebige (also auch teilchenzahlverletzende) La-
'dungsdichten Extremaleigenschaften besitzt. Ein weiterer wichtiger Punkt in die-
' -é_em Zusammenhang ist die Berechnung der Doppelzéhlbeitrige durch eine exakte

Integration iiber die Wigner—Seitz—Zelle, die mit Hilfe von Formfunktionen der




Zelle durchgefiihrt werden kann. Die Vorstellung und Diskussion der Ergebnisse
schlieBt sich in Kapitel 4 an. Neben der Berechnung der Wechselwirkungsener-
gien aus Gesamtenergien wird eine neue Darstellung der Wechselwirkungsenergien
mit Hilfe des Hellmann-Feynman-Theorems abgeleitet, die eine direkte elektro-
statische Deutung der Wechselwirkungsenergien zuldBt. Die aus Gesamtenergien
und mittels des Hellmann—Feynman-Theorems berechneten Werte stimmen gut
iiberein. Mit Hilfe dieses Theorems erfolgt ferner eine Abschatzung der Abstand-
sabhingigkeit der Leerstelle-Fremdatom— Wechselwirkung fiir 4sp—Elemente so-

wie eine Diskussion der Anlagerung solcher Atome an bereits vorhandene Defekt-

Komplexe.




2. Theoretische Grundlagen

Die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse sind im Rahmen der Dichtefunk-
tionaltheorie und unter Anwendung einer Greenschen Funktionsmethode berech-
net worden. In den folgenden beiden Abschnitten soll daher kurz das Konzept der

theoretischen Beschreibung skizziert werden.

2.1. DICHTEFUNKTIONALTHEORIE

Realistische Rechnungen zu festkérperphysikalischen Problemstellungen erfor-
dern eine quantenmechanische Behandlung des Vielelektironensystems. Fir ein
N-Elektronen—System ist der Hamiltonoperator B =T4+U+V,., in der Ortsdar-

stellung gegeben durch:

H =—— N A;+ - V.
(r1, 2m}_: H—ZE “T;‘; |ri-"r3|+2 eat(ri)
(#1)

(Im folgenden wird die Notation in sogenannten "atomaren Einheiten” erfolgen:
A=1,m= %, e? = 2, Léngen in Einheiten des Bohrschen Radius ao. Dadurch
ergeben sich alle Energien direkt in der angemessenen Einheit Rydberg (Bohrscher
Radius g, = -i%; Grundzustandsenergie des Wasserstoff-Atoms E, = mz%z; =

—13.6058eV = —1Ryd).)
Der Hamiltonoperator lautet dann:

N

H(rla-' ZAz"‘EZ

=1 g1 Fe=1 ”'3_1 ,

(3#4)

N
+ 3 Veat(rs) (2.1)
i=1

Das dufiere Potential enthilt die Wechselwirkung mit den Xernen, die in dieser
Arbeit als an den ldealgitterplitzen fixiert angenommen werden. Das System
wird vollstindig beschrieben durch die antisymmetrische Vielteilchenwellenfunk-
tion P(X1,...,Xy) mit X; := (r;,0;) (Orts— und Spinkoordinate), welche leider

unbekannt ist.




2.1.1. Das THEOREM VON HOHENBERG UND KOHN

Die Beschreibung von Grundzustandseigenschaften wird wesentlich erleichtert
durch das Theorem von Hohenberg und Kohn, das es erlaubt, statt der kompli-
zierten N-Teilchen-Funktion %(X1,..., Xy) die einfachere Teilchendichte n(r) als
fundamentale Variable einzufithren. Dabei wird unter dem Begriff Teilchendichte

im folgenden immer die Einteilchendichte n(r) verstanden:

N
a(r) = < Plialp >= ((X1,...,Xx), 2 6 — 1) P(X1, .- LXy) (22)
i=1

mit < ¥lp >=1 und (, ) als dem Skalarprodukt

in der zugehorigen Darstellung
(Die Zweiteilchen— oder Paardichte ist demgegeniiber durch

ng(r,r') := (¢(X1, XD Z §(r — v) 6(x" — v;) (X, .. ,,XN)) (2.3)
(9
definiert.)

Hohenberg und Kohn zeigten unter der Voraussetzung der Nichtentartung
des Grundzustandes, daf die Grundzustandseigenschaften eindeutige und univer-
selle Funktionale der Dichte n(r) sind [2] und insbesondere ein Energiefunktional
E{n(r)} existiert, welches ein Variationsprinzip erfilllt — es wird fiir die tatsachli-

che Grundzustandsdichte ny(r) minimal:
E{n()} 2 E{no(x)} = o (2.4

Der indirekte Beweis von Hohenberg und Kohn konnte 1879 von Levy durch
einen Beweis in der Gestalt einer expliziten Konstruktionsvorschrift verbessert
werden [4], die mit dem Rayleigh-Ritzschen Variationsverfahren verwandt ist:

Es gilt bekanntlich fiir die Grundzustands—Vielteilchenwellenfunktion %,
E{$}:=<y|HW > > E{go} = Eo
Levy definiert das Funktional E{n} durch die Vorschrift

E{n}:= Min <g|H[¥ > _, (2.5)




wobei die Minimierung fiir die Menge aller derjenigen ¥ durchzufiihren ist, die die
gegebene Dichte n{r) reproduzieren. Aunfgrund des Ritzschen Variationsverfahrens
ist E{n} > E,. Da die Grundzustandswellenfunktion 1, das Funktional E{n}
minimiert und die Grundzustandsdichte ny(r) ergibt, erfiillt das Energiefunktional
(2.5) die Ungleichung (2.4). Eine explizite Darstellung von E{n} konnte bisher

nicht aus der Definition von Levy abgeleitet werden.

2.1.2, KogN-SHAM~-GLEICHUNGEN

Kohn und Sham konstruierten ein Funktional F{n}, indem sie das Funktional
Es{n(r)} hypothetischer nichtwechselwirkender Elekironen geeignet auf wechsel-

wirkende Elektronen verallgemeinerten [3].

Flir nichtwechselwirkende Elektronen gilt:
By{n(r)} = T{n()} + [d* n(r) Veos(r) (2.6)

mit
N/2

n(r) = 2 2 i)l (2.7)

wobei die 1;(r) die Einteilchenwellenfunktionen des N-Teilchen-Systems sind (der

Faktor 2 resultiert aus der Spinentartung; eine Verallgemeinerung auf magnetische

Systeme erfolgt im néchsten Abschnitt). Die Einteilchenwellenfunktionen kdnnen

gur impliziten Darstellung der kinetischen Energie Ts{n(r)} verwendet werden:
N/2

Tufn(s)} = 23 JEREHOYTCINERE (2.8)

Die Grundzustandsdichte n,(r) setzt sich aus den Eigenfunktionen #;(r) der

Schradingergleichung zum Potential Vo ;(r) zusammen.

Fir wechselwirkende Elekironen schrieben Kohn und Sham:
E{n(r)} = Ts{n(z)} + U{n(r)} + Bzc{n(r)} (2.9)
mit .

U {n(r)} := fd3 fd?” ’”‘(fl + fd3rn(r ) Vear() (2.10)

r




Zu den duferen elektrostatischen Feldern soll auch das der Kerne zahlen und in Vg
beriicksichtigt werden. Da der korrekte Ausdruck fiir die Energie der Coulomb-
AbstoBung der Elekironen untereinander durch

! 'nz(l:‘, IJ)
v —r'}

<0 > = fd%[d%

gegeben ist, muB das Austausch-Korrelations—Funktional E.{n(r)} sowohl
Beitrage enthalten, die iiber die Hartree-Wechselwirkung in (2.10) hinausge-
hen - also eben durch Austausch und Korrelation der Elektronen entstehen —

als auch Korrekturen zur kinetischen Energie aufgrund der Elektron—Elektron—

Wechselwirkung auffangen.

Piir die Dichte n(r) wihlten Kohn und Sham in Analogie zu (2.7) die Darstel-

lung
* N/2

n(r) = 2 ; w:(mF (2.11)

wobei die ¥;(r) nun nicht mehr die Bedeutung von Einteilchenwellenfunktionen des
Vielteilchensystemes haben konnen. Sie sind noch zu bestimmende formale Wel-
lenfunktionen mit der zentralen Bedeutung, daf die Dichte n(r) eindeutig durch
die 9;{r) bestimmt ist und umgekehrt die #;(r) eindeutig (iiber die Kohn-Sham-
Gleichungen, siche unten Gl. (2.12) ) aus n(r) folgen. Daher ist eine Variation
von E{n{r)} nach der Dichte n(r) dquivalent einer Variation nach den Wellenfunk-
tionen ;(r). Die Wahl (2.11) fiir die Darstellung von n(r) hat den wesentlichen
Vorzug, auch weiterhin die Berechnung der kinetischen Energie in der impliziten
Form (2.8) zu ermoglichen und damit ihren iberwiegenden Anteil — die kinetische
Energie hypothetischer nichiwechselwirkender Flektronen mit der gleichen Dichte
n(r) — exakt zu behandeln.

: .Wegen der in Ungleichung (2.4) ausgedriickien Extremaleigenschaft des Ener-
giefunktionals kénnen die zur Grundzustandsdichte no(r) gehdrigen ;(r) durch
Variation von E{n} nach den 7; bestimmt werden. Die Normierung der ¢;(r) ist
dabei durch Lagrangeparameter ¢; zu beriicksichtigen. Es ergeben sich dann die

Kohn-Sham~-Gleichungen:

(-2 + Vepp{n}(x)) ilx) = edile) (2.12)




mit dem effektiven Potential

= y ol §Bge{n}
Verpln}r) = Vealr) + 2 [ (250 4+ =20 (2.13)

Die Gleichungen (2.12) und (2.13) k6nnen als eine Abbildung des wechselwirkenden
Vielteilchensystems auf ein System nichiwechselwirkender (Quasi-) Teilchen mit
der gleichen Grundzustandsdichte aufgefafit werden. Diese anschauliche Interpre-
tation ist jedoch problematisch, weil der Dichtefunktionalformalismus nirgendwo
garantiert, daf die Wellenfunktionen 9;(r) Quasiteilchenzustinde der Anregungs-
energie ¢; beschreiben: der Aufbau der Theorie gibt nur der Ladungsdichte n(r),
der Energie E{n(r)} und allen daraus folgenden Gréfien eine physikalische Bedeu-
tung. Die Reduktion desin Gl (2.1) enthaltenen komplexen Vielteilchenproblems
auf Einteilchengleichungen (2.12) mit einem effektiven Potential geht also im Prin-
zip einher mit dem Verzicht auf iiber die Ladungsdichte hinausgehende ”mikro-
skopische” Information. Allerdings ist es mangels besserer Methoden allgemein
iiblich, die Figenwerte ¢; als Einteilchenenergien zu interpretieren. Diese Praxis

wird durch viele — aber nicht alle ! — Ergebnisse spektroskopischer Messungen

unterstiitzt.

Die Losung der Kohn-Sham-Gleichungen geschieht iterativ, da das effek-
tive Potential wieder von der Dichte abhingt: mit einer Startdichte n(l) wird
Ver f{n(l)} bestimmt, das eine erste Ldsung ¢§1)(r) von {2.12) ermoglicht. n(2)
kann nun aus den 'gb,gl) zusammengesetzt werden etc., so dafl das Selbstkonsistenz-
problem als geldst betrachtet wird, wenn n{m) = n(m+1) Das Auffinden schnell

konvergierender Iterationsverfahren stellt ein schwieriges Problem dar [23].

2.1.3. SPINDICHTEFUNKTIONALTHEORIE

Zur Behandlung magnetischer Probleme ist eine Verallgemeinerung des Theo-
rems von Hohenberg und Kohn auf spinpolarisierte Elektronen erforderlich. Dies
ist ohne besondere Schwierigkeiten méglich und fithrt zu den neuen fundamentalen
.Va_.ria._b_l_en |

nt(r) = DRFEF wd 2m(@) = Dl () (2.14)

_die die Dichten der Spin-auf- bzw. Spin—ab-Elektronen (Majoritéts— bzw. Mino-

'_"rit_é.tseiektronen) beschreiben. Aus diesen Variablen abgeleitete Gréflen sind dann
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die Ladungsdichte
n(r) = nt(r) + 2 (¢) (2.15)

und die Magnetisierungsdichte:
m(r) = nt(x) = n"(x) (2.16)
Das Theorem von Hohenberg und Kohn wird zum Spindichtefunktionaltheorem:
E{nT,n7} 2 E{n3,n;} = Eo (2:17)

Analog zum nicht-spinpolarisierten Fall ergeben sich die Kohn—Sham—Gleichungen

wieder durch Variation:
(=& + VG ntnHe)) 97 (r) = & $2(r) (2.18)

mit dem spinabhingigen effektiven Potential

n(r! zC n+,n"
Vi {nt,nTHr) = Vearlr) + 2 [d* lrgr)’l + o8 5?{20_(,:) } (2.19)

und ¢ € {—1,1}. Zur genaueren Herleitung sei auf die Literatur verwiesen [24].

2.1.4. LOKALE DICHTENAHERUNG

Die Dichtefunktionaltheorie macht keinerlei Angaben zur konkreten Gestalt
des Austausch-Korrelations—Funktionals Fy., das prinzipiell alle Vielteilchenei-
fekte enthalt. Entscheidend fir die Anwendbarkeit der Theorie sind daher gute

Naherungen fir F,,.

Im Rahmen eines Jelium-Modelles kdnnen Niherungsausdriicke der Form
Faeln) =V -1+ 9™(n) (2.20)

angegeben werden mit eggm als der Austausch-Korrelations—Energie pro Teilchen

des homogenen Elekironengases im Volumen V.

In der lokalen Dichtendherung (local density approximation) wird das

Austausch-Korrelations—Funktional approximiert durch

Boefn} » BEPAM} 1= [dr n(x) g™ (n(r)) (2.21)
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Gl (2.21) geht im Grenzfall einer konstanten Dichte wieder in Gl. (2.20) iiber, so
daf die lokale Dichtendherung zumindest fiir langsam veranderliche Dichten gelten

sollte. Sie liefert im allgemeinen auch fiir inhomogene Systeme gute Ergebnisse.

Bei den Rechnungen ist das lokale Spindichtefunktional von v. Barth und

Hedin verwendet worden [6], das im paramagnetischen Fall in das Dichtefunktional

von Hedin und Lundgvist iibergeht [7]:
EEDALY nY = fd% n(r) ™ (n T (r),n(x)) (2.22)
mit
o (n* (), n7(x)) = helrs) + (edelrs) = Eelrs)) - F(nTn7)

Die Indizes f und p bezeichnen Funktionen zur Beschreibung des ferromagneti-

schen bzw. paramagnetischen Zustandes, die wie folgt verkniipft sind:

e ()

1 ont s on” 3
frT,nT) == ( ) +(——-—) —2
23 9 T n
ehelrs) = eblrs) + €b(rs) i € {p, f}
1
3 /9mr\3 1
) = -5 (3)' 5

e(rs) = 25 &(ry)

ci(rs) = —¢; G (T—s) | i € {p, f}

1 i
G(z) = (1+m3)1n(1+;)—m2+§—-§

H

B py | =

Cf Cp

Al

Tf p

mit den beiden vorzugebenden Parametern cp und 7p.
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Da die Wirtskristallergebnisse mit ¢p und rp nach Moruzzi, Janak und Williams
[5] berechnet wurden, sind die folgenden Werte durchgehend verwendet worden:
¢p =0, 0450
rp =21
V. Barth und Hedin schlugen urspriinglich etwas andere Werte vor, die in den
meisten Fillen praktisch identische Resultate liefern. Bei Gesamtenergierechnun-

gen sollten jedoch nur Werte miteinander verglichen werden, die auf derselben

Naherung fiir Austausch und Korrelation beruhen.
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2.2. Dig KKR—~GREENSCHE FUNKTIONSMETHODE

Greensche Funktionsmethoden werden seit einiger Zeit erfolgreich angewandt,
um Defekte im Festkdrper zu berechnen [25]. In dieser Arbeit wird die sogenannte
KKR~Greensche Funktionsmethode benutzt, um substitutionelle Punktdefekte -
ein Grenzfall verdiinnter Legierungen — in dem unendlich ausgedehnten, ansonsten
periodischen Gitter metallischer Wirtskristalle zu beschreiben. Der urspriingliche
Bandstruktur-Formalismus von Korringa [8], Kohn und Rostoker [9] wurde von
Dupree [10], Beeby [11] und Holzwarth [12] erweitert auf Systeme mit lokalisier-
ten Defekten. Terakura [26], Zeller und Dederichs [13] verbesserten die Methode,
um resle Systeme zu betrachten. Die physikalische Situation in Metallen verleiht
der Greenschen Funktionsmethode eine gewisse Eleganz, da von Fremdatomen be-
wirkte Storungen des Kristallpotentials V{(r) vom Elektronengas kurzreichweitig
abgeschirmt werden. Die Potentialstorung AV(r) ist daher im allgemeinen nur in
der Nihe des Fremdatomes deutlich von Null verschieden. Die Greensche Funk-
tion G(r,r'; E) des gestorten Kristalles ist {iber eine Dyson—Gleichung mit der
Greenschen Funktion G°(r,r'; E) des idealen Kristalles verbunden™.

Q(r,'; E) = G%(x,v'; E) + fd%” Gole,d; EYAV(x"YG(", Y E)  (2.23)

Diese Darstellung von G ist sehr vorteilhaft, wenn G° (z.B. durch eine Bandstruk-
turrechnung) bekannt ist. Einerseits bedeutet sie, dal man sich in der Losung
der Dyson—Gleichung auf nahe Nachbarn des Fremdatomes beschrinken kann, da
nur dort das Integral wesentlich von Null verschieden ist. Andererseits gibt es
kein Einbettungsproblem fiir das Fremdatom, da seine Umgebung von Anfang an
der kristalline Wirt ist, also Bandstruktureffekte vollstandig beriicksichtigt wer-
den. Dies ist ein wesentlicher Vorteil gegeniiber anderen Methoden wie Cluster-
oder Superzell-Rechnungen, bei denen die Einbettung in den idealen Kristall nur

unvollsténdig beschrieben werden kann.

* Fiir eine mathematische Definition sieche Gleichung (2.24). Hier sei ledig-
lich angemerkt, dafl eine Greensche Funkiion das jeweilige System vollstandig
“beschreibt.
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2.2.1. SPEKTRALDARSTELLUNG DER (GREENSCHEN FUNKTION

Werden Dichtefunktionaltheorie und Greensche Funktionsmethode miteinan-
der kombiniert, so ist die Einteilchen—Greensche Funktion G(r,r'; E) die Losung

der Kohn-Sham—Gleichung mit einer Einheitsquelle §(r — r'):
(—-A + Vegpl(r) — E) G(r,r'; E) = —~6(r — ) (2.24)

Physikalische Bedeutung besitzt die retardierte Greensche Funktion, deren Zerle-
gung nach den Eigenfunktionen der Kohn-Sham-Gleichung die Spektraldarstel-
lung ergibt:
T
d’r’c(r)d’k(r ) (2-25)

I_E —
Glr, x5 B) §E+ie—Ek

1p(r) sind die Einteilchenwellenfunktionen der Kohn-Sham—Gleichung, F;, deren
Eigenwerte, und ¢ ist eine infinitesimale positive Grofle, die die Retardierung si-

cherstellt. Mit der Dirac-Identitat

im L P (l) —iw§(z), (2.26)

=40 T + 26 T

in der P die Hauptwertbildung bei einer Integration meint, kann die Verteilung

der Elektronen in Raum und Energie

n(r, E) := 2% b (5) (B — Ey) (2.27)

durch den Imaginérteil der Greenschen Funktion ausgedriickt werden:

n(r, E) = ~= Im G(z,; E) (2.28)

Aus der Grundgréfie n(r, E) folgt die Ladungsdichte durch Energieintegration bis

zur Fermienergie:
Ep
n{r) =f dE n(r, F) (2.29)
—Co . .

und die zugehdrige Zustandsdichte des Systems durch Ortsintegration:

 w(E) = [Ern(,B) = 25 8(E - B) (2.30)
| - ‘
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Instruktiver sind im allgemeinen jedoch lokal gewichtete Zustandsdichten (local
density of states, LDOS), die im inhomogenen System in einem beliebigen Volu-
men V (z.B. der Wigner—-Seitz~Zelle eines Atoms) die dortigen Beitrige der Ein-
teilchenzustinde 9 (r) zur gesamten Zustandsdichte n(E) aufschliisseln:

n1pos(E) = [ drn(x,B) = 23368 - By) [&rm@?  (231)

Die Verallgemeinerung der Gleichungen (2.27) ff. auf magnetische Systeme mit
dem spinabhéngigen Potential e‘? f (o€ {-1,1} ) lautet

1
n?(r, B} = —=Im G(r,r; F) (2.32)
m

n7(r) = Lde n?(r, E) (2.33)

Diese Gréfien beschreiben dann die Verteilung von Majoritits — bzw. Minoritéts-

elektronen (sieche Abschnitt 2.1.3.).

2.2.2. ENTWICKLUNG DER GREENSCHEN FUNKTION NACH BASISFUNKTIONEN

Die KKR~Greensche Funktionsmethode teilt den Kristall ein in gleich grofie,
nichtiiberlappende und an den Gitterplitzen R™ zentrierte Kugeln des Radius
Rjs7 und in das verbleibende sogenannte Zwischengittergebiet. Das Kristallpo-

tential wird durch kugelsymmetrische Potentiale beschrieben:

V(r) = %V”(r - R") (2.34)

mit V(e — B = { V:(|r - R?)) fir [r- R < Byr
0 sonst

Dies ist die Muffin~Tin~-Niherung. In dicht gepackten Materialien wie einfachen
Metallen und Ubergangsmetallen stellt sie im allgemeinen eine gute Néherung
dar, wenn Rysp so gewshlt wird, dafl die Kugeln sich beriihren. Eine wesentliche
Stirke der KKR~Greenschen Funktionsmethodeist die effektive Beschreibung der
Vielfachstreuung von Elektronen: sie wird in eine Folge von Einzelstreuprozes-
sen an den jeweiligen Muffin-Tin-Potentialen zerlegt. Dabei ist es mdglich, die
'Eigen_schaften der Einzelstreuer von ihrer geometrischen Anordnung zu trennen,

Die Greensche Funktion kann nach einem atom- und energiespezifischen Satz von
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Basisfunktionen entwickelt werden, der aus den StreulSsungen zu den einzelnen
Muffin-Tin—Potentialen besteht.

Fiir ein einzelnes solches Potential V(r) gilt:
Die Drehinvarianz von V(r) erlaubt es, jede der Losungen als Produkt einer
Kugelflachenfunktion Yy (%, ¢) = Yy(£) mit einer Radialfunktion Fy(r, E) aus-
zudriicken, die die radiale Schrodingergleichung erfullt™:

2
o) + [ v - 5| rmm =0 a9

Zu jeder Energie £ und jedem Drehimpuls £ existieren zwei linear unabhangige
Loésungen von Gl. (2.35), die sich durch ihr Verhalten am Ursprung unterscheiden:
die regulare Losung Ry(r, RB) verhalt sich fiir » — 0 wie rf, die irregulire Hy(r, E)
divergiert mit ;zi—l'

Im potentialfreien Fall erhalt man die sphérischen Bessel- und Hankelfunktio-

nen jy und ky = ny—1j; , wobei ny die spharischen Neumannfunktionen [27] sind

Ry(r, B) = jy (VEr) L
Hy(rB) = h, (\/E'r-) } firV =0 (2.36)

Folglich miissen im Zwischengittergebiet die R, und H, Linearkombinationen der
j¢ und hy sein, die die jeweilige Radialfunktion am Muffin—Tin-Radius stetig dif-
ferenzierbar fortfiihren:
Ry(r, E) = j; (VEr) + VEty(E) by (VEr) (2.37)
Hy(r,E) = hy (VEr) |

ts(E) enthilt dabei Information iiber das Potential V' (r), z.B. in einer impliziten

* Hier ist die Einflihrung zellzentrierter Koordinaten sinnvoll, d.h. ein in der
Zelle des n—ten Atoms liegender Ortsvektor r wird ab jetzt als r + R™ erschei-
nen. Ferner ist ¢ := 71_ -t der Richtungsvektor. Es werden reelle Kugelfidchen-

- funktionen benutat, deren Indizes ({,m) zu L komprimiert werden.
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Darstellung durch die Streuphasen &;( F) oder durch explizite Verwendung von
Vir):

- e(F) gin 64(E) (2.38)
vE

t(E)
Ryrr .
:j; dr 72 j (‘\/ET) V(r) Ry(r, E)

Diese einfache Form von t; liegt an der Verwendung kugelsymmetrischer Poten-
tiale, so daff die T-Matrix in einer L-Darstellung diagonal wird. Die Greensche
Funktion G,(r,r'; E) fiir ein einzelnes Streupotential V(r) im freien Raum kann
in Analogie zu der Entwicklung der Greenschen Funktion g(r,v'; E) des freien
Raumes geschrieben werden:

1 eiﬁ]r—r']

'
CEY = — c-x-
§(r, 7 E) dr v — /|

- VE %:YL(f-) 3¢ (VEr<) by (VErs) Yy (#)

(2.39)

(Hierbei ist 7« := Min{r,7'} und r := Max{r,r'}.) Fiir die Greensche Funktion
zum Potential V{(r) erhélt man:

Gs(r,v; E) = VE %:Y_ch) Ry(r<, E) Hy(rs, E) Yi(¥) (2.40)

Fir die Ansammlung (2.34) von Muffin—Tin—Potentialen gilt: Die Menge aller
R} (r,E)Yz(#) und Hj(r, E) Yi(F) (2.41)

stellt einen Satz von Basisfunktionen dar, nach denen die Greensche Funktion ei-
nes Kristalles entwickelt werden kann. Das ¢rifft sowohl auf den idealen als auch
auf den defektbehafteten Kristall zu. Die doppelte Entwicklung der Greenschen
Funktion G(r + B®, ¢ + R”’) nach den radialen Eigenfunktionen der lokalen Po-

tentiale V*(r) und V™' (+') an den beiden Zentren R™, R™ nimmt dann die Form

an [28!:

G(r+ R +RYSE) = 6,y VE X Y1(8)R}(r<, B) Hy (75, E)Y5(¥)

* 3{+%23@w@mq%wm%ﬂm@Wf
< - _ (2.42)
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Der erste Term auf der rechten Seite von (2.42) ist nichts anderes als die Greensche
Funktion {2.40) fir ein einzelnes Potential V™ im freien Raum. Da er die Quellbe-
dingung §,,,,/6(r ~ r') in der Definitionsgleichung (2.24) der Greenschen Funktion
erfiillt, enthélt der zweite Term keine irreguléren Losungen Hj. Dieser beschreibt
die Vielfachstreuung zwischen den Muffin-Tin-Potentialen durch die regularen
Lésungen RP der Binzelstreupotentiale und (geometrie~ und energieabhingige)
Entwicklungskoefizienten GE%’,(E), die strukturelle Greensche Funktion genannt

werden und die eigentliche Vielfachstreu~Information tragen.

Werden Entwicklungen des Typs (2.42) fir die Greenschen Funktionen des
idealen und gestdrten Kristalles in die Dyson—Gleichung (2.23) eingesetat, ergibt
sich eine algebraische Dyson~Gleichung, welche die strukturelle Greensche Funk-
tion des gestorten Kristalles mit derjenigen des Idealkristalles verbindet [28]:

! I " it [
"(B) = GOYL(E) + XX C°Tiu(B) AG(E) L) (2.43)
nh’ LH
mit
AG(E) = $3(E) — 1(E)

Die Bestimmung der strukturellen Greenschen Funktion des Idealkristalles

o%f}:,(E) (s. [28]) muf nur einmal erfolgen und geht dann als Eingabe in alle

weiteren Rechnunger ein.

2.2.3. BEMERKUNGEN ZUR PRAKTISCHEN DURCHFUHRUNG DER METHODE

Der KKR-Greensche Funktionsformalismus bedeutet in der bislang beschrie-
benen Form einen immensen Rechenaufwand, der ohne spezielle Methoden auch

unter Binsatz eines Vektorrechners vom Typ Cray X-MP nur schwer realisierbar
ware.
Die algebraische Dyson—Gleichung (2.43) — in Matrix-Notation kurz

G(E) = G(E) + G(E) At(E) G(E) (2.44)

- muB fiir jeden Energiepunkt F als System linearer Gleichungen nach G(F) auf-
~gelést werden. Fiir explizite Berechnungen bedeutet das die Invertierung recht

-groBer Matrizen: die Beriicksichtigung von s—, p—, d- und {-Elektronen sowie nur
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der 12 nachsten Nachbarn eines Defektes im fcc—Gitter ergibt mit £pax = 3 und
Pmax = 13 Matrizen der Grofle (fmax + 1)? nmax X (£max + 1)2 Nmax = 208 x 208,
Die Einbezichung hoherer Nachbarn steigert den Aufwand noch betréchtlich.
Dariiber hinaus erfordert die korrekte Integration der d-Zustandsdichten mehr
als 1000 Energiepunkte, um die dann stark strukturierte Greensche Funktion so
gut abzutasten, dafl die numerische Integration (2.33) zuverldssige Ladungsdich-
ten liefert [29]. Nach (2.42) muf dazu noch fir jeden Energiepunkt und jedes
der Potentiale V" die radiale Schrédingergleichung (2.35) gelost werden. Das gilt
natirlich separat fiir jede Spinrichtung; auflerdem verlangt die iterative Losung der
Kohn-Sham—Gleichungen (s. Abschnitt 2.1.2) die Wiederholung dieser Prozedur

in jedem der durchaus einige Dutzend umfassenden Iterationsschritte.

Die f}’berwindung dieser Probleme gelingt mittels gruppentheoretischer Metho-

den und der analytischen Fortsetzung der Greenschen Funktion in die komplexe
Energieebene.

Dazu entwickelte Braspenning ein Symmetrisierungsprogramm, das — ausge-
hend von der lokalen Punktsymmetrie des gestdrten Clusters — eine unitare Matrix
bestimmt, die Gleichung (2.44) blockdiagonalisiert [14], [30]. Die Ausreduktion
auf Submatrizen erheblich niedrigeren Ranges kann den Rechenzeitbedarf fiir die
Losung der algebraischen Dyson-Gleichung um bis zu zwei GréBenordnungen sen-

ken.

Nach Gl (2.29) ist die Dichte n(r) mit dem Imaginérteil der Greenschen

Funktion iiber eine Energieintegration verkniipfi:

n(r) = f_ iidEn(r,E) - —%Im J/: iidE G(r,v; E) (2.45)

In den Rechnungen werden die energetisch tief liegenden Rumpfzusténde (core

states) gesondert betrachtet, so dafl »(r) in einen Core- und einen Valenzanteil

zgrf__ﬁ.llt:
| n(r) = ne(r) + no(r) (2.46)

‘ne wird -iiber eine atomare Rechnung gewonnen ( d.h. der Uberlapp der Wellen-
" funktionen von Rumpfelektronen verschiedener Atome wird vernachlissigt ) [31].

Ty folgt_-da_nn aus einer Energieintegration vom Typ (2.45), die sich nur dber das
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Valenzband erstreckt. Die grofie Zahl von Energiestiitzstellen 1aBt sich drastisch
reduzieren, wenn Gl (2.45) — formal ein Wegintegral entlang der reellen Achse der
komplexen Energieebene — durch ein &quivalentes Wegintegral in der komplexen
Energieebene ersetzt wird: Die Fortsetzung G(r,r';z) von G(r,r; F) (siche Gl
(2.25)) fir komplexe Energien

3 Pi ()3 (r)
G(r, T ,Z) = Zk‘: W (247)
ist auf dem gesamten physikalischen Blatt der komplexen Energieebene analytisch,
jedoch nicht auf der reellen Achse, wo Pole und Verzweigungsschnitte auftreten
(das physikalische Blatt der zweibldttrigen komplexen Energieebene ist wegen der
geforderten Kausalitit der Greenschen Funktion durch Im+/E > 0 ausgezeichnet.)
(32].
Da der Integrationsweg C beliebig in die komplexe Ebene deformiert werden
kann, solange G(r, r'; z) dort analytisch ist und Anfangs~ und Endpunkt des Weges
beibehalten werden, kann ny(r) nach Koenig [33], Dreysse und Riedinger [34] durch

ein Konturintegral ausgedriickt werden:
2
ny(r) = -= Idez G(r,r; z) (2.48)

Die analytischen Eigenschaften verleihen G(r,r'; z) fernab der reellen Achse kaum
Struktur, so daf} {iir eine zuverlissige numerische Integration wenige Stiitzstellen
langs der Kontur C ausreichen. Fiir die Rechnungen zu dieser Arbeit wurden 64
komplexe Energiepunktie verwendet, von denen etwa ein Drittel dazu dient, das

Verhalten von G in der Nihe der Fermienergie aufzuldsen [35].

Der Ubergang von reellen zu komplexen Energien beriihrt nicht die Grundziige
der Gleichungen in den Abschnitten 2.1 und 2.2, insbesondere bleibt die Ent-
wicklung (2.42) nach radialen Figenfunktionen sowie die Dyson—Gleichung (2.43)
giiltig. Alle relevanten Gréflen sind aber so zu formulieren, daf sie auf dem physika-

lischen Blatt die gleichen analytischen Figenschaften aufweisen wie die Greensche

Funktion.

Wihrend die urspriingliche KKR~Greensche Funktionsmethode fir das Kri-
stallpotential eine Muffin-Tin-Néherung (2.34) voraussetzt, ist in den Rechnun-

- gen
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die verwandte Atomic—Sphere-Niherung benutzt worden:

Viey=> V*"x-R") (2.49)
n
V*(e —R"), fir |~ R"| < Rypg

g sonst

mit V*(r — R?) = {

Dabel wird der sogenannte Wigner—Seitz—Radius Ryyg so gewahlt, daff das
Kugelvolumen gleich dem Volumen der Wigner—Seitz—Zelle des hier monoatomaren
Idealkristalles ist. Mogliche Ungenauigkeiten aufgrund des rdumlichen ﬁberlapps
der Potentiale sollten durch die bessere Raumausfiillung der Wigner—Seitz—Kugeln
mehr als wettgemacht werden [36].

Eine 8hnliche Atomic—Sphere-Nzherung macht man auch bei der Berech-
nung der potentiellen Energien des Energiefunktionals, indem man Integrale tiber
Wigner—Seitz—Zellen, die den gesamten Raum exakt auffiillen, durch Integrale iber
Wigner~Seitz—Kugeln ersetzt. Ein Ziel dieser Arbeit ist es, diese Naherung zu ver-
meiden und die auftretenden Zellintegrale durch die Einfithrung von Formfunktio-
nen exakt zu berechnen (siche Kapitel 3.2 und 3.3).
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3. Gesamtenergieberechnungen

Obwohl die Gesamtenergie die fundamentale Gréfie in der Herleitung der
Kohn-Sham~Gleichungen ist, stellt die tatsichliche Bestimmung ihres Wertes kei-

neswegs die Regel dar.

Das trifft insbesondere auf Defekirechnungen fiir verdiinnte Legierungen zu,
da Punktdefekte — durch die Verletzung der Gitterperiodizitdt ~ den Gebrauch
konventioneller Bandstrukturverfahren nicht mehr erlauben. Angesichts der be-
kannten grofien Schwierigkeiten, zuverlassige Gesamienergien zu bestimmen (siehe

z.B. [1}), ist daher der im folgenden erlauterte Gesamtenergieformalismus von ho-

her praktischer Bedeutung.

Die Hauptschwierigkeit ist numerischer Natur wegen der fast vollstandigen
Kompensation der sehr groflen kinetischen und potentiellen Energien in der
GréfBenordnung von 10° eV. Die zu berechnenden Bindungsenergien sind in der
Grofenordnung von 0,1 ¢V und damit um einen Faktor 10™¢ bis 1077 kleiner als
die zu berechnenden Teilenergien. Daher miissen insbesondere die Einteilchen—
und Doppelzahlbeitrage mit identischen Methoden und mit sehr grofler Prazision
(d.h. mit einer relativen Genauigkeit von mehr als 10™7) berechnet werden, da nur
dann die korrekte Kompensation grofier Energieterme gewshrleistet ist und Dif-
ferenzenergien der Groflenordnung 0,1 eV zuverlissig berechnet werden kénnen.
Entscheidend ist dariiber hinaus die Ausnutzung der Extremaleigenschaften des
Energiefunktionals, weil dann Abweichungen der berechneten Ladungsdichte von

der wirklichen Grundzustandsdichte nur in quadratischer Ordnung eingehen.

3.1, GROSSKANONISCHES ENERGIEFUNKTIONAL

Nach den Gleichungen (2.9) und (2.10) setzt sich die Gesamtenergie E{n} als
Funktional einer vorgegebenen Dichte n(r) zusammen aus der kinetischen Ener-

gie T;{n}, der Coulomb-Energie U{n} und der Austausch-Korrelations—Energie
Eze{n}
E{n} = Te{n} + U{n} + Egc{n} (3.1)

‘Das Kohn-Sham-Variationsverfahren sichert zu, daf die Gesamtenergie £{n} ex-

“tremal ist (vgl. Ritzsches Variationsverfahren) fiir alle Versuchsdichten n{r), wel-

23




che die Gesamtteilchenzahl N der Grundzustandsdichte ergeben. Unter der Ne-
benbedingung

/d% n(r) = N 1= fd3T 10(r) (3.2)
gilt dann:
E{n} > E, = E{no} (3.3)

E{n} ist also nur extremal bei solchen Dichtevariationen um die Grundzustands-

dichte, die die Teilchenzahl N erhalten. Formal ist dies aus

SE = fdf’*

ersichtlich : wenn die Versuchsdichte n(r) nicht die korrekte Teilchenzahl N ergibt
(fd%r 6n(r) # 0), ist die Abweichung von der Grundzustandsenergie bereits linear

5n = Ep /d 7 én(r) (3.4)

in én.

Im Gegensatz zu den {iblichen Bandstrukturmethoden kann die so geforderte
Ladungsneutralitit nicht iiber die Anpassung von Ep erreicht werden, da die Fer-
mienergie in Punktdefekt—-Rechnungen durch den Wirtskristall festliegt. Die Frie-
delsche Summenregel, die die perfekte Abschirmung der UberschuBladung eines
Fremdatomes in einem Metall beschreibt, wird in den Rechnungen nicht exakt
erfiillt, weil nur der "Response” einer begrenzten Anzahl von Nachbarn des Defek-
tes miteinbezogen werden kann (siche 2.2.3). Die Verletzung der Ladungsneutra-
litdt im gestorten Cluster betragt typisch 0, 01 Elekironen, wenn nur die Potentiale

der nichsten Nachbarn eines Defektes als gestort angenommen und selbstkonsi-

stent berechnet werden.

Die Extremaleigenschaft (3.3) a8t sich trotz der Verwendung teilchenzahlver-
letzender Dichten erhalten, wenn das verallgemeinerte Funktional E{n} benutzt

wird [29], (37, [15] -
E{n} := E{n} — Ep (fd3r n(r) — N) (3.5)
Fir beliebige Variationen der Dichte n(r) wird E{n} stationir
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so daB8 Dichteabweichungen An = n — n, erst in quadratischer Ordnung eingehen:
AE =0 ((&n)?) (3.7)

Physikalisch bedeutet die Berlicksichtigung der Teilchenzahlerhaltung anhand ei-
ner Nebenbedingung mit dem Lagrange-Parameter Ep den Ubergang zu einem

grofikanonischen Energiefunktional.

Die Variation von B{n} fithrt auf Euler-Lagrange-Gleichungen, die zu den
Kohn~Sham~QGleichungen dquivalent sind [186], und aufgrund

PE_ 88 (3.8)
én?  bn? '
folgt die wichtige Extremaleigenschaft
E{n} > E, = E{no} (3.9)

fiir kleine Variationen um die Grundzustandsdichte. Sie erlaubt es, die spharischen
Wigner-Seitz~Potentiale (2.49) als reine Versuchspotentiale ﬁ:} f aufzufassen, die
lediglich der Erzeugung von Wellenfunktionen und zugehérigen Dichten dienen.
Diese erméglichen via (3.9) eine niherungsweise Bestimmung von E,, wobei der
Fehler der Energie quadratisch in den Fehlern der Wellenfunktionen und Dichten
ist. Der Auswertung von E{n} werden auch die nicht-sphirischen Komponen-
ten der Ladungsdichte (und des Coulomb-Potentials) zugrunde gelegt, was die

Genaunigkeit der Gesamtenergic erheblich verbessert [38].

3.1.1. EINTEILCHEN— UND DOPPELZAHL~BEITRAGE ZUR GESAMTENERGIE
Bei der Berechnung der kinetischen Energie nach dem Funktional (2.8) fiir
wechselwirkungsfreie Elektronen

Tofn} = 23 [drof()(-A)i() (3.10)

ist es niitzlich, die explizite Verwendung des Laplace~-Operators zu umgehen und
Ts{n} iber die Kohn-Sham-Gleichungen (2.12) durch die Summe der Einteil-
chenenergien ¢; zum Versuchspotential Vv, 7¢ auszudriicken (die Notation -erfolgt

'zun_échst noch_ nicht in zellzentrierten Koordinaten):

Tyn} = 25 6 = [Ern(x) Vogs(v) O (3.11)
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Fiir magnetische Systeme lauten die entsprechenden Verallgemeinerungen:
Lt} = T8 [Er a7 ) (-2) ¥ )
_HZ@:E = [Erat(x) T4 r)i[ (3.12)
mit ce{-1,1}

E{n} wird sodann in Einteilchen~ und Doppelzéhl-Beitrége (single particle and

double—counting contributions) zerlegt:

E{n} = Esp + Ey. (3.13)
mit Egp = ZZE?:— Ep (/d37’n(r) - N) (3.14)
wnd By, == — fdsrn(r) ,05(x) + Ufn} + Boc{n}  (3.15)

Esp kann noch umgeformt werden, Wegen (2.30) und (2.29) gilt:
B
2> ¢ = f ' de en(e)
: —00
bzw.
—EFfdsTn(r) = —EF/ defd rn(r, €)

Fiir die Einteilchenbeitrige ergibt sich :

EF

By = EpN + f de (e - Ep)n(e) (3.16)
—0

Die Aufteilung der Gesamtenergie auf Egp und Eg, ist nicht eindeutig, da sie von

der Wahl fur V, 7¢ abhingt. Dies kann am cinfachsten in der Darstellung

Bop{n, Vps} = [d% n(r) V,p4(x) + To{n} — Ep (J/d% n(x) — N) (3.17)

S
Bae{n, Veff} = /}z rn(s) Vegs(x) + Ufn} + Boofn} (3.18)
' gesehcn werden: E{n} hingt mcht explizit von V, 7 ab, wohl aber Esp{n, v, § f}
‘und Edc{n,V;:ff} (zur Diskussion der unabhingigen Variation von n und Veff
in den Funktionalen Esp und Ey, sei auf Deutz verwiesen [29]). Denkt man sich

- beispielsweise bei festgehaltener Versuchsdichte n{r) das Versuchspotential variiert
zu f/_eff + 517;):}:, so folgt daraus:
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§Eyp = fdsTn(r) 67, 5(r) (3.19)

5By, = — /d3r n(r) 67, 54(x) (3.20)

Geeignet gewahlte Potentiale V, 75 etlauben es daher, die Beitrage der Einteilchen-
und Doppelzihl-Energien zu verandern, ohne die (physikalisch nur entscheidende)
Gesamtenergie merklich zu verandern. Eine Interpretation im Bild unabhéangiger
Elektronen wird in vielen Fillen stark erleichert, wenn es gelingt, die wesentlichen
Energiebeitrige durch die Einteilchenenergien fiktiver unabhangiger Elektronen

darzustellen.

3.1.2. INVARIANZ GEGENUBER ANDERUNGEN DER EXNERGIESKALA

Der Wert des Energiefunktionals darf nicht von der willkiirlichen Wahl des
Energienullpunktes der Einteilchenenergien abhingen, wenn es physikalische Be-

deutung haben soll.

Fine Anderung der Energieskala um V,, kann als ein konstantes sufleres Poten-
tial aufgefafit werden, das die Wellenfunktionen und Ladungsdichten unverandert
1a8t: Das Funktional U{n} aus Gl. (2.10) wird zunéchst so formuliert, dafl das
aufere Potential V,,; das elektrostatische Potential der Kerne nicht mehr enthalt;
mit den expliziten Beitrigen der Kernladungen Z" an den Gitterpldtzen R" ist

dann:
Uin(r)} = fd3 fd3  nlr _”S| -~y 7" fd3 IRZ(") + (3.21)
+Z E IanZ;n, +fd3r Veut(T) (n(r)m;Z“ S(r—Rn))

(#ﬂ)
Gl (3.21) beschreibt die elektrostatische Wechselwirkung aller Ladungen unter-

einander sowie die Wechselwirkung eines dufleren Potentials mit allen Ladungen

im System.

"'Das effektive Potential (2.13) erscheint dann als

eff{n}( r) = Vegs(r) + 2 fd3 ’i:’fgl 23 |an : & 6E§;{(";§r)} (3.22)
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Eine Anderung der Energieskala um V, im effektiven Potential (3.22) der Ein-
tetlchengleichungen (2.12) 188t sich nicht von einem konstanten dufleren Potential

unterscheiden und muf daher auch in Gl. (3.21) berticksichtigt werden. Die durch

einen Strich gekennzeichneten transformierten Gréfien ergeben sich zu
Véxt =V
G=e¢+V, ; Ep=Ep+V,
n'(z) = n(r)
Te{n'} = To{n} § Ege{n'} = Egeln}
Uy =U{n}+V, (fd3r n(r)— > Zn)
T
Die Einteilchenenergien transformieren sich dann nach Gl. (3.17) wie

E;p - E3p+‘[d37 ??.(I’)Vo — Vo (fdsT n(r) '"N)
= B+ NV,

und die Doppelzahlkorrekturen nach Gl (3.18) wie
El. =FEy — fdsr n(r)Vo + ¥, (/dsr n(r)—> Zn)
n
=By —Vop_ 2"
n
Fir die Gesamtenergie gilt:

E{n'} = B{n} + V(I — % z™

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Nach Gl. (8.2) ist IV aber gerade die Gesamtteilchenzahl des Grundzustandes, die

flir ein neutrales System gleich der Summe aller Kernladungszahlen ist:

E{n'} = E{n}

Gl (3.26) unterstreicht noch einmal die Bedeutung der Teilchenzahlerhaltung,

die den Gebrauch des grofilkanonischen Energiefunktionals zwingend erforderlich

macht.

Die Gleichungen (3.24) und (3.25) illustrieren aulerdem die in Abschnitt 3.1.1
erwihnite Abhingigkeit der Aufteilung der Gesamtenergie auf Egp und Ey, vom

gewahlten Potential.
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3.2. PROBLEMORIENTIERTE FORMULIERUNG DER GESAMTENERGIE

In den Rechnungen ist fiir das groflkanonische Energiefunktional die im fol-
genden beschriebene Darstellung verwendet worden, welche besser an die prakti-
schen Formulierungen des Abschnittes 2.2.3 angepaBt ist. Berechnet wird letztlich
der Gesamtenergieunterschied des defektbehafteten Kristalls zum idealen Wirts-
kristall. Dank der perfekten Einbettung des Clusters gestdrter Atome in den
Wirtskristall reduziert sich bei der Differenzenbildung die Summation aber die
Zellen des unendlich ausgedehnten Gitters zu einer Summation {iber diejenigen

des gestorten Clusters.

Hs existieren natirlich langreichweitige, wenn auch sehr kleine, Anderungen
der Zustandsdichte, die iber die (rein technisch bedingte) endliche GroBe des
gestorten Clusters hinausgehen. Ihre Auswirkungen auf den Gesamtenergieun-
terschied kénnen in erster Ordnung mit Hilfe der Lloydschen Formel bestimmt
werden, die erst eine zufriedenstellende Schalenkonvergenz erméglicht [186].

3.2.1. EINTEILCHENBEITRAGE

Ausgangspunkt ist die Gl (3.14):
E —-25 ¢ —F /d3 n{r) — N
sp 1 F r (r)

Die getrennte Betrachtung von Core— und Valenzanteilen (siehe Gl. (2.46) ) fiithrt

auf
Esp =25 (eic+ €iy) — Ep S(NT — ") - Ep fd%» no(t) (3.27)
3 7

wobei N7 die Anzahl der atomar berechneten Rumpfelektronen der n-ten Zelle ist
und die Bedingung V = },, Z™ fur ein neutrales System benutzt wurde. Mit dem

Analogon zu Gl. (3.16) fiir Valenzelektronen ergibt sich
E
By =2Y ¢io— Br L(NP = 2% + [ Tde(e = Ep)mu(e) (3.28)
7 ) A

Das Energicintegral beginnt dabei bei der Energie £ 4 kurz vor der unteren Band-
kante des Valenzbandes und lauft bis zur Fermienergie. Es kann aufgrund der

analytischen Eigenschaften der Greenschen Funktion in ein Konturintegral in der
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komplexen Ebene iiberfithrt werden (siche die entsprechende Gl. (2.48) fiir die
Valenzladungsdichte) {38]:

fEiF de (e — Ep)ny(e) = —glm/;, dz(z ~ EF)fd3T G(r,r;z) (329)

Zur Bestimmung des Energieunterschieds zwischenr dem gestérten Kristall und
dem idealen Wirtskristall wird die durch den Defekt hervorgerufene Anderung
Angy{e) der Zustandsdichte der Valenzelektronen bendtigt; das interessierende In-
tegral (hier in der Notation fiir reelle Energien)

kann auf zwei Arten berechnet werden:

Einerseits ist eine schalenweise Aufsummation der Anderungen der lokalen
Zustandsdichten méglich, deren schlechtes Konvergenzverhalten jedoch eine grofie

Anzahl Schalen und damit einen groBen gestdrten Cluster erfordert [16]
Anyle) = Z/ﬂn &3r Any(r,€) =1 5 Anj(e) (3.31)
n 2

(siehe Gl (2.31); ™ symbolisiert die dem Gitterplatz R" zugeordnete Wigner—
Seitz—Zelle.).

Andererseits kann sehr elegant nach einer Formel von Lloyd [39] und Lehmann
[40} iiber alle Anderungen der Zustandsdichten im gesamten, unendlich ausgedehn-

ten Kristall implizit aufsummiert werden. Dazu mufl allerdings (3.30) noch in eine

etwas andere Form gebracht werden. Durch partielle Integration ergibt sich:
Ep EF
[T de(e — Bp)nu(e) = — / de Ny(e) (3.32)
JE, E4

Ny(€) stellt die integrierte Zustandsdichte des Valenzbandes dar. Die Anzahl der
besetzten Zusténde bis zur Energie E ist aufgrund der Definition von E 4 gleich
‘Null: Ny(E4) =0

So_mit__wird aus GL (3.3_{_)):

: ‘[EA de(e — Bp) Any(e) = —J/-;?A de ANy(e) (3.33)
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Lloyd und Lehmann verallgemeinerten die Friedelsche Summenregel auf Vielfach-
streuprobleme und fiithrten die Integration iiber den gesamten Kristall analytisch

aus. Die vom Defekt erzeugte Anderung der Anzahl der Zustinde bis zur Energie

¢ lautet dann:

AN() = 2569 - 87(0)
_ %Imln det (5mr5:, L — GO () At;’;’(e)) (3.34)

Die Streuphasen zum Potential V"(r) sind dabei mit §7(¢) bezeichnet worden; die
Umschreibung der Lioydschen Formel (3.34) auf Valenzbandgrofen ist offensicht-
lich.

Sie kann in obiger Form noch nicht zur Auswertung der Einteilchenbeitrige
durch ein Konturintegral in der komplexen Ebene herangezogen werden, da die
Fortsetzung von AN(e) nach Gl. (3.34) fir komplexe Energien Pole auf dem
physikalischen Blatt besitzt. Wahrend der zweite Term in Gl. (3.34), welcher
die Vielfachstreuung beschreibt, iiber die gewiinschten analytischen Eigenschaften

verfiigt, verursacht die Verwendung der Streuphasen die genannten Probleme.

Formuliert man die Lloydsche Formel so, daf} statt der Streuphase §7(¢) der
Imaginérteil einer komplexen Grofle Ina}(e) benutzt wird, ist ihre Fortsetzung
auf dem gesamten physikalischen Blatt analytisch [15], [16]. Hierbei ist aj{z)
ein durch das Verhalten der reguldren Losung Rj(r; z) am Ursprung bestimmter

Koeflizient (sieche auch Gl. (2.35) und (2.36)):
R} (r;z) = af(z) j (\/:;'r) fir r—0 (3.35)

Er beschreibt als "Verstirkungsfaktor” der potentialfreien Losung js(+/zr) den
Einflufl des Streupotentials bei r = 0.

Die geeignete Verallgemeinerung der Lloydschen Formel ist dann
AN(e) = —Im AG(e) (3.38)
mit

IR ] : ! !
AG() == —2 T 2B | 2y g (‘Snn"SLL’ ~ G () At‘g,(e))
i 2(e) T

R
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Fiir reelle Energien stimmt die verallgemeinerte Lloydsche Formel mit der ur-

spriinglichen Gl. (3.34) {iberein, weil in diesem Fall gilt
o () =| o) | 92 (3.37)

Die analytischen Eigenschaften von (3.36) erlauben es nun, Gl (3.30) in der

partiell integrierten Form (3.32) durch ein Konturintegral auszudriicken

f BF e (e = Ep) Anule) = — fE iF de AN, (e) (3.38)

Ea
= Im fc dzAGy(2)

3.2.2. DOPPELZAHLBEITRAGE

Ausgangspunkt ist die GL. (3.15)
—_ fd% n(r) Vops(v) + Ufn} + Boefn}

Zunichst soll die elektrostatische Energie U{n} in der Form (3.21) ohne &ufleres
Potential diskutiert werden.

3 3:?‘&(1‘ n [ 7{r)

U{in(x)} /d fd r’l 227 /d TR
Z”Z”
Y22 TR

(#n)

Es ist méglich, U{n} durch Coulombpotentiale auszudriicken [41]. Das (hier le-
diglich auf die negative Einheitsladung bezogene) Coulombpotential lautet

i
n\.-. ) Zn

3 ¢ _ e
Vel(r) _2/d 2 2§|r—m’| (3.39)

r—r

-Als verallgemeinertes Madelungpotential V37 (R™) wird das Coulombpotential am
Gitterplatz R™ (ohne den divergenten Selbstwechselwirkungsterm) definiert

I
’GfM(R”L -_2fd3 '_n(r___ -2 Z ————Rn,——l - (3.40)
(#ﬂ)
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U{n} kann nun aus V; und Vj; zusammengesetzt werden
1
U{n(0)} = 5[ [ nl(z) Volr) = X 2" Vis(R™)] (3.41)
1]

Diese Darstellung der elektrostatischen Energie durch das Coulombpotential ist
sehr vorteilhaft, weil ohnehin in jeder Iteration aus der Dichte n(r) das Potential
Vo(r) bestimmt werden mu$, da es in das effektive Potential der nichsten Iteration
eingeht (siehe Gl (3.22)). In Abschnitt 3.3 wird gezeigt, wie das Coulombpoten-
tial V(r) in zellzentrierten Koordinaten aus der Ladungsdichte berechnet und

nach Kugelflichenfunktionen entwickelt wird. In jeder Zelle n gelten dann die

Darstellungen
W) = o)) (3.42)
Vé(r) = %: VE(r)Yi(F)

Zur Bestimmung des Coulomb-Anteils am (kugelsymmetrischen) effektiven Po-
tential (sieche Gl. (2.49)) wird nur der £ = 0-Term gebraucht, der nach einer
Multiplikation mit ﬁ die Bedeutung eines sphérisch gemittelten Coulombpo-

tentials besitzt. Bei der Auswertung von Gl. (3.41) werden jedoch in jeder Zelle
die Entwicklungskoeffizienten von Ladungsdichte und Potential bis einschliefllich

£ = 6 beriicksichtigt.

Das verallgemeinerte Madelungpotential kann in sehr eleganter Form auf die
£ = 0-Terme der Entwicklungen (3.42) zuriickgefiihrt werden [41]. Die Idee ist
dabei, die expliziten Summationen in Gl. (3.40) durch Vo(r) auszudriicken, das
diese Informationen bereits implizit enthalt. Denkt man sich ndmlich eine Kugel
um R™ und gibt auf ihr das Potential und in ihr die Ladungsdichte vor, hat
man ein elekirostatisches Randwertproblem mit Dirichletschen Randbedingungen
formuliert. Zu seiner Losung zahlt insbesondere das Potential im Zentrum der

Kugel, dessen Berechnung im Anhang erldutert wird . Das Resultat ist:

_?z_;g(Bj_-_’_") = 2\/5/03@?«?2?:0(?) + %(Zn — N™R)) + —\72_;%’;0(}2) (3.43)

'N™(R) symbolisiert die gesamte Elektronenzahl in einer Kugel mit Radius R, die
a,m Gitterplatz R™ zentriert ist. R ist beliebig, jedoch kleiner als der Abstand
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zum néchsten Gitternachbarn. In den Rechnungen zu Kapitel 4 ist fiir R der

Wigner—Seitz—Radius Ryyg verwendet worden.

Die Anforderungen an die numerische Genauigkeit der Potentialberechnun-
gen konnen erheblich gesenkt werden, wenn der im Zentrum der Zelle divergente
Kernbeitrag gesondert betrachtet wird. Dazu werden alle Potentiale V' durch
HilfsgroBen V ausgedriickt, die diesen Beitrag per Konstruktion nicht mehr ent-
halten:

T?n(r) = V™) + gf—n (3.44)

Eine Verwechselung mit dem Versuchspotential solite ausgeschlossen sein, da es
ab jetzt mit e’} f,v Statt ff;} f bezeichnet wird.
Das Austausch-Korrelations-Funktional wird in der lokalen Dichtenaherung
berechnet (siche Gl (2.21)):
Boe{n(x)} ~ [&*r n(x) ™ (n(x))

Die Austausch—Korrelations—Energie pro Teilchen el9M jst dabei iiber die Dichte

hom

n(r) direkt vom Ort r abhéngig. Analog zu den Gleichungen (3.42) wird ;2™ in

jeder Zelle n nach Kugelflichenfunktionen entwickelt:
e (n™(x) = 3 e, 1) Yi(E) (3.45)
L

Der komplizierte Aufbau von ¢l9™ macht eine numerische Bestimmung der Ent-

wicklungskoeffizienten egc, 1, iiber deren Definitionsgleichung erforderlich
e, (r) = [0 V() he™(n™(z)) (3.46)

d) stellt das Raumwinkelelement dy dcos? dar. Die Raumwinkelintegration

(3.46) wird mit einem Gaufischen Quadraturverfahren durchgefiihrt
Ja2£(@) ~ S w; £(9) (3.47)
k3
‘Da.in den Rechnungen n”(r) bzw. e29™(n™(x)) bis einschlieBlich £ = 6 entwickel
werden, sind die Gewichte w; und Stitzstellen {; so gewéhlf, dafl Integrationen

' '._ﬁb.er-Kugelﬂéchenfunktionen bis zu £ = 6 ezakt sind [27]. Das gilt auch fiir Pro-

dukte -aus diesen {wichtig bei der Bestimmung der Gaunt-Koeffizienten, die in
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Abschnitt 3.3 eingefithrt werden). Eine fiir alle praktischen Zwecke ausreichende
Genanigkeit der Austausch-Korrelations—Energie kann mit 72 Stittzstellen Q; er-
zielt werden [16]. FEz.{n} wird wie U{n} mit allen Entwicklungskoeflizienten aus-
gewertet, d.h. es geht unter anderem die volle nichtsphérische Ladungsdichte ein.

Der Austausch-Korrelations—Beitrag zum effektiven Potential in Gl. (3.22)

§Ege{n(r)} 5 i -
én(r) =t Veo(r) » dn (n(r) e (n(r))) (3.48)

enthélt wiederum nur den £ = 0-Term einer Kugelflichenfunktions~Entwicklung

von Vge. Er wird durch ein zu Gl (3.46) analoges Integral berechnet.

Die Doppelzahlbeitrage lauten unter Beriicksichtigung aller Ergebnisse und

Vereinbarungen nun:
Bge =~ [&r n(x) Vegs(r) + U{n} + Bocln} (3.49)
= V&% A S g o (r) g ()
+ 3 [ 0@ (5726 + o)

5 sz (V)= H )

+ Zn: Zn[\/g/:%ws dr v nj_o(r) — [éﬂdsr %(ﬂ]

Dabei ist ein Atomic-Sphere—Versuchspotential (siehe Gl. (2.49)) zugrunde gelegt
worden.

Die weitere Auswertung von Gl. (3.49) héngt von der Néherung ab, mit
welcher die Integration {iber die Wigner-Seitz—Zelle 0" durchgefithrt wird. Der
Term in eckigen Klammern stellt nur eine geringe Korrektur dar, da er den Un-
terschied zwischen einer Wigner—Seitz—Zell-Integration und einer Wigner—Seitz—
Kugel-Integration desselben Integranden beschreibt. Er ist aus der Abspaltung
(3.44) der Coulomb~Singularititen entstanden und zeigt, dafl sich in der Gesamt-
energie grofie Beitrige der kinetischen Energie (iiber die Umschreibung (3.11)) und

der potentiellen Energie kompensieren.

In guter Naherung kdnnen die Wigner—Seitz—Zellen durch Wigner-Seitz—

Kugeln approximiert werden. Dann heben sich jene Beitrdge explizit auf, und
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die Zellintegrale lauten nach Einsetzen der Entwicklungen (3.42) und (3.45)

Jon o) [572(0) + hmne)] (3.50

Rys 1-
Zfb dr v* n}(r) {g‘ff(?’) + fzc,L(T)}
L
Die in Kapitel 4 vorgestellten Ergebnisse sind auf diese Art berechnet worden.

Eine exakte Zellintegration wird ermdglicht durch die Einfilhrung von Form-
funktionen der Wigner—Seitz—Zelle {42]. Dies ist ein zentrales Thema dieser Arbeit

und wird im nichsten Abschnitt erldutert.

3.3. EXAXTE ZELLINTEGRATION

Die Zerlegung eines grofen strukturierten Gebietes in iibersichtliche Basisvo-
lumina bietet sich insbesondere bei der Untersuchung einer kristallinen Systems
an, da dessen Geometrie idealisiert wird durch die fortgesetzte Aneinanderreibung
identischer Einheitszellen (die Wahl der Einheitszelle ist nicht eindeutig; in dieser
Arbeit wird die {ibliche Wigner—Seitz—Zelle benutzt, da sich bei dieser Wahl der
Kern im Zentrum der Zelle befindet). Ortsabhéngige Funktionen konnen dann in
jeder Zelle in lokalen (zellzentrierten) Koordinaten dargestellt werden (siehe z.B.
die Darstellungen (2.42) und (3.42) fiir die Greensche Funktion und die Dichte).

Die Form der Elementarzelle geht in viele Berechnungen als Berandung eines
Integrationsgebietes ein (z.B. in die Doppelzéhlbeitrige (3.49)), so dafl eine ex-
akte Zellintegration auch zur zuverlassigen Bestimmung von Gesamtenergien sehr
niitzlich erscheint. Leider sind die Wigner—Seitz—Zellen der meisten Kristallgit-
ter recht kompiizierte Polyeder, welche in der Regel durch volumengleiche Kugeln
gendhert werden (Atomjc Sphere Approximation, ASA). Im folgenden wird iiber

diese N dherung hinausgegangen und die Zellintegraiion exakt ausgefiihrt. )
.- Mit Hilfe der Sprungfunktion
1 firz>0

B(z) :=
(2) {0 firz <@

1Bt sich das Integral einer Funktion f(r) iiber die Zelle @ auch in folgender Form

(3.51)

_schreiben .

[ @) = [ dr () e(e() - ) (3.52)
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Dabei mufl das Integrationsgebiet G mindestens die der Zelle umbeschriebene Ku-
gel mit Radius R enthalten, ist aber ansonsten beliebig und wird im folgenden
auf die umbeschriebene Kugel X(Ro) beschrinkt. Die Sprungfunktion schneidet
aus dem Gebiet G die exakte Zelle heraus, indem sie nur dort von Null verschie-
den ist. Die Information iiber die Zellgeometrie tragt die Funktion o(F) , welche
abhangig von der Richtung f die Entfernung der Begrenzungsfliche vom Zentrum
angibt.

- Q
1 fiir re (3'53)

aqaaﬂ:{

Innerhalb der einbeschricbenen Kugel (mit dem Radius Rpsp) nimmt daher die
Sprungfunktion iiberall den Wert 1 an, auflerhalb der umbeschriebenen Kugel ist
sie identisch Null. Die folgenden Zeilen demonstrieren die Gréfenverhéltnisse in

einern kubisch—flachenzentrierten (fcc) Gitter der Gitterkonstanten a.

0 sonst

1 3
Ryp=—=a = 0,354a Viyr = 0,1854
MT 2\/5“ MT 3
3 1/3
Ry = (__) ¢ 20,391a WVps X 0,254° (3.54)
167
Ro=0,5a Ve = 0,5244°

Die Sprungfunktion (3.53) kann nach Kugelflichenfunktionen entwickelt werden:
@(J(f’) — r) = Z @L(T)YL(f‘) (3.55)
L

Die Zelle wird vollstindig beschrieben durch den Satz aller Formfunktionen ® (7).
Er muB nur einmal fiir jedes kubische Gitter berechnet werden, da die ©(r) mit

der Gitterkonstanten a skalieren. Innerhalb der einbeschriebenen Kugel sind sie
konstant:

Orp(r) =vir &9  fir r< Eyp (3.56)
Aufgrund der Zellsymmetrie verschwinden sehr viele Komponenten identisch. Im
hier betrachteten Fall einer kubischen Wigner—Seitz—Zelle 148t die Inversionssym-

metrie nur gerade £ zu (mit der Einschrankung £ # 2); darliber hinaus liefern nur

Komponenten mit m = 0,4, 8, ... einen Beitrag.

- Statt nach den iiblichen reellen Kugelflichenfunktionen ¥, (£) = ¥} ,,(F) kann
man in der Gl (3.55) direkt nach kubischen Harmonischen Yy ,(£) entwickeln, da
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diese der vollen kubischen Symmetrie angepafite Linearkombinationen der Y (f)

sind:

O(c(?) —7) Z O, ,( ulr 7)Y, . (F) (3.57)

Kubische Harmonische gibt es nur fir E = 0,4,6,8,10,12,.., und zwar bis ein-
schlieBlich £ = 10 zu jedem £ nur jeweils eine. Die niedrigsten Formfunktionen
©y ,,(r) bei einer solchen Entwicklung nach kubischen Harmonischen sind fiir ein

fcec~Gitter in Abbildung 3.1 dargestellt.

O¢,u(r})

Ryr  Rws

Abb. 3.1: Die niedrigsten Formfunktionen @, ,(r) eines fcc-Gitters; dargestellt werden
- 'die Komponenten fiir £ = 0,4, 6, und 8. '

Die @y(r) folgen aus den @y ,(r) durch Linearkombination mit Koeffizienten

S [43):
Oum(r) = £ 500, (358
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Die Konvergenz der Entwicklungen (3.55) und (3.57) ist sehr langsam, wie es bei
einer unstetigen Funktion zu erwarten ist. Dies soll am folgenden Beispiel erlautert

werden. Das Volumen Vy, der Zelle kann einerseits direkt mittels der Formfunktion

©®y—o(r) berechnet werden:
Vo = f (R )d?"r Ofe(f) ~7) = V4 f dr r2 ©p_o(r) (3.59)
c

Wegen O(z) = [©(z)}? ist es mdglich, die Sprungfunktion im Integranden auch
durch das Quadrat [@(c(f) — 7)]2 zu ersetzen und dann beide Funktionen mit
Hilfe von Gl (3.57) nach kubischen Harmonischen zu entwickeln. Man erhalt

dann

e
=% a6 ) (3.60)
i

Da alle Formfunktionen bis auf diejenige flir £ = 0 identisch verschwinden fiir
r < Rpep (es gilt auch hier Gl. (3.56) ), wird im folgenden nur die Konvergenz
des Differenzvolumes diskutiert:
3 R
a 7 c
Vo—-Vyr = —{1l——¢] = f dr P2 07 (r 3.61
0=t = (1= 575) = Tk 0
Abbildung 3.2 gibt an, welcher Bruchteil b; dieses Volumens bei einer endlichen
Entwicklung bis £y erfafit wird.

1 ‘ngX

by o= D /:R drr 203 () (3.62)

Va—Vur =%

Die Konvergenz von Reihen des Typs (3.62) ist so unbefriedigend, daf sich
die Frage nach der praktischen Verwendbarkeit der Formfunktionen stellt. In der
Tat sollte eine GroBe dann nicht mit Formfunktionen berechnet werden, wenn ihr
Wert kritisch vom Abbruch der Entwicklung (3.55) bzw. (3.57) abhéngt. Das ist
offenbar in den Gl (3.80) bis (3.62) der Fall. Bei den in dieser Arbeit vorge-
stellien Gesamtenergierechnungen treten jedoch solche Schwierigkeiten nicht auf,
da die endlichen Entwicklungen (3.42) der Ladungsdichte und des Potentials eine
begrenzte Anzahl von Formfunktionen festlegen, welche nur in die Berechnungen
eingehen. Dieser Punkt wird im nichsten Abschnitt noch genauer erldutert. Es
st séhr-’wichtig, daf ein Abbruch der Entwicklung (3.55) bzw. (3.57) durch andere

" Grofen in natiirlicher Weise vorgegeben wird.
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Abb. 3.2: Konvergenzverhalten der Formfunktion eines fce~Gitters. Fir die genaue

Bedeutung der aufgetragenen Groflen sieche Gl (3.62).

Da die Konstruktion der Wigner—Seitz—Zelle lediglich auf die Bestimmung ei-
nes Satzes von Schnittebenen hinauslduft, kénnen analytische Ausdriicke fur die
Zellgeometrie angegeben werden [42]. Thre Usnhandlichkeit gab jedoch Anlafl zu
einer rein numerischen Berechnung [44] der Formfunktionen @ ,(r). Die in die-
ser Arbeit verwendeten Formfunktionen sind mit kombinierten a.na.lyti:s:ch_en__upd

numerischen Methoden gewonnen worden [43].

‘Ausgangspunkt ist dabei die Definitionsgleichung
0 = [dp [desd V00 -r)  (363)

~Wegen der Sprungfunktion tragen zur Integration nur solche Raumwinkel bei, fir
' die die Oberflichenelemente einer Kugel mit Radius + innerhalb der Zelle liegen.
Bei gewissen kritischen Radien beriihrt die Kugel die Zellwinde; vergroflert. man
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den Radius weiter, wird die Sprungfunktion aktiv und eliminiert die entsprechen-
den Raumwinkel aus der Integration. Das uflert sich in unstetigen Ableitungen
der ©; ,,(r) an den kritischen Radien. Diese hingen nur von der Zellform ab und
sind daher fiir alle Formfunktionen dieselben. Die ®, ,(r) einer fcc-Wigner—Seitz—

Zelle sind in folgenden Intervallen stetig differenszierbar:

1 V3B

1
(RMT:%a) ; (%a: TG) ; ("Z’G‘;Rc] (3.64)

Die kritischen Radien erfordern ein diesen Intervallen angepaftes spezielles Stiitz-

stellennetz zur numerischen Berechnung und Verwendung der Formfunktionen.

Mit Hilfe einer Zerlegung des Integrals (3.52) kann die exakte Zellintegration

einer Funktion f(r) folgendermaBen durchgefiihrt werden:
f &Br f(r) = / &Br fr) + / kg 7 FD)O((®)—7)  (365)
Q K(RMT) ~K(Rppr)

Uber die zwischen den Radien Rpsr und R liegende Kugelschale wird integriert,
indem in diesem Term der Gl. (3.65) die Entwicklungen (3.55) und

f(r) = ZI}J‘L(?‘) Yi(#) (3.66)

eingesetzt werden. Das Resultat

d3r O(e(f)—7r) = R dr 7% fr(r) O (7 3.67
g & S0)0((®) =) = 3 Jopn @7 I 01r) (367)

wird entweder direkt unter Verwendung des speziellen Stiitzstellennetzes integriert
oder in eine Form gebracht, die nur Integrale enthélt, welche allein von der Geo-

metrie der Zelle abhangen. Dazu wird eine Polynomdarsiellung von f7(r) benutzt:
frr)y=3 ey’ (3.68)
v

Sie erlaubt es, Gl. (3.67) durch Momentenintegrale der Formfunktionen aus-
zudriicken:
3 5 Re ,  v42
kg & F(F)O@(E) —7) =T e, ~[R dr #205(r)  (3.69)
~K(Rper) L v MT
Die Information iiber den eigentlichen Integranden f(r) ist dabei auf die Koefli-
" zienten ¢y, ,, aus der Entwicklung (3.68) verlagert worden. Falls fy(r) analytisch
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bekannt ist, kénnen die cf, ,, z.B. aus einer Taylorentwicklung von f(r) um Byg

gewonnen werden.

In den Rechnungen waren die Integranden jedoch nur in numerischer Form an
radialen Stiitzstellen bekannt, so dafl mit der Methode der kleinsten Quadrate ein
Polynom vom Grad M den gegebenen Werten zwischen Ryrp und R angepaft
wurde {(unter der Nebenbedingung eines stetigen ﬁbergangs bei Rps7). Numeri-
sche Tests zeigten, dafl mit M = 5 der glatte Verlauf aller vorkommenden fr(r)

ausreichend beschrieben wird.

Die Momentenintegrale in Gl. (3.69) miissen auf dem erwihnten speziellen
Stiitzstellennetz berechnet werden. Dies braucht nur einmal zu geschehen, da sie
lediglich von der Form der jeweiligen Wigner—Seitz—Zelle abhéngen und mit der
Gitterkonstanten o wie ¢¥t3 skalieren. Die exakte Zellintegration (3.65) reduziert
sich daher im Falle der Verwendung von Momentenintegralen auf die numerische
Auswertung des Integrals iber die Muffin-Tin-Kugel sowie auf die Bestimmung

der Koeffizienten cy, ;.

3.3.1. MODIFIKATION DES COULOMBPOTENTIALS UND DES ENERGIEFUNKTIO-

NALS

Das Coulombpotential ist mit der Dichte n(r) tber die Poisson-Gleichung
verkniipft, deren Lésung in zellzentrierten Koordinaten

VE(r) =2 a3 () 2 zZ7 3.70
C_(r)_ Z,/n’ "Ir+R-_¢_RY| 2, |r+R* - R | (8.70)
n

n'

!

der Gl (3.39) entspricht. Alle auftretenden Gréfien werden sodann nach Ku-
geliichenfunktionen entwickelt. Fiir die Dichte gilt Gl. (3.42); die Zelliniegration
‘geschieht {iber die Gl. (3.65) und (3.67).

Die Eniwickiung der Nenner in Gl. (3.70) ergibt

1 - !
i § =
1 _ { ur n=n (3.71)

.
|e+Rr— R | YL BE”I(—T)‘EYL(E*) sonst
-sowie
' ¢
1 4 Sp g1 i Yo(E) Yo (®) fir n=n
' T _ T ol >
IR B RY e () Yy (8) A Y o sonst
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Hierbei ist 7« = Min{r,7'} und r~ = Max{r,r'}. Die Entwicklungskoeffizienten
BE”’ sind gegeben durch [45]

A 1
T | | R™ — R |E+1

By Y (R" — R™) (3.73)

(Der Ubersichtlichkeit halber wird das Argument der Kugelflichenfunktion nicht
als Einheitsvektor dargestellt.) Die Koeflizienten A77 L’ folgen aus der Entwicklung
(2.39) der Greenschen Funktion des freien Raumes fiir den Grenzfall £ — 0. Es

gilt [29]:

AT = (4r)” S Spppn C I8y (mr R
B o= (204 DI (20 1 )il & B8 VIV Tpn gl 7L
(3.74)
Die Gaunt-Koeffizienten Cpripn = C’(mm,m”) sind definiert durch:
OLLILI! = fd(p dcos? YL(f‘) YL:(f‘) YLu(f‘) (3.75)

Bei der Verwendung komplexer statt reeller Kugelflichenfunktionen gehen sie in

die bekannten Clebsch~-Gordan—Koeffizienten tiber.

Fiir die Gaunt—Koeflizienten konnen wichtige Auswahlregeln angegeben wer-

den [46]. Ungleich Null sind sie nur fir
L=\ 0" |0 -1 42,.. ¢+ (3.76)

und

m=!m’:l:m"| fﬁr{m'zo and m" >0 oder
m' <0 und m' <0

. oder
= | | fﬁr{m’?_o und m" <0 oder
m <0 und m">0

Finsetzen der Entwicklungen {3.42) , (3.55) , {(3.71) und (3.72} in GL (3.70) ergibt
diein Gl. (3.42) angegebene Reihe fiir VZ(r). Die Entwicklungskoeffizienten V{*(r)
werden nach Intra— und Interzellbeitragen (n = n' baw. n # n') aufgeschlisselt,
wobel die Verwendung von r< und r Anlaf} zu einer Fallunterscheidung im Intra-
zellbeitrag gibt. Nach der Elimination des Kernbeitrages im Sinne der Gl. (3.44)

- lautet das Resultat:

‘!}f(?) = ﬁIﬁtra,L(?) + f};[gter,L(T) (3.77)
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mit (0 <r < Rypp)

T a0ty [0/ 4 a0
o]

R
‘§"?‘ Z CLL'L”[
Hpyrp

dr' r'_z'}'lngr(r’) @ pu(r’ )) (3.78)
LfL”

bzw. (Ryr <7 < R¢)

8r 1 BMT | 40
VIntraL 2£+1 Tg_§_1 /0 dr' o' nE(T‘r) +

B 1 r
Cryn| = [, 'S @
5711 L%’ LI T Jp (r") @pu(r)
4t f dT’T'—f“ng,(r’)@L,,(r’)] (3.79)
und (0 <7 £ Rg)
~ i I
Woper,n(r) = 2(=r)" 3 [-27 BF*] + - (3.80)
ﬂl
(#n)

[EALL’{,[ ARG+

L”%m Cripngm fé }ZTdr’ P+ n"_i’”(?") e Lu.r(r')}]

Die Auswahlregeln (3.76) der Gaunt-Koeffizienten stellen sicher, dafl die Berech-
nung der obigen Komponenten des Coulombpotentials nicht kritisch vom Abbruch
der Entwicklung (3.55) abhangt. Wenn beispielsweise — wie in den Rechnungen
zu Abschnitt 3.2.2. — sowohl die Dichte n”(r) als auch das Potential V2(r) bis
einschliefilich £ = 6 entwickelt werden, gehen in die exakte Zellintegration ledig-
lich die Formfunktmnen bis maximal £ = 12 ein; die Beitrige aller hoheren S L(r)
werden in den Gl. (3.78) bis (3.80) mit C Ly = =0 gewmhtet '

Wn'd die Elementarzelle durch die Wxgner—Seltz—Kugel genahert, vere1n1achen
.:smh die Ausdriicke fiir das Potential erheblich. Setzt man die forma.le Beschre1bung
-der ngner—Seltz—Kugel durch die Formfunktionen

- 9(r) = Var O(Rys — 1) 820 (3.81)
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in die GL (3.78) bis (3.80) ein, resultiert die fiir 0 < r < Ryyg giiltige Darstellung

Wotra,z(r) = 22+1( o fdr’ 42 ()

R
ot J{ WE gt pl— 1 ng(r’)) (3.82)

- t W f !
Woter,1(r) = 2(—1)" 2 (-2 BE™ +ZA.LL, [ ) (389
af

(#n)

Das Coulombpotential des Idealkristalls wird ndherungsweise nur aus dem Intra-
zellbeitrag (3.82) bestimmt. Die elektrische Neutralitat des Idealkristalls erfordert
die vollstindige Abschirmung der Kernladung innerhalb der Wigner—Seitz—Kugel,
so daB der Beitrag dieser Ladungen zu den elektrostatischen Potentialen ande-
rer Wigner—Seitz—Kugeln vernachlissigt wird. Eine genauere Betrachtung dieses
Sachverhalts fiir monoatomare Kristalle kubischer Syminetrie zeigt, dafl in Mul-
tipolentwicklungen neben dem (hier verschwindenden) £ = 0-Term nur noch sehr

kleine Beitrage fiir £ = 4, 6,8, ... auftreten.

In den Rechnungen ist generell der Nullpunkt des elektrostatischen Potentials
der Bezugspunkt aller Energien. Da jedoch die Greeﬁschen Funktionen des Ide-
alkristalls auf den Muffin—Tin-Nullpunkt bezogen sind, wird die Energiedifferenz
zwischen dem elekirostatischen Nullpunkt und dem Muffin-Tin-Nullpunkt selbst-
konsistent bestimmt (fiir Details siehe [16]). Diese Anderung der Energieskala
im effektiven Potential der Kohn-Sham-Gleichungen entspricht einem konstan-
ten suBeren Potential {vgl. Abschnitt 3.1.2.) , dessen Beriicksichtigung in der
Gesamtenergiebilanz nicht immer trivial ist; dies gilt insbesondere fiir Rechnun-
gen, in denen Atomic-Sphere-Versuchspotentiale Ladungsdichten erzeugen, die

ur Auswertung eines Energiefunktionals mit exakter Zellintegration dienen [47).
Die in Abschnitt 3.3.2. vorgestellten Ergebnisse sind so gewonnen worden (unter

Ausnutzung der Extremaleigenschaften des Energiefunktionals, siche GL (3.9)).

" Die exakte Zellintegration macht sich im Energiefunktional nur in den Dop-
pelzihlbeitrigen (3.15) bemerkbar. Sie betrifft dort lediglich die Terme der
Coulomb- und der Austausch-Korrelations~Energie, wihrend iiber das Versuchs-

'potentia..l ~e’} f,v("") stets in dem gesamten Gebiet integriert wird, in welchem es
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von Null verschieden ist (vgl. die Formulierung (3.49) fiir ein Atomic—Sphere-
Versuchspotential). Das liegt an der Herkunft dieses Termes aus der Darstel-
lung (3.11) der kinetischen Energie, in der eine Integration iiber die Kohn—-Sham-

Gleichungen erfolgt.

Fiir die Coulomb- und Austausch-Korrelations—Energie gilt dann

[ & nn(r)( 72(r) + eh°m(n(r))) = Iypr + Ig (3.84)
mit
ir = X [ ar 2 ) (G50 + es() (389
und i
lo=3 fod dre eL(r)L%ommp(r)( ) + o nlr)  (3:56)

(vel. Gl (3.84) mit der Wigner—Seitz—Kugel-Néherung (3.50)). Der Korrektur-
term in Gl (3.49) lautet im Falle exakter Zellintegration:

Var [ B8 o v mlg(r) — [ & ") (3.87)

T

w/—f VS dr njg(r) — Zf dr r n7(r) O (r)

Zur Berechnung der Coulombenergie ist noch anzumerken, daB GL. (3.49) dann
natiirlich mit dem Potential (3.78) bis (3.80) ausgewertet wird; ferner kann es von
praktischem Vorteil sein, das Madelung—Potential (3.43) iiber den Radius Ry
zu bestimmen (anstelle des Radius Ryyg wie in Gl (3.49)).

3.3.2. ELEKTROSTATISCHES POTENTIAL IN EINER LEERSTELLE IN KUPFER

" Der EinfluB der exakien Zellintegration wird im folgenden auf anschauliche
Weise anhand des Potentials einer vorgegebenen Testdichte n(r) demonstriert,
indem die Berechnung des Potentials erst iiber die Atomic-Sphere—Approximation

und dann iiber die Formfunktionen der exakten Wigner—Seitz—Zelle erfolgt. Dazu

wird der Intrazellanteil .

a(r) = vam o(r) Yi(8)  (3.88)
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des Coulombpotentials der Zelle n in einer {100}-Ebene betrachtet., In Abbildung
3.3 ist die Wigner—Seitz—Zelle eines fcc~Gitters zu sehen; die {100}-Ebene teilt den

eingezeichneten Wiirfel in zwei Halften und ist parallel zu einer der Seitenflichen.

Abb. 3.3:

Die Wigner—Seitz—Zelle eines fec—Gitters
(nach [48]).

Als Beispiel wird die Elektronendichte in einer Leerstelle in Cu gewahlt. Mit
Hilfe von Héhenschichtlinien wird in Abbildung 3.4 das Intrazellpotential darge-

stellt, wie es dann aus einer Atomic—Sphere-Rechnung folgt.
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Abb. 3.4:

quipotentiallinien in einer
{100}-Ebene eines fcc—-Gitters

der Gitterkonstanten a. Das

ot

Ergebnis der Atomic- Sphere-
Rechnung wird nur fur die
Zelle mit Mittelpunkt im
Zentrum des Bildausschnities

dargestellt.




Die in Gl. (3.88) benutzten Komponenten sind nach Gl (3.82) bestimmt
worden und daher auf die Wigner—Seitz—Kugel beschriankt. In der Schnittebene
wird nur das Potential einer Zelle gezeigt und der Ubersichtlichkeit halber auf
die entsprechenden Aquipotentiaﬂinien der anderen Zellen verzichtet (ihre Zen-
tren befinden sich an den Ecken des quadratischen Bildausschnittes). Abbildung
3.5 zeigt die entsprechenden Hohenschichtlinien eines Intrazellpotentials, welches
unter Verwendung derselben Ladungsdichte wie fir Abbildung 3.4 durch eine ex-
akte Zellintegration gewonnen wurde. Die Komponenten in Gl. (3.88) sind iber
die Gl. (3.78) und (3.79) bestimmt worden. Deutlich zeichnen die &ufieren Aqui-
potentiallinien den quadratischen Grundrifi der Zelle in dieser Schnittebene nach,
wahrend mit abnehmender Entfernung vom Zentrum die Ladungsverteilung und

damit auch das Potential sich sphérischer Symmetrie n&hert.

Abb. 3.5:

Aqujpotentialiinien, welche
aus einer exakten Zellintegra-
tion resultieren. Die Auswir-
kungen der kubischen Symme-
trie treten klar hervor. Es gel-
~ten éinngemia'.ﬁ die Bemerkun-

gemzuAbb. 3.4 -

e

A

Die hochsymmetrische Anordnung aller Aquipotentiallinien ist eine Folge der

-vollstindigen kubischen Symmetrie der Zelle und der Ladungsdichte.

" Der -ﬁbergang von einer Wigner—Seitz—Kugel zu einer Wigner—Seitz-Zelle hat

einen physikalisch einfach zu verstehenden Effekt auf die Grofle des Potentials

W
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im Zentrum der Zelle [44]. Die exakte Zellintegration bewirkt, dafl neue Gebiete
auflerhalb der Kugel hinzukommen, wihrend andere innerhalb der Kugel wegfal-
len (siche Abbildung 3.6). Daher kann die Ladung in der Zelle als eine Uberlage-
rung der Ladung in der Kugel mit einer geeignet kompensierenden, ausgedehnten
Dipolschicht auf der Kugeloberfliche aufgefait werden. Das Potential im Mittel-
punkt der Zelle unterscheidet sich dann von demjenigen im Kugelmittelpunkt um
eine Konstante, die nicht vom Radius der Kugel abhingt, da das Dipolpotential
proportional zu 72 ist und die ”? Gesamtzahl” beitragender Dipole mit 72 variiert.
Wenn die elektronische Ladungsdichte wie in Gl. (3.70) positiv (als Teilchendichte)
gezdhlt wird, hat der Transfer positiver Ladungen nach auflen eine Verringerung
des Potentials im Inneren — d.h. insbesondere im Zentrum — der Zelle zur Folge.
Die Abflachung des Potentialberges in Abbildung 3.5. kdnnte so gedeutet werden
(alle Hohenschichtlinien sind zu dquidistanten Potentialwerten gezeichnet worden).

Dieser Effekt ist bei einer Leerstelle wegen der hohen Ladungsdichte am Zellenrand

besonders grof.

Abb. 3.6:

Wigner-Seitz—Zelle und Wigner—Seitz-
Kugel in symbolischer Darstellung als Po-
lygon und flichengleicher Kreis. Dem
["Ibergang zur Zelle entspricht der Trans-
fer von Ladung aus grauen Bereichen
in schwarze Bereiche, die weiter ent-
fernt vom Zentrum liegen. Dies kann im
wesentlichen als eine zusétzliche Dipol-

schicht auf der Kugeloberfliche aufgefafit

werden.
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3.{3.3. BILDUNGSENERGIEN VON LEERSTELLEN

Es wurden die Bildungsenergien einer Leerstelle in Nickel, Kupfer und Silber
unter Verwendung der exakten Zellintegration fiir die Doppelzdhlterme bestimmt.
Da Leerstellenbildungsenergien durch Positronenvernichtungsexperimente sehr gut
bekannt sind [49], ist damit ein wichtiger Test der parameterfreien theoretischen
Berechnungen méglich. Die folgenden Ergebnisse stammen aus Rechnungen, in de-
nen mit Atomic—Sphere~Versuchspotentialen Ladungsdichten erzeugt worden sind,
die zur Auswertung eines Energiefunktionals mit exakter Zellintegration dienten
(zur detaillierten Diskussion der Bestimmung von Bildungsenergien aus Gesam-
tenergieberechnungen sei auf Dritiler verwiesen [16]). Mit seinen Resultaten kann
die Bedeutung der exakten Zellintegration abgeschitzt werden, da die zugehori-
gen Rechnungen sich nur in der Ausfithrung der Integration unterschieden (Ver-

wendung der Wigner—Seitz—Kugel-Integration (3.50) anstelle der entsprechenden
Zellintegration {3.84)).

Fiir die verschiedenen Leerstellenbildungsenergien ergibt sich:

theoretischer Wert experimenteller Wert

mit Atomic— mit exakter

Sphere-Integration Zellintegration
Ni 2,14 eV 1,98 eV . = 1,8 eV
Cu 1,64 eV 1,52 eV 1,31 eV
Ag 1,36 eV 1,25 eV 1,11 eV

Die theoretischen Werte liegen systematisch zu hoch, da die Rechnungen auf
Naherungsannahmen beruben, welche die Bildungsenergie erhShen: |

o - ‘Wéhrend in realen Systemen Gitterrelaxationen in der Umgebung der Leer-

stelle auftreten, werden die Kerne als an den Idealgitterplitzen fixiert be-

handelt. Die Relaxationsenergie fiir eine Leerstelle in Cu ist mit —0,11 eV

‘abgeschatzt worden {29).
- Es werden sphérisch gemittelte Atomic-Sphere~Versuchspotentiale verwen-
det. Wahrend fiir die Leerstelle selbst wegen ihrer vollen kubischen Symme-

trie ein sphéarisch gemitteltes Potential eine gute Niherung des tatsichlichen
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Potentials darstellt, gilt dies nicht fiir nichste Nachbarn der Leerstelle auf-
grund der relativ grofen Dipolbeitrige zum Potential. Die Beriicksichtigung

von Anisotropien im Versuchspotential erniedrigt die Bildungsenergien {47].

Fs wird jedoch deutlich, daf$ durch eine exakie Zellintegration die theoretische
Uberschitzung der Bildungsenergien um einen wesentlichen Betrag reduziert wird.
Dieser rithrt vom Uberlapp der Wigner—Seitz—Kugeln im Gebiet zwischen nich-
sten Nachbarn: Die Leerstellenbildungsenergie kann in einem einfachen Modell
verstanden werden als Produkt der Anzahl n&chster Nachbarn der Leerstelle mit
der Energie Ep einer nichsten—Nachbar-Bindung des urspriinglichen Kristalles,
da diese Bindungen bei der Bildung der Leerstelle aufgebrochen werden. In einer
Atomic—Sphere-Integration wird die Bindungsenergie Ep iiberschitzt infolge der
doppelten Berlicksichtigung im f}berlappungsbereich, so daf sich fiir die Leerstel-
lenbildungsenergie ein zu hoher Wert ergibt. Bei sehr genauen Bestimmungen der

Energie kann daher i.a. die Form der Elementarzelle nicht vernachlassigt werden.
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4. Wechselwirkung von Punkidefekten

Das weite Gebiet der Wechselwirkung von Punktdefekten ist von groBler Bedeu-
tung fiir ein mikroskopisches Verstindnis der Eigenschaften von Legierungen. Die
hiermit zusammenhingenden Fragestellungen beriihren so grundlegende Prozesse
wie die Diffusion von Leerstellen und Fremdatomen oder die Umwandlung von
Phasen (beispielsweise durch Segregation von Fremdatomen); diese Vorgénge wer-
den weitgehend mit phinomenologischen Modellen beschrieben. Von besonderem
Interesse ist die Wechselwirkung von zwei einzelnen Punktdefekten, die das elemen-
tarste wechselwirkende System darstellen. Fiir die Diffusion in substitutionellen
Mischkristallen ist es beispielsweise entscheidend, ob eine Leerstelle ein bestimmies
Fremdatom einfingt oder nicht, da in diesen Materialien atomare Platzwechsel-
vorgange nur durch Leerstellendiffusion ermoglicht werden. Auch direkte Auswir-
kungen auf das makroskopische Verhalten von Kristallen sind denkbar: resultiert
die attraktive Wechselwirkung eines gelsten Fremdatomes mit einem anderen De-
fekt in einem mobilen Defektkomplex, kann dieser bei seiner thermisch aktivierten
Wanderung durch den Kristall wieder mit anderen Defekten wechselwirken, so daf

unter geeigneten Bedingungen grofie Cluster von Defekten entstehen.

Da einerseits Annahmen {iber solche Wechselwirkungen unter Umstinden we-
sentlich in die Auswertung von Experimenten eingehen {50], [51] (z.B. wenn Ab-
schreck (quenching)- oder Ausheil (annealing)-Verfahren benutzt werden) und
andererseits eine experimentelle Bestimmung von Wechselwirkungsenergien nicht
einfach ist, konnen auf ersten Prinzipien bernhende mikroskopische Rechnungen

wichtige Beitrige zur Diskussion dieser Thematik liefern.

Thre Basis muf eine elektronenth
denn Fremdatome in Metallen bewirken langreichweitige (Friedel-) Oszillationen
der elektronischen Dichte und des Potentials, welche beispielsweise die Abstands-
é,bhé.ngigkeit der Wechselwirkung mit einem anderen Punktdefekt stark beein-

‘flufen. March wies in einem Ubersichtsartikel [52] auf Parellelen zwischen De-
fektkomplexen und Molekiilen hin: Im wesentlichen handelt es sich um ein Zwei-
Zentren—Problem (im einfachsten Fall), welches charakterisiert wird durch die Um-

verteilung der elektronischen Ladungen der Einzelzentren, wenn diese zusammen-

Behandlung der Punktdefekte sein,
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gebracht werden und (in einem atomaren Bild formuliert) ihre Orbitale zu iiberlap-
pen beginnen. Wahrend ein Molekiil im freien Raum eingebettet ist, steht jedoch
ein Komplex aus Punktdefekten in Wechselwirkung mit seiner metallischen, kri-
stallinen Umgebung. Die Komplexitit dieses Problems tritt deutlich hervor, wenn
man bedenkt, daB eine vollstindige Losung nicht nur die Elektronenzustandein der
Defektregion zu berificksichtigen hat, sondern auch die ” Antwort” der Atomkerne
des Wirtskristalles auf die Einfiilhrung des "molekularen” Defektes beinhalten mufl.
Der "Response” des gesamten Systems kann vereinfachend beschrieben werden
durch (i) eine Umverteilung der Elekironen und (ii} einer damit gekoppelten sta-
tischen Verschiebung der Kerne, die eine elastische Verzerrung des Gitters zur
Folge hat. Beide Beitrdge zur Wechselwirkungsenergie konnen grofl sein; je nach
Defektart kann der eine oder andere Effekt besonders wichtig sein. Fiir substitu-
tionelle Defekte ohne wesentlichen Grofienunterschied zu den Atomen des Wirts-
kristalles sollte der elektronische Beitrag iiberwiegen; bei interstitiellen Defekten
wie C, N oder O in Metallen nimmt man im allgemeinen an, daf} die elastische
Wechselwirkung dominiert. Es existieren verschiedene Ansétze zur theoretischen
Beschreibung wechselwirkender Punktdefekte. In phinomenologischen Theorien
werden interatomare (i.d.R Zweikérper—) Potentiale mit an experimentelle Daten
anzupassenden Parametern benutzt; letztere stellen eine indirekte und sehr pau-

schale Beriicksichtigung der die Kerne abschirmenden elektronischen Ladungen

dar.

Die Entwicklung der Dichtefunktionaltheorie macht andererseits mikroskopi-
sche Rechnungen méglich, welche ohne spezielle Annahmen iiber die Form der
interatomaren Krafte auskommen; in ihnen wird im Idealfall die Ladungsvertei-
Iung des Grundzustandes und die zugehdrige — die Gesamtenergie minimierende —

Lage der frei beweglichen Kerne selbstkonsistent bestimms,

h Ziel ci__er Rechnungen zu diesem Kapitel war es, die elekironische Wechselwir-
kung zwischen zwei substitutionellen Punkidefekten parameterfrei zu untersuchen.
Es érfolgte keine Beriicksichtigung der Gitterrelaxation, da die Defekte als an nach-
é_i_;_en Nachbarplétzen des Idealgitters fixiert behandelt wurden.

o Zur Berechnung der Wechselwirkungsenergie Eyq, sind unterschiedliche Me-

thoden herangezogen worden, die auf verschiedenen Formulierungen fir E,) be-
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ruhen. Prinzipiell ist Fy,,, durch die Uberfithrungsarbeit gegeben, welche verrich-
tet werden muB, um aus unendlich weit voneinander entfernten Einzeldefekten
nichste Nachbarn zu machen. Fiir praktische Zwecke sind jedoch &dquivalente
Gesamtenergiebilanzen besser geeignet. Wenn F, die Gesamtenergie des idealen
Wirtskristalles und AEp die Bildungsenergie eines Defektes bezeichnet, gilt fiir die

Gesamtenergie des Systems mit den beiden Einzeldefekten A und B trivialerweise
EA,B = Hy + AEA + AEB (4.1)

wihrend die Gesamtenergie E 45 des Systemes mit dem Defektkomplex AB gege-
ben ist durch

EAB = FE, + AEAB (4.2)
Fiir die. Wechselwirkungsenergie Ey,, erhdlt man dann

beziehungsweise

Im nichsten Abschnitt wird die praktische Auswertung dieser Bilanzen erlautert.

4.1. THEORETISCHE BESCHREIBUNG

Sehr oft teilt man die Wechselwirkungsenergie zweier Defekte A und B auf in
einen "chemischen” oder Yelektronischen” Anteil und in einen elastischen Anteil.
Unter letzterem versteht man die Anderung der Wechselwirkungsenergie durch
die Verschiebung der Atome von den Gleichgewichislagen der idealen Gittern, d.h.
durch die Relaxation des Gitters, wahrend man mit elektronischer Wechselwirkung
die Wechselwirkungsenergie fiir die idealisierte Gitterkonfiguration bezeichnet, bei
'der_a;]le:_Atome auf _&en Gleichgewichtsplitzen des idealisierten Gitters fixiert sind.
In dieser Arbeit wird die Gitterrelaxation vernachlassigt und nur die ”elektroni-
sche” Wechselwirkung berechnet. Bevor dieses Problem weiter behandelt wird,
soll kurz beschrieben werden, wie man im Rahmen einer phidnomenologischen Git-

‘tertheorie die elastische Wechselwirkung zwischen Defekten beschreibt.
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Ausgangspunkt hierfiir ist eine Taylorentwicklung der potentiellen Energie U
des betrachteten defekten Kristalls nach den Auslenkungen ™ der Atome um die

Gitterpositionen R™ im idealen Gitter:

1
~ STFDsT 4+ 5 o s ;ng sg + anharm. Terme (4.5)
oy mn

Dabei sind F3* die durch die Defekte hervorgerufenen Krafte auf die Nachbar-
atome, die die Auslenkungen s7' zur Folge haben. g‘g sind die Kopplungskon-
stanten oder Federkonstanten zwischen den Atomen, berechnet fiir die unausge-
lenkten Positionen R des idealen Gitters. Im Rahmen der harmonischen Nihe-
rung vernachldssigt man die hdheren "anharmonischen” Terme in der Entwicklung
(4.5). Durch Minimierung von U erhilt man nun fir die Auslenkungen s von

den idealen Gitterlagen
Flr=>" 2’3 sg (4.6)

nf3
Durch Einfilhrung der Kopplungsparameter qbomn des idealen Gitters, qzﬁg‘”g =
omg + Aqﬁaﬁ, kann man Gl. (4.6) umformen zu:

Kr=>" o’"angsg mit Ko = FJ' — ZA aﬁ sﬁ (4.7)

nf
Dabei sind K7* die sog. Kanzakikrifte, die in einem idealen Gitter die gleichen
Auslenkungen s0' hervorrufen wiirden wie die tatsdchlichen Krifte im defekten
Gitter. Mit Hilfe der Greenschen Funktion G ﬁ des idealen Gitters erhalt man

aus {4.7) die Verschiebungen zu

— Z Gomn (4.8)

Die Greensche Funkton G° ist dabei das Inverse der Kopplungsmatrix ¢°. Die ela-
stische Wechselwirkungsenergie zweier Defekte A und B mit Verschiebungsfeldern

s™4 und §™% und Kraften K™4 und K™F ist gegeben durch [53]

Bl =— 2 Kghsp? = - 3 KpPsgt (4.9)
o mao

Dies ist gerade die Arbeit, die der Defekt B (bzw. A) gegen die Krifte K74 (bzw.

: KmB ) leisten muf, um die Atome um den Betrag s7F (bzw. s74) zu verschieben.
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Mit Hilfe der Gleichung (4.8) erhélt man dann eine symmetrische Form fiir Eelast

Bt = -3 KA Gorn KBP (4.10)

ma

nf3
Diese erlaubt es, die elastische Wechselwirkung bei Kenntnis der Kanzakikrafte
X4 und X8 der Binzeldefekte und der idealen Greenschen Funktion G° zu be-
rechnen. Dies mifite das Ziel einer zukiinftigen mikroskopischen Theorie sein.
Im folgenden wird die elastische Wechselwirkung vernachlissigt und nur der elek-
tronische Anteil betrachtet.

Fine Moglichkeit zur Berechnung der Gesamtenergien geht von der Definiti-
onsgleichung (4.3) aus : Man berechnet jeweils getrennt fiir den Gesamtkomplex
AB und fiir die Einzeldefekte A und B die Gesamtenergien dieser Systeme und be-
stimmt dann durch Differengbildung die Wechselwirkungsenergie. Diese erfordert
eine sehr grofle numerische Genauigkeit, da die einzelnen Energien eine Groflen-
ordnung von 107 eV haben, die Differenz aber im 0.1 eV Bereich liegt. Details
findet man in Abschnitt 4.2.

Eine andere Maoglichkeit zur Berechnung der Wechselwirkungsenergie bietet
das Hellmann-Feynman-Theorem, das im Anhang erldutert wird. Hierbei wer-
den die Bildungsenergien der Einzeldefekie und des Komplexes mit Hilfe des
Hellmann-Feynman-Theorems berechnet und in die Bilanz (4.4) eingesetzt. Die

Ladungsdichte n(r) kann im Falle eines Defektkomplexes durch
n(r) = ng(r) + Any(r) + Ang(r) + Anyp(r) (4.11)

dargestellt werden; dabei ist ny die Ladungsdichte des idealen Wirtskristalles,
der die defektinduzierten Dichtednderungen Any, Ang und Anyp iberlagert wer-
den. Die GroBe Any4 bzw. Anpg bezieht sich auf diejenige Dichtednderung, welche
durch den Defeki A bzw. B ellein bewirkt wird, wihrend An,p die dariiber
hinansgehende Dichtednderung ist, die aus der gemeinsamen Présenz beider De-
fekte resultiert. Diese Korrektur zur Superpositionsldsung stellt den Kern des
- Zwei~Zentren—Problems dar; sie ist nur klein im Falle geringer Wechselwirkung
“der Defekte. Gibt man in der Poisson—Gleichung die Ladungsdichte in der Form
(4.11) vor, lautet der analoge Ausdruck fiir das Coulombpotential '

Vo(s) = Vg(r) + AVyE) + AVB() + AVp() . (1)
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Das Hellmann-Feynman-Theorem erlaubt es, die Bildungsenergie von Defekten
zu bestimmen, indem die Kernladungszahl eines Defektatomes kontinuierlich vom
Wirtskristallwert Zg nach Zpgsert gedndert wird. Der Einfachheit halber seien
die Gitterplatze R™ so numeriert, daff R! den Platz von Defekt 4 und R2 den
Platz von Defekt B bezeichnet. Mit Gl. (B.8) folgt dann fiir die Bildungsenergie
AE, des Einzeldefektes A
AB, = f izt 4
Zy dzl)|z2=24

Die Verwendung von Gl. (B.9) ergibt mit AZy:=2,4 - Zg

2AZ 4 Dy 20Z 4 25
|Rl — REI + 22 !Rl _ Rmi

(4.13)

AE; = AZ4Ep+

.../ d7 /d3 2”5(1";1{73;1(1'1 ZI)] (4'14)

Der Ausdruck fiir AEp entsteht durch Vertauschen der Rollen von Atom A und

Atom B, wahrend AE 4 p iiber AE 4 gewonnen wird, indem man die Kernladungs-
zahl des Defektes B von Zg nach Zp in Gegenwart des Defektes 4 &ndert:

dE

AE; 5 =AE, +f dz% — (4.15)

az2,_,

Fiir den letzten Term gilt
dFE 2AZpZ 2AZpZ

78 i52 98 = AZgEp + =224 ZZBLHE (4.16
T I s & PN v S )
_ fZdezfd3T 2ng(r) + Any(r) + Anp(x; 2%) + Anyp(r; 2 = Z4; 2%)]

[R% — x|

Somit ist nach Gl. (4.4) die Wechselwirkungsenergie der Defekte gegeben durch

Eyw=AE g — AEs— ABp
2A
ZAZAAZB AZB /’d3 nA(r)

- R!- Rz| |R2 - x|
| 2An 4 p(r; 2 = Z4; 22)
- dZ &3 AB A 4.17
ZH f |B..2 - 1‘[ ( )
Diese Gleichung ist nicht symmetrisch in A und B aufgrund der Reihenfolge der
"Defekterzeugung” bei der Bildung des Komplexes AB. Natiirlich kann man ge-
nauso gut die Rolle von Defekt A und B in Formel (4.17) vertauschen, und erhalt
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dann ein vollkommen #quivalentes Ergebnis. Dariiber hinaus gibt es noch be-
liebig viele zu Gl. (4.17) #quivalente Formeln, da der Integrationsweg in der
Z! — Z2-FEbene bei Erzeugung der Defekte 1 und 2 willkiirlich ist. Gleichung
(4.17) ist ein ezakier Ausdruck fiir die Wechselwirkungsenergie der Punktdefekte
A und B. Die Integration iiber den Parameter Z2 stellt per Konstruktion des
Hellmann-Feynman-Theorems implizit sicher, daf} es sich um Gesamtenergiedif-
ferenzen einschlieBlich der kinetischen Energien und der Austausch~Korrelations—
energien handelt, obwohl diese Terme im Gegensatz zu den iblichen Gesamtener-

gieausdriicken gar nicht explizit auftreten.

Obwohl GL(4.17) die klassische elektrostatische Coulombwechselwirkung
enthdlt, ist dies keine Formel der klassischen Physik, da das zugrunde liegende
Hellmann-Feynman—Theorem quantentheoretischen Ursprungs ist und dariiber
hinaus zur Auswertung eine quantenmechanisch berechnete Dichte verwendet wird.
Gl (4.17) ermdglicht ein intuitives Verstandnis der elektrostatischen Natur der
Wechselwirkungsenergien ; das Auftreten der Differenzgréfien An unterstreicht die
Bedeutung des Rearrangements der elektronischen Ladung , das zur Abschirmung
der Fremdatome fiihrt.

Fiir praktische Zwecke ist eine Formulierung von Gl. (4.17) mit Hilfe des
verallgemeinerten Madelungpotentials (3.40) geeignet. Unter Verwendung von Gl.
(B.10) kann fiir die Bildungsenergien auch geschrieben werden:

Z
AE4 = ];H“ iz’ (Ep - Vi (R'; 2, 2p)) (4.18)
Z
AEgp = [ZHB dz? (By — Var(R% 2%, Z5)) (4.19)
Z
AE,p = AE4 + j;, HB d2* (Bp - Vi(R% 2%, 2,)) (4.20)

Dabei ist Vi (R; Z, Z2') das Madelungpotential an der Position R des Defektes mit
der Kernladungszahl Z; Z' bezeichnet die Kernladungszahl des anderen Defektes.
Die Wechselwirkungsenergie der Punktdefekte ist daher gegeben durch

i
Buw= [ 42 (Vy(RY 2%, Zg) - Vg (R 27, 2,) (4.21)
Buw=f
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bezichungsweise durch
Z4
H

wenn in Gl. (4.20) vom Einzeldefekt B (statt A) ausgegangen wird, 4 und B also
ihre Rollen vertauschen.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daff die Zquivalenten Gleichungen
(4.17}, (4.21) und (4.22) exakte Ausdriicke fiir die Wechselwirkungsenergie dar-
stellen. Sie besitzen jedoch den bekannten Nachteil des Hellmann—Feynman—
Theorems, bei einer numerischen Auswertung sehr empfindlich gegeniiber Fehlern
in der Ladungsdichte zu sein, da diese bereits in erster Ordnung in den Fehler von
Eyw cingehen (siche Anhang ). Details zu dieser vom grofikanonischen Energie-
funktional unabhangigen Bestimmung der Wechselwirkungsenergien finden sich in
Abschnitt 4.3. .

Falls in Gleichung (4.21) und (4.22) einer der beiden Defekte eine kleine
Stérung darstellt, z.B. der Defekt (R!, Z4), so kann man in niedrigster Ordnung
in AZy = Z 4 — Zg die Z'-Abhangigkeit der Madelungpotentiale vernachléssigen.
Man erhélt dann

Buw = (Z4 - ZR) (Var(R; 25, Zg) - Vi (RY; Z, Z))
=: AZ, - AVE(RY (4.23)

Ang ist dann die Anderung des Madelungpotentials eines Wirtsatoms an der
Stelle R!, die durch das Vorhandensein des Defektes B induziert wird. Hierfiir wird
also nur die Losung des Einzeldefektproblems B bendtigt, wobel iiber die Stirke
dieses Defektes keine Annahme gemacht wird. Ein Beispiel fiir die Anwendbarkeit
dieser Naherung ist die Wechselwirkung von (schwach stdrenden) sp-Fremdatomen
Zn, Ga, Ge mit einer Leerstelle in Cu, die selbst keine schwache Stérung ist.
Das Wechselwirkungsverhalten wird daher in solchen Fillen weitgehend festgelegt
durch die Madelungpotentiale an den Nachbarplitzen der Einzeleerstelle; diese
Potentiale werden in Abschnitt 4.4. auch fiir héhere Nachbarn angegeben. In
ahnlicher Weise kann man aus den Madelungpotentialen an Nachbarplitzen eines
I_Z_Wei_erkomplexes auf die Anlagerung eines dritten Defektes schlieflen, sofern dieser

nur eine geringe elektronische Stérung bewirkt. Details zu kleinen Defektagglo-
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meraten finden sich in Abschnitt 4.5, wihrend Abschnitt 4.6 der abschlieflenden
Diskussion gewidmet ist.

Gleichung (4.23) vereinfacht sich noch weiter, wenn auch der zweite Defekt
B eine kleine Storung darstellt. Dann ist die Anderung des Madelungpotentials
AVIg ~ AZg, so dafl die Wechselwirkungsenergie Eyqy ~ AZ 4 - AZp ist. Dies
ist im wesentlichen das Ergebnis der konventionellen Pseudopotentialtheorie , bei
der beide Defekte als schwach stérend angenommen werden. Naherungsweise ist
diese Situation bei der Wechselwirkung von Zn— und Ga-Paaren in Cu verwirklicht

(sieche Abschnitt 4.2. und 4.6.).

4.2. ERGEBNISSE DER GESAMTENERGIERECENUNGEN

Unter Vernachlissigung der Gitterrelaxation wurden zwei Punktdefekte auf
nichsten Nachbarplitzen in einem fcc~Gitter betrachtet. Mit den in Kapitel 2
vorgestellten Methoden sind insgesamt 20 Potentiale selbstkonsistent berechnet
worden, die zu den Atomen eines in den idealen Wirtskristall eingebetteten Clu-
sters gehdren. Dieser umfafit die beiden Defekte sowie alle Wirtskristall-Atome,
welche niichste Nachbarn von mindestens e¢inem der beiden Defektatome sind.
Zur Verdeutlichung der Geometrie des Clusters zeigt Abbildung 4.1 einige konven-
tionelle Finheitszellen des fcc—Gitters, welche den Cluster vollstindig enthalten.
Schichtweises Abtragen von {001}-Ebenen im Abstand von jeweils einer halben
Gitterkonstanten 148t die Lage der Cluster—Atome in Abbildung 4.2 hervortreten.

" Die Platze der beiden Defekte sind durch 1 und 2 gekennzeichnet, ihren vier ge-
meinsamen nichsten Nachbarn ist die Nummer 3 zugeordnet etc. Deutlich ist die
Cay—Symmetrie des Clusters zu erkennen: neben einer zweizahligen Symmetrie-
achse durch die beiden Defekte existiert noch eine Spiegelebene, in der die Rotati-
onsachse liegt. Die Numerierung beschrinkt sich auf die neun nicht-dquivalenten

‘Atome des Clusters (siche Abschnitt 2.2.3 zur Ausnutzung lokaler Symmetrien).
< “Mit dem in Kapitel 3 erliuterten grofkanonischen Energiefunktional wurde

nach GL. (4.3) der Gesamtenergieunterschied bestimmt zwischen der Konfigura-

tion des Defektkomplexes und derjenigen Konfiguration, welche unendlich separier-
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ten Atome des Clusters.

ten Einzeldefekten entspricht; ihre Energie folgte aus zwei getrennten Rechnungen
mit dem jeweiligen Einzeldefekt auf Platz 1 und einem Atom des Wirtskristal-
les auf Platz 2, so daBl zur Bestimmung der Wechselwirkungsenergie z.B. eines
Leerstelle-Fremdatom-Komplexes insgesamt drei Rechnungen notwendig waren.
Diese beruhten daher auf der gleichen Cluster—~Geometrie und verwendeten identi-
sche Niherungen: die Wellenfunktionen wurden bis (einschliefllich) £ = 3 und die
Dichte bis £ = 6 nach Kugelflachenfunktionen entwickelt. Dariiber hinaus sind alle
in diesem Kapitel vorgelegten Ergebnisse unter Verwendung von Atomic—Sphere—
Integrationen gewonnen worden (siehe Gl. (3.50)), sofern nichts anderes erwéhnt
d . . _ ™ > .

* Die folgenden Abbildungen zeigen unter diesen Voraussetzungen berechnete

Wechselwirkungsenergien einer Leerstelle und eines Fremdatomes in den Wirtskri-
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stallen Nickel und Kupfer. Als Fremdatome werden alle Ubergangselemente der
3d-Reihe sowie alle 4sp—Elemente bis auf Krypton betrachtet. Bei den Rechnun-
gen wurde die Spinpolarisation berticksichtigt. Zus&tzlich wird im Wirtskristall
Silber die Wechselwirkung der Leerstelle mit allen 3d—Atomen betrachtet , die in

Ag ein lokales Moment aufweisen.

Die Abbildungen 4.3 und 4.4 zeigen sehr &hnliche Wechselwirkungsenergien
fiir die Wirtskristalle Ni und Cu; die Wechselwirkung des Leerstelle-Fremdatom—
Komplexes ist in Ni fast immer (bis auf Cr) attraktiver als in Cu. Da Ni ein
typisches Ubergangsmetall darstellt, wihrend Cu (und auch Ag) als ein einfaches
Metall angesehen werden kann, iberrascht diese Ahnlichkeit (die beispielsweise
bei den Losungswirme von 3d-Fremdatomen in jenen Wirtskristallen vollig fehlt,

welche im Falle von Ni exotherm und im Falle von Cu endotherm sind [15}).

Fiir 4sp-Fremdatome ergibt sich eine starke Anziehung des Komplexes. Ob-
wohl insbesondere in Cu Pseudopotentialrechnungen eine zur Valenzdifferenz AZ
proportionale Wechselwirkungsenergie fiir diese Komplexe nahelegen, war es den-
noch nicht zu erwarten, da} ein solcher linearer Zusammenhang, vorausgesagt fiir
kleine AZ, niherungsweise sogar bis AZ = 5 gilt. Fir 3d-Fremdatome herrscht
eine abstofflende Wechselwirkung mit der Leerstelle vor. Der komplizierte Gang der
Wechselwirkungsenergie mit der Kernladungszahl des 3d-Fremdatomes hat ma-
gnetische Ursachen, wie eine Rechnung okne Spinpolarisation fiir den Wirtskristall
Kupfer zeigt (Abbildung 4.6). Wahrend Kupfer — im Gegensatz zum ferromag-
netischen Nickel — paramagnetisch ist, zeigen darin geloste Fremdatome aus der
Mitte der 3d-Reihe ein lokalisiertes magnetisches Moment (sogenannte Kondo-
Systeme), da dies einen Gewinn an Austausch-Korrelations—Energie gegeniiber
dem -ﬁ)ara,ma.gnetischen Zustand bedeutet. Erzwingt man den paramagnetischen
Zustand in den Rechnungen durch Ausschaltung der Spinpolarisation, resultiert
eine -_d_e_:utiich erhohte Wechselwirkungsenergie abstoBenden Charakters mit glat-
tem "parabolischen” Verlauf. Fiir den Wirtskristall Silber (Abb. 4.5) ergeben sich
.érwartungsgemaﬁ Resultate, die nicht sehr von denen fir Kupfer abweichen. Hier
sollte nur fiir die in Silber magnetischen 3d-Fremdatome untersucht werden, ob
sich der Trend der Wechselwirkungsenergie reproduziert. Die Leerstelle und das

.Fremda.tom stoBen sich in Silber etwas stérker ab als in Kupfer.
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Abb. 4.3:

Abb. 4.4:

—0.4 | —

-0.6 =

-0.8 = -

ScTi V CrMn Fe Co Ni Cu Zn Ga Ge As Se Br

Wechselwirkungsenergie F,,,, eines Leerstelle-Fremdatom-Komplexes in Ni
fiir die aufgefiihrien Elemente als Fremdatome. Positive Energie bedeutet
Abstoflung, negative Energie Anziehung des Fremdatomes auf einem nach-

sten Nachbarplatz der Leerstelle.
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eV 0.0 B m ’
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Sc Ti V Cr Mn Fe Co Ni Cu Zn Ga Ge As Se Br

Wechselwirkungsenergie eines Leerstelle-Fremdatom-~Komplexes in Cu fir - -

© -die aufgefiihrten Elemente. Die. obige Vorzeichenkonvention wird in allen

Abbildungen beibehalten. -
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Abb. 4.5: Wechselwirkungsenergie eines Leerstelle-Fremdatom-Komplexes in Ag fir

die aufgefiihrten Elemente.
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Abb 4. 6 Wechselmrkungsenergle eines Leerstelle-Fremdatom-Komplexes in Cu. Es
. ‘wurde einmal mit Spinpolarisation gerechuet- (durchgezogene Linie, vgl

Abb. 4.4) und einmal ohne (gestrichelte Linie). -
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Im folgenden sind in analoger Weise die Wechselwirkungsenergien zweier iden-
tischer Fremdatome auf nichsten Nachbarplitzen in den Wirtskristallen Nickel
(Abb. 4.7) und Kupfer (Abb. 4.8) berechnet worden; dies ist wiederum fiir alle
Fremdatome von Scandium (Z = 21) bis Brom (Z = 35) geschehen. Spinpolarisa-
tion wurde beriicksichtigt. Auflerdem sind noch die magnetischen 3d-Fremdatom~—

Paare in Silber betrachtet worden (Abb. 4.9).

Die Abbildungen 4.7 und 4.8 zeigen deutliche Unterschiede zwischen den
Wirtskristallen Nickel und Kupfer. Wahrend im allgemeinen Paare aus 3d-
Fremdatomen in Kupfer stark gebunden sind, neigen solche Komplexe in Nickel
zur Dissoziation. Das hingt mit dem bereits erwdhnten Losungsverhalien von
3d-Fremdatomen in diesen Wirtskristallen zusammen und kann im Rahmen eines
Paarbindungs—Modells verstanden werden (siche Abschnitt 4.6). Fir den Wirts-
kristall Silber ergeben sich erwartungsgemafl Wechselwirkungsenergien &hnlich de-
nen fiir magnetische 3d-Fremdatom—Paare in Kupfer. Mit Ausnahme von Titan
ist die Wechselwirkung der Defekte wieder in Silber etwas repulsivler als in Kupfer.
Der relativ glatte Verlauf aller Kurven in den Abbildungen 4.7 bis 4.9 wird zur
Mitte der 3d—Reihe hin komplizierter; ein dentlicher Einbruch ist stets bei Man-
gan (Z = 25) gu verzeichnen. Mangan—Atome besitzen halbgefiillte d-Schalen und
nach den Hundschen Regeln aufgrund ihrer maximal moglichen Zahl ungepaarter
Elektronen das groSte magnetische Moment der 3d—Reihe. Dies unterstreicht, dafl
auch die von Mangan—Atomen i¢m Festkorper gezeigten Besonderheiten magne-

tischen Ursprungs sind; entsprechendes gilt dann natiirlich ebenfalls fiir Chrom

etc.

Sowoh! in Nickel als auch in Kupfer stoflen sich die 4sp—Fremdatome eines
Paar—Komplexes ab, wobei das repulsive Verhalten in Nickel ausgeprigter ist als
in Kupfer. Sehr hohe Werte der Wechselwirkungsenergie legen jedoch den Schlufl
nahe, dafl hier Gitterrelaxationen eine grofie Rolle spielen kénnen, so dafl ihre

Vernachléssigung nicht mehr gerechifertigt erscheint.

Nicht zuletzt auch wegen der anderen benutzten N&herungen (sphéarisch—
symmetrisches Versuchspotential, lokale Dichtendherung, Atomic—Sphere-
“Integrationen) werden sich die abscluten Werte der Wechselwirkungsenergien noch

etwas andern, wenn diese Punkfe besser beriicksichtigt werden kénnen; es ist je-
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Abb. 4.7: Wechselwirkungsenergie eines Komplexes aus zwei identischen Fremdatomen
auf ndchsten Nachbarpldtzen in Ni fiir die aufgefihrten Elemente. Positive

Energie bedeutet Abstoung, negative Energie Anziehung der Defekte.
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_Abb. 4.8_: ‘Wechselwirkungsenergie eines Komplexes aus zwei identischen Fremdatomen

i in Cu fiir die.aufgefiibrten Elemente.
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Abb. 4.9: Wechselwirkungsenergie eines Komplexes aus zwei identischen Fremdatomen

Abb. 4.10:

E e 8 -

TV Cr Mn Fe Co

in Ag fur die aufgefiihrten Elemente.
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Wechselwirkungsenergie eines Leerstelle-Fremdatom-Komplexes in Cu. Es

. wurde einmal eine exakte Zellintegration fiir die Doppelzahlterme verwendet

(durchgezogene Linie) und einmal eine Atomic-Sphere-Integration (gestri-

~“chelte Linie, vgl. Abb._ 4.4), welche in diesem Fall offensichtlich bereits gute

Ergebnisse liefert.
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doch ein dhnlicher Gang der Wechselwirkungsenergie mit der Position des Fremd-
atomes im periodischen System der Elemente zu erwarten.

Dies konnte fiir den Ubergang von einer Atomic-Sphere—Integration zu einer
exakten Zellintegration nach Abschnitt 3.3 bestitigt werden. Rechnungen zur
Wechselwirkung des Leerstelle-Fremdatom-Komplexes in Kupfer ergaben nur ge-
ringfiigige Anderungen (siche Abbildung 4.10). In allen Féllen erhilt man infolge

der korrekten Zellintegration eine Erniedrigung der Bindungsenergie.

4,3. ERGEBNISSE UNTER VERWENDUNG DES HELLMANN—FEYNMAN-THEOREMS

Nach Abschnitt 4.1 gelten die folgenden exakten Ausdriicke fur die Wechsel-
wirkungsenergie zweier Punktdefekte (der eine gekennzeichnet durch die Kernla-

dungszahl Z4 und den Gitterplatz R!, der andere entsprechend durch Zg und
R2):

Zp
Z

- L gt (VR 2%, 2g) - Vi (RY; 2%, Zp)) (4.25)
H

Da das verallgemeinerte Madelungpotential Vjs(R™) ohnehin zur Darstellung
(3.41) der Coulombenergie berechnet wird, bot es sich an, die mit dem
groffkanonischen Energiefunktional erzielten Ergebnisse durch diese unabhangige
Methode zu testen.

Dazu wurden die Wechselwirkungsenergien aller Leerstelle-Fremdatom—
Komplexe in Kupfer durch numerische Integration der Gl (4.25) bestimmt, wobei
iiber die intermediéren Kernladungen Z! des Fremdatoms integriert wurde (z.B.
gilt fiir den Zink-Leerstelle~Komplex in Cu: Zg =29 < Z! < Z, =30, Zg = 0).
Nach einer Zerlegung der Z'-Integration in Teilintervalle der Breite AZ = 1 sind
_diese Teilintegrale mit Hilfe der einfachen Trapezregel

[ (o) = 2 (7(0) + £2) (a26)

--._berechnet worden. Die Abbildungen 4.11 und 4.12 zeigen die Resultate fiir Rech-

~ nungen mit und ohne Beriicksichtigung von Spinpolarisation.
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Abb. 4.11: Wechselwirkungsenergie eines Leerstelle-Fremdatom—-Komplexes in Cu fiir
die aufgefiihrten Elemente. Es wurde mit Spinpolarisation gerechnet. Die ge-
naueren Werte aus Gesamtenergiebestimmungen (durchgezogene Linie, vgl.
Abb. 4.4) werden von den Werten der Hellmann-Feynman—Rechnungen (ge-

strichelte Linie) gut wiedergegeben.
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Abb 4 12: Die Bemerkungen zu Abb. 4.11 sind auf diese Ergebnisse aus Rechnungen
0 ohne Berucksxchhgung der Spinpolarisation (vgl. Abb. 4.6) sinngemif zu

“dibertragen.
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Groflere Abweichungen an den Réndern sind zum Teil auf die Akkumulation
von Integrationsfehlern zuriickzufiihren; fiir die Wirtskristalle Nickel und Silber

ergeben sich 8hnliche Bilder.

Die zufriedenstellende Ubereinstimmung der Werte aus Hellmann—Feynman-
Rechnungen mit den Ergebnissen der Gesamtenergiebestimmungen zeigt, dafl die
Ladungsdichten n(r) die volle Information #iber die Grundzustandsenergien ent-
halten und die Wechselwirkungsenergien eindeutig bestimmen, Das hétte man
natiirlich auch schon den Gl. (4.20) und (4.21) fiir die Wechselwirkungsenergie
entnehmen k6nnen, da Vi (R™) nur von der Dichte n(r) abhingt. Abbildung
4.11 demonstriert ferner, dafl selbst die magnetischen Effekie in der Mitte der
3d-Reihe, die von der Austausch-Korrelations—Energie herrithren, durch die La-
dungsdichte korrekt beschrieben werden, so dafl die Magnetisierungsdichte m(r)
(sieche Gl. (2.16)) nicht unmittelbar bendtigt wird.

In Abschnitt 4.1 ist bereits auf den Nachteil des Hellmann—-Feynman—Theorems
hingewiesen worden, im Falle einer numerischen Berechnung sehr empfindlich
gegeniiber Fehlern in der Ladungsdichte zu sein: Wahrend diese bei Gesamt-
energiebestimmungen lediglich in quadratischer Ordnung eingehen, tragen sie in
Hellmann-Feynman—Rechnungen bereits in erster Ordnung zum Fehler der Wech-
selwirkungsenergie bei. Daher werden die Ergebnisse aus Gesamtenergierechnun-

gen als die genaueren angesehen,

Andererseits gehen in die Fehler der Werte aus Hellmann-Feynman—
Rechnungen auch die Ungenauigkeiten ein, welche aus der numerischen Integration
mittels der Trapezregel stammen. Der Einfluff der Ladungsdichtefehler 148t sich
jedoch gut von den Auswirkungen des jeweiligen Integrationsveriahren trennen,
wenn Quadraturen hoherer Fehlerordnung verwendet werden. Zu diesem Zweck

sind é.lle Teilintegrale mit AZ = 1 auch mit der Simpsonregel
1 1
[, 4= £(e) = 2 (F(0) +4£(1/2) + (1)) (4.27)

. berechnet worden, was die Bestimmung von Ladungsdichten zu Systemen mit
- ~halbzahligen Kernladungen erforderlich machte. Abbildung 4.13 zeigt die Wechsel-
“wirkungsenergien eines Leerstelle-Fremdatom-Komplexes in Kupfer, wie sie sich

einerseits aus Gesamtenergierechnungen und andererseits aus einer numerischen
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Abb. 4.13: Wechselwirkungsenergie eines Leerstelle-Fremdatom-Komplexes in Cu.
Werte aus Gesamtenergierechnungen (durchgezogene Linie) sind mit Werten
aus Hellmann—~Feynman—Rechnungen zu vergleichen, in denen die numeri-
sche Integration einmal iiber die Trapezregel (gestrichelte Linie) und einmal
iiber die Simpsonregel (punktierte Linie) erfolgte.

Integration von Gl (4.25) unter Verwendung der Trapez— bzw. der Simpsonregel
ergeben.

Die mit der Simpsonregel erzielte Verbesserung 1aft sich nicht weiter stei-
gern, da der Integrand hinreichend glatt ist. Verwendet man beispielsweise Gauf-
Quadraturen, andert sich der Verlauf der schon nach der Simpsonregel gegebenen
Kurve praktisch nicht.

In Abbildung 4.13 ist beispielsweise gut zu erkennen, dafl in den Hellmann—
Feynman-Rechnungen der Wechselwirkungsenergieunterschied zwischen dem
Eisen~Leerstelle-Komplex und dem Mangan—Leerstele-Komplex nur fehlerhaft
erfafft wird. Die Abweichung von 0,013 eV verschiebt das restliche Kurvenstiick
(bis Scandium) deutlich nach unten. Daher wurde versucht, mit Hilfe einer Gauf-

Lobatto—Integration

[ e (2) = 55 (7(0) + 1) + 32 F1/2) +
49 {1 3 L \/E (4.28)
oo { fGGA =y G +y3) |
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dieses Teilintegral sowie einige andere genauer zu approximieren. Es ergab sich

fiir die verschiedenen Integrationsverfahren:

Za Eww(ZA + 1) - EWW(ZA) (m EV)
Trapezregel Simpsonragel Gaufi-Lobatto— Gesamtenergie
Integration
21 0,23211 0,22984 0,22999% 0,20166
25 0,05742 0,06585 0,06599 0,05238
28 -0,08783 -0,08007 -0,09021 -0,09195
28 -0,09463 -0,09864 -0,09864 -0,09028

Die verbleibender Differenzen zur Gesamtenergiekurve in Abbildung 4.13 sind
also auf Abweichungen von der wirklichen Grundzustandsdichte zuriickzufiihren,
die wegen des Verlustes der Extremaleigenschaften Fehler in der Gréfienordnung
von 10% bewirken.

Es sei noch auf den Vorzug der Dichtefunktionaltheorie hingewiesen, nicht
auf ganze Elektronenzahlen beschrinkt zu sein, da sich sonst die fiir GL. (4.28)
bendtigten Systeme mit den Kernladungszahlen Z, Z 4 0.17267, Z + 0.5 und Z +
0.82733 nicht hétten berechnen lassen. o
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4.4. ABSTANDSABHANGIGKEIT DER WECHSELWIRKUNG

Im folgenden soll kurz die Abhéngigkeit der Leerstelle-Fremdatom~
Wechselwirkung vom Abstand der Defekte diskutiert werden. Da Punktdefekte
in Metallen langreichweitige Friedel-Oszillationen der Ladungsdichte und daher
auch des Potentials hervorrufen, ist ein oszillatorisches Verhalten der Wechselwir-
kungsenergien zu erwarten. Die Abstandsabhingigkeit wird im folgenden fiir die
Wechselwirkung der Leerstelle in Cu, Ni und Ag mit einem schwach stérenden
sp—Fremdatom wie etwa Zn, Ga oder Ge betrachtet; dies geschieht mittels der

vereinfachten Hellmann-Feynman—Formel (4.23) fiir die Wechselwirkungsenergie
Euu(R®) = AZ4 AVYE(R™) (4.29)

bei der die Wechselwirkung gegeben ist durch die Valenzdifferenz AZ 4 des Fremd-
atomes (am Ort R”) multipliziert mit der Anderung des Madelungpotentials am
Ort R™ (induziert von der Einzelleerstelle). Obiges Ergebnis fiir die Wechselwir-
kungsenergie ist sebr einfach elektrostatisch zu verstehen: Ist die durch die Leer-
stelle hervorgerufene Pofentialinderung am Ort R™ positiv, so ist es energetisch
ungunstig, dort einen Defekt mit einer positiven ijerschuﬁladung AZ4; > 0 zu
Yerzeugen”. Diese Fremdatome werden gerade die Plitze mit einer negativen Po-
tentialanderung bevorzugen, da sie dort eine anziehende Wechselwirkung Eyqy < 0
erfahren.

“Aufgrund der Ableitung aus dem exakten Ergebnis (4.22) sollte die Gleichung
(4.29) nur fiir kleine UberschuBladungen AZ 4 giiltig sein. Dies wird in Abschnitt
4.6 diskutiert; iberraschenderweise zeigt sich, dafl das lineare Verhalten £,y ~
AZ A auch noch fiir relativ grofe positive Uberschufladungen giiltig ist. Dies
folgt ‘aus dem {(ndherungsweise bis AZ, ~ 5 giiltigen !) linearen Verhalten der
Wechselwirkungsenergien fiir ein sp—Fremdatom und eine Leerstelle auf nachsten
Nachbarplétzen (vgl. z.B. Abb. 4.11).

Die folgende Abbildung verdeutlicht die Grofle und das Vorzeichen von
AV%C(R") fir alle |R&"| des selbstkonsistent berechneten Clusters aus Abbildung
4.2. Sie bezieht sich auf eine Einzelleersielle in Nickel, Kupfer und Silber. Allen
‘Systemen ist ein (fiir AZ > 0) stark anziehendes Potential AVE‘}—C an den néchsten

Nachbarplitzen der Leerstelle gemeinsam; diesem dominierenden Beitrag folgt ein
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schwaches und oszillatorisches Verhalten des Potentials an den Plitzen der weiter

entfernten Schalen,

o

+0.05 eV

Cu

/ VAV

Abb. 4.14: Die von einer Einzelleerstelle bewirkten Anderungen des Madelungpotentials
AV;}C in den ersten vier umgebenden Schalen.Negative Energien- werden

durch offene Siulen dargestellt, positive durch dunkle Siulen.

Die Histogramme zeigen eine klar dominierende Wechselwirkung der Einzel-
leerstelle mit ihren nichsten Nachbarn, welche allerdings fiir die Edelmetalle Kup-
fer und Silber wesentlich deutlicher ausfillt als fiir das Ubergangsmetall Nickel.
Fiir hhere Nachbarn machen sich verschiedene Periodenléngen der Friedeloszilla-
tionen bemerkbar, bedingt durch unterschiedliche Gitterkonstanten bzw. Radien
kp der Fermikugeln der Wirtskristalle. So ergibt sich in Kupfer fiir die Wech-
selwirkung mit Nachbarn 4. Ordnung im Abstand /2 Gitterkonstanten noch ein
attraktives Potential mit knapp 5% Stirke des Potentials der nédchsten-Nachbarn—
Wechselwirkung, wihrend in Silber die Plitze aller betrachteten héheren Nachbarn
ein repulsives Potential aufweisen (fiir AZ4 > 0).

- Fin Vergleich mit Rechnungen von Gupta [18] zur Abstandsabhéngigkeit der
‘Wechselwirkungsenergie zeigt bereits qualitative Abweichungen von den hier vorge-
- s_tell‘i_:en.'Ergebnissen,' da sich dort fiir alle Wirtskristalle (Kupfer, Silber und Gold)

das Vorzeichen. der Wechselwirkung &ndert, wenn man vom nachsten Nachbarn
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zum iibernéchsten geht. Lediglich die Gréflenordnung der Wechselwirkungsener-
gien stimmt mit den Resultaten dieses Abschnitts bzw. von Abschnitt 4.2. iibe-
rein. Gupta betrachtete im wesentlichen die Strenung freier Elekironen in einer
nicht selbstkonsistenten Rechnung. Die Beachtung von Selbstkonsistenzbedingun-
gen ist jedoch ein kritischer Punkt in derartigen Rechnungen ; weiterhin wurden
von Gupta nur die Kinteilchenenergien berechnet, obwohl die Doppelzahlbeitrige

im allgemeinen nicht vernachlassigt werden kdnnen [54], [55].

4.5, KLEINE DEFEKTAGGLOMERATE

Wahrend frither bei verdiinnten Legierungen von einer zufalligen Verteilung der
Fremdatome auf die Gitterplitze des Wirtskristalles ausgegangen wurde, hat sich
mittlerweile die Uberzeugung durchgesetzt, daff insbesondere die attraktive Wech-
selwirkung von Punktdefekten einen nicht vernachlassigbaren Beitrag zur Ther-
modynamik verdiinnter Legierungen liefert, sofern diese micht extrem verdiinnt
sind oder die Temperatur nicht extrem hoch ist [50], [56], [57]. Im Falle der expe-
rimentell nachgewiesenen anzichenden Leerstelle-sp—Fremdatom-Wechselwirkung
(vgl. Abb. 4.3 und 4.4) scheint eine erhebliche Bindungsfihigkeit der Leerstelle
fiir mehrere Fremdatome zu bestehen, so daf auch eine Revision der theoretischen
Annahmen erforderlich wurde, welche der Auswertung experimenteller Daten zu-
grunde lagen [50]. Die frithere Annahme, nur ein Fremdatom befinde sich an der
Leerstelle, kann jedoch falsch werden, sofern Legierungen mit Fremdatomgehalten
im Prozentbereich verwendet werden, wie dies haufig aus Intensitdtsgriinden ge-
schieht. Nach Hehenkamp zeigt bereits eine einfache, auf der Bernoulli-Verteilung
basierende Abschiitzung, dafl sich auch ohne jede Bindungspraferenz (Eyy = 0)
bei 1% Fremdatomen an etwa 6% aller Leerstellen ein zweites Fremdatom an-
lagert; eine attraktive Wechselwirkung diirfte diese Zahl noch deutlich erhdhen.
Es miissen daher auch bei verdiinnten Legierungen hdhere Leerstelle-Fremdatom—
Assoziate beriicksichtigt werden [50]. Dies erschwert den Vergleich der hier vorge-

“stellien Ergebnisse mit alteren Literaturangaben erheblich, da dort implizit iber

die Beitrige der verschiedenen Komplexe (mit unterschiedlichen Bildungs- und

.'B_ind_ungsenthalpien) gemittelt wurde.
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Von besonderer Wichtigkeit ist die Wechselwirkung von Punktdefekten in
Quench-Experimenten [58]. Da Leersiellen im Gegensatz zu hoherdimensiona-
len Gitterfehlern auch im thermischen Gleichgewicht vorhanden sind, stellen sie
den vorherrschenden Defekttypus bei hohen Temperaturen dar. Wahrend der
endlichen Quench-Zeit kommt es zu vielfsltigen Reaktionen zwischen den De-
fekten (Leerstellenwanderung, Bildung von Mehrfach-Leerstellen und Leerstelle-
Fremdatom~Komplexen incl. hdherer Assoziate), so dafl der abgeschreckie Zu-
stand keineswegs als ein eingefrorener Hochtemperatur—Zustand angesehen werden
darf. Die aus solchen Experimenten abgeleiteten Wechselwirkungsenergien fiir den
Leerstelle~Fremdatom-Komplex fallen im allgemeinen viel zu grof aus (Faktor 5

bis 10). Fremdatomdiffusions-Experimente in extrem verdiinnten Legierungen

klirten erst 1970 dieses Problemfeld [22].

Die Agglomeration von Fremdatomen an Leerstellen stellt daher einen wichii-

gen ProzeB dar, welcher im folgenden analog zu Abschnitt 4.4 diskutiert wird.
Mit Hilfe des Hellmann~Feynman-Theorems 148t sich die Wechselwirkungs-
energie eines zweiten Fremdatomes mit einem Leerstelle-Fremdatom—Komplex

leicht angeben (hier Agglomerationsenergie E 44, genannt):

Bpgg= /Zicdz?' (Vag®3 23,2 = 22 = 2p7) - V(R 2°, 2" = Z4, 2% = 0))

| (4.30)
Dem zweiten Fremdatom C mit der Kernladungszahl Z ist dabei der Gitterplatz
R3 zugeordnet worden. Wenn der Defekt C nur eine kleine Stérung bewirkt,
ist es moglich, die Agglomerationsenergie aus den Madelungpotentialen des reinen
Zweier-Komplexes abzuschitzen. Die Argumentation aus Abschnitt 4.4 kann dann

sinngem3f {ibernommen werden. Fiir die vom Komplex hervorgerufene Anderung

des Madelungpotentials am Gitterplatz R™ gilt
U AVE(R™) =V (R™ 25, Zg, Zg) - V(R Zg, Z4,0)  (431)

In Analogie zu Gl (4.29) lautet unter den genannten Voraussetzungen die Agglo-

merationsenergie dann

Bu,0(R™) ~ AZg AViE(R™) (4.32)
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Diese Formel kann in den folgenden Absitzen {iir Doppelleerstellen und Leerstelle—
Fremdatom—Komplexe benutzt werden, um die bevorzugte Anlagerung eines wei-

teren Fremdatomes der UberschuBladung A Zo abzuschitzen.

4.5.1. DOPPELLEERSTELLEN IN NI, CU UND AG

In Ubereinstimmung mit experimentellen Erkenntnissen [49] wurde fiir die

Defektstruktur von Doppelleerstellen in fec—Gittern die substitutionelle nachste—
Nachbar-Konfiguration angenommen.
Mit Hilfe von Gesamtenergierechnungen (vgl. Abschnitt 4.2) ergibt sich fir

die Wechselwirkungsenergie der Doppelleerstellen

Wirtskristall Eww/eV
Ni 20,067
Cu 20,076
Ag -0,07%

Der Doppelleerstellen—-Komplex ist also stabil, was in Einklang mit experimen-
tellen Ergebnissen steht [49].

Die Agglomeration von Fremdatomen an den betrachteten Doppelleerstellen
kann fir kleine Uberschufladungen AZp mit Hilfe von Gl (4.32) den folgenden
Abbildungen entnommen werden.

Die Ergebnisse zeigen, dafl die Wechselwirkung mit der Doppelleerstelle im we-
sentlichen durch die Superposition der Wechselwirkung mit den einzelnen Leerstel-
len gegeben ist. Da eine Leerstelle oder Doppelleerstelle als cine innere Cherfliche
betrachtet werden kann, ist ein dhnliches Wechselwirkungsverhalten mit dufleren
Oberflachen zu erwarten, da dieses im wesentlichen durch die Zahl der fehlenden
Nachbarn bestimmt ist. Fir die Oberflichensegregation kénnen daher Trends vor-
ausgesagt werden, die mit dem hier gefundenen Bindungsverhalten an Leerstellen
und Doppelleerstelien eng verwandt sind. Rechnungen hierzu sind bisher noch

-nicht durchgefiihrt worden.
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Abb. 4.15: Lage und Numerierung der Atome des Clusters.

s
Ve -Ve in Ni ﬁ Lrn” /|

i

0.1 eV

Abb. 4.16: In Ni von einer Doppelleerstelle (auf den Platzen 1 und 2) hervorgerufene
L Anderungen -des Madelungpotentials &_Vﬂf,_f -an allen Plétzen des Clusters ...
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Ve —Ve in Cu HJ
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Abb. 4.17: Von einer Doppelleerstelle hervorgerufene f&nderungen des Madelungpoten-

tials in Cu. _
. S Sa S
Vc—Vc in Ag | | _ A @HI/ !

Abb. 4 18: Von einer Doppelleersteﬂe hervorgerufene Anderungen des Madelungpoten-
tza.lsmAg ' SRR TR Lo
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4.5,2. HOHERE LEERSTELLE-FREMDATOM—ASSOZIATE IN CU

Die Anlagerung eines sp—Fremdatomes an einen Leerstelle~ Fremdatom-—
Komplex kann mit Hilfe von Gl (4.32) den Abbildungen 4.19 — 4.23 entnommen
werden. ‘

Die Vermutung, ein weiteres sp—Fremdatom finde &hnliche Bindungsverhalt-
nisse vor wie das erste [50], wird durch die Abbildungen 4.21 bis 4.23 gestiitzt. Wie
Abbildung 4.14 nahelegt, ist die Wechselwirkung im Wirtskristall Kupfer stark
auf nachste Nachbarn beschrinkt. Mit zufriedenstellender Genauigkeit kénnen
die Anderungen der Madelungpotentiale an den nichsten Nachbarplitzen des
Leerstelle-Fremdatom—Komplexes durch Superposition der entsprechenden Ein-
zeldefektgrdfen gewonnen werden; beispielsweise gilt fiir alle Abbildungen dieses
Abschnittes

AVE®R3) = AVE(RS) + AVE(RY) (4.33)
(zur Numerierung siehe Abbildung 4.15). Dies bedeutet, dafl die Anderung des Ma-
delungpotentials der gemeinsamen néchsten Nachbarn von Leerstelle und Fremd-
atom einfach gegeben ist durch die Summe der Anderungen der nichsten-Nachbar—
Madelﬁngpotentiale der Einzeldefekte (vgl. Abbildung 4.14 fiir die Einzelleer-
stelle und Abbildung 4.17 fir die Doppelleerstelle in Cu). Daher kann naherungs-
weise in Cu die Wechselwirkung des schwach stérenden Fremdatoms C mit dem
Komplex AB durch Superposition der Wechselwirkungen mit den Einzeldefekten
A und B dargestellt werden. Aufgrund der Dominanz der néchsten—Nachbar—
Wechselwirkung ist es daher von entscheidender Bedeutung, ob das Fremdatom C
lediglich n&chster Nachbar der Leerstelle , jedoch nicht des anderen Fremdatomsist
oder ob es nichster Nachbar des Fremdatomes, aber nicht der Leerstelle ist oder ob
es sich um einen gemeinsamen nichsten Nachbarn beider Defekte handelt. Da das
zweite Fremdatom eine Relaxation der elektronischen Struktur des Zwei—Zentren—
Komplexes bei seiner Anlagerung bewirkt , geht in die Wechselwirkungsenergie des
Drei-Zentren-Komplexes auch die Fremdatom— Fremdatom—Wechselwirkung ein.
Fiir sp~Fremdatomeist sie abstoflend (vgl. Abbildung 4.8), was die repulsiven Ma-
- delungpotentiale um das sp— Fremdatom des Komplexes in den Abbildungen 4.21

-~ 4.23 anschaulich demonstrieren. Die dadurch bewirkte Verringerung der mittle- . -

ren Bindungsstirke fiir die beiden Fremdatome des Drei-Zentren—Komplexes ist
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‘experimentell gefunden worden [50]. Der Trend der Agglomeration von Fremdato-
men (mit kleinem AZy) an Leerstelle-Fremdatom—Komplexe der Elemente der 4.
Periode im Wirtskristall Cu ist in den Abbildungen 4.19 - 4.23 fiir die Elemente
Cr, Ni, Zn, Ga und Ge ausschnittweise wiedergegeben. Wahrend fiir frithe und
mittlere 3d-Elemente eine mit zunehmender Kernladungszahl immer schwiacher
werdende Abstofung von sp—Fremdatomen zu verzeichnen ist, triti fiir die spéaten
3d-Elemente (ab Co) Anziehung auf. Dies pafit ausgezeichnet zu von Krélas kiirz-
lich referierten empirischen Befunden [57], nach denen zwischen sp—Elementen und
Ubergangsmetallen mit fast gefiillier d-Schale eine attraktive Wechselwirkung auf-
tritt.

Cr—Ve in Cu

0.1 eV

Abb. 4.19: In Cu von einem Chrom-Leerstelle-Komplex (auf den Plitzen 1 bzw. 2)
hervorgerufene Anderungen des Madelungpotentials AVj}’ an allen Plitzen

des Clusters . Es wurde mit Spinpolarisation gerechnet.
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e
" Ni —=Vc¢ in Cu ﬁ@@/ 13 ’

0.1 eV

Abb. 4.20: Von einem Nickel-Leerstelle-Komplex hervorgerufene Anderungen des Ma-

delungpotentials in Cu.

Zn—=Vc in Cu ”

A_bb_. 4.21: Von einem Zink-Leerstelle-Komplex hervorgerufene Anderungen des Made-

lungpotentials in Cu.
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Ga—Ve in Cu

0.1 eV

Abb. 4.22: Von einem Gallium-Leerstelle-Komplex hervorgerufene Anderungen des Ma-
delungpotentials in Cu. )

Abb. 4.23: Von einem Germanium-Leerstelle-Komplex hervorgerufene Anderungen des

“Madelungpotentials in - Cu. -
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4.6. DISKUSSION DER ERGEBNISSE UND IHRE DEUTUNG

Da die Wechselwirkung von Defekten in verdiinnten Legierungen stark korre-
liert ist mit der elektronischen Struktur der Fremdatome, muB eine mikroskopische
Untersuchung wie die hier vorgelegte diese detailliert beriicksichtigen. Qualitative
Erklirungen der berechneten Trends sind jedoch mdglich, auch wenn diese die
Abschirmung der Fremdatome durch das Elektronensystem nurin sehr pauschaler

Weise wiedergeben.

4.6.1. WECHSELWIRKUNG VON 4SP-ELEMENTEN

Die Wechselwirkung einer Leerstelle mit einem sp-Fremdatom stellt einen be-
sonders einfachen Fall dar und wurde in Abschnitt 4.4 bereits im wesentlichen
erliutert. Da die Leerstelle eine wesentlich stirkere Storung des Wirtskristalles
ist als das sp—Fremdatom, kann der Ausdruck (4.25) fiir die Wechselwirkungsener-
gie, der auf dem Hellmann-Feynman—Theorem basiert, néherungsweise vereinfacht

werden zu

' Buw ™ AZy - AVHC (4.34)

Die Proportionalitit von Ky zu AZ 4 findet sich in den linearen Trends der Ab-
bildungen 4.3 bzw. 4.4 fiir die Wirtskristalle Nickel bzw. Kupfer wieder. Das
lineare Verhalten setzt sich in Kupfer deutlich weiter fort als in Nickel, was darauf
hindeutet, daB die Voraussetzungen, unter denen Gl. (4.34) abgeleitet wurde, in
Kupfer besser erfillt sind. Tatsichlich zeigt eine genaunere Betrachtung der Made-
lungpotentiale (vgl. Abschnitt 4.5), dafl Superpositionsgesetze von Typ (4.33) in
Kupfer gelten, wihrend dies fiir:Nickel nur mit Einschrinkung gilt.

Die Wechselwirkung zweier sp~Fremdatome 4 und B wird von der nahe-
rungsweisen Proportionalitit der Madelungpotentialdnderung AV£- zur Uber-
schulladung AZp dominiert, so daf} insgesamt eine bilineare Abhingigkeit re-
sultiert: |

Eyw~AZ AZpg - (4.35)

Dies ist im wesentlichen das Ergebnis der {iblichen Pseudopotentialtheorie zweiter
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Ordnung fiir die Wechselwirkung zweier Defekte. Fiir zwei gleiche Fremdatome
ergibt sich ein parabolischer Trend , der in Abbildung 4.8 klar ersichtlich ist; er
gilt natiirlich nur nadherungsweise fiir kleine AZ,. Man erkennt deutlich, dafl 3d-
Fremdatome mit der simplen Beziehung (4.35) bestenfalls bis AZ4 = —1 beschrie-
ben werden konnen, da sie starke Stérungen darstellen. Besonders interessant ist
die Wechselwirkung in Ni fiir kleine AZ 4. Wahrend Cu-Paare sich in Nickel an-
ziehen, stoflen sich Zn—, Ga— und Ge-Paare stark ab. Die Stérungsrechnung (4.35)
versagt offensichtlich in Ni schon fiir AZ 4 = 1. Dies ist eine Folge des Ubergangs-
metallverhaltens von Ni, das mit Pseudopotentialen und Stérungsrechnung zweiter

Ordnung nicht beschrieben werden kann.

4.6.2. WECHSELWIRKUNG VON 3D~-ELEMENTEN

Die Wechselwirkung von 3d-Fremdatomen kann im Rahmen eines Paarbin-
dungsmodells qualitativ verstanden werden, obwohl ecine Paarwechselwirkung eher

fitr kovalent gebundene Systeme charakteristisch ist.

Atome der 3d-Reihe zeichnen sich durch eine sukzessive Auffullung der 3d-
Schale aus. Nach den Hundschen Regeln werden von Sc (Z = 21) bis Mn (Z = 25)
erst die bindenden und dann ab Fe (Z = 26) die antibindenden Orbitale auf-
gefiillt. Diese atomare Struktur hat auch in Festkorpern Konsequenzen. Fir reine
Metalle aus 3d-Flementen gilt beispielsweise, daf} die Kohasionsenergie (die ein
Ma$B fiir die Bindung der Atome im Festkorper ist) ein parabolisches Verhalten
in Abhangigkeit von der Kernladungszah! zeigt [5]. Mit steigender Kernladungs-
zahl geht die Fermienergie durch immer hohere Energien des d-Bandes, so dafl
zur Mitte der Serie hin ein Maximum an bindenden Orbitalen gefiillt ist, wahrend
danach wegen der Besetzung antibindender Orbitale wieder eine Absenkung der
effektiven Bindungsstirke eintritt. Im Falle spinpolarisierter Systeme tberlagert
sich diesem einfachen Trend der Gewinn von Austausch—Korrelations—Energie, wel-
cher bei der Bildung lokalisierter magnetischer Momente auftritt; dies ist bei Mn

besonders ausgepragt.

Die Wechselwirkung von Paaren aus 3d-Fremdatomen in Cu ist besonders ein-

: ‘fach zu verstehen, da die relativ starke 3d-3d Bindung das Verhalten bestimmt.
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Ahnlich wie bei den Koh#sionsenergien findet man daher bei einer paramagneti-
schen Rechnung ein parabolisches Verhalten mit maximaler Bindung in der Mitte
der 3d-Reihe. Infolge der Spinpolarisation wird daraus dann ein Doppelmaximum
mit einer minimalen Bindungsenergie fiir Mn, ganz analog zu den magnetischen
Effekten bei den Kohisionsenergien. Im Wirtskristall Ni ist das Verhalten kom-
plizierter, da hier die 3d-3d Bindung der Fremdatome untereinander vergleichbar
ist mit den Bindungen zu den Ni-Atomen. In Abschnitt 4.2 wurde bereits darauf
hingewiesen, daf} die AbstoBung der Fremdatome in Nickel bzw. ihre Anziehung in
Kupfer eng verbunden ist mit den entsprechenden exothermen bzw. endothermen
Losungswirmen der Fremdatome in diesen Wirtskristallen. Im Paarbindungsmo-
dell bedeutet dies einfach, dafl in Ni eine wesentlich stirkere Bindung zwischen dem
3d-Fremdatom und einem Wirtsatom existiert als in Cu. Daher ist die Paarbin-
dung dieser Fremdatome in Ni energetisch ungiinstig, in Cu dagegen sehr giinstig.
Die Abbildungen 4.7 und 4.8 spiegeln daher die relative Grofle der Kohasionsener-
gie wider, deren parabolischer Verlauf durch magnetische Effekte in der Mitte der

3d—Serie modifiziert wird.

Fiir die Wechselwirkung eines 3d—Fremdatomes mit einer Leerstelle in Cu ist
die Hybridisierung der 3d-Zustinde mit den 4sp-Zustinden des Wirtskristalles
entscheidend, da bei der Bildung der Leerstelle diese Bindung gebrochen werden
muf. Dies kostet mehr Energie als die Bildung der Leerstelle in reinem Cu, so dafl
eine abstoBende Wechselwirkung zu erwarten ist, deren Maximum in der Mitte der
3d-Reihe liegen sollte, da dort nur die bindenden Zustéinde besetzt sind. Diesen
parabolischen Trend fiir nicht-spinpolarisierte Systeme zeigt Abbildung 4.6. Auf-
grund der Spinpolarisation erhélt man in der Mitte der 3d~Reihe jedoch in realisti-
schen Systemen ein ausgeprigtes Minimum, welches das Analogon zum Minimum
der Kohédsionsenergien in der Mitte der 3d~Reihe darstellt. Ein entsprechendes
Verhalten ist auch fiir die Oberflichenenergien der reinen Ubergangsmetalle be-
kannt. In Ni ist die Situation #hnlich, da auch hier die Bindungen zwischen dem
Fremdatom und den Ni~Atomen starker sind als die Ni-Ni Bindungen.
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4.6.3. VERGLEICH MIT EXPERIMENTELLEN RESULTATEN

Der Vergleich mit empirischen Daten ist schwer, da — entsprechend den expe-
rimentellen Bedingungen — nicht Bindungsenergien des Grundzustandes, sondern
Hochtemperatur ~ Bindungsenthalpien im Bereich zwischen 500 K und 1000 K ge-
messen werden. Eine Abschitzung der Grundzustandswerte ist nicht einfach, da
iiber die Schwingungs— und Konfigurationsentropie der Defekte nur wenig bekannt
ist.

Dariiber hinaus kénnen nur wenige experimentelle Resultate als zuverlassig
betrachtet werden, weil ~ wie in Abschnitt 4.5 dargelegt — die Agglomeration von
Fremdatomen zu einer effektiven Bindungsenthalpie fithrt, die einer Mittelung uber

die Bindungsenthalpien verschiedener Assoziate entspricht.

Die Zerlegung der effektiven Bindungsenthalpie von Germanium-Leerstelle~
Komplexen in Kupfer und Nickel nach den Beitrigen der einzelnen Assoziate an-
hand eines Komplex—Modelles wurde in der Arbeitsgruppe von Hehenkamp durch-
gefiihrt [50], [55]. Diese Daten sind wahrscheinlich als die gegenwartig verlafilich-
sten aufzufassen. Sie sind mit den Ergebnissen anderer Gruppen zu vergleichen,
die mit kernphysikalischen Mefimethoden das Verhalten lokaler Sonden untersu-

chen, welche nur ihre unmittelbare Umgebung wahrnehmen (z.B. Positronen im
Festkdrper [59]).
Fiir die Leerstelle-Germanium-Wechselwirkungsenergie (in V) findet man in

den jeweiligen Wirtskristallen :

* “Referenz Cu Ni
nach [22] -(0.274:0.10)
nach [59] -(0.23£0.10)
nach [50] -(0.18-:0.08) -(0.2040.08)
diese Arbeit -0.25 -0.29
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8, Zusammenfassung

Ausgehend von der Spindichtefunktionaltheorie in lokaler Dichtendherung und
der KKR-Greenschen Funktionsmethodé ist die Wechselwirkung einer Leerstelle
mit einem Fremdatom sowie die Wechselwirkung von Fremdatompaaren in Nickel
und Kupfer untersucht worden. Als Fremdatom wurden dabei alle 3d-Ubergangs-
elemente sowie die 4sp~Elemente bis auf Krypton betrachtet. Die Wechselwir-
kungsenergien wurden mit Hilfe eines grofikanonischen Energiefunktionals unter
Ausnutzung der Extremaleigenschaften der Gesamtenergie berechnet. Zugrunde
gelegt wurden Losungen der Kohn~Sham—Gleichungen fiir einen gestorten Cluster
von 20 Atomic—Sphere—Potentialen, der die auf nichsten Nachbarplétzen befind-
lichen Punktdefekte und die 18 nichsten Nachbarn beider Defekte enthilt. Die
Einteilchenenergien wurden mittels der Lloydschen Formel bestimmt, wihrend
bei der Berechnung der Doppelzihlkorrekturen die volle Anisotropie der Ladungs-
dichte beriicksichtigt wurde. Die dabei auftretenden Zellintegrale wurden zum
einen durch Atomic—Sphere-Integrale (Wigner—Seitz—Kugeln) approximiert, zum
anderen wurde eine Methode entwickelt, diese Integrale {iber die Wigner—Seitz—
Zelle durch die Einfithrung von Formfunktionen exakt zu berechnen. Es zeigt

sich, daf} der Einfluf der exakten Zellintegration auf die Wechselwirkungsenergien
relativ gering ist.

Mit Hilfe des Hellmann—Feynman-Theorems wurde durch Integration iiber in-
termedifire Kernladungszahlen ein exakter Ausdruck fiir die Wechselwirkung von
Punktdefekten abgeleitet, der nur die Ladungsdichte enthélt und eine direkte elek-
trostatische Interpretation dieser Energien erlaubt. Die mit dieser Methode gewon-
nenen Wechselwirkungsenergien stimmen gut mit den aus Gesamtenergierechnun-

gen bestimmten Werten iiberein.

Die Rechnungen zeigen, dafl in beiden Wirtskristallen 3d-Fremdatome von ei-
ner Leerstelle abgestoBen werden, wihrend 4sp—Fremdatome eine stark anziehende
. Wechselwirkung erfahren, die néherungsweise linear mit der Valenzdifferenz A Z

zum Wirtskristall variiert, und zwar bis zu hohen A Z ~Werten von AZ = 4 bzw.

AZ =5.

Fremdatom-Paare aus 4sp—Elementen stoflen sich in Kupfer und besonders in
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Nickel stark ab. 3d-Paare erfahren in Kupfer eine anziehende Wechselwirkung,
wahrend ihre Wechselwirkung in Nickel schwach abstofilend ist. Soweit experimen-
telle Vergleichsdaten vorliegen, stimmen sie mit den berechneten Werten befriedi-
gend uberein.,

Unter Ausnutzung des Hellmann~Feynman—Theorems wurde die Abstands-
abhingigkeit der Wechselwirkung von 4sp—Fremdatomen mit Leerstellen in Kup-
fer und Nickel untersucht. Die Wechselwirkung wird dominiert von der starken
Anziehung auf nachsten Nachbarplitzen; auf weiter entfernten Plétzen ist sie hin-
gegen relativ schwach und besitzt oszillatorischen Charakter. Ferner wurde mit
der gleichen Methode die Agglomeration von 4sp—Fremdatomen an einen bereits

bestehenden Komplex aus Leerstelle und 4sp-Fremdatom untersucht.
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Anhang A. Berechnung des verallgemeinerten Madelungpotentials

Das verallgemeinerte Madelungpotential V3;(R"™) (siche Gl (3.40)) wird
durch Losen des folgenden elektrostatischen Randwertproblems bestimmt:

Gesucht ist die Lésung der Poissongleichung (in CGS—Einheiten)
Ad(x) = —amp(z) (A1)

in einem endlichen Volumen V, auf dessen begrenzender Fliche S das Potential
¢ vorgegeben ist (Dirichletsche Randbedingung). Unter Verwendung einer klassi-

schen Greenschen Funktion lautet die allgemeine Losung [45]
H(r) = fvd3r' o) G(r,r') — — / ds’ ¢ BG(" r) (4.2)

Hierbei symbolisiert 8/8n in Ableitung in Richtung der &ufleren Normalen.

Wahlt man als Volumen eine Kugel mit Radius R, kann G(r,r') explizit an-
gegeben werden [45). Hier genfigt es jedoch G(0,r') anzugeben, da nur ¢(0) von

Interesse ist (V, ist fiir das Zentrum der Zelle definiert):

G{(0, 1”) = L -

= (A.3)

& -

Einsetzen in Gl. (A.2) ergibt
00 = [ & A= L [ &)+ - fi08(Rp ) (49)

d§) stellt das Raumwinkelelement dy d cos?d dar. Gl (4.4) 1aBt sich weiter ver-

einfachen, wenn p(r) und ¢(r) nach Kugelflachenfunktionen entwickelt werden
(L = ({,m)):
o(r) = ¥ pr(r)¥5 (@) (4.5)
L
)=2_¢1(r)
L

$(r) = Y7, (%)

Mit fdﬂl@m(cp,ﬁ) Vidm by g folgt

§0) = Var [ dr v pocole) ~ 5OUR)+ T=becalB)  (46)

g0
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Q(R) bedeutet dabei die gesamte Ladung in der Kugel. Das verallgemeinerte
Madelungpotential erhélt man folgendermafien aus Gl (A4.6):

Es wird ein System betrachtet, das die gleiche Ladungsdichte besitzt wie das
System, fiir das Vy; gesucht wird, jedoch ohne die Kernladung Z™e im Zentrum
(in Gl (4.1)) ist p(r) frei vorgebbar). Dann stellt ¢(0) das verallgemeinerte
Madelungpotential des Ausgangssystems dar, wahrend die Coulombpotentialkom-
ponente ¢y—g(R) des Hilfssystems einfach durch die entsprechende Komponente
des Ausgangssystems nach Subtraktion des Kernbeitrages %’;_e gegeben ist.

Wihlt man den beliebigen Radius R so, dafl er kleiner als der Abstand der
nachsten Gitternachbarn ist, bezeichnet p eine rein elektronische Ladungsdichte.
Sie folgt aus der in dieser Arbeit benutzten Teilchendichte durch p(r) = —e n(r).
Mit der Konvention V = —e¢ und nach Binfithrung atomarer Einheiten (e? = 2)

gilt dann (in zellzentrierten Koordinaten):

Vi (R™) :2\/;1;_/:2 dr r nj_p(r) + %(Zn - N™(R)) (A.7)

1
+ —_—
Vi
(vgl. die Entwicklungen (3.42)). N™(R) meint die gesamte Elektronenzahl in einer
Kugel mit Radius R, die am Gitterplatz R™ zentriert ist.

Vizo(R)
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Anhang B. Das Hellmann—Feynman—Theorem

Im Hellmann—Feynman-Theorem wird die Abhéngigkeit der Gesamtienergie
von einem aufleren Parameter A des Systems betrachtet. Da der Hamilton—
Operator des Systems explizit von A abhangt, sind die Eigenwerte und Eigenlosun-
gen implizit von A abhingig:

HRA)$(A)=EQ) $(3)  mit (¥,9) =1 (B.1)

Verandert man J, ist die totale Anderung der Energie gegeben durch

dE(A) 8H(A) Oy
= (w0, 2B ) + (G B9+ H5D) (B2
Die beiden letzten Terme kompensieren sich:
es lij
&, )+ (54, 55) = B (b,9) =0 (8.3)
Somit lautet das Hellmann—Feynman—Theorem
dE()) SH(A) __9H
B~ (won, ZE R wn) =< FE > (54)

Es stellt eine exakte Aussage dar, wobei im Gegensatz zur Storungsrechnung der
Erwartungswert (B.4) mit den korrekten Wellenfunktionen zum Parameter A be-
rechnet wird. Sein Vorzug liegt bei geeigneter Wah! des Parameters in der oft
sehr einfach durchzufiihrenden Differentiation des Hamilton—Operators nach A; die
Schwierigkeit besteht dann im Auffinden der exakten Wellenfunktionen. Insbeson-
dere konnen leicht analytische Ausdriicke fiir die Energiedifierenzen von Systemen
angegeben werden, die sich nur in den Werten des Parameters unterscheiden, in-
dem tiber Gl. (B.4) in dem zugehodrigen Intervall integriert wird.

Die Aussage des Hellmann—Feynman~Theorems kann analog in der Dichte-
funktionaltheorie formuliert werden [29]: Kennzeichnet ein duflerer Parameter A
eindeutig den Grundzustand eines Systems mit N{)) Teilchen, ist das Energie-
funktional implizit und explizit von A abhangig

E(X) := E{n(r; X), A} (B.5)
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Wegen der Extremaleigenschaften fiir Variationen um die Grundzustandsdichte

no(r; A) (siche Kapitel 2.1 und 3.1) gilt

§E{no(r; A); A} _
5%0(1’; A) = EF(A) H (B6)

so daf sich fir die totale Anderung der Grundzustandsenergie mit X ergibt
dE(X)  O0E{no(r;A),A} | fd37’ §E{ny(r; A), A} Ono(r; A)
T

a A dno(r; A) oA
_ SE{no(r; A); A} b
= 5 + Br()) 55 NV (B.7)

Die Anwendung des Hellmann-Feynman-Theorems in numerischen Rechnungen
setzt eine gute Approximation der Grundzustandsdichte voraus, da Abweichun-
gen von ne(r;A) bereits in erster Ordnung in den Fehler der totalen Anderung
(B.7) eingehen (die Extremaleigenschaften gehen verloren, weil in der Herleitung
die Euler—Lagrange—Qleichung (B.6) benutzt wird, die nur fiir die exakte Dichte
no(r; A) erfiillt ist.). Bei Defektrechnungen bietet es sich an, A mit der Kernla-
dungszahl Zp des Defektes zu identifizieren. Das den Punktdefekt enthaltende
System geht dann aus dem idealen Wirtskristall (host crystal) mit Atomen der
Kernladungszahl Zg hervor, indem die Kernladungszahl eines Atoms kontinuier-
lich von Zg nach Zp geéindert wird. Benennt man den Gitterplatz des Defekies
mit B", folgt fiir den Energieunterschied des Systemes mit dem Punkidefekt zum
idealen Wirtskristall:
dE

Zp
B — 7o) BT = - n 2% 8
AE = BE(Z"=Zp)— EB(Z" = Zx) o dz 70 (B.8)

Der Integrand ergibt sich nach Gl. (B.7) aus dem Energiefunktional (2.9). Bei der
partiellen Ableitung nach Z” liefert nur U{n} (in der Form (3.21)) einen Beitrag;
fiir metallische Systeme erfordert die Ladungsneutralitit N(A) = >, Z7. Das

Resultat

dE zm 3 n(Fr)
7= L TR w2 R B (8-9)
(#n)
kann durch das verallgemeinerte Madelungpotential (3.40) ausgedriickt werden:
dE
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Da ein Punktdefekt die Fermienergie nicht indert, ist Ep unabhingig von Z™.
Nach Gl. (B.7) mufl die Dichte zum aktuellen Wert des Parameters A bestimmi
werden: n{r) = n(r;Z"). Daher erfordert die Integration (B.8) dber Z" die

Kenntnis der Dichten zu allen intermediaren Kernladungszahlen des Defektes.

Die quantenmechanisch berechnete Dichte n{r) geht in die Gesamtenergiednde-
rung nur in Form des klassischen elektrostatischen Potentials ein. Dies erlaubt eine
einfache klassische Interpretation von Gl. {(B.10): Die Gesamtenergieinderung d£
setzt sich zusammen aus dem Term Vi (R™) dZ%, der Arbeit, die man gegen das
Coulombpotential aller anderen Kerne und Elekironen verrichtet, wenn man die
Kernladung des Defektes um dZ™ andert, und dem Term Ep dZ7, dem Energiege-
winn des Systems, wenn dZ™ Elekironen an der Fermienergie hinzugefiigt werden,
um die Neutralitit zu gewahrleisten. Die Energiednderung (B.8) lautet fiir ein
endliches AZ™:

AE =(Zp — Zg)Er — f;’ dZ™ Vi (R™) (B.11)

Diese Gleichung gilt auch, wenn die totale Anderung der Grundzustandsenergie
(B.7) nicht mit dem Energiefunktional (2.9), sondern mit dem grofikanonischen
Energiefunktional (3.5) berechnet wird.
o i 8E . 6E on
—=—— _—_ B.
izn ~ 87" + & 5 o (B12)
Wegen der Extremaleigenschaft (3.6) des grofikanonischen Energiefunktionals ver-
schwindet der zweite Term, so dafl gilt
dE 8k
Z5 " 5 (B.13)
Setzt man in diese Gleichung die Definition (3.5) des grolkanonischen Energiefunk-
tionals ein und berificksichtigt die Neutralitdt des Systems durch die Bedingung

N =3, Z™, ergibt partielles Ableiten nach Z™:

8E  8E 8
577 = azm ~ BF gzl [Er nl) -2 2™
8E -
— 5"2;; + EF (3.14)
- Somit folgt die Behauptung
. dE  dE
Zn " (B.15)
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