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Kristalifeldoperatoren

von

Peter Hoffmann




ABSTRACT

By means of inelastic magnetic neutron scattering the rare earth pentaphos-
phides REP; (RE=Ce,Pr,Nd,Dy) were investigated to determine the monoclinic
crystal field splitting of the lowest J multiplet. It was shown that the two tetrago-
nal crystal field parameters Aoy = —105.8meV /A% und Ay = 5.1meV/A? yields a
first good approximation to explain the splittings and susceptibility measurements
(except for NdP5 which shows superstructure)}.

Besides that the author pointed out how Stevens’ operator equivalent method
can be generalized to collect all of the tabulated tensoroperators and crystal field

operators in some few formulas.
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1. Einleitung

Substanzen, in denen das Seltene-Erd-Atom eine niedrige Punkisymmetrie be-
sitzt, scheinen im zunehmenden Mafle eine wichtige Rolle in der Festkorperphysik
zu spielen. Prominente Beispiele sind wohl die keramischen Hochtemperatursupra-
leiter REBayCug(Qy_gs oder die hartmagnetischen Materialien RF9 Fey4B. Beiden
gemeinsam ist, trotz ihrer so unterschiedlichen physikalischen Eigenschaften, die
ihnen innewohnende niedrige Symmetrie des Sellenen-Erd-Atoms. Die Seltenen-
Erden sind durch ihre lokalisierten 4 f-Elektronen charakterisiert, deren Energle-
niveaus in Kristallen durch die umliegenden Ionen eine zusitzliche Aufspaltung
erfahren: die sogenannte Kristallfeldaufspaltung. Von ihr wird vermutet, daf} ihre
Kenntnis wesentlich fiir das Verstandnis vieler mikroskopischer und makroskopi-

scher Phanomene ist.

Die magnetische Neutronenstreuung ist in vielerlei Hinsicht die ideale Me-
thode, um Kristallfeldaufspaltungen zn studieren. FBinerseits konnen die 4f-
Elektroneniibergange zwischen den Kristallfeldniveaus direkt beobachiet werden
(Kristallfeldspekiroskopie), anderseits geben die Linienformen Hinweise auf die
gugrundeliegenden Wechselwirkungen, denen das Seltene-Erd-Ion ausgesetzt ist

(magnetische Wechselwirkungen, Relaxationseffekte).

Im 4. Kapitel werden erstmalig mittels magnetischer inelastischer Neutronen-
strenung die Kristallfeldaufspaltungen der halbmetallischen Verbindungen REP;
(RE=Ce,Pr,Nd,Dy) untersucht, deren Punkisymmetrie des Seltenen-Erd-Atoms
sogar eine monokline ist. Diese hat auch Folgen fiir die theoretische Beschreibung
der beobachteten Kristallfeldaufspaltung: Im Gegensalz zu den oben genannten
Substanzen koppelt bel monokliner Punksymmetrie die gesamte Kugelflachenfunk-
tion eines 4 f-Elektrons an die Multipole des Kristallfeldes und nicht nur deren
Realteil, so dafl i.a. 14 Kristallfeldparameter zur theoretischen Beschreibung der
Kristallfeldaufspaltung der hier untersuchten Substanzen notwendig sind (Eine

Ausnahme bildet CePy mit 7 Parameter).

Die quantenmechanische Bewegung des 4 f-Elektrons wird nun durch die Kom-
ponenten eines k-stufigen Tensors (k=2,4,6) beschrieben, welche spatestens seit
Smith & Thornley [1] (1966) fur alle 32 Punkisymmetrien verfiighar sind.

Wahrend Stevens [2] im Jahre 1852 Realteile von bestimmten Tensorkomponen-




ten mittels der Operator-Aquivalenten—Methode ausrechnete, berechneten Smith
& Thornley die Tensorkomponenten allein aus den, die Tensorkomponenten de-
finterenden, Kommutatorrelationen. Im 3. Kapitel wird die von Stevens ein-
gefiihrte Operator-Aquivalenten—Methode so erweitert, daf es gelingt, die Tensor-
komponenten éthﬂ = Cﬂfnui.f,n fiir ein festes 7 aber beliebiges (!} n zu berechnen.
Es konnen so nicht nur die bei Smith & Thornley angegebenen Tensorkompo-
nenten in wenigen Formeln zusammengefafit werden (insbesondere also auch die
Kristallfeldoperatoren), sondern es gelingt auflerdem, die polynomiale Struktur

bestimmter 3j7-Symbole als Funktion ihrer Variablen anzugeben.




2. Theoretische Grundlagen

2.1. Diz KLASSIFIKATION VON ELEKTRONENTERMEN IN FREIEN ATOMEN
Die Klassifikaktion der Elekironen-Energieniveaus von Seltenen-Erden (RE)
in Kristallen ( z.B. REPy ) ist wegen der Lokalitit der die RE kenngeichnenen

4 f-Elektronen, praktisch gleich derjenigen von freien Seltenen-Erden.

2.1.1. ZENTRALFELDNAHERUNG

Zum Studium der Klassifikation von Elektronentermen in Atomen betrachtet
Judd [3] ein Atom im Grenzfall unendlich grofer Kernmasse mit der Ladung Ze
(e > 0), umgeben von N Elektronen, jeweils mit der Masse m, und der Ladung
—e. Der nichtrelativistische Hamiltonoperator H fiir die Bewegung der Elektronen

lautet dann

IA{ = ﬁk(—)e + ﬁe(_;e (2.1)
Ze?
bi - - — 2.2
koe Z (zme rt ) ( )
) N o g2
Hewe = Z — . (2.3)
i>3=1"ij

Hierin bezeichnet r; den Abstand des i-ten Elektrons vom Kern und r;; den Ab-
stand zweier Elektronen 7 und j. Der erste Summand Hy,,, von H beschreibt die
Bewegung von N unabhangigen Elektronen im Zentralfeld %Q des Kerns, wahrend
der zweite Summand Heo,. die Coulombabstoffung der Elektronen beriicksichtigt.
Die Bewegung des Elektronensystems ¥ wird durch die zeitabhiangige Schroding-

ergleichung

ih%?(a,:, ezt = BV, ) (2.4)

beschrieben. Eine exakte Losung von Gl (4) ist nicht mdglich, und wir sind

auf storungstheoretische Methoden [4] zur Bestimmung von ¥ angewiesen. Nun




bewirkt die Coulombwechselwirkung eine i. a. starke Kopplung der Elektronen, sie
ist also zu grof, um sie nur als eine Storung an Hpo,. aufzufassen. In der sogenann-
ten Zeniralfeldniherung &ufert sich die Coulombwechselwirkung eines Elektrons
mit dem Kern und den restlichen Elektronen darin, daf} sich das Elektron in einem
zentralsymmetrischen Feld —Egﬂ bewegt. Ansatze fiir U(r) erhalten wir z.B. aus
der Thomas-Fermi-Gleichung [4] oder aus dem Hatree-Fock- Verfahren [5] . Der

Hamiltonoperator H; durch

R N 262 N 62
=3 (-U() =)+ X = (2.5)
=1 t i>j=1 "4

definiert, wird dabei als eine kleine Storung an

By =Y (GF— 1 U() (2.6)

aufgefafit. H schreibt sich nun als H, + Ay, und um den EinfluB von I;{l. auf

H, 7u berechnen, 16sen wir als erstes die Bigenwertgleichung

7"1.2

2m,

A+ U(r))¥° =E°9° . (2.7)

N
> (=
i=1

U2 bezeichnet die Wellenfunktion des Elektronensystems zum Hamiltonope-
rator H, und zur Energie (bzw zum Elekironenterm } £°. Diese zeitunabhangige
Schrodingergleichung separiert in die Einteilchenwellenfunktionen ¢§(z} der Elek-

tronen durch Setzen von

N
UG den (Lin 0 EN) = I ¥, (z) (2.8)
i=1
und
N
Elykey = 2 B, (2.9)
1=1

so-daB jedes Elektron ¢Z(z) der Differentialgleichung




h?

2m,

(=5 A+ U (2) = Edile) (2.10)

geniigt. Dabei steht & fiir den Satz von Quantenzahlen, welcher die unterschiedli-
chen Energieniveaus E° eines Elektrons im kugelsymmetrischen Feld __Qéﬁ kenn-

zeichnet. Nach Dawydow [5] ist die allgemeine Losung fur ¥§(z) von der Form:

R
¢g(£) = __M}Gm(ga ¢) 3 (2.11)

= T

k kann also mit (nlm) identifiziert werden. Der winkelabhingige Teil von ¢ ist der
gleiche wie beim Wasserstoffatom und wird durch die Kugelflachenfunktionen Y7,
bestimmt, diese sind Eigenfunktionen des Bahndrehimpulsoperators 1 des Elek-

trons :

2¥;, = k(I +1) Y 1> 0und ganz (2.12)

zzYIm = hm Y, 5”11 <. (213)

Statt Yj,, schreibt man auch gern |lm >. In der spater dargestellten Kristall-
feldtheorie (Kapitel 2.3) spielen die Kugelflichenfunktionen ¥}, noch eine wichtige
Rolle. Wir werden im weiteren eine Darstellung der Kugelflichenfunktionen Yy,

bentitzen, wie sie Jackson [6] wahlit :

/21 1 l [~ m)! : -
ng(@, ¢) = 4—;-, EI + m; -PImI(COS 9)6””(‘15 (2.14)

mit den Legendrefunktionen P/

_1ymn d!—!—rn
(2113’ (1 _ m?)nl/?

PPz) = (22 -1y, (2.15)

den Polarwinkel § und Azimutwinkel ¢ . Die Kugelflichenfunktionen hangen also
gar nicht vom Zentralfeldpotential U(r) ab, und nach Dawydow geht U(r) allein
iiber die Differentialgleichung

R df : R+ 1)

_EWRTLI(T) +1 U(r) + 2mmr? ]Rnl("”) = EEIRRI(T) (2.16)




bei der Bestimmung von R, ein. Noch kurz einiges zur Gl. (16). Nach ihr
werden die Energieniveaus E° von Elektronen in kugelsymmetrischen Feldern al-
lein durch die beiden Quantenzahlen n und [ charakteristert. Die Quantenzahl n
heifit Heuplquanienzahl , wahrend man [ Nebenquanienzahl oder nicht gansz rich-
tig (aber dafiir sehr suggestiv), auch Bahndrehimpuls des Elekirons nennt. Bel
den zum Wasserstoff ahnlichen Atomen wie Het, LiTT, ... ist U(r) ein Cou-
lombfeld der Form =Z¢

Unterschied zum allgemeinen, kugelsymmetrischen Feld sind die Energieniveaus

, hier tritt dann die zufallige Coulombeniariung auf. Im

E° von den zum Wasserstoff &hnlichen Atomen zusaizlich in der Nebenquanten-
zahl [ entartet. Beiden gemeinsam ist eine Entartung in der magnetischen Quan-
tenzahl m (m nennt man auch gern die Projektion des Bahndrehimpulses I eines
Elekirons anf eine Quantisierungsrichtung z.B. e, ). Beriicksichtigen wir noch
den Elektronenspin s = 1/2, so ist in allgemeinen, kugelsymmetrischen Feldern
das Energieniveau E7; 2(2] 4 1)-fach entartet, wihrend ein Energieniveau Ej,
in zum Wasserstoff ahnlichen Atomen, Z?:—J 220 + 1) = 2n2-fach entartet ist.
Die Gesamtenergie, oder der Elektronenterm Séjw.’EN, des Elektronensystems ¥°
wird im kugelsymmetrischen Feld nach Gl (9) und GL (11) durch die Quanten-

gahlen
(nlll) ‘e (anN) (217)

allein bestimmt, sie werden die Flekironenkonfiguration des Atoms genannt. Tra-
ditionell wird s,p,d,f,g,h,0,k,1, ... firl=10,1,2,3, ... geschrieben und man spricht
von s-,p-, d-,f-, ...~ Schalen. Sind in der Elektronenkonfiguration Elekironen mit
gleicher Hauptquantenzahl dabei, so notiert man sie durch nljlyly ..., Elektronen
mit gleicher Haupt- und Nebenquantenzahl heiflen dgquivelent und werden durch
nl*F abgekiirzt.

Tabelle 1 und Tabelle 2 zeigen die Elektronenkonfiguration aller Seltenen-
Erden und der Jonen RE*t von Cer (Z = 58) bis Yiterbium (Z = 70) auf. Die
Seltenen-Erden haben die Hillle von Xenon (15225QPGSS2p6d10432p6d10532p6) plus
die in den Tabellen angegebenen Elektronenkonfigurationen. Die 4f-Schale wird
bei den Seltenen-Erd-Atomen nicht ganz gleichmaflig aufgefiillt, es konkurrieren

die 4f-,5d- und 6s-Zustinde miteinander (nach Landau).




58Ce | 50Pr | coNd | ciPm | c2Sm | e3liv | 4G4
4F5d6s2| 479652 | 454652 | 415652 | 470652 | 477657 |475d6s?
Gy | g | Pl | SHgp | TRy | 8BSy | Do
6570 | 66Dy | orHo | gsBr | oTm | 70Yd
41952 | 4710647 [4711652 |4£12652 |4 710652 [4f1%652
Hispo | °Is | *Tispa | *Hs | *Fopp | 'S
Tab. 1: Elekironenkonfiguration und Atomgrundzustinde aller Selienen-Erd-
Atome RFE.
53Cet [5oPr3t [N a3t | g1 Pmd+ | gaSm®+ |3 Bu®Y |54 Gdot
aft | 452 | 4f3 414 43 4f8 | 4f7
2Fyp | PHy | Mgy | OL | SHyy | TRy | %Sy
65T |66 Dy>t |67 HO T | gaBrd™ | goTm® | 70V 6%t
afS | ag® | a0 | afil | 4512 | 4413
"Fg |SHiyp | Iy | ‘g SHg | 2Fpp
Tab. 2: Elekironenkonfiguration und Grundrzusidnde aller Seltenen-Erd-lonen

RE3+




Fithren wir nun die beiden Spinfunktionen o und «~ fiir die beiden moglichen
Projektionen mg = +1/2 und m; = —1/2 des Elektronenspins § ein, so konnen wir
den Elektronenspin berticksichtigen. Die Wellenfunktion eines Elektrons schreibt

sich dann als
P () = Pl) o (2.18)

oder
b (2) =¥} o™, (2.19)

je nach Spinrichtung. Mit ¢ losen nun auch die 97 » die Eigenwertgleichung (2.10)
und sind demnach auch mdgliche Einelektronenzusténde. Fir das Elektronensy-
stem selbst bedeutet dies, daf die \I'ki’ A mogliche Zustinde des Elektronensy-
stems darstellen. Das Pauli- Prinzip (W Pauli 1925) verbietet nun den Aufenthalt
zweier Elektronen in einem Zustand, welcher durch die gleiche Quantenzahl k&
(bzw k™) gekennzeichnet ist. Somit sind nicht alle Zustande \I’kli, g in der
Natur auch realisiert, vielmehr nur solche, die sich enfisymmeirisch bzgl. .einer
Permutation zweier Quantenzahlen kl und k2 verhalten. Eine tbliche Darstel-
lung fiir die antisymmetrischen Zustidnde ‘Irkf:, & des Elektronensystems sind

die sogenannten Slaterdelerminalen

Vis pi = e ... kR (2.20)
mit
+ + e O
& ... Ex] = \/—PgN( nF ki (1)4’ P(2)(2) ’ﬁb&}ﬂ-;(N)(N)' (2.21)

Beispiel : Die Elektronenkonfiguration von Pr3% ist nach Tabelle 2
1s2232p6332p6d10432p6d10532p64f2, d.h. alle Elektronen - bis auf die beiden
squivalenten 4f-Elektronen - sitzen in abgeschlossenen s-,p- und d-Schalen. Die

moglichen Zustande ‘I’ki . des Elektronensystems sind somit {mit k = (nlm) =

(4fm), deute also &¥ = i )

327 (3737% [(=3)717h RG] (2.22)
von denen es insgesamt (2(2'3"'1)) = 91 Zustande \P . 4 gibt. Pr®t hat also in
1 ’

der Zentralfeldndherung nur einen Elekironenterm 8 T =2-E] T welcher 91-fach

e_ntart_et ist.
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Tabelle 3 zeigt die Entartung der Elektronenterme E,ffﬂ =n: Eff fiir alle

Seltenen-Erd-Ionen RE3T auf. Die Seltenen-Erd-Tonen RE®T haben in der Zen-

tralfeldnaherung jeweils nur einen Elektronenterm 52}’“ = n-Ejf, welcher (1n4)—fa,ch

entartet ist.

53Ce [ 5o Prit [goNd3 [ gy Pmd+ gpSm®t | g Bu’ T |g4Gd®*
aft | oaf? o4t | 4rt afs | 4fS | 4f7
14 91 364 1001 2002 3003 3432

o5 TH |66 Dyt | g7 Ho™ | 6 Br®t |goTm®t | 70 6*"
A8 | 40 | ap® | afiL | afi2 | 41
3003 2002 1001 364 g1 14

Tab. 3: Entartung des jeweiligen Elekironentermes von RE3*, wie man ihn aus

der Zentralfeldnaherung erhalt

11




2.1.2. FEINFLUSS DER COULOMBABSTOSSUNG AUF DIE KLASSIFIKATION DER

FELEKTRONENTERME EF
ﬁl 1'“»&N

Wie wir im Kapitel 2.1 am Beispiel der Seltenen-Erd-Ionen RE®F gesehen
haben, sind die Elektronenterme 5531 iy i. a. hoch entartet. Die Stérung

N ) N 2
- e e
Hy=3 (-U() - —=)+ > —
i=1 i isj=1"ij

hebt nun diese Entartung teilweise auf: wihrend der erste Summand die Elektro-
nenterme £ als ganzes verschiebt und daher im weiteren weggelassen wird, ist der

zweite Summand, die Coulombabstoflung Heore, in der Darstellung
<88 Mg L Mp|Hewel|6 S My L' My > (2.23)

in 5§, Mg, L und My diagonal und tiberhaupt unabhangig von den Projektionen
Mg und My, (sieche Judd), falls wir den Gesamtbahndrehimpuls L

le>

N N
=3 und den Gesamtspin §: §=> % (2.24)
t=1 i=1

k

Unabhéngigkeit des Matrixelementes unter Gl. (23) von den beiden Projektionen
Mg und My, schreiben wir im weiteren < § 2541 L | Herse | 6" 2541 > =: kg o
statt < 6 § Mg L My | Howe | 8" S Mg L My, >.

Der Multiindex § steht hierbei fiir alle weiteren Quantenzahlen, die neben 5,
Mg, L und My, fur die Charakterisierung des Zustandes ¥° notwendig sind, er

enthalt also insbesondere auch die Quantenzahlen n und ! der radialen Anteile

fir das Elekironensystems 99, pt = | 6 S Mg L My, > einfihren. Wegen der
1 T

R,;; von 1,bzi.

Die Diagonalisierung unter Gl. (23) reduziert sich so auf die Diagonalisierung
der Matrix (h(g,(gr)g,é,.
[ © 2541 > erhalten, welche aus einer Linearkombination der | § 25+1[ >-

Aus der Diagonalisierung wird man Eigenvektoren der Form

Zustande entstehen.
Beispiel : Fiir ein 4f"-Elektronensystem bedeutet dies: Zur Berechnung der

Storung durch die Coulombabstofung Hi = Heeyo am Elektronenterm ijn sollten

14

" )-Eigen{unktionen so zu elnem Zustand

die winkelabhéngigen Teile | I m > der (
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$ gekoppelt (lies: linear kombiniert) werden, so daf er simultan eine Eigenfunktion

von L und § ist:

2% =R2L(L4+1)®, L >0undgans; L,®=hM;®, |Mp|<L (2.25)

5§70 =125(S+1)®, S>0undganz; 4,%=hMsd, |Mg<S . (2.26)

Wir identifizieren dann @ mit | 4f" § § Mg L My >. Wir kénnen sogar den
radialen Teil von | 4" § § Mg L My > bzw. von | 4" Q@ 5 Mg L My > wegen
der Aquivalenz der 4f-Elektronen explizit herausziehen: nach GL (21) (und dem
eben Gesagtem iiber die Quantenzahl §) erhalten wir sofort

n
[4f" QS Mg L Mp > = [l |Rys(i) > [4f"vSMgL Mp> .  (2.27)

i=1

Mit < p;lR4p(1) >= Ryp(r;) == &{'ﬂﬂ und der Wellenfunktion
| 4f* v § Mg L My >, welche nun allein eine Linearkombination aus den n
Kugelflachenfunktionen | f; m; > ist. Fir v selbst gilt: In der ungekoppelten

Darstellung bestimmen die 4n Drehimpuls-Quantenzahlen
(fi my, s1mgy) .. (fn my, 50 ms,) (2.28)

den Elektronenterm 5;’],,7, eindeutig. Da nun aber bei der Kopplung (des win-
kelabhingigen Teils) der Einteilchenzustande | f; my, s; ms; > die Anzahl der
Drehimpuls-Quantenzahlen erhalten bleiben mufl, steht demnach + far einen Satz
von 4{n — 1) Drehimpuls-Quantenzahlen. Die nicht triviale Aufgabe der Kopplung
von mehr als zwel Drehimpulsen findet man im Kapitel 2.2 skizziert. Die Elektro-
nenterme von H' = H, + H..,. kennzeichnet man durch die Atomzustinde 25+1p,

und nennt die Energieniveaus

Eosarp =< QBH | H | Q8 s 4 < aPH P B, | 2% >
(2.29)
des Elektronensystems zu den (25 + 1)(2L + 1) Zustinden | Q@ § Mg L My, >, die
EBlektronenterme von H'. Welchen Atomzustand 25¥1L ein Atom im Grundzustand
einnimmt, legt die empirisch aufgestellte, sogennante Hundsche Regel (F.Hund
1925) fest:

yDer Elektronenterm £gs1s; mit dem fiir die gegebene Elektronenkonfiguration
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groftmoglichen Wert von S und dem grofSten (bei diesem S mdglichen) Wert von
L hat die kleinste Energie .”

Die Atomgrundstiande 25+17 aller Selienen-Erd-Atome findet man in Ta-
belle 1, die Grundzustinde aller RE® - Jonen in Tabelle 2 (fiberlese dabei erst-
mal den rechien,unteren Index an 25+1 1 und setze S,P,D,FGH,I K.. fir
L =0,1,2,3,4,5,6,7...). Wie die Elektronenterme Effn der Seltenen-Erd-lonen
RE3Y unter der CoulombabstoBung He.se in die Energieniveaus
Eoseip = Efat < 02 2841 | Hewe | 02 25+ > aufspalten, erhilt
man allein aus gruppentheoretischen Uberlegungen, wie sie z.B. Judd anstellt.
Die Tabellen 4 bis 6 zeigen auf, wie die Elektronenterme £ der Seltenen-Erd-
Tonen RE®T unter der Coulombabstofiung in die Energieniveaus £g54; I zerfallen

(nach Nielson & Xoster {7] ).

Anzahl|Ce’t Y13+ | Entartung

1 p 14
Anzahl|{ Pr3t Tm3t | Entartung | | Anzahl| Pr3t Tm3t | Entartung
1 s 1 1 Sp 9
1 'p 5 1 SF 21
1 e 9 1 Ir 13
1 SH 33 D =91
Anzahl| Nd3* Er3t | Entartung | | Anzehl | Nd®t Er3t | Entartung
11 i5 4 1 2p 6
1 4D 20 2 ’p 20
1 iF 28 2 F 28
1 g | 36 2 2G 36
2 2H 44 1 ir 52
1 5 26 1 2K 30
1 ’r 34 3 =364

Tab. 4: Alle Atomzustinde von Cedt, Y3+, Pr3t Tm3t Nd3t und Erdt
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Pm3+ Pm3+ Pm3+
Anz. Ent. || Anz. Ent.| | Anz. Fnd.

Host HOE-!— HO3+

1 5 | 5 2 ) 3 Sp 27

1 5D | 25 2 | 3D | 30 4 | 1p 20

1 1% | 35 4 | 3F | 84 1 1y 7

1 | 5@ | 45 3 | 3¢ | 81 4 | 1@ 36

4 | SH 132 2 | 1H | 22 1 57 65

2 3T i 78 3 17 | 30 2 | 3K 90

1 | g | 15 1 3, | 51 2 17, 34

1 | 3M | 57 1 Iy | 21 ¥ = 1001
Sm3+ Sm3+ Sm3+

Anz. Ent. Anz. Ent.} t Anz. Ent.

Dy3+ Dy3+ Dy3+

1 i5 4 1 | %2 | 18 2 | 4P | 24

4 | 2?p 24 3 | 4D |60 5 | 2D | 50

1 6p 42 4 | 4p 112 7 | 2F | 98

4 | 4@ 144 6 | 2G 108 1 | S0 | 66

3 | 47 132 7 | 2H | 154 3 47 | 156

51 130 2 | 4K [120|| 5 | 2K | 150

1 i 68 3 2L | 102 1| 4M | 76

2 .| M 76 1 N} 42 1 | 20 | 46

% = 2002

Tab. 5: Alle Atomzustinde von Pm3t, Hod™, Sm3+ und Dy5t

15




Eu3-{~ Eu3+ Eu3+
Anz. Ent. Anz. Ent.! | Anz. Eni.
TbS+ TbS+ TbS-I—
1 | 5§ 5 4 | 1s 1 | 5P | 15
6 | 3P 54 1 | P 3 | 9D | 75
5 | %D 75 6 | 1D | 30 1 | TF | 49
2 | °F 70 g | SF | 189 4 | 1p | 28
3 | %@ 135 7 | 3G | 189 8 | lg | 12
2 | °H 116 g | SH | 297 4 | 1H | 44
2 | 57 130 6 | I |234 7 | r {91
1 | %K 75 6 | 3K | 270 3 | 1K | 45
i S, 85 3 | 3L {153 4 | 1L | 68
3 | 3M 171 2 | M | 38 1 | %V | 83
2 | N 42 1 | %0 | 69 1 | g | 25
% = 3003

Anz.|Gdt | Ent. | | Anz. |Gd®T|  Ent. Anz.|Gd3 | Eat.
1 | 85 | 8 2 | 48 8 2 | 25 | 4
1 | %P | 18 2 | 4P 24 5 | 2p | 30
1 | %> | 30 6 | ‘D 120 7 | 2D | 70
1 | 8F | 42 5 | 4F 140 10 | 2F | 140
1 | %G | 54 7 | 46 | 252 10 | 2G | 180
1| 6x |66 || 5 | 4H | 220 o | 25 |198
1 | 81|78 5 | 4 260 9 | 25 |234
3 | 4K | 180 7 1K 210 3 | 4L | 204
5 | 2L | 170 1 | ‘M 76 4 | %M | 152
1 | 4N | 84 2 | 2N 84 1 | 20 | 46
1] 29 |50 || % = 3432

Tab. §: Alle Atomzustande von Eudt, TH und Ga3t
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92.1.3. EINFLUSS DER SPIN-BAEN-WECHSELWIRKUNG AUF DIE KLASSIFIKATION

DER ELBEKTRONENTERME &a541p

Sind die Elektronengeschwindigkeiten des Elektronensystems im zeitlichen
Mittel klein im Vergleich zur Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢, so erhélt man nach

Landau durch das Addieren von

N
Hpg =) &(ri)él; (2.30)
=1

zum nichtrelativistischen Hamiltonoperator H, mit

K2 dU
_ a 2.31
£) = g g ) (2.31)
die relativistische Verallgemeinerung H,.;. Wir schreiben:
Hyg=Hot Hewe + Hpg . (2.32)

Die Darstellung unter Gl. (32) ist nicht ganz ohne Absicht, denn i. a. konkurrie-
ren die CoulombabstoBung und die Spin-Bahn-Wechselwirkung miteinander und
legen letztendlich fest, wie die Einteilchenzustande | [ m > gekoppelt (lies: linear

kombiniert) werden. Man unterscheidet drei Kopplungsarten:

" Ist die Spin-Bahn-Wechselwirkung # 1 klein im Vergleich zur Coulombab-
stoflung Heose, so kombiniert die CoulombabstoBung zuerst die Einteilchen-
zustande | I my s ms > zu den LS-Zusténden | 6 § Mg L My >, wahrend die
Spin-Bahn-Wechselwirkung dann diese LS-Zusténde zu den Spin-Bahn-Zustanden
| § (SL)J My > koppelt (genaueres siche unten), man spricht in diesem Falle von
der LS— bzw von der Russell — Saunders — Kopplung (H.Russell, F. Saunders
1925). - |

Ist hingegen die Coulombabstofiung klein im Vergleich zur Spin-Bahn-
Wechselwirkung, dann liegt die sogenannte jj — Kopplung vor, denn im Unter-
schied zur LS-Kopplung, kombiniert nun die Spin-Bahn-Wechselwirkung zuerst die
Einteilchenzustande | I m; s ms > zn den Zustanden | (sl)j m; >, wihrend die

Coulombabstoffiung dann diese j—Zustinde zu den Zustinden | § J My > koppelt.
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L und § selbst sind nun auch keine guten Quantenzahlen mehr, denn nur J bleibt
erhalten, nicht aber I bzw S.

Im Falle der infermedidren Kopplung sind die Spin-Bahn-Wechselwirkung und
die Coulombabstofiung von der gleichen Groflenordung, so daB nun beide Sum-
manden der Summe H, cre + H s simultan eine Storung an f{o sind.

Obwohl die Seltenen-Erden nach Hiifner [8] i. a. intermediar koppeln, ist
es trotzdem erlaubt, die Grundzustande der Seltenen-Erd-Ionen RE3t in der LS-
Kopplung darzustellen, so daf} die Spin-Bahn-Wechselwirkung eine kleine Stérung
an den Elekironentermen Es54; I darstellt. Um diese Stérung quantitativ auszu-
werten, beachten wir, dafl sich Gl. (30} innerhalb eines £g54; ;-Termes dann nach

Judd zu
Hpg=XNS,L)- L8 Xreell (2.33)

schreiben laft. Dieser Hamiltonoperator ist dann wegen

a1 .

Si = -2-(J(J + 1)~ L(L+1)—5(5+ 1)) (2.34)
in den 2J 4 1 Spin-Bahn-Zustinden | @ (SL)J M; > diagonal und unabhangig
von My und Q. Wir diirfen daher statt < Q(SL)J My | Hgy | QSL)M; >
auch < 2S+1LJ | ﬁﬁ [ 2S+1LJ > schreiben und man nennt die 25+1LJ die
Atomzustinde von H,.. Die Spin-Bahn-Zustinde selbst erhilt man aus den

[0S M¢ L My > durch Drehimpulsumkopplung:

. S L J
IQSD)TMy >= 5 V2T +1(-1)5+-My ( ) (QSMg LML >
| MM, Mg My —My
(2.35)
. i S L J ‘
Hierin koppelt das 3j-Symbol den Bahndrehimpuls I und den
Mg Mp —Mj

Spin S des Elektronensystems zum Gesamtdrehimpuls J = Z+ S und verschwindet
genau dann nicht, wenn Mg + M7 — M7 = 0 und wenn J aus

der Menge {| L— 51, ... , L+ S} (bei vorgegebenen L und §) ist. Diese Answahl-
regeln sind es, welche ein Rechnen mit den 3j-Symbolen so angenehin machen,
auch wenn die numerischen Werte dieser Symbole nur iiber Tabellen erreichbar
sind (z.B. Rothenberg [9] ).

. "“Wie ‘sieht nun der Energiebeitrag von H s 2um Elektronenterm Egs44y,

aus? * Nach Storungsrechnung und Gl. (32) haben wir das Matrixelement
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< SHp, | ﬁ& | 25411, > zum Elektronenterm £gs45y zu addieren und
man nennt die Summe den FElektronenterm 525+1LJ des relativistischen Hamil-

tonoperators H,,. Wir haben somit
Eos+1p, = Egsvip + g—(J(J + 1) - LL+1)—8S(5+1)) (2.36)
mit J=|L~-S]|, ..., L+ 5 Woraus leicht
Eosvip, — SQSH.LJ—I =A-J (2.37)

folgt, d.h. fiir ein nichtverschwindenes X ist der Abstand zweier benachbarter
Spin-Bahn-Niveaus 825+1LJ und 52,5‘+1LJ“j proportional zum Gesamtdrehimpuls
J des hoherliegenden (tieferliegenden) Multipletts Egst1p, falls A > 0 (A < 0).

Noch eine Bemerkung zum Vorzeichen von A: Hat das betrachtete Atom bzw.
Ton nur eine nicht aufgefilllten Elektronenschale, so ist nach Landau A > 0 fir die
weniger als halbgefiillte, A = 0 fiir die halbgefiillte und A < 0 fiir die fast gefillte
Elektronenschale, Die Landésche Intervallregel (A.Landé 1923):

,,Fiir A > 0 ist die niedrigste Multiplettkomponente 525+1LJ das Niveau mit
dem kleinsten J, also mit J = |L — S|, diese Multipletts heiflen regelrechte Mul-
tipletts. Ist A < 0 dann liegt das Niveau mit J = L -+ S am tiefsten (verkehrtes
Multiplett).”

liefert zusammen mit Gl. (36) und der Hund’schen Regel die nachfolgenden
Bilder 1-3, welche die Spin-Bahn-Aufspaltung €os,+1 Loy — Eog.11 I, des Atom-
grundzustandes 250+1 L, fiir alle Seltenen-Erd-lonen RE3Y (ausgenommen Gd3+
fiir welches A = 0 ist) in Einheiten von A(2%e11L,) = A(S,, L,) aufzeigen, wéhrend
in der Tabelle 2 die Grundzustande aller RE3* zu finden sind.
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Bild 1: Die Spin-Bahn-Aufspaltung [E2s5,+1 Lo; ~ 8250+IL0]/A(250+1 Lo)
des Atomgrundzustandes 2501 fiir die Seltenen-Erd-Tonen
Ce3T Pr3t Y53+ und Tm3t. VB3 und Tm3t haben nach obiger Ar-

gumentation verkehrte Multipletts. Fiir sie ist daher dieses Blatt auf

den Kopf zu stellen. (Die Beschriftung deutet dies an}.
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1§12

Bild 2 : Die Spin-Bahn-Aufspaltung [Egso+15  — Essots LA+ L)
des Atomgrundzustandes 28o+1p,  fiir die Seltenen-Erd-Ionen
Nd3*t Pm3* Erd+ und Hot. Er3t und Ho’t haben nach obiger Ar-
gumentation verkehrte Multipletis. Fiir sie ist daher dieses Blatt auf

den Kopf zu stellen: (Die Beschrifiung deutet dies an). = -
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Tk 3
e
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Bild 3: Die Spin-Bahn-Aufspaltung {£es,+1 LOJ. - 525°+1Lo]//\(23°+1 Lo)

des Atomgrundzustandes 2S°_+1.__L0 fiir die Seltenen-Erd-Ionen .
Sm3+ Budt Dyt und TH. Dyt und TH*F haben nach obiger Ar-
-gumentation verkehrte Multipletts. Fiir sie ist daher, dieses Blatt auf

den Kopf zu stellen. (Die Beschriftung deutet dies an}... -
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2.2. IRREDUZIBLE TENSOROPERATOREN UND MATRIXELEMENTE

In den Jahren von 1942 bis 1949 veroffentlichte Racah vier Artikel
[10,11,12,13] im Physical Review unter dem allgemeinen Titel Theory of Com-
plez Spectra. Bis zum Erscheinen dieser Artikel bestand die Standardmethode
zur Berechnung von Elektronentermen in komplexen Atomen in dem Befolgen
einer Reihe, im Jahre 1929 von Slater [14] formulierten Regeln. Um diese Re-
geln theoretisch zu begriinden, fihrte Racah, im zweiten der vier Artikel, den
Begriff des Tensoroperaiors ein. Im vierten Artikel wendete er die Theorie der
kontinuierlichen Gruppen auf diese Operatoren an und gelangte so zur einer Klas-
sifizierung von 4 f™-BElektronentermen. Die Tensoroperatoren deutete er dazu als
infinitesimale erzeugende Operatoren der Gruppen Uz, Ry und Gy, und fithrte ihre
irreduziblen Darstellungen zur Klassifikation der Zustande [4f"v(SL)JM > ein.
Das Symbol v steht also fiir die irreduziblen Darstellungen der Gruppen Uy, Ry
und Gy. BEine gute und moderne Binfithrung findet man im Judd [3] .

2.2.1. DI DREHIMPULSDARSTELLUNG

Sei J der Gesamtdrehimpuls eines betrachieten Systems und bleibe dieser zeit-
lich konstant ( z.B.: der Gesamtdrehimpuls des 4f"-Elektronensystems eines freien
Seltenen-Erd-lons REST ). Der zum Gesamtdrehimpuls J, nach dem Ehrenfesi-
schen Theorem [4] , zugeordnete Vektoroperator 71 ist dann hermitisch(? und im

Laborsystem(S) gentigen die Komponenten den Vertanschungsrelationen
[ds, :[y] =i, und zyklisch . (2.38)

Die Drehimpulskomponenten vertauschen nicht, und es gibt somit keine Darstel-
lung des Vektoroperators J, welche in allen Drehimpulskomponenten simultan

diagonal ist. Andererseits vertauscht der skalare Operator ,22

AR N S (2.39)

(1] in Einheiten von A
[2}. besitzt also in irgendeiner Darstellung reelle Eigenwerte

Bl Alle Aussagen gelten anch fiir ein korperfestes System, wenn z, y und z durch
die korperfesten Achsen a, b und c ersetzt werden

23




mit allen Drehimpulskomponenten, so daf} sowohl | 52 Iy > | i’ iy > als auch
| iz J, > mogliche Darstellungen von J sind. Der Drehimpulsoperator J ist we-
gen GL (39) nur in einer der drei Darstellungen diagonal und traditionell wird
die z-Achse als Quantisierungsachse genomien; man wahlt daher die Darstellung
[ ,2‘_2 J, > fiir J. Mittels der hermitischen Drehimpulskomponenten J, und ;Ly
werden die nichi-hermitischen sogenannten Leiteroperaforen Jg o= Jd. & iiy ein-

gefiihrt. Die Kommutatorrelationen Gl. (38) schreiben sich dann zu
22 4 22
(17, d:]=[d",de] =0, (2.40)
[izai:l:]: :E:z:!:r [i-{v:i«-]: 2&22. . (2'41)
Aus diesen Vertauschgesetzen ergeben sich die Eigenwerte von 3? und J, - in der
Darstellung | it J, > fiir J -- su j(5+1) und m, wobei j = 0, %, 1,...undm=j,j—
1,...,—7 ist. Die Darstellung | :12 J, > heift Drehimpulsdarsiellung , und man
schreibt sie zu {| j(j +1),m >}, = {| jm >}m- Nach Kapitel 2.1 identifizieren
wir | 7 m > mit Yj,,,. Bei vorgegebenen, konstantem j bilden die 27 + 1-Zustande
{| 7 m >},, eine Basis fiir eine irreduzible Darstellung D; des Drehimpulsoperators
J. Wihrend J° und J, in der Drehimpulsdarstellung diagonal sind
22 . s .
I im>=i(G+1)iim>
doljm>=m|jm>, (2.42)
vermitteln die Leiteroperatoren Ji zwischen den Zustanden mit gleichem j und

verschiedenen m

Jilim>=iG+1)-—mmE£1)|imtl> (2.43)

und daraus folgend

P ims= \](j;m)!(]::i:m—l—n)!

(7 E£m)(GFm—n)
Die Phasenunterschiede von Zustanden mit gleichem j und verschiedenem m wur-
den dabei, einer Konvention von Condon & Shortley [15] folgend, zu +1 ange-
nommen. AufBerdem werden die Phasen der {| j m >}jm Zustande auf ein geeig-

netes Verhalten bzgl. der Zeitumkehrt4] abgestimumt

[ ,m*n> Jallsn > 0.  (2.44)

Him>e=[Fm >=]jm>= (=1 j,—m > (2.45)

4] # .= Zeitumkehroperator
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damit insbesondere alle dreh- und zeitumkehrinvarianten Operatoren reelle Ma-
trixelemente haben. Gl (45) ist auch der Grund fiir das Kramers-Theorem :
. Systeme mit ungerader Fermionenzahlsind, bei zeitumkehrinvarianten Hamilton-

operator, zweifach entartet.”

Denn nach Gl (45) folgt

Plime= ()M im> . (2.46)
Betrachte nun
< jmlfm >=< jmlm >= (-1)% < jm[jm > (2:47)
wegen Gl. (47) dann
(1—(=D)¥) < jmlj,—m>=0, (2.48)

so daf die Zustande [ 7 m > und | j,—m > im Falle ungerader Fermionenzahl zu-
einander orthogonal sind. Insbesondere heifien die Seltenen-Erd-lonen RE3 mit
ungerader Anzahl von 4f-Elektronen Kramers-Tonen { also z.B.: Cedt, Nd3H ... )

und ihre Zustinde sind dann in statischen, elekirischen FeldernP®)®] mindestens

zweifach entartet.

2.2.2. KoPPLUNG VON DrReEHIMPULSEN : CLEBSCH-GORDAN-KOEFFIZIENTEN
UND 3j-SYMBOLE

Die Kopplung zweier Drehimpulse ist uns schon im Kapitel 2.1 begegnet, als

wir den Bahndrehimpuls £ und den Spin § eines freien Atoms zum Gesamtdreh-

impuls J gekoppelt haben. Hier soll nun die Kopplung von N unabhangigen

Drehimpulsen J,, zum (Gesamtdrehimpuls J

[51 Gerade hier findet das Kramers-Theorem seine Anwendung

[l Beispiele solcher Felder sind die Kristallfelder (siehe Kapitel 2.3), bel denen
die Zustinde dann Linearkombinationen der Spin-Bahn-Zustinde | J M >

sind
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kurz skizziert werden. Da die Einzeldrehimpulse J,, und 4, voneinander un-
abhingig sein sollen und damit deren Operatoren J, und J, untereinander ver-
tauschen, gelten fiir jeden der Drehimpulsoperatoren J, Jy, ..., dn jeweils die
Kommutatorrelationen aus dem Kapitel 2.1. Wir haben also fiir jeden Drehim-
pulsoperator Jj,, die Drehimpulsdarstellung {| jnmn >} jam, Die Produktabbil-
dung

{itm - INm > m), Game)

={lj1m1 > .. [Ny >} Gimg),.. Gemn) (2.50)

ist dann eine Darstellung von J, und man nennt sie die ungekoppelie Darstellung
von J. Leider bleiben i. a. die Einzeldrehimpulse nicht konstant, so dafi die
ungekoppelte Darstellung von J nicht sehr praktisch ist. Sie hat auch einen ent-
scheidenen Nachteil : Nehmen wir dazu an, J bleibe zeitlich konstant. In diesem
Falle ist die ungekoppelte Darstellung von J sicherlich eine ungiinstige Darstel-
lung, da sie die Konstanz von J iiberhaupt nicht beachtet. Vielmehr hatte man
gern eine solche Darstellung von J, die dieser Konstanz Rechnung tragt, also J
explizit enthali. Bevor wir solche Darstellungen von J angeben, beachten wir, dafi
noch weitere Vertauschgesetze gelten. Diese vermitteln zwischen dem Gesamtdre-

himpulsoperator 4 und einem Einzeldrehimpulsoperator J,, :

[des dne] =0, [de,duy)=—[dy, dnz} =idn, und syklisch. (2.51)
Suchen wir nun solche Darstellungen von J, welche auch J enthalten! Einen ersten
Hinweis erhalten wir aus der Gleichung

[322 ¥ s}—nz] = Z :Zn’-{— in— - in’__ :Zn-;— . (252)
n'#n

D.h.: Wenn nun der Operator 32 in einer Darstellung diagonal ist, dann k6nnen es
die N Operatoren J,, nicht mehr sein. Zum Gliick vertauscht aber weiterhin iz
mit den N Gperatoren ii, welche von der ungekoppelten Darstellung her bekannt
sind. Auflerdem finden wir, daB diese N + 1 Operatoren noch mit J, vertauschen.
Wir sammeln nun unsere Ergebnisse und finden : Wahrend die ungekoppelte Dar-

st_ellu_ng_ifon_ J

{l7ima . nmy > gimy), (iamay)
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a priori 2N Quantenzahlen enthalt, enthalt eine gekoppelle Darstellung
| (dg i .- Jim > (2.53)

deren nur N+ 27) . Wir brauchen also im Falle ¥ > 2 fiir die gekoppelte Darstel-
lung N — 2 zusatzliche Quantenzahlen, deren Operatoren mit den N-+ 2 Operato-

ren _.;12, I, ;1%, ceny A;z\r vertauschen. Kandidaten sind die Drehimpulsoperatoren
F2u = (In + ;inr)2 (n# n') mit den Quantenzahlen j,,,.

Beispiel : Im Falle N = 3 erhalten wir somit drei mégliche Darstellungen fiir J, in
denen die Binzeldrehimpulse J;, Js, und J3, zum Gesamtdrehimpuls J gekoppelt

werden ;
((7192)i1273)im > | (F1(F2i3)ies)im > und {(F2(73i1)iz1)im > . (2.54)

Betrachte zuerst die Transformation der ungekoppelten Darstellung 2zweier un-
abhangiger Drehimpulse J1 und Jo in die zu J gekoppelte. Hier brauchen wir keine
zusatgliche Quantenzahl jnn:[sl. Wie hangt nun die ungekoppelte Darstellung mit
der gekoppelten Darstellung von J zusammen ? Dazu betrachten wir den Basis-

wechsel :

| (Grje)im >= > |jimijamg > < jimyjamal(fija)im > . (2.55)

my,m3z

Der Entwicklungskoeffizient!® < jymyjamal|(5172)jm > heiBt Clebsch-Gordan-
Koeffizient (CGK), welcher per Phasenkonvention reell ist. Er verschwindet genau

dann nicht, wenn
m = mq + msund wenn j der Dreiecksungleichung jy + j > j > |71 — jo (2.56)

geniigt. Neben diesen Auswahlregeln spielt die Symmetrie der CGK eine wichtige
Rolle :

< jimyjamsal(jije)im > = < jo — maji — myf(jasr)j —m > (2.57)

[7] alle Wellenfunktionen {| jymy ... jymy >} und {| (ij2 ... jn ..-}im >} seien

im weiteren orthonormiert
(8 1z ist ja gerade j !

9 auch Kopplungskenstante genannt
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und
< jimijamal(jija)im > = (=1)11924 < jamajimy|(jaiy)im > . (2.58)
Aus Gl (58) folgt die bemerkenswerte Gleichung
|(jrde)im > = (=124 (G )jm > (2.59)

Da nun die Transformation von der ungekoppelten auf die gekoppelte Darstel-

lung eine unitare sein muf, hat die inverse Transformation den gleichen CGKI0l;
< (if2)imliimijamy > = < jimijama|(jii)im > . (2.60)

Zuruck zum Fall N = 3 : Durch eine weitere Phasenkonvention kann die
Kopplung dreier Drehimpulse, und damit beliebig vieler, auf die Kopplung zweier
Drehimpulse guriickgefiihrt werden. Dazu untersuchen wir, wie der gekoppelte
Zustand | ((j172)71973)7m > aus dem ungekoppelten Zustand |jimijomajamg >
entsteht. Wir koppeln zuerst die Drehimpulse Jy und J9 zu Jyg := Jy + J2

[(Fiiz)iamiz >= Y. |iimijame > < jimyjamel(jija)iiamiz > (2.61)

my,ig

und dann Jy9 und Jq zu J
[{((7172)71273)3m > =

> 1(i2)iemys > ljamg > < (7132)i1emy2iamsl((F12)i12d3)im > .
myg,m3
(2.62)

Durch die Phasenkonvention
< (f172)712ma9damsl((FLia)ads)im > = < jramiaisms|(Jiads)im >  (2.63)

ist der Entwicklungskoeflizient in Gl. (62) wieder ein CGK.

Dadurch, da8 wir nun die Drehimpulse Jj, J9 und Jq := —JF zu Null koppeln,
d.h. J1 + J9 + J3 = 0, werden die Symineirierelationen der CGK symmetrischer.

{1{_]] Se1 A die Transformationsmatrix von der ungekoppelien auf die gekoppelte
Darstellung. Aus A* = A~! und A reell, folgt dann das Gewiinschte -
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Die Entwicklungskoeflizienten, welche nun zwischen der ungekoppelten und der
zu | ((F172)7373)00 > gekoppelten Darstellung vermitteln, heiflen 37-Symbole und

hangen iber

( . ) D < imuiam (jija)is —mg > (2.64)
= m _ .

my; mg mg 273 + 1 Jimyjame7172)73 3

mit dem CGK zusammen, welcher die Drehimpulse Jy und J9 zu J = —J3 koppelt.

Als Auswahlregeln haben wir nun my + mg -+ mgz = 0 und
ji+i2 273> 51 —Jef  zyklisch. (2.65)

was man auch gern zu

1, falls 71,79 und j3 die Dreiecksungleichug zyklisch erfiillen

0, sonst

SCiie) = {
(2.66)
zusammenfafit.

Beim 3;7-Symbol diirfen die Spalten zyklisch vertauscht werden, ohne dafi sich
dessen Wert dndert. Werden dagegen die Spalien antizyklisch vertauscht, oder alle

Projektionen m an Null gespiegelt, dann kommt der Vorzeichenfaktor (—1)/t+72+73

hinzu.

2.2.3. UMKOPPLUNG DREIER DREHIMPULSE : 6j-SYMBOLE

Die unterschiedlich gekoppelten Darstellungen unter Gl. (54) gehen jeweils
durch eine unitire Transformation, den sogenannten Umkopplungen, auseinander

hervor :

|(41(G2ds)ias)im >= 3 _|((GLi2)d12dz)im >< ((f1i2)irzda)im|(ji (2ds)izs)im >
" (2.67)
der Entwicklungskoeffizient in GL (67) hangt aber nun gar nicht von m abl*!) und
als 67-Symbol definiert man :
J1 Jg J12 _(1yrtietist
{J's j 3'23} T Vit V2 4

< ((7172)51233)3k(71 (J2d3)des)i > . (2.68)

11 Wende auf Gl. (67) den Leiteroperator J1 an, aus der Orthonormiertheit der
Zustande folgt dann die Behauptung
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6j-Symbole konnen aus den 37-Symbolen berechnet werden, sie sind deshalb reell

und geniigen den Auswahlregeln :

J1 72 j12

{- - }N5(J1 j2i12) 6(i1J jas) 6(d3J Jia) 6(d3jajas) - (2.69)
j3 1 723

Symmetrien des 6j-Symbols : Unter der Vertauschung zweier Spalten ( zyklisch

oder antizyklisch ), oder dem Vertauschen zweier Eleinente der oberen Zeile gegen

zwel Elemente der unteren Zeile, bleibt das 67-Symbeol invariant.

2.2.4. ,,QUANTISIERTE KUGELFLACHENFUNKTIONEN” SIND TENSOROPERATO-
REN

In vielen physikalischen Problemen tauchen in der Hamiltonfunktion, welche
die Bewegung eines belrachteten Systems beschreibt, die Kugelflichenfunktionen
Cpq auf. Ein Beispiel finden wir in der, im Kapitel 2.3 behandelten, Xristallfeld-
theorie. Hier koppeln z.B. die 4f-Elektronen mittels ihres winkelabhéngigen Teils
ithrer Wellenfunktion, also den Kugelfiachenfunktionen Cy,, an die Multipole Qp,
des Kristallfeldes. Quantisieren wir nun eine solche Hamiltonfunktion nach dem
Ehrenfestschen Theorem, dann werden aus den Kugelflachenfunktionen Cp, die
2k + 1 Komponenten ékq des irreduziblenll?] Tensoroperators €y, k-ter Stufe. Die
Tensorkomponenten C’kq geniigen dabei per Definition den Vertauschungsrelatio-

nen .

[iz 1 ékq] = qékq

[ds, Crgl = Vh(k+1)—qlg£1) Crgar (2.70)

Wobei J der Gesamtdrehimpulsoperator des betrachteten Systems ist. Die Tenso-

roperatoren wirken also mit J auf Drehimpulseigenzustinde der Form [yJM >.

Es soll nun erwahnt werden, warum die 2k -+ 1 Komponenten ékq von &}, ge-
rade diese Kommutatorrelationen (KR) erfiillen und nicht irgendwelche anderen.
Dazu zuriick zu unserem eigentlichen Anliegen : dem Berechnen der Matrixele-

mente < 7JM|C’kq|7'J'M' >. Die Berechnung solcher Matrixelemente konnte nun

[12] jrreduzibel deshalb, weil die nachfolgenden Kommutatorrelationen (KR) fiir

_ ' g

- die Tensorkomponenten auf den rechten Seiten der KR, keine Tensorkompo-
nenten mit unterschiedlichen ¢ vermischen '
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wesentlich vereinfacht werden, falls wir auf solche Matrixelemente das Wigner-

Eckart-Theorem [3] (WET) anwenden diirflen. Das Matrixelement konnte dann

zu

J kT

) <G > e

< YIM[C 7'M > = (-1)7 M (
geschrieben werden. Alle Projektionen M, M ' und ¢ sind nun im 3j-Symbol ent-
halten, wahrend das sogenannte reduzierte Matrixelement < I |1€illy' ' > daven
unabhangig ist. Prifen wir nun die Voraussetzungen, wann wir das WET auf
Matrixelemente der Form < walékqu'J'M' > {iberhaupt anwenden diirfen, so
ist die wichtigste Forderung des Theorems, dafi sich die Operatoren Cp, unter
den Drehungen i L [13] genauso verhalten miissen, wie es die Eigenfunktionen
ivJ M >= Cjyp im Matrixelement tun. Das Verhalten der Cjps unter den Dre-

hungen e~id. wird aber nun vollstandig durch die Kommutatorrelationen

[d., Crg ] = 90y

[Fi, Crgl = Rk +1)—qlg£1) Crguy (2.72)

bestimmt. Um GI. (72) zu beweisen, transformieren wir den Drehimpulsoperator

4 in die Orisdarsiellung :

_1o s wip 9 el
iz_i(?qb Jir=e (:E:agwi-zcotgad) . (2.73)

Aus den Auswahlregeln des 3j-Symbols folgen erste Auswahlregeln fiur das Ma-
trixelement < 7JM|ékg|7’J’M’ >

(1): M=M +gqg
(2y: J+JI>k2>J -J|

e

[13] wahrend der Drehoperator e "<& am betrachteten System eine raumliche

Drehung ausiibt, so bewirkt der Drehoperator e~ 8 eine Drehung an den,
“dem System innewohnenden, inneren (Spin)-Koordinaten. Wegen | L,8]=0,

dreht somit der Drehoperator e~ | gmiwl _ o-iwd gug ganze System.
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Ist J = J' dann gilt offenbar wegen der Eigenschaft (1) : ék,i|q| ~ .flgl, und damit
ist dann C’kq ein Leiteroperator .
Wegen der zweiten Eigenschaft (2) gibt es, bei vorgegebenen J und J', nur endlich

viele k’s fiir welche das Matrixelement nicht verschwindet.

Es ist nun eine der grofien Leistungen von Racah [11], erkannt zu haben, daf§
es richtig ist, den Tensoroperator Cj, durch GL. (70) zu definierentt]l, Wenden wir
nun die Theorie der kontinuierlichen Gruppen [3] auf die so definierten Operatoren
an, dann gelingt es, die reduzierten Matrixelemente unter Gl (70) auszurechnen,
und damit die Matrixelemente von €}, in der Drehimpulsdarstellung |vJ M >8],
Die eigentliche Rechtfertigung der obigen Vorgehensweise liegt aber im Vergleich
mit dem Experimnent: Der mit diesen Matrixelementen diagonalisierte Hamilton-
operator, welcher die {quantenmechanische) Bewegung eines betrachteten Systeins
beschreibt, liefert Energieeigenwerte, die mit dem Experiment iibereinstimmen.

Nun noch eine Bemerkung zur Eindeutigkeit der Definition von Tensoropera-
toren durch GL (70).

Seien ék und D, zwei Tensoroperatoren k-ter Stufe, welche auf Zusténde der
Form |yJM > operieren.

Behauptung : Dann existieren zwei Zahlen A und Ap, so daf fiir die Tensorkom-

ponenten gilt

AD ékq = Mg f)kq .

Zwei Tensoroperatoren k-ter Stufe sind somit linear abhangig.

Beweis : Der Bewels ist einfach. Wende auf beide Matrixelemtente
< ')fJMlékqh’J’M' > und < 7JM]]§kq|7’J’M’ > das Wigner-Eckart-Theorem

an und definiere

Ag =< ATV T > und  Ap =< AT|{DillY T >

[14] Dieser Definition a,quwa,lent ist die Forderung, daf} fir jeden der 2k +1 Kom-
ponenten qu von Ck das WET gilt

[1-5] man ist also in der Lage den Tensoroperator €}, und damit auch Linearkom-

~ binationen von Tensoroperatoren, zu diagonalisieren
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2.3. KRISTALLFELDTHEORIE

2.3.1. DI KRISTALLFELD-HAMILTONFUNKTION Herpg¢n

In den hier untersuchten halbmetallischen Verbindungen REP; sind die
Seltenen-Erden dreiwertig, das Seltenen-Erd-Atom RE gibt also nach Kapitel 2.1
zwei 6s-Elekironen und ein 4f-Elektron (5d-Elektron bei Ce und Gd) an die Um-
gebung ab. Die im RE-Atom inneren 4f"-Elektronenbahnen werden im Seltenen-

Erd-Ton RE®* immer noch durch die 5s- und 5p-Schale abgeschirmt und da die

radiale Aufenhaltswahrscheinlichkeit R—%Q eines 4f-Elektrons auch im Kristall
rasch gegen Null geht (sie ist etwa 5% Im Abstand von zwei Bohrschen Radien
vom Kern), besteht praktisch kein ,,Wellenfunktioneniiberlapp” zweier, im Kri-
stall benachbarter, 4f"-Elektronensysteme. Sitzen alle RE3t auf kristallogra-
phisch dquivalenten Platzen, so ist es demnach zulissig, irgendein RE®Y aus dem
Kristallverband zu betrachten (das sogenannte Einionen- oder Single JTon Modell ).
Welchen Einfluf iiben nun die wmliegenden Ionen auf das 4f"-Elektronensystem
des so gewihlten Seltenen-Erd-Tons RE®Y aus?

Jedes der n 4 f-Elektronen, welche sich an den Orten »; befinden mégen, halt sich,
falls wir die Gitterschwingungen der umliegenden Jonen vernachlassigen!!9, in ei-
nem, eben durch diese Ionen erzeugtem, elektrostatischen Feld —3%@(5)_(1’(7‘3‘—
stallfeld ) auf. Hierdurch hat das 4f"-Elektronensystem, und damit gas Seltenen-
Erd-Ton RE3*, die Moglichkeit seine Gesamtenergie £psy s L, U erniedrigen. Den
Beitrag des Kristallfeldes (zum im Kapitel 2.1 behandelten Gesamthamiltonian)
beschreibt die, spater durchgefithrte, Quantisierung der nachfolgenden Hamilton-

funktion[l?)

Hopapm = —lel 3 ®(zi) - (2.74)
i=1

Das Kristallfeldpotential @ selbst hangt nun uber die 1. Maxwellgleichung

[16]und damit von Kopplungen der 4f-Elektronen an die Phononen des Kristalls
-absehen

(17 Dje Kristallfeld-Hamiltonfunktion und damit der Kristallfeld-Hamiltonoperator
gilt viel allgemeiner als hier dargestellt. Siehe Newman [16] -
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A;®(r;) = —4mp(z;) (2.75)

mit der es erzeugenden Ladungsdichte p zusammen. Die Ladungsdichte p des
Kristalls setzt sich hauptsichlich aus den umliegenden Atomriimpfen zusammen,
welche mit zunehmendem Abstand vom betrachteten 4f-Elektron, einen immer
kleineren Einfluf auf dieses Elektron ausitben. Sei der Beitrag, den ein Ion am
Ort B zum Kristallfeldpotential & am Ort r; leistet durch §®(&',r;) gegeben,
dann lautet die Nebenbedingung zu Gl. (75) :

Ve lim §®(R ,2) =10 fir p; fest.

Nach Jackson [6] schreibt sich die Lésung von GL (75) unter dieser Nebenbedin-

gung zu
<i’(_s)#f[’o("ﬁ") 43R + @ (2.76)
welche leicht wegen
At 4wé(r; — B') (2.77)
el - .
"lvi ~ B B

zu verifizieren ist. Die Konstante @3 bewirkt nach der Ausgangsgleichung
Gl. (74) nur eine Umeichung der Energie Hopggn und wird daher im weiteren
weggelassen“sl

In dem einfacheren Punktladungsmodell sind die Umgebungsionen Punktladun-
gen gy, welche dann an den Orten R, sitzen. Im Unterschied zum allgemeineren
Modell unter Gl. (76), vernachlassigt man also die endliche Ausbreitung eines jeden

Umgebungsions und wegen

p(B)= 3 qa-6(R — Ra) (2.78)

1181 &, ist nicht beobachtbar und hat keinen Einfluf auf 4 f-Elektroneniibergange
“zwischen den Kristallfeldniveaus, welche im den spater dargesteliten Neutro-
nensireverperimenten (Kapitel 4) beobachtet werden.
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schreiben wir Gl (76) gleich zu

)= Y (2.79)

Ob wir nun von der Gleichung Gl. (76) oder Gl. (79) ausgehen, so ist doch in
beiden noch der Ort des 4 f-Elektrons r; in der Integration (Summe) enthalten, wel-

chen wir aber explizit mit Hilfe des Additionstheorems fir Kugelflachenfunkiionen

k

'

— B; kZZ Z % —p an(a,,qé i@, ¢") (2.80)
aus der Integration (Summe) herausziehen konnen. Die Lokalitat des 4 f-Elektrons

am Aufion RE®' hat zur Folge, da8 stets

VeVictn |zl <|&] (2.81)

ist. Fihren wir auBerdem die spater niitzlichen Kugelflichenfunktionen Cl,

durch

4
2k +1 Vg

ein und definieren wir die Muliiplole {1, des Kristall feldpotentials € durch

Cre = (2.82)

~le i/(Rr)kH qu(ﬁ' ) 43R mit Gr—q :(_1)quq1 (2.83)

dann schreibt sich die Kristallfeld-Hamiltonfunktion Hgpggn zu

HCF4f“ = Z Z qu ZT qu 9u¢ ) (2'84)

k= Oq—“k i=1

Wegen Q,_, = (-1)7Qj}, und Cy, 4 = (—1)?Cf, ist sie auch reell :

Hepagm = Horapm - (2.85)
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2.3.2. DpeR KRISTALLFELD-HAMILTONOPERATOR _EI.GFAJHI

Die quantenmechanische Bewegung unseres 4f"-Elektronensystems wird durch
den Hamillonoperaior ﬁCFAf" beschrieben. Thn erhalten wir aus der Hamilton-
funktion Hpp 4¢n und dem Ehrenfestschen Theorem : r und Cj, haben wir durch

die Operatoren # und C‘kq zu ersetzen. Aus Gl (84) erhalten wir somit :

o0 k n
Bopagm=3Y 3 Qrg 2 EIFCr (D) (2.86)
k=0g=—k =1

wobei der Hamiltonoperator IFICFAJ‘" nach Gl. (85) hermitisch!*9 ist :
Hipapn = Hopam - (2.87)

Die ,,quantisierten Kugelflachenfunktionen” C’kq(i) konnten dabei schon im Kapi-

tel 2.2 als die 2k 4+ 1 Komponenten des Tensoroperators € (1) gedeutet werden.

Bevor wir naher auf die Tensorkomponenten é’kq(i) eingehen, wollen wir nun
den Bezug zum Kapitel 2.1 geben : Wihrend beim freien Seltenen-Erd-Ion REST
die Spin-Bahn-Zustinde (nach Gln. (27, 35))201

[4F" Q (SL)YJM > = ﬁ \Ryp(s) > |4f" v (SD)IM > . (2.88)

=1

die Blektronenterme £g54 1 1, unseres 4 f"-Elektronensystems charakterisierten, so
bewirken nun die, zum betrachteten Seltenen-Erd-Ion RE3+ umliegenden Ionen
des Kristalls, eine weitere Aufspaltung der Spin-Bahn-Niveaus Egs+1 1" die soge-
nannte Kristallfeldaufspaliung .

Wie bestimmen sich nun die Kristallfeldzusidnde | > und die, spater gemes-
senen, Kristallfeld(energie Jniveaus €7

Nach 1.0rdnung Storungstheorie [4] haben wir dazu die Matrix

< Af* Q(SL)IM | Bopam | 4" Q(SL)JM' > (2.89)

[19] Die Eigenwerte sind somit reell

20 Mit < r| R (5) >= Rag(ei) = ) und < Ryp ()| Ry (G) >= 8
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zu diagonalisieren. Hieraus erhalten wir die gesuchten Kristallfeldniveaus £[21),
Kristallfeldzustandel?? und zwei Quanienzahlen , sagen wir ¢ und n;. Die Zahl
i nummeriert hierbei die energetisch verschiedenen Kristallfeldniveaus durch,
wahrend n; die Enfariung des i-ten Kristallfeldniveaus £; angibt.

Ein Teil der Diagonalisierung kann wegen der Aquivalenz unser 4f-Elektronen
sofort ausgefithrt werden. Dazu wenden wir die Spin-Bahn-Zustande nach Gl (88)
auf den Hamiltonoperator unter Gl (86) an. Der Hamiltonoperator vereinfacht
sich nun zu _

o0 k n
};TC’FAJ‘" = kzo <?’k> ZL qu Ziékq(z) ) (2.90)
= g=—Fk i=

wahrend sich die Diagonalisierung unter Gl. (89) zu
< Af"y (SL)IM | Hopage | 4f" v (SL)TM' > (2.91)

schreiben 158t. Die Ortsmomente <r* > des 4f-Blekirons sind dabel durch

Tt b 1)
<rFsi= 1 11 < Ry Hzll® |4y (5 >
i=1j'=1

= < Ryg (D] [I:l1" 1 Ra5(3) >
oo

= /sz(ri)rikdr,- =<r*> (2.92)
0

gegeben. Bis 1979 war es Standard, fir die Ortsmomente <rk> (k =2, 4 und 6)
Werte zu nehmen, wie wir sie aus nichtrelativistischen Hartree-Fock Rechnungen
erhalten (Freeman & Watson [17]). Seit 1979 sind genauere Werte zu den Orts-

momenten aus relativistischen Rechnungen zuganglich (Freeman & Desclaux

[18])-

(21] wegen der im letzen Kapitel angewandten Energie-Bichung haben aber nur die
Eigenwertdifferenzen £ — &' einen physikalischen Sinn, genauer: dem kleinsten
Energieeigenwert £ entspricht die Kristallfeldaufspaltung o Null?

[22] diese sind die Eigenvektoren des Bigenwertproblems unter Gl. (89) und daher
offenbar Linearkombination der {{J M >} 5, - Zustande.
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Der verbleibene Hamiltonoperator unter Gl (90) wirkt jetzt nur noch auf den
winkelabhdngigen Teil der Gesamtwellenfunktion unseres 4f"-Elekironensystems,
welcher nach Gl (88) gerade |y(LS)J M > ist. Diesen Zustand |y(LS)J My >
wollen wir im weiteren, des einfacheren Sprachgebrauchs wegen, wieder die Ge-

samtwellenfunktion unseres 4f™-Elektronensystems nennen.

Zur Erinnerung : Der Multiindex 7[23] wird nach Kapitel 2.1 durch die Kopp-
lung der 4n-Binzeldrehimpulse (mit [; =l =3 und s; = 8 = %) :

[tmysms S lmysms >(7) (2.93)

allein bestimmt.

Nun haben wir alle Voraussetzungen geschaffen, um die Wirkungsweise der
Tensorkomponenten C’kq(i) auf die Gesamtwellenfunktion |y(LS)JM; > zu ver-
deutlichen. Die gekoppelte Darstellung {|y(LS)J My >}y, laBit sich mittels Um-
kopplungen(?4] in die ungekoppelte Darstellung unter Gl. (93) transformieren. Die
Tensorkomponente C’kq(i) des i-ten 4f-Elektrons wirkt somit auf den Zustand
|tmysmg >() und dort genauer auf den Zustand |lmy >([25], Bilden wir daher
Matrixelemente wie sie unter GL (91) angegeben sind, so bleibt die Tensorkompo-

nente C’kq(i) an der Wellenfunktion |Im; >(?) des i-ten 4f-Elektrons hingen :
< A4f" 4 (SLYIM | Hgpagn | Af" v (SDITM' > ~ O < 1myfCry(D)limi >0 .
(2.94)
Wenden wir nun das Wigner-Eckard-Theorem (siehe Kapitel (2.2)) auf das rechte

Matrixelement an, so folgt

. - . { . N .
O < tmifCyg )i > = (-1 ) O< im0
__ —m; ¢ ™
(2.95)
Das reduzierte Matrixelement finden wir bei Judd:
. A . I I k1
DnGom >0 = 'e+y { ) (2.96)

23] vergleiche auch Vorwort zu Kapitel 2.2
[24] siehe Kapitel 2.2

[25] siehe Judd [3]
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welches iberhaupt nicht von unserer Elektronenindizierung ¢ abhangt!

Aus den 3j-Symbolen unter den Gl. (95, 96) folgen erste Auswahlregeln fir die
Matrixelemente < 4f" v (SL)JM | iT;rCF,aIf“ | 4f™ v (SLYJM' >, genauer : fiir
den Multipolindex k. Wahrend das 3j-Symbol unter GL (95) genau dann nicht

verschwindet, wennl%]
(1): m=m'+gq
(2): 201>%k>0,

s0 ist das zweite 37-Symbol nur dann von Null verschieden, falls die Summe
I+ k+1 = T gerade ist, also wenn k gerade ist. Im Falle unseres 4f-

Elektronensystems fassen wir die Auswahlregeln zu
k=0,2,4und 6 (2.97)

zusammen. Um es noch einmal klar herauszustellen : Die Auswahlregeln unter
Gl (97) folgen allein aus der Tatsache, dafl wir unsere Gesamiwellenfunktionen
aus den Wellenfunktionen aquivalenter f-Elektronen gekoppelt haben. Die Multi-
polentwicklung unter Gl (90) bricht also in Wirklichkeit sehr schnell abl27 ;

k n
Hopagn= 3, <> 3 Qug X Cield) - (2.98)
k=246 g=—k i=1
Bs folgen weitere Auswahlregeln, welche von der betrachteten Seltenen-Erde

RE3Y abhangen. Dazu beachte, dafl mit C’L,q(i) auch die Summe
Z ékq(i) =: C‘kq (2.99)
i=1

die Kommutatorrelationen unter Gl. (70) erfiillt. Die Gréfien ékq diirfen daher als
Komponenten eines Tensoroperators €}, gedeutet werden. Im Unterschied zu den

Tensorkomponenten C’kq(i) hangen die Tensorkomponenten C:'kq aber gar nicht von

(26] die Auswahlregel (1) wird im weiteren nicht beachtet, da sie nicht so greifbar

ist wie die Auswahlregel (2)

271 der Summand fiir k = 0 ist wegen Cpy = 1 das konstante Multipolmoment
Qoo und wird im weiteren weggelassen (Energieumeichung)
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unserer Elekironenindizierung ab, operieren aber andereseits mit dem Gesamtdre-
himpulsoperator J auf die Gesamtwelenfunktion |y(L5)J M7 >. Somit operieren

die Tensorkomponenten ékq im Zustandsraum der Gesamtwellenfunktion. Mit

dem Gesagten schreiben wir den Kristallfeldhamiltonoperator nun einfacher in

der Form

k
~ A“ ~
Hopapm= 3, <r"> 3 Qg Crg -
k=246 g=—k

Untersuchen wir nun wieder die Matrixelemente von
< 4f" y (SLYJM | Hopagm | 4" v (SD)TM' >,

so stoflen wir zwangslaufig auf die Matrixelemente

< 4f" vy (SLYM | Cpy | 4" v (SLYTM' >

J k J

:(_I)J—i\ff (_M . o

) < 45"y (ST)T || Gy || 457 4 (SE)T >

(2.100)

, (2.101)

wobei wir direkt das Wigner-Eckart-Theorem angewandt haben. Aus dem

37-Symbol folgen wieder Auswahlregeln fiir das Matrixelement :
(1): M=M+q
(2): 27>k>0 .

Aus der ersten Auswahlregel folgt

‘ =gl
Ck,:l:lqi ~ L

und aus der zweiten(28l:

(a): ked{0,2,...,2J} falls 2J gerade

b): ke{0,2,...,2J -1} falls 2J ungerade .

28] yinter Beachtung, dafl ja k gerade ist
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Abschlieend notieren wir den Hamiltonoperator zu

k
HCF,‘if" = z <?‘k> z qu qu . (2103)
k g=—k
mit
(a): ke{0,2,...,min{2J,6}} falls 2J gerade

(by: ke{0,2,...,min{2J —1,6}} falls 2J ungerade .
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2.3.3. KRISTALLSYMMETRIE UND KRISTALLFELDER

Die Punktsymmetrie am Ort des Seltenen-Erd-Ions RE3T Lefert weitere Aus-
wahlregeln fiir die in Kapitel 2.3 uniersuchten Matrixelemente. Besitzt das Kri-
stalifeld eine Punktsymmetrie, so mufl die Hamiltonfunktion des Kristallfeldes!29]
invariant unter den Symmetrieoperationen {f?l} der betrachteten Punkigruppe

sein, d.h:

Hopage(r) = RHcpagn(z) = Hopapm(R '), (2.104)

wobei fiir eine beliebige Drehung

k
Rqu(gs ¢) = Z qu’ckq’(gs qﬁ) (2'105)
o=k

gilt. Nun eine Konvention zur Achsenwahl: Nach Gruppentheorie [18, 20] wer-
den Drehungen nur durch ihren Drehwinkel, nicht aber durch die Achsenrichtung
klassifiziert. Wir diirfen uns daher im weiteren auf Drehungen um die z-Achse
beschranken, falls nur um eine Achse gedreht wird.

Bezeichnet z.B. R, den Drehoperator fiir eine Drehung der z-Achse um den

Winkel 271’5, so finden wir fiir die zyklischen Punktgruppen Ch:
> 2w 27iL
RnCrq(0,¢) = Crol0,¢+ ) = e nCre(0,9) . (2.106)

Aus der Forderung 2N =1 folgt die Ganzzahligkeit von 1 und wir brauchen in
der Hamiltonfunktion nur iiber solche ¢'s zu summieren, die ein Vielfaches von n
sind:

g = 0,kn,+2n,.... (2.107)
Im Gegensatz hierzu liefert der Inversionsoperator I:
kaq(eﬂ (]5) = qu(’ﬂ' -4, Qé + 7") = (“1)kaq(9, (,?5) . (2108)

keine weiteren Auswahlregeln fiir k, da k schon nach dem Kapitel 2.2 gerade ist. Es
folgt der wichtige Sats: ,Kristallfelder, die sich nur durch ein Inversionszentrom

unterscheiden, verursachen die gleiche Kristallfeldaufspaltung.”

29) und damit auch der Hamiltonoperator
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Nun ist es nicht {iblich, den Satz von Tensorkomponenten {C’kq} anzugeben,
welcher unter der betrachteten Punktgruppe invariant bleibt. Vielmehr denkt
man gern in Kristallfeldparametern, und wir wollen die nach oben foigenden
Auswahlregeln auch so formulieren. Im Kapitel 3 werden wir den Kristallfeld-
Hamiltonoperator zu

ﬁCF,é_f" = Zququ(i) (2109)
kg

schreiben, wobei die I?’kq(i) ~ C’kq sind. Die i. a. komplexen Kristallfeldparameter
{Viy} folgen somit den gleichen Auswahlregeln wie es die {C’kq} tun.

Nach Gschneidner [21] erhalten wir fir die 32 moglichen Punktgruppen eines

Kristalls die nachfolgenden Tabellen:

S = Sym.nr. | Holoedrie Punktgruppedes Kristall feldes
0 triklin C; Oy
1 monoklin Cqe Uy Uap,
2 rhombisch Cay Dy Doy,
3 tetragonal . Cy 54 Cyp
4 tetragonal Dy Cyy Dag Dy,
5 trigonal 3 Sg
6 trigonal D3 C3y Dyyg
7 hezagonal | Cg Cap, Cgn Dg Cey Dap Degp
8 kubisch TTy T OOy

Tab. 7: Zuordnung der 32 Punktsymmetrien auf die 9 Symmetrienummern, wel-

che den Kristallfeld-Hamiltonoperator festlegen
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S Voo | Var |Vao| | Vao | Va1 | Vaa | Vas | Vaa | | Voo | Vo1 | Voo | Ves | Vea | Vos | Ves
0| R|R|C RiCciC|C|C RiCcycicic|c|C
1| R R R C C R C ¢ C
2| R R R R R R R K R
3| R R RIIR C

4 | R R yid R R

5| K R R R C ¢
6 | R R R R R R
T| R R ¥i R
8*) R RI||R R

S | Vag| Vo {Vaa | {Vao | Var | Vaz | Vaz | Vaa | | Voo | Vo1 | Vo2 | Vo3 | Vee | Ves | Vs

*) im kubischen Falle gilt zusatzlich: Vy4 = %Viﬂ und Vg4 = __221_1/60’

R:= reell und C:= komplex ! ,

Tab. §: Die nichtverschwindenden Kristallfeldparameter Vi, fiir die verschiedenen

Symmetrienummern

Die Tab. 8 enthalt zusatzlich eine getroffende Phasenkonvention. Physikalisch
relevant sind namlich nur die relativen Phasen der Parameter des Parametersatzes
{Viq}, so daB man stets einen komplexen Kristallfeldparameter als reell ansetzen
darf. Per Konvention ist dies der erste komplexe Parameter Vi, mit ¢ # 0.

Wie erhidlt man nun aus der Raumgruppe des Kristalls die Punktsymmetrie
des Seltenen-Erd-Ions? Dazu ein Beispiel: NdP; kristallisiert nach Wichelhaus
& Schnering [22] monoklin in der Raumgruppe P2i/m — 0221'; {(Nummer 11).
Die kristallographische Lage von Nd°% wird dort mit 2(e) angegeben. Nach den
internationalen Tafeln zur Rontgenkristallographie [23] besitzt die Lage 2(e) nur

eine horizontale Spiegelebene, die lokale Punkisymmetrie von Nd3™ ist also Cs.
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2.4. NEUTRONENSTREUUNG

Der Erfolg des Neutronst30 als Sonde zur Untersuchung von dynamischen Pro-
zessen und statischen Strukturen in Festkorpern griindet aunf den vier wichtigen
Eigenschaften von Neutronen:

1} Wellenldnge und Energie von thermischen Neutronen sind vergleichbar mit
interatomaren Abstinden in Festkorpern und Energien typischer Elementaranre-
gungen (Phononen, Magnonen, ...) .

2) Ein Neutron kann auf zwei grundlegend verschiedene Arten mit der Materie
wechselwirken: Kern- und magnetische Wechselwirkung.

3) Die Wechselwirkungen mit der Materie sind schwach und kdnnen in befriedi-

gender Weise in der 1. Bornschen Naherung beschrieben werden.

4} Neutronen sind ungeladen.

Die Kernstreuung : Die nichtgeladenen Neutronen dringen tief in den Festkorper

ein, vorbei an den Elektronenschalen der Atome wechselwirken sie mit den Kernen
iiber die starken Kernkrifte. Hierbei werden sie entweder vom Kern eingefangen
(die Wahrscheinlichkeit des Einfangs wird durch den Absorptionswirkungsquer-
schnitt beschrieben), oder elastisch bzw. inelastisch an ihm gestreut (die soge-
nannte Braggstrenung bzw. Phononstreuung), und geben so eine Information iiber
die Anordnung (Struktur) bzw. Bewegung (Dynamik) der Kerne im untersuchten
Festkorper. Die nachfolgende Tabelle zeigt die Kernstreu- o, 3 und Absorptions-

wirkungsquerschnitte ‘fabs[m] der RE3F fiir die thermischen Neutronen auf.

[30] gemeint sind hier die unpolarisierten- kalten, thermischen und heiflen Neu-
tronen. Man unterscheidet sie durch ihre kinetische Energie E:
kalt: 0.1 bis 10 meV,dem entsprechen Wellenldngen von 28.6 bis 2.94
thermisch: 10 bis 100 meV,dem entsprechen Wellenlangen von.2.9 bis 0.94

heif: 100 bis 500 meV,dem entsprechen Wellenldngen von 0.9 bis 0.44

BB fiir eine Binfallswellenlinge von Ay = 1.84
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Last 1 Ce3t Pp3t+ | N3t | pmdt Sm3t Eust
oo r/b| 966 | 2.94 | 251 | 18 | 213 | 52 | 8
oabs/b| 8.97 | 063 | 115 | 50.5 | 168.4 | 5670 | 4600
Gdst | T3t Dya'i' Hodt | Erd+ iTmdt | ypst
as,k/b 192 | 6.84 | 90.4 | 8.56 9.3 6.66 | 23.3
oaps/b| 48890 | 23.4 | 940 | 64.7 [ 159.2 | 105 | 35.1

Tab. 9: Kernstreu- und Absorptionswirkungéquerschnitte der RE3 fiir thermi-
sche Neutronen (Ay = 1.84)

Die magnetische Strenung : Hier wechselwirkt das Neutron tber sein magneti-

sches Moment mit den magnetischen Momenten des Festkorpers (Kernspin, Elek-
tronenspin). In den hier untersuchten Kristallfeldaufspaltungen der RE P, tauscht
das Neutron mit den 4f-Elektronen des Seltenen-Erd-Ions RE3" Energien aus und
ist so in der Lage, diese Elekironen in energetisch hohere Bahnen zu heben oder

es einfach auf ein energetisch niedrigeres Niveau fallen zu lassen.

La3+ Ce3+ Pr3+ Nd3+ Pm3+ Sm3+ Eu3+

om/b| O 3.61 | 7.79 | 7.97 | 4.38 | 0.44 0

Gd3t | T3+ Dy3+ Ho3+ | Erdt [ Tmd3t | vis+

om/b|38.34 |57.52 | 68.98 | 68.47 | 55.87 | 34.79 | 12.52

Tab. 10; die magnetischen Streuquerschnitte der RE®+ fiir Neutronen.
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Bild 4 : Schematische Darstellung der Streugeometrie

Beim Streuprozef direkt zuganglich sind die Energieanderung

ik
hw 1= E{ - Ef lnit Er',f = —

2.
T (2.110)

und die Impulsanderung

hQ = h(k; — ky) (2.111)

des gestreuten Neutrons (¥, hky) relativ zum auf die Probe einfallenden ( E;, hk; ).
Die Definitionen unter den Gln. (116,111) beruhen dabei auf einer Konvention.
Konsequenterweise hitte man die Energie- und Impulsdifferenzen durch ”final”
minus Yinitial” definieren miissen, da dem Energieverlust des gestreuten Neutrons

der Energiegewinn der Probe gleichkonumt, welcher wiederum positiv sein sollte.
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Obige Definitionen sind somit als die Energie- und Impulsinderung der zu ver-
messenen Probe aufzufassen und legen auflerdem die Dispersionsbeziehung der
Probe fir einen Neutronenstreuproze8 fest. So erhdlt man fiir einen beliebigen

Detektorwinkel § die beiden Falle:
# €[0°90°] : dann

A 2 2
ﬁ:y{mw+M%-ﬂwﬂ mm]%gme (2.112)
H H

ﬁw N Q 2 .9 2 Q .
B 1- {COSQ - J{E] — sin 9] falls 1> lk;l > sinf (2.113)

6 €]90°,180°] : dann

fuw | Q12 . 9 2 Q
M R X . Zl>1. 2.
7 1 [cosﬁ + \J [k,] sin 9] falls lk,l >1 (2.114)

Dies ergibt Bild 5, wonach es glinstig ist bei groflen Einfallsenergien die
Grundzustands-Elementaranregungen der Probe auf der Energiegewinnseite der
Probe im Neutronenspektrum zu beobachten (siehe IN4-Spektren), wahrend man
bei kleinen Einfallsenergien die Elementaranregungen thermisch besetzt (Probe
erwarmen) und die Verlustseite der Probe im Spekirum studiert (ING). Zur
theoretischen Beschreibung von inelastischen Streuprozessen bedient man sich des

doppeli-differentiellen Wirkungsquerschniifes :

d?e it

aQde  7;

hierbei bezeichnet j; den Strom der im Raumwinkel-[£, €2 + d©] und Energie-
bereich [w,w + dw] getreuten und j; den Strom der einfallenden Teilchen. Der
doppelt-differentielle Wirkungsquerschnitt hangt iiber die Gleichung

dzo' r'{:f
de_Eﬂgw

mit dem sogenannten Sireugesetz (auch Streufunktion) zusamimen. Es hat un-

abhangig von der zugrundeliegenden Wechselwirkung, zwei wichtige Eigenschaf-

ten::
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Bild 5 : Die relative Energieinderung der Probe als Funktion der relativen Im-

pulsinderung und des Detektorwinkels

detailliertes Gleichgewicht :

hw .
S5(—Q,—w) =e T 5(Q,w) (2.115)
Ein Neutron wird danach bevorzugt so gestreut, dafl die Probe Energie gewinnt.
Erst bei Temperaturen, die groff gegeniiber der Anregungsenergie fiw sind, werden
beide Streuprozesse gleich wahrscheinlich.
Kohirenz-Inkoharenz : Die Streufunktion S(@,w) laBt sich grundsatzlich in einen

koharenten und einen inkoharenten Anteil zerlegen:
S(Q:w) = Scoh(gaw) + Ss'ucoh(giw) . (2116)

Wihrend die koharente Streufunktion zur Untersuchung von kollektiven Phano-

men dient, beschreibt das inkoharente Streugesetz z.B. die Diffusion eines Protons

auf einem vorgegebenen Wirtsgitter.
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2.4.1. STREUGESETZ FUR DIE EINFACH-STREUUNG VON NEUTRONEN AN PHO-

NONEN

Nach Lovesey [24] gilt fur die inkoharente Streufunktion:

N I“wz
M 87
Hierin bezeichnet ¥V die Anzahl der Kerne mit Masse M in der zu untersu-

chenen Probe, o; den inkoharenten Streuquerschnitt des Kerns, W{@) den Debye-
Waller Faktor,welcher zu

Sineoh(@6) = 2 Q2@ Xy 10y o)

% 9  “mae 7
wig)="2 [ 2

~Wmaz

n{w)dw (2.118)

W

geschrieben werden kann, Z(w) ist die normierte Phononenzustandsdichte

2(w) = 5 560 - wi(0), (2.119)

wobei die Summe iiber den drei Polarisationsrichtungen durch j nummeriert (zwei
transversale und eine longitudinale), und allen ¥ Punkten des reziproken Gitters in
der ersten Brillouin-Zone geht. AuBerdem beschreibt n(w) die mittlere thermische
Besetzung eines Zustandes mit der Energie w, welche durch
(o) = -
ekl — 1

gegeben ist. Fir die koharente Streufunktion gibt er

{2.120)

N Ho*c (2%) |

coh(Q!w) = 2 Z ~2WEa) E {Q

o T8 + i (2))6(Q + g— 1)+ {njlg) + 116w —wj@))a(g—g—xn (2.121)
én. Dabei ist o, der kohirente Kernstreuquerschnitt, 7 ein reziproker Gitter-
vektor, v, das Volumen der Einheitszelle, ol (g) ein Einheitvektor in Polarisations-
richtung und n;(q) ist n{w;(q)).
" ‘Beide Streugesetze sind proportional zu G2 und im Falle tiefer Temperaturen
beschreibt das kohdrente Strengesetz die Erzeugung von Phononen unter ._Imp__u_l_s_—__..

und Energieerhallung.
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2.4.2, STREUGESETZ FUR DIF MAGNETISCHE EINFACH-STREUUNG VON NEU-
TRONEN AN 4f-ELEKTRONEN INNERHALB EINES J-MULTIPLETTS

Nach Fulde |25, 26] gilt fiir die Streufunktion

5(g,w) = [%%;ﬂ} Qe .

E
" g L ). (2.122)

53539
£,k r=1s=
N ist die Anzahl der RE3+-Ionen in der Substanz, g; der Landé-Faktor, f(Q)
die Pouriertransformierte der 4f-Spindichte (Formfakior), ¢ nuinmeriert die ver-
schieden Kristallfeldniveaus £ durch, welche n;-fach entartet sind und Z(T)} ist die
Zustandssumme. Fihren wir r, durch
ro = lj:c‘f = 0.54-10"2em (2.123)

ein und beachten, daf} fiir pulverférmige Proben (wie wir sie bei unseren Messungen

benutzten)
. 2 }
l < '!.,’J"IJ;J_IIC,S > |2 = § Z I < ﬁ»T|lp|k}5 > I2

p=ea,2
gilt, dann schreibt sich Gl. (122} zu

T 2 ;
S(@,w) = V|| fH(@)e @) ..

2 T &—&

» 2 —_—
2 kz Z(T) I <1i T”lp!k 8> I ( h w) . (2.124)
3? ’rislp
Hieraus ergibt sich fiir die gesamie magnetische Streuintensitat eines RE3*.Tons
do'rn 2 Togj]z 9
o (@)= |—= - J 1) . 2.125
)=z s+ - Q) (2.125)

Die Streuintensitat geht wie f2(@Q) und fiir @ — 0 geht FHQ) — 1, so daB fiir die

gesamte ma,gnetlsche Streuintensitat oy, (siehe Tab. 10):

) |
om = [ dom(0) :4«3[’”"2”} LI 1), (2.126)

folgt. Bei kleinen Impulsiibertridgen @Q iiberwiegt daher die magnetische Streuung

an 4f-Elekironen der Streuvung an den Phononen. Eine Ubersicht der Formfakto-
ren der gemessenen RE%t-lonen gibt Bild 6.

51




10

05
J

07
]

0.6

Dyd+ -~
T3 Hol+

- r - - T T T 7
0.0 20 4.0 5.0 80 00 2.0

(

Qa1

Bild 6 : Formfaktoren der gemessenen RE3+-101‘18H
2.4.3. STREUVINTENSITATEN, MATRIXELEMENTE UND SUMMENREGELN

Wie bestimmt man nun aus der gemessenen Streuintensitdt (pulverformige
Proben) I¢...,g, des Kristallfeldiiberganges & -+ &}, das dazugehorende Matrixele-
ment? Nach GL(122) und (126) gilt fiir die Ubergangsintensitit: -

. -__"{'L
e kT

E(—T—) « My, (2.127),

I, g, = const -
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mit der Konstanten

2
const = 4W[TO§J] (2.128)

und dem Ubergangsmatrixelement

My = Y| <i r|ii|k s> 7. (2.129)
s .

Mittels GL({127) kénnen den gemessenen Ubergangsintensititen Matrixelemente

zugeordnet werden. Neben der Kenninis von welchem KF-Niveau der ﬁbergang

startet, mufl man wegen der Zustandssumme Z{T') 1. a. das gesamte KF-Schema

kennen. Aus den Summenregel fiir die Matrixelemente:

I+ 1) (2.130)

C.GIN

S My = n;-
k

(d.h. die Sumimne aller Matrixelemente Ay, welche vom i-ten KF-Niveau &; star-

ten ist gerade der Entartungsgrad dieses Niveaus mal das Zweidrittelfache von

J(J+1).)
bzw.

S My = (27 +1)- %-J(J +1) (2.131)
i,k : '

folgen die Summenregeln fiir die Ubergangsintensititen

_ &
e kT
= i — 1 2.132
ZIg_,gk cons 3 J(J+ ) ZT) ( )
und
| 2
meﬁ = const - J(J+1) (2.133)

BT
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2.4.4. BOSE-FAKTOR
Nach [27] kann das Streugesetz fiir die magnetische Streuung von unpolari-

sierten Neutronen auch zu

2
S@w) =3[ 0,0 (@) P (2139
1 —e kT

geschrieben werden, mit dem Realteil der dynamischen Suszeptibilitat x' und der
Spektralfunktion P(w). Die Temperaturabhingigkeit des Streugesetzes wird durch
den sogenannten Bose-Faktor
R
B(w) 1= — (2.135)

1 —e kT

I

bestimmt. Er ist im Bild 7 an Hand einer quasielastischen Lorentzlinie veran-

schaulicht.

Alw) [mev]

hw 72

Flwlz ———
128 e ng

12 - Bomey
b

Flwl

S0 -0 -0 -2 -¥ ¢ 10 2 n 0 0
ENERGE TRANSFER [mev]

Bild 7: Einfluf} des Bose-Faktors auf eine Lorentzlinie bei tiefen Temperaturen
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8. Zusammenfassung der Kristallfeldoperatoren

3.1. MOTIVATION

Die Grundlage zu den nachfolgenden symbolischen Berechnungen (d.h. als
Funktion einer Variablen z.B. n) der Tensorkomponenten ékq fir ein System aus
dquivalenten Elektronen und konstantem Gesamtdrehimpuls J, bildet die bemer-
kenswerte Erkenntnis, daff sich Kugelflichenfunktionen Cj, im kartesischen Ko-
ordinatensystem in den Serien Cyirn (7 := k — |qf) entwickeln lassen. Dieser
Zusammenhang ist keineswegs kiinstlich, er ergibt sich vielmehr allein unter Aus-
nutzung von bei der Berechnung dieser Serien auftretenden inneren Symmetrien
gewisser Gleichungen. Damit nicht genug: Erweist sich doch die Berechnung der
,,Kugelflichenfunktions-Serien (KFS)” Cyyr»n fir ein konstantes 7 als viel einfa-
cher, als man es annehmen wiirde. Die Idee war nun folgende: Wenn es gelange
diese KFS Oy, fiir ein konsfantes 7 nach der Opemior-A'quivalenten-Methode
[2] n—unabhingig[32] zu symmetrisieren, dann sollte man Serien von Tensorkompo-
nenten der Form C’n+r,n erhalten, welche fiir alle n = 0,1, 2, ... gelten! Dies hatte
aber Folgen fiir die in Kapitel 2.3 behandelte Kristallfeldtheorie: Binmal wiirde sie
nun mit den sieben Tensorkomponenten-Serien C’,;_T;, cen én+6,n auskommen und

brauchte nicht auf die 15 tabellierten Opera,toren[gg]
9, Ca1, Cag, Cuo, Cat, Caz, Cas, Cag, Coo, Cots T2y T3, Coas Css, Coo

guriickzugreifen; anderseits wiirde sich der Zusammenhang zwischen den, in der
Kristallfeldtheorie iiblichen Stevens-Operatoren Og\q( } {2,28,8] und den Tensor-
komponenten C’kq in ganz natiirlicher Weise ergeben: sind wir doch wie Stevens

[2] von Polynomen in =, y, z gestartet.

[32] also symbolisch bzgl. n

33] siche z.B.: Smith & Thornley [1]. Dort findet man die Operatoren (:jkq(i) =
C’kq(J) welche z.B. iiber die Stevensfaktoren ay := 09(4f" 25.+1p, oJ, ) B =
B4(4f" 28.11p, og,) und vy = Og(4f" 25,1, 7,) mit den Tensorkomponenten
zusammenhangen. Im allgememen aber gilt : C;l = 0. (1" 2541y, ')') O;‘q(i)

“Zur Definition der Operator-A quivalenten- Konstante § siehe nachfolgende Sei-

ten.
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Die Anwendung der Tensorkomponenten-Serien CA',H_T,H geht sicherlich fiber die
Kristallfeldtheorie hinaus. Tensorkomponenten hangen iiber das Wigner-Eckart-
Theorem mit 3;-Symbolen zusammen: eine symbolische Berechnung von Tensor-
komponenten ist demnach einer symbolischen Berechnung von 3j-Symbolen gleich-
bedeutend. Wir erhalten so, gewissermafien nebenbei, Formeln fir 37-Symbole mit

konstanter Drehimpulsquantenzahl j.

Im weiteren wird zuerst gezeigt, wie man die von Stevens stam-
mende Operator-Aquivalente-Methode, welcher dieser benutzte, um die Ten-
sorkomponenten CA'kq eines 4f™-Elektronensystems auszurechnen, auf ein ["-
Elektronensysteln[34] erweitert. Die Motivation war hierbei, die spater berechne-
ten Tensorkomponenten-Serien én+7,n. (r = 0,...,5) so allgemein wie méglich
zu halten. Lelder gelang es bis zum Abschluf der Arbeit nicht, die sechste
Tensorkomponenten-Serie CA'nJrG’n zu berechnenl3. Trotzdem werden im folgen-

den auch die Symmetrisierungsrelationen dieser Serie aufgestellt.

3.2. DiE OPERATOR-AQUIVALENTE-METHODE FUR SYSTEME AUS AQUIVALEN-

TEN BLEXTRONEN UND KONSTANTEM GESAMTDREHIMPULS

Set also ein System, bestehend aus n aquivalenten Elektronen mit Bahn-
drehimpuls ! und konstantem Gesamtdrehimpuls J, gegeben. Die Zustande
(des winkelabhangigen Teils) der Gesamtwellenfunktion seien wie in Kapitel 2.3
durch |I" /{SL)JM > gekennzeichnet. Sei weiter Cj ein Tensoroperator k-ter
Stufe mit den 2k + 1 Tensorkomponenten ékq- Die Tensorkomponenten é’kq
mégen hierbei im Zustandsraum der Gesamtwellenfunktion |{™ y(SL)JAM > ope-
rieren. In diesem Zustandsraum operiert aber aunch der Gesamtdrehimpulsopera-

tor J und durch Anwenden des Wigner-Eckart-Theorems auf das Matrixelement

<" W(SL)JM{CA’I\,Q' I"v(SL)JM' > erhalten wir

[34] die Hauptquantenzahl hat auf die nachfolgenden I"Iberlegungen keinen Einflul
- und wird daher nicht explizit angegeben

3%] Dies lag nicht am Formalismus, sondern am Nichtgelingen einer Vereinfachung

der aus der Symmetrisierung folgenden Ausdriicke
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<" ASL)TM|Crg 1" v(SLYIM' >
J k&

_ (c1) M (—M :

Das 3j-Symbol verschwindet unter anderem genau dann nicht, wenn M =
M'" + q, sodaB offenbar ék,iffll ~ il:gl gelten mufl. Die genaue polynomiale
Struktur der Tensorkomponenten Cp, in den Gesamtdrehimpulskomponenten
Jaos iy und J, wird durch die Operator-Aquivalente-Methode festgelegt. Sie
begriindet sich in der bemerkenswerten Eigenschaft, dafi die Kugelflachenfunk-
tionen < élokq >i= C’;\._q(]%) i= Cpe(6,¢) genau die gleichen Kommutatorre-

lationen mit dem Gesamtdrehimpulsoperator J erfiillen, wie es die Tensorkom-

ji,,) <" SL)NCLIM(SD)T > . (3.1)

ponenten C’L,q tun (siehe Kapitel 2.2.4). Stevens Idee war es nun, den bei der
Quantisierung auftretenden Schritt von der Kugelflichenfunktion Cp, zur Ten-
sorkomponente C’kq, als einen Darstellungswechsel zu deuten: man geht von der
Ortdarstellung < %[qu >= Cpq(8,¢) zu einer ., Drehimpulsoperatordarstellung”
< J|Chy >i= Cry(d) = C’kq(l) tiber. Die Tensorkomponente ékq(i) erhielt er
dann dadurch, daf er in der KugeHlichenfunktion Gy, |—§—| durch J ersetzte und
anschliefend iiber jeden auftretenden Suminanden bzgl. der Drehimpulskompo-
nenten J, ;iy und J, symmetrisierte, da ja die Komponenten des Drehimpulsope-
rators nicht vertauschen.

Nach Kapitel 2.2.4 sind die Tensorkomponenten ékq und é’kq(i) linear
abhangig :

<P ASD)INCLDIT A(ST)T > Cig

= Crg(L) <P 4(SDINCLII1(ST)T > (3.2)

Das reduzierte Matrixelement von é}’cq(i) ist eine Funktion von J und k allein,

nach Smith & Thornley [1] gilt dann

1 (@] +k+1)

<YW SDTNCr (D" H(S1)T >=< TNC (DI >= F T =R (3.3).

so daf mit der Opemtor—./{guz’mlenien-[(onsianten 7

_ _<I"A(SD)T||Cpll 1" 4(SL)T >
< y(SDTCHDI I AHSL)T >
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|-k , - ,
ﬁzﬂ-J(—z(m{ﬁ < A(STYNCLI P A(STI > = 61", 541 Lg, %), (3:4)

wir schreiben diirfen
ékq = Qk(l", 25+1LJ1 7) ’ CA’kq(i) . (35)

Das reduszierte Matrixelement von ('j';\,q soll noch auf eine Form gebracht werden,
wie sie fiir 4f™- und 3d"-Elekironensysteme iiblich ist. Im Nielson & Koster

[7] sind die redugierten Matrixelemente des Einheitstensors By, tabelliert, welcher

tiber

) o I A
Crg = <UIChllI> By = (-1)’(zz+1)(0 . 0) B, (3.6)

mit dem Tensoroperator € zusammenhéngt. Beachten wir noch, daf8 mit der
Tensorkomponente ékq auch E’kq nicht auf den Gesamtdrehimpulsindex J wirkt,

so kénnen wir nach Judd [3] Gleichung (3-38) das reduzierte Matrixelement von

Ekq nmkoppeln :

<1 y(SL)TNE || 1" {SL)T >

JRJ

S+ LT+kE
= (-1) (2J+1){L5L

} U ASDBN T ASD)> . ()

Wir haben somit fiir die Operator-Aquivalente—Konstante #
(mit <"y 2| B 1y ML >=< Iy (SO B 1 4(S)>)

— kY
0", 25 Ly y) = (204 1)(2T + 1)2*-4 QT B} gystrtr

(2J + k+ 1)
. 1 k1 JEJ <l”"y 25+1L||Ekllln7 25—|—1L> - . (38)
00 0/ |LSL '

Aus den Auswahlregeln fiir das 3j- und 67-Symbol folgen Auswahlregeln fur 6.

Diese sind nur dann von Null verschieden, falls

(a) : ke{0,2,...,min{2J,20}} falls 2J gerade
(b): ke{0,2,...,min{2J ~1,2i}} falls 2J ungerade .
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Diese Auswahlregeln stimmen mit den im Kapitel 2.3.2 gefundenen Auswahl-

regeln iiberein. Mit der Formel unter Gl. (8) wurden die Operator-Aquivalenten-

Konstanten der Grundzustandsterme 250%1L,; der RE3-Tonen berechnet (3],

Sie stimmen mit den sogenannten Stevensfakioren

oy = 92(4fn 250+1L0Jo)

By =044 5 L0 )

vy =0g(af™ 25D, ;)

iiberein.
Ce3+ Prs"" Nd3+ Pm3+ 5m3+ Eu3+Gd3+
2 _2%13 T 2.7 13
e 57 32.52.11 32.11°¢ 3-5-112 32.5.7 0
2 2 2337 23.7.17 2-13
Bi 32.5.7 32.5.112 3311313 | 33511313 33.5.7-11 0
24.17 _ _5.17-19 23.17.19
VI 0 34.5.7.112.13 33.7.11%.132 | 3%.7.119.13° 0 0
Tb3+ Dy3+ HO:H' ET3+ T'm3+ Yb3+‘
arl -l _ 2 __ 1 22 1. 2
J 32.112 32.5.7 2.32.52 32.52. 32.11 32.7
3 2 9 _ 1 2 23 2
Ji 335112 33571113 | 295711131 325711131 35112 35-7-11
_ 1 22 » 5 _ 5 92
VI | Teir112a8 | 37112132 337.114.132 1337112132 | 34711213 371113
2SO+1LOJO

Tab. 11: Die Stevensfaktoren oy, 85 und vy der Grundzustandsterme

aller RE3* Tonen

36] die benstigten 3j- und 6j-Symbole sind im Rothenberg [9] tabelliert
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3.3. BERECHNUNG DER TENSORKOMPONENTEN én+r,n(sl) FUR 7 =0,...,5

Die Grundlage fiir die Berechnung der Tensorkomponenten é’kq(i) bildet nach
der Operator-Aquivalenten-Methode die Kugelflachenfunktion qu(ﬁ) in den kar-
tesischen Koordinaten £, ¥ und Z. Diese erhalten wir, indem wir die Kugelflachen-

funktion Cy,4(8,¢) ins kartesische Koordinatensystem transformieren. Nach An-

hang vermitteln die Gleichungen

rkaq(ﬁ, ¢) = epq Prglz, v, 2) mit Pr—q = Pr, (3.9)
Pk,iq{ = Pn-t—f,n = (m + iy)n Hygrn (3-10)
T
Hotrn = Z hurpz'  UrY mit h,ry ganzzahlig (3.11)
v=0
v gerade

1R (-

T Bl 2R S — [g)ICk + fa])!

zwischen beiden Darstellungen der Kugelftachenfunktion, wobei hy, |t = hnirn der

mit €f—qg = (——1)9 €kg (3.12)

Koeffizient von z7 in Huyrn ist. Im Anhang wurden die Hyrn firT~=0,...,6
Zu:
Hn’n = 1
H?H—l,n =z

Hyton=(2n+3) 22— 7t

Hn+3,n = (273 + 5) 23 - 327’2
Hyyan = (2n+5)(2n+T) ot - 6(2n + 5)227"2 + 374

Hyssm = (20 +T)(2n+9) 25 — 10020+ 7)2%2 + 1527

2 732 2 i
Hypon = (re 1N ?1:9)( s 1)26”5(2n+7)(2n+9)z4T2+15(2ﬂ+7)22r4—5r6

berechnet. Die Tensorkomponenten CAZ',HT,,Z(J_') erhalten wir nun nach der

0perator—Aquiva,1enten-Methode dadurch, da  wir zuerst in Hpyry, die
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Abktrzung 72 durch (a:2 + 2+ z2) ersetzen, dann Cpyrn nach Potenzen von @,
v und z orden, schlieflich z, y und z durch ¥, ¥ und £ ersetzent®?, und diese
wiederum durch die Gesamtdrehimpulskomponenten J, ;{y, und J, substifuie-
ren. AnschlieRend haben wir itber jeden auftretenden Summanden bzgl. o ;Iy
und J, zu symmetrisieren.

Die Summanden sind dabei typischerweise von der Form[®8)

ROV 2 3 3
[(3p +idy," B33 und ¢ gerade. (3.13)

Diese Symmetrisierung beinhaltet n + 1 Symmetrisierungen der Art

otk atestnkar—tsSadysds
TE AR LY S A k=10,...,n (3.14)

Nach dem im Anhang aufgestellten und bewiesenen 2. Symmeirisierungstheorem
brauchen wir gar nicht iiber die n + 1 Summanden zu symmetrisieren, es geniigt,

die Symmetrisierung des Operatorproduktes

art as af—g sty gy,
@ity (3.15)

zu berechnen. Der Kiirze wegen schreiben wir im weiteren ju, fy, j» und j3 fur L
iy, J,und J. Auflerdem treffen wir die Konvention, dafl bzgl. der Operatoren in

der Symmetrisierungsklammier zu symmetrisieren ist. Fir die Tensorkomponenten

C'n+f,n_(i) erhalten wir dann

Crg(d) = €rg Prg(d) (3.16)
mit
Ponld) = 51 (3.17)
Pyy10(2) = {744z} (3.18)
Poyan(d) = 2n + D553} - {5142} - (i} (3.19)

37 da auf der linken Seite von Gl. (9) noch der Faktor ¥ steht, beachte, daf

jeder.Summand von Hy4rn vom Grade 7 in den kartesischen Koordinaten ist

[38] der rechte obere Index an der rechten Syminetrisierungsklammer gibt an, iiber

welche Operatoren zu syminetrisieren ist
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1

Brion(d) = 2(n+ 1055} — 3057 7252} — 3{5% .75}

By yan(d) = 4(n+ 1)(n + {5542}
~12( + 2) 22 -2} . 12( + 2) 22 -2} ,
n {J-}—Jz.?:c g {J-{-Jz]y

{5750} + 3{7 5y} + 6{55 5253}

ﬁn+5,u(l) = 4(n + 1)(” + 2){3132}
—20(n + 2){j7 5352} — 20(n + 2){71 5352}

F+15{5% 7252} + 15{57 5,55} + 30{5% j=5250}

PryonlD) = 3n+ 1)(n +2)(n + {7}

—20(n + 2)(n + 3){§1 5252} — 20(n + 2)(n + 3){j1iziz}

+30(n + 357 2531 + 30(n + 3){57 5255}
+60(n + 3){51 525252}

~5{3730) — 5{52 38 — 15{j% 522} — 15450524, } -

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Mit dem im Anhang vorgestellten Verfahren der rekursiven Symmelrisierung

von Operatorprodukien gelingt es, nicht nur das Problem der Symmetrisierung von

belicbigen Operatorprodukten auf das der einzelnen Operatoren zu reduzieren,

sondern es legt auch die Grundlage fir das im Anhang aufgestellte 1. Symmelri-

. sierungstheorem. Mit diesem Theorem konnen Symmetrisierungen, wie sie unter

Gln. (17-23) stehen, symbolisch in n berechnet werden (siehe Beispiele unten).
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Ein weiterer wichtiger Baustein war das Computerprogramm REDUCE. RE-
DUCE ist ein programmierbares Formelmanipulationssystem und erlaubt nicht-
kommutatives symbolisches Rechnen mit Operatoren. Das Verfahren der rekursi-
ven Symmetrisierung wurde nun mittels einem, in REDUCE geschriebenen, Pro-
gramm namens QSYMBOL auf einem Computer installiert. Neben dem Verfah-
ren der rekursiven Symmetrisierung enthalt QSYMBOL auch Vertauschgesetze der
Drehimpulsoperatoren jz, 7y, 7. und j4. So.ist z.B.:

vnEIN Iz .7-?- :.73- (n+]z) (324)
. n . p—i 1 .
Vaemv\foy e 7F =34 de — e d (S5 ) (3.25)
e L 1 9
Vaem\foy  Jy it =it gy ionegy (S i) (3.26)

Auflerdem enthalt QSYMBOL Summenformeln fiir Summen der Art
n .
S iF (3.27)
=0

bis einschliefilich & == 17.

Im folgenden werden noch zwei Beispiele angegeben. Diese sollen demonstrie-
ren wie das 1. Symmetriesierungstheorem bei der Berechnung der Symmetrisie-

rungen unter Gln. (17-23) greift.

1.Beispiel : Wir wollen {j1j,} symbolisch symmetrisieren. Nach dem Verfahren
der rekursiven Symmetrisierung schreiben wir dies zu

n!
{74i:} = E‘+—11){J+}z}n+1 (3.28)

Anwendung des 1. Symmetrisiecrungstheorems (Anhang) auf {jijz}n-{-l liefert

{157 ot Z g (3.29)
Dies 1aBt sich nach Gl. {24) zu

1
Mot ey = g 2o+ s) (3.30)
. &
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schreiben und wegen

haben wir somit
{idzdnet = (n+1) -5} (5 + )
So daf}
{i%7.} = iy -G+ —2-)
folgt. O

2.Beisplel : Es soll {3133} symmetrisiert werden. Wir schreiben wieder

{7333} = 0 +2),{Jijf}n+g

und nach dem 1. Symmetrisierungstheorem gilt fur {jijg}:w? :
2 n’ - .
{743 e = Zj—?_z SRR KA F) FERER
Nun ist aber nach Gl. (32)

o ; . . i
{74dedivr = G+ 55U +3)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Setzen wir dies nun ein und wenden wir nochmal Gl. (24) an, so erhalten wir

n

{J+Jz}n+2 = ji- Z G+ 1) +9)(F: + )

t=0
Unter Verwendung von
= D{2n 41 1
Zi2:n(n+ )(2n +1) und Zz :—“w-—nnjr )
2 6 i
=0
erhalten wir
. n+1){n+2 n(3n +1
{i13}ns2 = ( )2( )J (iR Hm gt in+ ) 15 ))

und damit fur {J+JZ}

{‘74-_322‘} = ]1‘(}34*71"7;—}-—(—12——)) |
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3.3.1. RESULTATE AUS DEN BERECHNUNGEN DER TENSORKOMPONENTEN

Cn_l_'r’n FﬁR T = 0,- . .’5

Die Tensorkomponenten Cy, bestimmen sich zu:

(jkq = €q - 9k(ln, 2S+1I’J57) ’ ﬁkq(i) mit ﬁk,—q(!z‘) = pg:;(!z) : (3'41)

Nach (10) kénnen wir ﬁk,lqi(i) = }?’,1,4”',”(,1) zu

N 1, - , . -
Pn—l—r,n(l) = 5[ Hn+7,1z . ]1 -+ J:tl_ iy HnJr‘r,n ] (3-42)
schreiben. Eine Darstellungsweise wie sie auch Smith & Thornley [1] fir

die Operatoren 5;,q(,1) wahlten.
GL.(11) geht dabei iiber in

1.
Hysrn=Hogra(iz)= Y. durojii " mit d,,;,; rational , (3.43)
=

erade

=4

3]

<o

wahrend sich nun GL(12) zu

1Rt (-

W A P f = T+ et

(3.44)

schreibt, wobei dy4rn der Koeffizient von jI in ﬁn_w,n ist. Die symbolische

Berechnung der Tensorkomponenten Cj4.r,n reduziert sich so auf die Berechnung

der rationalen Koeflizienten d,;,;. Die I}n+rnl firTr=10,...,5 wurden zu
Huyn=1 (3.45)
ﬁn-l—l,n = Jz (345)

~

P aln+1)2  (2n+ 3)n
Hn+2,n m(2n+3)]§—](y +1)'§_ ( ) ( )

R (3.47)
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(n + 1 {n 4+ 2)
2

Hpvgn = [(2n45)52 = 3j(5 + 1)+ —(2n+5)n?] -7, (3.48)

Hyptn=(02n+5)2n+7)52 — (2n+5)-[65(F + 1)+ (n - 1)(3n2 4+ 12n+5) ] - 52
—35(j + 1) (=n® = 2n2 + 2+ 2) + 352(j + 1)

+g(5n5 + 2704 + 2323 — 39n2 — 100 4 12) (3.49)

Hpisn =20+ 7)(2n+9)7% — 2n+7)-[ 105(j 4+ 1) + 5n® +20n% — 150 — 15 ] - 33
—55( +1) - (=3n° = 9n® + 8n 4+ 10) - 5, + 1552 + 1)* - 4,
L or. 6 5 4 3 2 ,
+5(26n° + 185n° + 2550 — 36507 — 176" + 172n -+ 48) - j» (3.50)
bestimmt.

Da es leider nicht gelang, die sechste Operator-Serie _73,!4,6,”(,1) auszurechnen,
sei der Vollstindigkeit halber der Operator Pgg(J) angegeben. Ihn nach dem
angegeben Verfahren zu berechnen bereitet keine Schwierigkeiten und wegen (42)

reicht es aus die Funktion Hgy = Pgo(J) anzugeben :

Ao = 23138 — 31555 + 1)74 + 735;5% + 10572(5 + 1)%5% — 5255(7 + 1)52 + 2942

—573(5 + 1)° + 4072(G + 1)* — 605(j + 1) . (3.51)
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3.4. ANWENDUNGEN

3.4.1. Wik DiE OPERATOREN ﬁkg(,};) MIT DEN IN DER LITERATUR UBLICHEN
OPBRATOREN Op,(Z) UND Opo(J) ZUSAMMENHANGEN
Waihrend die sogenannten Sievens-Operatioren OAkq(i) (siche Stevens [2] und
Hutchings [28] ) aus der Quantisierung von Polynomen Oy, entstehen, die durch
keine natiirliche Zahl mehr teilbar sind, so konnen die Polynome Pyyrp 1. a. fur
bestimmie n eine solche Zahl enthalten. Nennen wir diese nichtverschwindende

naturliche Zahl W [g] = Watrns SO vermittelt die Gleichung

P, = wk,]qlokq (3.52)

g

zwischen den Polynomen Py, und den Stevens-Polynomen Oy, und damit zwi-
schen den, nach dem Ehrenfestschen Theorem [4] zugeordneten, Tensoroperatoren
ﬁkq(i) und ékq(i)- Im Anhang werden, im Anschlufl an die Berechnungen der
Hygrp fir v =0,...,6, daher auch die Faktoren wyqr, fur 7 =0,...,6 angege-
bemn.

Der Zusammenhang zwischen den Operatoren 5kq(i) (sieche Buckmaster [29]
und Smith & T}Eornley [1] )Aund qu(i) ist einfacher. Es gilt namlich nach
Konstruktion der O, (J), daB Og,(Z) = Cro(4) ist und damit

O

k(L) = €rg Prg(d) - (3.53)

Die konstanten Vorfakioren der Operatoren qu(i) kénnen daher mit e, identi-
fiziert werden. Setzen wir nun bestimmte n in den Serien Cpa(J), ..., Cl’n_,_s,n ein,

so stimmen diese mit den tabellierten Operatoren qu(l) tiberein.
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3.4.2. DER KRISTALLFELDHAMILTONOPERATOR ﬁCFAfn ALS FUNKTION DER
OPERATOREN Fjo(J)

Mit Kapitel 2.3 notiert sich der Kristallfeldhamiltonoperator H CF4gn fir eine
beliebige Punktsymmetrie des Kristallfeldes zu

Hopapr = Y. VioProld) + 3 VigPro(d) + Iﬁfqﬁ;jé(i) (3.54)
k 2
mit
(a): ke{0,2,...,min{2J,6}} falls 2] gerade

(by: ke{0,2,...,min{2J —1,6}} falls 2J ungerade .

und den i. a. komplezen Kristallfeldparametern

Vig i= erg - Op(4F" B Ly  7)- <of > Qg (3.55)

welche proportional zu den Multipolen @}, des Kristallfeldes sind. Wahrend
die Vi, noch die Eigenschaften des betrachteten Seltenen-Erd-Tons RE®Y enthal-
ten, so sind die Kristallfeldparameter Wy,
k
Vig = Wiy - (47" 2Ly 7)- <rF> (3.56)
davon unabhingig. Die bei beiden Parametersitzen benoctigten Operatoren

f)kq(l) sind in

ﬁn,n(l) Yoty f)n+5,n(i)s ﬁﬁO(i) (3'57)

enthalien.
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3.4.3. SYMBOLISCHE BERECHNUNG VON 3j-SYMBOLEN

Aus den oben angegebenen Verfahren zur Berechnung der Tensorkomponenten-
Serien (3',1_[_1—,.,; = Ca'k,m folgt eine Formel fur 37-Symbole des Typs:

) o
( 7o ) (3.58)

m' —-m gq

und zwar als Funktion ihrer Variablen j, k, m, m' und ¢! Um dies zu sehen, wenden
wir auf das Matrixelement

<jm]ékq(i)ljm' > (3.59)
das Wigner-Eckart-Theorem an und beachten, dafl fiir das reduzierte Matrixele-

ment nach Smith & Thornley [1j
A . 1 [ (27 +k+ 1)
. = 3.60
gilt. Es folgt somit

(.7 J ‘Ic) — (_l)j—m ZkJ_(,_(_M <jm!é‘kq(i)|jm’> . (3.61)

m —m ¢ 27+ k+ 1)
Zur Berechnung des verbleibenden Matrixelementes benutzen wir Gl (16):
ékq(i) = €Lq - qu(J-) (3'62)
und Gl. (42)
4 I ;4 Sy . A .
Prglg)(D) = 51 Hyjg (52) Gy gl Hyg1(d2) ] (3.63)
sowie (1.(2.45)
Al (. 1 GFmY-GEm +])t =,
L gm > = ; - j,m gl > . 3.64
= J(Jim’)!-(mm’—!ql)!l g (364

Wir finden dann:

i ik o
(mf —-m :{:lql) :5"1’s"’-:F|q|'fkq‘(—l)-’ m., 9

TGk GEmtlGEmt .
’ (221,%.2]_)1((J]j:millzll))](éim)y ) [Hk,]q](m)-l'ﬂ—k,]q!(mq:'gl) ] , {3.65)

wobel die Funktionen f}k,lq] (m) = Hyirn(m) aus den symbolischen Berechnungen

der -P,l_;;_f,n (&) folgen.
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3.5. ZUSAMMENFASSUNG

Aufeiner inneren Syminetrie der Kugelflichenfunktionen Cp, basierend, wurde
ein Verfahren angegeben, welches erstmalig eine Berechnung der Tensorkomponen-
ten ék,[qi = Chqrn als Funktion der Variablen n (bei festem 7) fiir Systeme aus
aquivalenten Elektronen mit konstantem Gesamtdrehimpuls J erméglicht. Zur
Berechnung dieser Tensorkomponentenserien wurde die von Stevemns 1952 auf-
gestellte Operator-Aquivalente-Methode verallgemeinert. Die Verallgemeinerung

besteht in der Hinzunahme der drei Komponenten:
(1) 1. Symmetrisierungstheorem
(2) 2. Symmetrisierungstheorem

(3) Verfahren zur rekursiven Symmetrisierung von Operatorprodukten

Wihrend die Operator-Aquivalente-Methode den Schritt von den Ku-
gelflichenfunktions-Serien Cyr4r p, 2zn den Tensorkomponenten (i’n+f,n des n 4+ 7-
stufigen Tensoroperators (ﬁin_;_.r vollzieht, vereinfacht das 2. Symmetrisierungs-
theorem die bei der Operator-Aquivalenten-Methode auftretenden n + 1 Sym-
metrisierungen pro Summand auf die Symmetrisierung eines Operatorproduktes
desselben. Mittels des Verfahrens zur rekursiven Symmetrisierung von Opera-
torprodukten gelingt es nicht nur, das 1. Symmetrisierungstheorem aufzustellen,
welches wiederum die Berechnung der auftretenen Symmetrisierungen als Funktion
von n ermoglicht, sondern auch den Prozefl der Symmetrisierung selbst auf einem
elektronischen Rechner zu automatisieren (Stevens berechnete die Realteile gewis-
ser Tensorkomponeten noch mit der Hand!). Die so verallgemeinerte Operator-
Aquivalente-Methode liefert neben einer Zusammenfassung der in der Literatur
iblichen Tensorkomponentien (:qu(i) auch eine Forme! fiir die vor den Tensorkom-
ponenten stehenden Konstanten (siehe Smith & Thornley, sie berechnenten
iibrigens die Tensorkomponenten aus den, die Tensorkomponenten definierenden,
Kommutatorrelationen), welche wir mit den ¢, identifizieren konnten. Anderseits
konnte aber auch eine Formel fiir die polynomiale Struktur gewisser 3j-Symbole
als Funktion ihrer Variablen angegeben werden, so daf} obiges Verfahren dem An-
wender die Moglichkeit in die Hand gibt, anzugeben, wie gewisse 3j-Symbole als
Funktion ihrer Variablen aussehen. Und das ist das Neue. Heutige Verfahren -

zur -Berechnung von 3j-Symbolen liefern sozusagen Funktionswerte, wahrend die
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verallgemeinerte Operator-Aquivalente-Methode die Funktion selbst liefert. Ubri-
gens zeigt diese Methode auch auf, wie die Tensorkomponenten von Systemen aus
iquivalenten Elektronen und konstantem Gesamtdrehimpuls eigentlich notieren
werden miiiten: Nicht durch ithren Drehimpulsindex und Drehimpulsprojektion,
sondern vielmehr durch den Betrag der Drehimpulsprojektion und der Differenz
aus Drehimpulsindex und Betrag der Drehimpulsprojektion. Wahrend namlich
der Betrag der Drehimpulsprojektion den Grad des Drehimpulsaufsteigers angibt,
steht die genannte Differenz fiir den grofiten Exponenten der z-Komponente des

Drehimpulsoperators in der Tensorkomponente.
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4. Untersuchung der Kristallfeldaufspaltung der Seltenen-Erd-Penta-

phosphide mittels magnetischer inelastischer Neutronenstreuung

4.1. FLUGZEITSPEKXTROMETER

Alle nachfolgenden Neutronenspektren wurden an den drei Flugzeitspekiro-
metern: '

(1) SV22, Kernforschungsanlage (KFA) Jilich
(2) IN4, Institut Laue-Langevin (ILL) Grenoble
(3) ING, ILL Grenoble

aufgenommen. Die Wirkungsweise eines Flugzeitspekirometers soll am Beispiel
des SV22 veranschaulicht werden. Das Flugzeitspekirometer SV22 steht in der
Reaktorhalle am TAN2-Kanal des im Jahre 1962 kritisch gewordenen Forschungs-
reaktors Jillich FRJ-2 DIDO. Die Leistung des Reakiors liegt heute bet 23MW
(ILL: STMW)BQ] und der gur Verfiigung stehende Flufl an thermischen Neutronen
betragt an der Stirnseite der Neutronenleiter etwa 1.5 - 1014 —2— (ILL: Faktor

sec-cmz
7 mehr). Betrachte nun die nachfolgende schematische Draufsicht des SV22 im

Bild 8.

Mittels eines Strahlrohres durchdringen die (im schweren Wasser moderier-

ten) thermischen Neutromen die biologische Abschirmung und treffen mit ei-
ner kontinuierlichen Geschwindigkeitsverteilung um 350K auf einen Doppelmo-
nochromator aus pyrolytischen Grapllit[401. Hier werden sie iiber das Braggesetz
2d - sinfy; = nA4Y mit wohldefinierter Geschwindigkeit, aber i. a. mit unter-
schiedlicher Beugungsordung, reflektiert. Im Analysatorteil des Spektrometers
(He3-Detektoren) sollen spater die Neutronen energieabhingig untersucht wer-
den. Hierzu miissen die auf die Probe fallenden Neutronen noch eine Zeitstruktur
besitzen. Der erste Chopper zerschneidet daher den auf ihn einfallenden Neu-

tronenstrahl in ~ 20psec lange Neutronenpulse mit einer Pulsfolge von 162Hz.

[39]die Werte in den runden Klammern gelten fiir den HochfluBreaktor des ILL

[40] @itterkonstante 2d = 6.7094

4] ist der Grad der Beugungsordnung
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Der in einem gewissen Abstand zum Ersten stehende zweite Chopper, nutzt die
verschiedenen Geschwindigkeiten der unterschiedlichen Beugungsordnungen aus,
und lafit uber einen ihm vorgegeben Phasenwinkel (relativ zum Ersten) nur die
gewiinschte Bengungsordnung passieren.

Der an der Probe gestreute monochromatische Neutronpuls wird in einem
Abstand von d = 2.856m von 76 He’-Banken & 6 Ziahlrohren nachgewiesen und

entsprechend seiner Ankunftszeit in einem Vielkanalanalysator gespeichert,
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Bild §: SV22 Draufsicht schematisch. Seit der Spektrometerumstellung im
Jahre 1986 gibt es keine Detektorwagen mehr. Heute ist der gesamte
Srenwinkelbereich +10° < @, < 130” mit Detektoren ausgelegt. Bild

~mach [30]
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4.2. PROBENHERSTELLUNG UND CHARAXTERISIERUNG

Die hier untersuchten Seltenen-Erd-Pentaphosphide REPj:
RE = Ce, Pr, Nd, Dy

sind Halbllletalle[42], polykristallin und bilden sich beim Erhitzen (7507) von rotem
Phosphor und RE-Metallspanen in evakuierten Quarzampullen [22] . Die Proben
wurden von Herrn Dr. M. Hartwegl*! hergestellt und auch charakterisiert [31] .
Die RE Py kristallisieren monoklin in der Raumgruppe PZI/m——C’gh (Nummer 11) -
und die kristallographische Lage des Seltenen-Erd-Ions REST wird in [22] mit 2(e) .

angegeben, die Punkisymmetrie der Seltenen-Erd-Ionen Rt ist Oy (siche Bei-
spiel im 2.4. Kapitel). Nach [31] sind von den Seltenen-Erd-Pentaphospiden drei :

Strukturtypen bekannt. Von Ytterbium kennt man den B—YbPs-Typ [32], LaPy
und CeP; kristallisieren iin sogenannten LaP57Typ[_443 , die anderen Seltenen-Erden
bilden Pentaphosphide im NdP;-Typ. Der LaPs-Typ ist eine Uberstrukturvari-
ante des NdPs-Typs mit Verdopplung der a-Achse. In dieser Arbeit stellt sich nun .

heraus, daf auch NdPy vom LaPs-Typ ist. Wir werden daher im weiteren vom L

LaPs- und DyPs-Typ sprechen, da von DyFs5 keine Uberstrukturvarinate bekannt .
ist. '. )

Nach [31] sind CePs und P7Pj5 oberhalb von 1.5K magnetisch ungeordnet,
wahrend die Ordnungstemperatur von DyPj im Bereich von 5K bis 6K liegt. NdPs
ordnet bei etwa lK ..a,n_tife__r_ro1_11a,g11e_ti_sch: {(nach Gesprachen mit Herrn Chattopad-
byay). AR

Das nachfolgende Bild 9 zeigt die Elementarzelle von DyFs (a~c~51§, b~104,
B ~ 105° genauere kristallographische Daten siehe [32,22,33] ). Sie enthalt zwei

Formeleinheiten; die Phosphoratome bilden gewellte zweidimensionale Schichten

[42]Ce Py hat ein Energiegap von 0.4eV [31]

[43] Herr Hartweg stellt in seiner Dissertation Kristallfeldniveaus von den hier
untersuchten REP5 vor. Diese Niveauschemata basisieren auf den Hohdafen

der von mir in dieser Arbeit ausgewerteten Neutronenspektren.

[44Nach [22] ist die Uberstruktur von CeP5 weniger stark ausgepragt und konnte

hier nicht bestatigt werden
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zwischen denen die Seltenen-Erd-Tonen liegen. Nach dem Prinzip von Zintl und
Klemm [34, 35, 36] ‘diirfen wir uns die Phosphorschichten der RE Py auns der sta-
bilen Modifikation des schwarzen Phosphors entstanden denken: durch das Ent-
fernen der im Bild 10 gestrichelt eingezeichneten Phosphoratome enthalt man 9
dreibindige und 3 zweibindige Phosphoratome, welche einen dreifach geladenen
P;9-Ring bilden. Diese Pjg-Ringe entsprechen genau den Pjs-Ringen, wie wir sie
in den RE Py beobachten.

— L Y oe .
18, C jb f
c

W
1 c7

@

Bild 10 : Die stabile Modifikation des schwarzen Phosphors
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4.3. VERSUCHSDURCHFUHRUNG UND PROBENUMGEBUNG

Die vermessenen Proben befanden sich in einer evakuierten Kammer eines He*
Kryostaten. Die Kammer hatte eine langgezogene zylindrische Struktur, deren
unteres Ende in den Neutronenstrahl eintauchte. Oberhalb des Neutronenstrahles
wurde die Probenkammer durch He?-Gas gekiihlt. Um nun einen guten Warme-
austausch der Probe mit diesem Gas zu gewahrleisten, wurde gerade soviel Hel
Gas in die Probenkammer gelassen, dafl der Druck dieses Austauschgases 0.1mbar
bei der Mefitemperatur nicht iiberstieg. Die Orientierung der Probenschachtel zum
einfallenden Neutronpuls richtete sich nach der Detektorgruppierung des Spektro-
meters und wurde so gewahlt, dafl die Detektoren kleine (-Werte gut iiberdeck-
ten. Zu jeder Probe wurde eine Transmissionsmessung, zu jeder Mefitemperatur
zusitzlich eine Leer!45). und eine Cadmiummessung!*6) durchgefithrt. Mittels einer
separaten Vanadiummessung[*’l wurden die Ansprechwahrscheinlichkeiten der De-
tektoren und das Auflosungsvermogen des Spektrometers bestimmi. Die in dieser
Arbeit ausgewerteten Spekiren wurden von Herrn Priv. Doz. Dr. M. Loewen-
haupt (KFA-Jilich) und Herrn Dr. T. Chattopadhyay (ILL-Grenoble) aufgenom-

men.

[45] probenschachtel ohne Probe
{46l probenschachtel mit einem Cadmiumblech

H_“Probenschachtel mit einem Vanadinmblech
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4.4, AUSWERTEMETHODE

Als Ergebnis einer Messung erhalten wir fir jede Detektorbank (det.) Spek-
tren, in denen die vom Vielkanalanalysator gemessenen Zahlraten (counts) pro

Kanal (channel number) aufgetragen sind.

Normierung auf einfallenden Neutronenflufl: Zunachst wurden alle Zahlraten der

aufgenommenen Spekiren auf die Zahl der auf die Probenschachtel einfallenden
Neutronen normiert. Als Maf} diente die wahrend einer Messung von einem Mo-

nitorzahlrohr registrierte Zahl von Neutronen.

Absorptionskorrektur: Die Probentransmission fiir einen senkrechi auf eine plat-

tenférmige Probe {Dicke d) fallenden Neutronenstrahl ist durch
Tp, = e~#4s = 1p () (4.1)

mit dem Detektorwinkel @ und dem linearen Absorptionskoeflizienten p verknupft.

Dieser durch

K= Z ?T,?T(O"i,k + o-:;bs) (4.2)
t

gegeben, enthalt die Kernstreu- O’i ;. und Absorptionswirkungsquerschitte cribs der
in der Probe mit der Teilchenkonzentration n; vorhandenen Streuzentren i.
Untergrundkorrektur: Die Untergrundkorrektur wurde vom Transmissions-

vermogen der Probe Tp,(8) (1 > Tp,(8) > 0) abhingig gemacht (die Transmission

der Leermessung wurde zun 1 gesetzt). Die Idee war folgende: Bei stark absorbieren-

den Proben sollte der Untergrund hauptsachlich durch die Cadmiummessung[48]
gegeben sein, wahrend fiir gut transmittierende Substanzen die Leermessung den

Untergrund bestimmen sollte. Es gilt somit naherungsweise:

Ub,(T) = Tpy(07) - Splpee, (T) + (1 = Tp,(6)) - Sppal(T) - (4.3)

U};T(T) ist der fiir die i-te Detektorbank (Detektorwinkel #') angenonumene
Untergrund bei der Mefitemperatur T, Spieer(T) bzw. Sp:":,d(T) ist das Spektrum

der i-ten Detektorbank, wie man es aus der Leer- bzw. Cadmiummessung erhalt.

[48]ein 0.5mm dickes Cadmiumblech absorbiert praktisch alle Neutronen, d.h
Teg=10

77




Alle nachfolgend gezeigten Spekiren wurden in dieser Weise korrigiert. Sie
werden entweder als Flugzeitspekiren {Zahlrate gegen Kanalzahl), Energiespek-
tren (Streugesetz S(@Q, w)*0] gegen Energiegewinn der Probe (F’zw){m] ) oder als ein
Flugzeitspektrum mit Energicordinate (Zahlrate gegen Energiegewinn der Probe)
aufgetragen. Die Energiespektren haben eine lineare Energieeinteilung, wihrend
in den Flugzeitspektren mit Energieordinate die Kanalzahl einfach durch den ent-
sprechenden Energieiibertrag hw ersetzt wurde. Hieraus folgt eine nichtlineare

Energieaufteilung der Energieordinate.

[49)in Einheiten von Millibarn mb pro Raumwinkelelement sr und meV und For-

meleinheit f.u.

150l;; Einheiten von meV
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4.5,

Die nachfolgende Tabelle zeigt auf, bei welchen Temperaturen die REPj an

(GEMESSENE NEUTRONENSPEKTREN

den drei Flugzeitspektrometern gemessen wurden (Temperaturen in Kelvin).

SV22—17/86|5V22—7/86i|SV22-7/87
£, 20.5meV 35.4meV 25.3meV
CePy 15, 80,200
PrPy 15 15,40, 200
NdPg 15 15, 80,200 2
Dy Py 2
«: N6 —10/87
IN4—-5/88| IN4—5/88 ING—2/87 ING—9/88
E, 16.9meV 67.6meV 3.12meV 3.12meV
CePs 5 5,50,100,150 50,120
* : 1.5, 50,100,200
PrpPyi 5,20,50 | 5,20,50,1001¢10,20,50,120,2060]| 1.5,20,35,60,100
NdPs| 5,50,100 5,100 1.5,5,10,20,50 1.5,3,5,20,50
100,200 52,97,145
DyPs 1.5,20,50,120
200

Tab. 12: Ubersicht der gemessenen Spekiren

Im weiteren werden nur die Neutronenspekiren aufgezeigt, welche fiir die

Kristallfeldniveau- Bestimmung wichtig sind.
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4.5.2. PrPs
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4.5.3. NdP;
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Bild 23: NdPs, IN4, By = 16.9meV, T = 5K, 50K
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Bild 24: NdPs,IN4, B, = 16.9meV,T = 100K
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4.5.4. DyPs
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Bild 26 : DyPs, SV22, By = 25.3meV, T = 2K -
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4.6, KRISTALLFELDNIVEAU-BESTIMMUNG

Grundsitzliches: Eine im folgenden zu einem KF-Ubergang angegebene magne-

tische Sireuintensitit ist ans der Summe der Streuintensitaten dieser Linie auf

der Probenenergiegewinn- (positive Energiewerte im Neutronenspektrum} und der
Verlustseite (negative Energiewerte im Neutronenspektrum) entstanden. Ange-

gebene Linienbreiten sind die halben Breiten der Linien auf halber Linienhohe

(HWHM)PL,

4.6.1. CePs

Das Seltenen-Erd-Ion Ce®t hat den Spin-Bahn-Grundzustand 2F5/2 und in der
Verbindung REP; die Punktsymmetrie C;. Der Spin-Bahn-Term spaltet nach dem
Kramerstheorem in 3 Doubletts auf, wobei ein Doublett den KF-Grundzustand
bildet. Die drei Doubletts seien entsprechend ihrer Energie im weiteren mit 0, 1
und 2 bezeichnet. Bei tiefen Mefitemperaturen erwarten wir daher maximal zwei
KF—ﬁbergénge auf der Probenenergiegewinnseiteim Spektrum: beide wirden vom
KP-Grundzustand 0 starten und zu den KF-Niveaus bei 1 und 2 gehen. In Bild 11
sieht man den KF-ﬁbergang 01, so dal das erste KF-Niveau bei 10.3meV Legt.
Der KF-Ubergang hat eine Linienbreite von 0.9meV und eine Intensitat von 1.6b.

Die Bestimmung des zweiten KF-Niveaus gestaltete sich dagegen schwieri-
ger. Vergleiche zunachst Bild 11 mit Bild 12. Im Bild 12 wird deutlich, daf
die 10.3meV-Linie bel T=5K auf einem Phononenspektrum sitzt, denn die linke
Seite der Linie liegt hoher als die 'r.ec_:ht_e. Der Zuwachs an Intensitat liegt im dop-
pelt so grofien -Bereich (68meV: @ =0 - 11. 41&‘-1) den die 68meV-Messung im
Vergleich zur 17meV- Messung itberstreicht. Dies macht sie nicht nur anfalliger fur
die Phononen.in der Probe, sondern aunch fiir Mehrfachstreuprozesse der Neutro-
nen, die im Spektruin dann bei viel zu kleinem @ auftauchen. Wie wurde nun das
Phononenspektrum aus der 68meV-Messung bestimmt? Dazu wurde das Neutro-

nenspektrum (hier nicht gezeigt) in einem -Bereich zwischen 6 und 10A-1052]

BHimeV = 11.6K = 8.066em—! = 0.242THz

B2 fir diese groflen (’s sollte das Neutronenspektrum ganz phononischer Natur

sein
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mit GauBlkurven angepafit. Das so erhaltene |, Tieftemperatur-Phononenspektrum
(T'TPS)” wurde dann durch Multiplikation mit dem Temperaturfaktor fiir Phono-
nenstrenung (siehe Gl (2.121)) auf die Temperaturen 50K,100K und 150K ausge-
dehnt, wobei darauf geachtet wurde, dafl die Fits fir alle Temperaturen mit den
MeBpunkten in guter Ubereinstimmung warenl®¥. Nun wurde dieser TTPS-Fit
in das 5K-Spektrum im Bild 12 so eingepafit, dafl einerseits die relativen Inten-
sitaten und Linienbreiten der zum Phononenfit benotigten Gauflkurven dieselben
waren wie im hohen @-Bereich und andererseits die energetisch hohen Phononen
sich an die Nulllinie des Spektrums anpassten. Mit diesem empirischen Prozefl
bekommt man zwar die Phononen ganz gut in den Griff, Mehrfachstreuprozefie
aber nicht. Dies kann man auch daran sehen, daf# nach dem oben angegeben
Verfahren die linke Seite der 10.3meV-Linie unter den MeBpunkien liegt. Nach-
dem die Intensitaten der Gaulkurven des TTPS-Fits bei 5 und 10meV etwa ver-
doppelt wurden, stimmte einerseits die fiir den 10.3meV KF—ﬁbergang aus der
17meV-Messung vorgegebene Linienbreite (bei 68meV etwas breiter: 1meV) und
die Linienintensitat (68meV: ebenfalls 1.6b), andersecits sah der Fit gut aus (siche
Bild 12). Soviel zum Phononenmodell. Betrachte nun die Temperaturentwicklung
von CePy in den Neutronenspektren Bild 12 und Bild 13 wie sie am Flugzeitspek-
trometer IN4 aufgenommen wurde. Hierin entwickelt sich eine breite Linie bei
30meV mit der Temperatur. Aus der ING-Messung Bild 14 konnte die Position
genauer zu 29meV bestimmt werden, wahrend aus der IN4-Messung folgt, daff
das zweite gesuchte KF-Niveau bei 10.34+29=39.3meV liegen mufl: In der Tem-
peraturentwicklung der IN4-Messung Bild 12-13 bevélkern wir mit zunehmender
Temperatur das erste 10.3meV KF-Niveau, von wo aus dann die 4 f-Elektronen bei
einer Temperatur von etwa 50K zum zweiten KF-Niveau bei 39.3meV ibergehen.
In der ING-Messung ,fallen” die 4f-Elektronen vom zweiten auf das erste KF-
Nivean und damit dieser f]bergang tiberhaupt sichtbar wird, haben wir das zweite
Niveau mit 4 f-Elektronen zu bevolkern. Dies erklart, warum bei der ING-Messung
die 29meV-Linie viel spater, namlich erst um 100K zu sehen ist. Damit liegt das

Niveauschema fest: Die drei gesuchten Doubletts liegen bei 0 meV, 10.3 meV und

53] Dies gelang nicht auf Anhieb und daher wurde der Fit zum TTPS so lange
geandert, bis er bei allen Temperaturen gut stinunte.
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39.3 meV.

Nach der Formel Gl (2.125) mmuB sich die Intensitat des 10.3meV-KF-Uber-
gangs 0 > 1 in den IN4-Spektren mit zunehmender Temperatur wie die Inverse
der Zustandssumime verhalten, so daf die Temperaturentwicklung der Streuin-
tensitat des 10.3meV-Ubergangs festliegt. Um das KF-Schema zu testen, wur-
den in der 68meV-Messung die Intensitaten der Lorentzkurven von der 10.3meV-
Linie Bild 12-13 auf diese vorgegebenen Werte festgehalten und nur die Lini-
enbreite zum Fif durch das Computerprogramm freigegeben. Die Linienbreite
des 10.3meV-tibergangs andert sich danach nur wenig mit steigender Temperatur:
1meV, 1.3meV, 1.7meV und 2.6meV fiir die Meftemperaturen 5K, 50K, 100K und
150K.

Bevor ich etwas iiber die Intensitit und die Linienbreite des 29meV-KF-Uber-
gangs der 68meV-Messung sage, mochte ich die Aufmerksamkeit auf die Quasiela-
stische Linie (QE) lenken. Sie entsteht durch Elektroneniibergange innerhall der
entarten Dubletts[M}, entsprechend der Besetzung der Niveaus. Nach Bild 15-16

liel sich die gemessene QE gut als Summe einer GauB- und Lorentzkurve fitten:

Temperatur/K | Linienform | Linienbreite/meV |Intensitat/b | Gesamt -
Intensitat/b

1.5 Gaufl 0.23 2.00 2.00
Lorentz

50 Gaufl 0.24 0.78 2.01
Lorentz 0.32 1.23

100 Gaufl 0.40 0.54 2.06
Lorentz 0.77 1.52

200 GauB 0.57 0.25 1.98
Lorentz 1.71 1.73

Die Linienbreite der Lorentzkurve wachst ungefahr linear mit der Tempera-

tur bei zunehmender Intensitat. Dagegen nimmt die Intensitat der Gaullkurve

Bihier QR= 000 + 1b1 + 252, falls die Niveaus 1,2 besetzt sind

160




mit wachsender Temperatur bei ungefdhr konstanter Linienbreite ab. Als er-
stes fallt auf, dafl ein Teil der QE-Intensitat bei T=1.5K fehli, denn nach der
obigen Argumentation hitten wir eine QE-Intensitat von 3.9b - 1.6b = 2.3b er-
wartet, um den fiir Ce®" vorgegebenen gesamten magnetischen Streuquerschnitt
von 3.9b zu erfiillen. Dazu folgendes: Bei T=1.5K ist die Quasielastische nur
gauBformig und enthalt keinen lorentzformigen Anteil. Beide Linienformen ent-
stehen aus zwel grundlegend verschiedene Wechselwirkungen der 4f-Elektronen
mit der Umgebung. Die Lorentzlinie deutet auf Wechsewirkungen hin die zufalli-
ger Natur sind, etwa dem Wechselwirken eines 4f-Elektrons mit einem Leitungs-
elelektron. Die Lebensdaner eines 4 f-Elekirons wird dann, dhnlich wie beim ra-
dioaktiven Zerfall von instabilen Kernen, durch den exponentiellen Abfall e~ 58]
beschrieben. Die GauBlkurve hingegen steht fiir Wechselwirkungen, wie sie z.B.
aus Spin-Korrelationen entstehen. Bel unserem System (e P; ware denkbar, dafl
die 4f-Elektronen knapp nnterhalb von T=1.5K antiferromagnetisch ordnen, und
bei T=1.bK spiirt ein 4f-Elektron noch ein wenig die anderen, auf einer ande-
ren Seltenen-Erde sitzenden, 4f-Elekronen iiber die bei T=1.5K aus der magneti-
schen Ordnung iibriggebliebenen Spin-Korrelationen. Diese Annahme ist keines-
wegs so gewagt, denn CeP; hat ein Doublett als Kristallfeldgrundzustand und von
NdP5[56] weill man, dafl es bei etwa 1K ordnet.

Ich vermute daher, dafl die Spin-Korrelationen bei T=1.5K Abweichungen vom
einfachen f2(Q)-Gesets (siehe Gl. 2.125) bewirken und so die Ursache fiir die
fehlenden 0.3b bilden.

Die 29meV-Linie wurde schlieflich so eingepafit, daf} einerseits die IN6 und IN4
Messungen in etwa gleiche Intensititen und Linienbreiten fiir diesen KF-Ubergang
aufwiesen, und andererseits die gesamte magnetische Streuintensitit bei 3.9b lag.

Das nachfolgende Bild 29 zeigh die Kristallfeldanfspaliung von Ce3* in CeP;
wie man sle aus dem Experiment erhalt. Neben den Energieniveaus sind auch

Matrixelemente angegeben. Sie wurden folgendermafen bestimmt.

53] dessen Fouriertransformierte gerade eine Lorentzkurve um w = 0 mit einer

Linienbreite A (HWHM) ergibt

[56] ‘Nd Py hat ebenfalls ein Doublett als KP-Grundzustand und ist mit CePs eine
,,leichte” Seltene-Erde
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2.7

10.3 meV

0 mel

Bild 29 : Kristallfeldaufspaltung des Spin-Bahn-Grundzustandes ?F5/2 von Oe_3_+

in CeP5 wie man es aus dem Experiment erhalt

Dem KF-ﬂberga'ng 01+ 110 entsprach eine ﬁbergangsintensitét von 1.6b,
welches wiederum einem Matrixelement von 4.9 entspricht (siche GL(2.127})). Hier-

aus folgt aus der Summenregel {iir die Matrixelemente ein Matrixelement von
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11.8 - 4.9 = 6.9 (entspricht einer Streuintensitit von 2.3b bei 5K) fiir die qua-
sielastische Streuuné des KF-Grundzustandes. Aus der Temperaturentwicklung
der quasielastischen Linie erhalt man fiir die quasielastische Streuung des ersten
angeregten Zustandes ein Matrixelemt von 4.2. Eine wiederholte Anwendung der
Summenregel liefert ein Matrixelement von 2.7 fiir 12 + 211 und schlielich 9.0
fir die quasielastische Streuung des zweiten angeregten KF-Zustandes.

Um spater das KF-Schema mit Susgeptibilitdtsmessungen vergleichen zu
konnen, wurde das experimentell bestimmte (monokline) Schema durch eine tetra-
gonale Naherung approximiert. Dies zeigt Bild 30. Die entsprechenden Seltenen-

Erd unabhangigen Parameter sind:

Ayy = —105.8meV/A?

Ay = 5.1meV/A?

Abschliefend mochte ich noch eine Bemerkung anbringen: Betrachte dazu nochein-
mal Bild 15 mit T=1.5K. Warum sieht die Quasielastische denn inelastisch aus?

Dies ist eine Folge des Bose-Faktors B(w)= —— aus GL(2.134).

1—-e

<

3
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10.3 meV =

0 mel =

£3/25

t1/2>

Bild 30 Kristallfeldaufspaltung des Spin-Bahn-Grundzustandes 2F5/2 von

Ce’t in CePy in tetragonaler Naherung. KF-Parameter: Agy =
—105.8meV/A? und Agp = 5.1meV/A*
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4.6.2. PrPs
Pr3* hat ebenfalls in der halbmetallischen Verbindung REP; die mono-

kline Punktsymmetrie (s, so daf8 der Spin-Bahn-Grundzustandsterm 3H, in neun
Singletts aufspaltet. Ein mit 0 gekennzeichnetes KF-Niveau bildet den KF-
Grundzustand, die anderen acht KF-Niveaus seien ihrer Energie entsprechend von
1 bis § durchnummeriert. Betrachte nun das Bild 19. Es zeigt eine Temperatur-
entwicklung von PrPs, wie sie am Flugzeitspektrometer IN4 anfgenomimen wurde.
Das erste Niveau liegt demnach bei 2.6meV. Der Ubergang 0> 1 konnte wieder

befriedigend durch eine GauB- und Lorentzkurve angepafit werden (Bild 18):

Temper- | Linien- | Position/meV | Linien- [Inten-| Gesamt -
atur/K | form breite/meV | sitat |Intensitdt/b
1.5 Gauf 2.58 0.14 4.31 5.9
Lorentz 2.60 0.08 1.59
20 Gauf 2.55 0.14 1.86 4.2
Lorentz 2.60 0.07 2.29
35 Gauf 3.7
Lorentz 2.60 0.12 3.70

Somit zeigt auch der 0p 1 KF-Ubergang ein Verhalten, welches schon bei der
quasielatischen Linie von CePs gefunden wurde. Nur besitzt PrPj ein Singlett
als Kristallfeldgrundzustand und kann daher nicht magnetisch ordnen (von den
Kernspins der Pr®t einmal abgesehen). Die Ursache der Gauflkurve liegt da-
her nicht wie bei CePs in Spin-Korrelationen einer bei T=1.5K ibriggebliebenen

magnetischen Ordnung.

Die nachsten beiden KF-Niveaus bestimmen sich nach der 5K 1TmeV-IN4-
Messung (Bild 19, KF-Ubergang 052, 0 3 und 0> 4) zu 5.6meV, 6.8meV und
10.3 meV. Es liegen auch keine weiteren KI'-Niveaus®”) zwischen 2.6meV und
5.6meV: verhali sich doch die Intensitat der 2.6meV-Linie bei den untersuchten

Mefltemperaturen 5K, 10K, 20K und 50K so, wie man es fiir ein KF-Schema mit §:

[57] mit verschwindenem Matrixelement fiir den ﬁbergang 0o
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OmeV, 1: 2.6meV, 2: 5.6meV und 3: 6.8meV erwarten wiirde {Berechne mit den
angegebenen KF-Schema die Zustandssumme fiir die Temperaturen, die Intensitat
der 2.6meV-Linie ist dann proportional zum Inversen der Zustandssume). Dagegen
verhalten sich die Intensitaten der 05 2 und 0> 3 Uberginge anders als erwartet:
die durchgezogene Linie in Bild 19 deutet an, wie sich die Intensitaten eigentlich
verhalten sollten. Danach kommt bei der Mefitemperatur von 50K und bei der

Posttion 5meV Intensitat hinzu, die durch den KF-ﬂ'bergang 2> 4 entsteht.

Das fiinfte bzw. sechste KF-Niveau liegt nach der 35meV-SV22-Messung (Bild
20) bei 13.4meV und 15.2meV. Neben diesen KF-Linien zeigt das Spektrum auch
die T"Jbergé,nge 02 bis 04, Auflerdem finden wir eine Linie bei 10.8meV, welcher
der KF-Ubergang 1> 5 sein kann.

Neben den gefundenen sechs KF-Niveaus, scheint ein weiteres bei 33-35meV
zu liegen. Nach der 5k 68meV-Messung (Bild 21) ist dort deutlich Intensitat iiber
dem Phononenspektrum!®8 zu sehen. Mit zunehmender Temperatur (T=20K und
50K) kénnen ﬂ'bergéinge der Art 207, 17 und 41 7 als wahrscheinlich gelten
(siehe Bilder 21-22). Von dem fehlenden achten Kristallfeldniveau vermute ich,
dafl es sich im Bereich von 10meV bis 40meV befindet mit einem kleinen bzw.

verschwindenen T}bergangsmatrixelement vom Kristallfeldgrundzustand.

Das nachfolgende Bild 31 zeigt nicht nur das KF-Schema wie man es aus dem
Experiment erhalt, sondern auch das durch die Selten-Erd unabhangigen KF-
Parameter Agp = —lO5.8meV/fi2 und Agg = 5.1meV/A? erzeugte KF-Schema.
Diese Parameter produzieren nicht nur die experimentell gefundene Aufspaltungs-

weite von etwa 35 meV, sondern auch das erste KF-Niveau bei 2.6 meV mil dem

richtigen Matrixelement!

[_58]siehe CeP;
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4.6.3. NdP;

Im Falle von NdPj; konnte kein Kristallfeldschema angegeben werden, da es
mindestens zwei kristallographisch indquivalente Nd®t-Tonen gibt. Wurden doch
insgesamt acht KF—ﬁbergénge bei einer Temperatur von 5K auf der Probenener-
giegewinnseite in den IN4-Spektren {Bild 23-25) gefunden, obwohl der Spin-Bahn-
Grundzustand 419/2 nach dem Kramerschen Theorem in finf Doubletts aufspaltet.
Aus der 5K 17meV-IN4-Messung erkennt man die KF-Ubergange 0> 1, 0> 2 und
0> 3. Sie liegen bei den Positionen: 0: OmeV, 1: 1.bmeV, 2: 7.8meV und 3:
10.6meV mit den Intensitaten von 0: 1b {aus der IN6-September-88 Messung,
welche hier nicht aufgezeigt wird), 1: 0.4b, 2: 0.5b und 3: 1.9b.

Aus der 5K 68meV-IN4-Messung erhalten wir neben den Ubergangen 052 und
0v 3, die ﬂberg&nge 04 bis 0p 7. Thre Positionen sind: 4: 18.5meV, 5: 23meV,
6: 30.8meV und 7: 33.6meV mit den Intensitaten: 4: 0.9b, 5: 0.4b, 6: 1b und 7:
0.4b. Dies gibt insgesamt eine Intensitat von 6.5b, was nahe an der geforderten
Intensitat von 8b hegt.

Bei der 1TmeV-IN4-Messung kommt eine Linie um 4.5meV mit der Temperatur
um 50K. Von ihr wurde angenommen, daf es sich bei ihr um den KF-Ubergang
4 5 handelt, so dafl die KF-Niveaus 4 und 5 zu der Kristallfeldaufspaltung eines
Seltenen-Erd-Ions gehoren.

Ein Vergleich der experimentellen Ergebnisse mit der tetragonalen Naherung

zeigt Bild 32.
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4.6.4. DyPs

Die Kristallfeldaufspaltung von Dy®t in Dy Py ist keineswegs so gut verstanden
wie etwa die von Ce3t in CeP;. Probleme gab es bei der Auswertung vor allem
it der gemessenen magnetischen Gesamtintensitit, welche bei 16b lag und nicht
bei der geforderten von 69b. Weiterhin scheint in der 50K ING-Messung (Bild 27)
wn 8.8meV eine breite Linie (durch ’'?’ gekennzeichnet) als Untergrund hinzuzu-
kommen (siehe auch Bild 28). Trotzdem wurde versucht ein Kristallfeldschema
von DyPjs anzugeben, und als Grundlage diente die 2K 25meV-5V22-Messung
(Bild 26). Nach ihr konnten die fiinf Ubergange 01 2 bis 0> 6 beobachtet werden.
Diese liegen bei den Positionen: 2: 2.6meV, 3: 4.3meV, 4: 5.4meV, 5: 7.6meV und
6: 10.5meV. Mit diesem Modell wurden die Linien in der ING-Messung bei den
MeBtemperaturen 20K und 50K interpretiert. Neben anderen Ubergangen konnte
in der 20K IN6-Messung auch eine Linie bei -1.7TmeV gefunden werden. Von ihr
wurde angenommen, daf} es sich bei ihr um den Ubergang 110 handelt, denn das
2K-8V22-Spektrum liefert im Bereich von 1.7meV Intensitat.

Im 50K TOF-Spektrum ist im 105.7 Kanal (dem entspricht ein Energieverlust
der Probe von -17.6meV) ein instrumentell bedingter zweiter Bengungsordnungs-

peak (wird also in der Interpretation vernachlassigt).
Man erhalt ihn aus der Formel:

(dchopper Probe dI’mbe—-Dctektor) (4.9)
AS - /El BO

wobei die Abstinde d in Meter (IN6: dehopper — Probe=0.395m und dp,ophe-- Detektor

=2.483m), die Zeitauflosung A6 in Mikrosekunden pro Kanal (.IN6: 9.5us), die

Einfallsenergie ELBO des ersten Beugungsordnungspeak in meV (IN6: 3.12meV)

und ¢ IBO der clastische Kanal der Messung ist (lag bei der Messung im Kanal

301.7).
Ein Vergleich der experimentellen Ergebnisse mit der tetragonalen Naherung

zeigt Bild 33.

eGP0 = cliPV - 1142.942
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4.7. VERGLEIOH VON SUSZEPTIBILITATSMESSUNGEN DER REP; mMIT DEM Mo-
DELL DER TETRAGONALEN NANERUNG

Ein guter Test der gefundenen Kristallfeldschemata ist der Vergleich mit Sus-

zeptibilititsmessungen, Gehen doch Zustandssumine und Ubergangsmatrixele-

mente gleichermaflen in die Bestimmung dieser makroskopischen Mefigrofie ein.

Nach [37] berechnet sich die molare Suszeptibilitat zu :

. Xz'CF = Xo- 9_72' : Z Wnn I < ij,]n > ‘2 mit i=a,b,c (45)
n,m ,
wobei
BB 1
R VA (4.6)
und
e-—E,,,/kT
Wm — —W (47)

ist. Hierbei bezeichnet B, die KF-Energie zum KF-Zustand |n >; Z(T) die Zu-

standssumme; a,b,c - die drei Kristallrichtungen und x, die Konstante:

Xo = NA-%-% — 0.375150... cm®/mol . (4.8)

Die nachfolgenden Bild 34-38 vergleichen die mach [31] gemessenen in-
versen molaren Suszeptibilititen (Kreise) mit denjenigen, welche man aus den
Seltenen-Erd unabhangigen KF-Parametern Agg = -195.8meV/}32 und 449 =
5.1meV/ A% erhilt. Die inversen molaren Suszeptibilititen des Kristallfeldes in

den einzelnen Kristallrichtungen kénnen nach der Molekularfeldnaherung um die

Molekularfeldkonstante A
1xi =1/x5F =2 (4.9)

verschoben sein.
Die Suszeptibilitat einer polykristallinen Probe erhalten wir dann durch bilden

des Mittelwertes:

ok

xp = ~(Xa + Xp+ Xe) - (4.10)

[
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Bild 34: Vergleich der gemessenen inversen molaren Suszeptibilitdt von CePs

und PrPs (Kreise) mit dem Modell der ietragonalen Naherung (durch-

gezogene Linie)

113




300

250

200

150

x~1 (mol/em3)

100

50

50

40

30

x~! (mol/cm3)

20

16

NdP

mol
O cm3

Temperatur (K)

150

200

n

mol

-1.5

cm3

100

Temperatur (K)

150

200

Bild 35: Vergleich der gemessenen inversen molaren Suszeptibilital von NdP5
~und TbPy (Kreise) mit dem Modell der tetragonalen Naherung {durch—

gezogene Linie)
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Bild 36 : Vergleich der gemessenen inversen molaren Suszeplibilital von DyPy

und HoPs (Kreise) mit dem Modell der ietragonalen Niherung (durch-

gezogene Linie)
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Bild 37:  Vergleich der gemessenen inversen molaren Suszepiibilitat von Evr Py
©und TmPy (Kreise) mit dem Modell der letragonalen Niherung (durch-

gezogene Linie)
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Bild 38 Vergleich der gemessenen inversen molaren Suszeptibiliidt von YbPs
© (Kreise) mit dem Modell der teiragonalen Naherung (durchgezogene
- Linie} -
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4.8, ZUSAMMENFASSUNG DER EXPERIMENTELLEN ERGEBNISSE

Von den mittels magnetischer Neutronenstreuung untersuchten Kristallfeld-
aufspaltungen der Substanzen REP; (RE=Ce,Pr,Nd,Dy) konnte nur im Falle
von CePy ein kompleties Kristallfeldschema angegeben werden. Der Spin-
Bahn-Grundzustand 2F5/2 von Ce®t in CePs spaltet demnach bei der mono-
klinen Punktsymmetrie C; in drei Doubletts auf: ein Doublett bildet den Kri-
stallfeldgrundzustand, wahrend die beiden inelatischen Kristallfeldniveaus (KF-
Niveaus) bei 10.3meV und 39.3meV liegen. Neben diesen KF-Niveaus konnten
auch f}bergangsmatrixeiemente der 4f-Elektronen zwischen den KF-Niveaus be-
stimmt werden. Als nachstes stellte sich die Frage nach den Wert der sieben
KF-Parametern, welche fiir die theoretische Beschreibung der monoklinen K¥-
Aufspaltung von CePs notwendig sind. Als nullte Naherung wurde die mo-
nokline KF-Aufspaltung durch eine tetragonale KF-Aufspaltung approximiert.
Die entsprechenden Seltenen-Erd-unabhingigen KF-Parameter lauten: Agqg =
—105.8meV/A? und Agg = 5.1meV/fi4. Diese beiden KF-Parameter zeichnen sich
dadurch aus, dafl sie die einfachste, vorstellbare tetragonale KF-Aufspaltung fir
Ce Py erzeugen. Eine aus diesen KF-Parametern berechnete paramagnetische Sus-
zeptibilitat liefert bis etwa 50K eine gute Ubereinstimmung mit der gemesseren.
Da bis 50K neben dem KF-Niveau bei 10.3 meV vorallem der KF-Grundzustand in
der Berechnung der Suszeptibilitat eingeht, wird demnach der KF-Grundzustand
(im Modell der tetragonalen Naherung) durch die Wellenfunktion i% i% > domi-

niert.

Das Schema von PrP; konnte bis auf ein Kristallfeldniveau bestimmt werden.
Von dem fehlenden Niveau vermute ich, dal es zwischen 10meV und 40meV liegt,
mit emem kleinen "(“}bergangsmatrixelement vom Kristallfeldgrundzustand. Be-
merkenswert ist, daB auch bei Pr Py die oben genannte tetragonale Naherung gut
greift. Sie erzeugt nicht nur die experimentell bestimmte Aufspaliungsweite von
etwa 35 meV, sondern auch das erste KF-Niveau bei 2.8 meV (Exp.: 2.6 meV )
mit einem Matrixelement von 13 (Exp.: 10). Ein Vergleich der aus obigen Para-
metern fir Pr Py berechnete paramagnetische Suszeptibilitat liefert bis etwa 200K

eine gute Ubereinstimmung mit der gemessenen.

In NdPs scheint es zwei kristallographisch inaquivalente Nd®+-Ionen zu ge-
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ben, welche jeweils eine eigene Kristallfeldaufspaltung erzeugen. Leider gelang es
nicht aus der beobachteten Superposition beider Kristallfeldschemata, die einzel-
nen zu isolieren. Auch greift hier die tetragonale Naherung nicht, was sich in der
berechneten Suszeptibilitat widerspiegelt.

Von DyPs wurde zwar ein Kristallfeldschema vorgestellt, welches aber, wegen
der bei der Auswertung auftretenden Probleme mit der magnetischen Gesamtin-
tensitat, keineswegs als so gesichert anzusehen ist, wie das von CePy oder PrP;.
Trotzdem stimmt die (in der tetragonalen Naherung) berechnete Suszeptibilitat
gut mit der gemessenen iberein.

Mit obigen beiden KF-Parametern wurden auflerdem die Suszeptibilitdten von
REP; (RE=Tb,Ho,Er,Tm,Yb) berechnet und mit den gemessenen Werten verg-
lichen. Auch hier ergab sich bis 200K (Ausnahme: YbP; bis 75K) eine gute

Ubereinstimmung mit der Messung.
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5. Anhang

5.1. REKURSIVE SYMMETRISIERUNG VON OPERATORPRODUKTEN

5.1.1. DEFINITION DER REKURSIVEN SYMMETRISIERUNG
Stellen wir uns vor, es bestande folgendes Problem :

Gegeben sei ein Operatorprodukt fi’fi . ﬁR,N (ng, > 1) aus den N nichi-
kommulierenden, paarweise verschiedenen Operatorpotenzen ‘4:71”* AN und
wir hatten die Aufgabe ein solches Operatorprodukt zu symmetrisieren. Bezeich-
nen wir die Symmetrisierung eines solchen Operatorproduktes mit { ﬁ’f" A’J’N
so ist die Symmetrisierung des Operatorproduktes gerade dadurch .deﬁmert, dafl
es bzgl. einer Permutation zweier (nichtkommutativer) Operatoren fi; und fi]'
(¢, = 1...N) invariant bleibt. Eine Moglichkeit diese Symmetrisierungsvorschrift
zu erfiillen bestinde nun darin, alle mdglichen Permutationen der Operatoren 4;
und fij im Operatorprodukt fi?l . A hinzuschreiben, diese aufzusummieren
und die Summe dann durch die Anzahl der Summanden zu teilen., Nun, ist es
sicherlich kein leichtes Problem alle diese Permutationen fiir ein beliebiges N und
np aufzuzeigen. Es ist auch gar nicht notig, denn nachstehend wird ein Verfah-
ren angegeben, welches alle diese Permutationen selbst konstruiert. Wir wollen
dieses Verfahren rekursive Symmelrisierung von Operalorprodukien nennen. Zur

Definition desselben betrachie nachfolgende rekursive Definition :
an anp—1
LRI Z Ay - (AT A ()

mit den Abbruchbedingungen
A:=1 und {4}, = Ap . (5.2)

Hierbel wurde der Kiirze halber y.n; fur Zfil n; geschrieben. Dieser Index gibt an,
tiber wieviel Operatoren iiberhaupt zu symmetrisieren ist. Die obige Definition re-
duziert somit die Synunetrisierung eines Operatorproduktes fi’fl . .-ﬁnNN, welches
aus den Y n; Operatoren fl?l, A besteht, auf eine Symmetrisierung der ¥
_Operatorprodukte fi?l s Ank 1 . AR,N, die daftir nur aus 3 n; —1 Operatoren
ﬁ?l, ey fi;:k_l, R .&?\JN bestehen. Die sukzessive Anwendung dieser rekursiven

Symmetrisierungsvorschrift reduziert damit das Problem der Symmetrisiernng des
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¥ n;-fachen Operatorproduktes 11?1 et fiR}N, auf die triviale Symmetrisierung
{fik}l eines Operators selbst. Wir sehen schon, dafl dieses Verfahren hervorra-
gend dazu geeignet ist, um es auf Computer zu installieren, die geniigend grofle

Kernspeicher besitzen, denn rekursive Verfahren sind i. a. sehr Speicherplatz

aufwendig.

Falls nun das linke Symbol {ﬁ?i fi}l\fN S tatsiachlich die Summe ist,
welche bzgl. der Permutation zweier Operatoren A; und .ﬂij invarint bleibt, dann
erhalten wir die eigentliche Symmetrisierung {AJ1 ... 43"} des Operatorpro-
duktes dadurch, dafl wir {ﬁ'{'l SR ‘&FVN}Zn- durch die Anzahl der Suinmanden
von {ﬁ;ﬂ et ARN}EW teilen. Diese sind aber gerade

At
I(Zn?) l (5.3)
(3 R L3\
so dafl
n i1 nl?-...van 4n an
fA7 - ANT) = —(D;;)!——{A}l o AR Y (5.4)
Beweis : Wir wollen nun zeigen, dafl das Symbol {}i’fl S ARNN}ETL' tatsachlich

invariant unter einer Permutation zweier (nicht kommutativer) Operatoren A; und
ﬁj (i, =1...N) ist. Dasu uriick zur Definitionsgleichung Gl (5.1). Sei nun &
aus1...N und ng > 1. Der k-te Summand der Summe unter Gl. (5.1) ist dadurch
defintert worden, dafl wir aus der k-ten Operatorpotenz ﬁzk einen Operator Ay,
nach links herausgezogen haben; die im Symbol {fi?l e ‘&Rév}zm—l verblei-
bene k-te Operatorpotenz hat sich dadurch um 1 erniedrigt. Es ist offensichtlich
egal, ob der Gperator Ay, der nun links vor dem Symbol steht, dabei an der ersten
Stelle im ny-fachen Produkt Ay - .. .- Ay, oder an der 7-ten (7, = 1...n;) gestan-
den hat; jedesmal ist die im Symbol verbleibene Operatorpotenz gerade fiz”“#l.
Nehmen wir also an, es sei die 7p-te Stelle gewesen. Was nun fiir die k-te Ope-
ratorpotenz gilt, gilt natiirlich auch fiir die i-te und j-te. Wir tauschen nun die
Plitze des i-ten und den j-ten Summanden in der Summe aus (Kommutativitat
von ') und wenden erneut die Definitionsgleichung Gl. (5.1) an, nur diesmal
von rechts nach links lesend. Wir erhalten dann ein Symbol {.. '}Zni’ wo in der

t-ten Operatorpotens A;-...- A; an der T;-ten Stelle gerade Aj und in der j-ten

Operatorpotenz ﬁj Cee flj an der 7;-ten Stelle gerade A; steht.D
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Beispiel : Wir wollen nun, mittels dem Verfahren der rekursiven Symmetrisierung,

die Symmetrisierung von {A2B%} berechnen. Nach Gl. (4) finden wir
gty = 2R
Wir wenden im weiteren immer wieder Gl. (5.1) an.
Piir {A2B%), finden wir ~ {A2B%}; = A{AB%},+ B{A’B?},
fir {AB%), {4B%}, = A{B%};+B{AB’},
fir {AB?};  {4B%}, = A{B"},+B{AB},
fir {AB},  {AB}, = A{B}h +B{4}.
Dies fiigt sich alles fiir {AB%}, =zu
(AB%}, = AB®+ BAB® + B’AB + B4
susammen. Es bleibt {A%2B%}, :
nun ist  {A2B%}, = A{AB%},+ B{A’B};.
Nun wurde {AB?}5 nach oben schon zu
{AB?}, = AB®+BAB +B*A
berechnet, so dafl {A?'B}s bleibt. Wir finden
{42B}; = A’B + ABA + BA’
Dies ergibt fiir {42B%},
_' - .:{A?B?h — A?B®+ ABAB + AB’A+ BAB + BABA+ B*A?

_ Somit erhalten wir endlich fiir {4%B%} :

L BA?B? 4 BABAB+ BAB’A+ B*A*B + B2 ABA+ B 4% +.

4283 =
{_..} 0

...+ A’B%+ ABAB® + ABAB + AB%4A].
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5.1.2. SYMMETRISIERUNGSTHEOREME

Wir wollen nun einige Bigenschaften der Symmetrisierungsklammer untersu-
chen. Seien wieder Ag,..., ﬁN N nichtkommutative Operatoren.
Linearitat: Die Symmetrisierung der Summe Zi‘;l Ap Ap  mit A aus IR defi-
nieren wir dann durch

N N ) N )
(3" M A}y = o404} = 20 Melde)- (5.5)

k=1

1. Theorem: Seien 4, B, {7 und P nicht kommutierende Operatoren, dann gilt fir

n=20,1,2,...und a,b,ec=1,2,...:

A -~ ) Ab ~
{PHAGB CC}71+a+b+c = .

n
3B AP B e+

e PP OB AP Y s prent - (5.6)
=0
Der einfache Beweis sei dem Leser iiberlassen (vollstindige Induktion iiber n und
Definitionsgleichung Gl. (1)).
Bis jetzt war eigentlich immer klar, bzgl. welcher Operatoren wir symmetri-
sieren. Um die Behauptung des nachfolgenden Theorems pragnanter zu fassen,
vergeben wir nun einen oberen Index an der rechien Symmetrisierungsklammer.

Dieser gibt nur an, iiber welche Operatoren wir symmetrisieren.

~

9. Theorem: Seien 4, B und ¢ nicht kommutierende Operatoren, dann gilt

(n,m=0,1,2,...)
((A+B)"¢™ABC = ((A+ B)'emyA+BIC (5.7)

Bemerkung: Insbesondere gilt Gl (7) fiir A=Chbew. B=2C.
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Beispiel : Stellen wir uns vor, wir mochten iiber Ausdriicke der Art:

nghylededs

N JRC T SO S
(et id )" Pyt

{(d- + iiy)
und

(G + i)y T

symmetrisieren. Hierbei bedeute J ein Drehimpulsoperator. Nach dem 2. Theo-

rem vereinfacht sich die Symmetrisierung zu
an ok dede e skl s ok qLiods
(PR LY wnd {100)

mit dem Leiteroperator J .

Beweis des 2. Theorems : Sei m # 0. betrachte dazu erstmal die linke Seite von

Gl (5.7). Diese schreiben wir mittels des Binomischen Lehrsatzes zu :

{(A+B) cm}ABG = {Z ( )AABn Acna}ABC
k=0

Und da mit den Opertoren A, B und ¢ auch jeder der Summanden nicht kommu-

tierend ist, gilt die Linearitat :
{z ( )Aan LCm}ABC — Z (Z){Akﬁn—kc"rm}ﬁ,B,C )
k=0
Benutzen wir noch

A,B,C

AB.C 1 sk An—kA 1ty
= {A Bn Cm}n-{—m 4

dann konnen wir die linke Seite von Gl. (5.7) zu

{AI. Bn kcm}

< v~ ABC s o ABC
{(A )’ Cm}n-l—m Z {A}\.Bn Rcm}n+m
b=0

schreiben. Es geniigt daher
. - L - n (A+B)IC’
Z {Aan kcm}n«}-m = {(A + B) ¢ }n+m (58)
k=0 '
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zu beweisen.
Wir beweisen Gl. (8) mittels vollstindiger Induktion iiber n. Fiir n = 0 liefert

Gl. (8) eine wahre Aussage. Betrachte nun

n+1 i e n
th Antl—k AmaABC 1 ik Antl—kAmyABC
Z {A Bn+ Cm}n+m+1 {Bn+ C’n}rz+1n+1 + Z {A Bn+ Cm}n—‘}-m+1
k=0 k=1
+{Aﬁ+lcm}n+m+l (59)

Nach dem Verfahren der rekursiven Symmetrisierung schreiben wir den ersten

Summanden von GL (9) zu
a o~ A BC PN . _41,BC
{Bn+lcn1}n+nz+1 = B{Bncm}n+m + C{Bn_{_lcm 1}n+m (5'10)
und den dritten zu

{An+1cm}n+m+1 — A{An m}n-%-m + C{An—i-lcm I}n-lrm , (5.11)

sowle den zweilen zu

n 7 B4 n R:Ta
k5 —kA ABC i 2k—1 Ant+l-kAm ABC
Z {A Bn+1 ka}n-&-m-}»l = A Z {A. ].Bn+1 kC }n+m
k=1 k=1
R ABG A B e s ABC
+B S {AFBrREmy s+ Oy {ARBrRGm-1y (5.12)
k=1 k=1

Bei der ersten Summe auf der rechten Seite von Gl (12) filthren wir nun eine
Indexverschiebung durch und addieren den ersten Summanden von Gl (11) als
n-ten Summanden zur Summe. Zur zweiten Sumine auf der rechien Seite von
@Gl. (12), addieren wir den ersten Summanden von GL (10} als 0-ten Summanden
gur Summe. Wahrend wir zur dritien Summe auf der rechten Seite von Gl (12)
den zweiten Summanden von Gl. (10) als O-ten Summanden zur Summe, und den
zweiten Summanden von Gl (11) als (r+1)-ten Summanden zur Summe addieren.

Wir schreiben dann GI. (9) zu

ﬂ+1 Ve n 1A

a1 s ABC - YR ABC
Z {AkaH-I kcm}n+m+1 —A Z {Aan Cm}n-i-m
k=0 k=0
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Lon A _ABG NmtL . ABRC
+B Z {Ak‘Bnﬁka}n-%m + & Z {AF\.BH-{-I—ka—l}n_'_m ) (5_13)
k=0 k=0

Nach Voraussetzung ist aber nun

Rk Ak Ama ABC . s (A+B),C
Z {ARBn ka}n+m = {(A -B) Cm}n—{—m
k=0
und
ntl ABC n4l An (A+B)'C'
z {AI\Bn+1 LCm 1}arz-Hn = {(A + B) . 1}n+m
k=0
so dafl GL. (13) nun tbergeht in
ntl ik pntli-kAm ABC | i 4 A m (A+B):O
z {A B ¢ }n+n1+1 = (A';” B){(A B) C }n—{-m
k=)
(A+B),C
+C{(A + B)n-l-ICm 1}n+m
Dies kann nach Gl (1) zu
ndl ik An+l1—kAm ABC i 5yt "m A+B)C
Z {A B ¢ }n—1—7n+1 = {(A + B) }n—}-m—!-l

k=0
geschrieben werden, womit wir GL(5.7) fiir m # 0 bewiesen haben. Den Fallm = 0

erhalten wir aus dem Fall m # 0, in dem wir C durch 1 ersetzen. O
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5.2. TRANSFORMATION DBR SPHARISCHEN KUGELFLACHENFUNKTIONEN Y,

( Crg ) INS KARTESISCHE KOORDINATENSYSTEM

Grundlage fiir die Zusammenfassung der in der Literatur iblichen Kristall-
feldoperatoren in Operatorserien, bildet eine Formel, welche nicht nur ezplizif fir
beliebige k und q angibt, wie die Kugelflichenfunktionen Yj, von den kartesi-
schen Koordinaten z,v und z abhingen, sondern auch zeigt, dafl es glinstig ist
die Kugelflachenfunktionen Yk,lf}l in Serien Yy4rn (n=0,1,2,.. .} konstantem 7’s
darzustellen. Spezialifalle dieser Formel finden wir im Hutchings [28] oder im

Abragam-Bleaney [38] (sieche nachstehende Tabelle).

Seir = (z,y, z) ein Vektor aus IR3 mit dem Polarwinkel # und
dem Azimutwinkel ¢ ( siche nebenstehende Abbildung ). Fir die
Kugelflachenfunktionen Y., mit £ =0,1,2,... und g} < &, gilt
dann nach Kapitel {2.1):

n4m¢):ugz:lw$;j¥}f@meyﬂ¢ (5.14)

wobei die Legendrefunktionen P durch

Pl(e) = (- ”(1_ %ﬁz w — 1) (5.15)

2k K dzkta

definiert sind. Benutzen wir nach Jackson [6] fiir die Legendrefunktionen P die

Identitat

—qz(—n§:+q; ? (5.16)

und fiihren wir wie im Kapitel 2.3.1 die Kugelflichenfunktionen Cj, durch

4o

ein, dann schreibt sich Gl (14) zu
lel-g k— lq])! ;
Crq(0,9) = (1) %;ﬁ%ﬂf%m@ew, (5.18)
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Das Vorzeichen von ¢ geht also nur iiber die Exponentialfunktion ¢'?¢ und dem
Faktor (—l)igg;g in Cg, ein.
Den Zusammenhang zwischen sphéarischen und kartesischen Koordinatensystem

lautet nach Abbildung

T 7 sinf cos¢
y|={rsind sing _ (5.19)
z r cos#

mit » > 0, ¢¢[0,27] und Oe0, 7], es gilt somit stets sinf > 0. Die Um-

kehrtransformation zu Gl (19) kann wegen siné > 0 leicht angegeben werden

Fall 1: ¢ liegt auf der z-Achse, dann

P = 2]
¢ aus [0, 7| beliebig (h.20)

6 = g(l — sign(z))

Fall 2 : 7 liegt nicht auf der z-Achse, also stets 22 4+ y? > 0 (dh. 1;0)

1
ing = /22 4+ 42
sm " T4 4y

und wir finden

cosh = =
r
sing = S — (5.21)
22 4 y2
cos¢g = = .
22 -} y2

Der Kiirze wegen behalten wir im weiteren » fiir /22 + y% + 22 bei.
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Im Fall 2 schreiben sich die Kugelflichenfunktionen Cj,, unter Benutzung der

Gln. (18,15,21), im kartesischen Koordinatensystem zu
*Chy = agy - (2 + sign(a) - ) Fy 1y (5.22)
mit der Konstante oy, durch

- [

g P 5.23
=k \ (B Jal) (529
definiert und der Funktion F 1
o - k., (k-+]ad)
Flg =" It — 1)) , (5.24)
wobei wir wiederum der Kiirze halber v := Z und Flm) = aal%f setzen.
Zur Berechnung von Gl (24) benutzen wir die Identitat
1l m . .
(1) = 3 () 102 (5.25)
=0\
und setzen
fr=(-1)F
g:=(u+1F (5.26)
m:==k+|qf .
Beachten wir noch, daf§
0 s firm >k 2> 0
+ 1™ = . ="y 5.27
(w2 1)7] ———(kfi )!(u + 1)1"_"1; firk>m>10 (5.27)

so folgt fur Fk,lq[

- 2 k-ld _ ' ‘
Pl = _E s (k+ IQI) (k _!ql) (o ryiz — =i (5.28)

(k—lal)t sz \d+lal/\

Die Binomialkoeffizienten in Gl. (28) sind wegen k — |g| > j > 0 stets ganz-
zahlig und der konstante Faktor vor der Summe in Gl. (28) gibt AnlaB die Ku-

gelflichenfunktionen Cy, wie folgt zu schreiben :

r*Cg = Brg (2 + sign(g) - i) Gy (5.29)
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mit

lgitq
chg = o CH 5.30
T2 ke~ TaDi(k + Ja])! (530
und
2l NI el (el Lyl
Crld = 3 Fk"ﬂ_}:‘o (j+lql)( J >(z+ Ple=r) R
(5.31)

In der nachfolgenden Tabelle wurden die Gk,|q§ fur £ = 0,1,...,6 mittels der
Formel Gl (31) berechnet. Die Gk,in stimmen, bis auf eine ganze Zahl (bei Gy
z.B. ist diese Zahl gleich 2), mit den V} 1, im Hutchings [28] oder mit den Py .,
im Abragam-Bleaney [38] iiberein. Die Tabelle motiviert die Polynome Gy, g

nach konstantem k - |g| zu ordnen. Zu diesem Zweck fithren wir die Grossen

und n durch

ri=k-n>0 (5.32}

ein und schreiben auflerdem

2n+ 71\ (T . _
Qyrj i= (n 4 ) (J) fir j<7. {5.33)

Gk,]q] = Gn+‘r,n ist nun von der Form

Grirn = iﬂ tnri(z 4+ r)(z — )77 (5.34)
Nun gilt aber fir alle j < 7 "
Oprr—j = Onrjs (5.35)
so dafl Gl (34) geschickter zu
Gwm=géﬁﬁW+w@—wﬂ+wwfwmwm (5.36)

geschrieben werden solite. Um Gy 1 auszuwerten haben wir die eckige Klammer
zu berechnen. Durch Anwendung des Binomischen Lehrsatzes finden wir fiir alle
IsT a : e
R R e G
r=j j S , .

= Sy e () () e

t=0.s=0
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Gop =1

Gig = 22
Gi1=12

Gop = 622 — 202
(G91 = 62
Goo =6

G = 202° — 12272
G311 = 92022 — 4r?
Gag = 20z

Gy = T0z% — 6022r% + r
Gyui = 702° — 30zr?
Gyg = T02% — 1072

Gag = 702
G4 =170

Gsp = 2522° — 2802372 4 60274
Gy = 252z% — 1682272 4 1204
Glgo = 2522° — 84212
Ggs = 2522% — 2872
Grq = 2522
G5 = 252

Geo = 92425 — 12602472 4 4202204 — 2070
Gg1 = 02425 — 8402372 + 14027t
Gy = 9242% — 504222 - 284
Gy = 9242% — 252272
Gps = 92422 — 8472
Gos = 924z
Geg = 924

Tab. 13: Die Gy g fur k=0,1,...,6.
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Die rechte Seite von Gl (37) verschwindet genau dann nicht, wenn entweder s
und { gerade oder wenn beide ungerade sind. Jedenfalls ist die Summe s 4 1 stets

gerade und wir schreiben Gl (37) zu

- B . . 7.
(o )ie =) 4 (a4 ) i) =23 by Y. (5.38)
u_(;:;(?dc
mit den ganzen Zahlen
d NOYEEY:
bj.”_, = Z (-r-l) _ . (539)
0<s=vtj—7<v S/]\V— 8

Die b;;, gehorchen, da die linke Seite von Gl. (38) invariant gegeniiber eine Sub-

stitution von j durch 7 — 7 ist

(5.40)

b'r—j,’rv = bjrv .

Von den bj;,’s werden, der spateren Anwendung wegen, noch einige Spezialfalle

angegeben :
birr=(~1  und  bjp=1 (5.41)
T
bory = brrv = (U) (5'42)
- -1
biry = (’Jr 1) — (T ) falls v < 7 (5.43)
v v~—1
Gl. (36) geht daher wegen Gl. (38) tiber in
T
Gn+‘j’,n = Z CTITU ZT_UTU (5.44)
v guefc?de
wobel
T
Cnyy = Z Anrj bj'rv . (545)
i=0

Gl. (44) ist die gesuchte Formel, von ihr lesen wir einige wichtige Eigenschaften

ab :
- Gyyrn enthalt nur gerede Potenzen von r

- Die Summe der Exponenten fiix jeden Summand von Gy ist 7
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- die Koeffizienten ¢y sind ganzzehlig

- die grofite Potenz von z ist 27 mit dem Koeflizienten™ ¢, ¢ :

= 3 (Zn—{-'r) (r) _ @t ._ (5.46)

i=0 n+7/\J (n—|~7)!2

Nach Gl. (32) bedeutet dies fiir die Gy )4
- Gy |g| enthalt nur gerade Potenzen von 7
- Die Summe der Exponenten fiir jeden Summand von Gy, |g1 st k — i
- die Koeflizienten ¢jg)1_jql,0 sind ganzzahlig

- die grofite Potenz von z in Gk,l‘ll ist stets, und zwar unabhdingig von g, zF=lal mit

‘ ( .gt
dem Koeflizienten ¢jgr 1 _j10 = 2? -

Gl (46) und Tab. 13 deuten an, daf die Polynome Gk,lq[ = Gutr,n im allge-
meinen noch durch eine Zahl teilbar sind. Wir nennen die grofte,rationale und
positive Zahl, welche fiir alle n, Gpprn so teilt, dafi die Koeflizienten der Sum-
manden von G/g =: H wieder ganzahlig sind, gnyrn = gp |g| 7 0 Wir schreiben
daher Gl. (5.29) um zu

rkaq = €g, - (2 + sign{q) - iy)IQI Hi (5.47)
wobei die Konstanten ¢, durch
€hg = G |q] ﬁkq mit €h—q = (—1)¢ €Lq (5.48)

definiert sind, und die reellen Polynome Hy 1, durch

1

= — (5.49)
Jal Y

kgt -

Die polynomiale Struktur der Kugelflichenfunktionen Cy, in den kartesischen Ko-

ordinaten z, y und z wird dann durch die Polynome Py (2, v, z)

Py gl y,2) = (= i)l Hygg mitPy_q = Pl (5.50)

*Diese Summationen tiber Binomialkoeffizienten wurden mit dem Formelmani-
pulationsystem maple berechnet. maple ist ein WATCOM-Produkt und darf

durch die KFA Julich benutzt werden.
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festgelegt. Gl. (47) geht dann iber in

Tkaq(gv ¢) = €Ly qu(ma Y, z) . (5'51)

Im nichsten Kapitel werden wir die Polynome Hk,iq[ = Hpgrn fir 7 =
0,1,...,6 angeben. Dazu berechnen wir suerst die Gpsn nach Gl (44), wo-
bei die Koeffizienten cnry durch Gl (45) bestimmt werden. Bei der Berechnung
der Summe in Gl (45) nutzen wir die Symmetriecigenschaften der an; und bjry
aus (siehe Gln. (35,40)), wodurch wir einige Summanden der Summe zusammen-
fassen kénnen. Die verbleibenen b’s berechnen wir dann mittels der angegebenen
Spezialiaile Gln. (41-43) oder nach Gl (39). Erst jetzt ersetzen wir in cpry die
a’s durch Gl (33) und erhalten somit die Koeflizienten cpry- Damit ist Gpyrn
bestimmt. Die grofite rationale und positive Zahl gngrn, welche Gryrn 5o teilt,
daB die Koeflizienten ¢nry/gn4rn von G/g wieder ganz sind, bestimmen dann die

Polynome Hytrpn.
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5.2.1. BERECHNUNG DER POLYNOME Hj o1 = Hpirn FUR 7=10,1,...,6

T=10:

Wir finden wegen Gln. (44,46) Gpn = cuop = %i—r)!'); und somit ist

2!
Gu,n = %W[)g . (5'52)
Fir Hy, » selbst finden wir
Hypn=1 (5.53)
T=1:
2Hn+1)!

Nach Gln. (44, 46) schreiben wir Gpy15 20 Goug1n = Cnl102 = (1) und

somit ist

2(n +1)]!
Intlin = L('rz—+_i)'L2] (5.54)
Fir Hy, 41 5 finden wir
Hn+1,n = Z. (5.55)

T=2:

Gln. (44) liefert : Gppa.n = €a20 224 ¢, 99 72 . Fiir cpap selbst konnen wir wie-
der Gl. (46) benutzen, so dafl : ¢,90 = %%?,%ﬂ Es bleibt nur noch die Berechnung
von ¢,92. Nach Gln. (45,27,22) ist ¢ 99 = 2a,20 boga + @,21 b192. Die Berechnung
der b’s bereitet keine Schwierigkeilen, denn nach GL (41) ist b9 = (—1) und

um die a’s zu berechnen, wenden wir Gl. (33) an : apg; = (2(,:1_;-1)) (?) Hieraus
2 [2(ndD)]!

berechnen wir c,90 zu : ¢p22 = — 557 CESVER Grn+a,n geht daher uber in:
R+ 2))! 2 2+ o 0 L
R =)o N e M

Die_s kann zu
R IE
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umgeformt werden. Der Kandidat fiir g, 49, ist

L 2(n+2))! 1
Irtdm =0 )2 2n 4 3 (5-58)

Nach Gl. (49) erhalten wir fiir Hy 495

Hyyon = (2n+3) 22— %, (5.59)

T=3:

Nach Gln. (44) schreiben wir fir G438, Gni3n = €ni30 z% + €p39 zr?.

Gln, (46) Liefert : cu30 = %@- Die Konstante ¢,g9 ist nach Gl. {45, 40,35)

cn32 = 2a,30bg32 + 20,31 b13s. Die a’s wieder aus Gl (33) 1 an3; = (2,:1’_:;3) (J)

Und die b’s 7 bggo bestimmen wir nach Gl. (41) zu 3 und by3y nach GL (43) zu
12 (2n43)!

(n13)(n+1)] ZUSAMIED. Gpt3,n

—1. Dies flgt sich alles fur ¢,39 zu ¢33 = —

schreibt sich dann zu

2(r + 3)!' 3 (2n + 3)! 2
G, =2 2" —12 5.60
v+3,m (n + 3)12 “ (n+3)(n+ 1)T (5.:60)
Dies kann zu
= 2 —~ 3 .61
Gni3n a2+ 5 [(2n+5)z zr’] (5.61)
umgeformt werden. Der Kandidat fiir g,.43, ist
_- 2r+3)) 1 R
= . 5.62
| In43.n (n_—l—-3)!2 m+5 S ( .6. ) .
Fiir Hy 43, folgt nach GL (49) :
Hyyga=(2n+5)2% — 320, o (5.63)

rT=4:

Nach Gln. (44) schreiben wir fiir Gpyqy @ Ghyan = = a0 2% + cqan 2207 +
cnaqard. Gln. (46) liefert fiir cp4n: cnap = Mi—ﬁ% Die Konstante c,49 berechnen
wir wieder mittels Gl (45,40, 35) 7u cyq9 = 200420540 -+ 2b1420,41 + D242an4s. Da

nun nach bygo = 0, bgap = 6 und byyg = -2 ist, haben wir fiir ¢,49 : ¢p4o =
. _ \ .
12a,40 — 2ay49. Dies geht iiber in ¢4y = (n+23")?n5+4)§i1-;?22 Die andere
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Konstante c,44 ist wegen Glun. (45,41, 35) gerade gleich 2a,40 — 2¢p43 + an49.
Somit folgt flir ¢,44 1 cpga = (n+31)(2n+4) (Lil;;i,); G, 44 n schreibt sich daher zu

o, _Rarar 12 (2n+4)
T TR T T m ) n+ ) (n+ 2)

Dies kann zu

[—2(2n + 5)227% +74] (5.64)

_ Lr+4) 1 - 4 2.2 | o4
Grpdn= n F 2 @ T B ) [(2n+5)(2n+T) 2* — 6(2n+5)z°7" + 3r°]
(5.65)

umgeformt werden. Der Kandidat fiir g,, 44 ,, ist daher

[2(n + 4)]! 1
— 5.
Intdn (n+ 412 (20 +5)(2n +T) (5.66)
Far H, 14, erhalten wir nach Gl. (49)

Hoygan=(2n+5)2n+7) 2% — 6(2n+5)z%? + 3rt. (5.67)

T==5:

Nach Glun. (44) schreiben wir fiir Gpy5n ¢ Gnisn = Cnso 2% + cp5g 2572
cngazrt. Gln. (46) liefert fiir cu50: cosg = %2%4—‘ Die Konstante c,59 berech-
nen wir wieder aus Gl. (45,40, 35) zu c,59 = 2bp50a,50 + 2b1590,51 + 2b959G,59. Mit
bosa = 10, b1s9 = 2 und bggg = —2 geht sie iber in ¢,55 = 20,50 + 4an51 — 4a,52.
Also finden wir ¢;59 = —80%&5(7& + 3)(n + 4)(n + 5)(2n + 7). Die an-
dere Konstante c,54 ist nach GL (45,40,35) gerade gleich ¢,54 = 2bgsaans0 +
2bip4a,s1 + 2bosaanse. Mit bgse = 5, bisg = —3 und byz4 = 1 geht sie uber in
cnsd = 10a,50 — Bans) -+ 2a,55. Dies ergibt ¢,pq = 120 (fl’j;;)sl {(n+3)(n+ 4)(n+5).
G450 schreibt sich daher zu

_[2(n 5] 5 (2n 4+ 5)!
Ontbn = (n + 5)12 27 +40 (n+5)12

(n+3)(n+4)(n+5)[—2(2n+ 2°r? + 3zr?)
(5.68)

Dies kann zu

c _[2(n +5))! 1
n+5n = (n T 5)I2 (211 + 7)(271 + 9)

[(2n+T)(2n+9)2° —-10(2n+7)2%r2 +-15271]
(5.69)

umgeformt werden. g, 45 , definieren wir daher durch

. [+ 1
Intdn = "0 BN (20 + T)(2n + 9) (5.70)
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und erhalten nach Gl (49) fiir H, 45, :

Hogsn=(02n+7)(2n+9) 2% — 102+ 7)2%? + 15z0% . (5.71)

T=2=6:
Nach Gln. (44) schreiben wir fiir Gpy6n @ Gni6n = o 28 + cpgo 242 +
CnBd Z 204 4+ cne670  Gln. (46) liefert fir cu0 @ cnep = ?nr_l{_t?, ', Die Kon-

stante ¢, berechnen wir wieder aus Gl (45,40,35) zu che2 = Z2bgsaenco +

2bigaang1 + 2b2620n62 + b3gaangs- Mit bog2 = 15, bigz = B, bggy = —1 und
bagas = —3 geht sie iber in c,g2 = 30augy + 10a,61 — 2an62 — 3ang3. Also fin-
den wir c,gp = 128(212?, (n +4)(n + 5)n + 6)(2n + T)(2n + 9). Die andere

Konstante c,g4 berechnen wir wieder aus Gl (45,40,35) zu cpe4 = 2bgsa@n60 +
261640061+ 20264062+ b364an63- Mit bygy = 15, biea = —5, byee = —1und bygq =3
geht sie fiber in c,g4 = 30apg0 — 10a,61 — 20,62 + 3an63. Also finden wir cng4 =
360(2%"2—6);(n+4)(n+ 5} (n+6)2n+7). Es bleibt die Konstante c,g6. Diese berech-
nen wir aus Gl. (45 40, 35) ZU Cpps = 2bﬂﬁga,,60+26165an61 + 2bsggange + b3genss-
Mit bj()'ﬁ = (——1)-7 geht sie uber in cpe = 2a560 — 2au61 + 2a582 — ang3, d.h.
) N

Cns = —_120%72::_—_2?!)5(11 + 4)(n + 5}n + 6). Gp 46,4 schreibt sich daher zu

2(n +6)]! 6

Grion = LA +..

(2n + 6)!
(n +6)12

°]

+120 (n+4)(n+5)(n+6)[—(2n + 7)(2n + g)z%_r? +3(2n + Nz?rd — 7

(5.72)

Dies kann zu

G _ [2n+8)]! 3 :
n+6n = (n n 6)!2 (271. + 7)(2??, -+ 9)(27?. + 11)

@4 Tn+ 92 +11) g

[~ 3 — 5(2n + T)(2n + 9)z4r? + 15(2n + T)zr? — 5:°]
R " . (5.73)
umgeformt werden. gy.+6 ., definieren wir durch '
.o .
[2(n 4 6)]! 3 (5.74)

In+6,n = (n+6)12 (2n+T7)(2n + 9)(2n + 11)
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und erhalten nach Gl (49) fir H, 46, :

_(2n+T7)(2n 4 9)(2n + 11)

Hypon = 2 26—5(2n+7)(2n+9)z4r2+15(2n+7)z2r4—51‘6

(5.75)

Bevor wir die Polynome Py 41,5 angeben, soll noch darauf hingewiesen werden,
dafl die Ik g| = In+r.n nach Gln. (50,52, 56,60, 64,70, 74) offenbar von der Form
sind:

(2k)! 1

Iklal = T2 hy ] (5.76)

hk,lqi ist dabei der Koeffizient von 2%~ 9! in Hk,lq[' Zum Beweis beachten wir, daf§
ja i:c ! der Koeffizient von 251l in G |q| st und wegen Gl. (49) ist somit Gl (76)
evident.

Auf der nichsten Seite folgt eine Zusammenfassung der Ergebnisse des Kapi-

tels.
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5.2.2. RESULTATE AUS DEN BERECHNUNGEN DER Hy |y = Hpyrn FUR 7 =
0,1,...,6
Die Darstellung der Kugelflachenfunktionen C},, im kartesischen Koordinaten-

system vermittelt die Gleichung

r*Chg(8, ) = erg Pro(z, 4, 2) . (5.77)

Es reicht wegen

Pr—q= P:q (5.78)
aus die Polynome Pk,[q] = Pp4rn 20 betrachten. Sie sind von der Form
Pn+r,n = (33 -+ iy)" Hn-{--r,n (579)

und vom Graden+ 17 =% in 2, y und z.

In diesem Kapitel wurden die Hy .7, for 7 =10,1,...,6 zu
Hn,n =1
H11+1,ﬂ =z

Hyyon = (2n 4 3) P
Hpian=(2n+5)z° — 3z02
Hyt4n =20 +5)(2n 4 17) 24— 6(2n +5)227% + 3%
Hoypsn =20+ 7)(2n+9) 2% — 1002n + 7)2%? 4 15204

2
Hoypgn = (2n+ 1)(2n '3*' Hn + 11)z6—5(2n+7)(2n+9)z4r2+15(2n+7)z2r4-—57‘6

berechnet.

Die Konstante ¢z, wird durch

LoeE) (-1

" ycga 2R J— [gDE + )

€hq mit e _,=(-1)%¢,  (5.80)

bestimmt. Dabei ist hk,1q| = hn4r,n der Koeflizient von ZF-ldl = 27 i Hytrn.
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5.2.3. BBRECHNUNG DER KONSTANTEN w1, = Wnirn FiR 7=10,1,...,6
Die in der Literatur fiblichen Stevens-Operatoren qu ( sieche Stevens {2] und

Hutchings [28] ) entstehen aus der Quantisierung von Polynomen Oy, welche

durch keine ganze Zahl teilbar sind, wihrend die Polynome Pj, i. a. eine solche

ganze Zahl wy 11 enthalien. Die Gleichung
Prg = i o Okq

vermittelt daher zwischen beiden Polynomen, und damit auch zwischen ihren, nach

dem Ehrenfestschen Theorem [4] zugeordneten Operatoren.

Wir berechnen nun die wy sy fiir 7 = 0,...,6. Dazu benutzen wir die Zu-
sammenfassung des letzten Kapitels und untersuchen einfach, wann die Polynome

Hpgrn durch eine ganze Zahl teilbar sind.

5.2.4. RESULTATE AUS DEN BERECHNUNGEN DER KONSTANTEN W\ = Wnir,n
FiR 7 =0,1,...,6 '
Wnn = Wnplm = Wng2n = 1
Wotsn = 1+26,3m42
Yntdn &= 1+ 25n,3IN+1 + 2611,3]1\’-{-2
Wnisn = [ 14285341 [ 1+ 4605043+ 4805044 ]

Wnton = 1+46, sives + 46, 5ve3+ 465 544 - (5.81)

Hierbei bedeutet IV = {0,1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen und é, 5
die auf einer Menge definierte Kroneckerfunktion, welche nur dann einen von Null

verschiedenen Wert 1 hat, wenn n ein Element aus M ist.
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TABELLEN
Elektronenkonfiguration und Atomgrundzustinde aller Seltenen-Erd-
Atome RE.

Elektronenkonfiguration und Grundzustinde aller Seltenen-Erd-Ionen

RE3+

Entartung des jeweiligen Elekironentermes von RE3Y | wie man ihn aus

der Zentralfeldnaherung erhalt

Alle Atomzustinde von Ce¥t, YB3+, Prdt Tm3+ Nd3+ und Erit
Alle Atomzustinde von Pm3%, Ho%t, Sm3+ und Dyt
Alle Atomzustande von Eust, TH3* und Gd3+

Zuordnung der 32 Punktsymmetrien auf die 9 Symmetrienummern, wel-

che den Kristallfeld-Hamiltonoperator festlegen

Die nichtverschwindenden Kristallfeldparameter Vi, fiir die verschiede-

nen Symmetrienummern

Kernstreu- und Absorptionswirkungsquerschnitte der RE3t fiir thermi-

sche Neutronen (Ay = 1.84)
die magnetischen Streuquerschnitte der RE%T fiir Neutronen

Die Stevensfaktoren ey, B7 und v; der Grundzustandsterme 2S°+1L0Jo
aller RE3*-Tonen ' o

Ubersicht der gemessenen Spektren

Die Gy, fiir k= 0,1,...,6.
kgl J
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ABBILDUNGEN

Die Spin-Bahn-Aufspaltung der Seltenen-Erd-Ionen Cedt pr3t ypdt

und Tm3+

Die Spin-Bahn-Aufspaltung der Seltenen-Erd-lonen N3t Pmd+ Brd+t
und Hot '

Die Spin-Bahn-Aufspaltung der Seltenen-Erd-Tonen Sm3t Budt Dy3t
und T+

Schematische Darstellung der Streugeometrie
Dispersionsbeziehung der Probe unter einem Neutronenstreuprozef
Formfaktoren der gemessenen RES*

Einfluf des Bose-Faktors auf eine Lorentzlinie be: tiefen Temperaturen

Draufsicht SV22 schematisch

. Die Elementarzelle von DyFj

Die stabile Modifikation des schwarzen Phosphors

CePs, IN4, B, = 16.9meV, T = 5K

CePs,IN4, B, = 67.6meV, T =5K,50K

CePs,IN4, B, = 61.6meV, T = 100K,150K

CePy,ING, E, = 3.12meV, T = 200K

CePs, ING, E, = 3.12meV, T = 1.5K,50K, Quasielastische
CePs,ING, E, = 3.12meV, T = 100K, 200K, Quasielastische
CePs, ING, E, = 3.12meV, TOF

PrPs,IN6, B, = 3.12meV, T = 1.5K, 20K, TOF

PrPs, IN4, B, = 16.9meV,T = 5K, 50K
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PrPs, SV22,E, =354meV, T = 15K

PrPs,IN4, B, = 67.6meV, T =5K,20K

PrPs, IN4, B, = 67.6meV,T = 50K, 100K
NdPs,IN4,E, = 16.9meV,T = 5K,50K

NdPy, IN4, By = 16.9meV, T = 1OUK

NdPy,IN4, B, = 67.6meV,T =5K,100K

DyPs,SV22, By = 25.3meV, T = 2K

DyPs, ING, E, = 3.15meV, T = 20,50K

DyPs,ING, E, = 3.15meV, TOF

Kristallfeldschema von CeP5 aus Experiment bestimmt
Kristallfeldschema von CePs in tetragonaler Naherung

Experimentell gefundenenes KF-Schema von PrPjs und Vergleich mit

der tetragonalen Naherung

Experimentell gefundenenes KF-Schema von NdPs und Vergleich mit

der tetragonalen Naherung

Experimentell gefundenenes KF-Schema von DyPy und Vergleich mit

der tetragonalen Naherung

Vergleich der gemessenen inversen molaren Suszeptibilitat von CePs und

Pr Py mit dem Modell der tetragonalen Naherung

Vergleich der gemessenen inversen molaren Suszeptibilitat von N d Py

und ThP; mit dem Modell der tetragonalen Naherung

Vergleich der gemessenen inversen molaren Suszeptibilitat von Dy P und

HoP; mit dem Modell der tetragonalen Naherung

Vergleich der gemessenen inversen molaren Suszeptibilitat von Ev Py und

Tm Py mit dem Modell der tetragonalen Naherung




38. Vergleich der gemessenen inversen molaren Suszeptibilitdit von Y b Py mit

dem Modell der tetragonalen Naherung
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