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Kapitel 0:

Einleitung

Ein und dasselbe dynamische System kann uns auf die unterschiedlichste Weise
begegnen: etwa als Trajektorien im Phasenraum, als Zeitverzégerungsplot oder
als Poincaré-Abbildung eines geeigneten Phasenraum-Schnittes. Es ist daher
nicht immer offensichtlich, daf§ es sich tatsichlich um dasselbe System handelt,
das nur verschieden dargestellt wurde, oder an dem unterschiedliche Experimente
ausgefiihrt wurden.

Die Frage einer invarianten Charakterisierung ist deshalb von zentraler Bedeu-
tung fiir die Theorie dynamischer Systeme.

Die meisten Gréfen, die zur Charakterisierung chaotischer Systeme eingefiihrt
wurden, sind statistischer Natur. Lyapunov-Exponenten, die die Divergenz be-
nachbarter Orbits bestimmen, verallgemeinerte Dimensionen fiir die komphizierte
innere Struktur von Attraktoren oder Repelloren und Entropien, die den Verlust
von Information iiber die Anfangsbedingungen beschreiben, gehéren zu den am
hiufigsten bestimmten Objekten der chaotischen Dynamik.

Fast immer geschieht ihre Berechnung iiber die Analyse von chaotischen Zeit-
reihen, wobei man annimmt, daf fir fast alle Anfangsbedingungen z(0) der

Grenzwert

lim ]T fo " A1) dt = (A) (0.1)

T—co

fiir eine beliebige stetige Observable A existiert und unabhingig von 2(0) istl.
Dies definiert ein invariantes, ergodisches Wahrscheinlichkeitsma8 p auf dem Pha-
senraum, mit dessen Hilfe Zeitmittel als Phasenraummittel geschrieben werden
kénnen: o o

(4) = [A@)plaz). (0.2)

Das Problem derartiger “brute force”-Methoden ist einerseits, daf man immer
aus endlichen Messungen den asymptotischen Grenzwert extrapolieren muf, und
dies kann &uBerst schwierig sein, wenn die Konvergenz langsam ist. Andererseits
hitte man fir -dnalytis_ch_ bekannte Systeme géme_ Verfahren, mit denen diese

'.Schwi_erigkeiten iiberwunden werden kénnen. Z.B. sollte die Invarianz der. _Q_b_er_l

E '.lF_i_ir. diskrete .Dynami__ken ist das Integral durch eine Summe zu ersetzen.. '+
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4 KAPITEL 0. EINLEITUNG

genannten Mittelwerte gegeniiber stetigen Koordinatentransformationen besser
zum Ausdruck kommen.

Es besteht seit einiger Zeit die Hoffnung, dal in diesem Sinne inverse dynami-
sche Zetafunktionen [38, 39] gute Kandidaten sind. Diese treten in natiirlicher
Weise auf, wenn man Phasenraummittelungen umschreibt in Mittelungen iiber
die periodischen Bahnen der Dynamik [1, 2, 9].

Dabei nutzt man die folgenden vorteilhaften Eigenschaften periodischer Bahnen

ats:

(0) Periodische Orbits sind Teil der invarianten Menge der Dynamik, obwohl
sie in endlichen Zeiten bestimmt werden konnen, bleiben sie unbegrenzt
erhalten. In vielen chaotischen Systemen hat man zudem die Vermutung,

daB die periodischen Bahnen dicht in der seltsamen Menge liegen.

(1} Periodische Orbits und damit auch ihre Symbolfolgen sind topologische
Invarianten unter glatten Koordinatentransformationen: sie beschreiben die

Topologie des seltsamen Attraktors oder Repellors.

(2) Die Eigenwerte der Linearisierung der Dynamik in der Nihe periodischer
Orbits sind metrische Invarianten: sie beschreiben die lokalen Langenskalen

der seltsamen Menge.

(3) Periodische Orbits sind hierarchisch geordnet: die kurzen Zyklen geben eine
gute Approximation der Dynamik auf der seltsamen Menge; Fehler, die aus

der Vernachlissigung lingerer Orbits entstehen, konnen abgeschatzt und

beschriankt werden.

(4) Periodische Orbits sind robust: die Eigenwerte kurzer periodischer Bahnen

variieren relativ langsam bei einer glatten Anderung der Parameterwerte.

(5) Kurze Zykel sind oft leicht und sehr genau aus experimentellen (d.h. auch

.numerischen) Daten zu extrahieren [3, 30].

Die Bedeutung periodischer Orbits ist schon seit langem bekannt. Seit den Ar-
fbei_ten von H. Poincaré zu Ende des 19. Jahrhunderts spielen sie eine zentrale
“Rolle in der Theorie dynamischer Systeme. Ihre Bedeutung fiir die Physik ist am
besten bekannt aus.den -Arbeiten von Gutzwiller, Balian und Bloch [5, 23, 24],




wo im Rahmen eines semiklassischen Formalismus Energiespektren ausschlieflich
aus den klassischen periodischen Trajektorien gewonnen werden konnen.

Ein anderes Beispiel ist das Studium des Ubergangs zu Chaos in Hamiltonschen
fastintegrablen Systemen. Hier sind die periodischen Orbits wesentlich far das
Verstindnis vom Aufbrechen der KAM-Tori [35].

Die Frage nach der Rekonstruktion einer Dynamik aus ihrer chaotischen Zeit-
reihen ist ein wesentliches Problem der Modellbildung. Hier kénnen periodische
Orbits, die man relativ leicht aus den Zeitreihen gewinnt, ein gutes Mittel sein,
das dynamische Gesetz in systematischer Form zu approximieren [16, 30]. Man
stellt sich dann vor, dafl der Phasenraum durch Umgebungen periodischer Bah-
nen iberdeckt wird. Die Gréfle dieser Umgebungen héngt ab von der Instabilitit
~ des Orbits, die Dynamik wird approximiert durch ihre Linearisierung in der Nihe
der geschlossenen Bahn.

Wie gesagt, sollen Zetafunktionen Mittelungen {iber periodische Bahnen berech-
nen. Dabei st68t man auf das Problem, dafl die Anzah! dieser Bahnen 1.a. expo-
nentiell mit der Periode anwichst, die Wachstumsrate ist dabei die topologische
Entropie. Lange Zeit war nicht bekannt, wie man diese Schwierigkeit umgehen
konnte.

Von P. Cvitanovié {9} wurde dann im Jahre 1988 ein Losungsvorschlag gemacht,
der auf der Beobachtung beruht, daff man in vielen Systemen eine Unterscheidung
treffen kann zwischen einigen wenigen fundamentalen periodischen Orbits, die
durch keine anderen Bahnen approximiert werden kénnen, und Orbits, die mit
wachsender Lange immer besser durch die Aneinanderreihung kurzer Bahnen
beschrieben werden kénnen.

Die Umsetzung dieser Beobachtung in eine Berechnungsvorschrift zur Auswer-
tung der dynamischen Zetafunktionen ist die sog. cycle expansion. Man entwickelt

- die Zetafunktion in eine Potenzreihe
C=T[1—t)=1=> 152" = e, 2", (0.3)
I f n

-in der ‘die erste Summe sich tiber die fundamentalen Orbits erstreckt, und die
.-zwe_ite Summe alle {ibrigen Terme umfaflt, geordnet nach ihrer Periodenldnge
1. Dabei enthalten die ¢, Kombinationen von Gewichten periodischer Bahnen
und der sie approximierenden Pseudoorbits, so daff man in manchen Systemen

 exponentiell abfallende Beitrige erhilt. Es gelingt dann, aus der Kenntnis we-
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niger kurzer periodischer Orbits den Wert des obigen Produktes sehr genau ab-
zuschiitzen und die Nullstellen der inversen dynamischen Zetafunktion zu bestim-
men. Diese Nullstellen erweisen sich dann als die gesuchten Mittelungen fiber die
chaotische Menge.

Das Verfahren der cycle expansion hat sich in einigen Fillen als sehr erfolgreich

erwlesen:

s Anwendungen auf ein- und zweidimensionale Abbildungen werden in (2]
behandelt. Dort wird auch gezeigt, dafl fehlende Hyperbolizitat des Systems

nicht notwendig zu einem Versagen der cycle expansion fithrt.

‘¢ Die Feigenbaumkonstante 8, die fraktale Dimension und die Entweichrate
des Repellors am kritischen Punkt der logistischen Abbildung &8t sich mit-

tels cycle expansion mit hoher Genauigkeit bestimmen [2, 37}.

e Quantenresonanzen eines klassisch chaotischen Streusystems aus drei Kreis-
scheiben konnten in guter Ubereinstimmung mit den exakten quantenme-

chanischen Polstellen bestimmt werden [10].

Ziel dieser Arbeit ist es, die Anwendung der cycle expansion auf ein 3-
dimensionales kontinuierliches chaotisches System, das Lorenz-System, zu testen.
Der Attraktor besitzt viele Eigenschaften generischer chaotischer Systeme, aber
er verletzt Axiom A. Er erscheint deshalb als guter Testkandidat, um die Uber-
tragung der cycle expansion auf nicht-hyperbolische Systeme zu untersuchen.

In Kapitel 1 werden wir die Bedeutung periodischer Orbits in dynamischen Sy-
stemen beleuchten. An einem einfachen Beispiel — einem 1-dimensionalen Re-
pellor — demonstrieren wir die Berechnung der Entweichrate aus den Eigenschaf-
ten der periodischen Punkte und leiten eine dynamische Zetafunktion her, de-

ren fithrende Nullstelle die Entweichrate bestimmt. Nach der Einfithrung des

“Frobenius-Perron-Operators, der gewissermafien dual zum Zeitentwicklungsope-

rator ist, verallgemeinern wir diese Zetafunktion und zeigen, daf ihre Nullstellen

. “mit den Eigenwerten des Frobenius-Perron-Operators identifiziert werden kénnen.
- Daf man diese Nullstellen (in gewissen Systemen) auch numerisch leicht berech-
- 'nen kann, zeigen-wir mit Hilfe der cycle expansion von P. Cvitanovié. Als nu-

- merischer Test . dient uns.dabei wieder die Entweichrate des eindimensionalen

- Repeliors.. -




Kapitel 2 behandelt die Korrelationsfunktionen deterministischer dynamischer
Systeme. Die Fouriertransformierten dieser Funktionen weisen oft Polstellen in
der komplexen Ebene auf, die man als Resonanzen interpretiert. Wir zeigen,
daB auch hier die Eigenwerte des Frobenius-Perron-Operators den Schliissel zum
Verstindnis dieser Resonanzen liefern. Eine Verallgemeinerung der zugehérigen
Zetafunktionen auf dynamische Fliisse schlieBt sich an.

Die Anwendung der gewonnenen theoretischen Erkenntnisse das dreidimensionale
kontinuierliche Lorenz-System ist der Inhalt des 3. Kapitels. Nach einer kurzen
Ubersicht der elementaren Figenschaften des Lorenz-Modells diskutieren wir die
symbolische Dynamik und die Symmetriereduzierung des Phasenraums. Der Zu-
_ sammenhang zwischen dem natiirlichen Mafl auf dem Lorenzattraktor und den
Instabilititen der periedischen Orbits wird dargestellt und anhand der 7- und
8-periodischen Orbits durch einen Vergleich mit den relativen Haufigkeiten ei-
ner langen Zeitreihe {iberpriift. Der folgende Abschnitt befat sich mit dem
pruning in der symbolischen Dynamik des Lorenz-Systems, d.h. nicht alle Sym-
bolfolgen sind im System tatsichlich durch periodische Bahnen realisiert, und
erortert Moglichkeiten, dieses Problem zu umgehen.

Als Anwendungen der cycle expansion werden die Lyapunovexponenten und die
fraktale Dimension bestimmt. Ein abschlieBender Abschnitt widmet sich den Kor-
relationen im Lorenz-Modell und fragt nach dem Einfluff der kurzen periodischen

Bahnen auf deren Struktur.




Kapitel 1:
Dynamische Systeme und periodische

Orbits

1.1 Einfiihrung

Wir wollen zu Anfang einige mathematische Sprechweisen einfiihren, die wir im
folgenden verwenden.

Die mathematisch abstrakte Beschreibung der zeitlichen Entwicklung physikali-
scher Vorginge basiert auf dem Begriff des dynamischen Systems. Die Zusténde
des physikalischen Prozesses entsprechen dabei den Punkten eines Phasenraums
M, ihre zeitliche Evolution wird beschrieben durch ein dynamisches Gesetz
ft: M — M, das die Punkte von M in ihre Bildpunkte zur Zeit ¢ Gberfiihrt.
M wird i.a. mit der Struktur einer d-dimensionalen differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit versehen, f* soll als differenzierbar vorausgesetzt werden. Fir die Zeiten
¢ wollen wir sowoh! diskrete, als auch kontinuierliche Werte zulassen und reden
dann entsprechend von den Iterationen ciner Abbildung f(= f') oder einem
kontinuierlichen Fluf f*.

Wir werden stets annehmen, daB unsere Dynamik f! autonom ist, d.h. nicht
explizit von der Zeit t abhangt. Ist weiterhin fiir alle ¢ auch die Abbildung f
definiert, so bezeichnen wir die Menge {f* |t € R} baw. {f* |t € Z} mit den

Gruppeneigenschaften

(a) f*=1tdp und
(b) foo fi=fr" firalles,t € Roder Z

als (reversibles) dynamisches System auf M. Fir jeden Punkt x € M heifit
{x(t) = fi(x)} die Trajektorie oder der Orbit von x.

Die physikalisch wichtigsten kontinuierlichen Dynamiken ergeben sich als Losun-
gen von Systemen autonomer gewdhnlicher Differentialgleichungen auf M, die in

lokalen Koordinaten in der Form
;= Fix), 1=12,...,d (1.1)
- geschrieben werden kénnen; X bezeichnet dabei den Vektor (21, ..., z4), der Punkt

8




1.1. BEINFUHRUNG 9

bedeutet die Ableitung nach #. Die Reversibilitit ist in diesem Fall automatisch
gegeben.

Nichtinvertierbare Abbildungen oder bestimmte partielle Differentialgleichungen
kénnen andererseits zu Dynamiken fiihren, die nur fiir positive Zeiten definiert
sind. Ein solches semidynamisches System bildet eine Halbgruppe, die obige
Figenschaft (b) ist dann nur fiir s,¢ > 0 erfillt.

Seit etwa Mitte der 60-er Jahre ist die Erkenntnis gereift, daB auch einfach erschei-
nende nicht-lineare Dynamiken zu sehr komplexem Verhalten ihrer Trajektorien
fiihren kénnen. Die Arbeit von Lorenz [32] iber das heutzutage nach ihm be-
nannte Modellsystem war in dieser Hinsicht bahnbrechend, auch wenn es einige
Zeit dauerte, bis dies allgemein anerkannt wurde.

‘Wenn man heute von chaotischem Verhalten spricht, so meint man damit i.a.
das Phianomen der sensiblen Abhéngigkeit vom Startwert (sensitive dependence
on initial conditions), was bedeutet, dafl eine noch so kleine Stérung des An-
fangswertes ~ und diese ist weder experimentell noch numerisch zu verhindern —
exponentiell anwachst. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 benachbarte Orbits entfernen sich
also exponentiell voneinander, solange nicht globale Eigenschaften der Dynamik,
wie etwa eine Begrenztheit des fiir die Trajektorien erreichbaren Phasenraumge-
biets, dies verhindern. Letzteres wiederum ist aber typisch fiir dissipative dy-
namische Systeme, in denen fast alle Trajektorien auf Phasenraummengen vom
(Lebesgue-)MaB null, sogenannte Atérakforen, zulaufen. Dieses Zusammenwirken
von lokaler Instabilitét und globaler Kontraktion fithrt dazu, daf die Attraktoren
eine sehr komplexe topologische Struktur aufweisen. Man hat dafiir den Begriff
des seltsamen Attraktors gepragt.

Das Langzeitverhalten benachbarter Orbits in einer chaotischen Dynamik ist also
vollstindig voneinander verschieden. Somit macht es keinen Sinn, einzelne Tra-
jektorien zu studieren, sondern man muf dazu iibergehen, statistische Grofen zu
finden, die das Verhalten vieler Orbits charakterisieren.

Zentral fir diese Betrachtungen ist der Begriff der invarianten Mengen, das
‘sind Punktmengen im Phasenraum, die unter dem FluB oder der Abbildung
- unverdndert bleiben (siche hierzu Anhang A). |

deoh_l seltsame Attraktoren als auch seltsame Repelloren sind wichtige Beispiele
.”inva,ria.n_ter Mengen. Attraktoren stellen das asymptotische Verhalten typischer

Orbits dar. Im Laufe der Zeit nihert sich die Bewegung des Systems dem At-
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traktor mehr und mehr, wihrend es gleichzeitig bestrebt ist, sich von Repelloren
immer weiter zu entfernen.

Nichtsdestoweniger ist auch ein Repellor von Interesse, da er z.B. als Separatrix
auftreten kann, die die Bassins zweier oder mehrerer Attraktoren trennt, und
damit Grenze zwischen unterschiedlichen Bewegungstypen darstellt.

Alternativ kann die Dynamik dazu fithren, daf fiir fast alle Anfangsbedingungen
die Orbits fiir £ — oo aus einem beschrinkten Beobachtungsgebiet entweichen.
Hier bildet eventuell die Menge der iibrigbleibenden Punkte einen seltsamen Re-
pellor.

In typischen chaotischen Systemen haben diese seltsamen Mengen die Eigen-
schaft, daB in ihnen eine Hierachie von periodischen Orbits existiert, die allesamt,
instabil sind. Bei den in der Mathematik besonders ausfiihrlich untersuchten
Axiom-A-Systemen ist diese Eigenschaft sogar explizit Bestandteil ihrer Defi-
nition; genauer fordert man, daff die periodischen Orbits in einem Axiom-A-
Attraktor dicht liegen. Man vermutet aber, dafi diese Dichteeigenschaft fiir alle
typischen hyperbolischen Attraktoren und Repelloren zutrifft.

Es Hegt daher nahe, Mittelwerte iiber seltsame Mengen auszudriicken als Mit-
telwerte fiber periodischie Orbits. Wir werden diese Strategie zuerst bei einem

einfachen 1-dimensionalen Repellor verfolgen.

1.2 Entweichraten seltsamer Repelloren

Die elementare Grofie zur Charakterisierung der Bewegung in der Nachbarschaft
eines Repellors ist die sog. Entweichrate (engl. escape rate), die angibt, wie schnell
sich eine Trajektorie im Mittel vom Repellor entfernt.

Wir behandeln im folgenden nur den diskreten Fall einer differenzierbaren Abbil-
dung f : M — M ciner d-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M in
sich,

Um die Entweichrate 4 einzufiihren, betrachten wir eine Teilmenge R des Pha-
‘senraumes mit endlichem Lebesgue-MaB pur(R)1.

- Man kann dann folgende operative Definition von +y geben: wir wahlen ein Anzahl
| N von Anfangsbedingungen, die beziiglich des Lebesgue-MaBes gleichméfig {iber

_ R ﬁfertei_l’; sind. Nun lassen wir die Abbildung f n-mal operieren und iiberpriifen,

" 1Djese soll in gewissem Sinn einfach, und im Gegensatz zum Repellor nicht seltsam sein.
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wieviele Punkte N, nach n Iterationen noch innerhalb von R liegen. Setzen wir

filr festes n

N m{(R)N...0J(R)NR)

I, = lm & = , 1.2
Noweo No nr(R) 42
dann koénnen wir als Entweichrate v definieren:
log T,
v = - lim ogn , (1.3)

so daB ein exponentielles Abnehmen der Punkte in R ein nicht verschwindendes
~ zur Folge hat. Enthilt R einen Attraktor, so ist y=0, umfafit R einen Repellor
und keinen Attraktor, so erwartet man ein endliches, positives 7, in allen librigen
Fillen ist keine eindeutige Aussage moglich.

So physikalisch interessant die Gréfie I',, ist, so schwer ist sie i.a. zu berechren,
besonders dann, wenn M von hoher Dimension ist. Deswegen schlugen Kada-
noff und Tang [27] eine alternative Methode vor, die sich auf die abstofienden
periodischen Orbits von f stiitzt.

An dem folgenden Beispiel wollen wir dies demonstrieren.
Beispiel: ein eindimensionaler Repellor

Wir betrachten den Fall einer eindimensionalen differenzierbaren Abbildung f:
J = [0,1] = [0, Zmas] wie in Abb. 1.1 mit Trmae = f(z:) > 1. AuBerdem wollen
wir annchmen, daB der Betrag der Ableitung von f auf den Teilintervallen [0, z,]
und [z, 1] strikt groBer als 1 ist.

Bei der ersten Iteration der Abbildung f entweichen alle Punkte im Intervall
|24, 23] , bei der néchsten die beiden Urbildintervalle von jz,,z;[ usw. . Nach n
Tterationen besteht die Menge der verbliebenen Punkte aus 2" Intervallen. Je-
dem dieser Intervalle kann man eine eindeutige n-elementige symbolische Adresse
0103 . .. On zuordnen, die durch die Dynamik seiner Punkte festgelegt wird: wir
setzen o = 0, falls f()(z) < 2. und o} = 1, falls f%¥) () > z, 2 ist dabei beliebig
aus dem entsprechenden Intervall gewihlt. Sei {; das MaB (die Linge) des i-ten

Intervalls. Dann ist:
: ' {n}
r, = Z I, (1.4)

- wobei die Summe iiber alle Intervalle der n-ten Generation lduft. -
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.......................

0 1
o0 01 11 i0
000 001 01 010 110 111 EIEE

Abblldung 1.1: Beispiel fiir eine Abbildung, die als invariante Menge einen seltsa-
~ men Repellor aufweist. (Als Funktion wurde 4.2 z(1—~z)log(2.3+2)
gewahlt } Die eingezeichneten Intervalle entsprechen den Punkten,
~ die 1, 2 oder 3 Iterationen in [0,1] verbleiben. Die symbolische
' 'Dyna,mik ist durch das Maximum z. bestimmt. o

Wegen der oben angenommenen Expansivitat von f auf [0, 2,) U [z, 1] erwartet
maun, dafl ', exponentiell mit n abfalit:

Ip=e" -e™ firn— oo, (1.5)

mit der Entweichrate v = 1/T; T is dabei die asymptotische Verweildauer ei-

~ nes zuflligen Startpunktes in 7. Eine numerische Untersuchung an der obigen.
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Abbildung 1.2: Ma8 der in J=[0,1] verbliebenen Startpunkte in Abhingigkeit von
der Anzahl n der Iterationen. Es wurden insgesamt 107 &quidi-
stante Anfangswerte iiber maximal 30 Iterationen verfolgt. Eine
Geradenanpassung unter Beriicksichtigung der Punkte zur 10.-20.
bzw. 15.-25. Iteration liefert die Steigung ¢ = —0.12745 £ 0.00004
bzw. @ = —0.12735 £ 0.00011 (= 4/In10). Die Fehler stammen
dabei aus der Geradenanpassung. ' '

Abbildung bestitigte diese Erwartung, wie in Abbildung 1.2 zu sehen ist. Mit-
tels Geradenanpassung ermittelt man eine Entweichrate v = —0.29335 4 0.00027
(siehe Text zur Abbildung). '

Wir wollen nun die Summe (1.4) in eine Form bringen, bei der nur die Eigen-
schaften der periodischen Punkte eingehen {1]. Dazu bemerken wir, dafl jedes der
“oben betrachteten 2" Intervalle der n-ten Generation durch f auf ganz J abge-
) b_iidet wird, insbesondere _a.ls_o elnen in_sta,b_ilen n-periodischen Punkt z; enthalt.
~Je 'k_lei_ne_r_éi_p Intervall Wi_rd,'."desto geringer-ist die relative Schwankung d_e_r Ab-
_ 1eit1iﬁg von 'f_(f‘).a,uf diesem. Deshalb kann man sein Expandieren auf ganzj inn

Iterationen mit zunehmnender Genauigkeit durch die Stabilitdt des periodischen
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Punktes ausdriicken: I; = ¢;/]A;|. Dabei stellt

N L) =TT £(F9) (16)

k=0

die Ableitung entlang des periodischen Orbits dar, die a; sind Korrekturfaktoren
der Ordnung O(1), genauer a; = f'(z;)/ fV' (z7), wobei 75 die Stelle im Intervall
ist, an der nach Zwischenwertsatz ' (z) = 1/1; ist.

Wir machen nun die Hyperbolizitits-Annahme, dal ndmlich das exponentielle
Anwachsen der A; ausschlaggebend ist fiir das Abnehmen der {;, und die Asym-
ptotik der Koeffizienten a; vernachlassigt werden kann?. Dann kénnen wir die a;

auch kurzerhand gleich 1 setzen, also in (1.4) §; = 1/|A;| setzen. Damit gilt
(n)
T.a ) [A7. (1.7)

In der Tat berechnet man unter Benutzung aller 7-,8- und 9-periodischen Punkte
fiir das Verhaltnis 3°; i/ 3°; |A;|~" die Zahlenwerte 0.979, 1.034 und 0.983. Hier-
bei wurde die Summe 5" I; mit den in Abb. 1.2 dargestellten Werten fiir I',, ab-
geschitzt. |

1.3 Herleitung einer Zetafunktion

Mit den oben gewihlten “Gewichten” #; = |A;i”! bilden wir nun die formale

Summe iiber die periodischen Orbits beliebiger Linge:®

Uz) = ni: z" %:3) [ = 2/[Ae] + 2/|Ax] + 2%/|Aco| + 2°/|Aaa] + 2% /|Aso]
o +2%f|An1] + 2%/ |Aooo} + 2%/ Ao | +---

(1.8)
wobei die zweite Summe {iber alle n-periodischen Punkte auszufithren ist. Diese
Reihe konvergiert, falls fiir geniigend groe n (|27 TEAITY YR < 1 st Weil fiir
groBe n die Summe (1.4) aber gegen e™™ konvergiert, divergiert der Ausdruck

(1.8) bei z =¢". Die Entweichrate ergibt sich somit als Polstelle von (1.8). Der

" ZDie a; geben die spezielle Wahl der Anfangsbedingungen wieder. Da die asymptotischen
- Bahnen jedoch chaotisch den Repellor durchlaufen und dabei stark mischen, erwarten wir eine
. Unempfindlichkeit gegeniiber einer glatten Variation in der Dichte der Anfangsbedingungen.
" 3Diese erinnert an die groBkanonische Zustandssumme oder Erzeugendenfunktion der stati-

- ‘stischen Physik. EREEE S
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praktische Nutzen dieser Aussage ist jedoch recht gering, denn die Bestimmung
der Polstelle einer Funktion ist numerisch eine duflerst delikate Aufgabe. Aber es
gibt eine bessere Methode, v zu bestimmen. Dazu bendtigen wir die Einfiihrung
von sog. prim-pertodischen Orbits.

Die Summe (1.8) enthilt zu jedem Orbit auch alle seine Wiederholungen. Es
ist deshalb naheliegend, prim-periodische Orbits auszuzeichnen, die sich nicht als
mehrfache Durchlufe einer kiirzeren periodischen Bahn darstellen lassen. In der
Sprache der Symbolfolgen entspricht ein prim-periodischer Orbit einer wiederho-
lungsfreien Sequenz, wobei wir alle zyklischen Permutationen der Symbolfolge als
nur einen Prim-Orbit zihlen. Z.B. ist 0001 = (010 = 0100 = 1000 prim®, nicht
aber 0101 = 01.

Ist A, die Stabilitét eines prim-periodischen Orbits, so besitzt seine r-fach wieder-
holte Durchlanfung die Ableitung A7. Die Stabilitit eines n,-periodischen Orbits
ist nach Kettenregel fiir jeden seiner Punkte dieselbe. Deshalb liefert jeder Or-

bit eine seiner Lange entsprechende Anzahl gleicher Beitrége zur obigen Summe.

Wir kénnen somit (1.8) umformen in:

= Tp Z””i/\;ll

Qz) =D npy > (AT =3 T— oA’ (1.9)

r=1 P

wobei der Index p alle verschiedenen prim-periodischen Orbits durchlauft.
Die Faktoren n, z™ in der Summe suggerieren eine Umformung in eine logarith-

mische Ableitung;

d
Qz) = =2 Y In(L - 7/IA,). (1.10)
dz 5
Somit ist () die logarithmische Ableitung des unendlichen Produktes

1/¢(z) = T = 21l (1.11)

4

Dies ist ein Beispiel fiir eine dynamische Zetafunktion. Diese Bezeichnung erklért
sich aus der rein formalen Analogie des Produktes (1.11}) zur Darstellung der

“Riemannschen Zetafunktion als Eulerprodukt itber Primzahlen.

“Der Balken iiber der Sequenz bedeutet ihre periodische Fortsetzung; wir werden ihn in
+ Zukunft aber wieder fortlassen, weil wir immer periodische Orbits meinen.
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1.4 Mehrdimensionale Repelloren

Wir wollen nun zum allgemeineren mehrdimensionalen Fall zuriickkehren. Dabei

sei nun R eine endliche, einen Repellor einschlieBende Teilmenge von M. Wir

setzen -

Po=e™n = [ dy [ dx6[y—f“‘(x)]//R dx. (1.12)

Fir geniigend grofie n kann man dies ersetzen [1, 27] durch eine Summe tber die

periodischen Orbits:

e = fR dx 8[x — (%))
= 3 |deti-Df)IT (1.13)

zi€Fz(f")
Letzteres folgt aus der Formel fiir die é-Funktion
i
§g(x)) = 3 o b(z — z),
(9 = % g ey 2~ =

wobel g einfache Nullstellen in x; haben soll, mit ¢ = 1dp — f.
Df™(x;) ist die Jacobimatrix von f™ an der Stelle x;:

n—1 . a ’
Dfr(a) = [T DF(FY(x)),  (Df(x)u = 52,1+ (1.14)
j=0
Sind Aj,As,...,A; die Eigenwerte dieser Matrix, und ist kein Eigenwert vom

Betrage 1, so kann die Determinante det[1 — D f"(x)] durch [T2_, (1 — A2) ersetzt
werden. Im Grenzwert langer Zeiten tragen nur die expandierenden Eigenwerte

zum Wachstum des Nenners bei, so dafl man schreiben kann

S e (1.15)

wi€Fiz{ ™) Al
wobei A; = [TP A? das Produkt dieser D expandierenden Eigenwerte darstellt.
Man sieht also, daB die obige Zetafunktion (1.11) auch fiir mehrdimensionale
Repelloren korrekt ist, wenn man A, als Produkt iiber alle expandierenden Ei-
genwerte interpretiert.
Gleichung {1.11) ist das wesentliche Ergebnis dieses Kapitels. Anstatt asympto-
~tische Entweichraten aus den Summen fiir I'y, bei endlichen n zu extrapolieren,

suchen wir nun nach Nullstellen der zugehérigen Zetafunktion. Die Entweichrate
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ist iiber (1.8) mit den Polstellen von Q(z) verbunden, und §(z) divergiert genau
dann, wenn [(~'(z)]) divergiert, oder ((z)~! eine Nullstelle aufweist.

Dabei besteht der Vorteil in der Tatsache, daf die Form der Zetafunktion schon
einen asymptotischen Ausdruck darstellt, und die Singularititensuche in (1.8)
durch eine Nullstellensuche ersetzt werden kann. Eine Extrapolation n — oo ist
nicht mehr durchzufithren. AuBerdem ist (1.8) und damit auch (1.11) invariant
gegeniiber differenzierbaren Koordinatentransformationen, denn die Stabilititen
der periodischen Orbits sind koordinatenunabhingig.

Bevor wir zum allgemeineren Formalismus iibergehen, wollen wir nochmal die
wesentlichen Punkte unserer Umformungen zusammenfassen: wir waren ausge-
gangen von dem Problem, eine Mittelwertbildung auf einer chaotischen Menge
austiihren zu miissen (im Repellor-Beispiel war dies trivialerweise die charakteri-
stische Funktion). Diese Mittelung haben wir ersetzt durch eine Mittelung iiber
periodische Punkte in dieser Menge, wobei wesentlich war, dafi diese im Repellor
dicht liegen. Jedem Punkt einer periodischen Bahn haben wir dabei ein Gewicht
verliehen, dessen wesentliche Eigenschaft die Multiplikativitit lings der Bahn
war. Durch Ausnutzen dieser Eigenschaft konnten wir zu einer Summe iiber
prim-periodische Orbits iibergehen, die man dann als logarithmische Ableitung
einer dynamischen Zetafunktion interpretieren konnte. Die Null- oder Polstellen
dieser Zetafunktion haben wir wiedererkannt als die charakteristischen Werte, bei
denen in der urspriinglichen Mittelwertberechnung ein Ubergang von Konvergenz
zu Divergenz auftrat.

Wir werden sehen, dafB in diesem Vorgehen alle wesentlichen Schritte vorhanden

sind, die auch im allgemeineren Fall durchzufithren sind.

1.5 Der Frobenius-Perron-Operator

Sei f(«) eine differenzierbare Abbildung einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M in sich, z.B. die Poincaré-Abbildung eines (d+ 1)-dimensionalen Flusses, dann
wird ihre Wirkung auf eine stetige Verteilung ¢(z) auf M beschrieben durch den

Zeitentwicktungs- oder Frobenius-Perron-Operator:

(Lod)y) = [dubly— f@) d(z)= % (1.16)

flzij=y

J(z) bezeichnet die Jacobimatrix zu f am Punkt 2.
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Im Riickblick auf die Berechnungen der Entweichrate eines d-dimensionalen Re-

pellors erkennen wir den Integralkern G(z,y) = 8(y ~ f(z)) von {1.12) fir n =1
wieder. Das Integral (1.13) selbst ist also proportional zu £” und wird durch den

groBten Eigenwert von £ bestimmt:
"™ o A7, (1.17)

so dafl der Grenzwert von v, fiir n — 00 4 = —log Ag ist. Dies ist die eigentliche
Rechtfertigung fiir den Ubergang von (1.12) zu (1.13).

Die Eigenwerte von £ sind gegeben durch die Nullstellen von®

det (1 —zL)= [ (1—2zA). (1.18}

e

Ist £ reellwertig, so sind diese reell oder tauchen in komplex konjugierten Paaren

Ak, Ap auf. Die Determinante kann ausgewertet werden mittels der Identitét:

det (1 —zL) = exp[Sp(In(l — zL))] = exp (— i %ﬂ Sp E“) . (1.19)

n=1

Sp L* ist nichts anderes als die Summe {iber alle n-periodischen Punkte:

| (r)
Sp L = //d:c dy bz —y) L'(g.2) = = [1;(11)(3:_)” . (1.20)
Dabei bezeichnet
) = LI, Q=g file) (121

die (d x d)-dimensionale Jacobimatrix des i-ten n-periodischen Orbits mit Eigen-
werten Aj1, A2, ..., Aig. Beil der Umformung (1.20) wurde explizit ausgenutzt,
daB kein Eigenwert den Betrag 1 hat, das System also hyperbolisch ist. Das
Auftreten sogenannter marginaler Eigenwerte fithrt i.a. zum Verlust des rein
exponentiellen Skalenverhaltens [2]. Dies tritt in Systemen auf, in denen ge-
ordnete und chaotische Bereiche nebeneinander existieren. Ein Beispiel dafiir

ist der KAM-Bereich beim Einsetzen chaotischer Bewegungen in Hamiltonschen

Systemen.

SWir nehmen der Einfachheit halber ein diskretes Spektrum von £ an. La. hiingt die Form
des Spektrums stark von der Wahl des Funkiionenraumes ab, auf dem £ wirkt [13].
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Die Nenner det[1-J] haben den grofien Nachteil, daB sie nicht multiplikativ sind.

Um dies zu erreichen, faktorisieren wir sie in Produkte aus expandierenden Eigen-

werten A;1,A;,...,A;. und kontrahierenden Eigenwerten A;1, Aiz, ..., Ay, et
f=d=dim(M):
1 1 &
fdet [143(”)(535)” T H Az—i E 1 -
- LA S
! il a=1{,=0 b=1 mp=0

0 my M2 my
i ANENG AT

= 1.22
N2 Wb A O
Q

Dabei bedeutet A; das Produkt JJ¢_, A; . aller expandierenden Eigenwerte. Setzt

man diesen Ausdruck in die obige Spurformel ein, so ergibt sich:

A0 amame AT
! ‘f) (1.23)

det(l — zL) = '
et === 11 exp( S LA AL, AL

my,..., ™y

Im 2-dimensionalen Fall A < 1 < A vereinfacht sich diese Formel zu:

o0 zn (n) 1 )\m
det(1 — z£) H exp Z Z T AT (1.24)

{,m=0

Diese Gewichte sind nun multiplikativ in folgendem Sinne: ist #;(I,m) =
AT /IA;[Al das Gewicht eines n-periodischen Orbits z;, der tatsdchlich der Mehr-
fachdurchlauf eines kiirzeren n,—periodischen Orbits ist, also f"")(z;) = =
dann ist #;(I,m) = [t,([,m)]” mit »r = n/n, (die Eigenwerte der n-ten Iterier-
ten der Jacobimatrix 3™ (z;) = [J(")(2;)]" erfiillen z.B. diese Eigenschaft). Nach
Kettenregel ist auBerdem die Stabilitit eines periodischen Orbits konstant ent-
lang der Bahn, womit jeder prim-periodische Orbit der Linge n, den Beitrag
b= nptn/ e liefert. S
| ;:E)z,mn kénnen die Exponenten in (1.23) umgeschrieben werden in:

1/¢(z) = exp (—i t,-)
. )r)

n

[

"M?
B

n=1

Mg 2]

r

H
A
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= exp (_ > log(l— z"Ptp))
= J1(1—2"™¢,), (1.25)

»
wobei der Index p nun alle prim-periodischen Bahnen durchlauft.

Aus (1.23) wird nun
det(1—2L)=:2(2) = ] [ ——— mit

1 AMATE LAY
Gt odemyemy (2) = g (1 ~ 1A AZ?AEZ — Af’éeiznp) . {1.26)
Wir haben somit eine Formel fiir die Eigenwerte des Transferoperators in Gréfien
der periodischen Orbits gefunden. Diese Formel sollte gleichermaflen fiir alle
Mittelungen giiltig sein, vorausgesetzt, das MaB ist lings der Orbits multiplikativ.
Im allgemeinen 138t man den formalen Parameter z, der nur zum Ordnen der
Terme nach Periodenlinge dient, in den Gewichten verschwinden, indem man
zL — L und z"™t, — %, ersetzt. (1.25) ist ein weiteres Beispiel fiir eine dy-
namische Zetafunktion. Das unendliche Produkt Z(z) (1.26) wird bisweilen als
Selberg-Produkt bezeichnet, weil es formal an die Selbergsche Zetafunktion erin-
nert.

Eine Vielzahl physikalisch relevanter Grofien 188t sich mit den Eigenwerten des
Zeitentwicklungsoperators, d.h. aus den Nullstellen von det(1—z£) berechnen. Im
obigen Beispiel erhielten wir den fithrenden Eigenwert Ag von £ aus dem ersten,
mit dem “Volumen” {A,| gewichteten Faktor (5 = (o..0 des Selberg—Prqdukts: .

1/¢o(z) =[] (1 _ Iijl) . e

p

Die Entweichrate ergab sich als v = — log A¢. Die weiteren Faktoren 1/ in (1.26)
beeinflussen die nicht-fiihrenden und anisotropie-abhangigen Eigenwerte von £
[8], das Verhéltnis A;/Aq ergibt z.B. den Korrelationsexponenten fiir chaotische
Fliisse (s.u.).

Im Fall eindimensionaler Abbildungen 1a8t sich das obige Selbergprodukt mit
Hilfe einer Euler-Transformation umformen, was in manchen Féllen zu einer
weiteren Beschleunigung der Konvergenz_ fiilhrt. Das Selberg-Produkt lautet in

diesem Fall einfach:

A 1 ty
20-Mot 00 %) B

k=0 r
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Es gilt dann:

= oo —$k(k-1)

- Ap?
Ha-nah=14 Saft—— )
k=0 k=1 };11(1 _A;—T)

Ein Beweis dieser Formel findet sich in Anhang C.

1.6 Die cycle expansion nach P. Cvitanovié

Nun wollen wir zeigen, wozu die obigen Formulierungen mithilfe der Zetafunk-
tionen niitzlich sind. Zwar sind Zetafunktionen ihrer Definition nach asymptoti-
sche Ausdriicke, aber auf den ersten Blick bedarf es der Daten aller im System
auftretenden periodischen Orbits, um sie zu berechnen. Da deren Anzahl aber
typischerweise exponentiell mit der Periode anwichst — der zugehdrige asympto-
tische Exponent ist die sogenannte topologische Entropie — scheint man nichts
gewonnen zu haben.

Es gibt jedoch — zumindest fiir einige Systeme — eine Methode, Zetafunktionen
und ihre Nullstellen eflizient zu berechnen. Diese Methode, die sogenannte cycle
ezpansion wurde 1988 von P. Cvitanovié entwickelt und populér gemacht [9). Vor-
aussetzung fiir ihre erfolgreiche Anwendung ist die Existenz einer symbolischen

Dynamik fiir das untersuchte System, sowie ein gute Kontrolle derselben.

1.6.1 Symbolische Dynamik

Eine symbolische Dynamik gewinnt man dadurch, daB man den Phasenraum 1n
Teilmengen zerlegt, und jeder dieser Mengen genau einen Buchstaben aus einem
Alphabet zuordnet. Die Bewegung eines Orbits durch den Phasenraum wird so
diskretisiert in eine Abfolge von besuchten Zellen und einer entsprechenden Folge
von Symbolen . ..o_20_10¢010203. . .. Die Zeitentwicklungim urspringlichen Sy-
stem wird dabei zu einer Verschiebung des “Nullpukies” dieser Symbolsequenz
(Shift-Abbildung). Man spricht von einer iberdeckenden symbolischen Dynamik,
“wenn verschiedene Orbits auch verschiedene Symbolsequenzen erhalten. Anderer-
 seits kann es Symbolfolgen geben, die gar keiner dynamischen Bahn entsprechen.
Sind alle Sequenzen als physikalische Orbits realisiert, so spricht man von einer

vollsténdigen symbolischen Dynamik, sind hingegen einige Orbits nicht erlaubt,
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so spricht man von pruning®.

Periodischen Orbits der urspriinglichen Dynamik entsprechen nun periodische
Symbolfolgen. Ein prim-periodischer Orbit wird dargestellt durch eine wiederho-
lungsfreie endliche Sequenz, die wir auch als Primzykel bezeichnen.

Zu ihrer Bestimmung ist zuerst einmal numerische Vorarbeit erforderlich. Man
bestimnmt die Positionen und Stabilititen der kurzen Orbits bis zu einer bestimm-
ten Symbollinge. Dabei nimmt man an, daB die Periode in der symbolischen
Dynamik gleichzeitig eine Hierarchie der periodischen Orbits im untersuchten
Systern wiedergibt in einem Sinne, der weiter unten klar wird.

Die Suche nach den periodischen Bahnen geschieht zumeist mit Standardmetho-
den, etwa einem Newton-Raphson-Verfahren (sieche Anhang D). Wichtig ist, daf
man wirklich elle periodischen Orbits bis zu einer bestimmten Symbollinge ge-
funden hat. Ubersieht man auch nur einen einzigen, so funktioniert das Verfahren
mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit nicht mehr.

Liegt eine vollstindige symbolische Dynamik vor, so existiert eine Mdglichkeit,
die Vollzihligkeit der Orbits zu priifen, die sog. M6bius-Transformation: diese
gibt die maximale Anzahl M, von Primzykeln der Lénge n an, die man in einer

symbolischen Dynamik mit einem Alphabet aus N Buchstaben bilden kann. Sie

lautet:

1 n
My=—Yu (—) Ne, (1.30)
o d

wobei die M&bius-Funktion gegeben ist durch

1 : p=1,
p(p) = 0  : pist durch ein Quadrat teilbar, (1.31)
(—1)* : p hat k verschiedene Primfaktoren.

Die Summe lauft {iber alle Primteiler von n.

Hat man beispielsweise eine symbolische Dynamik mit nur zwel Symbolen, so
existieren M, = 2,1,2,3,6,9,18,30,56,99,... Primzykel. B o
1.6.2 - Cycle Expansion

. Nun entwickeln wir das Eulerprodukt

: I/C(Z) = H(l - tP) =1- Z tPI+P2---+Pk 3 R (132)

e P1P2.Pk

~.2Der Baum der Symbolfolgen ist sozusagen an seinen Zweigen beschnitten.
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mit tP1+P2+---+P;; - (_1)k+1t1’1t;02 Teent th . (133)

Dabei lauft die Summe iiber alle verschiedenen nicht-wiederholten Kombinatio-
nen prim-periodischer Orbits. Fiir & > 1 sind die t,,4p,..+p, Pseudoorbits, sie
sind Folgen kiirzerer Orbits, die den Orbit der Sequenz pip;...p; entlang der
Segmente py, pa, ..., pr “beschatten”. Fiir geniigend kleines z, das wir mittels
zit, — t, in die 1, absorbiert haben, konvergiert die Summe als Potenzreihe in

z. Im Falle einer bindren Dynamik erhalten wir dann:

1/¢= (1—to) (1 — 1) (1 —to1) (1 — toor) (I — tor1) (1 — foo0z)
X (1 = too11) (1 — to111) (1 — toooo1) (1 — tooo11) (1.34)
% (1 = taor01) (1 = toor11) (1 — toror1) (1 — torann) -+

Die ersten Terme der Entwicklung lauten:

1/ = 1 ~1ig~11 —~tor — toor — tor11 — tooo1 — foo11 = for11 — ...
(1.35)

—tos1 — totor — tigo1 — foroor — fogo11 — foorsr ~ fori41 — - -

_'t0+01-{—1 — .. .

Der folgende Schritt ist der eigentliche “Trick” der cycle expansion. Wir be-
obachten, daf die Entwicklung (1.32) eine Umgruppierung der Terme zuldfit in

dominante fundamentale Beitrige t; und abfallende Krimmungsterme cy:
I/C——-I—Zf_f-—zcn. | (136)
f n

Eine solche Reihe bezeichnen wir als cycle ezpansion. Flr eine bindre Dyna-

mik besteht diese darin, daB man Terme der gleichen gesamten Symbollange

zusammenfaflt:

1/¢= 1 —1tg—t; — (tor — totr) — [ (foo1 — totor) -+ {for1 — torts)]
~[{tooo1 — totoo1) + {(torrr — forrt1) + {(foo11 — tomts — totorr + totarty)]

{1.37)
Die fundamentalen Orbits #, und #; koénnen nicht durch kiirzere Bahnen ap-
proximiert werden, sie bilden die “Grundbausteine” der symbolischen Dynamik
insofern, daf alle lingeren Bahnen aus ihnen zusammengesetzt werden kénnen.
Die Summe aller Terme der Gesamtlinge n bezeichnen wir als curvature-

_Korrektu_r ¢n. Das Verfahren der cycle expansion beruht auf der Tatsache, dafl
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Abschneideperiode flihrende
n, in Zeta Nullstelle z Inzg
1.341750183 | 0.2939748685
1.340873631 | 0.2933213650
1.340909933 | 0.2933484380
1.340913389 | 0.2933510153
1.340013386 | 0.2933510131
1.340913376 | 0.2933510056
1.340913375 | 0.2933510049

WO oo -~ O Ok W

Tabelle 1.1: Fiihrende Nullstelle der Zetafunktion (1.11) in Abhéngigkeit der
Abschneide-Periode 7, berechnet mittels cycle expansion. Zum Ver-
gleich: die Geradenanpassung hatte den Wert v = —0.29335+ 0.00027

ergeben.

diese Korrekturen fiir geeignete Gewichte ¢, sehr schnell mit n klein werden. Sind
etwa alle Orbits gleich gewichtet ({, = z"), so sind die ¢, exakt Null. Sind die
Gewichte von Orbits mit shnlicher symbolischer Dynamik von annéhernd gleicher
GroBe, so heben sich diese Beitrige beinahe auf.

Unter Vorgabe dieser cycle expansion ist das weitere Vorgehen klar. Man setzt
die Stabilitdten und Lingen aller periodischen Orbits bis zu einer geeigneten Ab-
schneideperiode n, in (1.37) ein und erhilt so ein endliches Polynom der Ordnung
n, in z als Approximation fiir (~!. Die Nullstellen dieses Polynoms sind nun mit
Standardverfahren leicht zu bestimmen.

Fiir unsere Modellabbildung aus Abschnitt 1.2 sind in der folgenden Tabelle die
fithrenden Nullstellen von endlichen Approximationen dieser Zetafunktion auf-
gelistet. Vergleicht man diese Werte mit den vorher aus der Geradenanpassung
gewonnenen Entweichraten, so sicht man, daB die Zetafunktion schon mit schr
wenigen periodischen Orbits konvergiert, und zwar mit deutlich hdherer Genau-

igkeit, als es die Geradenanpassung zulaft.




Kapitel 2:

Resonanzen in dynamischen Systemen

Zeitkorrelationen spielen eine zentrale Rolle im Studium dynamischer Systeme.
Die Leistungsspektren, also die Fourier-Laplace-Transformierten dieser Korrela-
tionen sind hiufig die einzigen experimentell zuganglichen GréBen in chaotischen
oder turbulenten Fliissen.

Bei der Interpretation dieser Spektren wird erkennbar, daf§ deterministische chao-

‘tische Systeme typischerweise, trotz ihrer ergodischen Eigenschaften im Langzeit-

“ limes, deutliche Korrelationen der Bewegung auf kurzen Zeitskalen aufweisen.

Dies spiegelt sich wieder in mehr oder weniger ausgepragten Spitzen im Spek-
trum der (klassischen) Autokorrelationsfunktionen [8, 14, 26].

Die Frequenzen, die diesen Spitzen entsprechen, erscheinen nahe bei Frequen-
zen von dominierenden periodischen Orbits. Man interpretiert sie deshalb als
Resonanzen des Systems [39]: das System folgt bevorzugt einer periodischen
Bewegung, kann dieser jedoch aufgrund der Instabilitit nur ein endliches Zeitin-
tervall lang folgen [4]. Die Breite 7 der Peaks wird entsprechend als Lebensdauer
gedeutet. Besitzt der FiuB eine zusammenhéngende ergodische Komponente, so
folgt, daB alle 7 endlich sein miissen bis auf eines, das zu T'=0 gehért und dem
invarianten MaB des Systems entspricht.

Eine mathematisch strenge Theorie dieser Resonanzen existiert bisher nur fiir
die Klasse der Axiom-A-Diffeomorphismen. Diese wurde im wesentlichen von
D. Ruelle und M. Pollicott entwickelt [36, 39, 40, 41]. Viele ihrer Beweise nutzen
spezielle Eigenschaften der Axiom-A-Dynamiken aus, etwa die Hyperbolizitat.
Diese erlaubt es einem, Markov-Partitionen des Phasenraumes einzufiihren [6},
und die urspriingliche Dynamik eindeutig auf eine Shift-Dynamik in einem geeig-
neten Raum von Symbolsequenzen abzubilden. Viele Methoden der klassischen
statistischen Physik werden dadurch tibertragbar auf chaotische dynamische Sy-

steme. So werden etwa die Zeitkorrelationen beziiglich des invarianten MaBes (das

- als Gibbs-MaB gewihlt wird) behandelbar als riumliche Korrelationen in einem

eindimensionalen Spinsystem mit einer Wechselwirkung kurzer Reichweite.

' '_I:n diesemn Rahmen konnten Ruelle und Pollicott zeigen, daB die Fouriertransfor-

mierten der Korrelationsfunktionen meromorph in einem Streifen um die reelle

25
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Achse sind, die Positionen der Polstellen sind unabhingig von der beobachteten
Observablen. Weiterhin gilt fiir diskrete mischende Systeme, da8 in einem geeig-
net schmalen Streifen um die reelle Achse kein Pol liegt, was zu einem exponentiell
schnellen Zerfallen der Korrelationen fithrt. In einigen Fillen gilt diese Aussage
ebenfalls fiir kontinuierliche Fliisse (Beispiel: geodisischer Flufl auf Flichen kon-
stanter negativer Kritmmung).

Trotz dieser Einschrinkung auf eine sehr kleine Klasse mathematisch exakt be-
handelbarer Modellsysteme weist eine Vielzahl numerischer Untersuchungen dar-
auf hin, daB die gewonnene Erkenntnisse in einem allgemeineren Zusammenhang
giiltig sein kénnten (siche etwa Isolas Untersuchung der Korrelationen im Hénon-

System beim Ubergang von chaotischem zu periodischem Verhalten [26]).

2.1 Korrelationsfunktionen

Sei wieder {f} ein dynamisches System auf einer kompakten Mannigfaltig-
keit M. Wir wollen diskretes und kontinuierliches t zulassen, eventuell mit
der Einschrinkung ¢ > 0. Wir nehmen an, es existiere ein invariantes
Wahrscheinlichkeitsmaf?, das beziiglich {f*} ergodisch ist:

Im Fall eines hyperbolischen Attraktors ist dessen Existenz garantiert durch das

folgende

Theorem 2.1 (Sinai, Ruelle, Bowen) : Sei f' : M — M ein C*-Fluff mit
einem hyperbolischen Attraktor A. Dann ezistiert ein eindeutiges invariantes
Map p mit Triger in A mit den folgenden Eigenschaften: ist U eine Umgebung
von A, so daff fH{U) C U fir alle t > to, A= [} f{{U), und ist B eine

t>ig
reellwertige stetige Funktion, dann gilt fir (Lebesgue-)fast alle x € U

| T

Jim [ B(re)d = [ B(e)du) BRNCALY
bzw. fir diskretes t

: 1 N-1 .
Jim — 57 B(f(e)) = LB(m)d,u(m). (2.1b)

T

._:-'_Sind__ A,B ; M — R zwei stetige Funktionen auf M, so definieren wir ihre

14.h. fiir alle ¢ > 0 und alle meBbaren Mengen F gilt: p(f~*(E)) = p(E)
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Korrelationsfunktion Cag durch:
Cas(t) = [ nlde) (A(f(2) - A) (Bla) - B)

:]yd;c (f'(z)) B(=) (/udw ))(]u(dm)B(f))

= p((Ao f)B) — u(A)u(B). (2.2)

Dabei haben wir die Abkiirzung u{A) = [ u(dz)A(z) eingefiihrt, der Querstrich
bedeutet eine zeitliche Mittelung., Man definiert als Leistungsspektrum {(gewohn-

lich fir A = B) die Fourier-Transformierte

Canlw ] dt e Capl(t). (2.3)

Im diskreten Fall wird das letzte Integral zu einer Summe, und C ist 27-periodisch

in w. Aufgrund unserer Ergodizitits-Annahme kénnen wir die Korrelationsfunk-

tion als Zeitmittel gewinnen:

T

Cas(t) = Jim o [ AF*(2) B () dr

0

T T
- Jim o j A(f7(2)) dr — lim j (f(z))d (2.4)
0 0

Dies ist gewohnlich die Methode, Korrelationen aus Experimenten zu bestimmen.

2 2 Kerralatmnen und das Spektz‘um des.

* Frobenius- Perron-Operators

Betrachten wir nun der Einfachheit halber den Fall einer Abbildung f mit einem
absolut stetigen invarianten MaB. Letzteres bedeutet, das sich das Mafl p durch
das Lebesguemalf ug ausdriicken 1a8t als p(dz} = vo(z)po(dz) mit einer Lebesgue-

integrablen Funktion to(z). g ist dann eine Eigenfunktion des Frobenius-Perron-

' 'Opera.tors der auf dem Raum der integrablen Funktionen ¢ wirkt gemés:

Li¢mLY mit Loy fdyé z— fy))o(y) = "I_d%'
zef=1y) I~ ATl
- o (25)
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Der zugehorige Eigenwert st vy = 1.
Aus der Definition folgt sofort, daf fiir alle integrablen Funktionen ¢ gilt:
tto(L£d) = po(¢). Sind A und B zwei beliebige Observablen, so gilt

pol(A 0 f) - B) = po(A- (L*B)). (2.6)

L" ist dabei analog zu (2.5) definiert, indem man auf der rechten Seite !
durch f~" ersetzt. Der Frobenius-Perron-Operator ist also gewissermafen dual
zur Zeitentwicklung des Systems, was schon darauf hinweist, daB dieser Operator
auch fiir Zeit-Korrelationen von grofiem Nutzen ist.

Betrachten wir dazu die Fouriertransformierten der obigen Integranden.

oo o0

Ze_m#((AOf”)'B) = Z‘ae"i“mﬂo((ﬁof”)%-B)
= i’: e " uo(A - L™(%0 - B))
= po(A- 3 &L o B)
= po(A(1 —cL) (%0 - B)) (2.7)

Wir haben dabei formal die Umkehrbarkeit von (1 — e™*L) angenommen, die
z.B. im Fall reversibler dynamischer Systeme gesichert ist. Wiederholt man die

obige Rechnung fiir n < 0, so erh&lt man mit z = ™ das Gesamiresultat:
Cap(w) = po(A(L ~2L)7 (o B)) +po( B(1 =27 L) (b~ A)) — w(AB) ,* (2.8)

so dafl die komplexen Polstellen des Leistungsspektrums C die Logarithmen der
Eigenwerte von £ sind. Ihre Residuen hangen von A und B ab, nicht jedoch
ihre Position. Fiir diese komplexen Polstellen hat D. Ruelle den Begriff der
Resonanzen gepriagt [39]. Auch wenn hier noch nicht klar ist, wie das Spektrum
von £ aussicht, und wann der Operator (1 — z£)™! iberhaupt existiert, sehen wir
doch, daB die spektralen Eigenschaften von £ maBgeblich sind fiir das Studium
der Korrelationsfunktionen.
Die einzigen strengen Aussagen zum Spektrum von L existieren, wie. oben
“erwihnt, nur fiir Axiom-A-Systeme. Dort konnten Ruelle und Pollicott zeigen[40,
41}, daf fiir C%-Diffeomorphismen und Observable, die Holder-stetig sind, das Lei-

* stungsspektrum fortgesetzt werden kann zu einer meromorphen Funktion auf dem

0 2p(ABY ist der Term zu n=0, der in der Summe doppelt auftritt.
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Bereich |Imw| < —log#', fiir ein & < 1. Die Pole w in dieser Region entspre-
chen exakt den Eigenwerten z von £ angewandt auf dem Raum Hdlder-stetiger
Funktionen: w = Filog z.

Wir wollen vereinfachend annehimnen, der obige Integralkern G(z,y) = 6(z— f(y))

beséfle eine Spektraldarstellung der Form:

z,y) = > vi pilz)¥ily) (2.9)
=0
mit Eigenwerten vg = 1, 4, vy, ... und Eigenfunktionen ¥, ¢;, die erfiillen

fG (z,y):(y) dy = vipi(2)  bazw. j ¢:(z)G(z,y) dz = vidi{y). (2.10)
Weiter gelten die Orthonormalitatsrelationen

/qﬁ,(m)%(m z==6; und > ¢i(z =6(z—y). (2.11)

Insbesondere, da 1)y die invariante Dichte darstellt, folgt ¢g = 1. Man zeigt leicht,
daB aufgrund der Ergodizitit gilt:

/qﬁ;(w)p(dm) =680, vl <1 und w; #1firjedes: #0. (2.12)

Der Eigenwert 1 ist also nicht entartet. Nimmt man die stirkere Mischungsei-
genschaft fiir das System an, so gilt sogar |v;| < 1 fiir alle ¢ # 0. Nun folgt fiir

die Korrelationsfunktionen

pl(do ) B) = [ [dyu(ds) Aly)s(y - (=) Bla)
. f dy A(y) L Bbo)(v) (2.13)
= 2 i [ A@)e@ute) [ Buy)dy.  (214)

Fiir 1 = 0 ergibt die rechte Seite von (2.14) u{A)u(B), so daB die Korrelations-
funktion gegeben ist durch:
CAB Z Cke—akt-*_wkt (2.15)
k=1

| wobei wir v, als exp{—ay -+ twy) geschrieben haben. Die Korrelationsfunktio-
nen erweisen sich also als Uberlagerung komplexer Exponentialfunktionen, deren

Koeffizienten von der Wahl der Beobachtungsgréfien abhéngen, nicht jedoch ihre
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Exponenten. Der Realteil von — log vy ist dabei eine Mischungsrate, sein Ima-
ginirteil liefert die Frequenz der entsprechenden Oszillation. (Man beachte, dafl
die Resonanzen zu vy bei +i log vy liegen.) Nimmt man weitergehend an, daf
die Eigenwerte {1} verschiedene Betrige besitzen, so erkennt man aus der obi-
gen Beziehungen, daB der Eigenwert mit groBtem Realteil 14 das asymptotische
Abfallen der Korrelationen bestimmt (vorausgesetzt A und B sind beide nicht
orthogonal zu ¢y (z)). In diesemn Fall ist —i log 1y wegen 1 > jin| > |vg| > ... die
Resonanz, die der reellen Achse am nichsten liegt. Es ist deshalb i.a. schwer, die
nicht-fiihrenden Resonanzen zu bestimmen. Dies ist analog zu dem Problem, in

chaotische Systemen die nicht-fiihrenden Lyapunov-Exponenten zu ermitteln [7].

2.3 Korrelationsfunktionen kontinuierlicher
Fliisse

In diesem Abschnitt wollen wir die ¢-Funktion fiir einen glatten dynamischen
Flu8 herleiten [11].

Das System sei gegeben durch d gewdhnliche Differentialgleichungen 1. Ord-
nung in der Form &, = F,(x), v = 1,...,d. Die Losungskurven x(f) =
(z1(t),...,2a(t)) schreiben wir als x(t) = £*(Xo), wenn sich die Trajektorie zum
Zeitpunkt 0 in xy befunden hat.

Eine beliebige Anfangsdichte p(x) wird durch diesen FluB in der Zeit t zu

pu) = [ dy p(y) 6(x = £(v)) (2.16)

transformiert. Der Kern 6§(x — f*(y)) dieses Integrals definiert die kontinuier-
liche Variante £! des oben eingefithrten Frobenius-Perron-Operators: pi(x) =
(Ltp)(x)3. L? ist ein linearer Operator auf dem Raum stetiger Funktionen, von

dem wir annehmen, daf sein Spektrum diskret ist. Die Eigenwerte bezeichnen

wir'mit e~"?, e~ . Damit kann die Spur von L’ geschrieben werden als
P g
SpLf = ) mye ™, (2.17)
k=0

wobei my, die Vielfachheit des k-ten Eigenwertes ist. Die v stellen die Positionen

_der Resonanzen dar, die man in den Fouriertransformierten der Korrelationsfunk-

_tion sieht: yi = ax-+iws.

“®Ein Beispiel ‘hierfiirist der klassische Liouville-Operator.
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Die physikalische Bedeutung dieser Eigenwerte 148t sich wieder am obigen Beispiel

eines Repellors demonstrieren. Dazu haben wir in (1.12)} einfach n durch ¢ zu

Ny = [ dx [ dysly - ) / [ ax, (2.18)

ersetzen, also

die Entweichrate ist dann analog zu (1.3) gegeben als 7 = — ilin'l h’—gg—@,
—00

Andererseits wird das Integral (2.18) dominiert durch den fiihrenden Eigenwert
von L!, der den grofiten Realteil aufweist. Dieser bestimmt deshalb die Entweich-
rate, wihrend die nicht-fiithrenden, eventuell komplexen Figenwerte die Korrela-
tionen im Fluf auf dem Repellor charakterisieren®.

Bezeichen ¢;(z) und v;(z) wie oben die Eigenfunktionen von L?, so erhalten wir

als Spur
SpLt = Y / dx 6:(x) (Li9:)(x) (2.19)

= ¥ [ox [ayatasmx- 1) @)
= [axs(x- 1), (2.21)

wegen der 6-Normierung der Eigenfunktionen. Man erkennt also, daB zu Be-
rechnung der Spur einzig die periodischen Punkte der Periode ¢ einen Beitrag
liefern.
Um den Beitrag eines prim-periodischen Orbits p der Periode T}, zu diesem Inte-
gral zu bestimmen, gehen wir in der Nihe des Orbits zu einem Koordinatensy-
stem iiber, das der Problemstellung besonders angepafit ist:® da die é-Funktion
nur auf dem Orbit einen Beitrag liefert, wahlen wir eine longitudinale Koordi-
nate dry in Richtung des Flusses ¥(x(t)) und d-1 Koordinaten dx; in Richtungen
11(t),. .., 04-1(¢) transversal dazu.
Dann ist

(SpLY)], = / dx . dayy 6, (x —£1(x)) y(x —F(x)) . (2.22)

VP

Man kann sich das obige Integral veranschaulichen, indem man sich die é-
Tunktion ausgeschmiert vorstellt, und das Integral iber ein “Schlauch”-Volumen

'V, ausgefiihrt denkt, das den periodischen Orbit p einschlieBt. Es liefert einen

.. -*Man beachte, daf} dieser F.-P.-Operator natiitlich nich? das Lebesguemaf erhdlt!
* ®Diese spezielle Wahl der Koordinaten wurde z.B. von Koga [29] verwendet, um Phasen-
- raummittelungen im Lorenz-System durch periodische Orbits zu beschreiben.




32 KAPITEL 2. RESONANZEN IN DYNAMISCHEN SYSTEMEN

Beitrag jedesmal, wenn eine Tajektorie zu ihrem Anfangspunkt zurtickkehrt, d.h.
auch Mehrfachdurchliufe desselben Orbits miissen mitberiicksichtigt werden.
Zur Auswertung der transversalen §-Funktion bendtigt man nur die Linearisie-

rung des Flusses in einer Ebene senkrecht zum Orbit.

[axs 8 (x—£7(x)) = m, (2.23)

wobei J, die {(d — 1) x(d — 1)-dimensionale Stabilitats- oder Monodromiematrix
(¢ +T,) = J,0(t) ist, berechnet auf dem periodischen Orbit p. lhre Eigenwerte
Apiy.-+,Apa-1 sind unabhingig von der Position lings der Bahn und von der
Wahl der Koordinaten in transversaler Richtung. Die geometrische Deutung
dieses Beitrags ist die, daff nach dem r-fachen Wiederkehren zur Poincaré-Flache
der “Schlauch” V, lings der Eigenrichtungen der Stabilititsmatrix senkrecht zum
Flufl gedehnt bzw. gestaucht wurde, und der Uberlapp mit dem urspriinglichen
Volumen gegeben ist durch |det(1 — J7}| 7.

Bei Koordinatenwechsel dz = vdt’ mit der Bahngeschwindigkeit v = |F(x}] erhalt
man aus dem longitudinalen Integral jedesmal einen Beitrag, wenn ¢’ ein Vielfa-
ches der Periode T, ist (der Faktor v der Koordinatentransformation kiirzt sich

dabeil mit einem Faktor 1/v aus der §-Funktion}):

f day 8(x — £ Z 5(t — rTy) ] g = T, S §(t—rT)) (2.24)
r=1
(Auch hier muBiten wir wieder fiir die Losbarkeit des Integrals die Hyperbolizitét
des Systems voraussetzen, also annehmen, daf§ die Betrige aller Eigenwerte A
einen endlichen Abstand von 1 haben.)
Einsetzen der Ausdriicke in die Gleichung (2.22) ergibt:

et = T, Z|dett TT))E (2.25)
e—ikrTy
= 2%/6“ tktZT Zmet(l I
—1krT
= = /dk *“BAZZ m, | (2.26)

Hierbei haben wir in der _vorl_etzten Umformung die. é-Funktion durch ihre Fou-

- rierdarstellung ersetzt.




2.3. KORRELATIONSFUNKTIONEN KONTINUIERLICHER FLUSSE 33

Man sieht leicht nach einer komplexen Rotation & — s, daB die gewonnene

Summe iiber periodische Orbits die logarithmische Ableitung der Zetafunktion
ser
Z{s) = exp ( -——————) (2.27}
Eza:z; r {det(1—J7)|
ist.

Zusammen erhalten wir aus (2.17) und (2.27)

. tico
-yt i / —st
E_ mye T = _271-__ dse 5) (2.28)

Ist Z(s) eine ganze Funktion, so kann der Integrationsweg verformt werden, so
daB er die Pole von Z/(s)/Z(s) umléuft, und dabei einen Beitrag my exp(—t)
von jedem Pol s =+, der Vielfachheit m; aufsammelt.

Somit bestimmen die Nullstellen von Z(s) das Spektrum v,71,... , wie oben
behauptet. Die Bestimmung von Resonanzen wurde somit zuriickgefithrt auf die
Berechnung von Nullstellen der Zetafunktion {2.27).

Die obige Formel vereinfacht sich wieder im 2-dimensionalen Fall, wenn man den

Ziahler entwickelt: sei |A,| <1< |A,|, dann gilt:

1 1 1
det{1 — It = |(1—AD1 =M=
det(1 =TI = 1= A0 =X = e s T
= DO IATATA (2.29)
j=0k=0
Damit 148t sich der Exponent in (2.27) umschreiben in:
© 1 eser o 60 . s
T Ny SPﬂpA—IA—JAk
;;rldeti—.ﬂ)i ZP:_?;G; ( 2" Ay T A p)
= -2 3 h(1-eBa A ) (230)
P 3,k=0

Hierbei wurde der formale Parameter z eingefithrt, der es uns spiter erlaubt,
die Beitrige nach der Periode n, (der Poincaré-Abbildung) zu sortieren, z wird
-danach éleich 1 gesetzt.

* Somit nimmt unsere Zetafunktion die Gestalt an:

):H ﬁ (1 - essznP[Apl—lA];j/\ﬁ) . o (231)

r 3,k=0




Kapitel 3:
Anwendung der cycle expansion auf

das Lorenz-System

2.1 Historisches und elementare

Eigenschaften des L@reﬂzwgys‘tems

Das Lorenz-System verdankt seinen Namen dem Meteorologen Edward Lorenz,
der im Jahre 1963 ein System aus drei nichtlinearen gewdéhnlichen autonomen
Differentialgleichungen als vereinfachtes Modell fiir eine 2-dimensionale thermi-
sche Konvektion in einem sog. Bénard-Problem vorstellte. Dies war in zweifacher
Weise bemerkenswert: zum einen war das Lorenz-System eines der wenigen zu
dieser Zeit bekannten Differentialgleichungssysteme, die chaotisches Verhalten
zeigten, zum anderen war die Problemstellung, aus der es abgeleitet war, von
grofiem Interesse: es keimte die Hoffoung auf, daB turbulente Phanomene durch
einfache, endlich-dimensionale Modellsysteme adiquat beschrieben werden kénn-
ten.

Diese Ideen waren woh! derart neu, da es bis in die 70-er Jahre dauerte, bis die
Lorenzgleichungen im Rahmen eines steigenden Interesses an chaotischen Syste-
men zu der richtigen Wiirdigung gelangten. Grundlegende Arbeiten wie Hénons
Aufsatz iiber die heute nach ihm benannte Abbildung oder Manneville und Po-
meaus Arbeit iiber Intermittenz gehen von Betrachtungen des Lorenz-Systems
aus.

Gleichzeitig entwickelten Guckenheimer und Williams ein geometrisches Modell,
das in einem gewissen Parameterbereich dieselben Eigenschaften wie das Lorenz-
System zu besitzen scheint. (Die volle Aquivalenz hangt allerdings von globalen
‘Eigenschaften ab, die zwar numerisch gestiitzt werden, aber noch nicht streng be-
wiesen sind.) Dieser Parameterbereich umfa8t die von Lorenz gewéhlien Werte.
Das geometrische Modell weist fiir eine iiberabzéhlbare Menge von Parametern
einen seltsamen Attraktor auf, allerdings sind die Attraktoren zu je zwei Para-
" meterwerten topologisch verschieden. Der Attraktor ist somit nicht strukturell

~ stabil (obwohl “nur” Axiom A verletzt ist).

34
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Inzwischen zdhlt das Lorenz-System zu den am meisten untersuchten chaotischen
Systemen. Dies beruht nicht auf seiner physikalischen Relevanz — diese basiert
allenfalls auf einer Verbindung zu den Maxwell-Bloch-Gleichungen fiir Laser oder
zur Konvektion in sehr speziellen Geometrien' — sondern auf der Tatsache, dafl
eine Vielzahl generischer Verhaltensweisen chaotischer Systeme im Lorenzsystem
auftritt. Beispiele fir fast jeden Typ chaotischer Bewegung, die man in anderen
dreidimensionalen Systemen findet, konnen an den Lorenzgleichungen bei be-
stimmten Parametern studiert werden. Der grofle Vorrat an experimentellen und
theoretischen Arbeiten {iber diese Gleichungen erlaubt es oft, neue Entwicklungen
in einem vollstindigeren Zusammenhang zu sehen, als es bei weniger bekannten

- Systemen méglich ist.

Das Lorenz-System besteht aus dem folgenden System gewdhnlicher Differential-

gleichungen auf dem R?:

T = —ox+oy (3.1a)
y = —zz4pr—y (3.1b)
i = ay-— Pz (3.1c)

o, ¢ und § sind hierbei positive Parameter?. In Untersuchungen iiber das Bi-
furkationsverhalten von (3.1) hilt man i.a. zwei Parameter fest (oft sind dies —
wegen (3.4) — o und B) und variiert den dritten. Einen ausfiihrlichen Uber-
blick der verschiedenen Parameterbereiche findet sich in der Monographie von
C. Sparrow [42].

Wir wollen uns hier auf den “klassischen”, von Lorenz selbst untersuchten Para-

metersatz

ﬂzg, e=28 und o=10 (3.2)

beschrénken. [‘ir diesen existieren die umfangreichsten Erkenntnisse in der Li-

teratur. Alle weiteren Aussagen tber das Lorenzsystem sind deshalb immer in

!Das urspriingliche Problern der Rayleigh-Bénard—Konvektion beschreiben die Lorenz-

Gleichungen tatsichlich nur in einem recht uninteressanien Parameterbereich.

" 2Im urspriinglichen hydrodynamischen Problem stellen diese die Prandtl-Zahl der Fliissig-
keit, das Verhiltnis der Rayleighzahl R zu ihrem kritischen Wert R,, bei dem Konvektion
einsetzt, sowie cinen mit der Wellenzahl der Konvektion verbundenen Parameter dar. =z
miBt die Geschwindigkeit der Konvektionsbewegung, z beschreibt die Abweichung des ver-
-tikalen Temperaturprofils vom linearen Konduktionsverhalten zwischen den horizontalen Be-
grenzungsfidichen der Flilssigkeit, y schliefilich ist ein Maf fitr die horizontale Abhingigkeit
dieser Temperaturabweichung.
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Bezug auf diese Parameterwerte zu verstehen.
Der Fluf}, der durch die obigen Differentialgleichungen erzeugt wird, besitzt drei
Fixpunkte bei:

Co=(0,0,0) und Cy=(Fy/B(e-1), £/B(e—-1), 0=1) (3.3)

und ist symmetrisch bei einer Rotation: (z,y,z) — (—z,—y,z) von 7 um die
z-Achse, Auf der Symmetrieachse verschwinden & und 3, so daB die z-Achse
invariant unter dem Fluf ist.

Die Divergenz des Lorenz-Vektorfeldes ist konstant und negativ, denn

. 8z 8 ;
divF(x) = ai*&%gj = —0—-1-8, (3.4)

d. h. es liegt ein dissipatives System vor, dessen Dissipationsrate im {ibrigen nicht
von ¢ abhingt®.

Alle Fixpunkte sind instabil: der Fixpunkt C, besitzt eine zweidimensionale
anziehende und eine eindimensionale abstoende Mannigfaltigkeit, die symmetri-
schen Fixpunkte C. hingegen weisen eine eindimensionale anziehende und eine
zweidimensionale abstoflende Mannigfaltigkeit auf. Die Eigenwerte der Lineari-
sierung des Flusses bei C4 sind komplex konjugiert?.

Man kann zeigen, dafl jede Trajektorie nach einer gewissen Zeit eine kompakte
Teilmenge K des R® erreicht, die sie dann nie mehr verlaBt. Alle drei Fixpunkte
liegen innerhalb von K. Zusammen mit der negativen Divergenz des Flusses
bedeutet dies, daf8 sich eine attraktive Menge innerhalb von K befinden mu8.
Bei den gewahlten Parametern spricht numerisch vieles dafiir, daB es sich hierbei
um einen seltsamen Attrakior handelt?.

Einen Eindruck von der Form des Attraktors kann man aus dem folgenden Bild
3.1 erhalten. Dieses zeigt eine typische Trajektorie, wie sie bei einer numerischen
Integration der Gleichungen (3.1) entsteht.

Man beobachtet, daB die Trajektorie eine scheinbar zufillige Anzahl von Umn-
rundungen eines der beiden symmetrischen Fixpunkte ausfithrt, um dann, nach

Erreichen eines gewissen Abstandes von diesem auf die Seite des anderen hiniiber-

®Bei den Parameterwerten (3.2) bedeutet dies, daB ein Einheitsvolumen mnerhalb einer
natiirlichen Zeiteinheit umn den Faktor exp(— 133) 7 1.16 - 107® schrumpfi! e
- *Numerische Werte: A, \* = 0.094 + 10.2{, A_ ~ —13.85
Sauch wenn die numerlsche Unterscheldung von einem sehr langen Grenzzyklus praktisch

nicht moglich ist
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Abbildung 3.1: Darstellung einer typischen Trajektorie, wie man sie durch nume-
rische Integration der Gleichungen {3.1) erhilt. Die Fixpunkte 'y
liegen in den Zentren zweier Offnungen, in die kein Orbit zuriick-
kehrt.

zuwechseln. Die gesamte Bewegung findet aufgrund der hohen Volumenkon-
traktion des Flusses in einem sehr schmalen Teil des Phasenraumes statt, den
man annihernd durch eine 2-dimensionale verzweigte Mannigfaltigkeit beschrei-
ben kann. (Die tatsichliche (fraktale) Dimension des Attraktors liegt bei __u_étwa,
2.06).. . '. | _. .
Absténde transversal zu den Blattern dieser approximierenden Flache werden
_durch den Flu$ kontrahiert, wihrend Bahnen innerhalb der Fliche auseinander-
laufen. - .. ..

Urn uns eine Vorstellung von der inneren Geometrie des Attraktors zu verschaffen,
betrachten wir zunéchst einen geeigneten Schnitt, und gehen vom dreidimensio-

nalen FluB zu einer zweidimensionalen Abbildung dieses Schnittes in sich iiber.




38 KAPITEL 3. ANWENDUNG DER CYCLE EXPANSION
3.2 Der geometrische Lorenz-Attraktor

Der geometrische Lorenzattraktor ist ein Modell, von dem man annimmt, da8 es
die wesentlichen Eigenschaften des Lorenz-Systems wiedergibt. Ausgangspunkt
ist die Konstruktion einer geeigneten Poincaré-Abbildung.

Man beobachtet, dafl jede typische Trajektorie wie in Abb. 3.1, hat sie erst einmal
die Nihe des Attraktors erreicht, bei jeder Umrundung eines der Fixpunkte C,
die Ebene {z = p—1}, in der diese liegen, von oben nach unten durchstéft.
Es ist deshalb zweckmaiBig, diesen_-:Ausschnit_t 2 der _Ebene als Poincaré-Schnitt
zu wahlen. Die Poincaré-Abbildung P Weist__dann_ jedem Durchstopunkt eines
Orbits den nichsten folgenden TR

Eine idealisierte Darstellung dieser Abbildung ist im folgenden Bild 3.2 zu sehen.
Wir stellen uns ¥ vereinfacht als einen rechteckigen Ausschnitt von {z =p—1}
vor. Die beiden schmalen Kanten werden von Teilstiicken der stabilen Mannigfal-
tigkeiten der Fixpunkte C4 gebildet, wobei wir annehmen, dafl diese hinreichend
weit horizontal verlaufen und geniigend gut durch Geraden approximiert werden
kénnen.

Die im vollen Flul beobachtete Aufspaltung zwischen einer stabilen Richtung
transversal zum Attraktor und einer instabilen innerhalb spiegelt sich in unserem
Modell wieder in der Annahme, daf} eine stabile invariante Blitterung der Poin-
caré-I'lache existiert: wir fordern, dafl durch die Poincaré-Abbildung horizontale
Abstdnde gedehnt, vertikale hingegen kontrahiert werden. ¥ zerfillt dadurch in
eine Schar eindimensionaler vertikaler Geradenstiicke (“Blatterung”), so daf} alle
Punkte eines Blattes dasselbe Langzeitverhalten aufweisen®.

Abbildung 3.2 zeigt unser Modell fiir die Poincaré-Abbildung des Lorenz-Systems:
2 zerfallt in zwei symmetrische Stiicke ¥4. Die Trennlinie S ist die Kurve, in
der die 2-dimensionale stabile Mannigfaltigkeit des Fixpunktes Cy die Poincaré-
Ebene durchstdft. {Dieser Schnitt muf existieren, da ja die gesamte z-Achse ein
Teil dieser stabilen Mannigfaltigkeit ist.) Alle Punkte von S wandern de_shalb
monoton auf Cq zu und kehren niernals nach ¥ zuriick. Punkte in 2\ 5, die séhr
nahe an S liegen, folgen dieser Bewegung cine beliebig lange Zeit, um sich aber

letztendlich wieder léngs der instabilen Mannigfaltigkeit von Cg zu entfernen.

- ®Dadurch ist mit Einfiihrung einer geeigneten horizontalen Koordinate eine weitere Reduzie-
" rung der zweidimensionalen Poincaré-Abbildung zu einer eindimensionalen Abbildung méglich.
Wir-wollen- darauf jedoch hier nicht weiter eingehen.
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Abbildung 3.2: Poincaré-Abbildung im geometrischen Lorenzattraktor als Modell
fiir die Poincaré-Abbildung im Lorenz-System.

Alle diese nahe bei S startenden Orbits kehren deshalb stark gebiindelt nach ¥
zuriick, d.h. die vertikale Kontraktion ist nahe § am stirksten. Dies fithrt zu den
Spitzen ry, die selbst die ersten Durchstofipunkte der instabilen Mannigfaltigkeit
von Co mit ¥ darstellen. X, wird in den oberen Keil abgebildet, ¥_"in de_n
symmetrischen unteren. IR
Iteriert man diese Abbildung, so erhilt man als w-Grenzmenge eine Cant_orménge
von Kurvenstiicken, die in r4 und deren Abbildern aneinandergeheftet sind. Dem-
entsprechend bezeichnet man den Attraktor des vollen dreidimensionalen Flusses _
auch bisweilen als Cantor-Buch. SRR
Wie man sich diese Abbildung zu einem dreidimensionalen Flufl vervollstindigt

vorzustellen hat, ist in Abbildung 3.3 zu sehen.
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Abbildung 3.3: Geometrischer Lorenz-Attraktor (nach Guckenheimer [22]), der als
geometrisches Modell fiir den Lorenzfluf betrachtet wird, W§ ist
die instabile Mannigfaltigkeit des Fixpunktes Cy, die ¥ in den
Punkten ry trifft.

3.3 Symbolische Dynamik und

Symmetriezerlegung

Nun ist auch klar, wie man eine symbolische Dynamik fiir das Lorenz-System
gewinnt. Jedem Orbit kann man die Folge seiner DurchstoBpunkte x; in der
Poincaré-Flache zuordnen. Je nachdem, ob x; in X_ oder X liegt, vergeben wir
das Symbol o; = 0 oder o; = 1. Fast alle Orbits entsprechen so unendlichen
Symbolfolgen. Ausnahmen sind die Bahnen, die irgendwann auf S treffen; fiir
diese bricht die Symbolsequenz nach endlich vielen Gliedern ab. Die Zuordnung
zwischen Symbolfolgen und Trajektorien ist insofern eindeutig, daf allen Punkten
eines Blattes der invarianten Blitterung dieselbe Symbolfolge fiir positive Zeiten
zugeordnet wird.: Dadurch reduzieren wir unsere Dynamik gleichsam um eine
weitere Dimension, indem wir nur Klassen aquivalenter Orbits betrachten; dabe:
wird jede Aquivalenzklasse durch einen Orbit im Attraktor reprisentiert, fiir den
die Symboliolge auch zu allen negativen Zeiten definiert ist.

Eine weitere Vereinfachung und in Hinsicht auf die Berechnung von Zetafunktio-
nen niitzliche Umformung gewinnt man durch Ausnutzen der diskreten Symme-
trie des Lorenz-Systems. '

Invarianz des Systems unter einer Symmetrie bedeutet, dafl das symmetrietrans-
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formierte Bild eines periodischen Orbits wieder ein periodischer Orbit mit dem
selben Gewicht ist”. Dabei sind zwei Fille méglich: entweder der neue Orbit ist
topologisch verschieden von seinem Urbild, dann erhoht sich seine Vielfachheit um
eins, oder der neue Orbit ist identisch zum Urbild und nur zeitlich verschoben. Im
letzteren Fall kann der Orbit zerlegt werden in Segmente, von denen jedes durch
eine Symmetrietransformation aus einem einzigen irreduziblen Segment hervor-
geht. Die Periode des gesamten Orbits ist dann die Summe der Zeiten langs aller
Segmente, seine Stabilitdt ergibt sich aus dem Produkt der Stabilitdtsmatrizen
der einzelnen Segmente.

Dies ergibt die Moglichkeit, den Phasenraum zu zerlegen in einen Fandamental-
bereich und dessen Bilder unter der Symmetriegruppe. Durch Zuriickfalten der
irreduziblen Segmente eines Orbits auf den Fundamentalbereich erhilt man so
geschlossene Orbits in einem reduzierten Phasenraum.

Diese Zerlegung besitzt ihr Gegenstick in einer geeigneten Zerlegung der Zeta-
funktionen [12]. Ist p ein Zykel der Periode n,, der mit einer Vielfachheit m, zu
einer Zetafunktion beitragt, so faktorisiert sein Beitrag in ein Produkt iiber die

d,-dimensionalen irreduziblen Darstellungen D, der Symmetriegruppe:

o~
[o%)
n

Srp

(1 —t,)™ = [T det(1 — Dulgs) ta)e, 1, =1t4™,

wobel {5 das auf der Fundamentalumgebung berechnete Gewicht darstellt, g ist
die Dimension der Gruppe, g; bezeichnet das Gruppenelement, welches das Fun-
damentalsegment in das Segment des vollen Orbits transformiert.

Im Lorenzsystemn tritt mit der sog. C3-Symmetrie die fast einfachste Form dieser
Symmetriezerlegung auf. Die Symmetriegruppe besteht einzig aus der Identitét
e und der 180°-Rotation ¢ um die z-Achse. Eine natiirliche Wah! des Fundamen-
talbereiches M ist deshalb M = {y > 2} entweder als Teil der Poincaré-Ebene
2 oder als Halbraum des gesamten Phaseraumes betrachtet.

Die Orbits zerfallen in zwei Symmetrieklassen A; und A,. Orbits, die nur unter
der Identitét invariant bleiben, tauchen in symmetrischen Paaren auf, wie z.B.

001 und 011. Ihre Beitrige zur vollen Zetafunktion sind gleich

(1 =10 = (1 = t)(1 = t5). (3.6)

T Aligemeiner ist natiirlich jede symmetrietransformierte Trajektorie wieder eine erlaubte
Bewegung im System.
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Andere Orbits, wie z.B. 01, 0011,...,00101101,... sind invariant unter e und g,
und haben Vielfachheit 1. IThr Beitrag zerfallt gemif3

(1—%) =1 -/t (1 +/t). (3.7)

Eine symimetriereduzierte Symbolik (p;) der Orbits gewinnt man, indem man

setzt

pi =N, falls o = oy

pi =13, falls o4 # 0, (3.8}

wir vergeben also das Symbol ‘n’, wenn der Orbit nicht auf die Seite des anderen
Fixpunktes (Cy) hiniiberwechselt, und j’ sonst. Die Ubersetzung der urspriing-
lichen in die neue symbolische Dynamik ist aus der Tabelle in Anhang E zu
ersehern.

Man kann dann die volle Zetafunktion schreiben als

i1 (3.9)

¢ oy
Die cycle expansion der symmetrischen Zetafunktion (4, ist die selbe, wie in
Kapitel 1 angegeben. Die Entwicklung der asymmetrischen Zetafunktion (4,

unterscheidet sich davon einzig in den umgekehrten Vorzeichen bei Zykeln mit

einer ungeraden Anzahl von n’s.

(L) (= ) (1 4 20) (1 — famj ) (1 20j5) (1 4 Lanas)

X (L = Eangj} (1 tnjig) (1~ fannns) (1 + Lonngs)

X (LA Fangng } (1 = tangss) (1 = Tugugs) (1 + tajisg) - - (3.10)
= 14in — b+ (tnj = tal;) — (Bung = tatng) + (Enji — tnsls)

+ (frang — tntnng) + (Engis — tnjsts)

~(tang; — tnnit; — tabnjj + tatnsti) — .. ..

1/CA2

Man erkennt, da8 die Symmetriezerlegung die Kombinationen von Primzykein
und approximierenden Pseudoorbits unberiihrt [dBt, nur die Vorzeichen ganzer
“Komplexe” dndern sich.

‘Wir betrachten im folgenden bei Symmetriezerlegung stets nur die symmetrische

Zetafunktion, weil diese symmetrischen Observablen auf dem Lorenzattraktor

entspricht.
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3.4 Die periodischen Orbits des
Lorenzsystems

Wir wollen nun versuchen, die oben diskutierte Methode der cycle expansion auf
das Lorenz-System anzuwenden. Zuerst auf die Poincaré-Abbildung beziiglich
der Ebene {z=p—1}, spater — bei den Korrelationen — auf den vollstindigen
dreidimensionalen FluB.

Der erste Schritt dazu ist die Beschaffung der periodischen Orbits und ihrer
Stabilitaten. Dazu geniigt es, die periodischen Orbits der Poincaré-Abbildung
zu kennen, denn die periodischen Bahnen des vollen Flusses ergeben sich aus
diesen durch Integration der Differentialgleichungen.

Dies ist der numerisch bei weitem rechenintensivste Teil der Arbeit, da man
die Poincaré-Abbildung nicht in expliziter Form vorliegen hat, sondern aufwen-
dige Integrationsverfahren anwenden mufl. Es ist deshalb auch nicht méglich
bis zu Periodenlangen zu gelangen, wie sie bei Untersuchungen von chaotischen
Abbildungen leicht erreicht werden®.

Zur Integration der Lorenz-Gleichungen wurde ein Extrapolationsverfahren nach
Bulirsch und Stoer verwandt {15]. Es hat sich gezeigt, dafl dieses Verfahren
am weitesten den hohen Genauigkeitsanforderungen bei gleichzeitig akzeptablen
Schrittweiten gerecht wird.

Um die Bestimmung der Punkte, in denen die Trajektorien die Poincaré-Ebene
durchstoflen, weiter zu verbessern, wurde ein von M. Hénon [25] vorgeschiagener
Trick benutzt: stellt man im Laufe der Integration fest, daf im letzten Schritt die
Trajektorie die Poincaré-Ebene durchstofen hat, so verwirft man diesen Schritf
und geht zum vorletzten Startpunkt zuriick. Von hier aus integriert man ein
transformiertes Differentialgleichungssytem, das aus dem urspriinglichen hervor-
geht, indem man die Gleichungen nach z als unabhangiger Variable aufiést. D.L.

man wechselt iiber von dem dem Differentialgleichungs-System

dSL' dy dz .
— = F . I = ; o = Lz, Y.< 11
Lt Fw(:ﬂ,yaz)a_ dt Fy(layaz)a dt F($ y,z)_ (3)
oodr_Blwyz) dy Rlewys) A 1 g

dz  Fuz,y,z) dz  Foz,y.2) dz  Fuz,y,2)

8Grassberger w.a. {17) verwenden z.B. periodische Orbits der Hénon-Abbildung bis sur Pe-
riodenldnge 27 1
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La. geniigt nun ein weiterer Integrationsschritt, um exakt auf der Poincaré-Ebene
zu landen. Dann wird mit dem urspriinglichen System weiter integriert.

Nun kann man nach periodischen Orbits suchen, indem man eine geniigend lange
Zeitreihe von Poincaré-Punkten bestimmt. In dieser sucht man dann nach Teil-
sequenzen, die nach n Iterationen anndhernd geschlossen sind.

Es stellte sich heraus, dafl bei einer Anzahl von ~ 10° — 10" Umléufen fastperi-
odische Orbits zu beinahe allen Symbolfolgen bis zur Linge 9 auftraten. Anstatt
die Zeitreihe zu erweitern, wurden die wenigen fehlenden Orbits gezielt gesucht
(siche dazu Anhang B).

Die so gefundenen fast-periodischen Orbits dienten nun als 0-te Approximation
der periodischen Bahnen in einem verallgemeinerten Newton-Raphson-Verfahren
(siche Anhang D). Das Differential der Poincaré-Abbildung wurde hierbei durch
Integration von benachbarten Bahnen numerisch bestimmt, das heifit zu jedem
Startpunkt (z,y,p — 1) wurden auch die Poincaré-Abbilder von Punkten (z +
€,y = ¢,p — 1) bestimmt und daraus die Differenzenquotienten gebildet.

Es erwies sich, daBl das Newton-Raphson-Verfahren schon nach sehr wenigen Iie-
rationen aul Orbits konvergierte, die mit einer relativen Genauigkeit von 107
und kleiner geschlossen waren. Die Konvergenz hing dabei nicht davon ab, wel-
chen speziellen Punkt einer fast-periodischen Bahn man als Startpunkt wahlte.
Die konvergierten Orbits stimmten stets auf allen signifikanten Stellen {iberein.
Im nachsten Schritt wurden die Lyapunovzahlen der periodischen Orbits be-
stimmt. Diese ergeben sich als Eigenwerte der sog. Stabilitits— oder Monodro-

miematrix J, die durch

(it +7T,) = J,0(t) (3.13)

definiert ist. Dabei ist 7, die Periode des Orbits p und 1i(¢) ein beliebiger Vektor
aus dem Tangentialraum in p{#)°.

Numerisch erhdlt man die Figenwerte durch Aufintegrieren der Linearisierung
der Lorenz-Gleichungen entlang der periodischen Trajektorie. Als Anfangsbedin-
gungen wahlt man eine Basis von drel orthonormalen Vektoren. Aufgrund der
konstanten Divergenz des Lorenz-Vektorfeldes geniigt es dabei vollkommen, den

-betraglich gréBten Eigenwert A, zu bestimmen. Der Eigenwert entlang der Bahn

" 9Bei den symrmetriereduzierten Orbits hat man anschlielend noch eine 180°-Rotation um
die z-Achse durchzufiihren, denn nach p Iterationen liegen die Bilder der Ausgangsvektoren im
symmetrischen Tangentialraum.
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ist wie bei allen kontinuierlichen Fliissen gleich Eins, der kleinste Eigenwert A,

ergibt sich mittels der Divergenz des Lorenzflusses —(o 4+ 341} aus der Gleichung
Ap-dp=exp(—(e+ 8+ 1)T,). (3.14)

Der Eigenwert Eins ist ein guter Test fiir die Genauigkeit des verwendeten Inte-
grationsverfahrens. In allen Fallen wurde dieser Eigenwert mit einer Abweichung
von weniger als 5- 1071 bestétigt. Der kleinste Eigenwert hingegen wurde wegen
der starken Kontraktion des Lorenzsystems schon bei Perioden grofer als 4 so
klein, dafl er in der Grofle der Rechengenauigkeit lag.

Tabelle E.1 in Anhang I zeigt die numerischen Ergebnisse fiir alle Orbits bis
- zur Periode 9 und soll gleichzeitig als Ubersetzungshilfe zwischen symmetrischer
und symmetriereduzierter symbolischer Dynamik dienen. In den Abbildungen
3.4 und 3.5 sind die Stabilititen graphisch dargestellt.
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Abbildung 3.4: Stabilititen der periodischen Orbits bis zur Periode 9
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3.5 Periodische Orbits und das natiirliche
Mafi eines Attraktors

Fiir streng hyperbolische Attraktoren kann das natiirliche invariante Maf beliebig
genau approximiert werden durch eine Summe tiber §-Mafle, die auf den periodi-
schen Orbits konzentriert sind [17, 19, 20]. Jeder Punkt x eines p-periodischen
Orbits erhalt dabel das Gewicht

(3.15)

wy = e”Ph(¥) ’

wobel die punktweise metrische Entropie h(x) gegeben ist durch die Summe aller

positiven Lyapunovexponenten des Orbits. Damit gilt:

lim Y e ™ =1, (3.16)
T xeFiz(f7)

Fiz( f?) bezeichne hierbel die Menge aller p-periodischen Punkte der betrachteten

Abbildung f.

An dem Beispiel einer zweidimensionalen hyperbolischen Abbildung kann man
sich diesen Sachverhalt plausibel machen [20}:

Man stelle sich den Phasenraum zerlegt in eine Menge von “Zellen” C; vor, de-
ren Rinder von Teilstiicken stabiler und instabiler Mannigfaltigkeiten gebildet
werden. Wenn diese Zellen geniigend klein sind, kann man die Krliimmung threr
Rénder vernachlassigen und sie als Parallelogramme ansehen. Betrachten wir eine
spezielle Zelle Cy und eine grofie Anzahl von Anfangsbedingungen, die iiber diese
Zelle nach dem natiirlichen Gewicht auf dem Attraktor verteilt sind. Iterieren wir
nun jede dieser Anfangsbedingungen n-mal, so wird ein kleiner Teil der Punkte
in Cp zuriickkehren. Ist der Attraktor ergodisch und mischend, so wird dieser
Bruchteil fiir grofies n dem natiirlichen Gewicht dieser Zelle w(C)) entsprechen.
Sei nun zq eine dieser wiederkehrenden Anfangsbedingungen, z,, ihre n-fache Ite-
rierte (siehe Abb. 3.6(a)). Dann existieren maximale Teilstiicke ab (bzw. ¢'d')
der stabilen (instabilen) Mannigfaltigkeit von zq (bzw.:::cn), die noch ganz in Cj
liegen. (Die stabile Richtung sei in unserer Abbildung die horizontale, die insta-
bile Richtung die vertikale.) Nach n Iterationen wird ab auf ¢'t’ abgebildet, ¢'d’
ist nach n Iterationen aus dem Segment cd hervorgegangen (Abb. 3.6(b}). Nun

konstruieren wir ein Rechteck e’ f'¢’h’, indem wir maximale Segmente instabiler




3.5. PERIODISCHE ORBITS UND DAS NATURLICHE MASS 49

&
celi G, ¢ ’-_”H“A'_C“‘_\
L ey
}
] ¢ ???k
o . b a % b
%o i 3 J
4
(a) d (b) d
ech ¢ n
gd'ee-ib %
S d f e xwh-i-
? i ! '8 Z —?’?—“’ gj?_[-_c/)‘lj
s il N
(c) fdq {d) f g
_’i F—‘_‘ik)‘zj

Abbildung 3.6: Schematische Konstruktion eines Rechtecks in Zelle Ck, das nach
n Iterationen wiederkehrt (nach {20]). o

Mannigfaltigkeiten &' f’ durch ¢’ und ¢’h’ durch ¥ wihlen. Nach Konstruktion
sind diese Teilstiicke die n-ten Abbilder von stabilen Segmenten ef und gh {Abb.
3.6(c)).

Wir haben somit ein Rechteck efgh in Ci konstruiert, in dem elle Punkte nach
n Iterationen in C} zuriickkehren. Der Schnitt der Rechtecke efgh und €' f'¢'h’
muf deshalb einen hyperbolischen, n-periodischen Fixpunkt beinhalten (siehe
Abb. 3.6(d}). Somit liegen alle Anfangsbedingungen, die nach n Iterationen wie-
derkehren, in schmalen Rechtecken analog zu efgh, die einen n-periodischen Fix-
punkt enthalten. Wir:geben diesem Fixpunkt den Index j und bezeichnen seine
Lyapunovzahlen mit A;; und Ay;. Der Streifen efgh wird dann mit dem Faktor
Ay; in vertikaler Richtung gedehnt und dem Faktor Ay; in horizontaler gestaucht.
Da die Dynamik in vertikaler Richtung expandierend ist, kann man annehmen,
daf das MaB auf dem Attraktor in dieser Richtung glatt ist. Der Bruchteil des
‘MaBles von Cj, der von dem Streifen efgh eingenommen wird, ist damit 1/X;.

Da ftir n — oo der Bruchteil von Anfangsbedingungen, die nach C} zuriickkehren
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gleich w(C}) ist, folgt

w(Cy) = lim { 3 ,\1—;} . (3.17)

JECLNFiz(f")
Im mehrdimensionalen Fall kann man analog argumentieren, man hat in dieser

exp.
Formel nur Ay; durch das Produkt A; = [] A;; aller expandierenden Eigenwerte

Zu ersetzen.

Fiihrt man nun die Erzeugendenfunktion

Q)= > o (3.18)

XEFiz{fP)

ein, so kann man (3.16) schreiben als
391_1_}11}3 log @,(8=1)=0. (3.19)

Man vermutet, daf die Giltigkeit von (3.16) nicht auf streng hyperbolische Sy-
steme beschrankt ist. So wurde diese Beziehung z.B. von Grassberger u.a. [17]
beim Hénon-Attraktor fiir bestimmte Parameterwerte recht gut bestétigt.

Auch im Fall des Lorenzattraktors scheint (3.16) erfiillt zu sein, wie die folgenden
Abbildungen zeigen. Fiir die periodischen Orbits der Lingen p = 5,...,9 sind
dort die Summen itber ihre Gewichte gema8 (3.15) aufgetragen. Orbits, deren
Periode ¢ ein Teiler von p ist, gehen in diese Summe mit dem Gewicht wfg/ 7 ein,
das thren p/g-fachen Durchliufen entspricht. Die Konvergenz gegen den Wert
1 ist deutlich zu erkennen. Zudem scheinen auch die einzelnen w; die natiirli-
chen Gewichte der Orbits recht gut wiederzugeben. Um dies zu zeigen, wurde
eine Zeitreihe von etwas iiber 7 - 10° Poincaré-Abbildern erstellt und die rela-
tiven Héaufigkeiten fiir das Auftreten 7- und 8-elementiger Teilsequenzen in der
Symbolfolge ermittelt. - ' o | |

In den Abbildungen 3.8-3.10 sind die nach (3.15) theoretisch Vorhergesagten

Hauﬁglxelten den in der Ze1tre1he gefundenen gegenubergestel
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Summe der Gewichte w; :=1/]A;] aller p—ﬁeriodischén Orbits (obe-

“res Bild) bzw. deren Abweichungen von der:Normierung (unteres

i "'Bild): X} Orbits ohne Symmetriereduktion, 8) Orbits mit Symme-

triereduktion. Die Konvergenz der Summe gegen 1 ist deutlich zu

~ erkennen.
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3.6 Lyapunov-Exponenten

Viele charakteristische Eigenschaften des Attraktors lassen sich mit Hilfe der
obigen Erzeugendenfunktion (3.18) ausdriicken. So ergibt sich im Fall, dafl nur
ein Lyapunovexponent positiv ist, der mittlere Lyapunovexponent des Systems

als Ableitung nach g:

A= - lim 1290 (3.20)
oo p aﬁ ,G:I
1) o LOWG(B) (3.21)
pmee p aﬁ 8=1
Die Ergebnisse fiir verschiedene Periodenlingen sind in der folgenden Tabelle
aufgefithrt.
Periode p a) b)
5 0.61160 0.63453
6 0.63866 0.65058
7 0.65496 0.66116
8 0.66496 0.66819
9 0.67116 0.67284

Tabelle 3.1: Aus der Ableitung von Q(8)|s=; bestimmter Wert des mittleren po-
sitiven Lyapunovexponenten Ai der Poincaré-Abbildung: a) ohne, b)
mit Symmetriereduktion ' '

Um mit dem positiven Lyapunovexponenten Ay =~ 0.9052 &+ 0.0001 des vollen
dreidimensionalen Systems vergleichen zu kdénnen, mufl dieser mit der mittle-
ren Riickkehrzeit der Poincaré-Abbildung (r) &~ 0.75117 multipliziert werden.
Dies ergibt einen Wert von A, - {r) = 0.67995. Der Lyapunovexponent des
vollen Flusses wurde dabei mit einem Standardverfahren bestimmt: aufler dem
Lorenzsystem integriert man gleichzeitig dessen Linearisierung. Der Anfangsvek-
tor fiir diese zusétzliche Integration ist dabei beliebig zu wihlen, da fast jeder
Tangentialvektor mit dem gréfiten Lyapunovexponenten anwichst. Indem man
in geniigend kurzen Abstdnden den Tangentialvektor normiert und die_-Normie’
_ rungsfaktoren logarithmisch aufsummiert, erhdlt man nach Division durch die

gesamte Intergrationsdauer Ay.
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Abbildung 3.11: Schwankung des berechneten Lyapunovexponenten im vollen drei-
dimensionalen Fluf des Lorenz-Systems. FEingezeichnet sind
die Werte der letzten 200 Integrationsschritte, wobei insgesamt
100200 Schritte der Linge 0.2 durchgefiihrt wurden. Die star-
ken Spitzen tauchen auf, wenn die Trajektorie besonders nahe
am Pixpunkt Cp vorbeilduft.

In der Berechnung wurde ein Schrittweite von 0.2 Zeiteinheiten gew&hlt und ins-
gesamt 10° Integrationsschritte durchgefithrt. Selbst nach einer derart langen
Integration war noch eine deutliche Schwankung des berechneten Mittelwertes
zu sehen (vgl. Abbildung 3.11, in der die Mittelwerte der letzten 200 Integrati-
onsschritte dargestellt sind).

Die Konvergenz in p kann deutlich beschleunigt werden durch Einfithrung einer
geeigneten (-Funktion. Diese wird definiert {iber die “groBkanonische Zustands-

summe” §} durch:

Q(Zﬁ) =§1 #Qu(8) = C(ZZ 5 aggz,ﬁ ), (322

mit {(0,8) = 1. Sie kann wieder umgeschrieben werden in ein Produkt iiber

‘prim-periodische Orbits: Lo

'c(z,ﬁ)-l'zﬂ[l'_;z-pexp(gpﬁ/\p)].__ N C LX)

P :
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Die obigen Gleichungen (3.16) und (3.21) sind dann &quivalent zur Aussage,
daB ((z,8)"! eine einfache Nullstelle () mit z5(1) =1 aufweist, und A durch
dzo()/dB|s=1 gegeben ist.

Bevor wir diese Zetafunktion auswerten, miissen wir uns zunachst mit dem Pro-

blem der fehlenden periodischen Orbits im Lorenzsystem befassen.

3.7 Pruning im Lorenz-System

Die symmetrischen Fixpunkte des Lorenzsystems C.. sind nicht Teil des Lorenz-
Attraktors. Es existieren Umgebungen dieser Punkte, in die Orbits nie wieder-
kehren, wenn sie erst einmal entlang der instabilen Mannigfaltigkeit aus ithnen
entwichen sind. (Daher stammen die “Lécher” bei Cy, die man in den Abbildun-
gen des Lorenzattraktors erkennt.)

Dies wirft das Problem auf, daf} die elementaren Orbits der symbolischen Dyna-
mik ‘0’ und ‘1’ (bzw. ‘n’ in der symmetriereduzierten Darstellung) fehlen. Die
entsprechenden Terme in der cycle expansion sind daher nicht ausgewogen, und
man kann nicht a priori erwarten, dafl die cycle expansion zu einer merklichen
Konvergenzbeschleunigung fithrt.

Trotzdem kann man versuchen, die Zetafunktion mit einem Term (1 — #5)? (bzw.
(1 = 1,)) zu erweitern, wobei % (bzw. 1,) sozusagen das Gewicht einer fiktiven
Bahn der Periode 1 darstellt'®, Das hitte den Vorteil, dafl nun erst Orbits sehr
grofler Periodénléinge fehlten. (Mehr als ~25 Umrundungen desselben Fixpunk-
tes sind bel den hier gewihlten Parametern des Lorenz-Systems nicht méglich,
es existiert deshalb in jedem Fall ein pruning bei grofien .Perioden,. d.h. nicht
él_le-Orbits der symbolischen Dynamik sind tatsichlich im dynamischen System
iﬁea,l_isiert.) R
Es wurden verschiedene Ansitze versucht, dieses “fehlende Gewicht” zu finden.
Dabei spezialisieren wir uns auf den Fall der Gewichte ¢, = |A,|™h = wy, wie sie

- bei der obigen Erérterung des natiirlichen Mafles auftraten.

- 1%Um die Sprechweise zu vereinfachen, werden wir im folgenden immer von to reden, {%’Qbei
dann Je nachdem, ob das System symmetrisch oder symmetriereduziert betrachtei wird, das
‘Paar tg = t; oder der Wert {,, zu verstehen ist. -
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Abbildung 8.12: Verhiltnisse der Stabilititen von Orbits der Symbolfolgen 0...01
{x) und n...nj (e)

3.7.1 Die Gewichisverhiltnisse “verwandter” Orbits

Eine der Grundannahmen der cycle expansion ist, dafi die Gewichte langer Orbits
angenihert werden kénnen durch die Produkte der Gewichte kiirzerer Bahnen
mit derselben gesamten Symbolsequenz. Es liegt daher der Versuch nahe, 1o aus
den Verhilinissen der Gewichte von Orbits der Form o3 ...0, und 0o . . .Op ZU
extrahieren, denn es miiBte ja asymptotisch tos,..0, X To - toy.0p sem o

Fiir die Orbits zu den Symbolsequenzen 00...01=n...njj und nn...nj sind diese
Verhaltnisse in Abbildung 3.12 dargestellt. Es wurden hierzu zusétzliche Orbits
bis zur Periode 15 bestimmt. Als Gewichte wurde wieder w; = [A;|™" gewdhlt.
‘Wie man erkennt, existiert in keinem der Fille eine Konvergenz, sondern die
Kurven durchlaufen im Gegenteil sogar ein deutliches Maximum. - .

Eine Erklirung hierfiir kénnte in der Tatsache liegen, dafl die Léinge der Sym-
bolfolge kein guter Ordnungspararneter fiir die Stabllltaten darstellt: 'schon bei
: Peno_de 6 beginnen die “Stabilitdtsbander” in Abbildung 3.4 und 3.5 zu iiberlap-

pen.
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3.7.2 Fehlendes Gewicht aus Gleichung (3.16)

Ein anderer Ansatz far die Wahl des fehlenden Gewichtes ergibt sich aus der
Normierung der natirlichen Gewichte nach {3.16). Da die 1-periodischen Punkte
dort mit der Wahrscheinlichkeit fiir ihre p-fache Wiederholung eingehen wiirden,
bestimme man das nattrliche Gewicht von ‘0’ bzw. ‘n’ so, dal}

() (#)
Swi+2-wh=1 baw. Y wi+wh=1 {3.24)
i#0,1 i#n

ist.

Die Ergebnisse dieser Berechnung sind in Abbildung 3.13 zu sehen. Da man alle
Orbits zur Berechnung heranziehen muf, ist es nicht méglich zu sagen, ob auch
hier ein lokales Maximum vorliegt. Das leichte Abfallen im symmetriereduzierten
Fall kénnte auch ein numerischer Fehler sein. Man beachte, daf8 die Werte fiir
ty deshalb wesentlich unter den Werten ¢, liegen, weil sich das Gewicht hier auf

zwel symmetrische Orbits verteilt.

3.7.3 Das Skalen langer Orbits ‘0...01°

Orbits, die sehr oft auf derselben Seite bleiben, halten sich lange im “mittleren”
Teil des Attraktors auf, sie kommen relativ selten in die Nahe eines der Fixpunkte.
(Bei den Orbits ‘0...01" geschieht dies nur ein einziges Mal, wenn sie sich beim
Wechsel auf die symmetrische Seite am Fixpunkt im Ursprung vorbeilaufen, siehe
dazu die Abbildungen in Anhang F.) Man kann deshalb fiir die Stabilititen

ansetzen

Ay o1 = AS-e(h), - (3.25)
. . k—mal

wobei wir annehmen, daf e(k) weniger stark von & abhingt. Eine logarithmische
Auftragung der Ag._g; gegen k sollte dann im idealen Fall einen linearen Anstieg
zeigen. I'iir die Orbits bis zur Periode 15 ist dies in Abbildung 3.14 dargestellt.
Man stellt eine {iberaschend gute Bestitigung unserer Annahme fest. Aus der
Geradenanpassung unter Beriicksichtigung der 7-14-periodischen Orbits erhilt
man eine Steigung von 0.457 4 0.002, daraus ergibt sich Ag & 1.582 + 0.005, bzw.
wg 2 0.632 £ 0.002. Dies ist deutlich verschieden von den Werten, _die wir im
vorherigen’Abschnitt ermittelt haben (vgl. Abb. 3.13). Andererseits erhilt man
aus der 'dnalogen Rechnung fiir die Orbits ‘n. .. nj’ einen Wert w,, &~ 0.630£0.002,
was wiederum sehr gut mit den in Abb. 3.13 dargestellten Werten iibereinstimmt.
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Abbildung 3.13: Interpretation der Differenz 1 ~ > w; als Gewicht einer p-fach
durchlanfenen hypothetischen Bahn ‘0’ (%) bzw. ‘n’ (s).

3.7.4 Benutzung der symmetrischen Fixpunkte ¢

Man kénnte weiterhin die Annahme untersuchen, ob nicht doch die symmetri-
schen Fixpunkte die geeigneten Gewichte liefern. Bei den gewahlten Parameier-
werten in den Lorenzgleichungen sind diese instabil mit einem negativen und zwei
komplex konjugierten Eigenwerten A, X = 0.0939556 £ 10.194505 - 7. In der zum
komplexen Paar gehorigen instabilen Mannigfaltigkeit [ihrt dies zu der beobach-
teten sPiralférmigen Bewegung der Orbits. In geeigneten (Polar-)Koordinaten
wird diese Bewegun_g in der direkten Umgebung von Cg beschrieben durch die
Differentialgleichungen | .. | | ' ' -

r=Rel-r und | & =ImA, (3.26)

woraus man eine Umlaufdauer von 27 /Im X & 0.616331 abliest. Nach dieser Zeit
wichst der Radius um einen Faktor & 1.059617, so daB man diesen Wert als
Instabilitét des symmetrischen Fixpunktes ansehen konnte. Das hieraus resultie-
_-rende iy betrigt daher = 0.943737. Es stellt sich jedoch heraus, daf diese Werte

keine besonders guten Kandidaten sind (s.u. bei der Betrachtung der curvaturegs).
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Abbildung 3.14: Logarithmen der Stabilititen der Orbits ‘0...01" in Abhingig-
keit der Periodenlinge p, der entsprechende Plot fiir die Orbits
‘n...n7" unterscheidet sich fiir grofie p’s nur unwesentlich von
diesem (vgl. die numerischen Werte der Stabilitdten in Anhang

E).

3.7.5 Exponentieller Zerfall der curvatures

Als letzte Méglichkeit wurde untersucht, ob man das fehlende Gewichte so bestim-
men kann, da die Forderung nach einem exponentiellen: Zerfallen der curvatures
méglichst optimal erfiillt ist. Dazu sind in der folgenden Abbildung die curvature-
Werte fiir verschiedene £,, aufgetragen'!. Es erweist sich, daB nur fiir einen engen
Wertebereich der ¢, ein annihernd gleichméifliger exponentieller Zerfall vorliegt.
Dieser liegt etwa bei ¢, ~ 0.643 & 0.001 (Man vergleiche dies wieder mit Abb.
3.131). AuBerhalb dieses Bereiches treten entweder starke Schwankungen auf (bei
kleineren Werten) oder die curvatures wachsen insgesamt an (ohne Abb.). Setzt
man etwa die “Instabilitit” des symmetrischen Fixpunktes ein, so liegen alle ¢,

in der GréBenordnung von 1071 — 1072, Damit liegt man weit jenseits von jeder

1*Hier wird nur der symmetriereduzierte Fall dargestellt, ohne Symmetriereduktion ergeben -
sich aber qualitativ dhnliche Ergebnisse.
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schnellen Konvergenz der cycle expansion.

3.7.6 Fazit

Keine der oben diskutierten Methoden liefert eine eindeutige Aussage iiber die
“heste” Methode, die Zetafunktion zu erweitern. Allenfalls die Tatsache, dafl drei
Methoden Werte in der gleichen GréBenordnung ergeben, 148t vermuten, dafl es
in diesem Bereich eine gute Wahl gibt. Dabei haben wir natiirlich vorausgesetzt,
daB die cycle expansion ohne diese Erweiterung nur schlecht konvergiert und

derartige Uberlegungen nétig macht. Dieses ist im Einzelfall zuerst zu priifen.
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Ordnung ) zo(1) dzo(8)/dB)s=1
7 0.591371 | 1.0003618 0.682444
8 0.593562 | 1.0001434 0.681275
9 0.593496 | 1.0000234 0.680385

Ordnung tn zo(1) dzo(8)/dB|s=1| tn=0
7 0.633569 | 1.0000735 0.680191 0.707128
8 0.633010 | 1.0000098 0.680035 0.698251
9 0.630052 | 0.9999799 0.679992 0.692239

Tabelle 3.2: Bestimmung des positiven Lyapunov-Exponenten der Poincaré-
Abbildung mittels Zetafunktionen (3.23) verschiedener Ordnungen
ohne bzw. mit Symmetriereduktion. Im symmetriereduzierten Fall
besafl die Zetafunktion ebenfalls eine Nullstelle in der Néhe von 1,
wenn man keine Extrapolation von ¢, einsetzte. Die daraus bestimm-
ten Werte fiir den Lyapunov-Exponenten sind zusitzlich angegeben.
Zum Vergleich: aus der Integration der Differentialgleichungen erhiel-
ten wir oben den Wert 0.67995,

3.8 Anwendungen der cycle expansions

3.8.1 Bestimmung des Lyapunovexponenten

Nun wollen wir die in (3.23) eingefiihrte Zetafunktion mittels cycle expansion
auswerten®?. '

Es stellte sich heraus, das die besten Ergebnisse erzielt werden konnten, wenn
man fiir den fehlenden Orbit ein Gewicht wihlt, wie es sich aus den Uberlegun-
gen in Abschnitt 3.7.2 bei der entsprechenden Periode ergibt. Dadurch war die
Bedingung, daff die Nullstelle zo(8) fiir 8 = 1 bei 1 liegen sollte, bestméglich
erfiillt (siehe folgende Tabelle 3.2). Die Frgebnisse sind in der Abbildung 3.16
dargestellt. Schon mit Orbits bis zur Periode 7 188t sich der mit Standardverfah-
ren (Integration der Tangentialabbildung) bestimmte Wert mittels Zetafunktion

bis auf wenige Promille reproduzieren.

- 1274 deren Berechnung benutzt man i.a. ein Programm zur Formelmanipulation wie etwa
REDUCE. Dieses liefert einem die Auswertung des Produktes (1.32) und gestatiet es, die
Koeffizienten der z-Potenzen zu separieren.
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Ergebnisse der Bestimmung des positiven Lyapunov-Exponenten
im Lorenzsystem. Es bedeutet: ®: mittels Zetafunktion bis zur
angegebenen Periode, x: aus der Zustandssumme @,(3) aus

- (3.18). ‘Die gestrichelte Linie gibt den Wert an, den man aus
" einer Integration der linearisierten Lorenzgleichungen erhilt -
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3.8.2 Berechnung der fraktalen Dimension

Fine fundamentale Charakterisierung fraktaler Mengen A ist ihre Hausdorff-
Dimension.

Nehmen wir an, daB A als eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes
vorliegt, dann kann man fiir jedes positive ¢ eine endliche Uberdeckung C(e) aus
Mengen finden, deren Durchmesser §; < ¢ ist. Die Hausdorff-Dimension Dy(.A)

ist dann definiert durch

0, fallsd> Dy

li inf 3 6% = 3.27
lmSUPé(fs)ziz‘ {oo, fallsd < Dy . (3:27)

Die in dieser Definition geforderte Optimierung der Uberdeckung ist in der An-
wendung nur selten zu realisieren. Statt dessen begniigt man sich mit einer
Uberdeckung aus gleichgroBen Mengen, und 18t den gemeinsamen Durchmesser

¢ klein werden. Man gewinnt dann mit der Kapazitdt

Do = — Tim 12819 (3.28)

e=0 Joge

wobei N(e) die zur Uberdeckung nétige Anzahl von Mengen ist, eine untere
Schranke fiir die Hausdorff-Dimension. La. verfolgt man dazu eine typische Tra-
jektorie und zihlt zur Abschitzung von N(¢) die Mengen der Uberdeckung, die
von ihr besucht werden.

Fiir den Lorenz-Attraktor fiihrt diese “Kastchen-Zahl-Methode™ zu ernsten nu-
merischen Schwierigkeiten [34]. Der Grund liegt darin, dafl viele Késtchen nur
mit geringer Wahrscheinlichkeit von den Trajektorien durchlaufen werden.
Leichter ist es, die sog. Korrelationsdimension D, zu bestimmen, bei der diese
Probleme nicht auftreten. D, ist eine untere Schranke fiir Dy und wurde von
Grassberger und Procaccia [18] mit 2.05 £ 0.01 angegeben.

Eine andere Abschitzung gewinnt man aus der Kaplan-Yorke-Vermutung [28],
die in unserem Fall die fraktale DDimension

Dry =2~ };—+ ~ 2.06 (3.29)

“ergibt.” (Dabei wurde der numerisch bestimmte Wert des positiven Lyapunovex-
" “ponenten benutzt.) o |
'.;_Die Méglichkeit, die fraktale Dimension allein aus den Eigenschaften periodischer

Orbits zu-bestimmen, wird 2z.B. in [3] diskutiert. Idee ist dabei, dal man das -
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dynamische Fraktal mit Umgebungen periodischer Punkte iberdeckt, so dafl mit
wachsender Periode die Uberdeckung immer feiner wird.

Betrachten wir spezieller den Fall einer 2-dimensionalen Abbildung, deren pe-
riodische Orbits simtlich hyperbolisch sind. Zur Berechnung der fraktalen Di-
mension ist es nun ausreichend, die Uberdeckung in der stabilen Richtung zu
verfeinern. Jeder periodische Punkt p besitzt eine stabile Richtung mit einer
zugehdrigen Lyapunovzahl A < 1. Dies definiert die i-te lokale Breite der Uber-
deckung, in der instabilen Richtung hingegen nehmen wir eine Skala von der
Ordnung 1 an.

Unsere Vorstellung ist also, dafi wir das Fraktal mit Streifenumgebungen {iber-
decken, deren Linge 1 und deren Breite A} ist. Jeder dieser Streifen wird wie-
derum iiberdeckt mit 1/A? Kreisumgebungen mit Radius Af. Berechnen wir nun

. fiir wachsendes p die Werte Dg”), fir die

NP r p
> AP = (AP = (3.30)

>

1

-,
Il
A

i=1
ist, so erwarten wir Dy = plirg JD(()IJ ), N, bezeichnet hierbei die gesamte Anzahl
der zur Uberdeckung nétigen Kreisumgebungen.
Statt diese endlichen Summen fiir jedes p auszurechnen und eine Extrapolation
p — oo durchzufithren, setzen wir die entsprechenden Gewichte (d.h. die Sum-
manden von (3.30)) in die dynamische Zetafunktion ein, und berechnen deren

fithrende Nullstelle.
In der folgenden Abbildung sind die ermittelien Werte fiir D§ zu sehen. Man

beachte, daB die fraktale Dimension des vollstindigen Attraktors im R® um 1
héher ist, als die des Schnittes mit der Poinaré-Ebene. Es zeigte sich, da8 eine
Extrapolation in diesem Falle keine Verbesserung der Konvergenz bewirkte. Die
Ergebnisse erwiesen sich hingegen als auf drei Nachkommastellen stabil gegeniiber

Variation von tg bzw. ¢,.

3.9 Bestimmung der Autokorrelationen im
Lorenzsystem

~'Als Anwendung der Zetafunktionen auf den vollen dreidimensionalen Flufl des
Lorenz-Systems betrachten wir nun das Spektrum von Autokorrelationsfunktio-

nem. v
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Abbildung 3.17: Mittels Zetafunktion berechnete Werte fiir die fractale Dimen-
sion des Schnittes des Lorenzattraktors mit der Poincaré-Ebene
{z = p—1}. Die fraktale Dimension des vollstindigen Attraktors
im R? ist um 1 groBer. x: ohne Symmetriereduktion, s: mit
Symmetriereduktion.

Die Korrelationsfunktionen im Lorenz-System und ihre Spektren stehen im Zu-
sammenhang mit der Frage, inwiefern eine Beschreibung des Systems in der
Sprache der statistischen Mechanik méglich ist. Dies wurde zuerst von Liicke
[33], spater dann von Grossmann und Sonneborn-Schmick [21} ausfithrlich an der
Anwendbarkeit des sog. Mori-Zwanzig-Projektor-Formalismus auf die Korrelatio-
nen der Koordinatenfunktionen diskutiert. |

Dabei interessieren wir uns fiir Funktionen A(z,y, z), die stetig von den Koordi-

naten z, y und z abhéngen, und deren zeitlicher Mittelwert

(A)x = lim —] dt A(z (1), y(1), 2(t)) (3.31)

fiir beliebige Startwerte ((0),y(0), 2(0)) konvergiert. Im chaotischen Regime
“des Lorenz-Systems erwarten wir natiirlich, daf dieser Mittelwert fiir fast alle
~Startpunkte derselbe ist. Ausnahmen sind einzig die Fixpunkte, sowie alle Punkte

auf der stabilen Mannigfaltigkeit des Fixpunktes im Koordinatenursprung.
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Die einfachsten Beziehungen zwischen den Momenten dynamischer Variablen er-
geben sich aus der Symmetrie und der Zeitinvarianz der Mittelwerte.

Aus der Symmetrie ¢ : (z,y,2) — (~z, ~y, z) folgt das Verschwinden aller Mit-
telwerte von ungeraden Funktiomen, fiir die A(gx) = —A(x) ist. Insbesondere
sind z.B. {z) = {y) = (zz) = ... = 0.

Die Zeitinvarianz eines Mittelwertes andererseits liefert Beziehungen der Form

8A . 0A . 8A.>

d
0=—({A(z,y,2)) = <‘5;$+"5§y+"{§2 (3.32)

Insbesondere fiir die Momente der Koordinatenfunktionen (z*y'z™} liefert dies
wegen der polynomialen Gestalt der Bewegungsgleichungen eine Vielzahl von
Beziehungen {vergleiche die Formeln (13a-f) in [33]). Man kann diese ausnutzen,
um zu sehen, daff nur zwei der Momente, z.B. (z) und (2?) wirklich unabhingig

sind.
Die Bewegung der Phasenraumpunkte wird dominiert durch drei charakteristische

Frequenzen, die wir nach Liicke mit g, €2, und {0, bezeichnen. 1y ergibt sich
aus

Qf = (#%)/{=?) (3.33)
und korrespondiert zur mittleren Umlaufzeit einer Trajektorie um die symmetri-
schen Fixpunkte.

02 = (2)/((62)7) (3.34)

z

miflt die Oszillation von 6z = z — (z).
QL =N/ = (#)/(EY, n=y-=, (3.35)

charakterisiert das hochfrequente Umrunden in der Nihe der symmetrischen I'ix-
punkte.

Als numerischer Test dieser Aussagen wurden die Korrelationen der Koordina-
tenfunktionen z(t) und /2% F y%(¢) berechnet. Es erwies sich, daf beide Korre-
lationsfunktionen eine fast identische Gestalt aufwiesen, so dafl wir im folgenden
nur (z — (z))(t) betrachten werden.

Die Berechnung der Autokorrelation geschieht am gilinstigsten mittels Fast-
Fourier-Transformation. Dazu wurde eine sehr lange Zeitreihe von Phasenraum-
punkten im LorenzfluB durch Integration der Bewegungsgleichungen bestimmt.
Als Schrittweite wurde dabei At = 0.07 gewidhlt, so daB im Mittel etwa 10
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Integrationsschritte fiir eine Umrundung der Fixpunkte benétigt wurden. Je
213 = 8192 aufeinanderfolgende Punkte wurden zu einem Datensatz zusammen-
gefaBt, und die Fast-Fourier-Transformation der zugehérigen z-Koordinaten be-
rechnet 3. Deren Betragsquadrat ist (nach dem Wiener-Khinchin-Theorem) die
Fourier-Transformierte der Autokorrelatronsfunktion.

Abb. 3.18 zeigt diese Funktion, gemittelt iiber insgesamt 100 Datensitze. Deut-
lich erkennt man eine Folge scharfer Peaks, die bel den Vielfachen der mittleren
Umlauffrequenz 27 /(7) ~ 8.3645 liegen. Eine zweite Sequenz von Peaks 148t sich
interpretieren als charakteristische Frequenz der z-Koordinate. Die Spitzen lie-
gen im Vergleich zu den von Liicke angegebenen Frequenzen zu héheren Werten

verschoben. Dies ist ein Phinomen, daf auch schon in {33] und [21] beobachtet

und diskutiert wird.

- 13D¢r geitliche Mittelwert {z) wurde zuvor abgezogen.
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Fouriertransformierte der Autokorrelation z — (z} in linearer und
logarithmischer Darstellung. Deutlich sind zwei Folgen von Spit-
zen zu erkennen, die mit der mittleren Umlaufzeit der Bah_nen
um die symmetrischen Fixpunkte, und der charakteristischen Fre-
quenz der z-Koordinate zusammenhédngen. o e
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Abbildung 3.18: Minimale (®) und maximale (x) Riickkehrzeit eines Teilsegments
der Orbits ‘0...01".

Zum Vergleich wurde der Integrand von (2.28) in Abhangigkeit vom Parameter s
untersucht. Dazu ist sowohl die Zetafunktion Z(s) als auch deren Ableitung Z'(s)
mittels cycle expansion zu berechnen. Den Verlauf der Funktion |Z'(s)/2{s)| fiir
reelles positives s sieht man in den folgenden Abbildungen 3.20 und 3.21. Obwohl
man die Polstellen des Integranden |Z'(s)/Z(s)| bel komplexen s-Werten erwar-
tet, kann man doch einen Anhaltspunkt fiir deren Lage bei einer Untersuchung
auf {Imn s = 0} erwarten.

Die Wahl! der Gewichte fiir die fehlenden Orbits scheint hier wesentlich stérkeren
EinfluB zu haben, als in den obigen Berechnungen fiir die Poincaré-Abbildung.
Dabei ist zu beriicksichtigen, daB wir uns nun auch Gedanken iber die Frage
machen miissen, welche Riickkehrzeit wir dem fiktiven Orbit ‘0’ bzw. ‘n’ zuordnen.
Da wir die Vorstellung haben, daB der Orbit ‘0’ in gewisser Weise Grenzorbit von
" Zykeln der Form ‘0... 01" darstellt, und diese mit wachsender Anzahl von Nullen
_':"-Sich.__immer enger um die'_Symmetfiséh_en.Fixpuﬁkte ﬁr_i_nden, liegt es nahe, daraus
eine asymptotische Riickkehrzeit zu extrapolieren. R

~ Abbildung 3.19 zeigt fiir diese Orb_its __die; 'mini_mai_en und: maximalen Riickkehr-
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zeiten eines Teilsegments. Die kleinste Riickkehrzeit tritt bel der engsten Um-
rundung von Cg, die lingste entsteht beim Wechsel auf die symmetrische Seite
(vgl. Anhang T).

Die asymptotische Gerade bei T 2 0.5625... entspricht der minimalen Riickkehr-
zeit, die man im Lorenz-System mifit. Diese beobachtet man fiir eine Punkt auf
der instabilen Mannigfaltigkeit des Fixpunktes Cq.

In der zweiten Berechnung mittels Zetafunktionen haben wir diesen Wert fiir 7,
eingesetzt. Alle Rechnungen wurden mit Symmetriereduktion durchgefiihrt.
Betrachten wir zuerst einmal den Plot 3.20, bel dem das Gewicht des fehlenden
Orbits null gesetzt wurde. Man erkennt eine Folge scharfer Spitzen bei s(=w) =
8.3155 £ 0.0005, 16.4915 £ 0.0005, 24.595 £ 0.001, 32.877 4 0.001 und 40.892 +
0.001, die wieder in der Nihe von n-fachen der mittleren Umlauffrequenz der
Orbits liegen.

Im unteren Bild wurden die Frequenzen der 1-, 2- und 3-periodischen Orbits
zusétzlich eingezeichnet. (Fur die beiden eng benachbarten Frequenzen der 3-
periodischen Orbits wurde ein Mittelwert eingezeichnet.) Es scheint, als wenn
fiir kleine s-Werte das Spektrum ausschlieflich durch die mittlere Frequenz be-
stimmt wird. Erst fiir gréfere s gewinnt die Funktion mehr Struktur und es fallt
auf, dafl einige Peaks {iberraschend genau bei den Frequenzen der periodischen
Orbits liegen. Insgesamt ist es jedoch nicht mdglich, die Spitzen individuellen
periodischen Orbits zuzuordnen.

Nimmt man nun ein Gewicht fiir den fehlenden Orbit mit, so fithrt man da-
mit eine weitere charakteristische Frequenz ein, die sich in den Spitzen bei
2xf7 = 11.17, 47 /7, & 22.34,... wiederspiegelt. Insgesamt scheint man aber
keine weiteren Informationen zu gewinnen, wie man aus Abb. 3.21 sieht. Allen-
falls die Verstarkung einiger Spitzen ist auffillig.

Die Halbwertsbreiten der gréfiten Peaks in den Abbildungen 3.20 und 3.21 stim-
men ibrigens bis auf ca. 15% mit der Halbwertshreite des fithrenden Peaks
des Korrelationsspektrums tiberein. In der Zetafunktion erhilt man eine Breite
As = 0.32 &£ 0.01, das Spektrum der Korrelationsfuntion weist eine Halbwerts-
breite Aw = 0.37 £ 0.02, wobel man zur Bestimmung der letzteren eine weitere
Glattung iiber benachbarte Spektralwerte durchfiihren muf.

Schliesslich soll noch auf eine gewisse Regularitit der Umlaufzeiten periodischer

Orbits im Lorenz-System hingewiesen werden. Wahrend die Instabilitdten der
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periodischen Bahnen mit wachsender Periode einen immer breiteren Wertebereich
iiberdecken, gilt dies nicht fiir die Zeiten. Die folgende Abb. 3.22 belegt, daf die
Abweichungen der Umlaufzeiten der n-periodischen Bahnen vom n-fachen der

mittleren Riickkehrzeit (7} der Poincaré-Abbildung nur relativ gering sind.
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9. Es ist der symmetriereduzierte Fall dargestellt.
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(4} SRR

. lendes Gewicht eingesetzt. Die Ordnung der Zetafunktion betrug

| (8)2/(s).z | _ AmvN\Amv.N |

‘Abbildung 8.20: [2'(s)/Z(s)|in Abhﬁngigk__e_it {fon reellem s. Hier wurde kein feh-
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. Abbildung 3.21: [2'(s)/Z(s)| in Abhéngigkeil von reellem s. Fir den fehlenden
S0 Orbit wurde als Riickkehrzeit die minimale, im System auftre-
. “tende Riickkehrzeit verwandt. Fiir die Stabilitét wurde der Wert

1/t, aus Tabelle 3.2 gewshlt. )
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entsprechen den Vielfachen der mjttleren_Rﬁckkehrz_ei_t (The-




Kapitel 4:

Zusammenfassung

Es wurde untersucht, inwiefern die periodischen Orbits im Lorenz-System eine
vollstindige Charakterisierung des seltsamen Attraktors liefern: dabei stellte
sich heraus, daB die Instabilititen dieser stets hyperbolischen Bahnen eine gute
Approximation des natiirlichen invarianten Mafes auf dem Attraktor liefern.
Phasenraum-Mittelungen lassen sich damit ausdriicken als Mittelungen iiber pe-
riodische Trajektorien.

Diese Mittelungen kénnen in eine sehr schnell konvergierende Form gebracht wer-
den, indem man die zur Mittelung korrespondierenden Zetafunktionen mit Hilfe
der Methode der cycle expansion in eine Potenzreihe entwickelt.

Wesentlich fiir das Funktionieren dieser Methode ist, daB man eine gute symbo-
lische Dynamik des betrachteten Systems kennt, und eine vollstindige Kontrolle
iiber diese besitzt. Das gilt insbesondere, wenn Symbolfolgen existieren, deren
dynamische Gegenstiicke dynamisch nicht erlaubt sind { Pruning-Problem). {Den
trivialen Fall, daB man durch Ubergang zu einem neuen Alphabet diese Liicken
schlieBen kann, wollen wir natiirlich nicht betrachten.)

Wenn man die {ibliche Wahl trifft, einen Orbit im Lorenz-System durch die Ab-
folge der Umrundungen beider symmetrischer Fixpunkte zu beschreiben, treten
diese Probleme leider an zwei Seiten auf: durch die globale Form der Dynamik
sind bestimmte lange periodische Orbits ausgeschlossen, die Trajektorien bleiben
nicht beliebig lange auf einer Seite des symmetrischen Attraktors. Andererseits
liegen die periodischen Fixpunkte nicht im Attraktor, weshalb die fundamentalen
Orbits der symbolischen Dynamik ‘0’ und ‘1’ fehlen, wenn man mit ‘0’ die Umrun-
dung des einen und mit ‘1’ die Umrundung des anderen Fixpunktes symbolisiert.
Die fundamentalen Orbits sind deshalb die Orbits 01, 001, 0001, ..., 0*°1, wenn
maximal 25 Umliufe auf einer Seite erlaubt sind. Eine konsequente Anwendung
der cycle expansion wiirde nun aber verlangen, dafl man alle diese fundamentalen
Orbits im System bestimmt, was aber numerisch hoffnungslos ist.

Statt dessen wurde die Méglichkeit diskutiert, sozusagen fiktive Orbits ein-
zufiihren, deren Gewichte die Konvergenz der cycle expansion beschleunigen

sollen. Aqf der Ebene der Zetafunktionen bedeutet dies einfach eine Erweite-
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rung mit einem konstanten Faktor, was im absoluten Konvergenzbereich erlaubt
ist. Es wurden verschieden Ansétze getestet und miteinander verglichen.

An den Beispielen der Lyapunovexponenten im Lorenzsystem und der Hausdorff-
Dimension seines seltsamen Attraktors konnten die Vorteile der cycle expansion
gegenilber anderen Verfahren aufgezeigt werden.

Fiir den vollstindigen dreidimensionalen Flufl betrachteten wir schliellich die Au-
tokorrelationsfunktionen der Koordinatenfunktionen. Es stellte sich heraus, dafl
zwei charaktieristische Frequenzen die Form dieser Spektren dominieren. Diese
fithrt zu komplexen Polstellen in den Fourier-Transformierten der Korrelations-
funktion.

Es besteht die Hoffnung, im wesentlichen basierend auf den Ergebnissen fir
Axiom-A-Systeme, dal man diese Resonanzen durch die Null- oder Polstellen
geeigneter Zetafunktionen bestimmen kann. Eine derartige Zetafunktion leite-
ten wir in Kapitel 2 ab und untersuchten das Verhalten ihrer logarithmischen
Ableitung auf der reelien Achse. Es erwies sich, daB einige charakteristische
Eigenschaften des Korrelationsspektrums wiedergefunden werden konnten.
Jedoch zeigen diese Zetafunktionen zusitzliche Strukturen, die einer weiteren

Kldrung bedirfen.




Anhang A:

Allgemeine Definitionen und S&tze

Um die in dieser Arbeit verwandte Terminologie festzulegen, sind im folgenden
Anhang einige wichtige Definitionen und Satze zusammengefalit, die grundlegend
fir das Studium chaotischer Systeme sind. Die grundlegende Referenz fiir diesen
Anhang ist das Buch von Guckenheimer und Holmes [7]:

Im folgenden bedeute f': M — M einen FluB oder eine Abbildung, je nach-
dem, ob # kontinuierliche oder diskrete Werte annimmt. M sel dabei eine d-

dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

A.1 Invariante Mengen einer Dynamik

Interessiert man sich fiir das Langzeitverhalten von Trajektorien eines dynami-
schen Systems, so kann man annehmen, dafl die asymptotische Bewegung sich
in der Nihe von Phasenraumgebieten abspielt, die selbst von der Dynamik un-
verandert bleiben. Als invariante Menge S fiir f* bezeichnen wir deshalb die
Menge aller Punkte 2, fiir die aus z € S folgt, daB fi(z) fiir alle Zeiten ¢ in S
liegt. Diese Menge umfaft z.B. alle stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten
eines Fixpunktes und alle periodischen Orbits.

Wichtiger fiir das Studium des Langzeitverhaltens ist die Menge der nicht-

wandernden Punkte, da sich in ihr stationiares und wiederkehrendes Verhalten

abspielt.

Definition A.1 (Menge der (nicht-)wandernden Punkte) : 2 € M heifit
wandernd, wenn es eine Umgebung U von z gibt, so daff fiUNU = 0 fiir alle
gentigend grofen t. Ein Punkt gehdrt umgkehrt zur nichi-wandernden Menge,
die wir mit ) oder Q(f) bezeichnen, wenn er nach gentgend langer Zeit in jede

seiner Umgebungen zurickkehrt. §} ist offensichtlich eine abgeschlossene Menge.

- Insbesondere liegen also Fixpunkte und periodische Punkte in @ und, weil £}
abgeschlossen ist, auch deren Abschlul. Wihrend also die wandernden Punkte
einem transienten Verhalten entsprechen, spielt sich die asymptotische Bewegung

-auf den Orbits nicht-wandernder Punkte ab.
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Besonders wichtige nicht-wandernde Mengen sind Attraktoren. Vor deren

Einfiihrung bendtigen wir aber noch den Begriff der w(a)-Grenzmenge.

Definition A.2 (w{a)-Grenzmenge) : FEin Punkt p (q) heift ein w(a)-
Grenzpunkt von x € M, wenn es eine Folge von Zetten t; gibt, so daff f'i(z) —
p(q) fiirt; — oo (—o0). Die Menge w(z) (a(z)) aller dieser Punkte p (q) heifit
die w(a)-Menge von z. Sie ist die Menge aller Hiufungspunkte von Folgen f*(x)

mit {; — oo (—oc) und damit abgeschlossen und f'-invariant.

Somit gilt fiir alle z € M: fi(z) konvergiert gegen () := U{w(z) |z € M} fiir
t — oo und { ist die kieinste abgeschlossene Menge mit dieser Eigenschaft.

Interessiert man sich also fiir das Langzeitverhalten von Lésungskurven, so gentigt
es, den FluB auf oder in der Nihe von } zu studieren. € ist somit der wesentliche

Teil des Phasenraumes fiir Langzeitbetrachtungen.

Satz A.1 : Jedes f'-invariante Wahrscheinlichkeitsmaf p hat einen Triger in

2.(Der Beweis hierzu findet sich in [?].)

Es gilt @ C Q. Bei den meisten physikalisch interessanten Systemen scheinen 2
und O allerdings identisch zu sein, jedoch lassen sich Beispiele konstruieren, in

denen die strenge Teilmengenbeziehung gilt.

Definition A.3 (Attraktive (repulsive) Menge) !: Eine abgeschlossene, in-
variante Menge A C M heifit attraktive Menge, wenn eine Umgebung U von A
existiert, so daf fir alle z € U gilt: fi{(z) € U firt > 0 und f'(z) — A mit
t — co. Die Menge U f*(U), t < 0 heifit der Attraktionsbereich oder das Bassin

von A.
Eine repulsive Menge ist eine attraktive Menge unter Zettumbkehr.

Existiert eine abgeschlossene einfach zusammenhingende Menge D mit f*(D) C
D, so enthilt D eine attraktive Menge. Diese ist gegeben als A = () f{(D),t > 0.

Definition A.4 (Attraktor, Repellor) : Als Attraktor (Repellor} bezeichnen

wir eine attraktive (repulsive) Menge, die einen dichten Orbit enthdlt.

Dadurch wird ausgeschlossen, daB sich ein Attraktor in mehrere verschiedene

-At_tral_{toren zerlegen laﬁt '

' .lengE.: attracting (repelling) set
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Bassins von Attraktoren sind offen. Existieren also zwei oder mehr Attraktoren
im Phasenraum, und ist dieser zusammenhingend, so folgt, daB die Bassingrenzen
selbst Lésungen der Dynamik sein miissen, die auf keinen Attraktor konvergieren.

Bassingrenzen sind daher gute Kandidaten fiir Repelloren.

A.2 Hyperbolische Systeme

Sei nun f : M — M ein Diffeomorphismus einer kompakten differenzierbaren
Riemannschen Mannigfaltigkeit M 2. Die Ableitung oder Linearisierung von f ist
dann eine Abbildung Df : TM — T M des Tangentiatbhiindels TM = | T.M

reM
in sich mit D, f : T, M — Ty M.
Definition A.5 (Hyperbolische Menge) : Fine abgeschlossene Teilmenge
A C M heifit hyperbolisch, wenn f(A) = A ist, und jeder Tangentialraum T,M

mit z € A in eine direkte Summe T, M = EY @ E von Teilrdumen zerlegt werden

kann, die die folgenden Bedingungen erfillen:

(a) Df(£7) =L}y, DF(ED) = Ejy,,
(b} es existieren Konstanten ¢ >0 und A €]0,1[, so dafi

D) < e¢A*||v]|, fallsve E; , n>0 und (A.1)
D™ ()] € eAtljp|l, fallsve By, n >0, (A.2)

(¢) E; und EY hingen stetig von x ab.

U EY und B = U E? sind stetige Unterbiindel des Tangentialbiindels
TaM = U T:M und TAM Erg B

TEA
Definition A.6 (Smale’s Axiom A) 2 Man sagt, [ erfilllt Axiom A, wenn
die Menge der nicht-wandernden Punkte Q(f) hyperbolisch ist und sich als Ab-
schiufl aller periodischen Orbits darstellen lqft:

Q(f) = {z € M| z ist periodisch} . (A.3)

. ®Die Formulierung fiir kontinuicrliche Fliisse verliuft vollstindig analog.

"~ 3FEine von Mathematikern besonders eingehend untersuchte Klasse von Abbildungen ist
.die Menge der Anosov-Diffeomorphismen, bei denen ganz A1 hyperbolisch ist. Es kann ge-
zeigt werden, daf diese Abbildungen immer auch Axiom A erfiillen. Inwiefern fiir Anosov-

Diffeomorphismen Q(f) = M gilt, ist allerdings nicht geklart.
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Die groBe Bedeutung diese Axiom-A-Systeme liegt in der Tatsache begriindet, dafl
man fiir sie die Existenz einer symbolischen Dynamik beweisen kann. Das macht
ihre Beschreibbarkeit im Rahmen des sog. thermodynamischen Formalismus fiir
chaotische Dynamiken [?] mdglich, aus dem die meisten Ideen stammen, die
dieser Arbeit zugrundeliegen.

Leider kann man nur bei wenigen fiir die Physik interessanten Systemen beweisen,

daB sie Axiom A erfiillen, meist ist man sogar {iberzeugt, daB sie dies nicht tun.




Anhang B:
Suche nach fehlenden Orbits

Das folgende Beispiel soll demonstrieren, wie man einen Orbit der Periode p+ 1
sucht, wenn man alle p-periodischen Orbits bereits kennt. Dazu macht man
Gebrauch von der Tatsache, dafl man die Topologie der Poincaré-Abbildung durch
das Modell des geometrischen Lorenz-Attraktors gut im Griff hat. Insbesondere
verwendet man die Kenntnis, daB Orbits desto langer auf der selben Seite X1 des
Attraktors bleiben, je niher sie einem der symmetrischen Fixpunkte kommen.

Sei etwa der T-periodische Orbit mit der Sequenz njnnjjj gesucht. In der ur-
springlichen symbolischen Dynamik entsprijcht dies dem Orbit 0011101 bzw.
seinem symmetrischen Gegenstiick 1100010. Die benachbarten 6-periodischen
Orbits erhilt man durch Verkiirzen der Symbolfolge um ein Symbol, d.h.
man bendtigt die Orbits jnnjjj = nnjjjj = 000101.000101 und njnnjj =
001110.110001. Die langste Folge von Symbolen, in denen die Sequenzen iiber-
einstimmen ist 00010 {in der Sequenz unterstrichen). Man sucht deshalb die
Punkte der 6-periodischen Orbits heraus, die der fiihrenden 0 entsprechen, und
sucht auf der Geraden durch diese Punkte nach einem Startpunkt fiir die gesuchte
7-periodische Bahn. Ob man diesen auf der Verbindungstrecke oder auf ihrer Ex-
trapolation tber einen der Randpunkte hinaus findet, hingt von den weiteren

Symbolen ab.

bekannta: nnjjjj 00010 1000101
bekanntfS: njnnjj 00010 0111011
gesucht 4: njnnjjj 000iC 110001011.

Orbit 3 bleibt eine Iteration langer auf der selben Seite. Sein Startpunkt B liegt
deshalb ndher am Fixpunkt C_ als der von « (A). Orbit « wandert auf die Seite
von Cy, um dann in der nachsten Iteration zuriickzukehren. Der gesuchte Orbit
hingegen bleibt eine weitere Iteration auf dieser Seite. Daher muf} der Startpunkt
C des gesuchten Orbits 4 ndher an C. liegen als der von « . Wir suchen also

nach C auf der Gber A hinaus verldngerten Verbindungsstrecke von B nach A.
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Orbit 7: 'mjnnjjj’
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Abbildung B.1: Abfolge der Punkte in der Poincaré-Ebene X fiir die drei Beispiel-
orbits. ' .




Anhang C:

Die Bulerformel

In diesem Anhang soll ein Beweis der in Kapitel 1.5 angegebene Formel (1.29}
gegeben werden, weil dieser in der Literatur nicht so leicht zu finden ist. Dabei
verwenden wir die Losung einer Leseraufgabe in Am. Math. Monthly 72 (1963),
S. 431:

Wir zeigen, daB fiir alle z mit [z} < 1 gilt:

oo o k{k41)
T 2
[Ta+tf)=1+3 " 7. (€.1)
k=1 k=1 na—-z)
r=1

Dazu betrachten wir die Funktion

k{k42

=1+ Ctf  mit Cp= ——, la|<L1. (C.2)
k=1 I;Il(l _ ;{,‘T)
Es gilt die Rekursionsformel:
!
Ck+1 = 1—_“‘%‘;_*: Ck . (C.S)

Multipliziert man beide Seiten mit #*+!(1—z**') und summiert @iber k> 1, so
ergibt sich:
Z Ck tk+3 ij+1) — Z Ck (ta:)k'H
k=1 k=1
f@) = fltz) =il —z) = tz(f(te) - 1)
flt) = fltz) —te = ta f(tz) —tz.

Daraus folgt

f) = (I+tz)f(tz) = (1+tx)(l +ta?)f(t2?) =
N
= hm f(t:r: H l—i-tsc = H(l—{—t&:k). (C.4)

—f(0)=1 el k=1
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Ersetzt man ¢ durch —#,A, und z durch A}!, so erhdlt man die behauptete

r b
Identitat:

20 oo A—%k(k_l}
[TU—tA5) =1+ 3 (—t)f ——— (C.5)
k=0 . k=1 T];Il(l _AP—T‘)

iy b AT tp A7 tp AP
-1 - 2?2 {1- - 1—... . .
: 1—A;1 (l 1-A;? ! 1—A;® ! 1—A;4( ) (C-6)

(Die letzte Umformung ist praktisch bei einer Berechnung des Produktes auf

einern Computer.)




Anhang D:

Das verallgemeinerte

Im folgenden bezeichne F : U — U eine differenzierbare Abbildung einer Teil-
menge U/ des RY in sich. Wir interessieren uns fiir n-periodische Bahnen dieser
Abbildung mit n € N, suchen also Punkte pg € U, fiir die gilt: p, := F*(pq) = po.
Dazu setzen wir voraus, dafl uns eine Niherungsldésung des Problems bekannt
sel, d.h. es existiert eine Sequenz (q;)i=o,.» von Punkten in U, fiir die gilt:
Flqi) = i1 — A; mit [A;] < Cfiir7 =0,1,...,n—1 und eine geniigend kleine
positive Konstante C.

Einen solchen Pseudoorbit kann man etwa dadurch finden, dafl man sehr lange
Zeitreihen typischer Orbits bestimmt und auf fast-periodische Teilsequenzen un-
tersucht. Jede Teilfolge von Punkten, die nach n Iterationen zu ihrem Anfangs-
punkt geniigend nahe zuriickkehrt, dient dabei als Niherungsldsung?.

Wir nehmen an, daf in der Nihe dieses Pseudoorbits tatséichlich ein n-
periodischer Orbit (p;)izo,..» existiert und setzen p; = q;+d;. Aus F{p;) = pipa

folgt dann:

0 = F(gi+di) = {qit1 +diy1)
~ Flq) — g1+ DF(qi)-di —dips

- _&i -+ DF(qt) : di - d,‘_g.l . (Dl)
Oder in Komponenten:
[ A, -Iy Oy - O d; a8}
Oy Ay, Iy -+ On d,y By
: DR = | o2
Oy -+ Oy Ayx_, -Iy dn-1 Anog
\ —Iny On On Apn dy Ay

wobei Iy die N x N-Einheitsmatrix, On die Nullmatrix darstellt, und A; =

In diesem Fall sind natiirlich alle A’s bis anf das letzte von der GréBenordnung des nume-
rischen Fehlers_, und nur A, mub geniigend klein werden.
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DF(q;) ist. Dies stellt ein inhomogenes Gleichungssystemn fir die Verschicbungen

d; dar, das mit Standardmethoden iterativ geldst werden kann.




Anhang E:

Stabéﬁététen und Rickkehrzeiten

Tabelle E.1: Die folgende Tabelle enthilt die Stabilititen und Riickkehrzeiten fiir

_-alle periodischen Orbits im Lorenz-System bis zur Periode 9. Dabei

sind die Symbolfoigen jeweils in symmetriereduzierter und voller sym-
metrischer Darstellung angegeben. Da die Orbits, deren Periode bei

: Symmetriereduzierung halbiert wird, nach n, Iterationen im symme-

trischen Punkt ankommen, erhilt die Stabilitit ein negatives Vorzei-
chen. Es ist also zusitzlich noch eine 180°-Rotation um die z-Achse
auszuftihren.

Periode Periodischer Orbit Riickkehr- Stabilitit
hp Nr. | symm.red. nicht symm.red. zeit 7, A,
1 1 n ... - -
1 2 j 01 0.77932611 | -2.170932351
2 1 nj 00 11 1.5421384 | -4.453888483
3 1 njj 001... 23058073 | 9.165491816
-3 2 - nnj 000 111 2.2831556 | -8.478522926
w4 1 nnjj 0001 ... -} 3.0235837 | 16.11365889
4 2 _nanj 0000 1111 3.06050133 | -15.12692798
4 3 njjj 0010 1101 3.0937596 | -20.48968951
DR B 1 nnnjj | 00001 ... 3.7256418 | 26.91263057
) 2 ~.nnjnj | 00011... 3.8202542 | 37.11786013
.5 3 nijjjit 00101... 3.8695391 | 43.94245489
5 4 nnnni | 00000 11111 3.7121487 | -25.71570710
D 51 .. nnjjj | 000610 11101 3.8231916 | -37.49093667
B 6 “njnjj | 00100 11011 . 3.8530922 | -41.53594600
6 1| - nnnnjj | 000001 ... . i 4.4177665 ] 43.59646344
6 2 nnnjnj i 000011 ... . 4.5341079 | - 64.46700239
6 3t nnjjjj | 000101 ... 4.5938144 | 79.00307517
6 41 "njnjjj | 001011. 4.6371408 : - 91.64895409
6 5| - nnnnnj | 000000 111111 4.4084133 | -42.25801481
16 6] nnnjjj i 000010 111101 4.5348810 | -64.64296036
"6 7 anjnjj [ 001000 110111 4.5839239 | -76.35290632
6 8 njnnjj | 0600100 111011 4.5829129 § -76.11468455
6 9 njjjjj | 001010 110101 4.6505680 | -95.95643036
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Periode Periodischer Orbit Riickkehr- Stabilitdt
Top Nr. | symm.red.  nicht symm.red. zeit 7p Ay
7 1 nnnnnj j 4000001 ... 5.1030385 | 69.29412615
7 2 annninj | 0000011 ... 5.2341982 1 107.1061419
7 3 nnnjnnj | 0000111 ... 5.2863415 1 127.4738601
7 4 nnnjjjj | 0000101 ... 5.3012005 ¢ 134.2822925
7 5 nnjnjjj | 0100011 ... 5.3705256 ; 169.9649111
7 6| njnnjjj | 0001011... 5.3698804 | 169.6123724
7 71 anjjnjj | 0001001 ... 5.3300123 | 148.3956770
7 8 njnjnjj | 0010011... 5.3042169 | 184.3530754
7 9 njjjjjj | 0010101... 5.42G1254 | 207.7648844
7 10 nnnnnnj | 0000000 1111111 | 5.0967209 | -67.86876806
7 11| nnonjij | 0000010 1111101 | 5.2342492 | -107.1434872
7 12 nnnjnjj 0010000 1101111 5.2964610 | -131.9720577
i 13 nnjnnjj 0001000 1110111 5.3136809 | -139.8994436
T 14 njnnnjj 0000100 1111011 5.2940628 | -131.0587403
7 15| =nnjnjnj | 0001100 1110011 | 5.3636643 | -166.0375960
7 16| =nnjjjji| 0001010 1110101 | 5.3772680 | -173.9479280
7 17 njnjjjj | 0010100 1101011 | 5.4142683 | -197.4640680
7 18 njinjjj 0010010 1101101 5.4010072 | -188.6654472
8 1| nnnnnnjj | 00000001 ... 57834100 | 108.8914246
8 2 | annanjnj | 00000011 ... 5.9249939 | 173.0416241
g 3| nonnjnnj | 00000111 ... 5.0904436 | 214.5785321
'8 4 | nnnnjjjj | 00000101 ... 5.0073193 | 220.2658750
8 1 5| nnnjnijj | 01000011 ... 6.0838269 | 294.5943819
'8 6 | nnnjjnjj | 00001001 ... 6.0352324 | 249.6750765
"8 | "7 nnjmnjii | 00010111... 6.1080547 | 319.7316804
8 ‘8 | njnnnjjj | 00001011 ... 6.0823580 | 293.2906382
8 9 | nnjnjnij | 00100011 ... 6.1223365 | 335.7648293
"8 10 | njnjnnjj | 00010011 ... 6.1214547 | 334.8352570
8 11 | njnnjnjj | 00100111 ... 6.1351271 | 350.8226155
8 12 | nnjjjjji | 00010101 ... 6.1547195 | 375.2158649
8 | 13| njnjjjjj | 00101011 ... 6.1946020 | 430.1701710
'8 14 | njjnjjjj | 00100101 ... 6.1758788 | 403.3332092
8 15 | nnnnnnnj | 60000000 11111111 5.7792219 | -107.4237893
8 16 | nnnnnjjj | 00000010 11111101 | 5.9248345 -172.9845661
8 ‘17 | nnnnjnjj | 00100000 11011111 5.9964938 | -219.0858712
8 18 { nnnjnnjj | 00010000 11101111 | 6.0262195 | -241.7850717
8 19 § nnnjnjnj | 60001100 11110011 { 6.0794278 -290.2248068
-'-3'_'8 : 20 | nnjnnnjj | 00001000 11110111 | 6.0243990 | -240.6031796
B -315.4857600

nnjnninj

00011000 11100111

6.1041347




Periode- Periodischer Orbit Riickkehr- Stabilitit
Tp Nr. | symm.red. nicht symm.red. zeit 7, A,
- 22 | njnnnnjj | 00000100 11111011 | 5.9926649 | -216.8191486
-8 23 | nnnjjjjj | 00001010 11110101 | 6.0866617 | -297.6387547
.8 24 ¢ nnjnjjjj | 00101000 11010111 | 6.1465231 | -364.7731169
8 25| nnjjnjjj | 00010010 11101101 | 6.1252323 | -339.1800168
8 26 | =njnnjjjj | 00010100 11101011 | 6.1456799 | -363.8030291
8 27| wmjnjnjjj | 00101100 11010011 | 6.1789870 | -407.7848315
8 28| njnjjnjj i 00100100 11011011 | 6.1596671 | -381.5711844
8 29 | njjnnjjj | 00100010 11011101 | 6.1257280 | -339.6716735
8 30 | njjjjjjj | 00101010 11010101 | 6.2088089 | -451.5981531
) -1 | nnnnannjj | 000000001 ... 6.4602592 | 170.1343550
9 2 | nmnnnninj § 060000011 ... 6.6092444 | 274.6982786
g 3 ; nnnnnjnnj | 000000111 ... 6.6839408 | 349.5942274
9 4 | nnnnjnnnj | 000001111 ... 6.7164428 | 388.1029519
9 5 | nnnnnjjjj | 000000101 ... 6.6855224 | 353.0857194
9 6 | nnanjinijj | 000001101 ... 6.7839875 | 489.4073071
9 7 | nnnnjjnjj ; 000001001 ... 6.7293949 | 407.0036347
9 8 ! nnnjnnjjj | 000011101 ... 6.8243710 ; 559.7779117
9 9 | nnnjnjnjj | 000011001 ... 6.8326637 | 576.1128285
9 10 | nnnjinnjj | 000010001 ... 6.7497581 | 434.3971897
9 11 | rnjnnrnjjj | 000111101 ... 6.8233276 | 558.1303615
9 12 | nnjnnjnjj i 000111001 ... 6.8676211 | 648.5626542
9 13 { nnjnjnnjj | 000110001 ... 6.8466932 | 603.9643992
9 14 | nnjnjnjnj | 000110011 ... 6.9055252 | 738.8130506
9 15 | njnnnnjjj | 001111101 ... 6.7817001 | 486.2399141
9 16 | njnnnjnij | 001111001 ... 6.8527131 | 617.0057229
9 17 | njnnjnnjji | 001110001 ... 6.8666695 | 646.6669677
9 18 | njnjnnnjj | 001100001 ... 6.8306086 ; 572.7089509
g 19 | nnnjjjjjj | 000010101 ... 6.8631940 | 640.0653345
9 20 | nninjjjjj | 000110101 ... 6.9273863 | 796.1046844
9 21 | nanjjinjjij | 000100101 ... 6.8977943 | 719.4247870
9 22 I njnnjijjj { 001110101 ... 6.9266290 | 794.1863344
9 23 | mjnjnjjjj | 001100101 ... 6.9558374 1 87V7.7643149
9 24 | njnjjnjjj | 001101101 ... 6.9454472 | 846.9570956
9 25 | njjnnjijj | 001000101 ... 6.8980627 | 719.9769880
9 26 | njjnjnjijj i 001001101 ... 6.9454980 | 847.1137259
9 27 | njjjnnijj | 001011101 ... 6.9161110 | 765.9833394
9 28 | njjjjjjjj | 001010101 ... 6.9879711 | 979.8365473
9 29 | nnnnnnnnj | 000006000 111111111 | 6.4575266 | -168.66178G2
9 30 | nmnnnnjjj § 060000010 111111101 | 6.6090561 | -274.5816014

93




94

ANHANG E. STABILITATEN UND RUCKKEHRZEITEN

Periode Periodischer Orbit Riickkehr- Stabilitit
ny | Nr. | symm.red. nicht symm.red. zeit 7, Ap
9 31 | nnnnnjnjj | 000000110 111111001 | 6.6876451 | -354.0890071
9 32 | nnnnjnnjj | 000001110 111110001 | 6.7263412 | -401.4048942
9 33 | nnnnjnjnj | 000001100 111110011 | 6.7811561 | -484.7392568
9 34 | nonjnnnjj | 000011110 111100001 | 6.7367201 | -415.5593324
g 35 | nonjnnjnj { 000011100 111100011 | 6.8218762 | -555.0553801
g 36 | onjnnnnjj i 000111110 111000001 | 6.7225129 | -397.5636100
9 37 | nnjnnninj | 000111100 111000011 | 6.8214711 | -554.4782519
9 38 | njnnnnnjj | 001111110 110000001 | 6.6824973 | -349.5044347
9 39 | nonnjjjjj | 000001010 111110101 | 6.7842938 | -490.5827788
g 40 | manjnjjij | 0060011010 111100101 | 6.8595165 | -631.5313595
-9 41 | nanjjnjjj | 000010010 111101101 | 6.8328241 | -577.0356407
g 42 | nnjnnjjjj | 000111010 111000101 | 6.8805328 | -678.0482988
8 43 | nnjnjnjjj | 000110010 111001101 | 6.9114800 | -753.9508950
9 44 | nnjnjjnjj | 001000110 110111001 | 6.8892008 | -698.3012494
9 45 | nnjjnnjjj | 000100010 111011101 | 6.8485734 | -607.8328412
9 46 | njnnnjjjj | 001111010 110000101 | 6.8575634 | -627.8874926
9 47 | njnnjnjjj | 001110010 110001101 | 6.9181488 | -771.3730827
g 48 | njnnjjnjj | 001001110 110110001 | 6.8880129 | -695.7560540
9 49 | njnjnnjjj | 001100010 110011101 | 6.9109644 | -752.6952160
9 50 | njnjnjnjj { 001100110 110011001 | 6.9365882 | -821.7454800
9 51 { njnjjnnjj | 001101110 110010001 | 6.8811236 | -679.4571226
g 52 i njjnnnjjj | 001000010 110111101 | 6.8340062 | -578.9096728
9 | 53| nnjijijjj { 000101010 111010101 | 6.9349146 | -816.9925658
9 54 | njnjjjiij | 001101010 110010101 | 6.9734629 | -932.3765489
9 55 | njjnjjjijj { 001001010 110110101 ; 6.9572748 | -881.9081938
9 56 | njjjnijjj | 001011010 110100101 | 6.9635520 § -901.1520895




Periode Periodischer Orbit Rickkehr- Stabilitdt

Ny symm.red. nicht symm.red. zeit T, A,

10 n¥; | 010110 7.13287%4 | -264.0706449
10 n®55 1 0°1... 7.1346327 265.5162294
10 n'354 | 0810 1801 7.2886501 | -431.4699308
10 n’inj | 0811 ... 7.2888092 431.6179914
11 nl®; 1 ot 11t 7.8062836 | -414.1996852
11 n%57 | 011 ... 7.8073812 415.5904666
11 n¥577 | 0°10 1°01 7.9649240 | -674.8627211
11 n¥ing | 0°11 ... 7.9650421 675.0186647
12 nllyj | 012112 8.4785897 | -653.6467398
12 T I R L BV 8.4792718 | 654.9580225
13 ni?y | 013118 9.1505618 { -1042.2453576
13 nllyi | 0121 ... 9.1509718 | 1043.4554447
14 nt3g | 014 114 9.8231552 | -1689.3230883
14 nt275 1 0131 ... 9.8231720 | 1687.8810210
15 nidy [ Q1% 118 1 10.4971604 | -2798.5674274
15 ni355 | 0141 ... U1 10.4972934 1 2799.5004540

Tabelle E.2: Einige ausgewéhlte lange Orbits.




Anhang I
Plots einiger ausgewihlter Zykel
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