[ Institut flr Festkérperforschung







Ve B

w "Hamburgw"f gﬁ
Hannover o % g%‘
L] N 3
Beriinf &

sLeipzig \ H
o g

. Monchen-\
% gladbach

: Kdin

& Frankfuri &

e i

&/ =" Diren/Julich|

/- S -

Berichie des Forschungszentrums Jillich ; 2660
ISSN 0366-0885

Institut fiir Festkorperforschung J-2660

D 464 (Diss. Universitat-GH-Duisburg)

" Zu beziehen durch: Forschungszentrum Jillich GmbH - Zeniralbibiiothek
‘Postfach 1913 - D-5170 Jillich - Bundesrepubiik Deutschland .
. Telefon: 02461/61-6102 - Telefax: 02461/61-6103 - Telex: 833556-70 Kfad .

Ol




Andreas von Kempis







Abstract

KAM-tori are well known to be that {finite!) part of phase space in which tle motion of
a weakly perturbed classical Hamiltonian system remmains integrable. Moreover, they are
hasriers in the phase space of systems with two degrees of freedom. We show that certain
Hamiltonian systems contain invatiant nonregular fori with compressible flow. Using as
an example an electron moving in electromagnetic fields which are peniodic in space we
demonstrate (i) that strange attractors (and repellers) of well-known autonomous or {qua-
si-Jperiodically time-driven systems may oceur on such strange tors, (i) that one may find
barriers consisting of nonzegular Hamiltonian tori in systems with any number of degrees of
frecdom (the flow on suck barriers is non-chaotic, thougl), and {iii) that certain KAM-tori
transform into nonregular tori - rather than breaking up - when the perturbation becomes

strong.
PACS numbers: 03.20 & 41.70







Kurzfassung

In integrablen Hamiltonschen Systemen verlaufen die Trajektorien auf invarianten Tor im
Phasenraum. Geht die universelle Integrabilitit durch eine kleine Stérung vetloren. so bleibt
der FluB in einem endlichen Teilvolumen des Phasenraums integrabel, ndmlich aunf Tori mit
hinzeichend irrationalen (also nicht-resonanten) Windungszahlverhédlinissen. den sogenannten
KAM-Tori. Diese bilden in Systemen mit nur zwei Freiheitsgraden Barrieren, welche den
Phasenzaum in nicht durch Trajektorien zu verbindende Teile zerlegen.

Im Phasenraum gewisser Hamiltonscher Systeme — welche sich vor integrablen wesent-
lich. z.B. durch grofie Storterme, unterscheiden konnen - treten aber invariante Tori mit ganz
andesen Eigenschaften auf. Physikalisch lassen sich Systeme dieser Art durch die nichirelati-
vistische Bewegung eines Elektrons in spezifizischen. rdumlich periodischen elekiromagneti-
schen Feldern realisieren. Der Fluf auf den invarianten Tori dieser Systeme ist kompressibel
und kann daher Attrakioren enthalten (dies wird durch das Liouvillesche Theorem von der
Erhaltung des Phasenraumvolumens nicht ausgeschlossen, da ein einzelner Torus kein endli-
ches Phasenzaumvolumen hat). Es wird gezeigt, dafl diese Tori nicht nur isoliert aufireten.
sondern dafi es Hyperfiichen im Phasenraum geben kann, die aus solchen invarianten Torzi
bestehen. Derartige Hyperflichen haben - fiir beliebige Anzahl N von Freiheitsgraden - bis
7u 2N — 1 Dimensionen, also nur eine weniger als der Phasenraum. Im Unterschied zu KAM-
Tori kénnen die hier betrachteten invarianten Tori daher auch in Systemen mit mehr als zwei
Freiheitsgraden Barrieren bilden.

Anf invarianten Tori, die Teil einer Barriere sind, kann die Bewegung nicht chaotisch
sein. Auf isolierten n
bilden, treten hingegen selisame Atiraktoren auf (dann sprechen wir von chaotischen Tori).
Mit einem einfachen Verfahren kénnen Hamilionsche Systeme angegeben werden, in deren
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ren - und sirukiurell ideniische Repeller — aunionomer oder {quasi-)periodisch zeilabhangiger
Differentialgleichungssysteme enthilt, wie etwa den Rossler-Attrakior oder die Attraktoren
des getriebenen Duffing-Oszillators. Neben diesen Attraktoren finden sich weiteze periodi-
sche {d.h. Grenzzyklen) und chactische Attrakteren, wobei letzlere aus periodischen tber
Periodenverdopplungssequenzen oder intermittente Phasen hervorgehen. In quasiperiodisch
getriecbenen Systemen treten quasiperiodische Attraktoren an die Stelle der periodischen.
Fixpunkte, und damit eveniuell Punktattraktioren, kommen nur auf isolierten Torl vor.
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Abb.0.1: Pseudo-3d-Plot eines chaotischen Attraktors auf dem Rdssler-Torus bei 7 = 1.536
. (vgl. Scite 47 im _Kap.3.§.3,__-_und_ zu Pseudo-3d-Plots die Fufinote Seite 34).




Kapitel 1

Ubersicht

Binleitung und

In dissipativen dynamischen Systemen geht wihrend der Bewegung Energie verloren. etwa
durch Reibung im Fall mechanischer Systeme. Wenn die Bewegung eines - z.B. mechani-
schen — Systems energieerhaltend (konservativ) ist, so lassen sich die Bewegungsgleichungen
in die von Hamilton angegebene Form bringen.' Man spricht daher auch von Hamiltonschen
Systemen. In det vorliegenden Arbeit werden Hamiltonsche Systeme mit wenigen “Freiheits-
graden” betrachtet und gezeigt, dafi gewisse Formen chaotischen Langzeitverhaltens, die fiir
dissipative Systeme typisch sind - nimlich das Auftreten “seltsamer Attraktoren” -, auch in
Hamiltonschen Systemen vorkommern.

Ohne Energieerhaltung kann vielen verschiedenen Anfangszustinden eines Systems der
gleiche Endzustand entsprechen. Ein gedimpftes Pendel etwa kommt unabhingig von seiner
anfinglichen Auslenkung schliefilich stets zur Ruhe. Wird es in periodischer Weise angetrie-
ben, so stellt sich, wiederum unabhéngig von der Ausgangslage, ein periodischer Endzustand
ein (wenn der Antrieb nicht zu stazk ist, s.u.). Ein ungedimpiies Pendel schwingt hinge-
gen fiir immer mit seiner Anfangsamplitude. Betrachtet man die moglichen Bewegungen als
Fluf im Baum der dynamischen Variablen* (dem sogenannten Phasenraum}, so kénnen wir
diesen Sachverhalt wie folgt formulieren: Der Fluf im Phaserraum konservativer Systeme ist
inkompressibel, im Phasenraum dissipativer Systeme hingegen kompressibel.?

Das von einem Ensemble von Anfangszustinden im Phasenraum eingenommene volumen
wird in Hamiltonschen Sysiemen wihrend der Bewegung zwar nicht in der Form, aber in der
Grofe unverindert bleiben. Im Gegensatz dazu wird in dissipativen Systemen ein solches
Volumen kontinuierlich schrumpfen. Das Ensemble der Endzustinde nimmt daher kein end-
liches Volumen iin Phasenraum ein — viele Anfangszustinde konnen denselben Endzustand
haben. Diese wirken anzichend auf die Ausgangszustinde und werden daher Atiraktoren
genannt. Es kann sich um einen zeitlich unverinderlichen Zustand handeln, wie im Fall
des gedimpften Pendels ohne Antrieb. Solche Endzusiénde nennt man attrakiive Fixpunkie

~1vgl. Anhang A.0
*In mechanischen Systemen sind das (beispielsweise) die kartesischen Orts- und die augellonseu
Newtonschen Impulsvariablen. Zum Begriff Fluf vgl. wiederum Anhang A.0.
" IEs gibt natiirlich auch Systeme mit inkompressiblem Flufi, die nicht Hamiltonsche Systeme sind,
“etwa in der Hydrodynamik (daher stamint der Begnff selbstverstandhch) oder der Populationsdynamik

(Lotka -Volterra - Gleichungen, vgl. z.B. [Ver90}).




oder Punktattraktoren. Qder der Endzustand ist zeitlich periodisch, was bei einem periodisch
angetriebenen gedimpiten Pendel eintreten kann. Dann spricht man von einem Grenzzyklus.

Ein nicht periodisch angetriebenes gedimpfies Pendel kann natiizlich anch keinen pe-
riodischen Endzustand erreichen. Aber seibsi bel periodischem Antrieb ist der Endzustand
méglicherweise nicht periodisch, wenn der Antrieb nur stark genug ist. Es ist némlich méglich,
daf aunch bei bekannten Antriebskriften (und eventuell Kopplungen zwischen den verschie-
denen Schwingungsrichtungen) praktisch nicht vorhersagbar ist, wo sich ein Pendel mit be-
kanntem Anfangszustand zu einem spiteren Zeitpunkt befindet, weil winzige Variationen des
Anfangszustandes — weit unterhalb jeder Mefigenauigkeit — einen wesentlichen Einflufi auf die
Entwicklung haben (diesen Sachverhalt bezeichnet man als empfindliche - oder semsitive -
Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen). Solche Bewegungen heifien chaotisch und die
zugehorigen Ensembles attraktiver Endzustinde chaotische Attraktoren.! Sie treten nur auf,
wenn zur Beschreibung der Bewegung mindestens drei Gleichungen (genauer: Differential-
gleichungen erster Ordnung) erforderlich sind, wie das beispielsweise im Fall unseres Pendels
gegeben ist (zwel Gleichungen fiir die beiden dynamischen Variablen — Ort und Impuls — und
eine fiir die Zeitabhingigkeit des Antriebs), und wenn diese Bewegungsgleichungen nichili-
neare Terme enthalten — die linearen Bewegungsgleichungen harmonischer Oszillatoren sind
immer lgsbar.}

In Hamiltonschen Systemen kann es keine Attraktoren geben. Wenn die Bewegung nur
eine (Oris-)Komponente hat, sind die Bewegungsgleichungen wegen der Energieerhaltung
stets integrabel {vgl. [Hel84]). Im Fall zweier Komponenten (dann gibt es also vier zu-
gehdrige dynamische Variable — zwei Ortsvariable und zwei Impulsvariable) konnen sie stets

gelost werden, wenn es eine weitere, von der Hamiltonfunktion (deren Wert gleich der Ene:-
ist) unabhingige Erhaltungsgréfie gibi, welche mit der Hamilfonfunktiion

g1e UCb Dybirt:lu dihiadgnangife SIfaltungsgrole

vertauscht.¥ Ebenso ist es im Fall dreier Komponenten ~ wenn es zwei zur Energie hinzu-
tretende Erhaltungsgrofien gibi, die von dieser und voneinander unabhangw sind, und die
so sind die Bewegungsgleichungen

miteinander und mit der Hamiltonfunktion vertaunschen,

16sbaz. Ein Beispiel ist die Bewegung einer Punkimasse unter dem E1 flufl einer stets auf ein
Zentrum gerichieten Kraft. Die beiden zusatzhchen Erhaltungsgrofien sind dann der Betirag
des Drehimpulsvektors und eine beliebige seiner Komponenten.

In dissem Sinn enisprickt jeder Bewegungskomponente (und den zwel zugehdrigen dyna-
mischen Variablen) in konservativen Systemen nur ein “Freiheitsgrad”. Wenn es geniigend

“tMan spricht auch von selisamen Atirakioren, da sie im Phasenraum nicht auf Hyperfiichen ganz-
zahliger Dimension liegen, sondern eine “Iraktale” Struktur mit nichi ganzzahliger Dimension besitzen.
Wir verwenden die Ausdriicke chaotischer und seltsemer Attraktor hier stets synonym. Streng genom-
men sind seltsame Atiraktoren durch ein Axiomensystem definiert, auf das wir hier nicht eingehen.

! Eine (Differential-)Gleichung, oder ein System solcher Gleichungen, heifit {isber oder integrabel,
wenn man die gesuchte(n) Funktion(en) oder ihre Umkehrfunktion(en} durch emdlmensmnale Integrale
mit bekannten Integranden ausdriicken kann. Da das Problem der Berechnung solcher Integrale als
Quadratur bezeichnei wird, spricht man auch von Gsbar durch Quadratur. {Die eventuell nétige
Bildung der Umkehrfunktion ist eine algebrarische Operation.)

#1n mikroskopischen {quantenmechanischen) Systemen bedeutet die entsprechende Forderung,

- daf} beide Griflen — die Energiec und der Wert der zusatzlichen Erhaltungsgrdfie — gleichzeitig scharf
mefbar sind, d.h. dorch Quantenzahlen charakterisiert werden konnen.




unabhingige und miteinander vertauschende Erhaltungsgrofien gibt, ndmlich fir jeden Frei-
heitsgrad eine, so sind die Bewegungsgleichungen ldsbar, und das Langzeitverhalten des
Systems ist mit beliebiger Genauigkeit vorhersaghar. Statt der urspriinglichen wihlt man
zweckmiBigerweise neue dynamische Variable, und zwar fiihrt man die Erhaltungsgréfien als
neue Impulsvariablen ein (das ist méglich, weil sie vertauschen). Da diese Impulse zeitlich
konstant sind, hat man das Problem gewissermafien auf die Beschreibung freier Teilchen
zuriickgefithrt, die sich ja mit konstanten Impulsen bewegen. Die zugehérigen (konjugier-
ten) dynamischer Variablen sind dann natfirlich lineare Funktionen der Zeit — frete Teilchen
bewegen sich gleichférmig. Wenn die Bewegung gebunden ist, so stellt sich heraus, daf sie
sich im Raum der neuen Variablen auf Tori! vollzieht, deren konstante Radien durch die
Erhaltungsgréfen bestimmt werden. Es liegt dann nahe, als neue Ortsvariablen die Winkel-
koordinaten auf diesen Tori zu wihlen. Die zugehirigen Impulsvariablen sind als Funktionen
der urspriinglichen Brhaltungsgréfien ebenfalls Erhaltungsgrofien und werden als Wirkungs-
variable bezeichnet (ikre Dimension ist die einer Wirkung, d.h. gleich Energle mal Zeit).
Ein einfaches Beispiel ist die Darstellung der Bewegung harmonischer Oszillatoren durch die
von der Zeit linear abhingigen Winkelvariablen und die konstanten Schwingungsamplituden,
deren Quadrate den Wirkungen proportional sind.

In integrablen Hamiltonschen Systemen lassen sich daher stets solche Wirtkungs-Winkel-
Variablen einfiihren?, in denen die Beschreibung der Bewegung geradezu trivial ist — die
Wirkungen sind zeitlich konstant (jede Bahn verbleibt auf ihrem Torus), und die Winkel
indern sich zeitlich linear. Leider sind integrable Hamiltonsche Systeme nicht die Regel,
sondern die Ausnahme (oder umgekehrt — gottlob ist die Welt interessanter, als das Studium
der Dynamik von Systemen freier Teilchen vermuten liefie!). Fiigt man einem integrablen
Hamiltonschen System eine kleine Stérung hinzu, die micht integrabel ist — das neue System
hat nicht mehr geniigend unabhingige und vertauschende Erhaltungsgrofien -, so bleiben die
meisten der Tori ethalten, und die Bewegung auf ihnen &indert ihren Charakter nicht. Das
wurde zwar schon lange vermutet, aber der Beweis ist recht jungen Datums. Die entspre-
chende mathematische Theorie wurde zwischen 1954 und 1967 von Kolmogorov, Arnold und
Moser entwickelt. Daher spricht man auch vom KAM-Theorem und von KAM-Tori. Die Be-
wegung auf einem Torus bleibt bei Hinzutreten einer Storung nur dann qualitativ ungeindert,
wenn sie nicht-periodisch ist; ja sie darf noch nicht einmal nahezu periodisch sein. Periodische
Bewegung auf eirem Torus ist durch rationale Verhéltnisse der Windungszahlen

®; == Winkelvariable (1.1)

gekennzeichnet. KAM-Tori, auf denen integrable Bewegung in fast-integrablen Hamiltonschen
Systemen {iberlebt, haben also stark irrationale Windungszahlverhaltnisse. Physikalisch liegt

- - TIm dreidimensionalen Raum hat ein {2-)Torus die Form eines Schwimmrings. Die Oberfliche ist
“zweidimensional, und jeder Punkt auf ihr kann durch zwei Winkelkoordinaten beschrieben werden.
Ein 2-Torus kann daher als Quadrat mit der Seitenlédnge 27 dargestelit werdem, ein 3-Torus als Wiirfel
mit der Seitenlinge 2, usf. Perspektivisch eindrucksvolle Bilder von 2-Tori finden sich im ersten

-Kapitel des Buchs von Haken [Hak83al.
" 1Alle diese und die folgenden Aussagen iiber Hamiltonsche Systeme lassen sich in exakier und

verstindlicher Form den Ubersichtsartikeln von Berry {Ber78] und Helleman [Hel84] entnehmen.

i
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dem zugrunde, daf} bei periodischer oder nahezu periodischer Bewegung die Stdrung immer
in der gleichen Bewegungsphase wirksam wird, so daf sich ihre Wirkung aunfsummiert, was
dazu fithrt, daf die Bahn aus ihrem bisherigen Bereich verdringt wird — der Torus wird
durch Resonanz zerstort.! Ist die Bewegung hingegen hinreichend nicht-periodisch, so kann
sich die Wirkung der Stérung nicht aufsummieren, sondern nur zu kleineren Anderungen der
Bewegung fithren. Die urspriinglichen Erhaltungsgrofien fluktuieren zeitlich ein wenig, aber
es lassen sich gleich viele neue finden, die sich von den urspriinglichen nur wenig unterschei-
den - die Tori werden also nur leicht deformiert. Die Bewegung bleibt in einem endlichen
Teilvelumen des Phasenraums integrabel, d.h. die KAM-Tori bilden in diesem eine Menge von
endlichem Maf (welches gegen eins strebt, wenn die Stérke der Storung gegen null tendiert).

In nicht-integrablen Hamiltonschen Systemen kann die Bewegung natiizlich auch chaotisch
sein. Es kann aber, wie gesagt, keine Atiraktoren der Bewegung geben, also auch keine
chaotischen bzw. seltsamen Attraktoren. Diese Aussage gili so allerdings nur im Phasenraum
als Ganzem. Wenn man Bewegung in Teilen des Phasenraums betrachtet, die kein endliches
Volumen haben (so wie etwa eine Fliche im Raum kein endliches Volumen hat), dann ist die
Bedingung, dafl der Flufi inkompressibel verlaufen muf}, fiix die Bewegung eines Ensembles
von Bahnen in dem betrachteten niederdimensionalen (Gebiet bedeutungslos ~ hier kénnen
also verschiedene Anfangszustinde gleichen Endzustinden zustreben. Das gilt natiizlich auch
fiir die Bewegung auf der Oberfiiche von Tori. Zwar verlinft die Bewegung auf KAM-Tor
dissipationslos. Es gibt aber in Hamiltonschen Systemen durchaus auch andere snvaeriante
Tori} In dieser Arbeit werden solche Tori angegeben und gezeigt, daft der Fluf auf ihnen im
allgemeinen kompressibel ist, s¢ dafl auf ihnen Attrakiozen auftreten kénnen.

Diese Moglichkeit irritiert Mathematiker ibrigens weit weniger als Physiker, die in den
letzten Jahrzehnten offenbar Hamiltonsche Tori und integrable Bewegung als Synonyme ver-
innerlicht haben. Dabei handelt es sich bel den hier behandelten Systemen eigentlich mnicht
einmal um besonders exotische. Wir zeigen vielmehsz, dafl sich die Bewegung auf den von uns
untersuchten invarianten Tori® durch die nichtrelativistische Bewegung geladener Einzelteil-
chen, etwa eines Elektrons, in rdumlich periodischen eiekiromagnetischen Feldern realisieren
1dft. Die Felder kénnen sowohl stationir als auch zeitabhingig sein. Entscheidend ist, daf das
elektirische Feld einen bestimmten Teil der magnetischen Kraft kompensiert. Je nach der Zahl

er linear unabhingigen Komponenien des magnetischen Vektorpotentials? sind diese Tori

Eha

tVgl. hierzu besonders das schdne Beispiel der Kirkwood-Gaps im Asteroidengiirtel in Berrys Dar-
steliung [Ber78] (“astronomy of the gaps between the tori”).

! Niederdimensionale Bereiche des Phasenraums ~ genauer gesagt: (differenzierbare) Mannigfaltig-
keiten, etwa (glatte) Hyperflichen wie z.B. Tori — heiflen invarion?, wenn der FluB diberall tangential
zu ihnen verlduft. Trajekiorien mit Anfangsbedingungen in solchen Bereichen kénnen diese also nicht
verlassenr, wihrend sie andererseits von auBlerhalb nicht erreicht (also auch micht durchquert) werden
konnen. (Zum Begrifl Mannigfeltigheit — Anhang A.5),

tZur Unterscheidung von den oben beschriebenen reguliren Tori integrabler und fast-integrabler
Systeme bezeichnen wir sie als nichiregulire Tort.

9Diese kann maximal gleich der Zahl der Raumdimensionen, also gleich zwei bzw. drei sein. Dann
‘1863t sich das Vektorpotential offensichtlich als lineare Superposition von zwei bzw. drei Anteilen ver-
‘schiedener. Richtung, aber gleicher rdumlicher Periodizitét darstellen. Andernfalls hat es eine feste
Richtung oder 138t sich als lineare Superposition zweler derartiger Anteile darstellen.




im Phasenraum isoliert oder aber Teil einer (invarianten) Hyperfliche, die auns gleichartigen
invarianten Tori zusammengesetzt ist. In stationdren Peldern gilt: Falls die Zahl der linear
unabhéngigen Komponenten des magnetischen Vekiorpotentials und die Zahl der rdumlichen
Freiheitsgrade der Bewegung gleich sind, enthalt der Flufl einen im Phasenraum isclierten
nichtreguliren Torus. Andernfalls treten nichtregulire Tori auf, die gemeinsam eine (hdher-
dimensionale) invariante Hyperfliche bilden. In (quasi-)periodisch zeitabhingigen Feldern
erhdht sich die Zahl der Freiheitsgrade im gleichen Maf wie die Zah! der Basisfrequenzen!
{die Dimension der von den Torl im Phasenraum gebildeten Hypesfliche wichst natiirlich

doppelt so schnell).

In rdumlich periodischen Feldern dieser Art mit einem iiberall gleich gerichteter Vektor-
potential bilden die nichtreguliren Torl eine Barriere, d.h. eine invariante Hyperfliche, deren
Dimension nur nm eins geringer ist als die des Phasenraums und die diesen (zumindestens
lokal) in zwei Teile teilt, welche nicht durch Trajektorien verbunden werden kénnen.? Die
hier betrachteten nichireguliren Tori vermogen also in Systemen mit beliebig vielen Frei-
heitsgraden Batrieren zu bilden, was KAM-Tori nur in - fast-integrablen — Systemer mit
zwei Freiheitsgraden méglich ist (obwohl sie auch in Systemen mit mehr als zwei Freiheits-
graden stets ein endliches Teilvolumen des Phasenraums einnehmen). Auf aus nichtzeguliren
Tori bestehenden Barrieren konnen zwar keine chaotischen Attraktoren aufireten, wohl aber
auf den nichtregulidren Tori, welche gemeinsam invariante Hyperfiichen geringerer Dimension
bilden oder die im Phasenraum iscliert sind. Solche nichireguliren Tori bezeichnen wir als
chaotische Tors.

In dieser Arbeit wird ein einfaches Verfahren entwickelt, das es uns erlaubt, Hamilton-
sche Sysieme anzugeben, die nichtregulire Tori enthalien, auf denen vorgegebene, wohl-
bekannte Attrakioren autonomer oder (quasi-)periodisch getriebener gewéhnlicher Differen-
tialgleichungssysteme aufireten. Alle niher (d.h. numerisch) untersuchten Systeme lassen

prinzipiell - durch die nichtzel nes Elektizons in leicht zu spezi-
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fizierenden, raumlich periodischen elekiromagnetischen Feldern realisieren. Die Attraktoren
autonomer dissipativer Systeme, wie z.B. die seltsamen Attraktoren von Rossler [R0s76] oder
Lorenz [Lor63], treten aufisolierten chaotischen Tozi auf, diejenigen nicht-autonomer mit peri-
odischer oder guasiperiodischer Zeitabhingigkeit, wie etwa diejenigen des Duffing-Oszillators
{Ued79, Sch86], auf nicht-isolierten Tori. Da im Gegensatz zu dissipativen Systemen, wie
etwa dem von Lorenz [Lor63], das Volumen eines Ensembles von Trajektorien auf einem Te-
rus lokal nicht iberall kontrahieren kann, treten natiizlich auch Repeller auf - bei dem von
uns gewahlten Verfahren 148t sich sogar jedem Attraktor ein strukturell identischer Repeller
auf dem Torus zugeordnen. Aufler dem vorgegebenen Attraktor treten auf den Tori stets
noch weiteze auf. Aufisolierten nichireguliren Tori kann die Kopplung so stark sein, dafl alle

Windungszahlen verschwinden— die Bewegung ist dann auf Teilbereiche des Torus beschrinkt.
Derartige Systeme sind bislang noch gar nichi untersucht worden.

*TVgl. Anhang A.0, und zu Quasiperiodizitit deren Definition auf Seite 17.
'Vgl. die eingehendere Beschreibung bzw. Definition von Barrieren auf Seite 61.




@ Ubersicht

Im folgenden Kapitel betrachten wir zunidchst reguldre Tori, d.h. die invarianten Tori im
Phasenraum integrabler Hamiltonscher Systeme sowie die mit diesen verwandten KAM-Tori
fast-integrabler Systeme. Diese Betrachtung legt eine Modifikation des Stéranteils der Ha-
miltonfunktion nahe, die auf Systeme fithrt, welche invariante Tori enthalten (die wir als
nichtregulire Tori bezeichnen), auf denen der Fluf kompressibel sein kann und i.a. nicht
integrabel verlduft.! Anschlieflend demonstrieren wir im zweiten Abschnitt des Kapitels,
dafl die nichtrelativistische Bewegung geladener Einzelteilcher in gewissen rdumlich peri-
odischen elektromagnetischen Feldern auf solchen Tori verlaufen kann (s.0.}. Im dritten Ab-
schnitt wird gezeigt, daf die Bewegung auf nichtreguliren Tori in der Regel dissipativ ist, und
dafi dies keinen Verstof gegen das Liouvillesche Gesetz (von der Erhaltung des Phasenraum-
volumens durch Hamiltonsche Bewegung) darstellt, da das Phasenraumvolumen eines ein-
zelnen N-Torus im 2N-dimensionalen Phasenraum verschwindet. Falls die Storung schwach
ist, konnen nichtregulire Tori unter Umstinden auf regulire (KAM-) Tori zuriickgefiihrt wer-
den. Zum Abschiufl des zweiten Kapitels diskutieren wir ein Beispiel (und geben nebenbel
die elekiromagnetischen Potentiale an, in welchen ein nichirelativistisch bewegtes Elektron
den Flufi auf diesem Torus realisieren kénnen). Die Diskussion zeigt exemplarisch, dafi die
Transformation auf KAM-Tori nur im Fall geniigend irrationaler Windungszahlverhiltnisse
gelingt, und dafl diese Bedingung nur fiiz schwache Stérungen erfiillt werden kann, da sonst
einzelne oder — aunf isolierten Tori — eventuell sogar alle Windungszahlen verschwinden. Der
allgemeine Fall wird im Anhang B mit Hilfe des KAM-Formalismus’ analysiert.

Im dritten Kapitel werden im Phasen- bzw. Wirkungsraum isolierte chaotische Tori un-
tersucht (damit sind nichireguldie Tori gemeint, auf denen der Fluf seltsame Attraktoren
enthélt, 5.0.). Zunidchst stellen wir ein Verfahren vor, mit welchem in einfacher Weise Hamil-
tonfunktionen angegeben werden kénnen, deren Flufl nichtregulire Tori enthilt, auf denen in
der Nihe des Uzsprungs (d.h. nahe @ = 0) ein vorgegebener (eventuell seltsamer) Attrakior
endlicher Ausdehnung eines beliebigen antonomen Systems gewodhrnlicher Differentialgleichun-
gen auftritt. Die Tatsache, daf die Ausdehnung des Attrakiors auf einem kleinen Bereich
des Torus beschrinki ist, zeigt bereits, daft die Kopplung der Phaser, d.h. der Winkelva-
riablen, stark sein mufl (Trajekiorien, die dem Attraktor zustreben, haben ausschliefilich
verschwindende Windungszahlen). Dieses Verfahren bedingt Symmetrien des Flusses anf den
chaotischen Tori in Bezug auf Fixpunkte und Zeitumkehr, die u.a. dazu fihren, dafl jedem
Attzaktor ein strukturell identischer Repeller zugeordnet ist. Natiirlich erwartet man, auf
den chaotischen Tori aufler dem vorgegebenen (seltsamen) Attrakior und den Fixpunkien
noch weitere Attraktoren zu finden. Daher entwickeln wir ein systematisches Verfahren zur
numerischen Suche nach Attraktoren auf isolierten chaotischen Tori — welches die Existenz
von Fixpunkten voraussetzt — und gehen zwecks Charakterisierung von Attraktoren auf das
Konzept und die Methode zur Berechnung der Ljapunovexponenten ein. Im Anschlufi daran
werden beisplelhaft chaoiische Tori in zwel verschiedenen Hamiltonschen Systemen mit drel

'In diesemn Kapitel werden zwar explizit nur im Phasen- bzw. Wirkungsraum isolierte nichtregulére
Tort betrachtet, aber die nicht-isolierten haben {cum grano salis) ebenfalls die hier besprochenen
" Eigenschaften. -




Freiheitsgraden untersucht. Diese chaotischen Tori enthalten (wie erwartet) neben Fixpunk-
ten und den vorgegebenen seltsamen Attraktoren — im einen Fall vom Réssler-Typ [Ros76],
im anderen Fall vom Lorenz-Typ [Lor63] - noch weitere Attrakioren, némlich Grenzzyklen,
e #iber Periodenverdoppiung-Sequenzen (in einem Fall auck iber eine intermittente Phase)
in verschiedene chaotische Attrakioren ibergehen, wenn die Stitke der Storung varilert wird.
Im vierten Kapitel wird analysiert, welche Atiraktoren auf nicht isoliert liegenden nichtre-
guliren Tori auftreten kénnen. Unter Umstdnden bilden nichtreguldre Tori nimlich gemein-
sam Hyperflichen im Wirkungsraum (s.0.). Die Bedingungen, welche die n-dimensionale
Hyperfliche im Wirkungsraum festlegen, haben zur Folge, dafi n Linearkombinationen der
Winkel sich zeitlich linear entwickeln. Man kann dementsprechend auf neue Variable trans-
formieren, von denen n lneatr von der Zeit abhingen und daher trivial-integrablen Glei-
chungen geniigen. Diese Transformation fihrt natirlick zu expliziten Zeitabhingigkeiten in
den verbleibender m = N — n “nicht-trivialen” Gleichungen. Die zugehérigen invarianten
Hyperfiichen im 2N-dimensionalen Phasenraum dynamischer Systeme mit N Freiheitsgra-
den haben, je nach Dimension der Hyperfliche im Wirkungstaum, Dimensionen zwischen
N -+ 1und 2N — 1. Sie kénnen daher, unabhéngig von der Zahl der Freiheitsgrade, Barrieren
fiir den Phasenraumflufl bilden (dies ist KAM-Tori nur in Systemen mit zwei Freiheitsgra-
den moglich). Auf solchen aus nichtreguliren Tori besiehenden Barrieren - das sind also
(2N — 1)-dimensionale invariante Hyperflichen - trefen in Systemen mit mehr als zwel Frei-
heitsgraden zwar aperiodische Attraktoren auf, aber nie chaotische. Auf den invarianien
Hyperflichen geringerer Dimension, welche aus nichireguldzen Tori besteher, findet man hin-
gegen in der Regel auch chaotische Attraktoren. Auf (2 — 2)-dimensionalen Hyperflichen,

die sich aus nichtreguliren (bzw. chaotischen) Tori zusammensetzen, kommen etwa, neben
rielen and beispielsweise anch alle in eindimensionalen, periodisch oder quasiperiodisch

o
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getriebenen Oszillatorsystemen auftretenden Aiiraktoren vor — z.B. die seltsamen Attrakto-
ren des Duffing-Oszillators [Ued79, Sch8é).

Barsieren aus nichtreguliren Tori treten auch ip. der nichtrelativistischen Bewegung gela-
dener Einzelteilchen auf, wenn man rdumlich periodische Vektorpotentiale konstanter Rich-

tung betrachtet, und ebenso auf (2N —2)-d1mensmna,len invarianten Hyperflichen, wenn man
zwei solche Vektorpotentiale linear superponiert. Falls N > 3 ist, mufi man allerdings zeitlich

periodische {N = 4) oder quasiperiodische (N > 4) elekiromagnetische Felder zulassen. Die
Zahl “picht-trivialer” Gleichungen (s.0.) kann aber nicht gréBer als drei sein, und nichtlineare
Storterme sind ausgeschlossen. Immerhin kénnen auf diese Weise (wenigstens prinzipiell) alle
in dieser Arbeit numerisch untersuchten Systeme realisiert werden.

Wihrend wiz im dritten Kapitel bereits zu Anfang ein allgemeines Verfahren einfiihren,
welches die Angabe von isolierten nichtreguliren Tori mit beliebig vorgegebenen Attrakio-
ren autonomer dissipativer Systeme erlanbt, wird die Analyse der Bewegung auf nichire-
guldren Barriere-Toril und solchen, die invariante Hyperflichen geringerer Dimension bilden,
zunichst ledighich fallbezogen durchgefiihrt, d.h. ohne Riickgriff auf ein solches allgemeines
Verfahren. Die Erweiterung des zur Untersuchung isolierter Tori eingefiihrten Verfahrems auf
nicht-antonome Systeme mit periodischer oder quasiperiodischer Zeitabhéngigkeit wird aber
am Ende des Kapitels nachgeholt.




Abschlieflend wird im finften Kapitel

e durch die Untersuchung des Flusses in der Umgebung mnichireguldrer Tori der Ein-
fuf} der Poincaré-Invarianten, und besonders des Liouvilleschen Gesetzes, auf die Be-
wegung auflerhalb dieser Torl demonstriert (dissipative Bewegung aunf Tori mufl durch
antidissipative in deren Umgebung kompensiert werden, und umgekehrt);

eine Wiirdigung anderer Studien der Bewegung auf nichtreguliren Tori vorgenommen
und insbesondre gezeigt, dafl diese stets einen ganz anderen Aspekt behandeln als die
hier vorliegende Arbeit, ndmlich den Fall kleiner Stérung bzw. schwacher Kopplung -
und auch diesen mehr im Hinblick auf dissipative Systeme (bekanntlich kann ein gegebe-
ner Torus eines dissipativen Systems aber stets in ein Hamiltonsches System eingebettet
werden, vgl. Kap.b.2.);

e ein kurzer Uberblick fiber die hier durchgefiihrten Untersuchungen der Bewegung auf
nichtreguliren und chaotischen Tori gegeben und anschlieflend diskutiert, inwieweit
die zugehorigen Systeme sich im Rahmen des elektromagnetischen Modells {prinzipiell)
reslisieren lassen. Die Arbeit schlieft mit einem Ausblick auf noch offene Fragen.

Anhang A enthilt einige ausfiihrlichere Anmerkungen und die Diskussion der beim Fix-
punktproblem im dritten Kapitel aufiretenden kubischen Gleichungen. Im Anhang B wird
das KAM-Verfahren diskutiert und auf das Problem der Reduktion nichtregulirer Tozi auf
regulire angewandt {im zweiten Kapitel wurde ja lediglich der Fall spezieller isolierter Tori
untersucht). Der Anhang C schliefilich dient der Priseniation einer Fallstudie integrabler
Bewegung auf nichtregulézen 2-Tori.




Kapitel 2

Tori in Hamiltonschen Systemen

Die meisten Hamiltonschen Systeme sind nicht integrabel [Siedl, Sie54].! Verlifiliche Aussa-
gen iiber ihr Langzeitverhalten sind daher nicht moglich. Integrabel (d.h. fiir alle méglichen
Anfangsbedingungen lésbar) sind Hamiltonsche Systeme, bei denen die Zahl unabhdngiger
Erhaltungsgréfien mit vertauschenden Poissonklammern? mindestens ebenso groff ist wie die
der Freiheitsgrade.? In integrablen Hamiltonschen Systemen mit N Freiheitsgraden verlaufen
die Trajektorien auf invarianten N-dimensionaler Mannigfaltigkeiten¥ im 2N-dimensionalen
Phasenraum. Bei gebundener Bewegung sind diese Mannigfaltigkeiten diffeomorph den V-
Tori. In fast-integrablen Systemen — die sich von den integrablen nur durch eine geniigend
kleine Stérung unterscheiden — bleibt ein grofier Teil dieser invarianten Torill erhalten, und
der Flufl aunf ihnen ist weiterhin integrabel.™

& TY

Umgekehrt muff die Bewegung auf Hamiltonschen Tozi"
tegrabel sein. In diesem Kapitel wird zunédchst die reguldre Bewegung auf invarianten Tozi
in integrablen oder fast-integrablen Hamiltonschen Systemen betrachtet. Diese Betrachtung
legt eine Modifikation des Siéranieils der Hamiltonfunktion fast-integrabler Hamiltonscher
Systeme nahe, die auf Systeme fiihrt, deren Trajekiorien in der Regel selbst dann nicht in-
tegrabel sind, wenn sie auf invarianten Tori verlaufen. Im zweiten Abschnitt des Kapitels

Vgl Anhang B.1. Integrabilitit {L3sbarkeit

‘vgl. Anhang A.0
!Quantenmechanisch korrespondieren den Poissonklammern Kommutatorbeziechungen. Einem klas-
sischen System mit N vertauschenden Erhaltungsgrofien entspricht daher quantenmechanisch ein En-
semble von Systemen mit einem vollstdndigen Satz vertauschender Observabler.— Streng genommien
sind diese Bedingungen nur hinreichend zur Sicherung der Integrabilitit eines Hamiltonschen Systems.
Allerdings sind keine Gegenbeispizle bekannt, d.h. alle bekannten integrablen Hamiltonschen Systeme
besitzen einen vollstindigen Satz unabhingiger und vertauschender Erhaltungsgrofien [Ber78).
W Invarignte Mannigfaltigkeiten werden auf Seite 4 definiert. (Zu Mannigfaliigkeit — Anhang A.5.)
bzw. invarianten N-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im 2N-dimensionalen Phasenraum :
*"Diese Aussage liber fesi-iniegrable Hamillonsche Sysieme ist Gegenstand der sogenannten KAM-
Theorie (—  Anhang B). Gute Ubersichtsdarstelungen der Bewegung in integrablen und micht-
integrablen Hamiltonschen Systemen findet man bei Berry [Ber78] und Helleman [Hel84]. Eine stirker
mathematisch orientierte Ubersicht stammt von Percival [Per85]. Einen strikten Beweis aller hier wie-
dergegebenen Aussagen iiber integrable Hamiltonsche Systeme gibt 2.B. Arnol'd [Arn78, §491.].

af Seite 2 definiert.
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demonstrieren wir, daf} die nichtrelativistische Bewegung geladener Einzelteilchen - etwa eines
Elektrons - in rdumlich periodischen elektromagnetischen Feldern auf solchen nichireguldren
Hamiltonschen Tori verlaufen kann, wenn das elektrische Feld die gleiche rdumliche Periodi-
zitit aufweist wie das magnetische und einen besiimmten Teil der magnetischen Kraftwirkung
kompensiert. Im dritten Abschnitt wird gezeigt, dafl

e die Bewegung auf nichtreguliren Tori in der Regel dissipativ ist;

o die Poincaré-Invarianten auf diesen Tori stets verschwinden (ihr Wert also konstant
ist), was insbesondre die Erhaltung des Phasenraumvolumens (Liouvillesches Gesetz)

garantiert;

s zu jedem Zeitpunkt die iber den ganzen Torus gemittelte relative Anderung des spe-
zifischen Torusvolumens verschwindet (wéhrend in dissipativen Systemen die entspre-
chende GroBe iberall negativ sein kann!).

Im Fall schwacher Storungen konnen nichtregulire Tori eventuell durch eine kanonische
Transformation’ auf regulire zuriickgefihrt (*regularisiert”) werden. Zum Abschluff des
zweiten Kapitels diskutieren wir den Fall eines nichtreguliren Torus’, fiir den sich die Trans-
formation anf einen KAM-Torus explizit - und ohne Riickgriff auf den K AM-Formalismus -
durchfihren 1ifit (und geben nebenbei die elektzomagnetischen Potentiale an, in welchen
die nichtrelativistische Bewegung eines Elektrons mit dem passenden Impuls — in geeigne-
ten Koordinaten — aunf diesem Torus stattfindet). Die Diskussion dieses Falles demonstriert
beispielhaft, daf hinreichend irrationale Windungszahlverhilinisse fiiz die Konvergenz der
Transformation notwendig sind, und daf diese Forderung die Stirke der Stérungen begrenszt,
fiir die eine solche Transformation durchfiihrbar ist (statke Storungen filhren nimlich zum
Verschwinden einiger oder sogar aller Windungszahlen). Die Untersuchung des allgemeinen
Falles mit dem KAM-Verfahren wird im Anhang B.4 durchgefiihrt.

2.1 Reguldre und nichtreguléare Tori

in integrablen Hamiltonschen Systemen kann man immer eine Transformation von den ur-
spriinglichen auf sogenannte Wirkungs-Winkel-Variable (I, %) finden (vgl. Kap.1). Diese
zeichnen sich dadurch aus, daf die Hamiltonfunktion nur von den Wirkungsvariablen
£ abhidngt und dafl die Relation zwischen den urspringlichen und den Wirkungs-Winkel-
Koordinaten 27-periodisch in den neunen Winkelvariablen ist ( Liouwillesches Theorem, siehe
Arnol’d [Arn78, §491]). Die Bewegungsgleichungen lauten daher
i = G
SH(I) (2.1)
&I

__.'wobei der Punkt fiir die iofale Ableitung nach der Zeit steht. Da die Wirkungen I ergo
Erhaltungsgréfen sind, besteht der 2N-dimensionale Phasenraum integrabler Hamiltonscher

& .= w(@) =

tvgl. Anhang A.0°
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Systeme mit NV Freiheitsgraden strukturell ans einer Schichtung invarianter N-Tori!, die je-
weils einem der erhaltenen Wirkungsvektoren I zugeordnet sind. Die Bewegung auf diesen
invarianten Tori lift sich durch triviale Integration der Bewegungsgleichungen (2.1) vorher-
sagel.

In fast-integrablen Systemen — die sich wie gesagt von einem integrablen nur durch eine
geniigend kleine Stérung unterscheiden — bleibt ein grofier Teil der invarianten Tori (genauer
gesagt, eine Menge von endlichem Maf) erhalten, und der Flufi aufihnen ist weiterhin inte-
grabel. Nach ihren Entdeckern Kolmogorov, Arnol’d und Moser bezeichnet man diese Torl
kurz als KAM-Tori.? Wenn die Hamiltonfunktion eine analytische Funktion ihrer Variablen
ist, so nimmt sie in der Nachbarschaft eines solchen KAM-Torus - in geeigneten Wirkungs-
Winkel-Variablen — die folgende Form an:

N
H=HyI) + ¢y (Ii—IToihii(I, &) - Ioj) (2.2)
1,7=1
Nur dann haben die Bewegungsgleichungen auf dem hier betrachteten KAM-Torns zum Wert
I = Iy ndmlich wieder die obige Form:

E‘f{) = G

. SH(I 9.3
@y, = wollo) = 250 (2:3)

81

Die Komponenten des Frequenzvektors wo sind offenbar mit den in (1.1) definierten Win-
dungszahlen identisch. Wie im Kapitel 1 plausibel gemacht wurde, existieren KAM-Tori
nur fiir hinreichend irrationale Wmdungszahlverhaltmsse § Alle anderen Tozi des mtegrablen
Systems verschwinden auferund von Resonanzen schon fir infin

Iameiers €.
Fir grofie Stérungen geht die Integrabilitidt vollig verloren, die KAM-Tori “brechen auf”.

Wir setzen

sre ~ ..-..-.u“nr# T ben. VW1

Trotzdem kann es in soichen Hamiltonschen Systemen noch invariante Tori ge
der Einfachheit halber voraus, daff die beirachteien Hamiltonfunkiionen in der Umgebung
von Tori analytisch von (f,%) abhingen. Dann nehmen diese Hamiltonfunktionen in der
Umgebung solcher Tori {olgende Form an:7

H = Ho(I)+q9(f — B) -G, D) {2.4)

* Miir gebundene Bewegung (> Arnol'd, az0.) oder periodische Systeme (vgl. das Beispiel des rotie-
renden Pendels bei Amnol'd, aaC., sowie das im folgenden Abschnitt vorgestellie Modellsystem). Im
allgemeinen Fall handelt es sich um eine Schichtung invarianter N-dimensionaler Mannigfaltigkeiten,
die nicht die topologischen Eigenschaften von Tori haben, vgl. wiederum Arnol’d, aa0.

*siehe Anhang B; zu Quelienangaben speziell Anhang B.3.
iDie exakte Formulierung dieser Bedingung findet sick im Anhang B.1, wo auch der Zusammenhang
.mit dem klassischen Problem der kleinen Nenner aufgezeigt wird.

" Tsofern es sich um im Phasen- bzw. Wirkungsraum isolierte Tori handelt. Im vierten Kapitel
werden invariante Hyperflichen eingefiihrt, welche aus Tori bestehen, die nickt vom KAM-Typ sind.
Diese Tori haben ebenfalls die wesentlichen der in diesem Kapitel besprochenen Eigenschaften (s.u.;
“:d.h. der Flufl auf ihnen ist i.a. kompressibel, in einigen Fallen gelingt eine Riickfihrung auf KAM-

Tori, und sie treten in der Bewegung geladener Einzelteilchen in gewissen rdumlich periodischen

elektromagnetischen Feldern auf).
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Fiir die Wirkungen ergibt sich (wie erforderlich) l7,= 0. Hp ist der integrable Teil der
Hamiltonfunktion, 7 ein dimensionsloser Parameter und & eine vektorwertige Funktion der
Groflenordnung eins, die 27-periodisch in den Winkeln € ist (und analytisch gemifl unserer
generellen Voraussetzung, ansonsten aber beliebig).! Die Bewegung auf solchen invarianten

Tori gentigt den Bewegungsgleichungen
S|y, = wollo) +7G(Xo, &) (2.5)

und ist im allgemeinen nicht integrabel, da von & im wesentlichen nur 27-Periodizitdt in den
Winkeln gefordert wird. Wir bezeichnen diese invarianten Tori als nichireguldre Tori - im
Gegensatz zu den reguldren Tori, in deren Umgebung die Hamiltonfunktion die Form (2.2}

mit € > § annimmt.

2.2 Bewegung eines Elektrons auf nichtreguléren Tori

Bevor wir uns weiter mit den Eigenschaften nichtregulirer Tori in Hamiltonschen Systemen
beschiiftigen zeigen wir zundchst, daf die nichizelativistische Bewegung geladener Einzelteil-
chen in rdumlich periodischen Feldern unter gewissen Bedingungen auf solchen Tori verlduft.

Die Bewegung geladener Einzelieilchen in elektromagnetischen Feldern kann durch eine
Hamiltonfunktion beschrieben werden. Bei nichtrelativistischer Bewegung ist diese fiir ein
Teilchen der Masse m und der Ladung e — etwa ein Elektron der Ladung e = —ep - in
MKS-Einheiten als Funktion der kartesischen Ortskoordinaien » und des zu diesen kanonisch
konjugierten Impulses

P=mr +echlrt) (2.6)

durch
H(P, ﬂ = ‘—‘1 (P— EA(?' 1 )2 =+ 695(?‘ i) (2 f)
R 2m A\ ’ )/ ’ '

gegeben. A steht fiir das magnetische Vektorpotential, ¢ fir das elekirische Potential. Im
Anhang A.1 wird gezeigt, dafl diese Hamiltonfunktion auf die nichtrelativistische Lorentzglei-
chung fiihrt, und ferner, dafl sie “eichinvariant” ist. Letzteres bedeutet, daf} eine kanonische
Transformaiion angegeben werden kann, welche die Hamiltonfunkiion {2.7) formipvariant
148t und gleichzeitig eine Eichtransformation der elekiromagnetischen Potentiale bewirkt.*
Die transformierte Hamiltonfunktion hingt also in gleicher Weise vom transformierten kano-
nischen Impuls und den umgeeichten elektromaguetischen Potentialen ab wie die Hamilton-
funktion (2.7} von P bzw. 4 und ¢.
Die Hamilionfunktion (2.7} 1afit sich folgendermafien umformen:

P2 e e o e .
H—-%——-ﬂ;(?—?@)'é-}—(%é -“TEPO'A‘F‘?@E') (2.8)

.- TAusgeschlossen werden natiirlich winkelunabhingige Vektorfunktionen G.
!Dem Anhang A.1 sind der Vollstindigkeit halber auflerdem noch die Zusammenhinge zwischen
-den Potentialen einerseits und den Feldern sowie den Sirom- und Ladungsverteilungen andererseits

Zu entnehmen.
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Der impulsunabhingige Term lafit sich natiirlich durch das folgende elektrische Potential stets
zum Verschwinden bringen:

By Alr 1 e
p(r, 1) = "0_?;(—) - %-@Q(T,t} (2.9)

Die Bewegungsgleichungen eines geladenen Teilchens mit dem Impuls P = P lanten dann

. j2
Plp =0, #lp=———Alr1) (2.10)

Mmoo mn

Falls die Ortsabhingigkeit des magnetischen Vektorpotentials periodisch ist, gibt es drei linear
unabhingige Vektoren »;j=) 23, fiir die gilt

Alr +v;)= A7), 1=1,2,3 (2.11)
Im Folgenden wihlen wir stets’
r1 = (20,0,0}), v2=1(0,4,0), =3=1(0,020) - (2.12)

Wir zeigen nun, dafi die Bewegung geladener Einzelteilchen in rdumlich periodischen
elektromagnetischen Feldern auf nichireguliren Tori erfolgt — d.h., daf die Hamiltonfunktion
(2.8) die Form {2.4) annimmt —, wenn die Teilchen den kanonischen Impuls P = F; haben und
ein durch die Beziehung (2.5) gegebenes elektrisches Potential einer Teil der magnetischen
Kraftwirkung kompensiert. Dazu skalieren wir die Ortsvariablen folgendermaflen:

5= (5.5 %) @13

Die zu diesen Winkelvariablen kanonisch konjugierten Wirkungen sind offensichtlich? die fol-
genden:

i =§l%(zop,.,,yopy,zapz) (2.14)
Die Hamiltonfunktion (2.8) & (9.0) ' '
WALLOL VA 31 \H V“l e \a-v‘]
P2 e :
H=oe - —(P-F)-A . (2.15
s i(p-m) e

mimmt in diesen Koordinaten folgende Form .an:

Lo (B 1 _é’) Can©r o gy (AeT(@) A(r(@)) A(e(@))
mo\T % m "N o= T w20/ (2.16)

mit (&) = 2%(30@1,@0@2,20@3)

"Die Beschrinkung auf kubische Basiszellen ist natiirlich nicht notwendig, aber im Rahmen dieser

Arbeit werden andere nicht benétigt (vgl. aber Kap.5.3).
* *Nur auf diese Weise lassen sich die fundamentalen Poissonklammern erfiillen {zu diesen vgl. An-

hang A.0).
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Die transformierte Hamiltonfunktion hangt also in der Tat 27-periodisch von den Winkelko-
ordinaten € (2.13) ab. Fiihrt man nurn die Frequenz

472 /5 I Is\

wo(f)*—;}g’kzg,g ;;} (2.17)
und das Vektorfeld
G(&) = - ;i__;:_r (A (; ))’Ay(;@))’AZ(Z:@))) (2.18)
ein, so folgt
3
HEL&) =Y / woi(I)L + 5 (I — L) - G(S) (2.19)

Die transformierte Hamiltonfunktion hat also tatsichlich die Form der Hamiltonfunktion
(2.4). Der ungestdrte (winkelunabhingige) Anteil hingt quadratisch von den Wirkungen
ab, der Storterm hingegen linear. Die Bewegung von geladener Einzelteilchen mit dem
kanonischen Impuls F im System (2.15) erfolgt also - in den obigen Wirkungs-Winkel-
Koordinaten - auf einem nichireguliren Torus. Die Hamiltonfunktionen (2.19) und (2.15)
sind allerdings — im Gegensatz zur allgemeinen Hamiltonfunktion (2.7) - nicht eichinvari-
ant, da die Bedingung (2.9) fiir das elekiromagnetische Potential nicht eichinvariant ist. Das
bedentet aber natizlich nicht, daf die Existenz nichiregulirer Tori von der Wahl der Ei-
chung abhinge. Die oben eingefiihrten Wirkungs-Winkel-Koordinaten sind aber nur fiir die
Eichung, in der das elektrische Potential eine Bedingung der Form (2.9) exfilllt, “proble-
mangepaft” in dem Sinn, daB die (invarianten) nichireguliren Tori durch feste Werte der
Wirkungen (2.14) - also durch Invarianten - charakterisiert werden und dementsprechend
die Winkelvariablen (2.13) einen Satz von die Torusoberfliche parametrisierendenr Winkeln
darstelex.

Es ist also, wenigsiens prinzipiell, méglich, nichtregulire Tori fiir die nichtrelativistische
Bewegung geladener Einzelteilchen im dreidimensionalen Raum zu prdparieren, indem man
ein rdumlich periodisches Magnetield anfbaut sowie ein durch die Vorgabe des magnetischen
Vektorpotential gemifl der obigen Beziehung (2.9) bestimmies elekizisches Potential anlegt.
Im Vorgriff auf spitere Betrachiungen (im Kapitel 4) merken wir bereits an dieser Stelle
an, daf} nichtregulire Toxi auch dann in der michtrelativistischen Bewegung geladener Ein-
zelieilchen auftreten kénnen, wenn die Felder zeitabhingig sind oder die Bewegung nur zwel
raumliche Freiheitsgrade hat, d.h. auf eine zweidimensionale Fliche beschrinkt ist. Betrach-
ten wir etwa den Fall 4, = 0. Dann gilt auf den nichizeguliren Tori &3 = 2%2 = const. Dies
impliziert Z = 0, d.h. die Bewegung auf diesen Tori hat nur zwei rdumliche Freiheiisgrade.

Im allgemeinen bedingt die Forderung A. = 0 ibrigens keineswegs Bewegung auf einer zwei-
ionalen Fliche. Wenn das elektrische Potential nicht die Bedingung (2.9) erfiillt, oder

As
4aliliensioniaien fia

auch -auflerhalb der hier betrachteten invarianten Tori, gilt j:té,_mlic_h_ z=10 nut dann, wenn

D4: _ B4y

4 = 8z 0z

:O B a0,
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2.3 Dissipativer Fiufl auf nichtreguléren Tori

Im Langzeitlimes ist die Bewegung auf nichtreguldren Tori zumeist dissipativ. Zum Beweis
dieser Behauptung gehen wiz ven der Kontinuitits- oder Liouville-Gleichung! aus:

p+pVe-v=0 (2.21)

Wie sonst auch steht der Punkt fiir die fotale Ableitung nach der Zeit; p ist eine Ensemble-
Dichte im Phasenraum der Variablen z, und » = 2 ist die Phasenraumgeschwindigkeit.t
Diese Gleichung kann durch die Einfihrung des spezifischen Phasenraumvolumens

i
Ve = - (2.22
, )
wie folgt umformuliert werden: _
Az = Ve _ =¥z v (2.23)
Ve

Die Divergenz der Phasenraumgeschwindigkeit ist demnach gleich der relativen Anderung des
sperifischen Phasenraumvolumens pro Zeit.! Setzt man (fiir ») die Hamiltonschen Gleichun-

gen in diese Beziehung ein, so findet man

Der Flufl in Phasenraum Hamiltonscher Systeme ist also volumenerhaltend oder inkompres-

sibel { Liouvillesches Gesetz). Dieses Theorem verbietet jedoch keineswegs dissipative Bewe-
gung auf (niederdimensionalen!) Hyperfiichen im Phasenraum. Im N-dimensionalen Raum

gung ani \;ue\.u.u.uuu. IS10NaLCTL iyper

der Winkel beispielsweise kann _
v .
Ag=-2=V5-& (2.25)

durchaus nichtverschwindende Werte annehmen. Bei der Betrachtung der Bewegung auf

mchtregu_lazen T(m - welche der obigen Bewegungsgleichung (2.5) geniigi - findet man,
des spezifischen Tovruswolumens durch

Aglz,=Yz &5, =91 Vs Gk, ®) (2.26)

gegeben ist. Natiirlich kann man ohne weiteres Vektorielder &{fy, @) angeben, welche in den
Winkeln @ 2#-periodisch sind, und deren Divergenz beziiglich der Winkel nicht verschwindet.

Der Liouvillesche Erhaltungssatz ist nur ein Spezialfall einer Klasse von Erhaltungsgréfien,
die von Poincaré eingefiihrt und Integralinvarianten genannt wurden [Whi37, §111].iI Diese

" 1Zu dieser vgl. [LL79, §3] oder [Jac89, Anhang C].

In Hamiltonschen Systemen sind die Variablen # also die Orte und Impulse bzw. die Winkel und
Wirkungen. Zur Phasenraumgeschwindigkeit v vgl. die Bemerkungen zum Hamiltonschen Flufl im
Anhang A.0. '

. 1 Shaw [ShaRl] spricht - in Bezug auf dissipative Systeme - von “comoving contraction rate” oder
ven “Lie derivative with respect to the volume element”.

¥Bei Whittaker, aa0., findet sich auch das Zitat der Originalarbeit von Poincaré.
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Poincaré-Invarianten Jq, ..., Jon sind definlert durch [Amn78, Gol63]

Jor = /dpilA...Adp{khdgilf\...hdqlik, élS--‘S'ék&ingE{l,---:N}

—
E.\D
[ ]
-3

—

= > dpy e dpy - dgg - dag,
S jl (...(ij]\"

wobei § eine beliebige 2k-dimensionale Fliche im 2N-dimensionalen Phasenraum der kano-
nischen Koordinaten (p, g) ist. Die integrale Formulierung des Liouvilleschen Gesetzes ist in
(2.27) fiir k = N enthalten. Auf Tori hat man zu ersetzen

p—I, ¢g— ¢ (2.28)

Da nun auf einem einzelnen invarianten Torus dI; = 0 gilt, ist die Erhaliung der Poin-
caré-Invarianten durch den Flufl auf invarianten Tori trivialerweise gegeben. Wegen ihres
identischen Verschwindens auf invarianten Tori haben sie keinen Einflufl auf die Bewegung
dort.

Die 2#-Periodizitit der Vekiorfelder G(¥p, @) — bzw. ganz allgemein der Bewegungsglei-
chungen anf Tori — garantiert jedoch, dafl die zu einem gegebenen Zeitpunkt tiber den ganzen
Torus gemittelte relative Anderung des spezifischen Volumens verschwindet (wie duzch Ein-
setzen der Fourierentwicklung fiir G(Io,®) leicht zu fiberprifen ist):

8GL (T, &
jéﬁggx_go PAr —qu ‘Zé@i ) iNg =g (2.29)

=1

Im Mittel verschwindet also die relative Anderung des spezifischen Torusvolumens. Gleich-
wohl ist das Langzeitverhalten des Flusses auf nichiregulidren Tori bei hinreichender Stirke
der Stérung (d.b. fiiz 9 2 1) fiir fast alle Anfangshedingungen (bzw. Trajektorien) dissipativ,
da Regionen, in denen Ag | >0 gilt, rasch verlassen werden. Die Anfangsbedingungen
mit antidissipativem Langzeitverhalien koénnen auf nichtreguldren Tori iibrigens generell nur
das Mafl Null haben (bzw. kein endliches N-dimensionales Volumen einnehmen), da lets-
teres (zeitlich) exponentiell divergieren wiirde (vgl. Kap.3.4). Dies widersprache aber der
Erhaltung des endlichen Torusvolumens.

2.4 Ein Beispiel zur Rickfithrung nichtregulirer Teri auf re-
guidre | o

Fiir kleine Werte von 7 kann man natiizlich ganz allgemein versuchen, eine zeitunabhingige
kanonische Transformation zu finden, welche den in I — ¥y linearen Term der Hamilton-
funktion (2.4) beseitigt, scheinbar nichtreguldre Tori also als regulire enmtlarvt. Storungs-
theoretische Betrachtungen, die von Arnol’d [Azn61, Arn83] und Herman [Her79| angestellt
wurden, fiihren auf Probleme mit kleinen Nennern ven der gleichen Art wie in der klassischen
Storungstheorie.{s.u. sowie besonders Kap.5.2 und Anhang B.3). Umgekehrt liegen, wiederum
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fiir kleine Stérungen, erste numerische [GOY83, GOY85] und analytische [KMG89, BGK91]
Untersuchungen der Bewegungen auf nicht regularisierbaren Tori vor (— Kap.5.2).
Das Problem it sich also wie folgt formulieren: Unter welchen Bedingungen ist in dem

Hamiltonschen System!
H=Ho(E)+ eI — o) - Bp(,8) (2.30)

die Bewegung auf dem Torus bei T = Ip quasiperiodisch?, der Torus also ein KAM-Torus?
Natiirlich handelt es sich genau dann um einen KAM-Torus, wenn bei der Anwendung der
K AM-Stérungsrechnung auf die Hamiltonfunktion (2.30) die transformierten Koordinaten an
der Stelle, die I = Iy entspricht, Bewegungsgleichungen von der Form (2.3) geniigen. Der
allgemeine Fall wird im Anhang B.4 behandelt. An dieser Stelle geniigt die Untersuchung
eines Beispiels, denn dieses lifit bereits erkennen, in welcher Weise grofle Storungen oder
Resonanzen die angestrebte Reduktion der Hamiltonfunktion (2.30} auf die KAM-Form (2.2)
verhindern, ohne daff auf den zur Durchfiihrung des KAM-Verfahrens ndtigen Formalismus

zuriickgegriffen werden miifte.

@ Nichiregulire Tori mit fester Richtung der Winkel-Geschwindigkeit

Zuniichst zerlegen wir den Stdrterm der Hamiltonfunktion (2.30) in einen winkelgemittelten
Anteil und den echt winkelabhingigen Restterm

BONI,8) = By(I,8) - (B,(I,¥))s (2.31)

Die Bewegungsgleichung fiir die Winkelvariablen

& = wo(l)+eBp(1,¥) (2.32)
nimmt nach Einfihrung der winkelgemittelten Frequenz
oK
So(l)= (%= .
o) ={37)s (2.33)
folgende Form an:
& = 2o(I) + B, &) (2.34)

Wir beschrinken unsere Betrachtungen nun auf Systeme, fiir die an der Stelle = g

B, &) = 20(5o) b(B) (2.35)

1Statt des Parameters 7 in (2.4) benuizen wir in diesem Abschnitt ¢, da der winkelabhingige
“Sedrterm” — wie sich herausstellen wird — klein sein mufi. Da ¢ fiblicherweise dimensionslos ist,
verwenden wir B, stait des sonst benutzien Symbols &. Der Index p (perturbation) dient nur zur
Unterscheidung dieser Grofie von Magnetfeldern (die Verwendung des Buchstabens B wird durch die
Anwendung des Kolmogorov- Verfahrens im Anhang B.4 nahegelegt).

* d.h. durch N rational unabhingige Besisfrequenzen vollstindig zu beschreiben; eine Funktion
&(t) heifit quasiperiodisch, wenn man sie in der Form &(1) = F(w1t,...,wnt) schreiben kann, wobei

F(z1,...,zn) eine stetige und und 27-periodische Funktion der Variablen z;—; . . w~ ist [Mos66].
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gilt. Die Bewegung auf dem nichtregulédren Torus bei ¥ = Iy wird dann durch die Gleichung
@11, = ﬁo(Io)(l + sb(@)) (2.36)

beschrieben. Die Vektor der Winkel-Geschwindigkeit ist also stets parallel zu einer festen
Achse, nur der Betrag und, bezogen auf diese Achse, das Vorzeichen der Geschwindigkeit

varieren.

¢ Beispiel: Bewegung eines Elektrons zuf einem sclchen Torus

Bei der nichtrelativistischen Bewegung eines Elektrons in stationiren und rdumlich periodi-
schen Feldern, die von einem riumlich periodischen Vektorpotential konstanter Richtung

A(r) = Alr) mit A(r +eiz123) = A(r), (2.37)
ri=1,2,3 aus (2.12) <t

und einem elekirischen Potential herriihren, welches der Beziehung (2.3) geniigt, nimmt die
Hamiltonfunktion (2.15) folgende Form an:

H(Pr)= -;— - 3(? - Po)-aé(f) (2.38)

m

Als Funktion der oben eingefiihrten Winkeln & (2.13) und Wirkungen [ (2.14) gilt
3
H(I, &)= Z f woi ()4l + 1}(3 - Io) -a §(@) (2.39)
=1

mit
- Q) G2 ag -
=]—,—, -~ und @)= —
« (:?:n kiis) Zn) 8 g( )

o=y EAY L

sowie v{%)aus(2.16) und wo(F)auws(2.17)

2% - )
c— A(r (S
7 (=(#) (2.40)

Nun zetlegen wir wiederam den Storterm der Hamiltonfunktion (2.39}) in einen winkelgemit-

telien Anteil und einen echt winkelabhfingigen Restierm
§UE) = 3(8) - 4Pz (2.41)

Wenn wir wie oben die winkelgemittelte Frequenz (2.33) einfiihren, gelangen wir zu folgenden

Bewegungsgleichungen:
' & = o(I) + & §OUB) (2.42)

Diese sind von der gleichen Form wie die obigen Bewegungsgleichungen (2.34). Falls der
Vektor & parallel zum Frequenzvektor §20(Ip) ist, kénnen wir den zweiten Term aunf der
rechten Gleichungsseite folgendermaBen schreiben: :

1@ gON(S) = e§3(Lo)b(S) (2.43)

Hierin sind ¢ und b dimensionslos. Die Bewegungsgleichungen auf dem Torus bei I = X sind
demnach in diesem Fall genau von der Form (2.36). @
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€© Die regularisierende Transformation!

Gesucht ist eine Transformation auf Witkungs-Winkel-Variable (I,9), die den invarianten
Torus bei I = Iy erhilt und die Bewegungsgleichung (2.36) auf diesem in die Form (2.3)
fiberfiihrt. In den neuen Wirkungs-Winkel-Variablen soll also Folgendes gelten:

ff |.§=I = &
T (2.44)
B ’Ezfg = {2

Da die Transformation natiitlich die ranmfeste Richtung des Winkel-Geschwindigkeitsvektors
nicht dndern kann, mufl gelten

2 = v82:( X)) (2.45)

d.h. die Windungszahlen auf dem gesuchten KAM-Torus sind den Komponenten des Fre-
quenzvektors §2o(fo) proportional. Die Windungszahlverhdlinisse auf dem vorgegebenen in-
varianten Torus bei J = I; sind also von vornherein bekannt.?

Mit der erzeugenden Transformation

S(I.8)=FF+¢(I-L) - Y(D) (2.46)

ergibt sich (vgl. Anhang A.0)
- - i) 4
= ¥ - ) —
I +¢ (£ - L) 55

& = F+cY(S)

V(&) mufl eine 2x-periodische Funkiion von & sein, denn nur dann sind die neuen Variablen

£ (X ] i ¥ LRt LA |1 950 L0 3£ aahy Tild aid

wieder Wirkungs-Winkel-Variable (vgl. Seite 63). Da

Iy, =1 = Ilpp =0 (2.48)
erhilt die Transformation den invarianten Torus. Mit dem Amnsatz
Y(@) = (Lo)y(#) (2.49)
und der Notation -
§o{do) = fio (2.50)

folgt )
Slr_r, = @lr_g,+e0y(F)

)
= (1 + eb{@}) + Eﬂoféé-ﬂo (1 + sb(@)) (2.51)

= ﬁo(l+5b(§)){1+5(90-%)y(§)}

'Es besteht kein Zusamunenhang mit der “regularisierenden Transformation” im Dreikérperproblem

(zu dieser vgl. {Whi37, §189] oder [Sie56, §7]).
Das ist im allgemeinen natiirlich nicht der Fall. Das KAM-Verfahren umgeht dieses Problem durch
die Suche nach einem Torus zu vorgegebenen Windungszahlen.
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(2.52)

- ~§2
(2.53)

Da andererseits
1-7
&
)+ 12

=0

gefordert ist, ergibt sich
b($) + [1 + eb(P)] (ﬂ 5

Y

Nach einer Fouriertransformation verwandelt sich diese Gleichung in eine Bestimmungsglei-

chung fiir die Fourierkoeffizienten Jmzo und den winkelunabhéngigen Term. Diesen kdnnen
(2.54)

1- .
Y = jo = (v)g !

wir daher mit dem 0O-ten Fourierkoeffizienten identifizieren
£
{2.55)

und erhalien so die folgende Bestimmungsgleichung fiir y{®):
Ju(@) + e =0

B(&) + [1 + ()] (Qo o
F]
(&) = (.Qo : 5—@;) W(®) (2.56)
(2.57)

Fiir die Grodle

ergibt sich unmittelbar die formale Losung
- HE)+ (e
&)= — =
2(2) 1+ eb(S)
Dabei ist {y)g durch die sich aus der Definition (2.58) ergebende Bedingung (z)g = 0
festgelegt:
(reits)
g = — - +ib(§) : (2.58)
<1 + eb(@) >@

7
s 2:-25
4

W) =Wz —i I 5o

Die formale Losung fiir y(®) ergibt sich daraus und aus der Definitionsgleichung (2.56):
IE0

(2.60)

+

< 1+

;

£ | b(®)

Die formale Losung ist natiirlich nur dann eine giltige, wenn
i

1) die Storang so klein ist, dafl
1+eb(@)#£0 =
ie ausfiihrlichere Argumentation im Anhang B.4. Damit ergibt sich iibrigens fiir die

"Wel. ggf. di
o 0]
©p=-lim — =48 (1-—5(@)@) 3.

’ t—os §
Hierbei ist zu beachten, daB (5($))s = 0 gilt (s.0.).
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— sonst ist die formale Losung (2.60) fiir z(#) nicht definiert. Die Stdrung darf also
nicht so stark sein, daB der Fluf anf dem invarianten Torus Fixpunkte enthilt. Das
Hegt daran, dafl der Flufl auf reguliren Tori keine Fixpunkte enthilt, und diese sich
anch durch kanonische Transformationen mnicht beseitigen lassen [Arn83, §10B];

2) die in (2.59) auftretenden Nenrner §2o - m nicht verschwinden und auch fiir grofie Wezte
von | v | nicht zn zasch abfallen, da sonst die Reihe divergiert {die exakie Formulierung

dieser Bedingung findet sich im Anhang B.1).

Fiir zu starke Storungen oder nicht geniigend irrationale Windungszahlverhélinisse (d.i. nahe
von oder in Resonanzen) existiert also keine regularisierende Transformation. Das fihrt in
diesem einfachen Fall aber noch micht zu chaotischem Verhalten, der Flufi auf dem hier
betrachteten nichtreguliren Torus bleibt vielmehr stets integrabel im Sinne des auf Seite 2
definierten Integrabilititsbegriffs, d.h. integrabel durch Quadratur. Die Bewegung verlduft
allerdings vollig anders als auf den Tori integrabler Systeme. Man findet 2z.B. periodische
Bewegung, deren Freauens (anders als im KAM-Fall!) von den Anfangsbedingungen abhingt,
also keine durch die Wirkungen festgelegte Konstante ist (Néheres — Anhang A.2).

® Anmerkungen zum allgemeinen Fall

Wenn alle Komponenten der winkelgemittelten Frequenz 2o (2.33) von Null verschieden
sind, kénnen im bislang betrachteten Spezialfall nicht einzelne Windungszahlen verschwinden,
sondern nur alle gleichzeitig. Das ist aber nicht typisch (generisch). Im allgemeinen gibt es
vielmehr unterhalb der Schwelle, an der die Stérung so stark wird, daff Fixpunkte existieren,
noch einen Bereich, in welchem aufgrund der Stirke der Stérung

e einzelne Windungszahlen verschwinden (ein solches Beispiel wird im Anhang B.4 auf
Seite 140 sowie im Anhang C.3 diskutiert), oder

e die Limes-Bildung in der Definitionsgleichung fir die Windungszahlen (1.1) nicht
moglich ist - die Windungszahlverhilinisse variieren chaotisch (sogenanntes toroida-
les Chaos, vgl. Kap.5.2 [BGKI1)).

In diesem Bereich sind natiizlich nicht alle Windungszahiverhdltnisse hinreichend irrational,
d.h. die KAM-Bedingung (B.9) kann ebenfalls nicht erfiilit werden. Wir bezeichnen im Fol-
genden den Bereich des Storparameters, fiir den der Flufl auf einem Torus Fixpunkie enthilt,
als “nichtreguliren Bereich im engeren Sinne”, und den Bereich, in dem aufgrund der Stérke
der Stérung wenigstens eine Windungszahl verschwindet oder einige Windungszahlen nicht
definiert werden konnen, als “nichireguliren Bereich im weiteren Sinne”.

" In dem in diesem Abschniit betrachteten Beispiel hingen zwar dic Windungszahlen von
der Stirke der Stérung ab, nicht aber die Windungszahlverhiltnisse. Auch das ist im allge-
x_ﬁeinen nicht so, was dazu fiihet, dafl normalerweise die Transformation eines vorgegebenen
invarianten Torus auf einen KAM-Torus uie in einem ¢-Intervall gelingt, sondern nur punkt-
weise. Diese Punkte haben auf der £-Achse aber ein endliches Maf, welches mit € — 0 gegen

1 strebt (— Anhang B.1).
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Kapitel 3

Isclierte chaotische Tor:

Wit wenden uns nun der Untersuchung der Bewegung auf im Phasen- bzw. Wirkungsraum
isolierten nichireguliren Tori zu, auf denen der Fluf - zumindestens fiir gewisse Werte des
Stérparameters 7 - seltsame Attraktoren enthilt. Tori dieses Typs bezeichnen wir im Fol-
genden kurz als ¢solierte chaotische Tori.

Zunichst geben wir ein einfaches Verfahren an, welches auf Hamiltonsche Systeme mit
einem Torus bei einem (und nur diesem) Wert Ip im Wirkungsraum fihrt, auf welchem der
Fluf im Limes » — oo nahe & = 0 einen voigegebenen seltsamen Attraktor enthilt. Dieser
Grenz{all ist im Hamiltonschen System (2.4) natiizlich unphysikalisch, im System

D) | 1- B)-6, 9) (3.1)

H=
aber keineswegs. Dot entspricht der Grenzfall 4 = oo einer Hamiltonfunktion (2.4) ohne
ungestérten Term, d.h. mit Ho = 0 und 4 = 1. Dieses System

H= (-5 -GI,&) (3.2)

bezeichnen wir naheliegenderweise als (reines) “Stdrsystem”.
Das hier vorgestellie Verfahien bedingt Symmetrien u uf den (speziellen) chao-
iischen Tori in Bezug auf die Fixpunkie und die Zeitumkehriransiormation, die anschiiefiend
untersucht werden. Beispielsweise entspricht jedem Attraktor ein strukturell identischer Re-
peller (d.i. ein Attraktor des zeitumgekekrten Flusses). Im dritten Abschnitt wird fiir den
Bereich des Storparametiers #, in welchem stationiie Lésungen der Bewegungsgleichungen
{Fixpunktie) existieren, ein systematisches Verfahren zur Suche nach weiteren Attrakioren
entwickelt. Zur Charakierisierung von Attraktoren bietet sich die Berechnung der Ljapunov-
exponenten an. Daher werden deren Definition und Figenschaften sowie die gingige Methqde
zu ihrer Berechnung referiert. o : - E ' :
~ Nach dieser Vorbereitung untersuchen wir in den letzten belden Abschniiten dl.eses Ka-
pitels detailliert die Bewegung auf zwel verschiedenen chaotischen Tori, die jeweils einen
wohlbekannten seltsamen Attrakior enthalten — im einen Fall den Rossler-Attrakior, im an-
deren den Lorenz-Attraktor. Wir betrachten m.a.W. zwei verschiedene Hamiltonsche Sysieme
' vom T Typ (2 4) wobel der luf} anf dem nichireguliren Torus im jeweiligen Storsystem nahe
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& = 0 die genannten seltsamen Attraktoren enthilt. Wie wir schon im Kap.2.3 gesehen
haben, kann die lokale Divergenzrate auf Tori - im Gegensatz zu dissipativen Systemen -
nicht iiberall negativ sein’, und deshalb muf sich der Flufl in anderen Regionen des Torus’
wesentlich von dem nahe des Ursprungs unterscheiden. Daher finden wir in den Stérsystemen
sowohl Repeller als auch Punktattzakioren und Grenzzyklen, die in den dissipativen Syste-
men von Réssler und Lorenz nicht vorkommen. Der Fluf im vollstindigen System (d.h. fiir
Ho(I) # 0) unterscheidet sich bei groflen Werten des Stérparameters 9 natiirlich kaum von
dem im Stoérsystem. Bei relativ kleinen Werten von ¢ — aber immer noch im “nichtreguliren
Bereich”, in dem Fixpunkte existieren - finden sich hingegen intermittente oder {meist) Pe-
riodenverdopplungsiiberginge von Grenzzyklen zu chaotischen Atiraktoren, wenn 7 variiert
wird; Punktattraktoren werden zu “normalen” Fixpunkten oder verschwinden ins Komplexe,
um einem Grenzzyklen Platz zu machen ...

3.1 Tori mit selisamen Attraktoren autonomer Differential-

gieichungssysteme

Ausgangspunkt des Verfahrens kann jedes autonome System gewdhnlicher Differentialgles-
chungen erster Ordnung mit M Kontrollparametern

£ = f(z;p1,...,PM) (3.3)
oder, in skalarer Notation,
i = fi(zj:ps) (3.4)
mit ¢,5 € {1,...,N} und re{l,., M}

sein, welches im N-dimensionalen Phasenraum der Variablen @ einen seltsamen Attraktor
endlicher Ausdehnung enthili.! Falls nétig werden die Variablen =z — durch Umskalierung
und/oder Nullpunkisverschiebung — so transformiert, dafl der Attraktor nahe dem Ursprung
plaziert wird. Anschlieflend ersetzt man

filzs;p:) = filz

H a*

oY= i (asin(ﬁ);p,\ (3.5)
h \ o

wobei der nen eingefiihrie Parameter « dimensionslos ist. Auf diese Weise gelangt man zu
dem modifizierten System

;= fi (a sin(%};p;-) ' (3.6)
Wegen

A
lim asin(—)==z 3.7
i asin(2) (3.7)

[

Mit lokaler Divergenzrate ist hier Shaws “comoving contraction rate” im Winkelraum (2.26) ge-
meint. Diese kann zwar in dissipativen Systemen stellenweise positive Werte annehmen (— [LL83,
Kap.7.1]), aber beispielsweise ist sie im dissipativen Lorenz-System (3.55) ortsunabhéngig, also iiberall

negativ. Auf Tori hingegen verschwindet stets ihr Mittelwert, vgl Kap.2.3.
tFalls der Attraktor kein chaotischer ist, sondern etwa ein Grenzzyklus, ist der resultierende isolierte

‘Torus zwar ein nichtregulirer, aber moglicherweise kein chaotischer.
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ist das modifizierte System (3.6) in diesem Limes offensichtlich mit dem urspriinglichen Sy-
stem (3.4) identisch. Die rechte Seite Seite der Gleichung (3.6) ist 2#-periodisch in den neuven

Variablen
=

&= - (3.8)
[43

und eine Variablensubstitution fihrt schlefilich auf das System

&; = — fi(asin &;:p.) (3.9)

R | e

Nun identifiziert man die rechte Seite dieses Gleichungssystems mit dem Vektorfeld G(8):

G(&) = alf(a sin®y,...,asin@nip1,...,par) (3.10)

Dieses Vektorfeld ist offenbar 27-periodisch in den Variablen €. Wenn man es in die Bewe-
gungsgleichungen (2.5) einsetzt, gelangt man zu folgenden Bewegungsgleichungen auf dem
Torus bei I = Xo:

& = wo(lo) + gf(asin B1,...08in®N:p1, ... D0) (3.11)

An dieser Stelle filhren wir eine skalierte Zeitvariable 7 = ¢ ein. In Bezug auf diese lauten
die Bewegungsgleichungen

wo( o)
7

&' = -+ f(asm@l,...,asin@N;ph...,pM) (3.12)

Zu einer Bewegungsgleichung der gleichen Form gelangen wir auch, wenn wir von einer Ha-
miltonfunktion der Form (3.1) — statt wie bisher von einer der Form (2.4) — ausgehen und
fiir das Vektorfeld G(€) die Beziehung (3.10) einsetzen. Die Ableitung ist dann allerdings
bzgl. der unskalierten Zeitvariable ¢ zu nehmen:

: '
& = wolfo) —_ 4 f(asm $y,...,asindy;p1,...,0M) (3.13)
'f
Im Limes .
é:g-—ﬂ] und 7 — o< (3.14)

tendiert das System (3.13) gegen das urspriingliche Differentialgleichungssystem {3.3). Ein

ursprungsnaher Attrakior des Systems (3.3} wird deshalb in diesem Grenzfall an der gleichen
Stelle auch im System {3.13) auftauchen. Fir hinreichend grofie Werte von 9 erwartet man
natiirlich, diesen Attraktor auch im System {3.12) in nur wenig modifizierter Form an der

gleichen Stelle wiederzufinden.
Die Bewegung im Grenzfall = oc kann aunch fir endliche Werte von 4 — ndmlich y = 1 -

1712 56V il Aaeh

realisiert werden, wenn Ho{Fp) = 0, was wo(¥p) = O impliziert. Die Bewegung im Storsystem
(3.2) des Hamiltonschen Systems (2.4) tritt also bei endlichem.7 tatséchlich auf, wenn

wy(fp)=8 und g=1 (3.15)
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Der Grenzfall 7 = oo kann daher interpretiert werden als “Abschalten des ungestorter An-
teils” im System (3.1), oder als der Fall “unendlich grofier Storung” im System (2.4), und
schliefillich als Realisierung der Bewegung im Storsystem (3.2) des Hamiltonschen Systems

(2.4) durch die Parameterwerte (3.15).
Unbeschadet der Ubereinstimmung im Limes (3.14) unterscheidet sich das System (3.13)

vom urspriinglichen (3.3) in verschiedener Hinsicht:

o Die 27-Periodizitidt der rechten Seite von (3.13) bedingt, dafl (im besagten Grenziall)
statt eines einzigen Attraktors ein unendlich ausgedehntes, N-dimensionales Gitter von
Attrakioren mit Gitterkonstanten 27 in jeder Komponente von € auftritt.

e Da die Existenz “dissipativer Regionen” {mit Ag | < {0) diejenige von “antidissipati-
ven” mnach sich zieht (— Kap.2.3), wird sich das System (3.13) weitab vom Ursprung
und seinen aguivalenten Versionen, also in einiger Entfernung von

&=k, kecZ” (3.16)

vom urspriinglichen System (3.3) qualitativ unterscheiden. Da beide Systeme nur im
Grenzfall (3.14) zusammenfallen, wird ihr Verhalten auch in der Umgebung von (3.16)
unterschiedlich sein, sofern 7 und/oder a kleine Werte annehmen.

Offenbar kénnen alle in autonomen Systemen gewdhnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung auftretenden — ggf. seltsamen — Attraktoren endlicher Ausdehnung aunch auf (iso-
lierten) michtregulidzen Tori vorkommen, wobei die Hamiltonschen Systeme, die solche Tori
enthalten, jeweils leicht mit dem hier vorgefiihrten Verfahren anzugeben sind.!

3.2 Symmetirien der Bewegung auf diesen chaotischen Tori

Die Bewegungsgleichungen (3.12) bzw. (3.13) enthalten wegen
sin ¢ = sin{w — @) {3.17}

Symmetrien in Bezug auf die Fixpunktlésungen und die Zeitumkehrtransformation.? Bevor

P 34 [ o ST .,
[

wir uns der Betrachtung konkreier Beispiele zuwenden ist es ratsam, diese Symm

 Dieses Verfahren ist natiirlich in gleicher Weise auf Differentialgleichungssysteme mit beliebi-
ger Zeitabhingigkeit anwendbar, wenn man letztere bei der “Periodisierung” der tbrigen Variablen
vnverdndert 1aft. Im Spezialfall nicht-autonomer Systemen mit periodischer oder quasiperiodischer
Zeitabhingigkeit kann die explizite Zeitabhingigkeit — vor oder auch nach der “Periodisierung” der
tbrigen Variablen — durch die Einfiilhrung never Winkelvariabler eliminiert werden {— Anhang A.0).
Das “Periodisierungsverfahren” {iihrt dann auf Systeme mit nichtreguidren Tori, die Teil einer aus
gleichartigen Tori zusammengesetzien invarianten Hyperfliche im Phasenraum sind (— Kap.4.7).
Die Behaupiung, dafl das Verfahren “stets funktioniert”, mufl allerdings wie folgt prizisiert werden:
Wenn die Parameter {p, } festgehalten werden, konvergieren die Ljapunovexponenter im Limes (3.14)
gegen diejenigen des urspriinglichen Atiraktors, sofern dieser strukiurell stabil ist. Andernfalls kann
“man Parameter {p, } finden, welche von o und 7 derart abhingen, dafl die Ljapunovexponenten und
“die {p,} in diesem Limes zu den ffir den urspriinglichen Attraktor giiltigen Werten konvergieren.
" *Diese Symmetrien gelten teilweise auch fiir Bewegungsgleichungen, die mit Hilfe anderer “Peri-
odisierungsverfahren” hergeleitet wurden {— Anhang A.3).
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détail zu untersuchen, da man auf diese Weise einiges iiber das Verhalten weitab von (3.16)

in Erfahrung bringen kann.

€ Fixpunkt-Symmetrien

Zunichst betrachien wir die stationiren Losungen der obigen Bewegungsgleichungen (3.12)
bzw. (3.13) auf dem chaotischen Torus. Falls wenigstens ein Fixpunkt &. existiert - und
jeder Fixpunkt des urspriinglichen Systems (3.3} bedingt im Limes {3.14) die Existenz eines
solchen Fixpunktes —, so folgt aus der Symmetrierelation (3.17) die Existenz von N — 1
weiteren nichi-Gguivalenten Fixpunkten!, sofern

@*,i#g-i-k?r,keﬂ firalle i=1,... N (3.18)
da dann fir alle Komponenten &.; # 7 — ®.; gilt.} Mit der Notation
3l =g, all-z_g (3.19)
kann jeder dieser 2" Fixpunkte duzch N Bits [ny,...,nn] charakterisiert werden:
gl — gl alal) and mier.w € (01) (3.20)

Damit die Bezeichnung eindeutig wird, ist allerdings moch eine weitere Festlegung notig.
Naheliegenderweise identifizieren wir [0,0,0] mit dem ursprungsnichsten Fixpunkt.

Wo Fixpunkte der Bewegungsgleichungen (3.12) existieren, witd man natfizlich die Be-
wegung in ihrer Umgebung mit Hilfe der linearen Stabilititsanalyse analysieren. Die Ent-
wicklung der allgemeinen Bewegungsgleichung (2.5) um . fiihrt wegen @5 = 0 bzgl. der
skalierten Zeit auf - .
, G (4, B)
&'y, = ———

¢ 5&
Die Eigenwerte der Matrix g G |zrG charakterisieren den FluB nahe &.. Sind z.B. alle Eigen-
werte negativ, so ist der V“’puu”t ein {Punki-}Attraktor. Fiir Vektorfelder &($), die durch

eine Beziehung der Form (3.10) definiert sind, gilt
o0G:  0Gi

6. (B —8.)+... (3.21)

= - - cos{Ex ;) {3.22)

3%.;  Osin{®, ) \%=i) \es)

Jeder Fixpunkt [ny,...,7n] hat daher unter den anderen 2% _ 1 Fixpunkten einen konju-
gierten Partner [w1,...,nx] mit den entgegengesetzten Eigenwerten, nimlich

U (329

da cos g = — cos{w — ).

t Zu jedem Fixpunkt @, gibt es natiirlich ein Gitter von dguivalenten Firpunkien, die sich von &.
{komponentenweise) nur durch beliebige ganzzahlige Vieliache von 27 unterscheiden (alle Gitterkon-
stanten sind gleich 2x).

! Falls fiir eine Komponente die Bedingung (3.18) verletzt ist, so gibt es mur 2N 1 — 1 weitere
nicht-dquivalente Fixpunkie, usw.: Falls diese Beziehung fiir » Komponenten von &, verletzt ist, so

“gibt es mar 2Y¥7® — 1 weitere n_icht-.’:iquivalente Fixpurkte — im Extremfall n = N also keine weiteren
nichi-Zquivalenten.
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€ Zeitumkehr-Symmetrie

Vergleicht man nun ganz allgemein die Bewegungsgleichungen eines Punkts & mit denen des

konjugierten Punkis
F=(r=8,..., 7—IN)=En—& (3.24)

so fillt ins Auge, daff @ = — &. Auferdem hat die Symmetrierelation (3.17) der Sinus-
funktion fiir Vektorfelder G($), die durch eine Beziehung der Form (3.10) definiert sind, zur
Folge, daf G(&) = G(#). Die Bewegungsgleichungen eines Punkts & sind daher den zeitum-
gekehrten Bewegungsgleichungen des konjugierten Punkts @ vollstindig dquivalent.! Jeder
Trajektorie entspricht daher unter Zeitumkehr genau eine andere, die aus der urspriingli-
chen durch die Transformation (3.24) hervorgeht, d.h. durch eine einfache Kombination einer
Verschiebung um den Vektor # mit einer Spiegelung am Ursprung. Alle Attrakioren treten
daher - lediglich verschoben und gespiegelt — auch im zeitumgekehrten Flufi auf. Da die
Attraktoren des zeitumgekehrten Flusses aber Repeller der Bewegung sind, gibt es zu jedem
Attraktor einen Repeller vom gleichen Typ, und beide gehen durch die invertierbare Transfor-
mation (3.24) auseinander hervor (siche auch das oben besprochene Beispiel der Fixpunkte!).

3.3 Systematische Suche nach Attraktoren auf isolierten

nichtreguldren Tori

Der Flud auf einem chaotischen Torus wird aufler dem ursprungsnah im Stérystem vorge-
gebenen seltsamen Attraktor und eventuell atiraktiven Fixpunkten (= Puynkiatirakioren) im
allgemeinen natiizlich noch weitere chaotische oder periodische Attraktoren (= Grenzzyklen)
enthalten. Um diese systematisch (und nicht nur zuféllig) aufzufinden, wurde das im folgen-
den erliuterte Verfahren angewandt.

Bekanntlich gibt es zu jedem Fixpunkt eine stabile und eine instabile Mannigfaltigheit,
die folgendermafien definiert sind: Trajektorien mit Anfangsbedingungen auf der stabilen
Mannigfaltigkeit stzeben im Limes ¢ — co gegen den Fixpunkt, wihrend solche mit Anfangs-
bedingungen auf der instabilen Mannigfaltigkeit im Limes ¢ — — oo (d.h. bei Zeitumkehr)

gegen den Fixpunkt streben.’ Trajekiorien mii Anfangswerien auflerhalb dieser Mannigial-
tigkeiten streben fiir { — oo gegen die instabile Mannigialtigkeit (man denke etwa an die
Bewegung in der Umgebung eines Sattelpunktes in einer Ebene, vgl. [Ver80, Fig.3.5]). Die
stabilen bzw. instabilen Mannigfaltigkeiten verlaufen im Fixpunki tangential zu den duck
die lineare Stabilititsanalyse (siehe Abschniit 3.2) ermiitelter, und haben die gleiche Di-
mension wie jene [Ver$0, Kap.3.3]. Die Summe der Dimensionen der stabilen und instabilen

- 1 Anders ausgedriickt: Falls $(¢) cine Losung der Bewegungsgleichungen vom Typ (2.5) auf einem
nichtreguliren Torus darstellt, dann ist $(~1) = % — @(—i) ebenfalls eine Lésung dieser Bewegungs-
gleichungen, und umgekehrt (da & = &). ' o

*Zurn Begriff Mannigfaltigheit — Anhang A.5. Singulire Fixpunkte - das sind solche, die minde-
stens einen Eigenwert mit verschwindendem Realteil haben - besitzen auflerdem noch eine neutirale
Mannigfaltigkeit {“center manifold”; Naheres dazu siche '[Ver90, §13.4]). Wir haben es typischer-

“weise aber stets mit nichtsinguliren Fixpunkten zu tun — dies ist der “generische” Fall, auf dessen
Behandlung wir uns hier konzentrieren.
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Mannigfaltigkeiten eines Fixpunktes, n, und n., ist gleick der Zahl der Komponenten N des

Differentialgleichungsystems:
Ne + 0y = N {3.25)

Auferund der Eindeutigkeit der Losungen des Differentialgleichungssystems dar{ sich eine
solche Mannigfaltigkeit nicht selbst schneiden. Ebenso wenig darf eine von einem Fixpunkt
ausgehende stabile Mannigfaltigkeit eine von einem anderen Fixpunki ausgehende stabile
Mannigfaltigkeit schneiden, und vice versa fiir instabile Mannigfaltigkeiten. Stabile und insta-
bile Mannigfaltigkeiten diirfen sich hingegen schneiden {auck wenn sie vom selben Fixpunkt
ausgehen). Ein solcher Schnitt muf allerdings vom Fixpunkt der instabilen Mannigfaltigkeit
bis zum Fixpunkt der stabilen Mannigfaltigkeit verlaufen, da jedem Schnittpunkt eine Kurve
entspricht, die vom Fixpunkt der instabilen Mannigfaltigkeit ausgeht und im Fixpunkt der
stabilen Mannigfaltigkeit endet.

Die Dimension der Schnittmannigfaltigkeit d. ist also mindestens gleich eins. Sie héngt
mit den Dimensionen ! bzw. nl der stabilen bzw. instabilen Mannigfaltigkeiten folgen-
dermaflen zusammen (die Striche erinnern hierbei daran, daf es sich um Mannigfaltigkeiten
zu — moglicherweise — verschiedenen Fixpunkten handelt): Wenn die Mannigfaltigkeiten sich

e nicht “echt schneiden”, sondern zusammenfallen, d.h. iberall tangential zueinander
verlaufen, gilt d. = min{n’, n!). Dieser Fall ist aber untypisch (nicht “generisch”);

s hingegen “echt schneiden”, gilt d. = =, + n} — N.

Falls
b +ay—N2>1 (3.26)

ist es daher nicht uniypisch (bzw. ist es “generisch”), dall sich die zugehorigen stabile und
instabile Mannigfaltigkeit (“echi”) schneiden. Die von einem Fixpunkt ausgehenden stabi-
len und instabilen Mannigfaltigkeiten etwa kénnen sich aus Dimensionsgrinden nicht “echt
schneiden”. Die stabile Mannigfaltigkeit eines total attraktiven Fixpunktes (n, = N) wird
hingegen typischerweise die instabilen Mannigfaltigkeiten anderer Fixpunkte schneiden. Man

erwartet also, einen solchen Fixpunkt als Endpunki von Trajektorien zu finden, die auf in-
¥ I'

stabilen Mannigfaltigheiten anderer Fixpunkte verlaufen.
~ Auch fiir periodische Trajektorien lassen sich stabile und instabile Mannigfaltigkeiten de-
finieren (— {Hak83a, Kap.1.12], besonders Figur 1.12.21). Anders als im Fall nichtsinguldrer
Fixpunkie gibt es fiir solche Bahnen steis noch eine neutrale Mannigfaltigkeit (“center ma-
nifold”} parallel zur Bewegungsrichtung, in welcher sie weder atirakiiv noch repulsiv sind.
Senkrechi zur Bewegungsrichtung ist ein Grenzzyklus — darumter verstehen wir stets eine
attraktive periodische Trajekiorie — aber fiir alle Punkte in seiner Umgebung attrakiiv. In
diesem Sinn gilt auch fir Grenzzyklen n, = N, und daher erwarten wir, dafl Grerzzyklen
asymptotisch Endpunkt von Trajektorien smd die auf mstabﬂen Manmgfalt1gke1ten von Fix-
punkten verlaufen.
“Um Trajektorien in allen abstofilenden -Richtungen auf der instabilen Mannigfaltigkeit ei-
nes Fixpunkte zu finden, bietet sich folgendes Vorgehen an: Man wihle (im Fall N = 3)
sechs Startpunkie nahe des Fixpunkties, die durch Verschieburg aus dem Fixpunkt parailel
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zur Richtung der Achsen des orthogonalen Koordinatensystems (&1, ®2,®3) auf dem To-
rus gewonnen werden, und paarweise aul verschiedenen Seiten des Fixpunktes liegen. Dies
tue man fiir alle Pixpunkte — deren Lage ist nach, ggf. numerischer, Losung der Fixpunki-
gleichungen bekannt. Wenn inan aus diesem Ensemble die zu Punktatizaktozen gehdrigen
Startwerte herausnimmt, so muf auf jedem der Punktattraktoren wenigstens jeweils eine der
verbliebenen Trajektorien enden.

In diesem Sinn funktioniert das Verfahren auf den von uns untersuchten chaotischen Tozi
tatsichlich. Ferner wurden mit dem Verfahren Grenzzyklen und auch chaotische Attraktoren
entdeckt. Verschiedentlich wurde zu Testzwecken versucht, den Punkt, an dem ein Attraktor
bei Variation des Parameters 5 verschwindet, durch immer niheres “Heranpirschen” (wegen
der Schrumpfung des Attraktionsgebietes bei gleichzeitiger Wanderung des Attraktors) so
genau wie méglich festzulegen. Solange ein Attraktor auf diese Art verfolgt werden konnte,
war er stets auch Ziel wenigstens einer Trajektorie des eben beschriebenen Ensembles. Es
gelang also nje, einen Attrakior aufzuspiiren, der nicht auch mit der hier beschriebenen
Methode hitte aufgefunden werden kénnen. Mit anderen Worten — das Verfahren funktioniert
allem Amnschein nach so gut, wie man es nur erhoffen konnte.

3.4 Ljapunovspekiren von Attraktoren

“I,japunovexponenten sind die mittleren exponentiellen Divergenz- oder Konvergenzraten be-
nachbarter Bahnen im Phasenraum.! Da benachbarte Bahnen aber sehs Ahnlichen Zustinden
enisprechen, bedeutet exponentielle Divergenz der Bahnen, daf Systeme, welche wir vielleicht
nicht einmal unterscheiden kénnen, sich rasch sehr verschieden verhalien werden — die Vor-
hersaghatkeit geht verloren. Ein System, das wenigsiens einen positiven Ljapunovexponenten
enthilt, ist per definitionem chaotisch!, wobei die Gréfle des Exponenten die Zeitskala wie-
derspiegelt, auf der das System unvorhersagbar wird [Sha81].” [WS2V85)
Ljapunovexponenten wurden erstmals vor 100 Jahren von Poincaré und Ljapunov im
Zusammenhang mit der Stabilitit periodischer Trajektorien betrachtet [Whi37, §173] (dort
sind die Originalarbeiten zitiert). Da periodische Trajektorien im Phasenraum dicht liegen,
7y langer Zeit) die Verallgemeinerung des Konzepts auf nicht-

gelang Oseledec {vor nicht

periodische Bahnen [Ose68]. Binen guten Uberblick iiber die seitherige Entwickiung enthalt
das Buch von Lichtenberg und Lieberman [LL83, Kap.5.2b].

Die gingige Methode zur Berechnung aller Ljapunovexponenten eines gegebenen Diffe-
rentialgleichungssystems wurde unabhingig veneinander von Bennetin et al. [BGS80] und
von Shimada und Nagashima [SN79] entwickelt. In dieser Arbeit wird das auf dieser Basis
von Wolf et al. [WS?V85] erarbeitete Computerprogramm benutzt. Neben der sehr gut les-
baren Arbeit von Wolf et al. [WS?V85] wird dieses Verfahren aunch in den Lehrbichern von

Lichtenberg/Lieberman [LL83, Kap.5.3b] und Jackson [Jac89, Kap.7.10] erldutert, so daff wir

tSofern das Differentialgleichungssystem eine Lipschitz-Bedingung erfiillt, kénnen sich zwei Tra-
» . . . - - » - . kel
jektorien nicht schneller als exponentiell voneinander entfernen (die Distanz kann z.B. nicht wie ef1

wachsen), vgl. [Jac89, Kap.7.10].
" tpatiirlich nur dann, wenn man fiir ein endliches Maf von Anfangsbedingungen im Phasenraum

einen positiven Ljapunovexponenten findet.
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uns bei der Beschreibung der Berechnungsmethode kurz fassen kénnen. Zuvor geben wir eine
Zusammenstellung der hier relevanten Eigenschaften der Ljapunovexponenten.

Verfolgt man die Entwicklung einer infinitesimalen M-Sphire im Phasenraum eines kon-
tinuierlichen dynamischen Systems, welches duzch ein System von B Differentialgleichungen
erster Ordnung

z = f(=) (3.27)
gegeben ist, so wird sich die Kugel aufgrund der lokal deformierenden Natur des Flusses zu
einem M-Ellipsoid entwickeln. Der i-te Ljapunovexponent kann definiert werden als Langzeit-
limes des Quotienten aus dem Logarithmus der Linge der i-ten Hauptachse dieses Ellipsoids
{in Einheiten der Anfangslinge dieser Achse) und der Zeit t:

) 1 pf(t)) )
A= -In—1,t=1,..., 2
t}:1_>n.}o (i In 20) i=1 M {3.28)

wobel die Exponenten iiblicherweise in fallender Reihenfolge angeordnet werden:
MZA>...2 A (3.29)

Auf diese Weise hdngen die Ljapunovexponenten mit der expandierenden oder kontrahie-
renden Natur der verschiedenen Richtungen im Phasenraum zusammen. Es gibt allerdings
im allgemeinen keine wohldefinierte Richtung, die zu einem gegebenen Exponenten gehorte,
da die Orientierung der Ellipsoid-Hauptachsen wihrend der Bewegung auf einem Atiraktor
stindig wechselt. [WS2V85]

Natiizlich werden fast alle Vekioren = dazu tendieren, sich in die Richtung anszurichien,
in der lokal die Expansion am stirksten ist. Die Definition (3.28) ist daher zur Berechnung
der Ljapunovexponenten (aufler des gréfiten unter ihnen) ungeeignet. Zu diesem Zweck macht
man vielmehr davon Gebrauch, daff Oseledec [Ose68] auch dieses Konzept verallgemeinert
hat, um die exponentielle Anderung eines n-dimensionalen Volumens v im Tangentialraum
(des Phasenzaums) zu beschreiben. Ein Ljapunovexponent der Ordunung n wird definiert als

(n)
" _ g (3 LV__(_M)
AV = }in,}n 2 In T V(")(Ee,ﬂ) I, (3.30)

Fiir fast alle n-dimensionalen’ Volumina V(®) ist dieser Ljapunovexponent der Ordnung =
gleich der Summe der n groften Ljapunovexponenten der Ordnung 1 [Ose68, BGS80]

A =57 (3.31)
&

und diese Begiehung liegi der numerischen Methode zur Berechnung der NV Exponenten erster

Ordnung zugrande (s.u.).
Die mittlere exponentielle Anderungsrate des Phasenranmvolumens Ag (gemittelt entlang
einer Trajekiorie) ergibt sich so als Summe aller Ljiapunovexponenten erster Ordnung:

M
Ao =AM = 5™ (3.32)

=1
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Unter dissipativen Systemen versteht man solche, fiir die stets Ag < 0 gilt. In dissipativen
Systemen findet die Bewegung im Langzeitlimes (nach der “transienten Phase”) daher auf
einem Gebilde mit verschwindendem Phasenraumvolumen statt, einem Attraktor. Im Fall
Hamiltonscher Systeme ist natiizlich Ao = O {Liouvillesches Theorem, vgl. Kap.2.2), und
daher muf} die Summe aller Ljapunovexponenten stets verschwinden:

N
Ao = XM= =% =0 (3.33)

=1

Tatsiichlich gilt fiir Hamiltonsche Systeme wegen der Symmetrie der Hamiltonschen Glei-

chungen
Af = = AgN—iti Z=1,.N (334)

d.h. die Ljapunovexponenten treten in Paaren mit gleichem Betrag und entgegengeseiztem
Vorzeichen auf.! Von Ao zu unterscheiden ist die relative Anderung des spezifischer Phasen-
ranmvolumens oder lokale Divergenzrate (vgl. Kap.2.3)

_ e

Ag = W = ?g =f(z) (3.35)

die eine lokale (ortsabhingige) Grofe ist und auch fir dissipative Systeme stellenweise positive
Werte annehmen kann. Falls Az konstant ist, haben beide Grofien natiirlich den gleichen

(fiir dissipative Systeme negativen) Wert [LL83, Kap.7.1]:
Apg=hA=const. = Ap=A4A (3.36)

In autonomen Systemen verschwindet stets ein Ljapunovexponent (aufler fiir Bahnen, die
auf Punktatiraktozen enden), da Trajektorien in der Richtung des Flusses nicht exponentiell
auseinanderstreben konnen.! In Hamiltonschen Systemen verschwinden daher imme:r zwe:

Ljapunovexponenten.
Exponentielle Expansion des Phasenraumvolumens auch nur in einigen Richtungen ist mit
der Bewegung auf einem begrenzien Attraktor natiizlick nur dann vertzighch, wenn irgendein

“Faltungsprozef” weit auseinanderliegende Trajektorien immer wieder zusammmeniihrt. Be-
nachbarte Zustinde werden also durch abwechselnde exponentielle Divergenz (in den mit den
positiven Exponenten zusammenhingenden “Richtungen”, s.c.) und anschliefiende Faltung
voneinander geirenni (“dekorreliert”). Das Langzeitverhalten einer Trajekiorie mit bekann-
ter Anfangsbedingung ist dann nicht vorhersagbar — solches Verhalten bezeichnet man als
chaotisch, und Attraktoren mit (wenigstens einem) positiven Ljapunovexponenten als chao-

tische oder seltsame Atiraktoren.t Diese liegen im Phasenraum nicht auf Hyperflichen (mit

- 'Fiir die Ljapunovexponenten periodischer Bahnen findet sich der Beweis in [Whi37, §177).
Fiir periodische Bahnen findet sich der Beweis wiederum in [Whi37, §§173&174). Der allgemeine
Fall wird in {Hak83b] behandelt.
- "Wir verwenden die Ausdriicke chaotischer und sefisamer Attraktor hier wie gesagt stets synonym,
‘obwohl man streng genommen unter seltsamen Attraktoren Gebilde versteht, die gewisse Axiome
erfiillen, auf die wir in dieser Arbeit nicht niher eingehen {vgl. die zitierten einschlagigen Quellen).
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ganzzahliger Dimension), sondern besitzen eine “fraktale” Struktur mit nicht ganzzahliger Di-
mension — im Gegensatz zu reguldren Aitraktoren, deren Ljapunovspektrum keine positiven
Exponenten enthilt.

Es gibt auch Zusammenhinge zwischen der frakialen Dimension seltsamer Attrakioren
und ihrem Ljapunovspekirum. Eine solche zwar nicht exakte, aber in der Regel gut erfillte
Beziehung ist die zwischen den Ljapunovexponenten und der Informations-Dimension dy, die
von Kaplan und Yorke postuliert wurde (Kaplan- Yorke conjecture [KY79], vgl. besonders
Jacksons Darstellung [Jac89, Kap?.12]):

, d
dy =4+ Z)"

| A1 i 22

(3.37)

i+l

wobel z/\,>{) und ZA <0

i=1 i=1

Da die Ljapunovexponenten nur die exponentielle Anderung des Abstandes infinitesimal be-
nachbarter Bahnen messen, enthalten sie keine Information iber den Faltungsprozefi auf
seltsamen Atiraktoren, der die Dimension dieser Attrakioren natiirlich mitbeeinflufit. Es ist
daher nicht zu erwarten, daf eine Beziehung wie die durch die Kaplan-Yorkesche Vermutung
gegebene exakt giiltig ist (vgl. Jackson, aaQ.).

Die Grifle der Ljapunoverponenten ist ein quantitatives Maf dafiiz, mit welcher Rafte
der dem dynamischen System zugrundeliegende Prozef Information erzeugt oder vernichtet
[Sha8l]. Wolf et al. [W5%V85] geben die Ljapunovexponenten daher in Bits an, d.h. sie
wihlen statt Logarithmen zur Basis e solche zur Basis 2 in den Definitionen (3.28) & (3.30).
Wir halten uns in dieser Hinsicht an die gingigere Konvention (die Umrechnung ist trivial).
Die Vorzeichen der Ljapunovexrponenten charakterisieren die Dynamik auf den Attrakto-
hingegen qualitativ. In dreidimensionalen Systemen kdnnen Attrakioren beispielsweise

[
(4]
=)

nur die fs?gunuen Spekiren besitzen [WS2V$5]:
e (+.,0,—) — selisame Attraktozen;
e {0,0,—) - attrakiive 2-Tori';
e (0,—,—) - Grenzzyklen;
o (—,—,-—) - Punkiatiraktoren.

Die Definition (3.28) ist zur praktischen Berechnung alier Ljapunovexponenien ungeeig-
net, da, wie schon gesagt, fast alle Vektoren die Tendenz haben, sich in die Richtung, die lokal
am stirksien expandiert, zu drehen, und ferner, weil die Ellipsoid-Hauptachsen nicht infini-
tesimal bleiben. Beide Probleme werden durch die kombinierte Betrachtung der Bewegung
im Phasenraum und im Tangentialraum vermieden. Man definiert eine Testtrajektiorie im
Phasenraum - das Zentrum des Ellipsoids — durch die Wirkung der nichilinearen Bewegungs-
gleichungen (3.27) auf einen Startpunki. Trajektorien auf der Oberfliche der Sphire kénnen

T Auf den 2-Tori ist die Bewegnng periodisch oder quasiperiodisch, also nicht attraktiv, Daher gibt
es, den beiden Richtungen entsprechend, zwei verschwindende Ljapunovexponenten.
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dann durch die Wirkung der linearisierten Bewegungsgleichungen auf Punkte, die von der
Testtrajektorie einen infinitesimalen Abstand haben, definiert werden.! Die Expansionsraten
der Ellipsoid-Hauptachsen findet man so durch die zeitliche Entwicklung eines willkiirlich
gewihlten Satzes von A orthonormalen (Tangential-}Vektoren infinitesimaler Lénge. Da
auch die Linge dieser Vektoren divergiert, und fast alle Vektoren dazu neigen, sich in die
Jokal am stérksten expandierende Richtung zu drehen, werden die M Tangentialvekioren in
regelmifigen Abstinden mit der Gram-Schmidt-Prozedur re-orthonormalisiert (etwa einmal
pro Umlauf auf{ dem Attraktior). Dabel wird ein Vektor »; normalisiert, einrem zwelten vz
wird die Komponente in Richtung »: genommen, bevor er normalisiert wird, usf. Der Vektor
vy wird also mit der gréften Rate A; wachsen. Der Vektor v ist wegen der wiederhol-
ten Richtungsinderungen nicht frei, sich in die am schnellsten oder die am zweitschnellsten
expandierende Richtung auszurichten. Der von v, und vy aufgespannte zweidimensionale
Unterraum wird aber durch die Gram-Schmidt-Prozedur nicht gedndert und daher mit dez
Rate A(® = X, + A; wachsen, woraus sich Ag exgibt, usf. fiir die ibrigen Ljapunovexponenten.
Die numerischen Berechnung basiert also auf den Beziehungen (3.30) und (3.31).

3.5 TFixpunkie und Attraktoren auf chaotischen Tori vom

Rossler-Typ

Wir nehmen das von Réssler [Ros76] angegebene Differentialgleichungssystem

E = —y—z
g = z-+ay (3.38)
= b+z(z-¢c)

zum Ausgangspunkt einer ersten konkreten Anwendung des im Abschnitt 3.1 beschriebe-
nen Verfahrens. Rossler legte seinen Berechnungen folgende Werte der Kontrollparameter

zugrunde:
a=02 b=02 =57 (3.39)

3.5.1 Der Rdssler-Torus

Wenn wir Résslers System (3.38) mit dem System (3.3} identifizieren und es in die Bewe-
gungsgleichungen {3.12) einsetzen, so erhalten wir in Bezug auf die skalierte Zeit die folgenden

Bewegungsgleichungen auf dem Torus zu I = Iy:

&' = f—gi—sinég—simés
&' = 222 Lsind; 4+ asindy ' (3.40)
7
b ¢
33’ = %-i-—-{-asin@s{sin@l——}
7 c o

TDies sind m.a.W. Tangentialvektoren infinitesimaler Lénge.
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Wie im Kapitel 2.2 beschrieben wurde, kann man leicht elektromagnetische Felder
(bzw. deren Potentiale) angeben, in deren die Bewegung nichtrelativistische Bewegung gela-
dener Einzelteilchen mit dem passenden kanomischen Impuls auf einem Torus stattfindet und
vorgegebenen Bewegungsgleichungen geniigt. Im hier betrachteten Fall setzt man folgendes
Vektorpotential in die Bewegungsgleichungen (2.10) ein:

— zosin (271*@%—) — zgsin (217%)
- EA(T) =1 Yo sin (271'535) + ayg sin (Qﬂ'%) (3.41)
m
b . 2 . " ¢
2 o -+ azp sin (27{56) {sm (27['2—(;) - a—}
Wenn man anschliefend auf die Wirkungs-Winkel-Koordinaten (2.13) & (2.14) transformiert,
erhiilt man gerade die Bewegungsgleichungen (3.40) auf einem Torus, der durch einen fesien

Impulswertwert P = P charakterisiert wird. Das zugehérige elektrische Potential ist durch
die Beziehung (2.9) definiert. Auflerhalb des nichtreguliren Torus’ hingt die Frequenz

wo(P) = 22 (% 5 iDi) (3.42)
m \%o Yo 20

hnear vom kanonischen Impuls ab.

Im Folgenden gebrauchen wir steis Rosslers [Ro6s76) Kontrollparameterwerte (3.39). Fer-
ner setzen wir @ = 100. Innerhalb gewisser Grenzen, die im folgenden Abschnitt erliutert
werden, hingt die Bewegung vom Wert des Parameters & nimlich nur sehr schwach ab.
Der numerische Wert der Frequenz wo des ungestérten Systems ist dhnlich unwichtig (im
Limes 9 — oo bzw. im Stdrsystem sogar ginzlich bedeutungslos). Den hier prisentierten
Berechnungen liegt wo = (crg,ag, 1) zugrunde, wobei oy = (v/5 — 1)/2 das goldene Mittel ist.
Der Torus bei 7 = 0 ist dann ein KAM-Torus. Fiir jede andere Frequenz findet man aber
qualitativ das gleiche Verhalten.

Die Abbildung 3.1 zeigt den im Grenzfall # = oo (bzw. im Storsystem) erwarteten
Attraktor.! Optisch ist dieser von Résslers seltsamen Attraktor micht zu unterscheiden. Die
Berechnung der Ljapunovexpenenten zeigt jedoch die aufgrund des endlichen Wertes von a

,,,,, = A LT M.

z1 erwartenden leichter Unterschiede. Fiir den “Rossler-ahnlichen™ Attrakior der Abbildun
3.1 findet man

o9

M=006, A2=0, Az=-5.39 (3.43)

wohingegen der seltsame Attraktor des urspriinglichen Rossler-Systems (3.38) durch folgende
Exponenten charakterisiert wizd:

AL =007, =0, A3=-—539 (3.44)

Wie der originale Rossler-Attraktor ist natiirlich auch der hier betrachtete “Réssler-ihnli-
che” um den ursprungsnichsten instabilen Fixpunkt zentriert.

! Fiir diesen Pseudo-3d-Plot — wie auch fiir alle folgenden — gilt: Aufgetragen wird z; -+ % auf
der Abszisse und 73 + % auf der Ordinate, wobei ;=1 2 5 die Werte der drei Variablen sind. Die anf

den Achsen abgetragenen Werte geben den Wertebereich in den drei Variablen an.
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Abb.3.1: Pseudo-3d-Plot des ursprungsnahen “Rossler-dhnlichen” Attraktors im Grenzfall
.. g = oo bzw. im Storsystem. Wie stets ist @« = 100. Der Atiraktor ist um den instabilen

Fixpunkt [0,6,0]— zentriert.
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Im Abschnitt 3.3 wurde erlintert, wie auf systematische Weise nach Attraktoren gesucht
werden kann, indem man Trajektorien auf den instabilen Mannigfaltigkeiten der Fixpunkte
verfolgt, welche nichi selbst (Punkt-) Attraktoren sind. Daher berechnen wir im Folgenden
zunichst die Positionen und Eigenwerte alier Fixpunkie.

¢ Fixpunktbestimmung und lineare Stabilitdtsanalyse

Die Position der Fixpunkte des Systems (3.40) kann analytisch angegeben werden. Man
findet eine guadratische Gleichung fiir den Sinuswert einer beliebigen Komponente, etwa fiir

sin @.;. Von den Losungen dieser Gleichung
c

sin®.1]x = 5 (1 —'—(woz + awo 1))

: ab + 7 {a.wo 3— c(wo2 + awo 1)} (3.45)
1+£11-4

{1 - —-(woz + awo 1)}2

hingen die Sinuswerte der beiden anderen Komponenten des Fixpunktes jeweils linear ab:

1
Sill @2,2 - - (ﬂz + Sin @*,1)
. “w 27’ (3.46)
sin @.3 = —( % -+ —-—-I-sm@“)
&\ 9 7

Es gibt also zwei ursprungsnahe Fixpunkte, die den beiden Fixpunkten des Rossler-Systems
(8.38) entsprechen. Aufgrund der Symmetrierelation (3.17) fiiz die Sinusfunktion gibt es aber
zu jedem Fixpunkt des Systems (3.38) im allgemeinen 2° = § nicht-Aquivalente Fixpunkte
des Systems (3.40). Wir finden mithin zwei Sétze von je acht nicht- aqulva.lente Fixpunkten.

Jeder dieser Fixpunkte

e hat einen konjugierten Partner im gleichen Fixpunktsatz (vgl. Abschnitt 3.2),
e hat einen nichsten Nachbar, der zum anderen Fixpunktsatz gehort, und
e erzeugt ein Gitter Aquivalenier Fixpunkte mit Gitterkonstanten 27,

Im Limes 4 — oo sind beide Losungen der guadratischen Gleichung fiir sin &.; positiv (fiiz
wo(fo) = 0 & 5 = 1 gili das natiirlich ebenfalls!). Es gibt aber immer einen (pesitiven) endh-
chen #-Wert, bei dem die betragsméfig kleinere der beiden Losungen ihr Vorzeichen wechselt,
und fiir -Werte unternalb dieses Weries haben die beiden Lésungen stets unterschiedliches
Vorzeichen.! Wir benutzen dies zur Kennzeichnung der beiden Fixpunktsitze. Den Fix-
punktsatz, bel dem sin €. fiir kleine 5 negativ wird, bezeichuen wir als “Minus-Satz”, den
anderen als “Plus-Satz”(diese Bezeichnung bezieht sich also nicht auf das &-Zeichen in Glei-
chung (3.45)). Der Attrakior in Abbildung 3.1 ist z.B. um den ursprungsnichsien Fixpunkt
des Minus-Satzes zentriert. Im Sinn der im Abschnitt 3.2 eingefiihrien Notation bezeichnen

wir diesen Fixpunkt als [0,0,0]— (und entsprechend die ibrigen Fixpunkte).

Falls der Koeffizient in den runden Klammern verschwindet, gilt natiirlich trotzdem [sin @, 1]+ # 0
(D urchmultiplizieren ! ).
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[omm'] E - ]

000 0.18500 —5.6870
—0.42307-107% £ 5.31034 | 0.97001 - 107! 4 0.99519¢
5.3105 1.1073
100 ~5.3105 —5.6993
0.18498 —0.90086
.902
0610 —0.19845 2 ggsgs
—_ - —5 ; e
0.48675-107° 512714 | "o,
5.1269 —5.6989
110 —5.1269 —0.97013 - 10~! £ 0.994144
—0.19847 | :
o i S107 £0.99414 5
019547 0.97013 - 10 0.99414 5
5.6866
0.19845
101 s .| ~0.90206
0.48675 -107° £ 5.12714 | L o,
5.3105 5.6993
011 ~5.3105 —1.1073
—0.18498 0.90096
111 —0.18500 5.6870
(.42307 - 105 £ 5.31034 | —0.97001 - 10~ £ 0.995194

! Binsre Fixpunktkennung, vgl. Abschnitt 3.2

Tabelle 3.1: Fixpunkteigenwerte auf dem Réssler-Torus im Grenzfali 9 = co bzw. im Storsy-
stem, d.k. fir wo(fo) = 0 & 7= 1. Wie stets ist @ = 100. Vgl. Abschnitt 3.5.2.

Uns interessieren natiirlich im wesentlichen reellwertige Fixpunkie. Diese Forderung im-
pliziert zwei notwendige Bedingungen, die zusammengenommen auch hinreichend sind:

Im (sin@.;) = 0 (3.47)
und  [sin(@.)] < 1, k=1,2,3 (5.48)

Fiir einen gegebenen Wert von 7 schrinken diese beiden Bedingungen natiirlich die Werte von
o ein, fiir die Fixpunkte existieren konnen. Die erste der beiden Bedingungen ist bei Benui-

sung der Parameterwerte (3.39) weniger restriktiv als die zweite. Fiir g = oo (baw. wo(d) = ©
& 7 = 1) lautet sie

k=45 <1 (3.49)
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Sie ist in diesem Fall also einerseits unabhingig von o sowie andererseits fiir Rosslers Para-
meterwerte (3.39) — und zwar nicht nur knapp - erfiillt. Die zweite Bedingung reduziert sich
im Grenzfall g = oc - bzw. im Stérsystem — auf

aiz-zfvili\/l—xl (3.50)
@

Bei Wahl der Standardparameterwerte {3.39) ergibt dies ¢4 2 28.47 und a— 2 0.035. Falls o
nicht so klein gewihlt wird, daf im Grenzfall = oo — bzw. im Stdrsystem — keine Fixpunkte
mehr existieren, ist der genaue Wert nicht so wichtig - die Fixpunkieigenwerte etwa hingen
von ¢ ihnlich schwach ab wie die Ljapunovexponenten. Wir verwenden daher stets den Wert
a = 100.

Die Hneare Stabilititsanalyse zur Bestimmung der Fixpunkteigenwerte {(vgl. Abschnitt
3.2) fithrt im Fall von 3-Tori auf das Eigenweriproblem einer 3 x 3-Matrix, d.h. auf das
Nullstellenproblem des zugehorigen kubischen charakteristischen Polynoms. Das charakteri-
stische Polynom der linearisierten Version der Bewegungsgleichungen (3.40) ist im Anhang
A 4 angegeben. Dort finden sich auch die Losungsformeln fiir kubische Gleichungen.

¢ Ubersicht

Im folgenden Unterabschnitt wird die Bewegung im Grenzfall # = oo untersucht, d.h. die
Bewegung im Stérsystem. Aufler dem vorgegebenen, ursprungsnahen seltsamen Attraktor
finden wir — neben den Fixpunkten, unter ihnen zwei Punktattraktoren — einen Grenzzyklus,
der in gewissem Sinn von Rosslers Konstruktionspzinzip herrithrt (s.u.), und den wir dakher
als “generischen” Grenzzyklus bezeichnen.

In der Bewegung geladener Einzelteilchen ist der Grenzfall # = oo natiizlich ebenfalls zu
realisieren, namlich durch Teilchen mit einem Newtonschen Impuls py, der den kanonischen

Impuls 7 der Teilchen auf dem Torus zum Verschwinden bringt, da dann wo(Pp) = 8.! Es
muf} also gelten — vgl. {2.6) -
Bo = — eA(r) {(3.51)

d.h. man muf die Anfangsbedingungen entsprechend dieser Beziehung wahlen.

Auch in der Bewegung von Teilchen mit # # 0 treten chaotische Attraktoren auf, da man
solche im System (3.40) schon bei endlichen Werten von 1 beobachtet, wie im Abschnitt 3.5.3
gezeigt wird. Zum einen findet man in der NEhe des Ursprungs bei kleinen und mittleren 7-
Werten einen Grenzzyklus, der via Periodenverdopplung in den oben beschriebenen seltsamen

Attraktor vom Réssler-Typ ibergeht. Die Bewegung auf dem Attraktor wird dabei schon
fir # = 175 chaotisch. Zum anderen wird auch der “generische” Grenzzyklus zu einem

Uvaali.

chaotischen Attraktor (ebenfalls iiber eine Periodenverdopplungskaskade, aber in fallender
#-Richtung), wenn auch nur in dem kleinen 7-Intervall 1.54 = ¢ £ 1.55.

“Im Limes 7 — 0 existieren natiizlich weder Fixpunkte (— Abschritt 3.5.3) noch Attrakt

ren. Es gibt aber natiizlich auch dort noch Attrakioren, wo keine Fixpunkte mehr existieren.

'Vgl. Abschnitt 3.1, besonders Gleichung (3.15), sowie die Impulsabhangigkeit der Frequenz wg
(3.42} auf isolierten chaotischen Tori.
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Im vorliegenden Fall scheinen die meisten Trajektorien dann einem Grenzzyklus mit nichives-
schwindender Windungszahlen zuzustreben. Wir interessieren uns hier aber hauptsichlich
fiir den Fluf im “nichtreguliren Bereich” (wo Fixpunkie existieren), da fiir kleine Stérungen
bzw. Kopplungen bereits Untersuchungen der Bewegung auf nichtreguldren 3-Tori vorliegen
(vgl. Kap.5.2).

3.5.2 Der Flufl im “Stdrsystem”

Fiit 77 == o0 - bzw. im Stérsystem - findet man die beiden ursprungsnichsten Fixpunkte an

folgenden Positionen:

SO00- (0298651 - 1074 %, —0.111826 - 10~3 #,0.111826 - 1073 =)
(3.52)
000+~ (0.181311 - 1070, —0.918769 - 1071 #,0.918769 - 10" x)

Die Positionen der iibrigen Fixpunkte ergeben sich daraus in der wohlbekannten Weise
{vgl. Abschnitt 3.2). Die Fixpunkteigenwerte sind tabellarisch aufgelistet (Tabelle 3.1).7 E.
bezeichnet die Eigenwerte der Fixpunkte des Plus-Satzes (und entsprechend E-). In jedem
Satz findet sich ein attraktiver Fixpunkt: [1,1,0}- im Minus-Satz und [0, 1, 0]+ im Plus-Satz.
Ein weiterer Fixpunkt im Plus-Satz ist beinahe ein Attraktor, ndmlich [1,1,1]+.

Aufler diesen beiden Punktattrakioren und dem um den ursprungsnichsten Fixpunkt
zentrierten seltsamen Attraktor (— Abb.3.1) findet man noch einen weiteren Attraktor, und
zwar einen Grenzzykius. Die Abbildung 3.2 zeigt sowohl einen Pseudo-3d-Plot der Grenzkurve
wie auch deren Projektion in die (&, ®3)-Ebene, welche um (21, @2} = (&, 7) zentriert
t. Der Umlauf auf der projizierien Kurve erfolgi im Uhrzeigersinn. Die Komponente @3
wichst monoton, und zwar in zeithich kurzen Spriingen jeweils um #, siehe Abbildung 3.3.
Dieses Verhalten 1}t sich leicht nachvollzichen, wenn man die Bewegungsgleichungen (3.40)

betrachtet und um sin®;.; 2 = = entwickelt.® Ubrigens enden die meisten Trajektorien

UChialLlbTy Wil

des im Abschnitt 3.3 beschriebenen Tesi-Ensembles auf diesem Grenzzyklus (bzw. seinen

TR -]

dquivalenten Versionen).

Die Attraktoren der zeitumgekehrten Beweguug sollten mit den gerade beschriebenen
fiber die Transformation {3.24) gusammenhingen (nidmlich Spiegelung am Ursprung und
Verschiebung um = = (7, «,#)). In der Tat findet man bei Zeitumkehr, daf

"Unser systematisches Verfahren zur Suche nach Attraktoren setzt die Existenz von Fixpunkten

voraus.
‘Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und den Fluflkonfigurationen in der Nihe von

Fixpunkten in Systemen mit drei Freiheitsgraden wird in [Ver90, Kap.3.2] sowie in [Jacg9, Kap.7.1]
diskutiert.

- ¥In gewissem Sinn handelt es sich um ein typisches “Réssler-Verhalten”, denn Réssier beschreibt
das Konstruktionsprinzip seines dynamischen Systems (3.38) wie foigt: “combining a two-variable
“oscillator (in this case z and ) with a switching-type subsystem (z) in such a way that the latter is
‘being switched by the first while the flow of the first is dependent on the switching state of the lat-
ter.” [R&s76] Wir bezeichnen den hier beschriebenen Grenzzyklus daher als “generischen” Grenzzyklus
~ {zur Unterscheidung von anderen, fiir endliche 7-Werte auftretenden Grenzzyklen).
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_;"'Abb.3.-2: Der “generische” Grenzzyklus auf dem Réssler-Torus im Grenzfall 9 = co bzw. im
+ Stbrsystem. Pseudo-3d-Plot (oberes Bild) und Projektion in die (&1, 3)-Ebene (unteres
~Bild); im letzteren Fall wird auch die Anniherung an den Grenzzykius gezeigt. € = (-g—, %, 0)

Cist der (im unteren Bild durch * markierte) Startpunkt-der hier abgebildeten Trajektorie..
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Abb.3.3: @3(t) auf dem “generischen” Réssler-Grenzzyklus im Grenzfall 9 = oo bzw. im
Stoérsystem. (Die Einheiten auf der 7-Achse — bzw. #-Achse — sind willkiizliche.)

¢ die konjugierten Partner der bisherigen Punktattraktoren, also {0,0,1]- und [1,0,1]4,
attraktiv sind (die Fixpunkteigenwerte kehren ihre Werte um};

e ein seltsamer “Rossler-ahnlicher” Attraktor — ebenfalls charakterisiert durch die Lja-
punovexponenten (3.43) - um [1,1,1]. zentriert ist, irli it el

i
Punktspiegelung entsprechenden “spi_ggglbildlichen” Orientierung;

¢ die Projektion eines Grenzzyklus’ vom oben beschriebenen Typ um &;=1 9 = 0 zentriert

ist, wobei der Umiauf im Gegenuhrzeigersinn statifindet und ®3(¢) monoton faliend - in
Stufen der Grofle m - verlduft. :

2.5.2 Der Fluff als Funktion des Stérparameters 7

Alle im Grenziall 7 = oo — bzw. im Storsystem — aufgefundenen Attrakforen existieren auch
fir endliche Werte von %, aber natfizlich nicht im Limes 5 — 0.

Der um [0,0,0]- zentrierie “Rossler-dhnliche” Attrakior bleibt auch fiir endliche 4-Werte
ein seltsamer Attraktor. Bei kieinen und mittleren 7-Werien (1 £ 5 £ 100) findet man
an seiner Stelle allerdings einen Grenzzyklus. Zur Unterscheidung vom oben beschriebenen
(“generischen”) Grenzzyklus begeichnen wir diesen als den ursprungsnahen Grenzzyklus. Die
Abbildung 3.4 zeigt fiir = 25 bzw. g = 160 jeweils eine Trajektorie, die nahe [0,0,0]- star-
tet und auf diesem Grenzzyklus endet. Unterhalb von g = 25 indert dieser Grenzzyklus im

‘wesentlichen nur seine Ausdehnung, die bel 7 = 1 etwa das Zehnfache derjenigen bei g = 25-

=+ Seite 46 7
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‘Abb.3.4: Psendo-3d-Plots des “ursprungsnahen” Grenzzyklus® auf dem Réssler-Torus. Ge-
zeigt werden jeweils Trajektorien, die nahe [0, 0, 0]~ starten. Einfacher Grenzzyklus bein = 25
- {oben) und 4-Zyklus bei 9 = 160 (unten).. . - . S B




=10 -4

Abb.3.5: Chaotische und periodische Bewegung auf dem “ursprungsnahen Attraktor” des
Rossler-Torus jenseits der ersten Periodenverdopplungs-Sequenz. Die Trajekiorien starten
jeweils nahe [0,0,0]-. Chaotischer Attraktor bei 7 = 175 (oben) und 3-Zyklus in einem
‘petiodischen Fenster innerhalb des chaotischen Bereichs bel # = 1250 (unten).
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Abb.3.6: Pseudo-3d—Plots des genenschen” Grenzzyklus auf dem Raossler- Tozus 1-Zyklus
bei g = 2 oben) und. 8- Zyklus bei 1} =1. 5435 (unten) : .

44




~
4 oon
10 -
05 - %
T e Q?/TY
- T ' T T T i I T T T T E T T T
0.5 1.0 1.5
[
~
1 o~ %
o (‘\/\/
6 — ~ )
VaVihd
4_
ﬁ\v
i AN
2—
IR t;L;i/ﬂ'
i 1§ ¥ 1 T l T T 13 1 1 1 1 1 T i ¥ 1 E 1 l [} T 1 1
0 5 10 i5 20

Abb.3.7: Der Punktattraktor [1,1,0]- und der (verschwundene) “generische” Attraktor im
Bereich 9 £ 1.5. Der jeweils durch * markierte Startpunkt der Trajektorien ist der gleiche
“wie in Abb.3.6, némlich & = _(—'g—, -g—,ﬂ) (vgl. auch Abb.3.2). Oberes Bild: ¢ =.1.5. Unteres
‘Bild: 5 = 1.25. ' o
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betrigt, bevor er bei # = 0.755 verschwindet (s.u.). Eine Suche in Richtung zunehmender
n-Werte zeigt, dafl der zentrale Fixpunkt bel 9 = 100 bereits zweimal umlaufer wird, und bei
7 = 160 viermal, siche Abbildung 3.4. Das sieht wie der Beginn einer Periodenverdopplungs-
Sequenz aus. Tatsichlich findet man bei # = 165 einen 8-Zyklus. Die weiteren Periodenver-
dopplungen sind ohne Rilckgriff auf Fourierspektren nur schwer auszumachen. Die Bewegung
auf dem Attraktor wird bei nur geringer Erhhung von % nicht-periodisch. Das obere Bild
der Abbildung 3.5 zeigt den Attraktor bei = 175. Abgesehen von der geringeren Ausdeh-
nung hat dieser Attraktor bereits grofe Ahnlichkeit mit dem “Réssler-dhnlichen” Attraktor
im Grenzfall 7 = o bzw. im Storsystem (siehe Abbildung 3.1). Die Berechnung der Ljapu-

novexponenten liefert
A =002, A2=0, A3=-bH.64 (3.53)

Der Vergleich mit den Ljapunovexponenten (3.43) des “Rossler-dhnlichen” Attraktors zeigt,
daff die Bewegung auf dem Attraktor zwar chaotisch ist, die chaotische Komponente bei
7 = 175 aber noch nicht so stark ausgepragt ist wie im Grenzfall 4 = oo (bzw. im Stdrsy-
stem). Im Lichte des Feigenbaum-Szenarios ist es dann keine wirkliche Uberraschung mehs,
im chaotischen Bereich jenseits des Endes der hier beschiiebenen Periodenverdopplungskas-
kade periodische “Femster” zu finden, siche 2.B. den im unteren Bild der Abbildung 3.5
gezeigien 3-Zyklus bei 9 = 1250.

Diese Transformation des “ursprungsnahen” Attraktors mit anwachsendem 7 auf dem
hier betrachteten Rossler-Torus pafit gut mit den Ergebnissen von Crutchfield et al. [CFP80]
zusammen. Diese Autozen gelangten durch Variieren des Kontrollparameters ¢ in Rosslers
System (3.38) von einem einfachen Grenzzykius iiber eine Periodenverdopplungs-Sequenz zu
Rosslers chaotischem Attraktor.

Im Limes  — 0 darf es natfitlich keine Fixpunkte geben. Tatsichlich verschwindet in
diesem Grenzfall in der Losung (3:45) fiir sin . der #-abhingige Term unter der Wurzel.
Das bedeutet zum einen, daf die Sinuswerte der Losungen fir die Fixpunktkomponenten
im Limes 5 — 0 stets reell sind (d.h. die Bedingung (3.47) ist erfiillt). Zum anderen folgt,
daf eine der beiden Losungen fiir sin ®., mit % gegen null strebt, wihrend der Betrag der

anderen unbegrenzt wichst. In beiden Féllen streben die Fixpunkte im Komplexen gegen
den Punkt oo, da im Fall 3 — 0 und sin &, ; — 0 die Betrige der Sinuswerte der beiden
iibrigen Komponenten gegen oc streben, vglh {3.48).

Reellwertige Fixpunkte existieren fiir ¢ 2 0.608. Dort verschwindet der Minus-Satz ins
Komplexe, da |sin @, 2 | iber eins hinauswichst. Der Plus-Satz wird bereits nahe 9 = 3.465
komplexweriig, weil der Sinuswert der dritten Komponente den Wert eins fiberschreitet. Fiir
diesen Fixpunkisatz strebt iibrigens sin @.; mit 5 — 0 gegen null.

Auch fiir endliche 7-Werte findet man die gleichen Punktatiraktoren wie im Fall 3 = o0
(bzw. im Storsystem), ndmlich {1,1,0]- und [0,1,0]+. Der Fixpunkt [1,1,1]+ bleibt ebenfalls
ein “Beinahe-Attraktor” (vgl. Tabelle 3.1). Unterhalb von 1 = 3.4705 (genauer: im Intervall
3.4705 > g > 3.4704) wird er schlieflich tatséichlich zum Attraktor, wihrend gleichzeitig die
Realteile der beiden komplexen Eigenwerte des bisherigen Attraktors im Plus-Satz, [0,1,0]+,

“ihr Vorzeichen wechseln, so dafl diese beiden Fixpunkte in dieser Hinsicht die Rollen tau-
schen — allerdings nur fiir das relativ kleine #-Intervall 3.4704 2 9 2 3.465, da der Plus-Satz
dann ins Komplexe verschwindet (s.0.). Der Fizxpunkt [1,1,0]- behdlt hingegen seine Rolle
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Abb.3.8: Ein Grenzzyklus mit drei nichiverschwindenden Windungszahlen (5 = 0.5).

als einziger Attraktor im Minus-Satz im ganzen 5-Bereich, in welchem der Minus-Satz reell-
wertig ist, d.h. fiiz 7 2 0.608. Betrachtet man die Projektion des “generischen” Grenzzyklus’

auf die (@;, ®;)-Ebene, so befindet sich dieser Fixpurki nahe des Zentrums der Projekiion

der Grenzkugve.
Diese Grenzkurve dndert ihre Form oberhalb

wenig. Das obere Bild de

Kleinere #-Werte nur w
Periode ist (bezogen auf die skalierte Zeit) beinahe komnstant. U‘l erhalb von % = 1.6 beginn
eine Periodenverdopplungs-Sequenz. Bei 7 = 1.55 findet man bereits den 4-Zyklus, und bel
7 = 1.5435 den im unteren Bild der Abbildung 3.6 wiedergegebenen 8-Zyklns. Der Ubergang
zu einem chaotischen Attrakior vollzieht sich zasch, d.h. in einem Kkleinen %-Intervall. Bei

7 = 1.536 ist der Attraktor durch folgende Ljapunovexponenten charakterisiert:

o
=
&
[

A1 =007, A=0, A3=-270 (3.54)

Ein Pseudo-3d-Plot dieses Attraktors wurde als “Titelbild” zwischen Inhaltsverzeichnis und
erstem Kapitel als Abbildung 0.1 aufgerommen. Beim Ubergang zu einem chaotischen At-
traktor schrumpft das Atiraktionsgebiet zapide, und schon bei y = 1.53 findet man den At-
traktor nicht meh: — die Trajektorien enden jetzt zumeist auf dem Punktattzaktor [1,1,0}-
Gleichwohl wird der Transport im Gebiet des ehemaligen Atiraktors weiterhi_n_'_beeinﬂuﬁt
bzw. behindert, wie die Abbildung 3.7 deutlich macht.

Der Startwert aller in den Abbildungen 3.6 und 3.7 gezeigien Trajektorien ist iibrigens
stets der gleiche, nimlich € = (2 2,0) Mit fallendem % nimmt auch die Attrakfivitit
des verbliebenen Punktatiraktors ab. Die genannte Trajektorie vmliuft den Torus zundchst
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mehr oder weniger oft, ehe sie in einer &quivalenten Version des Punktattraktors endet (siehe
den unteren Teil der Abbildung 3.7), aber fiit % £ (.8 - also schon vor dem Verschwinden des
Punktattraktors — strebt sie zumeist einem Grenzzyklus zn, dessen Windungszahlen alle un-
gleich null sind. Die Abbildung 3.8 zeigt diesen Grenzzyklus bei # = 0.5 {statt Bz=; 23 med 27
wurde sin ®4-1 2,3 auf den Achsen abgetragen). Nach dem Verschwinden des “ursprungsna-
hen” Grenzzyklus nahe 7 & 0.755 zeigen die meisten Trajektorien dieses Verhalten. Ubrigens
tendiert natiizlich die Projektion jeder beliebigen Trajektorie in die (®;, ®2)-Ebene im Limes
n — 0 gegen eine Gerade mit Steigung oy = (V5 — 1)/2 (siehe etwa das untere Bild der
Abbildung 3.7). '

3.6 Fixpunkte und Attraktoren auf chaotischen Tori vom

Lorenz-Typ

Ein weiteres Beispiel fiir chaotische Tori erhalten wir durch Anwenden des im Abschnitt 3.1
beschriebenen Verfahrens auf das Lorenzsystem [Lor§3]

z = o(y-z)
gy = z(r—2z)—y (3.55)
Z = zy-—bz

mit den von Lorenz [Lor§3] benutzten Werten der Kontrollparameter

e=10, r=28, b= g {3.56)
In gleicher Weise wie im Rassler-Fall vorgehend, gelangen wir zum System
&' = w'—;l— + o{sin @3 — sin ¥; }
' = i%’z-{—sin@l{f— asin 3} — sin @2 {3.57)
3! = %i-%-asin@l sin &3 — bsin 33

als dem System der Bewegungsgleichungen auf dem Torus zu I = Ip. In unseren Berechnun-
gen benutzen wir naheliegenderweise die gleichen Werte fiir wo und « wie bei der Untersu-
chung der vom Rosslerschen System abgeleiteten Bewegungsgleichungen.

3.6,1 -Der Flufl im “Stdrsystem”

Der im Grenzfall 7 = oo — bzw. im Storsystem — zu erwartende ursprungsnahe Atirakior ist

optisch vom wohlbekannten Lorenz-Attraktor ebenso wenig zu unterscheiden wie der in Abbil-
dung 3.1 gezeigte “Réssler-4hnlicke” Atirakior vom originalen Rossler-Attraktor. Wegen des

endlichen Wertes von « findet man wiederum leichte Abweichungen der Ljapunovexponenten
dieses “Lorenz-hnlichen” Atirakiors ' ' '

AL =089, A =0, Xz=-1444 (3.58)

48




von denen des seltsamen Attraktors im Lorenz-System (3.55), fiir die man
A= 0.906, X2=0, Ag=-14.572 (3.58)

findet. Im Lorenz-System (3.55) gilt dibrigens Vo2 = — 0 —1—b = A1 + As + Az = —13.§,
weil V- & ortsunabhiingig ist {vgl. die Beziehungen (3.32) & (3.36) Abschnitt 3.4).

Wie im Rossler-Fall kann die Position der Fixpunkte des Systems (3.57) analytisch be-
stimmt werden. Man hat nun allerdings eine kubische Gleichung fiir den Sinuswert einer
Komponente, etwa sin &, 3, zu losen. Die Losungen fiir sin ®..» hingen linear, die fiir sin .3
guadratisch von sin ®.; ab. Diese Gleichungen sind im Anhang A.4 angegeben. Dort wird
gezeigt, daf im Limes 9 — co {(wie immer & wo(fg) = 0 & 5 = 1) stets drei reelle Losungen

4
fiir sin @, existieren, wenn 7 > 1 und o > Y §b(T —1)?. Im Fall der von uns gewillten

Kontrollparameterwerte (3.56) ist r = 28, und daher existieren im Limes 7 — co drel reell-
wertige Fixpunktsitze, wenn o > 64 ~ 952. Fir grofle 17 erwartet man daher ebenfalls
drei reellwertige Fixpunktsitze mit je acht nicht-dquivalenten Fixpunkten, je einen Satz fir
jeden Fixpunkt im Lorenz-System (3.55). Jeder dieser 24 Fixpunkte

e hat einen konjugierten Partner im gleichen Fixpunktsats (vgl. Abschritt 3.2),
¢ hat zwel nichste Nachbarn, die zu den anderen beiden Fixpunktsitzen gehdren, und

e erzeugt ein Gitter dquivalenter Fixpunkie mit Gitterkonstanten 2.

Die drei ursprungsnichsten Fixpunkte hingen natiizlich mit dem “Lorenz-dhnlichen” At-
traktor in der vom Lorenz-Attraktor wohlbekannten Weise zusammen: Die Spiralen sind um
zwei von ihnen zentriert — die wir den Hnken bzw. rechten nennen wezden, je nachdem, b
sin &. ) seinen grofiten oder seinen kleinsten Wert annimmt —, und der dritte liegt im Zentrum
am Treffpunkt der Spiralen. Wir bezeichnen diese drei Fixpunkie also als [0,0,0}z, {0,0,0]r
bzw. [0,0,0]as, und die zugehérigen Fixpunkisitze als “linken”, “rechten” und “mittleren”.

Die lineare Stabilitétsanalyse (vgl. Abschnitt 3.2 und speziell Anhang A .4) exgibt, dafi un-
ter den Fixpunkien [0,1,0]as als einziger attzaktiv ist. Aufler diesem Punktattraktor und
dem ursprungsnahen “Lorenz-ihnlichen” findet sich mit der im Abschnitt 3.3 entwickelten
Suchstrategie im Grenzfall 7 = oo (bzw. im Sidrsysiem) kein weiterer Attrakior. Die meisten
Trajektorien des Test-Ensembles enden auf dem Fixpunkt [0,1,0}sr (oder seinen a.quwa.lemen
Versionen, d.h. sie umlaufen den Torus zunéchst einige Male). : :

3.6.2 Der Flull als Funktion des St8rparameters 5

Fiir 9 > 20.78 dndert sich diese Situaiion nicht nennenswert. Im Anhang A.4 wizd gezeigt,
daf} fiir die von uns gewihlten Werte der Parameter «, wo, 6, 7 und b (s.0.} die Sinuswerte
aller Fixpunktldsungen im Bereich 5 2 2.4758 stets reell sind. Da in diesem Bereich auch
ferner die Bedingungen (3.48) — ndmlich | sin @, y=1,2,3 |< 1 - erfiillt sind, existieren dort drei
reellwertige Fixpunktsitze. Sowohl Position wie Eigenwerte des Punktattraktors [0,1,0]as
bleiben nahezu konstant!, und der “Lorenz-ihnliche” Attraktor Andert augenscheinlich weder

'Im - Grenzfall 7 = oo sind die Eigenwerte —2.6667; —4.5000 == 15.803 {, und ‘bei.p = 20.78 findet
man —2. 6646; —4.5008 + 15.218.. S
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Form noch Ausdehnung. Bei 5 = 20.78 wizd er durch die Ljapunovexponenten
AL =079, A2=0, i3=—14.34 (3.60)

charakterisiert, welche sich nur wenig von den im Grenzfall 4 = oo bzw. im Stdrsystem
giiltigen unterscheiden, vgl. (3.58).

Bei 77 & 20.78 (genauer: im Intervall 20.779 > 5 > 20.778) wird [0, 0,0}g zum Attrak-
tor, und der “Lorenz-ihnliche” Attraktor verschwindet. Im Intervall 20.78 2 2 2.466 sind
die Fixpunkte [0,1,0]a und [0,0,0]r die einzigen Attraktoren. Bei 7 ~ 2.646 (im Intervall
2.6459 > n > 2.6458) wird {0,1,1]r attrakiiv, so dafl fiir 2.6458 2 % 2 2.4758 drei Punktat-
traktoren existieren, aus jedem Fixpunktsatz einer.

Wie im Anhang A.4 gezeigt wird, lassen die Fixpunktgleichungen im Bereich 2.4758 24 2
0.1086 hochstens einen zeellwertigen Fixpunktsatz zu. Bei 5 & 2.4758 (genauer: im Intervall
2.47579 > 9 > 2.47578) werden der “linke” und der “mittlere® Fixpunktsatz komplexwertig.
Der Punktattraktor [0,1,0]as verschwindet iibigens nicht ersatzlos, sondern wird durch einen
periodischen Attraktor abgeldst {s.u.). Der ursprungsnichste Fixpunkt des reellwertigen
Satzes bleibt Punktattraktor, aber dieser Satz erfillt die Bedingungen (3.48) nur oberhalb
vor 5 2 0.3374 (fiir kleinere 7-Werte ist | sin®.3 |> 1). Deshalb existieren im Intervall
0.3374 2 5 2 0.1086 gar keine reellwertigen Fixpunkte. Bei = 0.1086 tauchen die beiden
Fixpunktsitze, fiir die nach wie vor die Bedingung (3.48) erfiillt ist, wieder im Reellen auf.
Da der Satz, dessen sin ®. 3-Wert betragsméfig gréfier als eins ist, nun derjenige mit dem
kleinstern Wert von sin @, ) ist, handelt es sich bei diesen beiden Fixpunktsitzen in unserer
Terminologie nunmehr um den “rechten” und den “mittleren” Satz. Unter diesen Fixpunkien
gibt es einen Punktattraktor, nimlich [0,0,0jzr. Bei % = 0.0529 wird der “mittlere” Satz
wegen | sin@.5 |> 1 komplexwertig, und das gleiche Schicksal ereilt den verbliebenen Satz
bei g = 0.0523 (da | sin ®., |> 1), womit der letzte Punktattraktor verschwindet.

Im Anhang A.4 wird ebenfalls gezeigt, da im Limes # — 0 von den Losungen fiir die
Sinuswerte der Fixpunktkomponenten stets mindestens eine betragsmafig gegen oo tendiert,
86 dafl die Fixpunkte — in ﬁbereinstimmung mit der Tatsache, dafl solche auf regularen Tori
nicht existieren — in diesem Limes gegen den Punkt oo im Komplexen streben.

Es wurde schon daraw{ hingewiesen, dafl der Punktatizakior [0,1,0]ar bei 7 ~ 2.4758
durch einen Grenzzyklus abgelést wird. Wir bezeichnen diesen Atizaktor im Folgenden
als “Nachiolge-Attraktor”. Die Transformationen dieses Attraktors werden mun in einiger
Ausfihrlichkeit beschrieben (und illustziert), weil sie fiir Attraktoren auf chaotischen Tori
fypisch zu sein scheinen.

Wie im Fall des “generischen” Grenzzyklus’ auf dem Rossler-Torus ist die Bewegung auf
der Grenzkurve des “Nachiolge-Attraktors” in @, und 32 auf Intervalle mit Lingen Kleiner
als 27 beschranki (die zugehérigen Windungszahlen verschwinden), wehizgegen &3 mornoton
wichst. Die ‘Abbildung 3.9 enthidlt einen Psendo-3d-Plot des Attraktors und dessen Projek-
tion in die (®;,%s)-Ebene bei 9 = 2.4. Solange der Wert von % nicht allzu weit unterhalb
7 & 2.4758 liegt, ist die Bewegung auf der Grenzkusve in der Nihe der Stelle, an der sich der
Punktatiraktor [0,1,0lsr befunden hatte, sehr viel langsamer als anderswo. IMit abnehmen-
dem % verringert sich der Einfluf} des ehemaligen (nun komplexwertigen) Fixpunktes auf die
Bewegung auf der Grenzkurve aber rasch. Die Periode (beziiglich der skalierten Zeit) verkiirst
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sich im gleichen Mafl — gansz anders als im Fall des “generischen” Grenzzyklus® auf dem
Rossler-Torus. Die Grenzkurve passiert die Stelle, an der [0,1.0]as gelegen hatte, in immer
groferem Abstand, so dafl die im unteren Teil der Abbildung 3.9 sichtbaren “Loops” nachein-
ander verschwinden (vgl. die Projektion der Grenzkurve in die (21, ®2)-Ebene bei 5 = 0.1§
im oberen Bild der Abbildung 3.10).

Unterhalb von # = {.1568 findet man eine Periodenverdopplungs-Sequenz - das untere
Bild der Abbildung 3.10 zeigt den 4-Zyklus bein 4 = 0.1561 - und der Attraktor wird chao-
tisch, wobei sich die Bewegung zunichst auf schmale Binder entlang der Bahn der ehema-
ligen Grenzkurve beschrinkt. Jenseits der ersten Periodenverdopplungs-Sequens (sie endet
nahe 7 = 0.1560) befindet sich ein enges “Fenster” der Periode drei, d.h. ein 3-Zyklus (bei
7 = (.1559) mit zugehoriger Periodenverdopplungskaskade. Mit abnehmendem % werden die
beschriebenen chaotischen “Binder” breiter und verschmelzen. Die Abbildung 3.11 zeigt den
chaotischen Attraktor bei 7 = 0.1555 sowie bei # = 0.155. Die zugehdrigen Ljapunovex-
ponenten sind der Bildunterschrift dieser Abbildung zu eninehmen. Bemerkenswerterweise
ist der positive Ljapunovexponent dort, wo die chaotische Bewegung riumlich noch weniger
ausgedehnt ist, grofler. Der Attraktor bleibt fiiz 5 > 0.14273 chaotisch, aufier in (engen; “pe-
riodischen Fenstern”. Die Abbildung 3.12 zeigt im oberen Bild einen 7-Zyklus bei 5 = 0.145.
Der gréfte “Loop” entspricht dem im unteren Bild der Abbildung 3.11 sichtbaren “chaoti-
schen Seitenband”, das in der rdumlich noch micht so ausgedehnten chaotischen Bewegung
nahe den ersten Periodenverdopplungskaskaden noch nicht vorhanden ist.

Unterhalb von 7 = 0.14273 wird die Bewegung auf dem Attraktor wieder periodisch. Der
Ubergang ist durch intermittentes Verhalten gekennzeichnet. Die Trajektorien wechseln in
unregelmifBigen Abstinden zwischen dem chaotischen Atirakior und der wieder sichtbaren

Grenzkurve, siehe das untere Bild der Abbildung 3.12. Die Grenzkurve hat eine ganz &hnliche
Form wie oberhalb des chaotischen Bereichs (vgl. mit dem unteren Bild der Abbildung 3.10).

Unterhalb von 9 133 durchlinft der Attraktor eine weitere Periodenverdopplungskaskade.
Diese endet bei 7 & 0.12598. Dort ist dez Attrakior wieder chaotisch, wobei die Bewegung
gunichst wiederum auf schmale Binder um die Position der ehemaligen Grenzkurve be-
schrinkt ist. Die Abbildung 3.13 zeigt den Attraktor im (engen) Fenster der Periode drei,
bei 7 = 0.13587. Jenseits dieses periodischen Fensters nimmt der Attraktor bald eine sehr
hnliche Form wie im ersten chaotischen Beteich an, auch das “chaotische Seitenband” (s.o0.)
erscheint wieder. Unterhalb von 5 = 0.118 verschwindet er allem Anschein nach (unsere

systematische Suchstrategie ist ohne reellwertige Fixpunkte nicht anwendbar).

Das hier beschriebene komplizierte Verhalten des Attraktors im Intervall 0.16 292012
spielt sich im fixpunktlosen Bereich ab. Unterhalb von 5 2 (.1086 gibt es aber wieder zeell-
wertige Fixpunkte, und unier ihnen einen ursprungsnahen Punktattraktor (s.0.). Gleichwohl
taucht der Attraktor dort in einem engen Imtervall um g = 0.1 (fiir 1.02 2 9 % 0.97) wieder
an der alten Stelle nahe ($;,®2) = (0,7) auf. Die Grenzkurve hat praktisch die gleiche
TForm wie zuvor. Bei = 0.97 findet sich der einfache Grenzzyklus, bei 7 = 0.98 der 2-
Zyklus. Ein Psendo-3d-Plot des letzteren ist im oberen Bild der Abbildung 3.14 zu sehen.
Die Periodenverdopplungs-Sequenz verliuft also hier in Richtung anwachsender 7-Werte. Bei
7 = 0.1 ist die Bewegung auf dem Attraktor bereits chaotisch, charakterisiert durch die
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Abb.3.9: Ein Grenzzyklus als “Nachiolger” des Punktattrakiors [0 1 (}] a. Pseudo-3d-Plot
(oben) und Progektmn in die (@1,§2) Ebene 7= 2.4. e . s
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Abb.3.10: Erste Periodenverdopplung: 1-Zyklus bei 4 = 0.16- (oben) und 4-Zyklus bei 7 =
0.1561 (unten), jewells in Projektion in die (€;, ®2)-Ebene.- U e e
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Abb.3.11: Pseudo-3d-Plots des “Nachfolge-Attraktors” im chaotischen Bereich bei g = 0.1558

(oben) und % = 0.1550 (unten}.

Die nichtverschwindenden Ljapunovexponenten A;.und

Az haben folgende Werte: Ay =:0.65:& As:= ~11.19-bel.p = 0.1558 sowie A; .=.0.30 &

Az = —10.80 bei 7 = 0.155.
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1.0

Abb.3.12: Der “Nachfolge-Atirakior”bei = 0.145 in einem periodischen Fensier (oben,
Pseudo-3d-Plot) und bei = 0.14273 (unten, Projektion in die (€,, ®2)-Ebene) am Rand des

chaotischen Bereichs (intermittentes Verhaltenr, vgl. Text).
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Ljapunovexponenten
Ar=0.18, A2=0, A;=-10.45 (3.61)

wobetl sich die chaotische Bewegung noch auf schmale Bereiche nahe der ehemaligen Grenz-
kurve beschrinkt. Bel 5 = 0.101 ist das Chaos optisch - siehe das untere Bild der Abbildung

3.14 - und nach Mafigabe der Ljapunovexponenten

M =112, X=0, A3=-11.38 (3.62)

noch wesentlich stirker ausgeprigt.
Unterhalb von 5 = .15 gibt es iibrigens noch einen weiteren Grenzzyklus. Dieser existiert

bis in den Bereich, in dem wieder reellwertige Fixpunkte auftauchen (5 < 0.1086). Dort wird
auch dieser periodische Attraktor durch einen Periodenverdopplungsiibergang chaotisch. Von
dem bislang betrachteten unterscheidet er sich vor allem dadurch, dafi die Bewegung zwei
nichtverschwindende Windungszahlen aufweist (nur in der @;-Komponente wird der Torus
nicht vollstindig umlaufen}).

Sobald der letzte Punktattraktor bei g =~ 0.0523 verschwunden ist, wird die Bewegung
auf dem Lorenz-Torus durch einen chaotischen Attraktor mit drel nichtverschwindenden Win-
dungszahlen in dhnlicher Weise geprigt, wie auf dem im vorhergehenden Abschnitt unter-
suchten Rossler-Torus durch einen Grenzzyklus mit nichiverschwindenden Windungszahlen,

Abb.3.13: Der “Nachiolge-Attraktor” als 3-Zyklus, in einem periodischen Fenster des zwelten
chaotischen Bereichs bei 7 = 0.12597 (m Progektlon in dle ( ‘E;,@g) Ebene) o
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Abb.8.14: Pseudo-3d-Plois des “Nachfolge-Attraktors” nahe 9 = 0.1 - als 2-Zyklus bei 17 =
0.98 (ob_ezes_;B_ild) und als chaotischer Attraktor bei -y = 0.101 {unteres Bild).. .
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Kapitel 4

Nicht-isolierte nichtregulire Tori

Die bislang betrachteten, im 2N-dimensionalen Phasenranm Hamiltonscher Systeme der
Form (2.4) bzw. (3.1) isolierten nichireguliren Tori bilden dort Hyperflichen der Dimen-
sion N, weil jedem solchen Torus im Wirkungsranm nur ein Punkt entspricht. Im Wir-
kungsraum Hamiltonscher Systeme konnen aber auch endlichdimensionale Hyperflichen der
Dimension n < N — 1 vorkommen, anf denen jedem Punk{ ein invarianter Torus im Phasen-
raum entspricht. Die Gesamtheit aller dieser Tori bildet dann eine invariante Hyperfliche im
Phasenraum, deren Dimension zwischen N + 1 und 2N ~ 1 liegt.!

4.1 Invariante Hyoperflichen im Phasenraum, die aus nicht-
reguliren Tori bestehen

Wiz betrachten im Folgenden stets -Hamiltonsche Systeme der Form

HlD) | g,1,9)

H= Ho(.? ﬂﬂz(f &) baw H“
t Hi(I,8)= E’(E) G(I 5)

deren winkelabhingiger Term. iil auf einer m-dimensionalen Hyperiidiche M,y im N-
dimensionalen Wirkungsranm verschwmdet :

E(E)IE EM]\,“G und dlmMnﬁ.—’iL<ﬁr‘-l (4.2)

Auf der Hyperfliche M, v verschwindet dann! die Anderung der Wirkungen:

I i.?, € Mnn =g (4.3)

"Vgl. die Definition invarianter Mannigfaltigkeiten auf Seite 4. Hyperflichen sind natiirlich diffe-
renzierbare Mannigfaitigkeiten (— Anhang A.5). "

*Ubrigens 1ift sich jede analytische Hamiltonfunktion, deren Ableitung nach den Winkeln auf
einer n-dimensionalen Hyperfliche im Wirkungsraum verschwindet, in dieser Form schreiben. Zu
gegebenem H, und M,,n gibt es aber verschiedene Vektorfelder F, die {4.2) erfilllen. Fiir die bisher
betrachteten Hamiltonschen Systeme (2.4) gilt F(I) = ¥ — I, = 0, und dementsprechend n = 0.
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Jeder Witkung I. auf der Hyperfliche M. ist also ein invarianter Torus zugeordnet. Die
Gesamtheit dieser Tori bildet wiederum eine (invariante) Hyperfliche im Phasenraum!, auf
welcher die Bewegung den {olgenden Gleichungen geniigt:

8F

51 G(E.,®) fir jedes f. € Mn.N (4.4)

& = wo(F) +7

Beispiel 4.1: Als einfaches Beispiel betrachten wir folgendes Hamiltonsches System mit zwel
Freiheitsgraden:

H = wo 1 + wo2lz + 112 — Ip2)sin & cos &2 {4.5)
Der Storterm 1afit sich also beispielswiese durch

F(E)=(0,L.2~To2)=0 und G(&)= (0 sinP;cos®s) (4.6)

zusammensetzen. Auf der eindimensionalen Hyperfliche im Wirkungsraum, die durch L2 =
Ipo gegeben ist (also einer Geraden), gilt I} = I> = 0. Die Bewegungsgleichungen auf den

zugehorigen Tori lauten .
3, = wo1+7sin®; cos Py
(4.7)

®y = woz

Nach Einsetzen der trivialen Lésung fiiz &2 verbleibt eine explizit zeitabhingige Gleichung:
‘;51 = wo,1 + 7sin & cos (WQ,Q i+ @t = U)) (4.8)

Auch in diesem System findet man zu jedem Attrakior einen Repeller, da jeder Trajektorie
(@1, ®,) unter Zeitumkehr eine Trajektorie (w—&;, —$3) entspricht.’ Die Abbildung 4.1 zeigt
einen Grenzzyklus und den zugehorigen Repeller (letzteren als Attraktor unter Zeitumkehr).
Fixpunkte sind ausgeschlossen, solange wp s # 0. Das Aunftreten chaotischer Attraktoren kann
auf Barrieren ebenfalls ausgeschlossen werden (— Abschnitt 4.3). @

Die Dimension Dy n der invarianten Hyperfiiche, welche aus allen invarianten Tori besteht,
die im Wirkungstaum eine n-dimensionale Hyperfliche A, bilden, ist offensichtlich gleich
der Summe aus der Zahl N der Winkelvariablen einerseits und der Dimension = der Hy-
perfliche im Wirkungsraum andererseits:

.Dn;f\,’ =N + 7 {49}

Es liegt nahe, D,y mit der Dimension Dyeg zu vergleichen, welche die von den KAM-Tori zu

einem festen normierten Frequenzvekior £2 = ]—%I (d.h. mit fixierten Frequenzverhiltnissen)

1Zur Unterscheidung von der Hyperfliche M,y im Wirkungsraum, auf welcher der winkelabhéngige
Anteil der Hamiltonfunktion (4.1) verschwindet, bezeichnen wir im Folgenden die Gesamtheit der
zugehdrigen invarianten Tori oft als “invariante Hyperfliche” (im Phasenraum}. Natiirlich ist Mg;n
ebenfalls eine invariante Mannigfaltigkeit (Nullvektoren verlaufen tangential zu jeder Fliche}.

*Vgl. die Anmerkung auf Seite 27 im Abschnitt 3.2 (sowie Anhang A.3 im Zusammenhang mit

Kap.4.7).
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Abb.4.1: Oberes Bild: Ein Grenzzyklus des Systems (4.7). Unteres Bild: Der zugehorige
Repeller (als Attraktor unter Zeitumkehr). Parameter: 7 = 1, wo1 = i—,-wg,z = 1. Die

jeweilige Anfangsbedingung ist durch ™ markiert. Aufgetragen ist — (@;=1amod 2m).

£
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gebildete Hyperfliche im Phasenraum fast-integrabler Systeme mit V Freiheitsgraden besitzt.
Da KAM-Tori in einem ganzen Energieintervall existieren, gilt

Dreg = N + 1 (410)

Die Dimension invarianter Hypezflichen, die aus nichireguliren Tori bestehen, ist daher fiix
n > 1 (wenn es sich also nicht um isolierte Tori handelt) stets mindestens so grofi wie die
Dimension der Hyperfiiche aller KAM-Tori zu einem festen normierten Frequenzvektor und
liegt zwischen N + 1 und 2N ~ 1. Da (2N — 1)-dimensionale invariante Hyperflichen im
9N-dimensionalen Phasenraum Barrieren! bilden, kann es sich sogar um Barrieren fir den
Phasenraum-Fluf handeln, und zwar bemerkenswerterweise in Systemen mit beliebig vielen
Freiheitsgraden. Im Fall der einem festen normierten Frequenzvektor zugeordneten KAM-
Tori ist dies nur in (fast-integrablen) Systemen mit zwei Freiheitsgraden méglich, weil fiir
N > 2 stets Dreg < 2N -1,

Ein einfaches Beispiel fiir eine solche Barriere ist das System im obigen Beispiel 4.1 - die
Hyperfliche im Wirkungsraum (eine Gerade) teilt diesen, und damit den Phasenraum, in
zwei Teile, die nicht durch Trajektorien verbunden werden konnen. Da endlichdimensionale
Hyperflichen im Wirkungszaum von Systemen mit zwei Freiheitsgraden stets die Dimension
n = 1 haben, bilden die zngehorigen invarianten Hyperflichen im Phasenraum jedenfalls
(aber nicht notwendigerweise echte) Barzieren.

® Ubersicht fiber das folgende Kapitel

Im folgenden Abschnitt untersuchen wir zunichst ein weiieres Beispiel einer Barriere aus
nichtreguliren Tori in einem System mit nur zwei Freiheitsgraden. Wihrend im obigen Bei-
spiel eine der beiden Bewegungsgleichungen trivial integrabel ist (d.h. die rechie Gleichungs-
seite ist komstant), kann man die Bewegungsgleichungen dieses Systems durch eine lineare
Transformation in eine trivial integrierbare (“iriviale”) und eine “nichi-triviale” zerlegen.
Diese Zerlegung wird anschlieflend ganz allgemein durchgefiihrt, d.h. fiir beliebige Anzahl N
von Freiheitsgraden und fiir (im Wirkungsraum) moglicherweise gekriimmte Hyperfidchen.
Man findet immer » “triviale” und m = N — n “nichi-triviale” Bewegungsgleichungen.

Die je nach der Dimension der Hyperfliche im Wirkungsraum (bzw. der zugehdrigen in-
varianten Hyperfliche im Phasenraum) unterschiedliche Form der resultierenden Bewegungs-
gleichungssysteme 14fit bereits Schliisse in Bezug aunf die jeweils méglichen Attraktortypen
zu, wie im dritten Abschnitt nachgewiesen wird. In einigen Fillen kann das Auftreten chao-
tischer Attraktoren ausgeschlossen werden (alle Attraktoren missen reguldr sein), in anderen
das Auftreten periodischer Bewegung (und damit das Auftreten von Grenzzyklen).

"'t Eine invariante {2N —1)-dimensionale Mannigfaltigkeit stellt sie fiir den Fluf im 2/N-dimensionalen
Phasenraum eine echie Barriere dar, wenn sie den Rand einer 2/N-dimensionalen Mannigfaltigkeit bil-
‘det oder ihn enthilt. Der Fluff verlduft dann tangential zum Rand der 2/N-dimensionalen Mannigfal-
‘tigkeit. Trajektorien, die in ihrem Inneren starten, konnen diese daher nie verlassen, und umgekehrt
kénnen Trajektorien, die aufierhalb starten, das Innere nie erreichen. Invariante {2V ~1)-dimensionale
Mannigfaltigkeiten, die nicht die Oberfliche einer 2N-dimensionalen Mannigfaltigkeit enthalten, stel-
len ebenfalls Barrieren fiir der Phasenraumn-Fluff dar, die aber {aufl einem nicht nur infinitesimalen

Umweg) umgangen werden konnen.
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Im vierten Abschnitt wird die Bewegung aunf Barrieren untersucht. Dort kénnen nur re-
gulire Attraktoren vorkommen. Periodische Bewegung ist auf nichireguliren Barriere-Tori
in Systemen mit zwei Freiheitsgraden méglich, in Systemen drei oder mehr Freiheitsgraden
aber eher die Ausnahme. Wir geben die Bedingungen an, anter denen periodische Bewegung
(nicht) auftreten kann und untersuchen numerisch einen reguliren Attraktor, auf dem die
Bewegung nicht-periodisch verlduft. Anschliefiend weisen wir nach, daff die nichirelativisii-
sche Bewegung geladener Einzelteilchen auf Barrieren verlaufen kann, wenn das magnetische
Vektorpotential réumlich periodisch ist und eine feste Richtung hat. Als Beispiel werden die
elektromagnetischen Potentiale und Felder angegeben, die zur Realisierung der Bewegung
auf den nichtreguliren Barriere-Tori des Beispiels 4.2 (welches zu Beginn dieser Ubersichi
beschrieben wurde) nétig sind. In periodisch oder quasiperiodisch zeitabhingigen Feldern
kann auch die Bewegung auf nichtreguliren Barriere-Tori i Phasenraum von Systemen mit
mehr als drei Freiheitsgraden durch ein nichirelativistisch bewegtes Elektron realisiert wer-
den.

Im finften Abschnitt werden Systeme mit N Freiheitsgraden untersucht, in deren Pha-
senraum (2N — 2)-dimensionale invariante Hyperfidchen auftreten, die aus chaotischen Tori
bestehen, auf denen sich die Bewegungsgleichungen bei geeigneter Skalierung der Parameter
auf diejenigen eindimensionaler Oszillatorsysteme reduzieren lassen. Am Beispiel zweier Sy-
steme, deren Bewegungsgleichungen sich in dieser Weise auf diejenigen des Duffing- bzw. des
van des Pol - Oszillators reduzieren lassen, betrachten wir relativ ausfiihrlich die Bewegung
auf solchen Tori fiir N = 3 und N = 4. Wegen dez in die beiden nicht-trivialen Bewegungsglei-
chungen eingehenden Zeitabhingigkeit kénnen hier seltsame Attraktoren auftreten. Neben
diesen finden wir periodische und, wo periodische Bewegung ausgeschlossen ist, regulire ape-
riodische Attraktoren. Alle in diesem Abschniti untersuchten Bewegungen anf nichireguliren
bzw. chaotischen Tori konnen auch in der nichtrelativistischen Bewegung geladener Einzelteil-
chen in geeigneten Feldern auftreten, wie abschliefiend nachgewiesen wird. Die Realisierung
der Bewegung auf Atiraktoren periodisch getriebener Systeme ist dabei (wahlweise) sogar in
stationidren Feldern mdéglich.

Im vorletzten Abschnitt des Kapitels behandeln wir anhand von Beispielen nichtregulire
bzw. chaotische Tozi, die invariante Hyperflichen mit weniger als 2N — 2 Dimensionen bil-
den. Zunichst zeigen wir, dafl die im dritten Eapitel beirachteten iscliezten chactischen Tori
als Subtori nichtregulirer Tori auftzeten kdmnen, welche héherdimensionale invariante Hy-
perflichen bilden. Dieses Beispiel 148t sich ebenso verallgemeinern wie ein weiteres, welches
die Kopplung der im vorhergehenden Abschnitt betzachteten Oszillatoren behandelt. Aufler-
dem wird nachgewiesen, dafi die Bewegung geladener Einzelteilchen auch auf nichireguléren
Tori verlaufen kann, die Teil einer invarianten Hyperfliche der Dimension 2N — 3 sind.

Wihrend wir im vorhergehenden Kapitel bereits zu Anfang ein Verfahren einfithren, wel-
ches die Angabe von isolierten nichtreguliren Tori mit beliebig vorgegebenen Attraktoren
autonomer dissipativer Systeme erlaubt, gehen wir hier bei der Analyse der Bewegung auf
nichi-isolierten nichtreguliren Tori zunichst rein fallbezogen vor, d.h. ohne Riickgriff auf das
im Kap.3.1 vorgestellte Verfahren, dessen Erweiterung auf nicht-autonome Systeme mit pe-
-riodisch oder quasiperiodisch zeitabhingigen Termen aber im letzien Abschnitt nachgeholt
wird.
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4.2 Partielle Entkopplung der Bewegungsgleichungen

Die Untersuchung des folgenden Beispiels legt die Erwartung nahe, dafi die Bewegungsglei-
chungen auf nichi-isolierten nichtreguléren Tori in jedem Fall in » triviale und m = N —»
nichtiriviale zerlegt werden konnen {(wobel n, wie stets, die Dimension der Hyperfiiche ist,
welche die nichtreguliren Tori im Wirkungsraum bilden).

Beispiel 4.2: Wir betrachten folgendes System mit zwei Freiheitsgraden:
H = wo Dy + wools + 9(arfy — asls)cos(@; — &) (4.11)
mit @i=1,3 > 0. Auf der durch die Beziehung
fIy=01l1 —ala =10 (4.12)

gegebenen eindimensionalen Hyperfliche (einer Geraden) im Wirkungsraum gilt wiederum
I = I, = 0. Auch diese Gerade zerlegt den Wirkungsraum in zwei Teile, die nicht durch
Trajekiorien verbunden werden kénnen. Die Bewegungsgleichungen auf den zugehérigen Tori
(und, was die Winkel angeht, auch im ibrigen Phaserraum) lauten

él = wp,1 + 741 COS(@l — @2)
(4.13)

§2 = g2 — a2 COS(@l - @2)

Im Gegensatz zum ersten Beispiel ist diesmal ohne weitere Transformation keine der bei-
den Bewegungsgleichungen (4.13) trivial integrabel. Das héngt damit zusammen, dadl im
vorhergehenden Beispiel die Hyperfliche (ebenfalls eine Gerade) im Wirkungsraum achsen-
parallel liegt, die hier betrachtete Hyperfliche (bzw. Gerade) hingegen nicht. Fiithren wir
aber eine lineare Transformation auf neue Variable durch, nimlicht, auf

(&) ez ) [ B (414)

\Q2/ fal+ed\las an J\ 22/

' Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, daf diese Transformation kanonisch is{. Die neuen Variablen
sind allerdings keine Wirkungs-Winkel-Variablen mehr. Kanonische Transformeiionen (— Anhang
A0, welche die Wirkungs- Winkel- Variablen wieder in Wirkungs- Winkel Variable gierfihren, haben
nriamlich die Eigenschaft, dafl die newen Winkelvariablen 2n-periodische Funktionen der alten Win-
kelvariablen sind, weil nur dann gew&hrleistet ist, dafl wiederum jedem Punkt auf einem Torus auch
in den neuen Winkelvariabler genau ein {modulo 27 eindeutiger} Wert entspricht. Falls eine solche
Transformation linear ist (wie die hier betrachtete) oder einen linearen Anteil hat, darf sie bzw. dieser
daher Wirkungs- und Winkelvariable nicht “mischen”, und die Transformationsmatrix darf nur ganze
Zahlen enthalten. Ferner muf} ihre Determinante Betrag eins haben, denn aufgrund der Cramerschen
Regel ist nur dann gew&hrleistet, dafl sowohl die neuen Winkelvariablen ganzzahlige Linearkombina-
.tionen der alten als auch die alten Winkelvariablen ganzzahlige Linearkombinationen der neuen sind
{[Per&5]. Die hier betrachtete Drehmatrix hat zwar Determinante eins, aber ihre Elemente sind nicht

‘ganzzahlig (Richtungscosinis !).
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g0 ist im transformierten Gleichungssystem
: a1wo,1 — 62w0,2 /2 ¢y + a3 az — 01
¢ = —F 5 = = 4+ 9 &1 +a2 COS( Q: + Qg
ﬂ1+a2 \fﬁfl"l‘a? ‘!ia’l +ﬂ»2
gawp,1 + A160,2

Q: =
\/af—%—a%

die zweite Gleichung trivial integrierbar. Duich eine Linearkombination beider Gleichungen,

némlich

(4.15)

Gt 54 8270, (4.16)

&
1/0,%-%—0,% \/af-i—ag

gelangt man zu einer weiteren (durch Quadratur) l6sbaren Gleichung, so dafi auch die erste
Gleichung 16sbar ist. Der Transformation (4.14) entspricht im Wirkungsraum eine Drehung
der Achsen des Xoordinatensystems derart, dafi die Hypezfliche (Gerade) parallel zu den
neuen Achsen liegt.

Eine detaillierte Diskussion der Bewegung auf den nichtreguliren Tori dieses Systems
wird im Anhang C priseniiert. Es zeigt sich, dafl nicht nur das System (4.13) integrabel ist,
also die Bewegung auf der Barriere, sondern sogar die sugehorige Hamiltonfunktion (4.11)1.
Es gibt sowohl ein Regime ohne Attrakioren wie eines mit Grenzzyklen, welche sich von
den bisher untersuchten wesentlich nur darin unterscheiden, daff ihr Aunftreten und ihre Posi-
tion analytisch vorhersagbar sind. Nichtregularitit und universelle Integrabilitét bilden also
duzchaus keinen Widerspruch (siehe auch die Diskussion im Anhang A.2). Im dbrigen ist es
offensichtlich ein Leichtes, Hamiltonsche Systeme anzugeben, deren Bewegungsgleichungen

auf ihren nichtreguliren (und nichi-isolierten) Tori von vornherein entkoppelt sind. @
Im allgemeinen Fall - d.h. im Fall beliebiger Zahl IV von Freiheitsgraden und im Wirkungs-
raum moglicherweise gekriimmter n-dimensionaler Hyperflichen A, » — kinnen die Bewe-

gungsgleichungen auf den zugehorigen invarianien Hyperfiichen ebenfalle {und in der gleichen
Weise wie im vorhergehenden Beispiel) in genau « triviale und m = N — n nicht-triviale zer-
legt werden. Dies bedingt das identische Verschwinden von m Poincaré-Invarianten einerseits,
und andererseits das Nichiverschwinden der » fibrigen. Die Zerlegung in n triviale und m
nicht-triviale Gleichungen liefert also Gleichungssysteme, deren Form durch die Dimension
der Hyperfiiche, welche die nichireguliren Tori im Wirkungsranm bilden, bestimmt wird.
Diese 145t daher Schliisse auf die Typen von Aitrakioren zu, die auf den zugehorlgen invari-
anten Hyperflichen im Phasenraum aufizeten bzw. nicht auftzeten kénnen.

"'@ Zerlegung der Bewegungsgleichungen in triviale
Komponentenweise lantet die Bedingung (4.2) T

F(D) |5, e Mop=0. o =1,...,N R R Ly

- Yund dariiber hinaus alle Hamiltonfunktionen mit N > 2 Ireiheitsgraden, die nur von einer emmgen
Linearkombination der N Winkel abhéngen.
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d.h. die Skalarfelder Fi= _n(F) haben auf der Hyperfiiche My~ im Wirkungsraum einen
Yonstanten Wert. Genau wie Feldlinien immer senkrecht auf den zugehérigen Aquipoten-
tialflichen stehen, miissen daher die Gradienten dieser Skalarfelder senkrecht auf der Hy-

perfliche M, n stehen, und es gilt

i 8F
(65 i=1,.. ,1\(1)) T € M, N.l. MoN :>Rang(61) |z € Mun =N-=n ({4.18)

d.h. die aus diesen Gradienten gebildeten N x N-Matrizen 8%&‘3) bilden fiir jede Wirkung
I. auf der Hyperfliche M.~ Vektoren in den zu M, » im Punkt I. senkrecht stehenden
Unterraum ab. Der Rang dieser Matrizen ist deshalb gleich m = N — n, und der Vektor

1/ OF
E(é - wo) 1. € Man = 37 G ®) (4.19)

steht senkrecht auf M, n und hat m linear unabhingige Komponenten.

Ubrigens identifizieren wir bei dieser Betrachtung den Wirkungsraum mit demn RN, In
dieser Sichtweise ist AM,.n also eine Hyperfliche im IRY, und die Vektoren G(I.,®) sowie
(4.19) sind Vektoren im ]RfV Der Vektor (4.19) ist aber dem winkelabhingigen Term in der
obigen Bewegungsgleichung {4.4) proportional. Es liegt also nahe, die kanonische Basis’ im
Phasenraum so zu drehen, da m = N — n Basisvektoren im Wirkungsraum senkrecht auf
M,.n in einem beliebig (aber fest) vorgegebenem Punkt I. € Myn stehen. Dies geschieht
durch Anwendung einer nur N-dimensionalen Drehmatrix R(Z.), welche iber die erzeugende

Funktion
S(P,&) L P; L Ri;(E.)®; (4.20)
=1
folgende kanonische Transformation “induziert” ¢
I=RYI)P & P=R(UI.)I, sowie @=RI.)$ (4.21}

Die neuen Variablen P sind also Linearkombinationen der Wirkungen I, und in gleicher
Weise sind die konjugierten Variablen & Linearkombinationen der Winkel £. Wie im obi-
gen Beispiel gezeigt wurde, handelt es sich gleichwohl nicht um Wirkungs- Wm rel-Variable
(vgl. die Anmerkung auf Seite 63).

Bei Anwendung dieser Drehung auf den Vektor (4.18) verschwinden also genau = Kom-

ponenten des transformierten Vektors
7. - .- -
E(Q - wo) 7. € M, obel @ol(f.) = R(I. Jewo(d.) (4.22)

Die Transformation iiberfiihrt mithin die Bewegungsgleichungen (4.4) in ein Gleichungssy-
stem mit m = N — # nicht-trivialen Bewegungsgleichungen (0.B.d.A. die emsten m Stiick)

Tgemeint ist die Standardbasis aus 2IV aufeinander senkrecht stehenden Einheitsvektoren.
*Hier geht ein, daf fiir Drehmatrizen BT = B~1. Bzgl. des allgemeinen Falls vgl. (C.3) & (C.4).
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sowie n weiteren trivialen:

. ] ¥ .
Qi = @oill)+7 (R(L)BL G(I.R (L)Q))i
fir i=1,...,m=X —=n, sowie (4.23)

Qi = ol fir i=m<+1,... N
Die Bewegungsgleichungen (4.23) gelten auf gekrimmten Hyperflichen M, n im Wirkungs-
raum lokal fiir jeden Punkt F.. Auf nicht gekriimmten Hyperflichen A, n ist die Drehmatrix
R hingegen iiberall die gleiche. Ein Beispiel fiir gekriimmte Hyperfiichen und die Bewegungs-
gleichungen auf den zugehdrigen nichtreguldren Tori wird im Anhang A.6 gegeben.

€ Die Poincaré-Invarianten auf nichi-isclierten nichireguldren Tori

Beziiglich der Poincaré-Invarianten des Flusses auf den nichtreguliren Tori, die im Wirkungs-
raum die Hyperfliche M, n bilden, findet man dementsprechend, dafi m = N — n identisch

verschwinden:
Juu=0, k>n (4.24)

denn da jedes I. € M, v nur » linear unabhingige Komponenten hat, gilt

dI’-l Ave. A dI{k ,_gs c Mn;N =0 falls k>n (4:25)

Fiir k£ < n verschwin #
kungsvektor I. € M.~ mehr als % linear unabhingige Komponenten haben kann. Daher
findet man in der Regel = nichtverschwindende Poincaré-Invarianten

dop =comet. £ 0, k< (4.26)
4.3  Fallunierscheidung: Welche Attraktortypen kinnen wo

auftreten?

Die Zerlegung der Bewegungsgleichungen auf nichtregulizen A -Tori, die im Phasenraum
(N +n) bzw. (2N — m)-dimensionale invariante Hyperfiichen bilden, in m = N — » “nichi-
iriviale” und = “triviale” 1afit Schlisse darauf zu,

@ auf welchen dieser invarianten Hyperflichen iberhaupt chaotische Aitrakioren aufire-
ten kénnen, und ferner '

e auf welchen periodische Bewegung (nicht) moglich ist.

Die Tabelle 4.1:gibt einen Uberblick iiber die im Folgenden beschriebenen Fallunterscheidumn-

gen.
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® Regulidre oder chaotische Attiraktoren?

Fine exponentielle Separation verschiedener Trajektorien ist in den » Komponenten, welche
trivial-integrablen Gleichungen geniigen, ausgeschlossen. Daher verschwinden auf nichtre-
guliren N-Tori, die im Phasenraum (N + n)-dimensionale invarianie Hyperflichen bilden,
die zugehorigen n Ljapunovexponenten' und ergo ist m = N — n die maximale Anzahl nichi-
verschwindender Ljapunovexponenten. Das Auftreten chaotischer Attraktoren ist aber defini-
tionsgemif nur moglich, wenn es mindestens zwei nichtverschwindende Ljapunovexponenten
gibt, von denen wiederum mindestens einer positiv und deren Summe negativ sein muf. Auf
Barrieren kénnen deshalb keine chaotischen Attrakioren vorkommen, weil Attraktoren dort
nur auftreten, wenn der eine verbleibende {eventuell} nichtverschwindende Ljapunovexponent
negativ ist,

Auf invarianten Hyperflichen mit dieser Art 2N — 2 Dimensionen, also nur einer weni-
ger als Barrieren, ist das Auftreten seltsamer Attraktoren hingegen mdglich, da die trivia-
len Komponenten in der Regel explizite Zeitabhingigkeiten der beiden nichi-trivialen Bewe-
gungsgleichungen bedingen, und daher im allgemeinen zwei der Ljapunovexpomnentien mnicht
verschwinden. Wenn allerdings die beiden nichi-trivialen Gleichungen von den trivialen ent-
koppelt sind, entfallen die im allgemeinen Fall auftretenden explizit zeltabhingen Terme in
den nicht-trivialen Bewegungsgleichungen. Dann verschwindet ein weiterer Ljapunovexpo-
nent, ndmlich der zur Bewegungskomponente in Richtung des zweidimensionalen Flusses in
den beiden nichi-trivialen Bewegungskomponenten gehdrige. Dementsprechend kénmnen in
diesem Fall nur regulire Attraktoren auftreten.

Auf nichtreguliren N-Tori, die invariante Hyperflichen mit weniger als 2N — 2 Dimen-
sionen bilden, sind mindestens drei der Bewegungsgleichungen “nicht-triviale”, und daher
gibt es im allgemeinen immer mindestens zwei (in der Regel m = N — «) nichiverschwin-
dende Ljapunovexponenten. Auf diesen invarianten Hyperflichen ist das Aufireten seltsamer
Attraktoren daher normalerweise maoglich.

€@ Periodische oder aperiodische Bewegung 7

Falls die Bewegungsgleichungen von vornherein in m nichi-triviale und n triviale Glei-
chungen zerlegi sind, und im System der Bewegungsgleichungen weinigsiens zwei triviale
Gleichungen auftreten, ist es wichtig su unteescheiden, ob die zugehorigen Frequenzen kom-
mensurabel sind eder nicht, d.h. ob sie zuneinander in rationalen Verhilinissen siehen oder
nicht. Die n Frequenzen woi=m+1,.. .~ det trivialen Bewegungskomponenten sind

¢ kommensurabel, wenn es n nichtverschwindende ganze Zahlen kizpm41,.. n gibt, so dafl

bm+10m+1 + ...+ hyvwon =0 und Kizpmer, N € Z\{Q} 7 (4.27)

e inkommensurabel, wenn es keine solche Beziehung gibt.

Falls die Frequenzen der trivialen Bewegungskomponenten inkommensurabel sind, so kann die
"Bewegung grundsétzlich richt periodisch sein (also auch auf Attraktoren nicht) —in diesem

In diesern Fall kénnen ausnahmsweise n der N Ljapunovexponenten raumfesten Richtungen zuge-
ordnet werden.
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Die zulassigen Attraktortypen auf
einer aus nichtreguliren N-Tori
Fallunterscheidungen bestehenden invarianten Hyperfliche
der Dimension
aN-1 | 2N-2 [2N-mm>3
wo(f.) =0,
triviale und odez Fixpunkte regulire alle
nicht-triviale | wo(¥.)} 1 My~
Gleichungen | andernialls,
entkoppeln sofern regulire! regulre! allet
RIy=1
N =m+ 1, oder die
Kommensurabilitd tsbedinugen regulire’ alle? alle?
(4.27) bzw. (4.29) sind erfillt
' und regulize,
andernfalls aber aperiodische aperiodische
(= N >3) aperiodische

taufler Fixpunkten

taufer Fixpunkten; auch im Fall R(I.)# T st periodische Bewegung
nicht unbedingt ausgeschlossen, vgl. Text.

Tabelle 4.1: Ubezsicht

Fall kann eine Trajektorie ndmlich nie wieder an einen Punkt auf dem N-Torus gelangen, den
sie schon einmal erreicht hatte. Andernfalls ist die Bewegung zumindestens in den trivialen
Bewegungskomponenten periodisch. Im Anhang A.7 wird gezeigt, dafi zur Beschreibung der
Bewegung in den m nicht-trivialen Winkelvariablen die Betrachtung der Bewegung auf einem
(m .+ 1)-Torus gentigt, sofern die Kommensurabilititsbedingung (4.27) erfillt ist.

Wenn die Bewegungsgleichungen aber erst durch eine lineare Transformation in m nicht-
{riviale und = triviale Gleichungen zerlegt werden missen, so kenn im allgemeinen die
Moglichkeit periodischer Bewegung nichi ausgeschlossen werden. Man kann lediglich eine
notwendige (aber im Unterschied zum oben betrachteten Fall keineswegs hinreichende) Be-
dingung angeben, die erfillt sein mufl, damit periodische Bewegung aufireten kanm:

Die Abhingigkeit der 7 nicht-trivialen Bewegungsgleichungen von den = trivialen Kom-

ponenten ist im Sysiem (4.23) zeitlich periodisch, wenn die Komponenten des Vektors
&= R (0, ey 0, @041, - - .,oO,N) (4.28)

'k_o_mmensura.bel sind, d.h. wenn es N nichtverschwindende ganze Zahlen k;=; . ~ gibt, so dafl

Bion+...+Ekyvony=0 und kiz1 N E Z\{O} (4.28)
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4.4 Nichtreguldre Barriere-Tori

In diesem Abschnitt fassen wir zunéchst die bisher abgeleiteten Resultate iiber Attraktoren
zusammen, welche auf Barrieren vorkommen kénnen, die aus nichtreguliren Tori bestehen,
und illustrieren dann die aperiodische Bewegung auf einem reguliren Attraktor (Beispiel
4.4.a). Anschliefend wird gezeigt, daf solche Barrieren auch in der Bewegung geladener
Einzelteilchen in rdumlich periodischen Feldern auftreten. Exemplarisch werden die Felder
angegeben, welche zur Realisierung der Bewegung auf den Barriere-Tori nétig sind, die im
Beispiel 4.2 {bzw. imm Anhang C) untersucht wurden {Beispiel 4.4.b}.

Wie wir gesehen haben, konnen chaotische Attraktoren auf Barrieren nicht auftreten.
Das gilt natiitlich auch fiir den zeitumgekehrten Flufl. Daher kann es auf Barrieren auch auf
Repellern keine chaotische Bewegung geben. Insbesondre kann die Bewegung auf den aus
nichtreguliren Tori bestehenden, dreidimensionalen invarianten Hyperfiichen in Systemen
mit nur zwei Freiheitsgraden iberhaupt kein chaotisches Langzeitverhalten zeigen, da diese
invarianten Hyperflichen jedenfalls Barrieren bilden.

Periodische Attraktoren sind auf Barrieren in Systemen mit nur zwei Freiheitsgraden zu
erwarten {vgl. die beiden Beispiele 4.1 und 4.2). Auf Barrieren in Systemen mit drei oder
mehr Freiheitsgraden kénnen sie nur dann auftreten, wenn die entsprechende Kommensura-
bilititsbedingung (4.27) bzw. (4.29) erfiillt ist, wobei im Fall nicht achsenparalleler Barrieren
die Kommensurabilititsbedingung (4.29) nur eine notwendige, aber noch nicht hinreichende
Bedingung fiir die Moéglichkeit des Aufiretens periodischer Bewegung ist. Andernfalls ist
periodische Bewegung, und damit auch das Auftreien periodischer Attraktoren, jedenfalls
ausgeschlossen.

Beispiel 4.4.a: Als Beispiel {iir solche aperiodischen und gleic 1
auf Barrieren betrachten wir die Bewegung auf der (finfdimensionalen) Barriere eines Systems
mit drei Freiheitsgraden. Die dieser Bewegung zugrundeliegenden Bewegungsgleichungen

lauten

éél = wp,1 + paesin @; sin Spsin 23
@2 = wg2 (4.30)
By = wg,3

. W02 . . )
wobel —~ 1irrational ist.
@03

Die Abbildung 4.2 peigt zwei Aspekie der Bewegung aunf einem Attraktor dieses Systems.
Das obere Bild der Abbildung enthilt die Projektion einiger Umléufe auf dem Atiraktor in
die {#€;, ©7}-Ebene, das untere hingegen einen Poincaré-Schnitt zu einem festen Wert von &3
mod 27, d.k. mit einem Zeitschritt Af = a%. Statt %(@;:1,2 mod 2#) wurde auf den Achsen
sin ;=1 0 aufgetragen. Der Startpunkt ist in beiden Féllen der gleiche. Der Poincaré-Schnitt
beweist, daf die Bewegung auf dem Attraktor im dreidimensionalen Raum der Winkel @;=) 23

auf einer glatten zweidimensionalen Hyperfliche verliuft, wie zu erwarten.! Lage und Form

.. 'Das ‘Ljapunovspektrum ist von der Form (0,0, —), daher erwartet man einen 2-Torus, vgl. die
Anmerkung auf Seite 32.
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Abb.4.2: Ein reguliirer aperiodischer Attraktor auf der zum System (4.30) gehérigen Barriere.
Parameter: 4 =1, e = 5, wo,1 = 3'“;-, woz2 = 1, wo3 = 4. Der nichtverschwindende Ljapunov-
exponent hat den Wert A3 = —1.62; fiir die Windungszahlen gilt vi=1,2,3 # 0. Oberes Bild:
Projektion einiger Umliufe anf dem Attraktor in die {&;,@;)-Ebene. Unteres Bild: Poin-
caréschnitt zu einem festen Wert von ®3 mod 27, d.h. mit dem Zeitschritt At = 520%. “Der
‘Startpunkt ist in beiden Fillen der gleiche. Auf den Achsen wurde sin ®;—; 2 aufgetragen.
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der Kurve im unteren Bild der Abbildung 4.2 hiingen natiirlich von der Lage des Poincaré-
Schnitts ab, d.h. von ®3(¢ = 0). Ebenso gut kann man ibrigens einen Poincaré-Schnitt zu
einem festen Wert von @2 mod 27 machen. @

© Bewegung eines Elektrons auf nichtreguldren Barriere-Tori

Bei der Untersuchung eines mnichtreguldren Torus mit konstanter Richtung der Winkel-
Geschwindigkeit im Kapitel 2.4 haben wir gesehen, daf die Hamiltonfunktion der nichtre-
lativistischen Bewegung geladener Einzelteilchen in rdumlick periodischen Feldern folgende
Form hat, sofern das elektrische Potential und das magnetische Vektorpotential durch die

Beziehung (2.9) verbunden sind:
3
HI, &) = Z f wo,i(I;)dl; + ?y(all'l +agly + @zl ~ é:-i’g)g(sﬁ(éj) (4.31)
=1

Der Zusammenhang zwischen den Wirkungs-Winkel-Variabler und den urspringlichen Ko-
ordinaten und Impulsen ist durch die Beziehungen (2.13) & (2.14) gegeben; a und g(_-é) sind
durch {2.40) definiert, #($) durch (2.16) und wo(Z) duzeh (2.17).

Die Hamiltonfunktion (4.31) ist offensichtlich vom Typ (4.1).! Der winkelabhingige Term
verschwindet auf der Ebene im Wirkungsraum (bzw. Impulsraum), die durch die Beziehung

L.y + @odap + aslis = ado (4.32)

gegeben ist. Die durch diese Gleichung fixierte invariante Hyperfliche (eine finfdimensio-
nale Hyperfliche im sechsdimensionalen Phasenraum) bildet natiirlich eine Barriere fiir die
Teilchenbewegung — sogar eine echte Barriere, da die durch (4.32) gegebene Ebene den Wir-
kungsraum in zwei Teile teilt, die nicht durch Trajektorien verbunden werden konnen.? Die

Bewegungsgleichungen anf dieser Barriere lanten®
& = wo(L) + 9& §{S) (4.33)

Falls ein riumiich periodisches Vektorpotential konstanter Richtung keine 2-Komponente hat,
sind die Barrieren natiirlich solche fiir nichtrelativistische Bewegung geladener Einzelteilchen
mit nur zwej Freiheitsgraden (vgl. die Schlufipassage von Kap.2.2). Dementsprechend kénnen
die im Beispiel 4.2 (bzw. im Anhang C) betrachieten nichireguliren Barriere-Tori in der

tDer winkelabhingige “Stdrterm” kann ohne weiteres auch als Skalarprodukt geschrieben werden!

! Der im Kap.2.4 betrachtete nichtregulire Torus tritt, wie wir hier sehen, in der Bewegung gela-
dener Einzelteilchen nicht als isolierter Torus auf, sondern als Teil einer Barriere. Auf den anderen
zur Barriere gehdrigen Tori ist die Richtung der Winkel-Geschwindigkeit aber nicht konstant, es sei
denn, §2; sei wirkungsunabhingig, d.h. das (effektive) ungestérte System cin lineares.

! Anderswo ist @ von der gleichen Form, nur ist dort der Wert der Wirkungsvariablen nicht konstant.
Falls eine oder zwei Komponenten des Vektorpotentials verschwinden, sind dementsprechend eine oder
zwei dieser Gleichungen triviale. Andernfalls kann man natlirlich durch geeignete Drehung der Achsen
- die Gleichungen in diese Form bringen (vgl. Kap.4.2).
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nichtrelativistischen Bewegung eines Elektrons in stationiren, rdumlich periodischen Feldern

auftreten:

Beispiel 4.4.b: Das Vektorpotential

- —A( )= (J)Oﬂ;z,yoa‘y 0) €08 (27(-33—0) (4.34)

fiihrt bei Anlegen eines elektrischen Potentials, welches die Beziehung (2.9} erfiillt, auf die

Hamiltonfunktion
_ P§ -+ Pg 7

z
. + or (%%(Px — Pog) + ayyo( By — PG,y)) cos (27?3_@) (4.35)

Als Funktion der Wirkungs-Winkel-Variablen

J o= E%Z()Pz und ¥y = 27:“-:%—
(4.36)
sowie J2 = 2%3!0?3. und ¥y = 21&'%

ergibt sich
H= /wq (Ji)dd + /wg (J2)dJz + ﬂ(az(Jg — Jo1) +ay(J2 ~ Jo,z)) cos ¥ (4.37)

mit den wirkungsabhingigen Frequenzen

4? J 4u? J
w = —sz——lf und  wy = —7:—-—3- {4.38)
m zj m Y5
Auf der durch die Beziehung
azJd1 + ayJo = azdo1 +aydog (4.39)

definierten Barriere gelien die gleichen Bewegungsgleichungen wie auf der enisprechenden

Barriere im linearen Systemn mit der Hamiltenfunktion (C.12). Auflerhalb der Barriere ist die

Bewegung im nichtlinearen Sysiem (4.37) ebenfalls integrabel {wenn auckh in der hier gegebe-

nen Koordinatendarstellung nicht durch Quadratur; vgl. Anhang C.1 & C.2), da mit J» eine

zweite, mit der Hamiltonfunktion vertauschende Invariante gegeben ist. Wenn man H und

J2 als neue Impulsvariable einfilirt, gelangt man 2uf dem bekannten Weg (vgl. etwa Berry

[Ber78] oder Arnol’d [Arn78]) zu Wirkungs-Winkel-Variabien, in denen die Bewegungsﬂlel-

chungen die trivial-integrable Form (2.1) annehmen. :
“Unter den durch die Beziehung (4.39) definierten Barzieren sind solche, fir die

B CA=0 - L (4.40)
gﬂt In d_lesem Fali erglbt sich aus der Bemehuna (2 9) das folgende elektnsche Potential:

z3a? + y2a? R
$(r) = — %7]2—0?2—°_cos (2¢ &) | -(4.41)
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Die der Teilchenbewegung auf diesen Barriere-Tori zugrundeliegenden elektromagnetischen
Felder ergeben sich aus diesen Potentialen zu

52&2‘ + y2a2
Br)= - Vé(r) =— By _0_.___0_y( {4x
(4.42)

B(r)=Y x A(r) = = 77 50 (0 0, sin (27’—))

Diese Felder werden durch folgende stationize, rdumlich periodische Ladungs- und Strom-
dichten hervorgerufen (— (A.12) im Anhang A.1}:

pir) = =—colhg(r) = -l ??2{a3 -+ (%)2@}(:05 (4%5)
(4.43)
Hr) = VXB{) = - %ng%%'ay (O,cos (2??;—0) ,0)
0

Elektrisches und magnetisches Feld stehen im vorliegenden Fall iibrigens aus folgendem Grund
aufeinander senkrecht: Wenn, wie auf den hier betrachieten Barriere-Tori, B L A, so folgt
aus der Bezichung (2.9), daf ¢ ~ 42, und daraus ergibt sich im Fall stationdrer Felder
E || VA% Da aber stets V X A L VA? folgt B L E. Im stationdren Fall vollzieht sich
die Bewegung also in gekreuzten Feldern, wenn Py L A. &

Alle bisherigen Betrachtungen lassen sich ohne weiteres auf zeitabhingige Vekiorpotentiale

anwenden.

® Phasenraumerweiterung (N > 3)

Awuch im Fall zeitabhéngiger Felder kann man durch Anlegen eines elektrischen Potentials,
welches die Beziehung (2.9) erfiillt, den impuls- bzw. wirkungsunabhingigen Term der Ha-
miltonfunktion (2.7) stets zum Verschwinden bringen. Falls die Zeitabhingigkeit periodisch
oder quasiperiodisch ist, setzt sich die invariante Hyperfidche im erweiterien Phasenraum
weiterhin aus Tori zusammen. Die Zeitabhingigkeit eines Vektorpotentials in einem System
mit », = 2 bzw. 3 riumlichen Freiheitsgraden ist quasiperiodisch, wenn'

blb

A(B) = (i" (®i=i,..ns ) @n,.g.l!_,_,f\;} mit '?:3; =wo; = const., i =#, +1,..., N {4.44)

Die Hamiltonfunktion (4.31) hat in Systemen mit zeitabhdngigen und rdumlich periodischen
Vektorpotentialen konstanter Richtung, d.h. vom Typ (2.37), die Form

z [Q’Ot(f )dI + z mOlil

i=rrtl (4_45)
+ "I(z a:I; — 5??-%) ﬁ'(?‘(@z=1,...,n,), ‘E’r=n,+z,...,N)

=1

Die Einfihrung zeitlich periodischer Felder fiihrt also nichtregulire Barriere-Tori in Systemen
mit zwel bzw. drei (zAumlichen) Freiheitsgraden in nichtregulire Barriere-Tori vonr Systemen

TVgl. die Definition quasiperiodischer Funktionen auf Seite 17.
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mit drei bzw. vier Frejheitsgraden iiber. Die Einfiihrung zeitlich quasiperiodischer Felder
fiihrt entsprechend auf Barriere-Tori in Systemen mit N > 3 bzw. N > 4 Freiheitsgraden.
Die zusitzlichen Wirkungavariablen sind physikalisch allerdings irrelevant. Die Tori gewinnen
in {quasi-)periodisch zeitabhiingigen Feldern zusitzliche Dimensionen, von den aus diesen Teri
bestehenden invarianten Hyperflichen im erweiterten Phasenraum gilt das nur formal.

4,5 Chaotische Tori auf (2N-2)-dimensionalen invarianten
Hyperflichen (N > 3)

Im folgenden Abschnitt geben wir Systeme mit N Freiheitsgraden an. in derern Phasenraum
(2N — 2)-dimensionale invariante Hyperflichen auftreten, die aus nichtreguliren Tori beste-
hen, auf denen sich die Bewegungsgleichungen bei geeigneter Skalierung der Parameter auf
diejenigen eindimensionaler Oszillatorsysteme reduzieren lassen. Am Beispiel zweier Systeme,
deren Bewegungsgleichungen sich so auf diejenigen des Duffing- bzw. des van des Pol - Os-
zillators reduzieren lassen, untersuchen (und illustrieren) wir ausfiithrlich die Bewegung auf
solchen chaotischen Teri, und zwar jeweils im Fall vor drei sowie von vier Freiheitsgraden
(N =3 bzw. N = 4).

Wir zeigen insbesondre, daff tatsichlich die bekannten periodischen and chaotischen At-
traktoren des Duffing-Oszillators [Ued79, Sch86] auftreten. Da die Bewegungsgleichungen
von vornherein in zwel nicht-triviale einerseits und eine bzw. zwei triviale andererseits zerlegt
sind, ist die explizite Zeitabhingigkeit der Bewegungsgleichungen im Fall dreier Freiheitsgrade
periodisch, bei vier Freiheitsgraden hingegen quasiperiodisch (mit zwei Basisfreguenzen). Fiiz
N = 4 ireten daher, im Gegensatz zum Fall ¥ = 3, keine periodischen Attraktoren (Grenzzy-
klen) auf, sondern regulére aperiodische. Mit Hilfe eines Poincaréschnitts kann demonstriert
werden, dafl diese Attraktoren auf den nichiregulizen 4-Tori zweidimensionale Flichen - ge-
naner gesagt 2-Tori — bilden, die beim ﬁbergang zu chaoctischen Attraktoren (mit fraktaler
Dimension {}) “aufbrechen”. Zum Abschluff dieser Untersuchungen weisen wir nach, daff die
Bewegung geladener Einzelteilchen in bestimmten rdumlich periodischen Feldern auf solchen
chaotischen Tori verlaufen kann. Im Fall ¥ = 3 konnen diese Felder {wahlweise} auch sta-
tionare sein — die Attraktoren etwa des periodisch getriebenen Duffing-Oszillators ireten also
auf nicht-isolierten Tori auf, die sich durch die Bewegung eines Elektrons in stationdren Fel-

dern realisieren lassen.

4.5.1 Der Fall N =3 (Attraktoren periodisch getriebener Systeme)

Wir gehen von den Bewegungsgleichungen

: i; = wsin $y
By = — fi(sin®y)sin By — fo(sind;) + 1—1(:03‘1’3 (4.46)
53 = w
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aus, die — im Fall # = 1 - von der Hamiltonfunktion

wida

H = () —Ijjwsin &y +
. (4.47)

4 (I~ Ina) (Ej cos B3 — fi(sin &; ) sin B — fo(sin @1))

hergeleitet werden konnen. Beim Vergleich dieser Hamiltonfunktion mit der allgemeinen
Form (4.1) findet man

Hy(l)y = mit w; = (0,0, w; ) (4.48)

Die Bewegungsgleichungen (4.46) gelten auf der eindimensionalen Hyperfliche
Mya = {({eg, Lo, L) | T = To, 1= 1,2} (4.49)

Diese ist eine Gerade parallel zur 3-Achse. Esist also N = 3 und n = 1, und die Gesamtheit
aller zu A4;.3 gehodrigen invarianten Tori bildet eine vierdimensionale invariante Hyperfliche
im sechsdimensionaler Phasenraum. Aus der Bewegungsgleichung fiir @, ergibt sich
. 3 $; . : 32
gin &5 = o4 2o B9 cos g = @ sgn(cos S/ 1 — -——;— {4.50)
w w w
Das Vorzeichen von cos @3 ist immer dann konstant, wenn stets | &, |< w gilt. Falls dies

gegeben ist, erhalten wir durch Einsetzen der Beziehung (4.50) und der trivialen Losung
&3 = witin die Bewegungsgleichung fiix &; eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in @;:
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Im Fall 5 == {ist das positive Vorzeichen einzusetzen. Kann der Warzelkoeffizient dureh eins
genihert werden — d.h. im Fall | &1 |< w —, und ist fetner &, < 1 (so dafl sin &; ~ &), dann
nimmi diese Differentialgleichung die Form der Gleichung ged&mpiter, periodisch getriebener
Oszillatoren an:

&1 + f1(81)81 + wfo(®1) = a1 cos(w1) (4.52)

In dieser Ndherung giit natiirlich ki = @.
w

Beispiel 4.5.a: Setzt man
filsin®1)=p >0 und fo(sin @) = kywsin & + Hsin® &, (4.53)

in die Bewegungsgleichung (4.46) ein, so reduziert sich diese im hier betrachteten Grenzfall
auf die Gleichung des periodisch getriebenen Duffing-Oszillators: - :

&, + lué; + kgu?®, + K,@? = g1 cos{wi1) | ” ” (4.54)
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Die Losungen der Duffing-Gleichung sind analytisch (— [Ver90]) und numerisch! gut unter-
sucht. Neben Grenzzyklen wurden auch seltsame Atiraktoren beobachtet [Ued79, Sch86]*,
allerdings bei so grofflen Amplitudenwerten, dafl die bei der Herleitung der Gleichung (4.54)
gemachten Voraussetzung nicht mehr ohne weiteres erfillit sind.

Mit einem Skalierungstrick ist es aber gleichwohl mdglich, das Verhalten des Duffing-
Oszillators im System (4.46) & (4.53) quantitativ zu reproduzieren. Man transformiert — fiix
| &, |< w - die Gleichung (4.51) & (4.53)

f 5,2
& =41- %—( p®; — kgo?sind; — ksin® & +a cos(wlt)) (4.55)

anf die neue Variable
z=a® (4.56)
und betrachtet anschliefiend den Fall sehr grofler Werte des Skalierungsparameters ¢, fiir die

(in exzellenter Naherung)
K
¢+ pt+ kge’z + &-2':1:3 = a1 cos{wit) (4.57)

gilt. Die Skalierung

k= Rka’, a; = e (4.58)

fiihrt dann auf eine der Duffing-Gleichung (4.54) prakiisch exakt geniigende Grifie z.

Wenn man also gemif der Skalierungsvorschrift (4.58) den periodischen Term abschwicht
und den nichilinearen Term verstirkt, so sollte man im System (4.46) & (4.53) sehr nahe
bei ®; = @5 = 0 fiir die Variable &; das Verhalten des Duffing-Oszillators quantitativ
reproduzieren kinnen. Die beiden Abbildungen 4.3 und 4.4, berechnet fiir die Parameterwerte

p=02kg=1k=1,w=w; =1 {(4.59)

und zwel verschiedene Amplitudenwerte a1, entsprechen tatsichlich genau zwei Abbildungen
aus der Arbeit von Schmidt [Sch86]. Die Abbildung 4.3 zeigt einen Gremzzyklus bei a; = 150,
die Abbildung 4.4 hingegen einen seltsamen Attraktor bei @; = 55. Fir die Windungszahien
auf dem Torus® gilt in beiden Fillen v; = vp = 0 und v3 = wy. Da die Dissipativitit p des

uumng—umd}a ors réumlichk konstant ist, mufl die Summe der Ljapunovexponenten gleich

(—p) sein®:
N=3

f_fz M= —u {4.60)

Tatsdchlich ist diese Beziehung fiir hinreichend grofle Werte des Skalierungsparameters o
erfiillt — vgl. die Angaben in den Unterschriften der Abbildungen 4.3 und 4.4 -, wodurch die
guantitative Ubereinstimmung mit Schmidts Resultaten [Sch86] erwiesen ist.

Ohne die Skalierung (4.58) findet man im System (4.46) & (4. 53)!! bei kleiner Amphtude

tsiehe [Jac89, Band 1] und [LL83}, sowie die darin enthaltenen Verweise auf die Originalarbeiten,
~ *Ueda [Ued79} untersuchte rein anharmonische Duffing-Oszillatoren (ky = 0).
" Vgl. deren Definitionsgleichung (1.1).

TVgl. die Beziehungen (3.32) & (3.36) im Kap.3.4 sowie die Darstellung (4.103) des Duffing-Systems

als Differentialgleichungssystem erster Ordnung im Abschnitt 4.7.
Ujm Folgenden bezeichnet als “Gleichungssystem der Duffing-Tori (N = 3)"
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Abb.4.3: Ein Grenzzyklus im Duffing-System (4.57-59) bei a; = 190. Als Skalierungsparame-
ter wurde o = 10'? gewihlt. Die Ljapunovexponenten haben dann folgende Werte: A; = 0,
Az = — 0.099, A3 = — (.101 (= die Beziehung (4.60) ist erfillt, vgl. Text).

(die aber jedenfalls um vieles gréfier ist als diejenige bei Skalierung!) einen in der (&1, $2)-
Ebene um den Ussprung zentrierten Grenzzyklus, bei groferer Amplitude (a1/w? =~ 0.5)
gelegentlich auch zwei koexistierende Grenzzyklen dieser Art. Die Abbildung 4.5 zeigt einen
Periodenverdopplungsiibergang eines solchen Grenzzyklus’. Im Resomanzfall wy = w = 1
findet man ibrigens ausschliefilich Grenzzyklen bis in den Bereich, in _dem die Amplitude o,
so grof} ist, daf} die Windungszahlen »;=1 2 nicht mehr verschwinden. Bei hinreichend grofler
Amlitude a1 findet man neben reguliren schlieﬁlich stets auch seltsame Attrakioren. &

Beispiel 4.5.b: Eine andere na,hehegende Wahi fur dle Funktlonen fi=1,2(sin 81} in der
Bewegungsgleichung (4.46) ist "

fi(siné )=~ :( — sin® ) <0 und fo(sin®d;)=wsind; (4.61)

In dem Grenzfall, fiir den sich die Bewegungsgleichung (4.46) auf die Oszillatorgleichung
(4.52) reduziert, findei man dann die Gleichung des periodisch getriebenen van der Pol -
Oszillators': -

Wenn inan das Verhalten des van der Pol - Oszillators im System (4.46) & (4.61) reproduzieren :

tHistorisch ist der van der Pol - Oszillator {ibrigens das erste dissipative System, in dem “Chaos” be- :

obachtet wurde {CL43] (siehe [R6s83) und besonders [JacB9}).

- 'S_ei_te 80
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&, = p, (1 - @f) &1 + w2 = ay cos(wit) S (4.62)
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Abb.4.4: Ein seltsamer Attraktor im Duffing-System(4.57-59) bei a1 = 55. Einige Umléufe
{oben) und ein vollstindigeres Bild bei lingerer Laufzeit und groflerem Zeiischritt {unten).
Als Skalierungsparameter wurde @ = 10'° gewihlt. Die Ljapunovexponenten haben dann =~
folgende Werte: Ay = 0.097, Az = 0, A3 = — 0.297 (= die Beziehung (4.60) ist -erfiillt, -

vgl. Text).
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Abb.4.5: Periodenverdopplungsiibergang eines Grenzzyklus’ auf einem (rein anharmonischen)

Duffing-Torus (N = 3), dargestellt in Projektion in die (21, @2)-Ebene.
0, kg =0 k=1, 0w =1, uy = gy und a1 = 0.55 (oben) bzw.. a1
_ Wmdungszahlen W= Vo= 0 ya = wi.
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Parameter: p =
= .0.56: (unten).
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Abb.4.6: Ein seltsamer Attraktor auf einem van der Pol - Torus (N = 3}, d.h. fiir das
Gleichungssystem (4.46) & (4.61), dargestellt in Projektion in die (@, ®2)-Ebene. Parameter:
=1, w=1,w = g4 a1 = 1. Die Ljapunovexponenten haben die Werte A; = 0.01, A2 = G,
Az = —0.30, und fiir die Windungszahlen gilt »; = 2 =0, v3 = w1.

will, ist wiederum eine Skalierung notwendig {die Durchfiikrung ist derjenigen im Duffing-Fall

vollig analog ).

oQ

Nahe &) = &, = 0 stellt der @; proportionale Term einen Anregungs- staii eines Dimp-
fungsterms dar. Bine lineare Stabilititsanalyse zeigt unmittelbar, daff (fiir a;/w? < 1) der
Fixpunkt nahe ®; = @3 == { ein instabiler Fokus, der nahe ®; = $» = 7 hingegen ein stabiler
Fokus ist. Die beiden Fixpunkie (&1, ®2) = (7,8) bzw. (8, 7) sind hyperbolische Fixpunkte.
Im Fall nicht alizu grofler Amplitude ¢; ist es daher keine Uberraschung, daf alle Trajekto-
rien (aufler bei sorgfiliiger Wah! der Skalierung!) sehr zasch in der Nihe des stabilen Fokus
bei (&1, @2) = (v, 7) anlangen und dori verbleiben. Wiederum findet man Grenzzyklen -
bei etwas grofleren Amplituden ¢; auch mehrere koexistierende —, welche wie gesagt in der
(&:,%5)-Ebene alle um (&1,%2) = (7,7) zentriert sind. Mit zunehmender Amplitude a;
gibt es wiederum mehr und mehr chaotische Attraktoren, wobei die Windungzahlen vi=i 2 im
allgemeinen. d.h. bei hinreichend grofier Amplitude a1, nicht verschwinden. Die Abbildung
4.6 zeigt aber die Projektion eines seltsamen Attraktors, welcher in der (@1, @2)-Ebene nichi

den ganzen Torus umspannt, sondern um (®,, ®2) = (#,0) zentriert ist. @
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4.5.2 Der Fall N > 3 (Attraktoren guasiperiodisch getriebener Systeme)

Erweitert man die Hamiltonfurktion (4.47) um einen additiven Term wsly, und somit den
Phasenraum um zwei weitere Dimensionen, so geniigt die hinzukommende Winkelvariable
@, (genau wie ®3) einer trivialen Bewegungsgleichung. Fir jeden Term w;—2l;>4, den man
der Hamiltonfunktion {4.47) hinzufigi, gewinnt der Phasenraum zwei Dimensionen, die in-
variante Hyperfliche aber auch, da die Zahl der nicht-trivialen Gleichungen unverdndert (bei
zwei) bleibt. Wenn man nun fiir jede hinzutretende Winkelvariable $;>4 der Bewegungsglei-
chung {4.46) fiir $, einen Term a;—2 cos(®i>4) hinzufiigt, so gelangt man zu dem System

$ = wsind

_ N-2

& = ), —Lcos(Ejs2) = filsin &1 )sin Bz — fo(sin @) (4.63)
i=1

$; = wi-p mit i=3,... N

welches sich im Grenzfall ®;=; 2 € 1 auf folgendes System reduziert (s.0.):

N-2

31+ f1(81)81 +wfe(®:1) = Z a; cos(wjt +®400 = O))
i=1 (4.64)

mit %: Gy und ¥ =wit4+ (1 =0) fiirxr ¢=3,... N
In dieser Niherung geniigt ®; der Gleichung eines gedimpften, quasiperiodisch getriebenen
Oszillators, sofern die Freugenzen Wi>1 inkommensurabel sind.
Im erweiterten Phasenraum der im vorhergehenden Abschnitt beispielhaft besprochenen
Duffing- und van der Pol - Tori findet man bei kleinen Amplituden a;>; aperiodische Attrak-
toren, deren Ljapunovspektrum die Form (0,0, —,—) hat.

Beispiel 4.5.c: Die Abbildungen 4.7 und 4.8 zeigen einen solchen regulir-aperiodischen

Attraktor des Gleichungssystems der van der Pol - Tori (V = 4). Beide nichtverschwindenden
Ljapunovexponenten sind negativ (sie differieren um weniger als ein Promille):

As Ay = —0.23 {4.65)

Die Abbildung 4.8 enthilt im oberen Bild die Projektion einiger Umldufe anf dem Attraktor
in den Unterraum der Winkel &;=123, wihrend die beiden Bilder der Abbildung 4.7 zwei
Projektionen des gleichen Attraktors in die (&1, ®2)-Ebene zeigen, wobei sehr viel grofiere
Zeitschritte gewdhlt wurden. Das uatere Bild der Abbildung 4.8 enthilt die Projektion
der Bewegung auf dem Atirakior in den Unterraum {®;,®»,&¥;3), aber mit dem gleichen
Zeitschritt wie im unteren Bild der Abbildung 4.7. Der Vergleich mit dem oberen Teil der
Abbildung 4.8 macht deutlich, daf} die beiden Darstellungen des Attraktors in der Abbildung
4.7 — unbeschadet ihres dsthetischen Reizes — die Bewegung auf dem Attraktor nur sehr
bedingt wiederspiegeln.

Die grofie Ellipse im unteren Bild der Abbildung 4.8 stellt einen Poincaréschnitt zu einem
festern Wert vor @4 mod 27 dar. Da ein Poincaréschnitt die Dimension um eins reduziert,

— Seite 86
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Abb.4.7: Ein regulirer aperiodischer Attraktor auf einem van der Pol - Torus (N = 4).
Parameter: g = 0.5, w = w; = 1, wo = 64, a1 = a2 = 0.2. Laufzeit T = 2500 und Zeitschritt
A= 0.15708 (oben) sowie T = 8000, At = (.31416 (unten). TR
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Abb.4.§: Alternative Darstellungen des in der Abb.4.7 gezeigten regulir-aperiodischen At-

traktors. Pseudo-3d-Plots der Projektion einiger Umliufe auf dem Attraktor in den Unter-

raum (&1, &2, &3) (oberes Bild) und eines Poincaréschnitts zu einem festen Wert von &4 mod

27, d.h. mit dem Zeitschritt At = %E, auf dem Hintergrund einer Projektion des Attraktors.
in den Unterraum (&:, &2, $3) mit dem Zeitschritt At = 0.31416 (unteres Bild). Vgl. Text.
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Abb.4.9:" Ubergang ecines regulir-aperiodischen in einen chaotischen Attraktor auf einem

Duffing-Torus (N = 4), dargestellt in Projektion in die (21, ®2)-Ebene. Parameter: g = 0.1,

k=0 s=1w=1 w = 064 w2 = 03 und {oben) a; = 0.1, az = 0.2 sowie {(unten)
a; = 0.1625, as = 0.2. Laufzeit T = 25000 (oben) bzw. T' = 12500 (unten); Zeits_(_:hritt-'
At = 0.5. Zugehdrige (nichtverschwindende) Ljapunovexponenten: Az = —0.04, Ay = —0.06

fiir den oberen Attrakior bzw. Ay = 0.01, As = —0.09 fiir den unteren Attraktor.
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Abb.4.10: Wie Abb.4.9, — auch die Amplituden @i=12 sind in gleicher Weise dem oberen
bzw. unteren Bild zugeordnet - aber Darstellung als Poincaréschnitt mit dem Zeitschritt

A= _i—g, d.h. zu einem festen Wert von ®4.
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kann man ans der Tatsache, daf man eine Kurve findet, schliefien, daf der Attraktor eine
zweidimensionale Hyperfliche auf dem 4-Torus bildet. Offenbar handelt es sich um einen 2-
Torus. Angesichts eines Ljapunovspektrums der Form (0,0, —, —) war das eigentlich auch zu
erwarten. Natiizlich Hefert ein Poincaréschniit zu einem festen Wert von @3 mod 2a ebenfalls

eine solche Kurve. =

Bei grofieren Amplituden aej>1 findet man aufler diesen regulir-aperiodischen Attraktoren
schlieflich mehr und mehr chaotische. Vielfach beobachtet man ausschlieflich regulire At-
traktoren bis in den Bereich, in dem Windungszahlen vz, » wegen der Gzofle der Amplituden

lingst nicht mehr verschwinden.

Beispiel 4.5.d: Es gibt aber auch Fille, in denen chaotisches Verhalten schon bei relativ
kleinen Amplituden auftritt. Die Abbildung 4.9 zeigt - in der Projektion der Bewegung in
die {@;, ®2)-Ebene - den Ubergang eines regular-aperiodischen Attraktors auf einem Duffing-
Torus (N = 4) zu einem seltsamen Atiraktor, wobel fiir die Windungszahlen jeweils 1) =
vy = 0 gilt. Die Abbildung 4.10 enthilt die zugehdrigen Poincaréschnitte mit dem Zeitschritt
At = w_w, d.h. zu konstantem ®; mod 27 (anders als im unterer Bild der Abbildung 4.8
aber ohne Projektion des Attraktors). Im regulizen Fall ergibt dieser Poincaréschnitt — wie
auch derjenige zu konstaniem &3 mod 2« - eine geschlossene Kurve. Die Bewegung auf
dem reguliren Attraktor findet also wiederum auf einem 2-Torus statt. Beide Kurven sind
aber schon deutlich weniger glatt als diejenige in der Abbildung 4.8, wo der Attraktor noch
weiter vom Ubergang zum Chaos entfernt war als der hier betrachiete. Der untere Teil der
Abbildung zeigt, daf beim Ubergang zu chaotischer Bewegung anf dem Attraktor der Torus
“aufbricht” — selisame Attraktoren haben nun einmal eine fraktale Struktur. Im Sinne der
Kaplan-Yorkeschen Vermutung (3.37) gilt dy = 3.1. @

4,5.3 Bewegung eines Elektrons auf solchen chaotischen Tori

Wie wir oben (im Abschnitt 4.4.2) gesehen haben, kann die nichirelativistische Bewegung
geladener Einzelteilchen auf nichtreguliaren Tori verlaufen, die Teil einer Barriere sind, wenn
das Vektorpotential zaumlich periodisch ist und eine konstante Richtung hat. Wir zeigen nuxn,
daf sich ein nichtrelativistisch bewegtes Elekiron auch auf nichtreguldren Tori bewegen kann,
die {2N — 2)-dimensionale invariante Hyperfiichen bilden, falls sich das rdumlich periodische
Vektorpotential als Summe zweier Anteile mit verschiedener, aber jeweils konstanter Richtung
darstellen 1a8it, d.h. falls

Alr) = A1(7) + ez Aofr) mit Ajz12(r + Pim103) = Aj=10(r), (4.66)

Fi=1,23 aus (2.12} |

Die obigen Uberlegungen lassen sich direkt ibertragen. Man gelangt anf diese Weise zur
Hamiltonfunktion
2/ :
H{I, &) Z/wo, L+ z\ 141 + @jols + @js3ds — & ug)gﬂ?(é); (4.87)

=1

o,

wobel
27&'

Bi(r(8) = - = Ai((@)), §=1.2 (4.68)
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Der Zusammenhang swischen den Wirkungs-Winkel-Variablen und den urspringlichen Ko-
ordinaten und Impulsen ist wieder durch die Bezichungen (2.13) & (2.14) gegeben; arj=1,2 ist
wie in (2.40) definiert, #(@) durch (2.16) und wo(Z) durch (2.17).

Der winkelabhingige Term der Hamiltonfunktion (4.67) verschwindet auf einer Geraden,
die als Schnitt folgender Ebenen

anla+alo+ @il =ard
(4.69)

anl.y + aeley +aolz = &r-dy

gegeben ist.! Diese Gleichungen fixieren eine vierdimensionale invariante Hyperfliche im
sechsdimensionalen Phasenraum. Die Bewegungsgleichungen auf dieser invarianten Hy-

perfliche lauten
| & = wo(L) + nén §1 (7()) + 7&2 §2 (()) (4.70)

Falls eine Komponente des Vektorpoteniials verschwindet, ist eine dieser drei Bewegungsglei-
chungen eine triviale. Andernfalls 1ifit sich diese Form wiederum durch geeignete Drehung
der Achsen erreichen (vgl. Kap.4.2).

Beispiel 4.5.e: Wir definieren eine Gerade im Wirkungsraum durch Wahl folgender Kon-

stanten:

@1 =dge =1, &2=an =az=c=0 und Ipy=Jo2=0 (4.71)

Das Vektorpotential setzt sich dann aus zwei Feldern {gleicher riumlicher Periode) zusammen,

von denen das eine parallel zu z-Achse, das andere hingegen parallel zur y-Achse gerichiet

ist. Da Py = Foy = 0 gilt, muf man folgende Anfangsbedingungen wihlen, um Teilchen
auf den in diesem Beispiel betrachteten nichireguliren Tori plazieren zu konnen:

P = — eAi(r(8)), py = — eda(r(F)) (4.72)
Die z-Komponente des Newtonschen Impulses ist hingegen frei, da Fp . jeden beliebigen Wert

annehmen kann und 4, = 8. Auf der durch die obigen Konstanten festgelegten Hyperfliche
bzw. Geraden ist die “ungest6rte” Frequenz gegeben durch

472
wo{0,0, L. 3) = (Q,G, zf,,,,-;) (4.73)
\ mad
Das Vektorpotential (4.66) definieren wir durch folgende Skalarfelder (4.68):
§1(€) = wsin@z
. a (4.74)
und go(®) = p (1 — sin® @1) sin @y — wsin @, 4+ — cos @3
o

Die Ebenen schneiden sich jedenfalls; fiir @) = a3 liegt der oben behandelte Fall eines Vektorpo-
tentizls konstanter Richtung vor.
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Fiir 7 = I nehmen die Bewegungsgleichungen (4.70) in diesen Feldern (das zugehdrige elek-
trische Feld ist wie stets durch die Beziehung (2.9) festgelegt) auf der oben definierten Hy-
perfliche im Wirkungs- bzw. Phasenraum die folgende Form an:

@1 = wsin ®o
& = p{l—sin®@;)sin By — wsin &; + %cos ®; (4.75)
&3 = woa(ls)

Das sind gerade die Bewegungsgleichungen (4.46) & (4.61), welche im Beispiel 4.5.b (Seite
77) betrachtet wurden. Nahe $;-12 = 0 konnen sie durch Skalierung auf das van der Pol -
System reduziert werden.

Ein Elektron kann sich also im Rahmen umnseres elektromagnetischen Modells auf nicht-
isolierten chaotischen Tori bewegen — und dort auf wohlbekannten chaotischen Attraktoren
wie denen des van der Pol - Oszillators (oder auch denen des Duffing-Oszillators). Falls die
Attraktoren solche periodisch getriebener Oszillatoren sind (d.h. fir N = 3), kénnen die
zur Realisierung der Bewegung bendtigien elektromagnetischen Felder stationire sein. Es
wire allerdings genauso gui moglich, die Abhingigkeit der Bewegungsgleichungen von &3
als periodische Zeitabhingigkeit zu interpretieren. Dann gilt nichi nur 4. = 0, sondern das
Vektorpotential ist periodisch zeitabhingig und vom Typ (2.20), d.h. mit verschwindender z-
Komponente sowie z- sowie y-Komponenten, die nicht von z (aber periodisch von ¢) abhingen.
Die Bewegungsgleichungen beschreiben dann die Bewegung eines geladenen Eingzelteilchens
mit nur zwei rdumlichen Freiheitsgraden in periodisch zeitabhingigen Feldern. @

L T

Auch hiex ohne weiieres auch auf zeitabhéngige Felder ausdehnen.

lassen sich alle Betrachiung ohn

a
a55€I 81CA 1t

® Phasenraumerweiterung (N > 3)

Die Hamiltonfunktion {4.67) nimmt in Systemen mit n, = 2 bzw. 3 rdumlichen Freiheitsgra-
den sowie quasiperiodisch zeitabhingigen! und riumlich periodischen Vektorpotentialen, die
sich durch lineare Superposition zweier Anteile konstanter Richiung ergeben - d.h. solchen
F- ——

rm £ 2 AN h i £01 3 - -
vom LyD (4.00) —, dle I0igendae Lol &iil

ne N

HI®) = 3 f woi(I)dLi+ S woili
Ty . ‘*’“‘“\ (4.76)
+ 9 (Z a;idy— a-do ) - g5 (?’(‘Eizl,...,nr):§’€=nf+l,-..,N

Die Einfihrung zeitlich periodischer Felder fiihrt also

s nichtregulire Tori, welche im sechsdimensionalen Phasenraum von Systemen mit drei
riumlichen Freiheitsgraden vierdimensionale invariante Hyperflichen bilden, in Tozi
iiber, die im achtdimensionalen Phasenraum von Systemen mit vier Freiheitsgraden
sechsdimensionale invariante Hyperflicken bilden;

Tvgl. (4.44)
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o einen im vierdimensionalen Phasentaum eines Systems mit zwel tdumlichen Freiheits-
graden isolierten nichtreguliren 2-Torus in einen 3-Torus auf einer aus gleichartigen
Tori bestehenden, vierdimensionalen invarianten Hyperflichen im sechsdimensionalen
Phasenranm eines Systems mit drei Freiheitsgraden iiber.!

Die Einfihrung zeitlich quasiperiodischer Felder fiihrt entsprechend auf (2N —2)-dimensionale
invariante Hyperflichen im Phasenraum von Systemen mit N > 4 (falls n. = N bzw. N >3
(falls n, = 2) Freiheitsgraden. Die zusitzlichen Wirkungsvariablen sind (wie im Fall der
Barriere-Tori unseres elektromagnetischen Modells) physikalisch bedeutungslos.

4.8 Chaotische Tori auf (2N—m)-dimensionalen invarianten
Hyperfiichen {(m > 3)

Es ist offensichtlich unméglich, auf einer aus chaotischen Tori bestehenden, (2N — 2)-
dimensionalen invarianten Hyperfiiche chaotische Tori vom Réssler- oder Lorenz-Typ zu fin-

den, da der Vektor 1 (@—-wo) | I. € My_o.n MU zwei linear unabhingize Komponenten hat.F

)
Invariante Hyperfiichen, die aus chaotischen Tori bestehen, welche von Gleichungssystemen
mit drei oder mehr linear unabhingigen und nichi-trivialen Gleichungen hergeleitet wurden,
haben daher immer weniger als 2N — 2 Dimensionen (s.0.). Das folgende Beispiel zeigt,
daf man seltsame Attraktoren vom Rossler- oder Lorenz-Typ auf (2N — 3)-dimensionalen
invarianten Hyperflichen im Phasenraum finden kann.

Beispiel 4.6.a: Wenn die Bedingung (4.2) auf der Ebene

Moy = {(Lll,L,z,fk,s,f,‘,.@,f*,a) | Lii=Toi, 1 < 3} (4.77)

1 einem finfdimensionalen Wirkungsraum erfiillt werden soll, nehmen Hamiltonfunktionen

es Typs (4.1) folgende Form an:

[ Pl

H(¥, &)= Ho(D +9(h — Iop, Jo — Jo2, Is — 103,0,0) - G(I, @) (4.78)

Die Trajekiorien mit Wirkungen auf dieser Hyperfliche Bip; geniigen daker den folgenden
Bewegungsgleichungen: '

&, ! Yo,k -+ (7 Tno 1o
=T Gullos, Iop, Jo3,Is, I5;$), k=123 (4.79)
@k ! - E‘_’%ﬁ , k — 4} 5 (4‘.80)

Wihlt man nun etwa Funktioner Gi=i1 2,3, die von Iy=s 5 sowie @44 5 unabhéngig sind — letz-
teres lafit sich auch durch wog=q4 5 = 0 erreichen —, so sind die Bewegungsgleichungen {4.79)
denen auf den im vorhergehenden Kapitel betrachteten isolierten chaotischen Tori dquivalent,

“t{{brigens ist fiir ein geladenenes Teilchen mit zwei riumlichen Freiheitsgraden der Bewegung auf
einem solchen isolierten michtreguliren Torus stets eine {die dritte) Impulskomponente frei wihlbar.
" 1Sjche die Bezichungen (4.18) und (4.19).
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d.h. man kann auf der rechten Gleichungsseite von (4.79) etwa die rechten Gleichungsseiten
von (3.40) oder (3.57) einsetzen und findet die dort beschriebenen Attraktoren dann auf
allen zur zweidimensionalen Hyperfliche My.; im finfdimensionalen Wirkungsraum gehdri-
gen Tori, d.i. auf einer siebendimensionalen invarianten Hyperfidche im zehndimensionalen

Phasenranm. &

Dieses Beispiel 1afit sich ohne weiteres verallgemeinern. Man geht von einem m-dimensionalen
chaotischen Torus in einem 2m-dimensionalen Phasenraum aus. Der Fluf} auf diesem isolier-
ten chaotischen Torus ist durch Bewegungsgleichungen charakterisiert, welche (auf die gleiche
Weise wie in Kapitel 3.1 bzw. Anhang A.3) durch “Periodisierung” eines m-dimensionalen
Gleichungssystems gewonnen wurden. Dann erginzt man die Hamiltonfunktion durch Addi-
tion des Terms Z?r:m +1 w0305, d.h. man erweitert den Phasentraum {wie im vorhergehenden
Abschnitt) um n = N — m Dimensionen, wobei die neuen Wirkungskomponenten konstant
sind und die neuen Winkel trivialen Bewegungsgleichungen geniigen. Wenn man die bisheri-
gen Bewegungsgleichungen nicht dndert, so findet man nun auf allen Tori auf der (N — m}-
dimensionalen Hyperfliche im Wirkungsraum

My—mn = {{T1, .y dam Femsr, .o daw) | T = Toi, 1 <m} (4.81)

in den m Variablen ®;=1 . die gleiche Bewegung wie auf dem urspriinglichen isolierten
chaotischen Torus. Alle Atiraktoren, die auf diesem Torus gefunden wurden, treten nun also
auf einer (2N —m)-dimensionalen invarianten Hyperfliche im 2¥-dimensionalen Phaserraum
aul

Modifiziert man allerdings die Bewegungsgleichungen in den m urspriinglichen Winkeln
@;—1,..m, indem man Abhingigkeiten von den hinzutretenden Winkeln @, N zuldfit,
so liuft das, wie wir bereits gesehen haben, i.a. auf die Einfihrung periodischer bzw. quasi-
periodischer Terme in diesen Gleichungen hinaus.

Bevor wir nichi-isolierte nichtregulire Tori betrachten, auf
gungsgleichungen mehr als drei nicht-triviale Komponenien hat {m
noch beim Fall dreier nichi-trivialer Bewegungsgleichungen (m = 3). Man kann némlich
rdumlich periodische und zeitlich (qguasi-)periodische Felder angeben, in denen die nichtrela-
tivistische Bewegung geladener Einzelteilchen auf 3-Tozi verlinft, die im 2N -dimensionalen
Phasenraum (2N — J)-dimensionale invariante Hyperfidichen bilden.

ystem der Bewe-

Voo 3
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Beispiel 4.6.b: Wie im Kapitel 2.2 gezeigt wurde, 1afit sich (im Prinzip) die Bewegung auf
beliebigen, isolierten nichtreguldren 3-Tori durch die nichirelativistische Bewegung gelade-
ner Einzelieilchen in stationiren, rdumlich periodischen Feldern realisieren. Im Kapitel 3.5
ist beispielhaft das Vektorpotential fir den Fall des Réssler-Torus angegeben worden. In
den beiden vorhergehenden Abschnitten wurde demonstriert, daf) sich fiir speziell gewdhlte
Vektorpotentiale alle bisherigen Betrachtungen auch anwenden lassen, wenn man periodi-
sche oder quasiperiodische Zeitabhingigkeiten zuldfit. Dies gilt aber auch im Fall beliebiger
riumlich periodischer Vektorpotentiale: ’

Durch Arnlegen eines elektrischen Potentials, welches die Beziehung (2.9) erfiillt, kann der
impuls- bzw. witkungsunabhingige Term der Hamiltonfunktion (2.7) stets zum Verschwin-
den gebracht werden. Isolierte nichtregulire Tori in Systemen mit stationdren Feldern (und
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n, = 2 bzw. 3 rdumlichen Freiheitsgraden) verwandeln sich bei Einfilhrung periodischer oder
quasiperiodischer Zeitabhingigkeiten in invariante Hyperflichen, die aus nichireguliren Tou
bestehen. Die Hamiltonfunktion hat dann die Form

ny N Ny
HI,®) =Y f woiINdli+ 3 woili+13 (T — Ios) Gi(@) (4.82)
= i=1

v==npdl

Die Wirkungs-Winkel-Variablen sind fiiz ¢ = 1,...,%, natiithich wieder durch die Beziehun-
gen (2.13) und (2.14) gegeben. Fiir i > n, + 1 sind die Winkel durch die quasiperiodische
Zeitabhingiekeit der Felder (4.44) definiert, und die Wirkungen sind die zu diesen Winkeln
kanonisch konjugierten Variablen (sie haben allerdings keine physikalische Bedeutung). Die
Wirkungsabhingigkeit der ersten zwei bzw. drei Frequenzkomponenten ist durch (2.17) ge-
geben. @ hingt mit dem Vektorpotential weiterhin tiber eine Beziehung der Form (2.18)
zusammen, wobei das Vektorpotential aber von der Form (4.44} ist.

Ausgehend von stationiren, rdumlich periodischen Feldern, in denen die nichtrelativisti-
sche Bewegung geladener Einzelteilchen mit geeignetem {kanonischen) Impulswert auf einem
isolierten 3-Torus' verliuft, gelangt man also durch Einfiihrung periodischer bzw. quasipe-
riodischer Zeitabhingigkeiten zu Sysiemen mit N = 4 bzw. N > 4 Freiheitsgraden, deren
9 N-dimensionaler Phasenraum eine (2N — 3)-dimensionale invariante Hyperfiiche enthilt,
die aus nichtreguldren Tori besteht. Die Subtori im Unterraum der Winkel ;=125 sind aber
nicht Duplikate des urspriinglichen nichtreguliren Torus, da die drei michi-trivialen Bewe-
gungsgleichungen nun periodische bzw. quasiperiodische Zeitabhingigkeiten enthalten. &

Es ist auch weiter nicht schwierig, nichtregulize Toii in Systemen mit N Freiheitsgraden
anzugeben, anf denen die Bewegungsgleichungen mehr als drei nicht-irivizle Komponenten
haben (m > 4):

Beispiel 4.8.¢c: Es liegt nahe, etwa zwei der im vorhergehenden Abschnitt betrachteten
Oszillatoren bzw. Gleichungssysteme vom Typ (4.46) zu koppeln:

‘i’; = 4uh sin @2
. P . N s . . N &1 -S4
@y = ~— fi(sin @;)sin @9 — jo(sin &1) + j cos &5 + g1{&1, B3)
. 1
B3 = in &
: 3 Lrg s1n . 4 ‘ . as (483)
&, = - fa(sin®3)sin s — fusin @3} + o 08 @5 + g2(21, B3)
_ 3
1% = w2
n®s = s

~ Dabei miissen die Kopplungsterme gi=1 2(®;, ®3) natiirlich 27-periodisch in @) und @3 sein.

Wenn No die Zahl der Oszillatoren ist, so findet man Gleichungenr vom Typ (4.83) auf einer
invarianten Hyperfliche der Dimension N+ Ng = 2(N - N, o) — die Dimension der Hyperfidche
im Wirkungsraum ist bei periodischem Antrieb der Oszillatoren » = No, und fiir je zwei

“1Der Fall isolierter Tori in Systemen mit zwei riumlichen Freiheitsgraden wurde bereits im Ab-
schnitt 4.5.3 besprochen.
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nicht-triviale Bewegungsgleichungen gibt es eine triviale. Es gilt also N = 3Ny, und bel
Phasenzaumerweiterung nach obigem Muster (d.h. Ubergang zu quasiperiodisch getriebenen
Oszillatozen) N > 3Np.
Betrachten wir die Kopplung zweler “periodisierier” van der Pol - Oszillatoren (4.46) &
(4.61) durch Xopplungsterme
g1{®3) = Bsin$3 und g3(¥1) =Bsin® (4.84)
so fiihrt eine Skalierung! nahe &) = &; = 0 auf die linear gekoppelten van der Pol - Oszillato-

ren, deren Attrakioren Battelino et al. [Bat88, BGO89] untersucht haben. In diesem System
werden die Oszillatoren zwar phasenverschoben, aber mit der gleichen Frequenz angetrieben:

1 —v(1—28)d +wizi + ez} = Pzo+ ysint
(4.85)
g9 —v (1l —23) 2+ wizo + ez} = Pz + vsin(f + 0.25)

Daher geniigt fiir diesen Fall auch eine triviale Gleichung im System (4.83).

Natiitlich lassen sich auch mehr als zwei Oszillatorsysteme auf diese Art koppeln. Man
kann eventuell nur einige von ihnen mit “Antrieb” versehen. Letzterer kann ggf. quasiperi-
odisch erfolgen und fiir jeden Oszillator andere Frequenzen enthalten. Wie das Beispiel 4.5.e
gezeigt hat, kann unter den einen solchen Oszillator “treibenden” Termen auch einer sein,
der statt von der Zeit periodisch von einer Ortskoordinate abhdngt. @

4.7 Attraktoren (guasi-)periodisch getriebener Systeme auf
nicht-isolierten Tori

Zu Anfang des dritten Kapitels wurde gezeigt, dafi — und wie — man zu jedem vorgegebenen
Atiraktor endlicher Ausdehnung eines beliebigen autonomen Differentialgleichungssystems
ein Hamiltonsches System angeben kann, in dessen Phasenraum ein isolierter invarianter
Torus vorkommt, auf dem dieser Attrakior ursprungsnah aufiziti. Dieses Verfahren 1d8t
sich (mit geringfiigigen Modifikationen} auch auf nicht-autonome dissipative Systeme mit
periodischer oder quasiperiodischer Zeitabhingigkeit anwenden, d.h. aui Systeme der Form

& = flz;ent,...,wat) (4.86)
bez_iehungsweisei
#=Fle;9),...,98,) mit ¥;=w;,j=1,...,2
(4.87)

wobet f(e;... ¥, .. )=Ff(e;..., 9 +2kx,...), k€ Z, j=1...,n

Die explizite Zeitabhingigkeit kapn in diesen Systemen also durch die Einfiihrung von =
Winkelvariablen ¥;—; _, eliminiert werden, die sich zeitlich linear entwickeln.?

“Wie im Beispiel 4.5.a — zur Durchiiihrung im allgemeinen Fall vgl. auch Abschuitt 4.7.

'*Vgl, die Definition guasiperiodischer Funktionen auf Seite 17.

INicht-autonome Systeme mit micht nur periodischer oder quasiperiodischer Zeitabhingigkeit
kénnen zwar durch Einfithrung einer zusitzlichen Variablen in lediglich periodisch oder quasiperi-
odisch -zeitabh&ngige transformiert werden. Awuf solche Systeme ist das Verfahren aber nicht anwend-
bar — vgl. die Anmerkung auf Seite 25.
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Das fiir isolierte nichtregulire Tori entwickelte Verfahren muf$ bei Anwendung auf Systeme
vom Typ (4.87) lediglich in zweierlei Hinsicht verallgemeinert werden:

1) Da Systeme vom Typ (4.87) von jeder der n Winkelvariablen 2#-periodisch abhéngen,
eriibrigt sich natiitlich deren Ersetzung im “Periodisierungsschritt”, in welchem die m
iibrigen Variablen gemif der Vorschrift (3.5)

xi-—%asin(%) ,i=1,...,m (4.88)

ersetzt werden. Damit das nach der “Periodisierang” resultierende System der Be-
wegungsgleichungen auf den invarianten Tori sich im Limes y — o0 & zifa — 0
(i =1,...,m) wiederum auf das Aunsgangssystem {4.87) reduziert, mufl die allgemeine
Hamiltonfunktion (4.1) leicht modifiziert werden:

HolI;
H= w‘l{;ﬂ—) + F(I)- G, &) bow. H=Ho(I;n)+nF(I) G, &)
m N=m+n (4-89)
mitt Ho(Lin) =Y. / woillimt,.mm)dli + 1 . wicmk; -
=1 1=m-+1

2) Im Unterschied zu isolierten mnichtreguliren Tori mufl zur Festlegung des Storanteils
H, der Hamiltonfunktion (4.89) neben dem Vektorfeld G(#) aunch das Vektorfeld F(I)
spezifiziert werden, d.h. die Hyperfliche im Wirkungsraum, au{ der Hi verschwindet.

Das System (4.87)

2 = fi (3k=1,...,m; ‘ik:l,...,n) ,i=1L...,m
_ {(4.90)
¥, = w;, j=1,...,n
geht bei “Periodisierung” gemif der Vorschrift (4.88) iber in
A — g-[mn:r\ {$k=l’ ’m\-\'ﬁ‘ . g = 1 a
&y Jik \‘ o } y Ta=L, ,n} ' k) R (4;91)
¥;, = w;, 3=1...,n
! Ohne Modifikation des ungestdrten Anteils der Hamiltonfunktion, d.h. fiir Ho(¥) = Ho(f;7 = 1),
reduzieren sich die Bewegungsgleichungen auf den Tori im Limes 7 - o0 & zifa —» 0 (i = 1,...,m}
nicht auf das Ausgangssystem (4.87), sondern auf ein auntonomes. Die Bewegung im Ausgangssystem
kann allerdings im Limes z;/a — 0 (i = 1,...,m) stets durch folgende Paramterwahl reproduziert

werden: wyi=1,,..m =0 & 5=1 {s.u}.

- Im Rahmen unseres elekiromagnetischen Modells bedeuiet die obige 7-Abhingigkeit des “un-
gestérien” Terms der Hamiltonfunktion (4.89), daf} die Basisfrequenzen der (quast-)periodischen Zeit-
abhingigkeit des elektromagnetischen Feldes — vgl. die Bezichung (4.44) - in gleicher Weise vonr %
abhingen wie die Feldstirke. Ein n-abhingiges H; ist also zwar nicht direkt unphystkalisch, aber
allenfalls bedingt sinnvoll. (Der Ubergang zu einem n-unabhingigen H kann in den folgenden Ablei-
tungen jederzeit leicht durchgefiihrt werden, indem man in den Gleichungssystemen (4.98) und (4.106)
die Frequenzen w;=1, . 5 durch wj/n ersetzt.)
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Nun substituleren wir

;=2 i=1,...,m (4.92)
&

nnd benenrnen die bisherigen Winkelvariablen ¥j=1,. » um in

Cms;=%;, j=1,....n (4.93)
So erhalten wir das System
: 1
@ = —filasin®;= ,...,m;§k=m L t1=1,...,m
ot ' o) (4.94)
3 = wim, i=m+1l,... ,N=m+n

Wir identifizieren die rechte Gleichungsseite der ersten m Komponenten dieses Systems mit
den entsprechenden Komponenten des Vektorfeldes G(&), welches in die allgemeine Hamil-
tonfunktion (4.89) eingeht:

1
Gi®) = ;f,‘(a it @p=1,.m; Bh=m+1,.. N}, t=1,...,m (4.95)

Wenn wir fiir das Vektorfeld F(I)

F(I) = L-1Iy, i=1,...,m

(4.96)
sowie F(Iy = 0, i=m+1,...,.N=m+n
einsetzen, gelten anf der n-dimensionalen Hyperebene
MR;NE{I* |L=,k ZIQ'k, k:l,...,m} (4.97)
folgende Bewegungsgleichungen:
& = wox(f k=1,...m) + -ﬁ( in®r=t,.m; Bh=mar,.N), i =1,...,m
7 a (4.98)
& = Wiem, t=m+1l,..., N=m+na
Dieses System itendiert im Limes
;=2 ,0,i=1,...,m (4.99)
o :
gegen das urspriingliche System (4.90), wenn gleichzeitig
7 — oo oder (alterrativ!) woi=1,. m(Jep=1,..m)=0 und =1 (4.100)

& DBeispiel: “Duffing-Tori” (N =3 und N = 4)

Wir demonstrieren das Verfahren nun am Beispiel emes penodlsch odex qua51penod1sch ge-
triebenen Oszﬂlatﬂxsystems vom Dufﬁng-Typ

&+ pi 4 kgots 4+ k2’ =a) cos(wit) + @z cos{wat) ' (4.101)

"Wir verwenden hier die gleiche Notation wie im Beispiel 4.5.a und V:.ff_!I_SeheI_l daher d.i_e Variablen
Eund &;=) 2 mit Querstrichen. kg ist entweder gleich 0 oder gleich 1. '
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Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung wird mit den Substitutionen
3} :
1= 2, 29 = -;- and 9, = w;t, j=1,2 (4.102)

in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung vom Typ (4.87} iiberfiihrt:

:i:l = wIeg
_ 2 .
) K a;
3o = _ﬁ.zl_kngl——z§+2-icos@j (4.103)
3} w j=1 w

¥, = w;, j=1,2

Falls vy und wo inkommensurabel sind, erfolgt der Antrieb quasiperiodisch (wi=1,2 sind dann
die Basisfrequenzen). Andernfalls hat das System (4.103) die Periode T = %}i, wobel @ das
kleinste gemeinsame Vielfache der beiden Frequenzen wi=1,2 ist, und héngt dann nur von
ciner Winkelvariablen @ mit & = & ab, wobei ¥; = %’L‘I' — d.h. das System (4.103) hat in
diesem Fall nur drei (statt sonst vier) Freiheitsgrade. .

i

Der “Periodisierungsschritt” des Verfahrens fiihrt mit der Substitution @i=12 = — und
a

der Umbenennung ®;—3+ = ¥;_5 auf

@1 = (wsin @q
: ko’ 2 a&;
$y = — psin®y —kywsind; - — sin® &; + Z L cos &40 (4.104)
w o we
®j4v2 = wj, j=12

Durch Identifizierung der rechten Gleichungsseite der ersten beiden Komponenten dieses Glei-
chungssystems mit den entsprechenden Komponenten des Vektorfeldes G(&), welches in die
aligemeinen Hamiltonfunktion (4.89) eingeht, gelangt man auf der Ebene im Wirkungsraum

Moy = {I*J,Ia,g,f*,a,.f*,‘; | I,,,[ == Io!z L, I=1, 2} (4.105)

zu folgenden Bewegungsgleichungen:

. I,
& = ?i%}?g_) + wsin By
. I. s 2 -
&y = wozll.) _ psin ®y — kpwsin @y — =2 gin® @+ z 2 cos @40 (4.106)
i @ iowe
@40 = wj, j=12

Dies sind die Bewegungsgleichungen auf invarianten 4-Tori, die eine sechsdimensionale in-
variante ‘Hyperfliche (im achtdimensionalen Phasenraum) bilden. Es handelt sich um das
System, welches im Beispiel 4.5.d betrachtet wurde (dort war = o = 1). Bei periodischem
Antrieb ist das System (4.106) im Spegialfall w; = wy mit dem System (4.46) & (4.53) des
Beispiels 4.5.2 identisch. Wie dort gezeigt wurde, reduziert sich dieses nahe ®i=1,2 =0 ~ fiir
. Wirkungen auf einer Gerade im nun dreidimensionaler Wirkungsraum - bei geeigneter Ska-
lierung (o gro$) auf das periodisch getriebene Duffing-System (4.57). Die Skalierung (4.58),
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d.h. die ndtige Verstirkung des nichtlinearen und die Abschwichung des periodischen Terms,
liefert das obige Verfahren automatisch.

Wenn die Frequenzen wp;=12 in geeigneter Weise quadratisch von den Wirkungen
abhingen — nidmlich gemdf Gleichung (2.17), vgl. Abschnitt 4.5.3 -, dann beschreibt das
Gleichungssystem (4.106) die Bewegung eines Elektrons mit zwei rdumlichen Freiheitsgraden
{(z und y) in elektromagnetischen Feldern, die periodisch oder quasiperiodisch von der Zeit
abhdngen. Natiirlich kann man ®3 mit 2?5—0 identifizieren. In diesem Fall beschreibt das
System (4.106) die Bewegung eines Elektrons mit drel rdumlichen Freiheitsgraden - bet peri-
odischem Antrieb in stationiren und sonst in periodisch zeitabhéngigen elektromagnetischen
Feldern (vgl. Beispiel 4.5.e). @

Periodische Zeitabhingigkeit kann also durch periodische Abhéngigkeit des Systems von (ei-
ner oder mehreren) sich zeitlich linear entwickelnden Systemvariablen hervorgerufen werden,
wie wir bereits im Beispiel 4.5.¢ sahen.! Im oben prisentierten Verfahren wurde diese Moglich-
keit noch nicht beriicksichtigt, was hiermit nachgeholt wird:

Wenn m, der n Winkelvariablen physikalischen Ortsvariablen proportional sind, so ist
das ungestorte System von der Form?

mtmp N=m+4n

Ho(I) = z /Q’O,i(szl,...,m+mp)dfi + Z Wi—mki (4.107)
et

t=m+mp+1

Der Storanteil der Hamiltonfunktion wird wieder durch die obigen Vektorfelder G(2) und
F(I) definiert — vgl. die Beziehungen (4.95) & (4.56). Auf der n-dimensionalen Hyperebene
M. (4.97) gelten dann die Bewegungsgleichungen

: WO,:'('I* k=l,...,m+mp) 1 . .
& = ’ + —filasin Bp=t,..mi Br=ms1,.,N), =1,...,m
- wo,i{ L. p=1,... .
%i — 5'( T 1; .m+MP) , 3= m'%"l,..-;jm"%-mp (4.108)
7
. Wi—m .
P = , t=m4+mp+l. . N=m+n
)
Der Phasenranm hat in diesem Fall also 2N — (% — ) physikalisch relevante Dimensionen

die sus nichtreguliren N-Tori bestehende invariante Hyperfiiche 2N —m — (n — my ).
Die Bewegungsgleichungen (4.108) tendieren im Limes (4.39)

T

@;zz—éﬂ,é:l;,..,m (4.109)

nur dann gegen das urspriingliche System (4.90), wenn gleichzeitig

woi=l,.m{lep=1,.,m) =0 uwnd g=1 {(4.110)

'Im Beispiel 4.5.¢ hingen die beiden nicht-trivialen Komponenten der Bewegungsgleichungen peri-
odisch von einer sich zeitlich linear entwickelnden Ortsvariablen ab. Auf Barrieren konnen im Rahmen
unseres elektromagnetischen Modells auch zwel solcher Ortsvariablen auftreten.

*In gleicher Weise wie oben kann der ungestdrte Term auch n-unabhéngig gewshlt werden, vgl. Seite
93. Das ist hier allerdings nicht sinnvoll, da die Bewegungsgleichungen auf den invarianten Tori sich
im Limes (4.109) fiir # — co nicht auf das Ausgangssystem reduzieren.
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Fagit: Wir gehen von einem Differentialgleichungssystem mit periodischer oder quasiperi-
odischer Zeitabhinigigkeit aus. Dieses wird ggf. in ein — m-komponentiges — Differential-
gleichungssystem erster Ordnung transformiert, dessen Zeitabhdngigkeit durch n sich zeitlich
linear entwickelnde Winkelvariable charakterisiert wird. Jeder Attraktor endlicher Ausdeh-
nung dieses Systems kann (notigenfalls) durch Umskalieren der Variablen und/oder Null-
punktsverschiebung nahe des Ursprungs plaziert werden.

In der oben beschriebenen Weise kann man zu dem so umgeformten Gleichungssystem ein
Hamiltonsches System angeben, dessen Flufl invariante N-Tori entdlt (wobei N = m+n), die
eine (2N — mj-dimensionale invariante Hyperfliche im Phasenraum bilden, auf welcher der
Ausgangsattrakior im Limes ®;=1,_ _m — 0 in unverinderter Form auftritt. Teilweise oder
auch vollstindig kann die (quasi-)periodische Zeitabhingigkeit auf periodischen Abhingigkei-
ten des Hamiltonschen Systems von seinen (Orts-)Koordinaten beruhen. So kdnnen etwa die
Attraktoren einiger {quasi-)periodisch zeitabhingiger Systeme in der Bewegung eines Elek-
trons in stationdren Feldern auftreten (s.o. und Beispiel 4.5.¢).

Der winkelabhingige Stdrterm der Hamiltonschen Funktionen (bzw. das sugehérige
“Storsystem”) ist stets in linearer Weise wirkungsabhingig, d.h. die von den nichtreguléren
Tori im Wirkungsraum gebildeten Hyperfiichen sind eben! (und ferner achsenparallel). Die
Bewegung auf solchen Tori la#t sich daher stets durch ein Elekiron in geeigneten Feldern rea-
lisieren, solange das zugrundeliegende dissipative System durch hochstens drei nicht-triviale
Differentialgleichungen erster Ordnung beschrieben wird (d.h. m < 3).

Die in Kap.3.2 und Anhang A.3 angestellien Uberlegungen zur Zeitumkehrsymmetrie
gelten natiirlich weiterhin, und fiir Fixpunkte gilt das gleiche, sofern sie auftreten.t

"Die der Volistindigkeit in den Abschnitten 4.2 und 4.3 mitbehandelten invarianten Tori auf
“gekriimmten Hyperflichen werden also nicht benstigt, um Attraktoren (quasi-}periodisch zeitabhangi-

.. ger Systeme im Flufl auf invarianten Tori zu realisieren.
"~ *Repeller werden exemplarisch im Beispiel 4.1 und im Anhang C.3 untersucht. Zu den Bedingungen,

* unter denen Fixpunkte auftreten, vgl. Abschnitt 4.3, besonders Tabelle 4.1.
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Kapitel 5

Abschlieflende Betrachtungen

Bisher haben wir stets die Bewegung ouf nichtreguliren Tori betrachtet. Im ersten Abschnitt
dieses Kapitels analysieren wir kurz die Bewegung deren Umgebung. Im zweiten Abschnitt
werden die Zusammenh#nge der hier vorgestellten Ergebnisse mit denjenigen anderer Studien
der Bewegung auf nichtreguliren Tori {bzw. in gewissen linearen Systemen) erliutert. Im
dritten Abschnitt lenken wir den Blick noch einmal auf die hier gewonnenen Ergebnisse und
schliefen mit einem Ausblick auf durch diese Arbeit aufgeworfene offene Fragen.

5.1 Uber die Bewegung in der Umgebung nichtregulirer
Tori

In den vorangehenden Kapiteln haben wir die Existens dissipativer Bewegung — und insonder-
heit das Au{treten seltsamer Attraktoren — auf invarianten Tori im Wirkungsraum gewisser
Hamiltonscher Systeme demonstriert. Natiizlich lduft dieses dissipative Verhalten der Er-
haliung des P--a enranmvolumens im Phasenraum als Ganzem nicht zuwider, da zum einen
das Phasenraumvolumen eines einzelnen Tozus verschwindet und zum anderen die Erhaltung
aller Poincaré-Invarianten durch die Bewegung auf nichtreguliren Tori stets gewdhrleistet ist
{(vgl. Kap.2.3 und Xap.4.2). In der Umgebung soicher Tori mufl aber dissipative Bewegung in
den Winkelvariablen durch antidissipative in den Wirkungsvariablen ausgeglichen werden urd
nmgekehrt. Dabei ist zu unterscheiden, ob die Bewegungsgleichungen der Winkelvariablen
von den Wirkungsvariablen abhingen oder nicht, mit anderen Worten, ob die betrachteten
Hamiltonschen Systeme linear sind oder nicht.! Im Folgenden uniersuchen wir exemplarisch
die Bewegung im Wirkungsraum einiger linearer Hamiltonscher Systeme, in deren Phasen-
raum nichtregulire Tori auftreten. Die Bewegung in der Umgebung nichtregulidrer Tori in

nichtlinearen Systemen verliuft qualitativ natiizlich ebenso.

Beispiel 5.1.a: Wir betrachten zunichst den Flufl in der Umgebung eines bei I = Z. gelege-
‘nen, isolierten nichtreguliren Torus’ im Phasenraum eines Hamiltonschen Systems vom Typ
(2.4), bei dem die “ungestdrte Frequenz” wo und 'da.s Vektorfeld G(é).wirkungsunabhingig

" Linear hinsichtlick der Wirkungsabhéngigkeit (dh linear im Sinne der Deﬁmtlon mcht]mearer
-Svsteme nach Percival - vgl }uerza gg‘f dle Anmerkung auf. Selte 132) .
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sind. Die Bewegungsgleichungen in solchen Systemen launten

(éf) _ (%wo-!-G(@) (5.)
\2') \-$Gu-1) '

Sei nun @, ein Fixpunkt auf dem Torus zu I = F.. Dann ist (., L) ein Fixpunkt der
Bewegungsgleichungen (5.1). Entwickelt man letztere um diesen Fixpunkt bis zu Termen

erster Ordnung, so erhélt man

T _8G F-I. )
I 0 —5&.

Diese lineare Stabilititsanalyse der Bewegung in der Umgebung der Fixpurnkte demonstriert
die Erhaltung des Phasenranmvolumens durch die linearisierte Bewegung: Negative Eigen-
werte der Bewegung auf Tozi in der Néhe von Fixpunkten werden durch positive der Bewe-
gung im den Torns umgebenden Wirkungsraum exakt ausgeglichen, und umgekehrt., Die-
ser Ausgleich dissipativer und antidissipativer Komponenten des Phasenraumflusses ist aber
natiithich nicht auf die lineazisierte Bewegung beschrinkt. So findet man etwa in der Umge-
bung eines total abstofienden Fixpunktes des Systems (5.1) folgendes Verhalten: Solange der
Abstand zum Fixpunkt Klein bleibt — nur fiir kurze Zeit also ~ konvergieren die Wirkungen
in Richtung auf Ip; sobald die Bewegung in den Winkeln jedoch dissipativ wird, divergieren
die Wirtkungen zeitlich exponentiell. @

In der Umgebung nichi-isolierter nichtregulirer Tori findet man das gleiche Verhalten.

APTIDEIITE u-_-..u e oe “cguHEEOL ZLEL AL S i) ALY ESLE:R

hingen nicht vor den Wirkungs-
rden, dafl der Abstand vom be-

Belanial E.1. 5 Die Beweruneseleichunren (41 Y bhzw. (C 3) der Winkelvariablen des im
s

Anhang C betrachteten integrablen Hamiltonschen System
variablen ab. In diesem Fall kann analytisch nachgewiesen

corbidodoe widnhbramnllasy Dossiaean
tracinteten n lbxltltg,u}.alcu Barricre-Torus des System {—A.Q: 1)

.-

1 inativer bzw. dis-
sipativer Bewegung in den Winkelvariablen exponentiell ab- bzw. zur.immt, wenn némlich
die Trajektorien im “nichtreguliren Bereich” Grenzzyklen zustreben oder auf dem Repeller

verlaufen (vgl. die Schlufipassage des dritten Abschnitts im Anhang C). ¢

Beispiel 5.1.c: Weitere Beispiele dieser Art stammen von Salat, der in [Sal84, Sal88] den
Fluf in linearen Systemen mit zwei Freiheitsgraden betrachtete und eine exponentielle Ihi-
vergenz der Wirkungen feststellte, wenn die Bewegung in den Winkelvariablen gegen einen

Grenzzyklus tendiert {wie aufgrund des Liouville-Theorems za erwarten)] @

Bei hinreichend grofier Storung (7 2 1) existieren stets Atiraktoren, denen im Langzeit-
limes fast alle Trajektorien auf nichtreguliren Tori zustreben. In diesem “nichtreguliren
Bereich™ wirken nichtregulire Tori daher im Phasenraum statk abstofiend — Trajektorien
*ko6nnen sich ihnen nur nidhern C o
1 Salat interessiert sich fiir die Integrabilitit dieser Systeme (— Kap.5.2) und duflert in [Salg4]
die Vermutung, daf solche mit nichtverschwindender Divergenz der Bewegung in den Winkelvaria-
blen auch dann integrabel sein kénnten, wenn Grenzzyklen auftreten (ein graphischer Nachweis der
Integrabilitit ist dann wegen der Divergenz der Wirkungen nicht moglich). Man kann iibrigens leicht
Belspielsysteme angeben, fiir die diese Vermutung zutrifft, vgl. Anhang C.2&C.3.
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e wihrend der anfinglichen (transienten) Bewegungsphase, sofern die Anfangsbedingun-
gen in den Winkeln in der Nihe eines Repellers liegen, oder

wenn die Anfangsbedingungen in den Winkeln auf einem Repeller liegen (dann zeitlich

exponentiell fiir alle Zeiten).

G

5.2 Uber andere Studien der Bewegung auf nichtreguliren
Tori
Bei diesen Studien handelt es sich die folgenden:

1) die Arbeiten von Salat [Sal84, Sal88] iiber lineare Hamiltonsche Systeme vom Typ
H(I,%):f-(wo-{-aG(@)) , €51 und N =27 (5.3)

welche natiizlich nichtregulire Tori enthalten konnen (und bei I = 0 stets einen solchen
enthalien), auch wenn dies in den genannten Arbeiten unbeachtet bleibt;

2) die Arbeiten von Baesens, Kim, MacKay und Guckenheimer [BGK91, KMG89] iiber
die Bewegung auf nichi regularisierbaren 3-Tori in Systemen schwach gekoppelter Os-

zillatoren;

3) die numerischen Arbeiten von Grebogi, Ott und Yorke [GOY83, GOY85] iber At-
traktoren auf Tosi in (nicht unbedingt Hamiltonschen) Systemen mit drei oder vier

Freiheitsgraden im Falle kleiner Storung, sowie die die Arbeiten von Baitelino und der
03

eben genannten Autoren [Bat88, BGO89] iiber Torus-Breakup beim Ubergang zu chao-
tischer Bewegung in einem System, welches aus zwei gekoppelten, geiriebenen van der
Pol - Oszillatoren besteht.

€ Salats lineare Systeme vom Typ (5.3) [Sal84, Sal85, Sal8s]

Die plasmaphysikalischen Feldliniengleichungen kénnen als eindimensionales zeitabhin

Hamiltonsches System aufgefafit werden. Bel dem Versuch, integrable Hamiltonfunktionen
anzugeben, die zu Feldlinienkonfigurationen fiihren, welche die magnetohydmdynamlsche
Gleichgewichtsbedingungen fiir Stromdichten und Magnetfelder

j X B= VP (5-4)

erfillen, stief Salat auf Hamiltonfunktionen vom Typ (5.3) mit drei Freiheitsgraden [Sal85}.*

In [Sal84, Sal88] wurde die Integrabilitdt solcher Hamiltonfunktionen mit nur zwei Frei-
heitsgraden untersucht. Neben numerischen Material werden in {Sal84] Ansdtze fiir die Suche
nach einer zweiten Invarianten (die erste ist die Hamiltonfunktion selbst) diskutiert, da sich

~-1d.h. also also vom Typ (2.4) mit Hy(f) = wq - I sowie Iy = 0 und G(I, &) = G(2).
*#Ubrigens konnten auf diese Art nur zwei der drei Komponenten der Gleichgewichtsbedingung (5.4)
erfiillt werden. ' '
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die meisten der untersuchten Hamiltonfunktionen als integrabel erwiesen. Interessanter in
unserem Zusammenhang ist die spidtere Arbeit [Sal88], in welcher die Theorie von Arnol'd
und Herman [Armn6l, Her79) zur Riickfihrung vor Kreisabbildungen aunf starre Rotationen
auf Hamiltonfunktionen vom Typ (5.3) angewandt wird.

Die Bewegungsgleichungen in den Winkelvariablen

&= woi + €Gi(S),i=1,2 (5.5)

lassen sich bel geniigend kleinen Stérungen auf eine Kreisabbildung reduzierer, da dann die
Kopplung der beiden Winkelvariablen so klein wird, daf sich stets eine von ihmen — oder
cine ganzzahlige Linearkombination beider - fiir alle Zeiten monoton entwickelt.! Quer zur
Bewegungsrichtung in dieser Variablen - die sich also ggf. durch eine lineare Transformation
aus den beiden urspriinglichen ergibt — kann daher ein Poincaréschnitt durchgefiihrt werden.
Bei der so konstruierten Poincaré- oder Riickkehrabbildung handelt es sich natiirlich um
eine Kreisabbildung. Falls diese analytisch (oder wenigstens dreimal stetig differenzierbar)
ist, so gibt es fiir hinreichend irrationale Windungszahlen — d.h. fiir solche, die die KAM-
Bedingung (B.9) erfillen — eine analytische (bzw. diffeomorphet) Transformation auf eine
starre Rotation. d.h. auf Winkelkoordinaten, in denen die Bewegungsgleichungen die triviale
Form & = w annehmen [Her79].3

Salat gibt fiir den Fall enalyiischer Kreisabbildungen mit hinreichend irrationalen Win-
dungszahlen die kanonische Transformation an, welche die Bewegungsgleichungen in Syste-
men vom Typ (5.3) in triviale Bewegungsgleichungen vom Typ (2.3) iiberfithrt. In Systemen
mit nur zwel Freiheitsgraden gilt allerdings nicht nur das KAM-Theorem, sondern aufierdem

das viel stizkere

Theorem von Denjoy (1932): Fiir wenigstens zweimal stetig differenzierbare Kreisabbil-
dungen mit irrationalen Windungszahlen - welche also keineswegs die KAM-Bedingung
(B.9) erfiillen miissen — existiert stets eine stetige und stetig umkehrbare Transforma-
tion (also ein Homeomorphismus) auf eine starre Rotation.”

Wenn die Kreisabbildung, die mitiels Poincaréschnitt aus den obigen Bewegungsgleichungen
(5.5) gewonnen werden kann, zweimal stetig differenzierbar ist und érgendeine irrationale
Windungszahl besitzt (die zationalen haben natérlich das Mafl null}, ist die Bewegung in
den Winkelvariablen also integrabel. Da lineare Systeme betrachtet werden, ergibt sichk die
Bewegung in den Wirkungsvariablen dann aber natizlich durch Quadratur.

Die Windungszahlen sind aber im allgemeinen nichi explizit verfiigbar — anders als im
KAM-Fall, wo sie von Anfang an festliegen (da dort Tori zu vorgegebenen Windungszahlen
gesucht werden).!l Die von Salat angegebene kanonische Transformation hat also nur einen

"Das bedeutet nicht notwendigerweise, dafl die zugehdrige Windungszahl von null verschieden ist!

*Ein Diffeomorphismus ist eine stetig differenzierbare Abbildung, die eine stetig differenzierbare
Umkehrfunktion besitzt. ' :

iWesentlich leichter zuginglich ist die zugehdrige Lehrbuchversion von Arnol'd [Arn83, §§11f], die
sich allerdings auf den Fall N = 2 beschrinkt.
- Vgl Arnol'd, aa0. Die Originalarbeiten von Denjoy sind in den Artikeln von Herman und Salat
[Her79, Sal88] zitiert.

iEs gibt aber spezielle Fille, in denen die Berechnung der Windungszahlen gelingt, vgl. Anhang C.
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geringen praktischem Wert. Zum Nachweis der Integrabilitét dieser Systeme aber ist sie nicht
erforderlich, da dieser mit dem Theorem von Denjoy viel allgemeiner moglich ist.

Auch ohne explizite Kenntnis der Windungszahlen kann auf die hier beschriebene Weise
fiir lineare Systeme vom Typ (5.3) Integrabilitit’ im Prinzip fiir sehr viel gzéflere Stérungen
nachgewiesen werden als fiir die — wegen der Twistbedingung (B.15) — nichtlinearen Systeme,
auf die die KAM-Theorie anwendbar ist (vgl. Ankang B). Wegen der Beschrinkung auf lineare
Systeme gelten fiir die Winkel tiberall im Phasenranm die gleichen Bewegungsgleichungen,
so dafl die Resultate auch anf den Flufl auf nichtreguliren Tori in Systemen vom Typ (5.3)
anwendbar sind. Die Existenz soicher Tori findet aber wie gesagt in den genannten Arbeiten

keine Beachtung.

® 3-Tori in Systemen schwach gekoppelter Oszillatoren [KMG89, BGK91]

Baesens, Guckenheimer, Kim und MacKay betrachten Systeme, die aus drel schwach ge-
koppelten Oszillatoren bestehen, wobei sie unter einem Oszillator ein System mit einer at-
traktiven periodischen Trajektorie verstehen. Awnf diesen periodischen Trajektorien kdnnen
Winkelvariable eingefiihrt werden, und bei schwacher Kopplung gibt es im Ranm dieser Pha-
senvariablen einen attrakiiven 3-Torus.

Die Autoren gehen davon aus, dafi die Bewegung auf dem 3-Torus stets durch eine Poin-
caréabbildung (“return map”) beschrieben werden kann. Wie wir oben gesehen haben be-
deuntet dies eine Beschrénkung auf den Fall hinreichend schwacher Kopplung der Bewegungs-
gleichungen (d.h. auf kleine Stérungen). Diese Poincaré- oder Riickkehrabbildung ist ein
Diffeomorphismus des durch die beiden verbleibenden Koordinaten gegebenen 2-Torus’

Die Untersuchung dieser Torusabbildungen (“torus maps”) ist eine Verallgemeinerung
des wohlbekannten Vorgehens bei Untersuchungen der Bewegung aunf 2-Tori (ndmlich des
Studivms von “circle maps”, s.o. und Anhang B.3). Die Dynamik der Bewegung auf 3-
Tori ist natiizlich viel komphzierter. Das Konzept der Rotationszahl etwa 148t sich zu dem
von Rotationsvekioren verallgemeinern, aber verschiedene Trajektorien kénnen verschiedene
Rotationsvekioren haben (wihrend die Rotationszahl einer Kreisabbildung fiir den ganzen
zugehorigen 2-Torus gilt), und fiir manche Trajektorien ist der Rotationsvektor nicht definiert.
Bs konnen vier Hauptiypen der Bewegung unieischieden werden:

o “Fully mode-locked ”: Alle Trajektorien haben die gleichen rationalen Windungszahl-
verhélinisse, d.h. es gibt zwel Relationen

E v i =0 wnd BETYY € Z\0) sowie KV ZE®  (5.6)
& “Partially mode-locked™: Es gibt eine Relation vom Typ (5.6).

e “Inkommensurabel ”: Alle Trajektorien haben die gleichen 1nkommensumb1en Wm—
dungszahlverha.ltmsse (Quasiperiodizitdt mit drei Basisfrequenzen). '

o “Toroidales Chaos™: Chaotisches Variieren der Windungszahlen.}

“*im Sinne von Reduzierbarkeit der Bewegungsgleichungen auf solche vom KAM-Typ (2.3).
*%There are orbits for which the average frequency ratio does not necessarily have a limit but
“short-term estimates of it perform 2 random walk in a set of different directions.” [BGK91]
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Das Ziel der Autoren wat es, die auftretenden Resonanzphinomene und die mit diesen Re-
sonanzen zusammenhingenden Bifurkationen zu untersuchen, um damit einen theoretischen
Rahmen fiir die Interpretation von Experimenten zu Hefern, die drei wechselwirkende Frequen-
gen involvieren. Nach ihrer eigenen Einschitzung Jafit sich Folgendes sagen: “By studying
families of maps numerically and analytically, we have obtained 2 comprehensive picture of
the major features of the phase portraits and bifurcation diagrams associated with resenaces
in families of torus maps. From this information, ene can develop predictions about the loca-
tion of and the geometric structure associated to resonances and bifurcations in experimental
studies.” [BGK91, §7.2}

Hier sollen aber weniger die Ergebnisse dieser Arbeiten vorgestellt als vielmehr deren
Anwendungsbereich von dem dieser Arbeit abgegrenzt werden. Zunichst einmal ist klar,
daf man einen invarianten Torus, auf dem die Bewegung den Bewegungsgleichungen

& = §(2) (5.7)
geniigt, als isolierten invarianten Torus des Hamiltonschen Systems
H(I,2)=(I-5)-#(8) (5.8)

bei F = ¥, ansehen kann. Die Beschrinkung auf Systeme, in denen wenigstens eine Winkel-
variable sich fitz alle Zeiten monoton entwickelt, schliefit allerdings alle Fille aus, in denen
der Fluf auf den 3-Tori Fixpunkte enthilt. Mit den in den genannten Arbeiten entwickelten
Methoden lassen sich also keine Aussagen iiber die Bewegung auf chaotischen Tori in dem
Bereich treffen, in dem Fixpunktie existieren (dort ist die Kopplung zu stark). Die im Kapitel
4.5.1 untersuchten 3-Tori — die mit den Oszillatorsystemen von Duffing bzw. van der Pol (in
der bekannien Weise) zusammenhingen — fellen jedoch zweifellos unter diejenigen, auf die
die Ergebnisse von Baesens et al. im Prinzip anwendbar sind, und von der Bewegung auf
Barzieren im Fall N = 3 (z.B. im System des Beispiels 4.4.a) gilt das nédmliche.

Aus den vorstehenden Betrachtungen geht herver, daf es sicherlich eine gewisse Uber-
schneidung der Bereiche, auf die sich die Untersuchungen in dieser Arbeit erstrecken, mit
denjenigen, die die Autoren der Studien [KMG8S, BGKS1] ins Auge fassen, gibt. Auch wenn
die von Baesens et al. ins Auge gefafiten Tori als Hamiltonsche Tori im Phasenraum sieis
isoliert sind, lassen sich die von ihnen entwickelten Methoden auf einige der hier untersuchten
Systeme anwenden (s.0.). Andererseits gibt es weite Bereiche, in denen keinerlel Uberschnei-
dung vorliegt - immer dann, wenn keine 3-Tori uniersuchi werden, oder aber auf sclbigen
Fixpunkie existieren.

® Quasiperiodizitat und Chaos auf Tori bei schwacher Stérung
[GOY83, GOY85] sowie Toras-Breakup [Bat88, BGO8Y]

Das Ziel der Arbeiten von Battelino, Grebogi, Ott und Yorke ist der Nachweis, dafi quasi-
“periodisches Verhalten in dissipativen Systemen mit drei oder vier Freiheitsgraden durchaus
typisch ist. Das war seit den Arbeiten von Ruelle, Takens und Newhouse in Frage gestellt -
diese hatten gezeigi, dafl quasiperiodischer Fluf auf N-Tori (N > 3) bei beliebig kleinen
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Storungen chaotisch wird [RT71, NRT78]. Allerdings miissen diese Stérungen sehr subtil
gewihlt werden, und ob sie in praxi iiberhaupt vorkommen, war (und ist) unklar.

In allen hier referierten Untersuchungen reduszieren die Autoren die Bewegung aunf N-Tori
durch einen Poincaréschrnitt anf Torusabbildungen eines { N —1)-Torus.! In [GOYS3, GOY85)
werden dem gquasiperiodischen Fluf auf dem Torus in gewisser Weise zufillig gewihlie periodi-
sche Storterme hinzugefiigt, und durch Berechnung des Ljapunovspektrums gepriift, welche
Art der Bewegung vorliegt. Fiir N = 3 gibt es folgende Moglichkeiten®:

e (0,—,—) - nperiodische Bewegung, d.h. Grenzzyklen (“fully mode-locked”);

e (0,0,~) - Quasiperiodizitdt mit zwei Basisfrequenzen, d.h. Bewegung

auf einem 2-Torus (“partially mode-locked”});
s {0,0,6) - Quasipericdizitdt mit drei Basisfrequenzen, d.h. ergodische

(nicht atiraktive) Bewegung auf dem 3-Torus (“inkommensuzabel”);
e {+,0,—) - chaotische Attraktoren.

Auch fiir endliche Stérungen finden die Autoren in vielen Fillen (“generisch”) quasiperi-
odisches Verhalten. Natiizlich miissen die Stérungen so klein sein, dafl ein Poincaréschnitt
gemacht werden kann — genau wie im Fall oben besprochenen Arbeiten von Baesens et ali.

Battelino {Bat88] betrachtet mit der gleichen Technik ein etwas weniger kiinstliches Sy-
stem, namlich zwei gekoppelte van der Pol - Oszillatoren, vgl. (4.85).% In der Studie [BGO8Y]
von Battelino et al. wird schliefllich untersucht, ob die chaotischen Atiraktoren des Systems
(4.85) iberhaupt noch auf Tozi liegen. Dazu wird ein geometrischer Test ersonnen, der auch
ohne Betrachtung von Trajekiozien zu entscheiden gestattet, ob diese auf einem Torus hegen
konnen oder nicht - wie sich herausstellt, liegt keiner der untersuchten chaotischen Attrak-
toren auf einem Torus. Diese Moglichkeit des “Torus-Breakup” ist in den fibrigen in diesem
Abschnitt besprochenen Studien per constructionem ausgeschlossen. Die vor uns untersuch-
ten nichtregnliren Torl kénnen natiizlich auch nicht “aufbrechen”, wohl aber die im Kap.4.5.2
beobachteten attraktiven 2-Tori auf invarianten 4-Tori.¥

5.3 Uber die Ergebnisse sowie zu offenen Fragen

Zunichst geben wir einen kurzen Uberblick iiber die hier uniersuchien michizeguliren und
chaotischen Tori, kemmen dann detaillierter auf das elektromagnetische Modell zu sprechen
und geben abschliefend einen Ausblick auf durch diese Arbeit aufgeworfene Probleme.

1Sie bezeichnen diese Torusabbildung iibrigens verwirrenderweise schlicht als (N — 1)-Torus.

3vgl. Seite 32 im Kap.3.4. Punktattraktoren kommen wegen des Poincaréschnitts nicht in Frage.

! Battelino [Bat88] untersucht den FluB auf 3-Tori im dissipativen System (4.85), wihrend wir
im Beispiel 4.6.c die Bewegung auf einem 5-Torus betrachten, welche im Limes @23 534 — 0 fiir
wo,i=1,2,3,: = 0 und 7 = 1 den Bewegungsgleichungen (4.85} geniigt.

- ¥Vgl. Beispiel 4.5.d, besonders Abb.4.9 & 4.10.
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® Nichtregulire und chaotische Tori im Uberblick

In dieser Arbeit wurde die Bewegung auf Hamiltonschen Tori untersucht, die nicht vem
KAM-Typ sind. Der Fluff auf diesen wnichireguldren Tori ist im Regelfall dissipativ und
nicht integrabel {— Kap.2.1 & 2.3). Es konnen also Attraktoren auf solchen Tori auftreten,
darunter auf (chaotischen) N-Tori in Systemen mit N > 3 Freiheitsgraden auch selfsame.

Mit einem einfachen “Periodisierungsverfahren” wurde zu jedem beliebigen Attraktor ei-
nes antonomen Differentialgleichungssystems — sofern seine Ausdehnuag endlich ist - ein
Hamiltonsches System angegeben, welches einen im Phasenraum isolierten invarianten Torus
enthilt, auf dem dieser Attraktor nahe am Ursprung auftritt (— Xap.3.1). Auf die gleiche
Weise konnte auch fiir jeden Aitraktor endlicher Ansdehnung in periodisch oder quasiperi-
odisch getriebenen Systemen ein Hamiltonsches System angegeben werden, in dessen Phasen-
raum invariante Tori auftreten, die diesen Atiraktor ursprungsnah enthalten (— Kap.4.7).
Solche Tori treten allerdings micht isoliert auf, sondern bilden héherdimensionale invariante
(ebene) Hyperflichen im 2N-dimensionalen Phasenraum, deren Dimension — je nach der Zahl
der Basisfrequenzen im (quasi-)periodisch getriebenen Ausgangssystem — zwischen N + 1
und 2N - 1 legt.! Diese invarianten Hyperflichen kénnen alsc auch Barrieren im Phasen-
raum bilden. Auf Barriere-Tori ist die Bewegung allerdings nie chaotisch, es kénnen dort
aber gleichwohl Attraktoren auftreten, auf denen die Bewegung nichi-periodisch verlduft (—
Kap.4.4).

Aufler den “vorgegebenen” Attraktoren enthilt der Flufl auf der mit diesem Verfahrem
angegebenen nichtregularen oder chaotischen Tori aber stets noch Repeller — und zwar gibt
es zu jedem Aifraktor einen strukiurell idemtischen Repeller auf dem Torus - sowie wei-
tere Attraktoren verschiedenen Typs und eventuell (vor allem auf isolierten Tori) Fixpunkte
Natiirlich dndert sich der Fluff auch mit der Stirke der Stérung. Im Fall isolierter cha,onscher
Tori {— Kapitel 3) wurden exemplarisch solche untersucht, anf denen der Fiufl (u.a.!} die
seltsnz“eﬂ -’-\tfralr*e en von Réssler [R6s76] bzw. Lorenz [Lox63] enthidlt (—
Kap.3.5 & 3.6), im Fall der nicht-isolierten chaotischen Tori (— Kapitel 4) besonders sol-
che, auf denen die Atiraktoren des Duffing-Oszillators [Ued79, Sch86] bzw. des van der Pol -
Oszillators anftzeten kénnen (— Kap.d.b & 4.7).

Da die Bewegung im Phasenraum als Ganzem nicht dissipativ sein kann, mufl die dis-
sipative bzw. antidissipative Bewegung auf den Atitrakiozen und Repellern, die auf michtre-
guliren Tori auftreten, durch die Bewegung im Wirkungsraum jeweils kompensiert werden
(— Kap.5.1). Der Fluf auf den Tori erhili aber selbstverstindlich alle Pomcaremvananten

(— Kap.2.3 & 4.2).

"Im Phasenraum der mit dem hier beschriecbenen Verfahren angegebenen Systemne treten stets in-
-variante Hyperebenen auf. Im allgemeinen kénnen natiirlich aunch gekriimmte invariante Hyperfidchen
auftreten {— Kap.4.1), was bei den Betrachtungen iiber die Form der Bewegungsgleichungen auf
nicht-isolierten nichtreguldren Tori und den daraus gezogenen Schliisse in Bezug darauf, welche At-
traktortypen auf Hyperflichen welcher Dimension auftreten kénnen, auch beriicksichtigt wird {—
Kap.4.2 & 4.3).
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® Zum elektromagnetischen Modell

Diese nichtreguliren und chaotischen Tori treten tatsichlich in der nichtrelativistischen Be-
wegung eines Klektrons in rdumlich periodischen elektromagnetischen Feldern auf, wenn das
elektrische Feld einen gewissen Teil der magnetischen Kraftwirkung kompensiert! und die
Teilchen den passenden Impuls haben. Ob ein solcher Torus ein isolierter ist oder aber mit
gleichartigen invarianten Tori eine héherdimensionale invariante Hyperfiiche im Phasenraum
bildet, hingt davon ab, wieviele linear unabhidngige Komponenten das magnetische Vekior-
potential besitzt.

Im Fall von Systemen mit drei rdumlichen Freiheitsgraden gilt folgender Zusammenhang:
In rdumlich periodischen, stationéren Vektorpotentialen bewegen sich geladene Einzelteilchen
mit dem passenden Impuls — in geeigneten Koordinaten — im sechsdimensionalen Phasenraum

auf nichtreguliren Tori, die

e dort isoliert sind, wenn das Vektorpotential drei linear unabhingigen Komponenten
besitzt (— Kap.2.2 & 3.5.1);

e eine vierdimensionale invariante Hyperfliche bilden, wenn das Vektorpotential zwei
linear unabhingige Komponenten besitzt (— Kap.4.5.3); '

o eine fiinfdimensionale invariante Hyperfliche bilden, d.h. eine Barriere, wenn das Vek-
torpotential raumfest ausgerichtet ist (— Kap.4.4).

Zur Realisierung der Bewegung auf einem isolierten 3-Torus missen alle kanonischen Impuls-
komponenten einen vorgegebenen, festen Wert annehmen. Auf Barriere-Tori sind zwei, auf
den Tori in Systemen mit magnetischen Vekiorpotentialen, welche sich durch Superposition
zweier Anteile mit raumfester Richtung ergeben, ist eine Iinpulskomponente frei wihlbaz.

In stationdren Systemen mit nur zwei rdumlichen Freiheitsgraden bewegen sich geladene
Einzelteilchen mit dem passenden Impuls hingegen im vierdimensionalen Phasenraum

gen Komponenten besitzt (— Kap.4.5.3);

e anf einem Barriere-Torus, d.h. auf einer dreidimensionalen invarianten Hypezfldche,

-wenn das Vektorpotential raumifest ansgerichtet ist (— Beispiel 4.4.b).

 Wenn die Felder (quasi-)periodisch von der Zeit abhingen, so enthalten die Bewegungs-
gleichungen — mindes{ens in einer Komponente — (quasi-}periodisch zeitabhingige Terme. Die
Dimension der nichtreguliren Tori steigt im gleichen Mafl wie die der Basisitequenzen der
quasiperiodischen Zeitabhingigkeit. Die zugehOzigen zusdizlichen Wirkungsvariablen sind
aber physikalisch irzelevant,

" Die Bewegung eines Elektrons auf nichtreguliren Tori kann allerdings auch dann einem
petiodisch oder {auf Baszrieren) quasiperiodisch getriebenenen System von Bewegungsglei-
chungen geniigen, wenn die elektromagnetischen Felder stationdre sind. In diesem Fall sind

Tgenauer: Wenn das elektrische Potential mit dem magnetischen Vektorpotential iiber die Bezie-
- hung (2.9) zusammenhingt, wodurch ein sonst vorhandener Beitrag der Potentiale zur Hamiltonfunk-
tion verschwindet, vgl. Kap.2.2.
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die Winkelvariablen, durch welche die quasiperiodische Zeitabhingigkeit beschrieben wird,
Ortskoordinaten proportional — diese Ortskoordinaten dndern sich also zeitlich linear. Die
Bewegung im System des periodisch getriebenen Duffing-Oszillators kann beispielsweise durch
ein nichtrelatistisch bewegtes Elektron in geeigneten staiioniren Feldern realisiert werden {(—
Kap.4.7). Natiirlich haben darn alle Wirkungsvariablen eine physikalische Bedeutung.

Die Wirkungsabhingigkeit der Hamiltonfunktion, welche die nichtrelativistische Be-
wegung geladener Einzelteilchen in solchen Feldern beschreibt, ist guadratisch, die ihres
Storterms (bzw. die des zugehorigen “Storsystems”) linear (— Kap.22 & 4.4 & 4.5.3)." Die
in diesen Systemen aufiretenden invarianten Hyperfidchen sind daher nie gekrimmi -~ ge-
nau wie in den Systemen, die mit Hilfe des “Periodisierungsverfahrens” angegeben wurden.
Hauptsichlich deshalb treten alle hier numerisch untersuchten nichtreguliren Tori im Rah-
men unseres elektromagnetischen Modells auf.

Gleichwohl passen einige der hier betzachteten Systeme nicht in den Rahmen dieses Mo-
dells. Da einem Elekiron maximal drei riumliche Freiheitsgrade zur Verfiigung stehen, kann
es nur die Bewegung in Systemen mit héchstens drei nicht-trivialen Gleichungen realisieren
(d.h. m = N—n < 3, wobei n die Zahl der Basisfrequenzen im periodisch bzw. quasipericdisch
getriebenen Ausgangssystem ist). Zwar betrachien wir hier nur ein System mit mehr als drei
nicht-trivialen Gleichungen, némlich das System des Beispiels 4.6.c, welches sich in dem
bekannten Limes' auf das System (4.85) zweier gekoppelter van der Pol - Oszillatoren redu-
zieren 1d81. Natiirlich kann aber auch die im Beispiel 4.6.a beschriebene Einbettung isolierter
chaotischer 3-Tori in héherdimensionale invariante Hyperflichen nicht durch ein Elektron in
elektromagnetischen Feldern realisiert werden, denn letztere miifiten zeitabhingig sein; Zeid-
abhingigkeiten der Felder fiihren aber stets zu expliziten Zeitabhingigkeiten der Bewegungs-

1.5 . Ao et auvnar hatennhtnn wiv o 1 1 } 0
gleichungen auf den Tori. Ferner betrachien wir auch Systeme mit nichtlinearem Stdrierm,

und zwar im Anhang A.6 (explizit) und im Anhang B.4 (lmplizit, s.u.}. Schheflich kann
die Bewegung auf dem im Kap.2.4 {sowie im Anhang A.2) untersuchten isolierten michire-

guléren Torus mit raumfester Richtung von & zwar durch ni ivistisch bewegte geladen

< geaal

— (D

Einzelieiichen realisiert werden, aber diese bewegen sich dann auf einem {nicht-isolierien
Barriere-Torus {vgl. die Anmerkung auf Seite 71). Die im Anhang B.4 untersuchten nicht-
isolierten Tozri dieser Art lassen sich durch die Bewegung eines Elektrons nur dann realisieren,

bei einer Nichtlinearitit des ungestérten Systemanteils wiizde die Wirkungsabhangigkeit dex
effektiven Frequenz §20(Z.) ein impulsabhingiges Vektorpotential erforderlich machen (was
natiizlich nicht méglich ist) — zu schweigen davon, dal auch nichilineare Systeme dieser Art
denkbar sind.

Von diesen Fallen abgesehen kénnen aber alle in dieser Arbeit beispielhaft betrachte-
ten nichireguliren oder chaotischen Tori im Prinzip in der nichirelativistische Bewegun
geladener Einzeltellchen aufireten (das gili also insbesondrze fiir alle numerisch behandelien

Systeme!).

TDie Wirkungsabhingigkeit des ungestorten Teils der Hamiltonfunktion spielt fiir die Bewegung
“auf einem gegebenen invarianten Torus keine Rolle, wohl aber fiir die Bewegung auf der invarianten

Hyperfliche als ganzer.
*Vgl. die dritte Anmerkung auf Seite 104,
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So weit, so gut — nun zu noch ungeldsten Problemen.

€ Ein Ausblick auf offene Fragen

Dabei handelt es sich um zwei Problemkreise:

1) Bislang ist ungewiff, ob die Bewegung auf nichtreguléren Tori Hamiltonscher Systeme
in beobachtbaren Systernen aufiritt!, d.h. in solchen, die natiirlich auftreten oder sich
experimentell realisieren lassen.

2) Ebenso ungeklirt ist folgendes Problem: Immer wieder ist in dieser Arbeit vom Fluf auf
den Tori die Rede gewesen, tatsichlich wurde aber — abgesehen von den integrablen

" Fallen {— Anhang A.2 und Aphang C) - stets nur nach den Atfrakforen und den
'Fixpunkien des Flusses gesucht. So wichiig diese fiir die Beschreibung der Bewegung
sind, so sehr muf doch betont werden, dafl zur Kenntnis des Flusses mehr nétig ist als
die seiner Fixpunkie und Attraktoren (man denke etwa an die instabiler periodischen

Bahnen ).}

Wenden wir uns zunichst dem Problem zu, wo soiche Systeme fibethaupt {beobachtbar) auf-
treten. Die Analyse des hier vorgestellten elektromagneiischen Modells dient im Rahmen
dieser Arbeit mehr der Einbettung der meisten der hier betrachteten dynamischen Systeme
in ein fiir Physiker gingiges Szenario (nimlich die nichtrelativistische Bewegung geladener
Einzelteilchen in elekiromagnetischen Feldern) als der Losung dieses Problems. Dementspre-
chend wurde diese Analyse auch nur soweit betrieben, wie das zu diesem Zwecke notwendig
war.’ Insbesondre wurde kein Versuch unternommen zu tiberpriifen, ob die zur Realisierung
der hier untersuchten Systeme {oder anderer ebenso naheliegender) bendtigten Felder durch
physikalisch machbare Strom- und Ladungsverteilungen erzeugt werden oder nicht.
Hinsichtlich der isolierten chaotischen Tori ist zu bedenken, dafi wegen des Verschwin-
deuns aller Windungszahlen im Fall starker Si6rung bzw. hinreichend starker Kepplung (wenn
wo{Zp) = 0) der Torus allenfalls einige wenige Male umlaufen wird, so daf nur dementspre-
chend wenige riumlichen Perioden der Felder tatsachlich real vorhanden sein mifiten, um die
Bewegung auf diesen Tozi beobachien zu kénnen. Wenn hingegen eine oder zwei (kanonische)
Impulskomponenten frei gewihlt werden kénnen, missen zu diesem Zweck i.a. viele Perioden
der entsprechenden Felder in den zugehérigen Raumrichiungen realisiert wezden.
- Jenseits unseres elektromagnetischen Modells wire von besonderem Interesse, ¢b nichi-
regulire. Barriere-Tozi oder chaotische Tori im fiisx Hamiltonsches Chaos prototypischen

. Y0b s0 etwas in der Natur statifinde, weif ich nichi und bekdmmere mich nichis derum. Genug
def es in den Bichern sigiifindet ... Georg Christoph Lichtenberg {1742 - 1799), in: Aphorismen,

ausgewdhilt von F. Sengle, Reclam, Stuttgart (1953).
‘In diesem Zusammenhang liefert die im Kap.5.2 besprochene Arbeit von Da.esens et a.]. [BGKg1]

interessantes Material.
" 'Es wurde bereits angemerkt (vgl. Kap.2.2), daf} die riumliche Periodizitit der Felder auch an-

dere Formen als diejenigen annehmen kann, die hier betrachtet wurden (Welche sich durch kubische
Basxszellen charakterisieren lassen). : oo : .
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Dreikérperproblem {Whi37, Mar90] auftreten konnen und (eventuell in diesem Zusammen-
hang) ob es auch physikalische Gegenstiicke -~ méglicherweise sogar unter den oben defi-
nierten beobachtbaren Systemen — zu den nichtreguliren Tori in Systemen mit nichtlinea-
rem Storierm gibt.” Schlieflich dringt sich matiizlich die Frage auf, ob Barrieren, die aus
nichtreguliren Tori bestehen, in physikalisch relevanien Systemen gar die Arnol’d-Diffusion

vethindern kénnen.
Hinsichtlich der noch offenen mathematischen Probleme seier drei Punkte besonders hes-

vorgehoben:

e Die allgemeine Lésung der Frage, wanu eine Rickfiihrung nichtregulérer Tori auf re-
gulire moglich ist, steht noch aus. Der Anhang B(.4) lefert dafiir nur Anhaltspunkie
(die zeigen, um was fiir ein schwieriges Problem es sich dabei handelt ). Hier wird die
Lisung nur fir die im Kap.2.4 und im Anhang B.4 analysierten Systeme mit konstan-
ter Richtung der Winkel-Geschwindigkeit angegeben, bei denen die Windungszahlen
auf den Tori a priori bekannt sind.

e Der Flub anf den in dieser Arbeit behandelten nichtregulizen Tori weist in Bezug auf
Fixpunkte und Zeitumkehr gewisse Symmetrien auf (— Kap.3.2), die nicht auf allen
denkbaren Tori dieser Art vorkommen {vgl. dazu Anhang A.3).

o Nicht unerwihnt soll schliefilich bleiben, daff die Definition von Repellern als Attrak-
toren des zeitumgekehrien Flusses nichi alle denkbaren Moglichkeiten ansschopit. Be-
kanntlich lassen sich fiir viele Attraktozen, etwa den Réssler- und den Lorenz-Attraktor,
wichtige Figenschaften des Flusses durch die Analyse einer diskreten Abbildung, der
“Lozenz-map” [Jac89, Kap.7]?, erschliefien. Im Fall des Rossler-Attraktors hat diese
die gleiche einfache Struktur wie die logistische Abbildung. Wenn nun - infolge der
Héhe des Maximums — das Intervall der Werte (zn+41) grofier wird als das Intervall der
Urbilder (z.), so verwandelt sich der Attraktor in einen {“transienten”) Repeller, der
2ber auch unter Zeitumkehr ein solcher bleibt [Tel90]. Was die im Kapitel 3 betrach-
teten “Réssler-” baw. “Lorenz-ihnlichen” Attrakioren angeht, ist unsere Untersuchung
offenbar (aber warum ?) auferhalb des Parameterbereichs geblieben, fiir den dieses Ver-

halten — wenn @iberhaupi — einiriit. Das muf jedoch naiiitlich micht fiir alle Repeller

dieser Art gelten.

Abgesehen von diesen “transienten Repellern” ist die Analyse der isolierten Rassler- nnd
Lorenz-Tori im dritten Kapitel, soweit es um die Untersuchung der Attraktoren/Repeller

tGanz aufler Betracht blieben bislang auch nichtlineare Systeme, bei denen die Nichtlinearitit
des Stdrterms nicht von der Kriimmung der von den Tori gebildeten Hyperfliche im Wirkungsraum
herrithrt, sondern von einer Wirkungsabhingigkeit der vektorwertigen Funktion &{Z,®) in den Ha-
miltonfunktionen {2.4) bzw. (4.1).

*In fast-integrablen Hamiltonschen Systemen mit mehr als zwei Freiheitsgraden bilden KAM-Tori
keine Barrieren, obwokll sie ein endliches Volumen im Phasenraum einnehmen (— Kap.4.1j. Im
Langzeitlimes konnen Trajektorien, die nicht auf diesen Tori verlaufen, daher La. nicht in Teilbereiche
des Phasenraums eingeschlossen werden. Arnol’d [Arn64] gab als erster ein konkretes Beispiel fir
diese — extrem langsame — Diffusion der Trajektorien {siche auch Anhang B.3).

iDas ist eigentlich keine Abbildung, sondern nur eine Relation (“match”}, vgl. Jackson, aa0O.
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und Fixpunkte geht - aufler im Bereich kleiner Stérung, in dem keine Fixpunkte existieren -
in sich im wesentlichen abgeschlessen. Gleiches kann von der Untersuchung nicht-isolierter
nichtregulirer oder chaotischer Tozi in quasiperiodisch getriebenen Systemen nicht behauptet
werden. Die Bewegung auf Barriere-Tori, welche allerdings nie chaotisch ist, wurde nicht sehr
eingehend behandelt — ausgenommen der im Anhang C analysierte Fall integrabler Bewegung
auf nichireguliren Barriere-Tori in einem System mit zwei Freiheitsgraden. Im Fall der
“Duffing-” und “van der Pol - Tori” wurde die Bewegung nur fir woiz1,.,m =0 & 5 =1
untersucht, wo sich im Limes ®; = z;/a - 0{¢ = 1,...,m) die Bewegung im Ausgangssystem
ergibt, und auch diese mehr kursorisch. Es kam uns im Fall der nicht-isolierten nichtreguliren
Tori mehr darauf an zu zeigen, welche Attraktoren auf den verschiedenen nicht-isolierten
Tori (nicht) vorkommen konnen, wihrend die unseres Wissens nach bislang noch nirgends in
Betracht gezogenen isolierten chaotischen Tori, insbesondre im “nichtreguliren Bereich” (wo
Fixpunkte existieren), eine griindlichere Behandlung verdienten,
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Anhang A

Verschiedene Anmerkungen und
Ergidnzungen

A0 Zum Hamiltonformalismus

In diesem Anhang werden die in dieser Arbeit bemdtigten grundlegenden Gleichungen und
Begriffe der Theorie Hamiltonscher Systeme zusammengestell.!

In Hamiltonschen Systemen lassen sich die Bewegungsgleichungen von einer skalaren
Funktion, der Hamiltonfunktion, herleiten. Wenn diese nicht explizit zeitabhingig ist, ist
ihr Wert eine Erhaltungsgrofe und gleich der Emnergie des Systems.t Sie hingt von den
Koordinaten und den zun diesen kanonisch konjugierten Impulsen ab:

Hemiltonfunktion  H = H(p, q) (A.1)

Die Bewegungsgleichungen haben die (Hamiltonsche} Fo

F H
Hamiltonsche Gleichungen  g= (’; , pP=— %E (A.2)

"Nicht ngher erlduterte Begriffe {z.B. “symplekiisch” oder “kancnisch konjugierter Impuls”) sind
Mechaniklehrbiichern zu entnehmen (z.B. — [Arn78, Gol63]).
‘Andernfalls kann man von einer exphlzit zeitabhiingigen Hamiltonfunktion mit z.B. IV Freiheits-

graden zu einer nicht explizit zeitabhingigen (automomen) mit N + 1 Freiheitsgraden dbergehen,
vgl. Anhang A.7 und [LL83, Kap.1.2b] {im Fall allgemeiner nicht-autonomer gewdhnlicher Differenti-
algleichungssysteme kann man bekannilich ebenfalls durch Einfihrung einer zusitzlichen abhéngigen
Variablen zu einem autonomen System iibergehen). Sonderfalle:

& Wenn die Zeitabhingigkeit periodisch ist, ist die zusiizliche Koordinate eine Winkelkoordinate
(dann spricht man von einem System mit NV + % Freiheitsgraden).

e Im Fall quasiperiodischer Sysieme mit mn Freiheitsgraden und n Basisfrequenzen kann man zu
einem autonomen Hamiltonschen System mit V = m +n Fretheitsgraden iibergehen, wobei die
n zusdtziichen Koordinaten wiederum Winkelvariable sind.
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Zwei Funktionen der dynamischen Variabien (Koordinaten, kanonisch konjugierte Impulse,
and eventuell die Zeit) ordnet man durch folgende Operation eine neue solche Funktion zu,

die man als

f\f
. . . _w=[0f 8g Of 8g)\
Poissonklammer  {f,g} = Z - {A.3)
= \8g; Op:  0pi Oai/

der beiden urspriinglichen Funktionen bezeichnet. Damit kann man die Hamiltonschen Glei-

chungen in folgender Form schreiben:
g={¢.H}, p={p.H} (A.4)

Kanonische Transformationen

p—p, g—a, Hpat) — Hp.arl) (A5)

erhalten die Hamiltonsche Struktur des dynamischen Systems, d.h.: Die Hamiltonschen Glei-
chungen #ndern ihre Form nicht, und die fundamentalen Poissonklammern

{gi.p;} = b, {m.¢;} =0, {pi,pi} =0 (A.6)

indern sich allenfalls, bei Skalentransformation der Variablen, um eine multiplikative Kon-
stante [Sie56, §2]. SchlieBt man Skalentransformationen aus, so folgt aus der Invarianz der
fundamentalen Poissonklammern, daf alle Poissonklammern unter kanonischen Transforma-
tionen invariant sind. Solche Transformationen sind aufgrund des Hamiltonschen Variati-
onsprinzips durch erzeugende Funktionen charakterisiert, die von den alten und den neuen
Variablen abhingen. Am hiufigsten werden erzeugende Funktionen der Form S(p,q,t) ver-
wendet. Die kanonischen Transformationsgleichungen nehmen dann die folgende Form an:

05 05 5 0
i =5, 4= ST H(p,q,t)= H{p,q,1 —5(p.q,1 AT
pi=gn =5 (8,a,1) = H(p, g, 1) + 5. 5(p.a.1) (A.7)
Hamiltonsche Systeme konnen auch als Fluf im Phasenraum betrachtet werden [Eil83]. Der
Phasenvaum ist der von den Orts- und Impulsvariablen aufgespannte Raum.! In diesem

Raum kann man jedem Punkt einen Geschwindigkeitsvektor

p SH N

. _ Op

v = ( ‘ ) = exm (A.8)
P 3q

zuordnen. Dieses Vektorfeld erzeugt den Hamilionschen Flufl
¢ w(0) = v(2) (A.9)

Der Fluf ist die Schar aller dieser Abbildunger (d.h. an jedem Punkt des Phasenraums fiir
alle Zeiten). Das System (A.1) zu lésen bedeutet, sich einen quantitativen Uberblick iiber
den gesamten Flufl zu verschaffen.’ Die Abbildung (A.9) ist symplektisch und daher eine
kanonische Transformation [Dra82, Dou82].

1Er hat die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, vgl. Anhang A.5.
" *Zur Lisbarkeit Hamiltonscher Systeme vgl. Kapitel 1.
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Al Zu Kap.2.2: Elektromagnetische Beziehungen

In diesem Anhang wird gezeigt, daff Hamiltonfunktion {2.7) auf die nichtrelativistische Lo-
rentzgleichung fikrt, und daf} sie bei Umeichung der Potentiale ihre Form nicht &ndert.
Zunichst geben wir aber der Vollstindigkeit halber die Beziehungen zwischen Feldern und
ihren Potentialen sowie zwischen diesen und den mit den Feldern verbundenen Strom- und

Ladungsverteilungen an.

© DPotentiale und Felder, Strom- und Ladungsverteilungen [JacT75]

Bekanntlich kann man die homogenen Maxwellgleichungen fiir die elektromagnetischen Felde:
durch die Einfiihrung eines magnetischen Vektorpotentials A und eines elektrischen skalaren
Potentials ¢ identisch erfiillen. Die Bezichung zwischen den Feldern und diesen Potentialen
ist in MKS-Einheiten gegeben durch
dA

E:-—V(ﬁ—'a—t und B=V XA (A}.O)
Die mit elektromagnetischen Feldern verbundenen Ladungs- und Stromverteilungen werden
durch die inhomogenen Maxwellgleichungen bestimmt, die in MKS-Einheiten folgende Form

annehmen:

i)

p = —E&o (A¢+——(V=A})
(A.11)

. qu) 18%4

I= (v At g) taee A4

Im Fall stationdrer Felder gilt
p = —¢esAd

{A.12)

F = graddivA - AA=VYX(VX4)=V X B

d.h. die Ladungsverteilung gehorcht der Laplaceglelchun« und die Stromdichte ergibt sich als
Rotation des Magnetieldes.

€ Hamiltonfunktion (2.7) = nichtirelativistische Lorentzgleichung

Es ist bekamntlick méglich, der Lozentzgleichung, welche die Bewegung (punktformiger)
geladener Einzelteilchen in elektromagnetischen Feldern beschreibt, die Form einer Euler-
Lagrange-Gleichung zu geben [Gol63, Jac75], und ergo auch eine entsprechende Hamilton-
funktion anzugeben. Hier soll lediglich umgekehrt verifiziert werden, dafl die Hamiltonfunk-
tion {2.7) aunf die nichtrelativistische Version der Lozentzgleichung fiihrt.
Als Bewegungsgleichung fiir die Ortskoordinaten ergibt sich durch Einsetzen der Bezie-
hung (2.6) fiir den kanonischen Impuls unmittelbar die Identitit o
i=vpH= LA, (4.13)

- m
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Eingesetzt in die Bewegungsgleichungen fiir die Impulsvariablen folgt

: P-cA
P = -VyH= - Ve(P—-ed)—eV
i r ) eVrd (A.14)
= er (VpA)—eVrd=eVyp(rA)—eVyg
Unter Benutzung vektoranalytischer Identitdten, ndmlich
eX (VXA = V(pA)-(»V)4
A.15)
. 04 . (
ud 4 = r +(mV)A

sowie der Beziehung zwischen den elektromagnetischen Feldern und ihren Potentialen (A.10)
folgt daramns direkt die Lozentzgleichung fiir nichtrelativistische Bewegunng:

mi =er XB 4 eFE (A.16)

® Eichfreiheit

Die elektromagnetischen Felder dndern sich bekanntlich nicht, wenn man die Potentiale fol-
gendermaflen [Jac75] umeicht:

A— A = A+VA

gA
g ! = —
¢ ¢ gt

(A.17)

Nun lduft eine kanonische Transformation, die nur die Impulsvariablen dndert, aunf eine
Fichiransformation dieses Typs hinaus. Erzeugende Funktion und Transformationsgleichun-

gen (vgl. Anhang A.0) launten

( P = —‘?;;S- =P-eVA ]
§=Pw—ch(r,t) = A g; V' = P=msr+ed (A18)
s = 81};‘ =& J
und die transformierte Hamilionfunktion
7 - _i-(ﬁs —e{A+ m})g +ed(rt)+ 25 = —3——(? _ eaf)z +ed (4.19)
2m ’ gt 2m

hingt von den umgeeichten Potentialen in der gleichen Weise ab wie die Hamiltonfunktion
(2.7) von den urspriinglichen. Man hat also durchaus die Freiheit, ein gegebenes Vektorpo-
tential etwa so umszueichen, dafl ¥V - 4 = 0 (Coulombeichung}.

A.2 Zu Kap.2.4: Auch die nicht regularisierbare Bewegung
ist integrabel |

Im Kapitel 2.4 wurde gezeigt, dafi ein Torus, auf dem die Bewegung der Gleichung (2.36)

S5, = 90(1 + eb(és)) (4.20)
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geniigt, tatsichlich ein reguldrer Torus ist, wenn die Stérung (&) so klein ist, dafl keine
Fixpunkte existieren, und ferner die Windungszahlverhidltnisse hinreichend irrational sind.
Man findet dann also eine kanonische Transformation auf newe Wirkungs-Winkel-Variable
(I,&),in denen die Bewegungsgleichungen die Form (2.3) haben.

Es ist aber nicht schwer zu sehen, dafi die Bewegung auf diesem Torus unter allen
Umstinden integrabel verlduft, also auch im Fall von starker Stérung oder von Resonanz.

€ Beweis

Zunichst geht man durch eine Drehung der Achsen von den Winkelkoordinaten € zu Koor-

dinaten

J=R& (A.21)
iber. Dem entspricht eine lineare kanonische Transformation, deren erzeugende Funktion

N N
S(P.8)=) Py Ri;¥; (A.22)
;=1 i=1

ist (davon wurde auch in Kap.4.2 Gebrauch gemacht). Diese erzeugende Funktion “indu-

giert” folgende Transformation:!
I=R'P & P=RI, sowie Q=RS (A.23)

Man kann nimlich mit der Drehmatrix

§2
100

€2

\en )

R= , wobei §29-e;2 =0 und eje; =4di; ist, (A.24)

zu Koordinaten gelangen, in denen die Bewegung nur eine zeitlich variable Komponente hat:

| 2 | (1 4+ eb(R Q))
§=R&=R (1 + sﬁ(@)) = 0 (A.25)

e,

g
Die einzig verbleibende nichi-triviale Bewegungsgleichung auf dem Torus
Q1 = | %] (1 + eb(R“ig))

= | f2] (1 + aE(Ql)) )

"Hier geht ein, daf fiir Drehmatrizen RT = R™'. Bezgl. des allgemeinen Falls vgl. (C.3) & (C.4).
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ist integrabel in dem Sinn, daf die Umkehrfunktion durch Quadratur berechnet werden kann:

1
[ [dQl - =[dr = 1=1(Q:) (A.27)
Rt +eb(Q1)) i

Die neuen Koordinaten (P, @) sind allerdings keine Wirkungs-Winkel-Variablen, denn die @
hingen nur dann 2#-periodisch von den Winkeln & ab, wenn alle Elemente der Drehmatrix
ganze Zahlen wiren (vgl. die Anmerkung auf Seite 63). Drehmatrizen haben aber keine

ganzzahligen Elemente {Richtungscosinus!).
® Nichtregulire Tori mit periodischer Bewegung

Im folgenden Fall lifit sich die Losung der Bewegungsgleichuug (2.36) bzw. (A.20) sogar
analytisch angeben: Wenn die zeitliche Anderung der Grofe b(#) verschwindet
WB)= Vgb(®) &= (1+¢b)ioVgh($)=0 (A.28)

~ was also stets gegeben ist, wenn der Gradient des Skalarfeldes b(&) senkrecht auf dem
Frequenzvektor 2o steht —, so ist die Winkel-Geschwindigkeit eine nur von der Anfangsbe-
dingung €, abhingige Konstante:

&= (1 + eb(ﬁ)) = w{@y) = const. (A.29)
Dann gilt
& = w(Fe)(t— )+ Ho (4.30)

Die Bewegung verlduft also periodisch mit einer von den Anfangsbedingungen abhingigen

Frequenz.!
Als Beispiel betrachten wir einen Tozus bei I = ¥ mit rationalen Frequenzverhiltnissen,

der durch ,

§20 = (0,1) und b(S) = cos(@:) (A.31)

definiert ist. Die Bedingung (A.28) ist exfiillt. Die Bewegungsgleichungen auf diesem Torus
lauten .

=0

. (A.32)
&y = 1+ccos(d;)

Die Bewegung ist zwar reguldr (ndmlich periodisch) und verléuft auf einem Torus, dieser ist
aber trotzdem kein KAM-Torus. Im Sinne der oben definierten Notation — deren Grenzen
spétestens hier sichtbar werden — handelt es sich gleichwohl um einen nichtzeguléren Torus, da
wir unter regulédren nur solche mit einer von den Anfangsbedingungen unabhingigen Frequenz
verstehen. ' ) S

"tIn diesem Fall verlauft die Bewegung offenbar dissipationsfrei. Das liegt daran, dafl -

Vg & =2 -V b(B) ~ H(B) = 0
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® Einbettung dieser isolierten Tori in ein integrables System

Der hier und im Kap.2.4 betrachiete isolierte Torus, auf dem die Bewegung also jedenfalls
integrabel verliuft, und der unter gewissen Bedingungen auf einen reguléiren zuriickgefiihrt
werden kann, tritt urspriinglich (vgl. Kap.2.4) im folgenden Hamiltonschen System auf:

H = Ho(¥) + (I — L) {Bp(I,8))s + ¢ (I — L) -BO(I,8)

8H, . (A.33)
mit BO(I, &) = Qo(L)b(B) und Oo(h) = F AR e{By(J0, 8))z
0
Bei I = I; findet man den gleichen Torus aber auch im linearen System!
Hy(£,8) = (I - Ie> £l (1 + eb(é}) (A.34)

welches fiiz T # I; ebenfalls integrabel ist. In den neuen Koordinaten hat die Hamiltonfunk-

tion die Form

Hp(F,8)=R™! (P - Pe)'ﬂo(l + eb(R*lg)) (A.35)
Da aber SE
i = 3P: 0,:=2,...,N (A.36)

hingt H nicht von allen Impulskomponenten ab, sondern nur von F. Man kann leicht
nachrechnen, dafl in R™'P - §2; nur P; eingeht:

R'P . 3y = f(P) (4.37)
Daher ist -
; 0Hyn (eipy_ Bt 7 \ gb(&)
B _-——— = - Vs ~— £t £ * i £ (A..?)S}
£1 BQl \J \471) 8] j 6@}_ L ]
eine inhomogene lineare Differentialgleichung, und ergo 1osbar. Die iibrigen N —1 Gleichungen
: O Hy; - oHRQ)
B=- o (gm)-rm- o) A.39
20, f(P)- R Fo-fe 50: (4.39)

sind dann durch Quadratur 1§sbar. Die Linearitét des Systems ermoglicht diese Reduk-
tion ‘der Bewegungsgleichung auf durch Quadratur losbare chne Benutzung der Standard-
Konstruktion von Wirkungs-Winkel-Variablen auf der Basis N vertauschender Erhal-
tungsgréfien.t Natiirlich lassen sich N vertauschende ErhaltungsgrdfSen angeben, nimlich
Hy;,, und die N — 1 Koordinaten Q;»2. Daher kann man also alternativ auf Wirkungs-
Winkel-Variable transformieren, die den trivialen Bewegungsgleichungen (2.1) geniigen. Der

Phasenranm besteht dann aus einer Schichtung regulirer Tori.

"Linear hinsichtlich der Wirkungsabhingigkeit (d.h. linear im Sinne der Definition nichtlinearer
Systerne nach Percival — vgl hierzu ggl. die Anmerkung auf Seite 132).
tZu dieser vgl. Berry [Ber78] oder Arnol'd {Amn78, §49 f].

118




A.3 ZuKap.3.2;: Fiir welche “Periodisierungsverfahren” gel-
ten diese Symmetrien?

Das in Kap.3.1 dargestellte “Periodisierungsverfahren”, welches beliebige antonome Systeme
gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung in Bewegungsgleichungen auf isolierten
chaotischen Tori iiberfiihrt, 148t sich leicht verallgemeinern, wie das folgende Beispiel zeigt:

Ausgangspunkt ist wiederum das Differentialgleichungssystem (3.3). Statt (3.5) wihlen

wir nun die Ersetzungsvorschrift
fizsip) = filzisps) = fi (;ﬁ sin(j%) + %{008(23‘%) - 1};pr) (A.40)
In den neuen Variablen & = % ezhalten wir dann die Bewegungsgleichungen
&; = g_q,i_é.zo_) -f (—-sm(j@ )+ {cos(?y@ )— 1} _'pr) {A.41)
Wie die Bewegungsgleichungen (3.12) tendieren auch diese Bewegnngsgleichungen im Limes

(3.14) gegen das Ausgangssystem {3.3).1
Bei beiden Verfahren ist das Vektorfeld G(2) von der Form

GE(S) = G(gl(él),...,gN(éN)) mit ¢i(®; +27) = gi(¥;),i=1,... . N (A.42)

Auf den nichtreguliren Tori zu solchen Vektorfeldern gilt nun: Existiert ein Fixpunkt &, mit

dgi
08, ;

2y 4 = 1 AT
0,i=1,...,N (4.43)

=L
s0 gibt es mindestens 2/ — 1 weitere nicht-iquivalente Fixpunkte (zur Defintion &quivalenter
Fixpunkie — Seite 26).} Da periodische Funktionen innerhalb der Periode aufler (absoluten
oder relativen) Extrema jeden Wert mindestens zweimal annehmen und aufgrund der Be-

dingungen (A.43) bel den Werten &.; keine Extrema der Funktionen g;-1.. n liegen, gibt
oa fHrT mdpq i = 1 ., N mindestens einen Wert O, é @-5 im Intervall [ﬂ 2‘#) fiir den

gi{ %) = gi(Bui)- .;ede; verschwindende Fixpunki- Elgerwezt fiikrt zu einer entsprechen-
den Reduktion der Zahl nichi-dquivalenter Fixpunkte, wie in Kap.3.2 fiir das in Kap.3.1

dargesteilte Periodisierungsverfahzen beispielhafi erliuiert {— Anmerkung auf Seite 26).

"Wenn das Vektorfeld G(®) wie hier einen 7-abhdngigen Term enthilt, kann die Bewegung im
“Storsystern” micht durch Wahl der Parameter {3.15) - wo{fp) = 0 & 5 = 1 - realisiert werden. Im
Unterschied zum Fall n-unabhdngiger Vektorfelder &G{$) unterscheidet sich in diesem Fall der Limes
& = £ _, 0 auch fiir die Parameterwerte (3.15) vom Limes {3.14).

o
*Wenn eine der Bedingungen (A.43) verletzt ist, verschwindet mindestens ein Fixpunkt-Eigenwert,

da die Determinante det (3%@) folgende Form hat:

det 8G ) _ 9o _____39;\; det 5G )
88,) " 80.; T 8%.n  \82(®.)
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Hinsichtlich der Zeitumkehr-Transformation gilt: Sind alle 2w-periodischen Funktionen
g:{®;)in {A.42) gerade oder alle ungerade, d.h. lassen sie sich durch Fourierreihen darstellen,
die nur cos- oder nur sin-Terme enthalten, so gibt es zu jeder Losung &(f) der Bewegungs-
gleichungen (2.5) auch eine Lésung &(~1). Dabei ist @ = — &, falls alle g; gerade, und
$ = & — &, falls alle g; ungerade Funktionen sind. Jeder Trajektorie entspricht dann unter
Zeitumkehr genau eine andere, die aus der urspriinglichen durch Spiegelung am Ursprung
bzw. durch Verschiebung um den Vektor # und Spiegelung am Ursprung hervorgeht, und
genau wie im oben geschilderten Fall treten alle Atiraktoren (gespiegelt und ggf. verschoben)
auch im zeitumgekehrten Flufl auf, was die Existenz der entsprechenden Repeller bedingt.
Sind die Funktionen g;=;,. » aber weder gerade noch ungerade, wie etwa im Fall des obi-
gen Beispiels mit den Bewegungsgleichungen (A.41), so gibt es keine solche Symmetrie unter
Zeitumkehr. Natiirlich bedingt auch dann die Existenz eines Fixpunkts, fiir den die Bedin-
gung (A.43) erfiillt ist, diejenige von 2N _ 1 weiteren nicht-Aquivalenten Fixpunkien, aber
ein gegebener Fixpunkt hat dann keinen konjugierten Partner mit den entgegengesetzien

Eigenwerten.

[

A4 Zu Kap.3.5&3.6: Losung der kubischen Gleichungen

Im ersten Abschnitt dieses Anhangs wird die allgemeine Losung kubischer Gleichungen an-
gegeben. Anschlieflend wird die Ableitung der bei der Losung des Fixpunktproblems im
Lorenz-Fall auftretenden kubischen Gleichung durchgefihrt und gezeigt, daf die Fixpunkte
im Grenzfall 7 — oo alle im Reellen legen und im Grenzfall 7 — 0 im Komplexen gegen oo
streben. Der Vollstindigkeit halber fiihren wir abschliefend die bei der linearen Stabilitdts-

analyse im Réssler- und Lorenz-Fall auftreienden kubischen charakieristischen Polynome an.

® Die allgemeine L3sung kubischer Gleichungen [BS79]

Auggehend von der Normalform der kubischen Gleichung
23+’ +sz+1=0 {A.44)
gelangi man zur reduzierten Form 7
P +pr+g= (A.45)
durch folgende Substitutionen:
2 3
T 2r T8 T
cam T g= Ty und ymzal A46
p=a—r, g=or - +1, uwd g=z4g (A.46)
Ist die Diskriminante ,, . .
p=(p+dy (a.47)

negativ {casus irreducsbilis), so ergeben sich drei reelle Losungen: |

2
Ve = 2%/;_3(:05( +{k-1) ;) , k=1,2;3
3 (A.48)
. P q
mit P=A " und  cosy = —~3-p
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Fitr positiv-definite Diskriminante (D > 0) sind die Losungen der reduzierten kubischen
Gleichung (A.45) durch die Cardanischen Lisungsformeln gegeben:

= utv
@+ LU=

mit u:sug-f—x/ﬁ und 11=3-g-—\/5

@ Die kubischen Fixpunkigleichungen im Lorenz-Fall

Fiir den Sinuswert der ersten Komponente eines Fixpunkies im System (3.57) findet man
durch sukzessives Eliminieren der beiden anderen Variablen eine kubische Gleichung. Von
den Losungen dieser Gleichung héngen die beiden anderen Komponenten in folgender Weise

ab:

sin®., = sin®.) - vo.L
G A.50)
. @9,3 wi,l (4.
sin®.3 = ——-+—s1n .1 sméﬂ )
’ 7b b \ no
Die Koeffizienten der reduzierten Form (A.45) der kubischen Gleichung fiir sin €. lauten
1 wo,1 2 b 0,3
P= i\ TE\TTIT
7 " (A.51)

¢ hz(wol)a__f_l_{wo,z_i_wm (7‘+2_aw0,3)}
3a7 a?l 5 7 3 367
Im Limes 7 — oo tendiert ¢ — 0, und fiir 7 > 1 ist sig(p) < 0. Die Diskriminante (4.47)
ist daher negativ, und man findet drei reelle Losungen fiir sin ., die fiir nicht zu kleine
a-Werte alle recht nahe bei null iegen. Der Sinuswert der zweiten Komponente ist dann
gleich dem der ersten. Fiir sin ®. 3 gilt

- 27
| sin (®x3)pcyaal = gsinz (Bun)y, = 34 {5/9_2-cos2 ((k - 1)--;’Z
e [ T o v \ 4 /
o  3f B® (r-1)5 2 2%
= Sy — 1= .
. 1T gz Cos (k-1) 5 ) (A.52)
4 (r=1¥ o 27\
= =b ((§—1)—
P ‘\( ) 3 )

Um | sin (®.,3) |< 1 zu erfillen, muf} daher bet Wahl des Parameterwerts (3.56) r = 28 fiir &
Folgendes gelten:

3 3 3”)
ap >V ~b(r—12=6V4~95244 und agg > \/5 (r—1)2=6 (A.53)

Im Limes 5 — 0 kann die Diskriminanie je nach Wahl der Parameter positiv oder nega-
tiv sein. Im letzteren Fall mufl eine der Losungen gegen null iendieren (da 1111(1) cos @ — 0),
7}-"9

| #h=

o
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wahrend die beiden anderen divergieren. Falls aber im Limes 7 — 0 auch sin &.; — 0 strebt,
so divergieren die Sinuswerte der beiden anderen Komponenten, vgl. (A.50). Ist die Diskrimi-
nante hingegen positiv, so divergieren die Real- und (ggf.) Imaginirteile der Sinuswerte aller
Fixpunkt-Komponenien. In jedem Fall streben also die Fixpunkte fiir # — 0 im Komplexen
gegen den Punkt oc. Fiir den von uns gewihlten Parametersatz sind fibrigens im Limes
7 — 0 alle Sinuswerte stets reell. Wahlt man aber bei gleichen Kontrollparameterwerten
und @ = 100 als “ungestorte Freguenz” z.B. wy = (1,1,1), so strebt im Limes  — 0 die
Digkriminante D{y) — + <.

Im Pall endlicher nichiverschwindender y-Wezte hat die Diskriminante fiir die von uns
gewihlten Parameter nur im Intervall 0.1086 < 5 £ 2.4757 positive Werte ~ siche Abbildung
A.1. In diesem Intervall kann also hochstens ein Fixpunkisatz existieren. Auflerhalb dieses
Intervalls kann es bis zu drei reellwertige Fixpunktsitze (mit je acht Fixpunkten) geben.
Wieviele davon tatsidchlich reellwertig sind, hingt davon ab, wieviele die Bedingung (3.48) -
namlich | sin . x=1,23 |< 1 - erfiillen (vgl. Kap.3.6.2).

@ Die kubischen Gleichungen zur Bestimmung der Fixpunkieigenwerte

Sowohl im Rossler- wie im Lorenz-Fall fihrt die lineare Stabilititsanalyse (vgl. Kap.3.2) anf
das Eigenweriproblem einer 3 x 3-Matrix, mithin auf das Nullstellenproblem des zugehdrigen
kubischen charakteristischen Polynoms. Die Koeffizienten der Normalform (A.44) der zur
Eigenwertbestimmung im Réossler-Fall zu 16senden kubischen Gleichung sind

7 = - {a@dicz+ac2)
§ = @&8:iCals + ¢cis3ca -+ e16n
t = — (acicaszes + 8icicacs) (A.54)

mit s =sin@.p, cp=cos®.p, k=1,2,3

und & =sind.; ~ hd
b
Im Lorenz-Fall findet man
¥ = bez+co+ oy
s = o?sfcocs + (e + oc1)esb + ocrea(l +ass — 1)
. \ (A.55)
i = (azsl(sl + 82) + as3b+ b(1 — 'rL)) Fe1e20s

mit sp=sind.p, cx=cos®.p, £=1,2,3

wobei wir ausnahmsweise den Parameter » des Gleichungssystems (3.55) bzw, des Gleichungs-
-systems (3.57) mit 7y, bezeichnen, um eine Verwechslung mit dem Koeffizienten 7 der Noz-
malform (A.44) kubischer Gleichungen zu vermeiden.
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Abb.A.1: Die Diskriminante D(%) der Fixpunkigleichungen auf dem Lorenz-Torus fiir die
Kontrollparameterwerte (3.56) sowie @ = 100 und wo = (o'g,a'g, 1), wobei og = (\/5 -1)/2.
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A3 Zu Kap.3.384.1: Mannigfaltigkeiten im Phasenraum

In dieser Arbeit wird stets der Fluff auf invarianten Mannigfaltickeiten! im Phasenraum
behandelt, auck wenn dieser Begriff soweit als moglich vermieden und durch spezifischere
wie invariante Hypevfidche bzw. invarianter Torus ersetzt wurde. Im Kapitel 3.3 war dies
allerdings — in Bezug auf die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten von Fixpunkten auf

nichtreguldren Tori — nicht moglich.

€ Zur Definition (differenzierbarer) Mannigfaitigkeiten

Definition:! Eine (zusammenhingende) n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
M, ist eine Punktmenge M zusammen mit einer (endlichen oder) abzihlbaren Menge n-
dimensionaler vertriglicher Koordinaten-Karten, welche zusammengenommen die Menge M
so iiberdecken, dafi es zu zwei verschiedenen Punkten in A stets auch disjunkte Umgebungen
dieser Punkte gibt (Hausdorffsches Separationsaxiom).

Der in dieser Definition enthaltene Begriff “n-dimensionale vertrigliche Karte” wird (zu-
sammen mit allem Notigen) in uniibertroffener Kiirze von Arnol’d [Arn78, §18] erldutert.
Differenzierbarkeit ist eine wesentliche Eigenschaft solcher Karten.

® Mannigfaltigkeiten im Phasenraum

Der Phasenraum Hamiltonscher Systeme bildet eine differenzierbare (symplektische) Mannig-
faltigkeit [Atn78]. Aus den zitierten Definitionen (besonders auch von Karten) folgt, dall jede
offene zusammenhingende Teillmenge im Phasenraum eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
bildet.

Das gilt insbesondre vom Wirkungsraum (“action space”) — der Menge aller Werte, die die
Wirkungsvariablen eines Systems mit N Freiheitsgraden annehmen konnen. Der Wirkungs-
raum ist ia. kein Vektorraum (etwa im Fall harmonischer Uszillatoren, deren Wirkungen
stets positiv sind), aber stets eine N-dimensionale differenzierbare Mannigialtigkeit.

Die stabilen und instabilen Mannigfaltigheiten von Fizpunkten (Kap.3.3) sind natirlich
benfalls Mannigfaliiekeiten im Phasenranm, und zwar solche im * Winkelraum”, dem Kom-

OEiitaus Mannigiaitigrie

LT

plement zum Wirkungsraum.

Gegenstand dieser Arbeit ist der Fluf auf invarianten Mannigfaltigkeiten', die durch kon-
stante Werte der Wirkungen definiert sind (¥ = 8), oder anders gesagt, die aus invarianten
N-Tori bestehen. Da diese Mannigfaltigkeiten durch die m = N — n Bedingungen (4.2) im
N-dimensionaler Wirkungsraum festgelegt sind, handelt es sich um Hyperfidchen der Dimen-
sion N +n = 2N — m. Die zugehérigen Hyperflichen (der Dimension #) im Wirkungsraum
sind natiizlich ebenfalls inveriante Mannigfaltigkeiten (Nullvekioren verlaufen tangential zu
jeder Fliche). Von wenigen Ausnahmen’ abgesehen behandeln wir in den exemplarisch un-

TVgl. deren Definition auf Seite 4.
Inach [Ric81, Kap.23]

im folgenden Anhang A.6 (explizit: Behandlung der Bewegungsgleichungen auf einer gekriimm-
ten Barriere) sowie im Anhang B.4 (implizit: die Systeme mit konstanter Richtung der Winkel-
Geschwindigkeit kénnen auf beliebigen Hyperfiichen auftreten).
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tersuchten Systemen stets den Fluff auf invarianten Hyperebenen, d.h. die Bedingungen (4.2)
sind linear in den Wirkungen.

A.6 Zu Kap.4.2: Die Bewegungsgleichungen auf einer
B354 &
gekrﬁmmﬁen Barriere

Aufer in diesem Anhang wurden stets Hamiltonfunktionen mit linearem Storterm bzw. linea-
rem Storsystem betrachtet.! Daher waren alle aus invarianten Tori bestehenden Hyperfiiichen
tatsichlich Hyperebenen. Als Beispiel fiir (im Wirkungsraum) gekrimmie Barrieren betrach-
ten wir die Oberfiiche einer Achtel-Kugel:

Mas = {(L1, Loa, Leg) | T2y + P2+ 23 = I, Li=123 > 0} (A.56)

Bs ist alse ¥ = 3 und » = 2. Die Bedingung {4.2) soll auf dieser Kugelausschnitts-Oberfiche
erfiillt sein. Zur expliziten Formulierung dieser Bedingung definieren wir — analog der Form
des Vektorfelds ¥(I)= I — ¥ im Fall isolierter nichtregulizer Tori’ — ein Vektorfeld F.(I}

durch
I—-F(I)= FI) (A.57)

In dieser suggestiven Notation nimmi die Bedingung (4.2) auf der Hyperfliche Mo;3 folgende
Form an:

Fl)= (B - (2, + Py) B~ (2, + ) JIE— (12, +1%,)) = L. (A.58)

Fiir Trajektorien auf den invarianten Tori, deren Wirkungsvektoren . zur Hyperfliche f2;3

gehéren, nehmen die Bewegungsgleichungen (4.4) somit folgende Form an:
=
& = woi(1.) + 7Gi(S) +nZ Gi(®) (A.59)
* "
J#s
Dabei kann der Vektor %(@ - wo) ir. Mas ~ wie oben erldutert, siehe die Beziehungen
{4.18) und (4.15) — wegen m = N — % = 1 nich! mehrere linear unabhingige Komponenten
haben. Tatsdchlich findet man, daf
{L,k (@,&, — wg,};) - L (@1 - wo,g)} I_E, € Moz = 1} (A.60)
i
Im Spezialfall If,l =1, =1 = 3 etwa gilt
) 3
(@i - wo,i) 1. € Mys = 7y Gi($) (A.61)
=1

d.h. alle Komponenten dieses Vektors sind gleich.

"Linear hinsichtlich der Wirkungsabhingigkeit (d.h. linear im Sinne der Definition nichtlinearer
‘Systeme nach Percival - vgl. hierzu ggf. die Anmerkung auf Seite 132).
"' *Vgl. {4.1) und die Anmerkung auf Seite 58.
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A7 Zu Kap.4.3: Reduktion gewisser nicht-isolierter N-Tori
auf (m + 1)-Tori

Wenn die Bewegungsgleichungen von vornherein in m = N —# nicht-triviale und n triviale zer-
legt sind (d.h. im einfachsten Fall), so 1afit sick die Bewegung in den m “nicht-trivialen” Win-
keln @;=1, m durch die Bewegung auf einem (m 4+ 1)-Torus darstellen. falls die Frequenzen
der Bewegung in den » “trivialen” Winkeln &;-,,4; .~ die Kommensurabilititsbedingung
(4.27) erfiillen.

Beweis: Im Fall nicht gekriimmter achsenparalleler Hyperfidchen My, x5 im Wirkungsraum

haben die Bewegungsgleichungen auf den die zugehérige invariante Hyperfliche im Phasen-
raum bildenden N-Tori (mit Wirkungen I. auf i, n) ohne weitere Transformation die Form

&; wor(L) +ngi(Ia,B), i=1,...,.m=N—= (4.62)
& = woi(l.),i=m+1,...,N>3 '

wobei die m skalaren Funktionen g;(¥,®) von den Winkelvariablen € in 2#-periodischer
Weise abhingen. Wenn auflerdem die in den = trivialen Bewegungsgleichungen auftretenden
Frequenzen &g i=m+1,.,N kommensurabel sind, dann kann man eine Zeit T finden (nidmlich
die Periode der Bewegung in den n “trivialen” Winkeln), so dafl

wo il =2xmi, mi€N, i=m+1,....N (4.63)
Die nicht-trivialen Bewegungsgleichungen nehmen unter diesen Umstdnden die Form

§; = woi + 16i(¥i<m, 4 L) mit U= &
(A.64)

sowie  9i(Tigm, i+ T3 1) = gi(Figm, 5 10), i=1,...,m

an, wobel die N Variablen I. nun als Parameter interpretiert werden. Die Bewegunngsglei-
chung (A.64) kann von der zeitabhéngigen Hamiltonfunktion

L N PR
H{Ji<m, ¥i<m, 1) = L{\wo,;(é’,) -+ 'i}g;(‘l’jsm,‘églx)} Ji {A.65)

=1

hergeleitet werden, in welcher die J; die zu den ¥; konjugierten Variablen darstellen. Die

kT

Winkelvariable verwandelt werden:

I =wt mit w= T (A.66)
Die zugehorige Wirkung ist .
Jm41 = — — L (A.67)
w : .
Die Hamiltonfunktion im so erweiterten Phasenraum launtet
B(5, %)= H(J;<m, Yicm: Tms1) + 0msr (A.68)
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und ist eine Erhaltungsgréfie. Man kann also die Bewegungsgleichungen (A.64) - statt von
einer explizit zeitabhingigen Hamilionfunktion mit m Freiheitsgraden — ebenso gut von elner
nicht explizit zeitabhingigen Hamiltonfunktion mit m + 1 Freiheitsgraden herleiten, und die
dann hinzutretende Bewegungsgleichung ist eine triviale (zur Prozedur der Phasenraumer-
weiterung — [LL83, Kap.1.2b]).

Bei J = 0 verschwindet J, d.h. dort liegt ein invarianter Torus, und die Bewegung

auf diesem wird durch die m Gleichungen {(A.64) und die triviale Gleichung Tpp1 = w

beschrieben. Q.E.D.

Beispielsweise 135t sich die Bewegung auf Barrieren so auf die Bewegung auf 2-Tori mit
einer trivialen Bewegungsgleichung reduzieren, sofern von vornherein nur eine der N Be-
wegungsgleichungen eine nicht-iriviale Form hat, und fir die Frequenzen der iibrigen die
Kommensurabilitdtsbedingung (4.27) erfiillt ist.
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Anhang B

Zur KAM-Storungsrechnung

B.1 Standard-Stdrungstheorie und das Problem der kleinen
Nenmner [LL83, Ber78]

Storungstheorien sind Verfahren, welche dem Stérterm der Hamiltenfunktion eines fast-
integrablen Systems durch iterative Abfolge kanonmischer Transformationen! immer weiter
verkieinern und, falls die Verfahren konvergieren, die Hamiltonfunktion (im Limes n — oc)
in die eines integrablen Systems iiberfihren. Im Fall fast-integrabler Systeme, welche als
Funktion der Wirkungs-Winkel-Koordinaten eines integrablen Systems gegeben sind, d.h.

H(I,®) = Ho(I) + ey (I, ) (B.1)
mit
eH(I,8)=¢ Y H(De* 2 (B.2)
EBxzo

ist im ersten Schritt der folgende Ansatz fiir die erseugende Funktion! naheliegend:

w |

P& (I)eik - & (B.3)

L~
T <

[

N

O (7
5:1(f,8

Der erste Summand ergibt die identische Transformation. Als transformierte Hamiltonfunk-

tion findet man

H = H(I+icy ks (e )

B#£6
+ € Z ngg(f-%is Z m31m(f)e"m'@)eik'é (B.4)
k+o MEQ '
. . o e ik : _ 8H
= Hod)+e 5 [H (D +ik - wo(Ds (D] F +0(63) mit wo(D) =—6§_¢9
Lo

Tvgl. Anhang A.0
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Die erzeugende Funktion

= 7. . Hlk('?) ik-&
S, &) =I&+ Msﬂz oD © (B.5)

fiihrt daher die Hamiltonfunktion (B.1) in eine Hamiltonfunktion(B.4) iiber, deren Stirterm
nur noch von zweiter Ordnung ist (~ £2).

Man kann dieses Verfahren nun mit einer erzeugenden Funktion SQ(I &) wiederholen,
die nur durch Terme von zweiter Ordnung in ¢ von der identischen Transformation abweicht,
und gelangt so zu einer Hamiltonfunktion, deren Stérterme nur noch von dritter Ordnung
in ¢ sind; und so fort. Die erzengende Funkiion der Gesamtiransformation ist dann eine
Potenzreihe in ¢, und formal sind die Storterme in aufeinanderfolgenden Schritten dieses

Standard-Verfahrens von der Groflenordnung

P RNy R e ~ (B.6)
Tatsichlich liefert diese Prozedur jedoch fast nie eine konvergente Reihe fiir die erzeugende
Funktion der Gesamttiransformation, da in jedem Schritt in den Nennern der hinzukommen-
den Fourierreihe ein anderer Frequenzvektor wo auftritt (falls das ungestdrte System nicht
nur linear von den Wirkungen abhingt). Wenn aber die Verhéltnisse der Komponenten eines
solchen Frequenzvektors zueinander nicht hinreichend irrational sind, fallen die Fourierkoef-

fizienten in den Fourierreihen vom Typ

> ——-—;hkul ek @ (B.7)

fpo ol
mit wachsendem | % | nicht rasch genug ab, da das Auftreten kleiner Nenner { die im Fall
von Resonanz sogar verschwinden) danu fiir grofie | & | unvermeidlich wird.! In die erzeu-
gende Funktion der Gesamitransformation gehen aber unendlich viele solcher Fourierreihen
ein. Infolge der Wirkungsabhingigkeit der ungesibrten Frequenz gibt es kein endliches Volu-
men im Wirkungsraum, fiiz welches die Bedingunﬁ' hinreichend irrationaler Verhéltnisse der

Yamnonenten all’ der Frecuenzvekioren. die 3 1 1
Komponenten all’ der Prequenzvektoren, die in den Nemnern dieser Fourierreihen vorkem-

men, erfiillt werden kénnie. In jeder Umgebung einer Wirkung f gibt es im Wirkungsraum
nimlich Wirkungen I, fiir die & » wo(J) = 0. Dementsprechend ist kaum damit zu rechnen,
dafl alle in die erzeugende Funktion der Gesamitransformation eingehenden Fourierreihen
konvergieren.! Die Konvergenz des Verfahrens wire aber noch nicht einmal dann gesichert,
wenn alle auftretenden Fourierreihen konvergierten, da die Konvergenz der Potenzreihe in ¢,
die sich fiir die Erzeugende der Gesamttransformation ergibt, nicht schon dadurch gesichert
isi, daf alle ihre Glieder endlich sind. Siegel [Sie41, Sie54] konnte vielmehr zeigen, dafl selbst
dann diese Reihe fast immer divezgiert.§ “Dies ist das klassische Problem der kleinen Nenner,

1Dje Zahler der Fourierkoeffizienten in Fourierreihen dieses Typs fallen mit | & | exponentiell ab:
hy |~ eml1R 2 wobei p eine Konstante ist und |k]=|k:| +...+ | kn | (vgl [Jac89, Anhang L

L

*Es gibt allerd_mgs Fille, in denen hz(f) = 0 wemn % - wu(f) =0, etwa W Iuttakers adelp}usche

Integrale Whi37, §196 .} {vgl. [Jac89, Anhang L}j.
{Eine Ausnahme sind wiederurn Whittakers adelphische Integrale.
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welches die stérungstheoretische Behandlung der Planetenbewegung von jeher so schwierig
machte.!

Der Lésungsansatz fiir dieses Problems stammt von Kolmogorov [Kolb4a, Kolb4b]. Er
erkannte, dafl es keinen Sinn kat, eine Transformation zu suchen, die fiir alle Wirkungen
gleichzeitig die Storung eliminiert. Statidessen emtwickelte er das im folgenden Abschnitt
dargestellte Storungsverfahren, welches auf einen invarianten Torus fithrt, auf dem die Be-
wegung durch einen von Anfang an vorgegebenen Frequenzvektor charakterisiert ist, dessen
Komponenten zueinander in hinreichend irrationalen Verhiltnissen stehen! (diese Bedingung
wird gleich prézisiert). Die Fixierung des Frequenzvektors fiilhrt dazu, daff die in jedem
Schritt auftretenden Fourierreihen konvergieren. Da bei diesem Verfahren auflerdem in je-
dem Schritt die Ergebnisse des vorherigen benutzt werden®, ist die erzeugende Funktion der
Gesamtizansformation eine Potenzreihe in £2”, konvergiert also viel rascher (sogenannt gua-
dratisch) als die der Standardstérungstheorie. Die (zunédchst {oxmal) raschere Konvergenz
sichert fiir hinreichend kleine Stérungen die tatsichliche Konvergenz des Verfahrens.

Wann sind nun die Verhiltnisse der Komponenten eines Frequenzvektors wp hinzeichend
irrational, um die Konvergenz einer Fourierreihe vom Typ (B.7) zu gewéhrleisten ?

Man kann leicht zeigen {— [Jac89, Anhang L}),

1) daf} Fourierreihen vom Typ (B.7) konvergieren, wern die Nenner fiir irgendwelche po-
sitive C, 7 eine diophantische Bezichung erfilllen:

C .
[E-wy | > '|—§c—|1_-, wobel [Ei=|k |+...+ ] kx| (B.8)
2) da$ das Maf der Frequenzvekioren im Freguenzraum, die keine solche Beziehung (B.8)

erfiilllen, mit C — 0 gegen null stzebt, wenn 7 > N —~ 1.

Daher fordern die KAM-Verfahren (sowohl das Verfakren von :
und Moser) stets, dafl der vorgegebene Frequenzvekior §Zp folgende diophantische Bedingung
erfiillt: ' B '

o :
L. 21> r>N -1 .
Fiir N = 2'schreibt man statt (B.9) gewdhnlich
T % . K |
_ > ot i.. i T - s { 1
-——-902 sl"s“ mit 7,8 €N, 3>1und g> 2 (B.10)

* "Wenn man sich mit der Bahnberechnung fiir endliche Zeiten begniigt, kann das Verfahren trotzdem
brauchbare Resultate liefern, da dann nur die Terme niedrigster Ordnung in e und |%| beriicksichtigt
werden miissen, da alle anderen klein sind und nur fiir lange Zeiten beobachtbare Effekte hervorruien.

*m.a.W. sind die Windungszahlverhilnisse der Bewegung auf dem gesuchten Torus hinreichend

irrational.
genau wie in der superkonvergenten Newtonschen Methode der Nullstellenberechnung. Diese Ana-

logie wird von Berry [Ber78] erliutert.
¥ Diophantische Approximationen im Rahmen der Theorie der Kettenbruchentwicklungen, siehe

[Hel_‘TS, Abschnitt V] und fiir N = 2 [Ber78, Abschnitt 4], sowie die dort angegebenen Quellen.
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Gentigen zwei Frequenzen einer solchen diophantischen Bedingung, so 1a8t sich ihr Verhdltnis
also nur sehr schlecht durch rationale Zahlen approximieren.!

Wie schon gesagt konvergiert das Kolmogorov-Verfahren aufgrund der beschleunigien
Konvergenz auch insgesamt, wobei die Konstante C in (B.9) fiir ¢ — 0 gegen Null strebt.
Unter allen méglichen Frequenzvektoren bilden diejenigen, fiir die das Verfahren konvergiert
(also die zu den KAM-Tori gehérigen) daher stets eine Menge von endlichem Maf®, welches

mit ¢ — 0 gegen 1 strebt.

B.2 Das Verfahren von Kolmogorov [Kol54b, Thi77]

Die Hamiltonfunktion (B.1) wird zunichst durch einige Transformationen in eine geeignete
Form fiberfiiht. Zu Beginn schligt man {wie stets) einen eventuell noch vorhandenen win-
kelunabhingigen Anteil des Storterms H; dem ungestdrien Term zu:

H = Ho(D) + eH\(1,5)

) N (B.11)
mit  Ho(I)= Ho(I) + ¢ (Fi(I,8)g wd (Hi(Z, %)) 5=0
Auf die Hamiltonfunktion (B.11) wird sodann die erzeugende Funktion
SO, &) = (_f<°>+ Io) - & (B.12)
angewandt, welche lediglich eine Verschiebung der Wirkungen bewirkt:
85(0)
E = -_ _E’(O) 4 IO
02 (B.13)
s = 359 _ 4
LT o T

(=N

h. es gilt IO = ¥ — I, Addiert man nun noch die “geschickte Null” {§2¢ + Io + Ho(o)},

nazn 21 folgender Hamiltonfonktion:

th

o gelangt
HO = 00+ 1+ {Ho (F9 4+ 1) - Ho(Fo) — 20 - T} + ey (I + I, &) + Ho(Xo) (B14)

(der von von ¥ und & unabhingige Term Ho(fo) kann wieder weggelassen werden). £2; ist
hierbei eine geeignet gewihlte Konstante (s.u.). Die Freiheit zur belicbigen Vorgabe von

tDer Zusammenhang mit der Kettenbruchentwicklung wird von Berry, aa0., erliutert. Fir Fre-
guenzvektoren, dic ciner diophantischen Bedingungen gemiigen, sind die Nenner in Fourierreihen
des Typs (B.7) wenigstens fiir Resonanzen niedriger Ordnung (d.h. solche mit kleinem bk |) rela-
tiv grof {man spricht auch von relativ grofem Abstand zu diesen Resonanzen). Auch fiir Resonanzen
h&herer Ordnung fallen sie wie gesagt nicht so rasch ab, dafi die Konvergenz der Fourierreihe zerstdrt
wiirde.
" *Quellenangaben zum vollstindigen Beweis siche Abschritt B.3. Sehr empfehlenswert ist die hier
“wiederholt zitierte Beweisskizze in [Jac89, Anhang L).

!Eine grobe Abschétzung findet sich wiederum bei Berry, a20.
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8
§2; hat man offenbar nur dann, wenn die winkelgemittelte Frequenz :‘?E{HO +eHi}g von

allen Wirkungen abhingt, d.h. wenn die Determinante

n?(H)§
I e I # (B15)

nicht verschwindet. Dies ist die Twistbedingung.! Zu vorgegebenem §2; kann man dann das
bislang nicht spezifizierte I durch folgende Bedingung festlegen:

8Hq
——— =0 B.1§
3L, 0 (B.16)
oder, anders ausgediickt,
8(H) & . 0Hy
—= = t = B.17
@n + £ 5L o mit o 81, ( )

Wird nun die Hamiltonfunktion um die Stelle I(® = @ (d.h. T = I;) entwickelt, so erhilt
man schlieflich

N
HO = 20104640 (8) 18 (8). 1+ % e () 1O+ (B1g)
5L,i=1

wobel die Winkelmittel des A- wie des B-Terms verschwinden:

(40 (29)) 5oy =0 wad  (BO(0)) ) = 0 (8.19)

2
! Percival [Per85] bezeichnet die Matrix gr& = -673{7(_%7 als Nichtlinearitits-Matrix und den Wert
i04j

der Determinante || %555- || {B.15) als Nichilmear:iat. In linearen Hamiltonschen Systemen ist die

Frequenz £2; {B.17) uberaﬂ gleich, und die Nichtlinearitits-Matrix verschwindet identisch. In tetlwesse
knearen Systemen verschwindet zwar die Nichtlinearitit identisch — d.h. wenigstens ein Eigenwert der
Nichtlinearitats-Matrix verschwindet stets —, die Nichtlinearitéts-Matrix jedoch nicht (andere Autoren
sprechen in diesem Fall von Entartung bzw. entarieien Systemen). Fiir nichilineare Systeme ist die so
definierte Nichtlinearitit hingegen per definitionem stets eine nichtverschwindende Grofie. Die KAM-
Theorie gilt also nur fiir nichtlineare Systeme, da deren Frequenz amplitudenabhingig und somit
nachstirmmbar ist (es sei denn, die Lage eines invarianten Torus sei a priori bekannt — dann sind nach
der anfinglichen keine weiteren Wirkungsverschiebungen mehr ndtig, vgl. Kap.2.4 und Anhang B.4).
Das Konvergenzverhalten verschlechtert sich natiirlich, wenn die Nichtlinearitit klein ist (etwa nur
von der GroRenordnung ¢, was eintritt, wenn das ungestorte System linear ist).

‘Percivals Behauptung “linear conservative systems can be analysed entirely in terms of matrices and
exponential functions of time” [Per83] ist iibrigens falsch. Alle in der vorliegenden Arbeit behandelten
Beispielsysteme, ausgenommen nur diejenigen im Anhang A.6 und (teilweise) im Anhang B.4, sind
lineare Systeme oder haben — im Fall der Bewegung geladener Einzelteilchen auf nichtreguldren Tori -
‘wenigstens lineare Storterme (auf einem gegebenen nichtreguliren Torus ist eine Nichtlinearitdt des
‘Systems ja irrelevant). Gleichwohl ist die Bewegung in diesen Systemen keineswegs vollsténdig durch
Matrizen und exponentielle Funkiionen der Zeit zu beschreiben!
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2, ist daher offenbar der (winkelgemittelte) Frequenzvektor des Hamiltonschen Systems (B.1)
an der Stelle ¥ = Ip. Die hoheren Terme der Entwicklung nach ¥ (®) werden nur der Einfach-

heit weggelassen (0.B.d.A.).
Auf diese Hamiltonfunkiion wizd eine in der transformierten Wirkung lineare erzengende

Funktion

5(1)(1(1),§(0)) — (g’(l) + 5151)) L0 e x (1) (@(0}) + ey (@(D)) .70 (B.20)

angewandt. Die Keordinaten transformieren sich dabei folgendermafien:

8st) a8y (1) ax(V)
o - = = (1) (1)
1 Y- 1C) (}l T e 850 o+ 83@\ 0) el
0 (B.21)
s = %i—{l_) = 30 4 ¥ (30)

Hier erkennt man sofort swei wichtige technische Vorziige des Kolmogorov-Verfahrens im
Verhiltnis sur Standard-Storungstheorie: Da die erzeugende Funktion linear von den Wir-
kungen abhingt, ist die Beziehung 7 (0) — F(1) explizit, und ferner hangen die nenen Winkel

nur von den alten ab:

) = g0 (5 (B.22)

Fiir die tzansformierte Hamiltonfunktion ergibt sich!
HO = gO 10 (70, g0) &0 (1))
\ A s hY s

= -1V 4 s2A(1)(§(°) (é(l))) + EEBUJ(@(O) (@(1))) Y (B.23)

P
+ 5 Z cP (@(m {é(l))}ﬁl)fﬁ”+wa-ef§1)

l
folgende Beziehungen erfiillen:

ax®
&500)

A (&) + 12 - =0 (B.24)

_-BKO) (@(0)) + (Q 8 ) v (@(0)) + i o9 (é(a)) axt L1 =0 (B
Ny .. . ..:._ -. ] . | ] 3@(0) 1 = ij 3@20) 05 4 = 4

Die Gleichung (B.24) fiir X() wird gelost durch

X (80 = Z A )(k) ik &) (B.26)

‘tZur Form von A1, BM und € — [Thi?7, Kap.3.6]. wq I jst als Konstante irrelevant.
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Daraus berechnet man die in der Gleichung (B.25) fiixr ¥(*) auftetende Gréfe

29 (&) = 30 () 227

(B.27)
O]
i= 8¢;

Die nullte Fourietkomponente in (B.25) legt die Verschiebung Iél) fest (wobei die Existenz
der Umkehrmatrix {C’(D) = 0)} " durch die Twistbedingung (B.15) gesichert ist)

Z ¢ =01)=- Bk =0)- 2k =0) (B.28)
und die iibrigen Fourierkomponenten dieser Gleichung legen Y fest;
pik - &0
YO (89 =i 3 (B(O)(k)-%-z(c)(k + Zc D& I‘}R) - (B.29)
1= 1 0"

kxo

Die in den Lésungen (B.26) und (B.29) auftretenden Fourierreihen sind vem Typ (B.7).
Daher miissen — genan wie in der Standard-Storungstheorie — die Verhilinisse der Windungs-
zahlen des Frequenzkomponenten von §7p “hinreichend” irrational sein miissen, weil sonst die
Nenner so klein werden, dafl die Reihen nicht konvergieren (siehe Abschnitt B.1).

Nach der Losung der Gleichungen (B.24) und (B.25) ~ d.h. nach Berechnung der ezzeu-
genden Funkiion (B.20) — hat die resultierende Hamiltonfunktion (B.23) die gleiche Form
wie die urspriingliche Hamiltonfunktion (B.18), wobei jedoch das Winkelmittel der 4- und
B-Terme ia. nicht verschwindet. Der nullte Fourierkoeffizient von A(?) ist eine Konstante
und somit irrelevant; der nullte Fourierkoeffizient von B bewirkt jedoch eine Frequenzver-
schiebung. Erst nach einer weiteren Wirkungsverschiebung durch eine erzeugende Funktion
vom Typ (B.12)1 hat die Hamiltonfunktion die gleiche (winkelgemittelte) Frequenz §2p wie
die urspriingliche. Nur durch dieses Fixieren der Frequenz kann jedoch das Auftreten kon-
vergenzzerstérender kleiner Nenner verhindert werden.

Ferner sind die Storterme in (B.23) quadratisch in ¢. Da die Hamiltonfunktion (B.23) -

nach der erwahnten Wirkungsverschiebung - sonst in jeder Hinsicht von der gleichen Form

ist wie die urspriingliche Hamiltonfunktion {B.18), kann das gleiche Verfahren nochmals an-

gewandt werden, was folglich zu einem Storte?-l dez Gréfenordnung ¢* fiihrt, etc. Die Kon-
vergenz des Kolmogorov-Verfahrens ist dementsprechend quadratisch

I B (B.39)
Die existierenden Beweise zur Konvergenz dieses und allgemeinerer Verfzhren (vgl. den fol-
genden Abschnitt) gelten allerdings nur fiir wahrhaft winzige Werte des Sidrparameters ¢,
welche mit wachsender Zahl N der Freiheitsgrade noch ganz drastisch schrumpfen, nimlick
~ 1/N® [Thi77, Kap.3.6]. Realistischere Abschitzungen fiir die zulissige Grofenordnung
von ¢ gibt es bislang nur fiir Systeme mit zwei Freiheitsgraden (siehe Abschnitt B.3). Bei
der Anwendung des Kolmogorov-Verfahrens auf vorgegebene invariante Tori {(— Kap.2.4 und
Anhang B.4) gelingt es allerdings, die iterative Prozedur durch eine geschlossene Transfor-
mationsgleichung zu ersetzen. Dann sind wesentlich groflere Stdrparameterwerte ¢ zuldssig.

'Wiederum geht die Twistbedingung (B.15) ein.
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B.3 Zur allgemeinen KAM-Theorie

Die “KAM-Theorie” fufit auf der Arbeit von Kolmogorov [Kol54a, Kol54b], welche die Me-
thode des XKonvergenzbeweises allerdings lediglich skizziert. Die erste detaillierte Beschrei-
bung der Methode gab Arnol'd [Arn6l] im Rahmen einer Studie zur Riickfihrung von Kreis-
abbildungen auf starre Rotationen.! Spiter versffentlichte er auch eine auf analytische Ha-
miltonsche Systeme zugeschnittene Fassung des Beweises [Arn63].*

Moser verallgemeinerte die Theorie in mancherlei Hinsicht, besonders auf allgemeinere Sy-
steme von Differentialgleichungen® [Mos67] sowie auf nicht-analytische, aber hinreichend oft
differenzierbare Hamiltonsche Systeme¥. Das urspringliche Moser-Verfahrens konvergierte
nicht quadratisch (d.h. mit ¢2”), sondern nur mit (372" Spiter verbesserte er selber den

Konvergenzexponenten von % auf 140, =1.62..., und duzch eine leichte Modifikation konnte
auch die quadratische Konvergenz des Verfahrens demonstriert werden {Mos73, Anhang A zu
Kap.V].I

In den letzten zwei Jahrzehnten hat es iiber diese “klassische” KAM-Theorie hinausge-
hende Fortschritte gegeben, zunachst allerdings nur in Bezug auf Torus-Breakup und Trans-
port in Hamiltonschen Systemen mit anderthalb bis zwei Freiheitsgraden™ - siehe z.B. die
Ubersichtsdarstelungen von Moser [Mos85, Mos86] und MacKay [McK85]. Hinsichtlich
Torus-Breakup konnten fiir diese Systeme — im Fall diskreter Dynamik (fiir “area-preserving
maps”) - realistische Berechnungen det Gzofle der znléssigen Storung durchgefiihrt und umge-
kehrt die Nicht-Existenz von KAM-Tori (“invariant circles”) bewiesen werden.!l In jiingster
Zeit ist es aber gelungen, die fir den Fall N = 2 entwickelten Transpori-Konzepte auch auf
Systeme mit mehr als zwei Freiheitsgraden anzuwenden [Wig90]. Dies ist der erste signifi-
kante Forischriti in dieser Richiung seit der Entdeckung der sogenannten Arnol’d-Diffusion
{Atn64] (siche aber auch [CSZ88] fiir entartete Systeme!! mit anderthalb Freiheitsgraden).

Zur physikalischen Interpretation des KAM-Theorems sei ferner auf die bereits erwahnten
(Tbersichtsartikel von Berry und Helleman [Bes78, Hel84] verwiesen.

Vgl die Kurzdarstellung auf Seite 101 im Kap.5.2. Herman [Her79] konnte das dort erwihnte
Theorem iibrigens auch auf den Fall N > 2 ausdehnen. Der Fall N = 2 ist in [Arn83, Kap.3]

ausfiihrlich behandelt (Stichworte: Rotationszahl, Arnol’d-Zungen).
*Dieser Beweis findet sich auch in [AA68, Anhang 34]. Eine andere Darstellung des Kolmogorov-

Verfahrens (inclusive des zugehdrigen Konvergenzbeweises) ist in Thirrings Lehrbuch [Thi77, Kap.3.6]

enthalten. Nochimals sei auf die Beweisskizze in {Jac89, Anhang L] verwiesen.

fetwa auf reversible Systeme wie z.B. & + o’z = e f{z, £, {) mit f(z, -, ~1) = F(=, £, 1) [Mos68].
Fir fast-integrable Hamiltonsche Systeme gelang ihm der Nachweis der {Fort-)Existenz stabiler qua-
siperiodischer Bewegung mit NV — 1 Basisfrequenzen [Mos66, Mos67] und instabiler quasiperiodischer
Bewegung mit 2...N — 2 Basisfrequenzen [Mos67].

Siehe die Anmerkungen und Quellenangaben in [Arn83, §1211] sowie in [Mos73, Kap.V.4c].

- VEine besonders kiare Darstellung des urspriinglichen Moser-Verfahrens enthdlt [Hak83a]. Aus
didaktischen Griinden beschrinkt sich die Exposition in [Mos73] auf reversible Systeme. Sehr emp-
fehlenswert ist ferner der von Moser [Mos67} als erklirend (“expository”) bezeichnete Artikel {Mos66].

=N = % bedeutet: Hamiltonfunktion mit einem Freiheiisgrad und perfedischer Zeitabhingigkeit,

vgl die Anmerkung im Anhang A.0 auf Seite 112.
- “Converse KAM”, vgl. [MP85, Mag4].
HFiir diese ist die Twistbedingung {B.15) nicht erfiillt {siehe Anmerkung auf Seite 132).
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B.4 Anwendung des Kolmogorov-Verfahrens auf nichtre-

guldre Tori

Im Kapitel 2.4 wurde das Problem, wann der nichtregulire Torus der allgemeinen Hamilton-
funktion {2.30)
H=Ho{I)+e(l—I)- By, &) (B.31)

bei ¥ = I; auf einen reguliren zuriickgefihrt werden kann, nur fiir das System (A.33) geldst,
bei welchem die Windungszahlverhdlinisse von vornherein bekannt sind. Tatsdchlich sind
wir sogar an der allgemeinen Lésung des Problems auch fiir nicht-isolierte nichtregulire Tori
interessiert, d.h. also fiir Tori von Hamiltonfunktionen der Form (4.1) & (4.2):

H=Ho(I)+eF(I) By(1,8) mit FDly ¢pr =0 & 0<n<N -1 (B32)

© Herleitung der Transformationsgleichung

Da die Lage der Tori im Wirkungsraum von vornherein bekannt ist, kann wie im Fall des im
Kap.2.4 behandelten Beispiels auch im allgemeinen Fall die itezative X AM-Stdrungsrechnung
formal durch die Losung einer geschlossenen Transformationsgleichung ersetzen werden. De-
ren Losung kann allerdings nur dann gelingen, wenn die Windungszahlverhdlinisse auf dem
vorgegebenen Torus hinreichend irrational sind. Beim normalen KAM-Verfahren wird eine
solche Windungszah! vorgegeben und ein dazugehdriger Torus gesucht (s.0.). Fir einen vor-
gegebenen Torus sind die Windungszahlen aber i.a. unbekannt. Von prakiischem Nutzen ist
die formale Ersetzung der iterativen KAM-Prozedur dunrch eine geschlossene Transformati-
onsgleichung daher nur dann, wenn der Stérterm die Windungszahlverhditnisse nicht dndert.
Diesen Fall - eine Verallgemeinerung des im Kap.2.4 betrachteten Falls - werden wir zum
Abschluf} des folgenden Abschnitts behandeln. Zuvor leiten wir die Transformationsgleichung
aus dem KAM-Verfahren ab und siellen generelle Betrachtungen zur Durchfiihrbarkeit der
Transformation von invarianten Tori in Hamiltonschen Systemen des Typs (B.32) auf invari-
ante Tori in Hamiltonschen Systemen vom XAM-Typ (2.2) an.

Da wir uns auf analytische Hamiltonfunktionen beschrinken, geniigt die Anwendung des
urspriinglichen Kolmogorov-Verfahrens [Kol54b], welches im Abschnitt B.2 dargestellt wurde.
Man beginnt mit einer Verschiebung der Wirkungen durch die erzeugende Funktion (B.12)

500, &y = (E(B) + .}‘;) - P
= =7 —7 wid V=5

(B.33)

wobei I. ein beliebiger aber fester Wert der Wirkungsvariablen auf der Hyperfliche My v

in (B.32) ist. Bei I = L., d.h. bei I = 9, liegt also ein invarianter “Torus, der Teil der

invarianten Mannigfaltigkeit des Systems (B.32) ist. o '
Die tzansformieite Hamiltonfunktion hat die Form

CHO = (19 + L) +¢F (19 + L) - B, (1 + £.,8) (B.34)
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Entwickelt man E® um I{® = ¢ und faft alle in F® mindestens quadratischen Terme
formal zusammen, so ergibt sich wegen F(I.) =0

8H, 8F \ N / .

HO = Ho(L)+ \"— +es7 By (L., @fo))) T4 3 D (19,&9) 191 (B.35)
1,1=1

Der erste Term auf der rechten Gleichungsseite kann als Konstante fortgelassen werden.

Alle winkelunabhingigen Koeffizienten des linearen Terms werden zusammengefafit zu einer

Frequenz §20(%-) (der “Frequenz in erster Néherung”): :

6F 8Hy
= - (0) i
o(L) = wo(L) + ¢ <31; B, (L,® )>@(0) mit wo(f) = —— (B.36)
Den iibrigen Teil des Koeffizienten des linearen Terms bezeichnen wir als
OF oF
(@) Oy - = 0y (0)
B (1.,8%) TR (L., ) (3 B, (L,® )>§(0) (B.37)

und somit nimmt die trans{ormierte Hamiltonfunktion folgende Gestalt an:

BO = 2y(L) - IO 4 e B (£,89) - 19 1 ¢ Z DY) (1, 49) 919 (B.3s)

Lj=1

wobei das Winkelmittel des winkelabhingigen Teils des Koeffizienten des linearen Terms
natiirlich verschwindet:
(B9 (1,8®)) 50y = 0 (B.39)

In der erzeugenden Funktion 5 (B.20) der sich anschlieflenden Transformation (B.21)
kann auf die wirkungsunabhéngigen Terme verzichtet werden, weil sie nur eine weitere Wir-
kungsverschiebungen bewirken; wir wissen aber von Anfang an, dafl der uns interessierend
Torus bei 1'% = 0 gelegen ist.! Die erzengende Funktion (B.20) hat dann die einfache Gestalt

[2+]

51 (g(l),@(o)) = (1. g0 o egf(l)(@(o)) . (1)

oty (B.46)

8&(0)

= I = (}I + ¢ ) IV upd 80 = &0 4 sY(l}(@(G))

und die in 7'®) mindesiens quadraiischen Terme sind daher auch in £ (1) mindestens guadra-
tisch. Als neue Hamiltonfunktion findet man daher (mit 30 = a0 (st 13))

. N
H® = 0o(L)- 10 + ¢ 37 DY (19, 89) {V1Y
= (B.41)

v ®
B (L, @<°))+Z{QOJ(1 )+ Bl (L., @(0))}2;(0) b

+sz

=1

"tDeshalb ist die im allgemeinen Kolmogorov-Verfahren so zentrale Twistbedingung (B.15) hier
unwesentlich.
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Man sieht sofort, dafl det Torusbel i = L. & 1 (1) = 0 ein KAM-Torus ist, wenn der Ausdruck
in den eckigen Klammern eine {winkelunabhingige} Konstante ist, d.h. wenn

ol 3L
(©) (0) , () o1 ¥ o
B (1, 80) +371Q0;(L) +¢B; (1., @ +ui o= 0
" Bpi 5
il _-_a@w) =
denn dann gilt
{1}
I IE' =1 = 1]
1 {B.43)

s lr = 7. = §o(l)—ep = §2(I.,¢) = const.

Die erzengende Funktion §U) transformiert die in &%) periodische Hamiltonfunktion H (©
nur dann in eine von denr neuen Winkelvariablen periodisch abhingende Hamiltonfunktion
HM wenn §) selbst, und somit ¥ (1) periodisch in #(% ist. Daher kann ¥ in eine Fou-
rierreihe entwickelt werden. Nach einer Fouriertransformation wird die Bedingungsgleichung
fir ¥(1) (B.42) eine Gleichung in den Fourierkoeffizienten ?(1)(m # 0} und den winkelun-
abhingigen Konstanten g:

BY 4 5 (m - 20(L)bn . + Em-sfglm) v i s-0 (B.44)
MFEO

Wir kénnen die Konstanten g dehalb mit den winkelunabhingigen Fourierkoeffizienten
1)y s p s )
Y 7(0) identifizieren:

p=7"k=0)= (¥V) 4 (B.45)

Eingesetzt in die Transformationsgleichung {B.42) ergibt sich

5O (L, é(O)) + ({go(}_-*) _{_53(0)(@(0))} .@@(0}) y(l)(g(o}) + (y(l))é(e) = ¢ (B.4§)
Eine kompaktere Darstellung dieser Gleichung ist méglick, wenn man Folgendes bedenkt:
Hamiltonsche Sysieme vom Typ {B.32) gehen bei Anwendung der Transformation (B.33) in
die Form (B.38) iiber. Folglich gilt

&V |y 7 = Mo(L) + B9 (1., 80) (B.47)

In dieser Form kann man die Bewegungsgleichung direkt in die Transformationsgleichung
(B.46) einsetzen und erhilt

- BO(1.,89) + (§(O)|I=L' Vg,(o)) y(8®) + (v W) =0 (Basg)
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€ Notwendige Bedingungen fiir die Konvergenz der Losung

Unter der Voraussetzung, dafl die Losung existiert. kann man die Transformationsgleichung
(B.48) aufierdem in der folgenden Weise formal umformen: Man benutzt die Identitit

= {0 (1)
7.9 0y = V50 (B.49)
und ersetzt é(l) gemif der Beziehung (B.43) & (B.45). So erhilt man
(Q , %m)yu) (89@)) = — (¥ D) 0 - BO (r.,80(80)
= Z ém-QY%eém'é(l)
FeED "
=0 i - B
= — (Y0 - (B0 — 2 Bme™
N#o
(B.50)
Ein Koeffizientenvergleich! ergibt unmittelbaz
. 2(0)
- B
v _ iﬁ% fiir m % 0 (B.51)

Die Windangszahlverhaltnisse, d.h. die Verhéltnisse der Komponenten des Frequenzvektors
{2 untereinandez, miissen daher hinreichend irrational sein, um die Konvergenz dieser Fourier-
reihe zu gewihrleisten. Zu vorgegebenem I. ist §7 aberia. eine Funkiion des Stdrparameters
¢. Die “zegnlarisierende” Transformation kann daher fiir einen gegebenen Torus bei I = I
anch bei kleinen Werten von ¢ i.a. nicht in einem ganzen e-Intervall gelingen, sondern nur

punkiweise.
In der Form (B.48) wird unmittelbar deutlich, daf

&7 #0 (B.52)

gefordert werden muf. Der Stérparameter ¢ mufl also so klein sein, dafl keine Fixpunkte
auftreten. Das legt daran, daf der Fluf auf zeguldren Tori keine Fixpunkie enthalt, und
diese sich auch durch kanonische Transformationen nicht beseitigen lassen [Arn83, §10B].
Der zulissige Bereich von £ mufl aber noch stirker eingeschrinkt werden. Integriert man
nimlich die triviale Gleichung fiir ) (B.43) und setzt die Losung in die Beziehung (B.40)

zwischen &(1) und &% ein, so folgt

&) = £)(L.,6) 1 + const. — €Y1 (89) (B.53)

v (1) (@{0)) ist als differenzierbare periodische Funktion beschrinkt. Daher gilt fiir die Win-
dungszahlen (1.1) s

¥ = tlirgo T = ﬂ(fx,f) (B54)

tEntwickelt wird hier nach den noch unbekannten Winkeln &1, nicht nack #).
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— was zu erwarten war, denn da wir einen vorgegebenen invarianten Torus betrachten, kann
die Transformation die Windungszahlen nicht dndern. Falls nun der Stdrparameter ¢ so
groft ist, dafl eine oder gar mehrere Komponenten der Bewegungsgleichung (B.47) nicht von
null wegbeschrankt sind, so konner die zugehorigen Windungszahlen 1; verschwinden. Danz
sind die Windungszahlverhdltnisse natiizlich nicht mehr alle hinreichend irrational. Dieser
Fall tritt mit Sicherheit ein, wenn

$7=0 oder lim &% =0 fireinigei€ {1,...,N} (B.55)

Dies gilt aber nicht nar fiir die Koordinaten, in denen die Hamiltonfunksion (B.38) gegeben
ist, sondern fiir alle méglichen Darstellungen des invarianten Torus in Wirkungs- Winkel-

Variablen.}

Beispiel: Im Kap.4.2 und im Anhang C betrachien wir Barriere-Tori in einem System mit
zwei Freiheitsgraden, auf denen die Bewegung durch folgende Gleichungen beschrieben wird:

‘i’l = wo,) +éa COS(‘El - @2)

i (B.56)
&, = wpo— cezcos(P; — D2} '
Im Bereich
. Wor
£ < min — (B.57)
t=1,2 a4

kénnen die Bezichungen (B.55) nicht erfiillt werden. Durch eine lineare kanonische Trans-
formation (vgl. Anhang C.1) gelangt man aber in den neuen Winkelvariablen ¥; = &, — &,

und ¥y = &3 zu folgenden Bewegungsgleichungen auf den Torl:
¥) = wy—woz+elar +as)eosTy
(B.58)
¥y = wo2— cazcos¥;

Fiir diese iquivalente Form der Bewegungsgleichungen ergibt sich aber (vgl. Anhang C.31%)

| &g,
£ <
€1 + a2z

~

— woz |

-
1

(B.59)
was nicht selten eine schirfere Anforderung ist. @
Notwendig fiiz die Lisbazkeit der Transformationsgleichung (B.46) ist also, daf

.6 keine Fixpunkie auf dem invarianten Torus F — I. existieren, und daf

e die Windungszahlen hinreichend irrational sind — was den Bereich der zuléssigen Stdrpa-
rameterwerte ¢ weiter einschrinkt, aber keinesfalls so stark, wie es zur Sicherung der
Konvergenz des iterativen KAM-Verfahrens notig ist.

! Beziiglich der Transformationen, die Wirkungs-Winkel-Variable wieder in Wirkungs-Winkel-
Variable fiberfiihren vgl. die Anmerkung Seite 63. Unter diesen sind hier aber nur diejeni-
gen zuldssig, die den betrachteten Torus als invarianten Torus erhalten, d.h. nur soiche ohme
Wirkungsverschiebungen.
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Falls der Storterm so groff ist, daff Fixpunkte auftreten, ist die Bewegung auf nichtre-
guldren Tori mit Sicherheit nicht “regularisierbar”. Im sich anschliefenden Bereich kleinerer
Werte von 7 ist die KAM-Bedingung hinreichend irrationaler Windungszahlverhiltnisse meist
zunéchst ebenfalls nicht erfiilli — sei es, dafl einige Windungszahlen verschwinden (s.0.), oder
weil die zur Definition der Windungszahlen nétige Limesbildung nicht mehr durchfihrbar ist
(“toroidales Chaos”, vgl. die Schlufipassage von Kap.2.4}. Fiir geniigend kleine Storparame-
terwerte ist die Bewegung au{ Tori {bzw. sind diese selbst) eventuell regularisierbar. Auch in
diesemn Bereich gibt es aber immer auch Storparameterwerte, fiir welche keine Regularisie-
rungstransformation durchfiihrbar ist, weil die Windungszahlverhiltnisse nicht hinreichend
irrational sind.

Es wurde bereits darauf hingewiesen, daff die Transformationsgleichung {B.46) im allge-
meinen kein brauchbares Werkzeug zur Durchfiihrung der Transformation von invarianten
Tori in Hamiltonschen Systemen des Typs (B.32) auf KAM-Torzi, d.h. invariante Tori in Ha-
miltonschen Systemen des Typs (2.2) ist, da die Windungszahlen §2 auf einen vorgegebenen
invarianten Torus bei § = I. nicht von vornherein bekannt sind. In der formalen Losung der
Transformationsgleichung (B.46) in ihrer Fouriertransformierten Form (B.44) & (B.45) treten
daher Reihen auf, die im allgemeinen divergieren, auch wenn die Windungszahlen tatsichlich
die KAM-Bedingung (B.9) erfiillen.

© Formale Ldsung der Transformationsgleichung

Die Fouriertransformierte Form {B.44) & (B.45) der Transformationsgleichung (B.46) kann
leicht in eine lineare Gleichung zur Bestimmung der Koeffizienten ?@; umgewandelt werden:

) [(5m,e tm- ﬁg) br o + sm-.fsiif)_m] v _ 5l (B.60)
e

Zur Losung dieser Gleichung mufl man die Matzix
s N 2(0) LA /T et
Fﬂ?m = kﬁm,o + 972 - 510) t}ﬁ,,m +Eem B n = Pn,m + Eldn,m \B.Lu;
invertieren. Deren Dimension ist in der Regel keineswegs endlich. Wir begniigen uns hier
mit der Angabe der formalen Losung. Die Mairix ¢@ hat nur Nichtdiagonalelemente, weil
das Winkelmittel von B'%) per definitionem verschwindet, vgl. (B.37) und (B.338). P ist als
Diagonalmatrix invertierbar (falls die Diagonalelemente nicht verschwinden !), und es gilt

pol o — by {B.82)
_ 7,7 b 0 + 2 20
Wir schreiben F nun in der Form
F=pP(I+ ePTlQ) = Fls (T+ eP7lQ) P (B.63)

Falls ¢ hinreichend klein ist (salopp formuliert: “cP™'Q « I7), kann man die inverse Matrix
zu (E + sP‘lQ) als binomische Reihe angeben und erhilt so

Fl= i(—g)v (1) P (B.64)
ES
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Ob diese inverse Matrix existiert, hingt offenbar von der in gewissen Grenzen! willkiizlichen
Wahl der ungestorten Frequenz erster Qrdnung £20(I.) ab, die die Gréfie der Elemente der
zu P inversen Matrix P! festlegt. In der Regel wird die Reihe (B.64), auf die die formale
Losung der Transformationsgleichung {B.46) fiithrt, daher auch dann divergieren, wenn die
Windungszahlen des Torus bei I = I, die KAM-Bedingung (B.9) erfiillen.

€ Der Spezialfall konstanter Richtung der Winkel-Geschwindigkeit

In der iterativen KAM-Storungsrechnung werden diese Windungszahlen a priori festgelegt
und durch stindige Verschiebung der Wirkungen ein KAM-Torus zu dieser vorgegebenen
Windungszahl gesucht. In Systemen, in denen der winkelabhingige Stérterm so beschaf
fen ist, dafl auf den invarianten Tori §2 || §20(1.), sind aber die entscheidenden Windungs-
zahlverhdlinisse von vornherein bekannt — es sind nidmlich die gleichen wie im ungestorten
System H(()O) = §2o(L) - I, vgl. (B.38). Fiir diese Systeme kénnen wir daher die Trans-
formationsgleichung (B.46) 16sen und somit fir jeden invarianten Tozus die Transformation
der Hamiltonfunktion (B.32) in die KAM-Form (2.2} in geschlossener Form angeben. Wir
betrachten nun Systeme, fiir die sich die “gestorte” von der “ungestérten” Bewegung nur im
Betrag der Winkel-Geschwindigkeit, nicht jedoch in der Richtung unterscheidet, d.h?

BOYL., &) = (1) b(&) (B.65)

Die Bewegungsgleichung (B.49) nimmt in diesem Fall die folgende Form an:
Flr_y = s?e(I*)(l +€b(@)) (B.66)

Fiir solche Systeme kann die Gleichung (B.46) auf eine skalare Gleichung zuriickgefiihrt wer-
den. Das liegt daran, dafi die Geschwindigkeit in den neuen Koordinaien die gleiche (kon-

stante} Richtung hat wie in den alten: A I @5(0) || £20. Wegen (B.21) gilt andererseits
&M = @ + ev"). Daraus folgt v | §26. Da Y1) periodische Funktion von &%) ist,
mud also gelten ¥ = £20(Z.) §(8), und somit

YO(@) = i(L)y(@) = (Vg = d(l))e (B.67)
Setzt man dies in Gleichung (B.46) ein, multipliziert mit i—g&i-g durch und resnbstituiert

: 0

flir & die Bewegungsgleichung {B.66), so erhilt man fiir jeden invarianten Torus auf der
Hyperfidche My n in (B.32) die gleiche skalare Transformationsgleichung wie fiir den isolierten
Torus in Kap.2.4:

W(#) + 1+ (D)) (ﬁo . -{%) @)+ (e =10 (B.68)

Wegl. die Anmerkung auf Seite 140.
i =80 vgl (B.33).
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Anhang C

“ine Fallstudie integrabler
ewegung auf nichtregulidren

In diesem Anhang weisen wir zunichst nach, daff Hamiltonsche Systeme, die nur von ei-
ner einzigen Linearkombination der Winkelvariablen — d.h. effektiv nur von einem Win-
kel — abhingen, integrabel sind. Als Fallbeispiel wird dann die Bewegung in dem System
betrachiet, welches im Beispiel 4.2 vorgestellt wurde. Wegen der Linearitit dieses Systems
konnen die Bewegungsgleichungen durch eine einfache lineare Transformation auf durch Qua-
dratur lashare 711?1}(’1{0‘9{11111# werden, ohne dafl von der Standard-Konstruktion der “ech-

ten” Wirkungs-Winkel-Variablen aunf der Basis der beiden vertauschenden Erhaltungsgrofien
Gebranch gemacht werden mufl.! Das System enthilt auch in diesen Koordinaten eine aus
nichtreguliren Tori bestehende Barriere. Auf den Barziere-Tori verschwindet im “nichire-
guliren Bereich” eine der beiden Windungszahlen — dort findet man einen Grenzzyklus und
einen Repeller. Im “reguliren Bereich” ist die Bewegung periodisch oder guasiperiodisch and

es lassen sich {u.a.} die Windungszahlen berechnen.

1Zu dieser vgl. Berry [Ber78] oder Arnol'd {Arn78, §49 ff.]. Der Phasenraum des Systems be-
steht in den “echten” Wirkungs-Winkel-Variablen natiirlich aus einer Schichtung reguldrer Tori. Eine
Riickfithrung auf K AM-Tori durch die KAM-Stérungsrechnung (statt dieser Standard-Transformation
auf “echte” ‘-’Virku.ngs—“’inkel Variable) ist trotz der universellen Integrabilitét nur fiir kleine Stérun-
gen, und auch dann nur 'im Fall (hinreichend) irrationaler Windungszahien moghch (vgl beson-

ders Kap 5 2)
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C.1 Zur Integrabilitdt Hamiltonscher Systeme der Form
AT
H(L,...,In, 3 ki)
Hamiltonsche Systeme, die nur von einer einzigen ganzzahligen Linearkombination der Win-
kelvariablen abhingen, d.h. solche der Form

Af
H=H (I,Zk;‘i’;) mit & € Z\{0}, ki=y, NEZ (C.1)
=1
sind integrabel, da N vertauschende Erhaltungsgréfien angegeben werden kénnen.!
Beweis: Man fiihrt eine lineare kanonische Transformation

I, &, H(I&) — J, &, HJI®) . (C.2)

durch, die durch die erzeugende Funktion

N N
S(F.8) =3 Ty Mi;¥; (C.3)
=1 j=1
gegeben 1st. Dann gilt
J=IM"! uwd F=M& : (C.4)

Als Koordinatentransformation wiahli man

N : .
U= 1% uwd ¥=8,i=2,... N . (C3)
=1

Dies bedingt folgende Wirkungstransformation:

. 1 ki . .
J=—-I und _'j_-='_.k—.f1_.}.]'!-,z'_=2,,__,N L (Cﬁ)

Die iransiormierte Hamiltonfunktien hat die Form

H(J,®) = H(J,9)) (C.7)
Daher vertauschen H und die J;y2:
. 0H L
{f?,f:}-—f;-—— 5T, =0 fir 2_2-."_'_'_’._N (CS)

Ausgehend von ‘diesen N vertauschenden Erhaltungsgrofien gelangt man 21 Wirkungs-
Winkel-Variablen, in denen die Bewegungsgleichungen die triviale Form (2.1) haben.Q.E.D.

* 'Es muf sich um eine ganzzahlige Linearkombination handeln, da H sonst nicht 2x-periodisch von
den @ abhinge. ' S o
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C.2 Das Fallbeispiel (N =2)

Die im Beispiel 4.2 betrachtete Hamiltonfunktion (4.11)

f.:)
R

H = wo1lh +wopls + nla:dy — e2iz)cos(@1 — @2) mit aiz12 >0 {

C.
welche beziiglich der Winkel auf die Bewegungsgleichungen (4.13) fiihrt, ist vom Typ (C.1)
und daher integrabel.!

Wie im Anhang A.2 konnen wir wegen der Linearitit des Systems die Bewegungsglei-
chungen auf darch Quadratur losbare zuriickfihren, ohne auf die “echten” Wirkungs-Winkel-
Variable des Systems zu transformieren. Zunéchst fihren wir durch eine lineare Transforma-
tion folgende neue Variable ein:}

By = &+ By
(C.10)
Ir = HhxDh)

Diese Transformation ist kanonisch. Von den neuen Variablen sind zwar nur J_ und &-
wieder Wirkungs-Winkel-Variable?, aber &, ist 2w-periodisch in &; und ®2, und das geniigt
im Folgenden. Unter Verwendung der abkiirzenden Notation

wir = wo1E w2
{(C.11)
a+r = a1 ta
nimmt die Hamiltonfunktion in diesen Variablen die folgende Form an:
H=zwily +w I +yle-ts+ ﬂ..g.f_) cos &_ (C.I?)
Die Bewegungsgleichungen lauten
. = w_+7qe4cosdo
' (C.13)
&y = wgtpa-cosd-

t Ein Druckfehler in [Sal88] erweckt den Anschein, dafl Salat gerade dieses System untersucht hat,

b inchesondre die Rpwemaqasa]mrhnncpn [A 1?\ Ein Vprg‘mch m_lt fSalSﬁ] Zeigtjgdoghs daﬁ.tatsﬁch-

ich das lineare aber nichtintegrables sttem

L':"F:h

H= U-’O,lIl -+ WO,‘ZIQ +eayly COS(@l =+ @2) + easis COS(‘I)l - @Q)

untersucht wurde [Salat, private Mitteilung]. Die Bewegungsgleichungen in den Winkeln unterscheiden
sich dann von den Bewegungsgicichungen {4.13) in zwei Vorzeichen.

*Im Beispiel 4.2 wurde auf Koordinaten transformiert, in denen eine Bewegungsgleichung trivial
wurde. Auch auf diese Weise kann man die Bewegungsgleichungen auf durch Quadratur 18sbare
zuriickfiihren (fir die Winkel wurde dies ja auch durchgefiihrt). Die hier eingefiihrten Koordinaten
(besonders ©_) haben aber durchaus ihre Vorteile, s.u.

iDje Determinantie der Transformationsmatrix ist nicht gleich eins, was in der Anmerkung auf

Seite 63 als notwendig fiir eine Transformation von Wirkungs-Winkel- anf Wirkungs-Winkel- Variable
erkannt wurde. ®_ ist aber unverkennbar eine Winkelvariable. @, &ndert sich wm 27, wenn @, eder
&, sich um 27 andern, und mehr wird hier nicht bendtigt. Wir hitten aber auch die Transformation
(C.5) & (C.6) durchfiihren knnen, die hinsichtlich der Winkel auf ¥; = @_ und ¥, = &, fihrt (die
Determinante dieser Transformation ist eins, da k; = 1).
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fir die Winkel, sowie

I. = (a_I +a I_) sin @~
KA (C.14)
Iy =0
fiir die Wirkungen', und auf der durch die Beziehung
fO) = el + ol =2{a1]y —axlp) = 0 (C.15)

gegebenen eindimensionalen Hyperfliche (einer Geraden} im Wirkungsraum verschwindet
¥ (da dort I_ ~ I+). Auf den zugehérigen invarianter Tori ist die Bewegung natiirlich
integrabel, da die Bewegungsgleichung fiir $— separat geldst werden kann. Die separierte

Gleichung

. 1
/ de- - ] ir (C.16)
w— + a4 cos P- ;
0

ist sogar analytisch nach ¥ = £(®_) aufiésbar.? @.(¢) erhilt man im Anschluf an die Um-
kehrung dieser Losungsfunktion — welche ®_({¢) liefert —, indem man die folgende Linearkom-
bination der Bewegungsgleichungen bildei:

a+<§+(t) - a.ué"._(t) =G4y — G- (C.17)

Dasin fallen die winkelabhéingigen Terme weg?, und so ergibt sich

4(f) = (wJ,. - 5‘-:@_) (t—1t0)+ 2= .3 (1) (C.18)
. [EN
Da ®_(t) bekannt ist, geniigi f- einer inhomogenen linearen Differentialgleichung, welche

nat *urLL losbar ist.

tWegen I, = {H,1,} = 0 ist I, die zweite Invariante. Ubrigens wird im Beispiel 4.4.b ein System
betrachtet, dessen Stdrierm von der gleichen Form ist wie der der Hamiltonfunktion (C.12}, dessen
ungestiirter Term aber quadratisch von den Wirku.ngen abhéingt In diesem Falil wurden die im Ab-
abhangxgke;t kann man nur mit HJl{e der belden vertauschenden Invarianten H und J; zu durch Qua-
dratur 18sbaren Bewegungsgleichungen gelangen {némlich den “echten” Wirkungs- Winkel- Variablen
des Systems).

Vgl die Formel fiir das Integral j —_ﬁ:iw— im Fall ¢? # 52, 2.B. in [Dwi61, # 446.00.]. Wir
a+bcosy

bem':'._tigen diese Losung hier '11111‘ im Fall ¢? > b* - siehe Abschm'tt C.5. In den Fillen o? = #% oder

= 0 sind (wie aunch im Fall a® > b?, aber anders als fiir a2 < 5%) sogar die Umkehrfunktionen von
t = {1 (9-) global definierte analytische Funktionen, wovon im- Absch.mtt C.4 noch Gebrauch gema.cht
wird. e
- TEin Vergleich mit den transformierten Bewegungsgleichungen (4.15) zeigt, dafl

Q2=

146




C.3 Der “nichtregulire Bereich” stabiler periodischer Be-
wegung (A # 0)

Die Winkelvariable &_ geniigt einer Bewegungsgleichung, die gewissermafien eine kontinuier-
liche Kreisabbildung darstellt, vgl. (C.13). Fiir den zeitlichen Verlauf der Bewegung in dieser
Variablen gibt es daher nur zwei Moglichkeiten:

1) Entweder ist 7 so grof}, dadl &_ verschwinden kann. Das ist der Fall, wenn

|- | _ |wo1—woz | =m0 (C.19)

>
= s a1 -+ a2

Dann gibt es also zwel Fixpunkte, einen bel

{®.-), = arccos (M) = const.
plar + ez) (C.20}
£ 0 fir 9#7 und w-#0
und einen bei
(@e)y = =~ (2o)y (C.21)
Von diesen ist derjenige anziehend, fiir den
\ i
Ag_=35- <0 = 0<&..<7 {modulo2x) (C.22)

und ®_ strebt diesem Fixpunkiweri su, ohne dafi sich das Vorzeichen von &_ vor
Etreichen dieses Fixpunkies &ndern kann, um dann dort zu verharren.

als dafl @ verschwin

2} QOder 7 ist zu klein, als dafl nden koénnte, d.h.
n<p = $-F0 und sig (é_) = sig (w-) {C.23)
. 2410 et dioabha Thimldian
D LARALL

Da @_ periodisch von ®_ abhingt, mufl £_(i) daun eine zeitlich pemnodische Fun

gein.

Wir betrachien zunichst den Fall 7 > no.! Wenn &_ dem Wert &. - zustrebt, tendiert die
Bewegung auf dem 2-Torus gegen einen Grenzzyklus, denn wenn ®._ gegen eine Konstante
strebt, so strebt die die rechte Seite der Bewegungsgleichung fiir &+ ebenfalls gegen eine
Konstante, 4 selbst also gegen eine lineare Funktion der Zeit. Die Bewegung auf dem
Gzenzzyklus ist also geitlich linear. Die Transformation (C.10) entspricht einer Drehung der
Achsen um 45°, und so erwartet man bei einer Darstellung der Bewegung auf dem Torus
in den urspriinglichen Koordinaten einen einfach geschlossenen Grenzzyklus, der linear und
parallel zur ersten Winkelhalbierenden verliuft. Wie die Abbildung C.1 zeigt, findet man
oberhalb von 7 = 7o tatsiichlich eben dieses Verhalten. '

- tWie wir im Anhang B.4 gezeigt haben, ist in diesem Bereich die Bewegung sicher nicht regulari-
sierbar (vgl. das Beispiel Seite 140).
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Abb.C.1: Global atiraktive Grenzzyklen im Bereich é.symptotisch periodischer Bewegung
des integrablen Systems (4.13) bzw. (C.13). Parameter: wo, = 0.75, wo2 = 1, &1 = 0.1
und ap = 0.5, exgo w— < 0 und 7 = 0.416. Oberes Bild: 5 = 1 > %o - exponentielle
Attraktion mit X &~ — 0.545. Unteres Bild: 9 = 7o — nichi exponentielle Attraktion mit
A =0, vgl. (C.29). Die Anfengsbedingung ist jeweils durch * markiert. -Aufgetragen wurde
. _-%r(éi.—_l,z mod21r). ' RSN
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Auf dem Grenzzyklus ist cos @_ konstant, und damit auch die Anderung des spezifischen

Torusvolumens
Ag =Vzp®=—noysind_ (C.24)

Diese ist daher gleich der Summe der Ljapunovexponenten (vgl. die Beziehungen (3.32) &
(3.36) im Kap.3.4). Weil aber einer der beiden Ljapunovexponenten verschwinden mufl, gilt
fiir den verbleibenden auf dem Grenzzyklus, und damit fiir alle dorthin strebenden Trajek-

torien:
A=Az = —na4 sin®_ < § (C.25)

Ein Blick auf die Bewegungsgleichungen (C.13) zeigt, daf jeder Trajektorie (®-, %)
unter Zeitumkehr eine Trajektorie (—®-,—&4) entspricht.! Den zum oben aufgefundenen
Grenzzyklus gehorigen Repeller findet man also einfach durch Spiegelung am Ursprung. Auf
diesem Repeller ist @ natiirlich ebenfalls konstant, wobei sich das Vorzeichen umkehrt (es
handelt sich ja wum den oben beschriebenen abstoflenden Fixpunkt der Bewegung in der
Komponenie &_). Der Ljapunovexponent auf diesem Repeller ist daher gleich dem Betrag
des Ljapunovexponenten aller zum Grenzzyklus strebenden Bahnen. Da & auch auf dem
Repeller konstant ist, ist auch dort @4 eine lineare Funktion der Zeii. Dies illustriert sehr
schon das allgemeine Theorem (vgl. Kap.4.4), daffi die Bewegung auf Repellern im Falle
nichtregulirer Barrieren nie chaotisch ist {trotz des positiven Ljapunovexponenten!).

Verlauft die Bewegung in den Winkeln auf dem Repeller oder auf dem Grenzzyklus, so
hat sin $_ einen konstanten Wert. In diesem Fall divergiert bzw. konvergiert die Losung der
linearen inhomogenen Differentialgleichung fiix J_ auflerhalb der Barriere (C.15) exponentiell
mit dem Ljapunovexponenten (—X) — je nachdem, ob man die Bewegung auf dem Grenzzyklus
oder diejenige auf dem Repeller betrachtet. Natiirlich kann man aus dex Bewegungsgleichung
(C.14) fiir die Wirkungen auch direkt entnehmen, daf die der Anderung des spezifischen
Volumens Ag (C.24) im Wirkungsraum entsprechende Gréfie Ay = Vg-i = pa+ sin ®_ den
zu Ag entgegengesetzien Wert hat (wie es anigrund des Liouville-Theozems (2.24) sein mufi).

C.4 Die Grenzfille marginaler Stabilitét (A = 0)

In den Grenzfillen 5 = 7 und (alternativ) w— = 0 findet man natiirlich weiterhin (jeweils)
einen Grenzzyklus (siche Abbildung C.1). Da cos @ dann auf der Grenzkurve betragsmiflig
gleich eins ist, versckwinden jedoch beide Ljapunovexponenten. Das Zustandekommen dieser
nicht exponentiellen Attraktion kann man analytisch verstehen, weil gerade in diesen Fillen
nicht nur die Lésungen der Separationsgleichung (C.16) existieren, sondern diese sogar global
analytisch umkehrbar sind.

Im Grenzfall 7 = 5o nimmt die Separationsgleichung (C.16) wegen | w— |= 5oy die
folgende Form an: :

a®_
f 1+ sig(w-)cos®_ = w-(t—10) (C.26)

* 1Siehe die Anmerkung auf Seite 27 im Abschnitt 3.2 {sowie Anhang A.3 im Zusammenhang mit
K.ap'4.7). R ’ .
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Man kann nun leicht zeigen, daf!

a
f._..ﬁ'f__ = tan £ und /-——(’D—— = —cot 2 (C.27)
I4cosgp 2 l—cosp 2

und daher gilt fir w- >0

$_(1) = 2arctanw— (t —1p) = Jim S_(t)= (C.28)

und fir w_ <0
&_(1) = 2arccot w_ {t— o) = th'xgo & _{¢)=0 (C.29)

Die Abbildung C.1 zeigt exemplarisch den Fall w_ < 0, # = 0. Die Trajektorien nihern sich
dem Grenzzyklus nicht exponentiell, sondern mit der Arcuscotangens-Funktion.

Fiir w- = 0 hat die Separationsgleichung (C.16) hingegen die Gestalt

[ i) (©a0)

cos D

Nun gilt [Dwi61] }

do T
= M) =gd™! mit gd{z)= 2arctan — C.31
[ S5 =M =5a7(0) mit gd(@) = 2arctan (e®) - 3 (C.31)
und so ergibt sich
- ( na+ (1 — 1) \ T - F
@_(f) = 2azctan | e - lim @_(t) = —~ (C.32)
/ Z i—oc Z
tAufgrund wohlbekannter trigonometrischer Identititen gilt
cose=co? Y —ein?® —2co2 1= 1— 282 &
cos:pfcos 5 sin 5 = 2 cos 2 1=1-2swm” 2

und daher  cos? g = -2-(1 +.cosyp) sowie sin % = —(1 — cos tp) '
Ferner ist
' —(tany) = L sowie i(cot ¢) = — — 12
dyo cosz'ga SR L g W vesin

und somit

E—(ta.n 2) = 1 sowie -d—{cot E) = - ! QED. .
dy 2 1+cose dp\ 2 1—cosg

© *Vgl [Dwi61, #442.10, #640. und #641.] beziglich Lambda-Funktion - nicht zu verwechseln mit
dem Ljapunovexponenten A = 0 — und Gudermannscher Funktion. '

150




C.5 Die Bewegung im “reguléren Bereich” — periodisch oder
quasiperiodisch

Gegen Ende des zweiten Kapitels (— Seite 21) wurde der Bereich nichtverschwindender {und
wohldefinierter) Windungszahlen als “reguldrer Bereich” eingefihrt. Im vorliegenden Fall
ist das der Bereich 7 < 79 (vgl. das Beispiel auf Seite 140). - Numerische Berechnungen
zeigen, daf dort weiterhin beide Ljapunovexponenten verschwinden. ‘Das liegt daran, daff &
fiiz 9 < 7o eine periodische Funktion der Zeit ist (vgl. Abschnitt C.3). Dann verschwindet
sin ®_ natiizlich im Zeitmittel auf jeder Trajektorie, und damit beide Ljapunovexponenten.
da dann das Zeitmittel der relativen Anderung des spezifischen Torusvolumens (C.24) auf
allen Trajektorien verschwindet. Die Periode der Bewegung in der Komponente ®_ 1afit sich
aus der Losung der Separationsgleichung (C.16) direkt ermitteln. Letztere ergibt sich im
Bereich 7 < 7 mit Hilfe des oben erwihnten Integrals [Dwifl, # 446.00 ]

¥
dy 9 (e — b)tan 5 oy
./ a+bcosy T V0 a.rcta,n( \/a—-—“'z"“:bT) fira® > b (C.33)
da firg <70 = Lo- | stets w? > 5?02 gilt. Die Periode ergibt sich daraus in der bekannten
Weise:

- = i%@dz)*_lf@(@)

A Y
——-——-———2— (arctan(oo) - arctan(—oo)) =
VJwt = g%l

= Q. = ivui-?ﬁai

Ein Blick auf die Bewegungsgleichungen (C.13) zeigt, daf & (t) die gleiche Periode 7 hat
wie ®_(¢). Falls ®.(¢) selbst periodisch ist, mufi die zugehdrige Periode daher ein ganzzah-
liges Vielfaches der Periode von #_(t) und (deshalb) mit der Periode der Gesamtbewegung
identisch sein. Wie wir im Abschnitt C.2 gesehen haben, ist & (¢) durch eine lineare Super-
position der Bewegung in der Komponente @. und einer zeitlich linearen Funktion gegeben,
vgl. Gleichung (C.18). Aus dieser Gleichung lifit sich der Phasenvorschub in @4 wihrend
der Zeit T berechnen:

BB4(T-) = &4(t4T)—&4(1)

a— a— .
_ (w+ - Zw-) T+ 2 sig (o) 2 (C.35)
_ A4y — Q- CL_—_ e
= o (B S o)

A%y (T-)1ist fiir alle Zeiten ¢ gleich, auch wenn & (¢) nicht periodisch ist. Natirlich ist 24(2)
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Abb.C.2: Zwei Beispiele periodischer Bewegung im reguliren Bereich des Systems (4.13)
bzw. (C.13). Die Anfangsbedingung ist durch wieder jeweils durch = markiert. Oberes Bild:
Frequenzen und Amplituden wie in Abb.C.1, aber 7 = 0.4 < 9. Windungszahlverhilinis:
| v fv— |=163/7. Unteres Bild: wo; = 1.5, wo2 = 0.5, a1 = 1.5, ap = 0.5, ergo w— > 0 und
‘0 = 0.5. Hier ist = 0.4 und das Windungszahlverhiltnis vy /v— = 3/1. Auigetragen wurde

#(@emotrn).
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nur periodisch, wenn dieser Phasenvorschub ein rationales Vielfaches von 27 ist, d.h. wenn

A%:(T2) 2 4 peZgel (C.36)
27 g
Dann gilt
Ad, (T-
B (i+qT-)=8:(0)+¢- —-'-;r-(——) =&, (t)+p-2r = T=qgT- (C.37)

d.h. die Periode T der Bewegung ist gleich ¢7-.
Aus der Losungsgleichung (C.18) fiir ®.(¢) 148t sich in jedem Fall auch das Verhiltnis

der Windungszahlen
]
vi = lim — (C.38)

t—oc f

berechnen. Fir die periodische Bewegung in & gilt natiizlich

v = Q_sig (w-) (C.39)
und so ergibt sich
Vi . Ve QWi —G-W— G- Ad, (T)
= ) — = e s — )= — 4
Q_ sig (v-) V- a4 8- N at sig (w-) 27 (C.0)

Die Tatsache, dafi es jedenfalls wohldefinierte Windungszahlen gibt, zeigt, dafl die nicht
periodische Bewegung quasiperiodisch! ist, obwohl nur eine der Basisfrequenzen ({2-) bekannt
ist. Im iibrigen existiert im Bereich 4 < o eine analytische Umkehrfunktion zur Losung t(®-)
der Separationsgleichung (C.16), wie ein Blick aunf das Integral (C.33) unmittelbar zeigt. Im
regulizen Bereich ist daher zu jedem Zeitpunkt @-(?), und via (C.18) aunch @, (1), analytisch
bekannt. '

Bild C.2 zeigt zwei Beispiele periodischer Bewegung mit sehr verschiedenen Windungs-
zahlverhilinissen. Im Fall v4/v— > 1 {obezes Bild) sieht man, dafl die Trajektorien die
meiste Zeit nahe @ = § verbringen, wo &_ am kleinsten ist. Das gleiche Verhalten erkennt
man auch bel quasiperiodischer Bewegung..

tVgl. die Definition quasiperiodischer Funktionen auf Seite 17.
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Anhang D

Numerische Hilfsmittel

Die in dieser Arbeit beschriebenen numerischen Resultate wurden auf den IBM-Grofirechnern
des Forschungszentrums Jillick (KFA) ermittelt. Neben eigenen FORTRAN-Programmen

wurde dabel zurickgegriffen aunf

e folgende Bibliotheksroutinen zur Integration von Differentialgleichungen:

— DVERK - eine IMSL({9)-Routine (Runge-Kutta - Verfahren};
— DIFEX1 (Extrapolationsverfahren) — in zwel Versionen:!
1) eine Routine des Konrad Zuse - Zentrums fiir Informationstechnik, Berlin,
Stand Februar 1988; '
2} eine dltere Fassung von P. Deuflhard (Universitidt Heidelberg) [Deu8d],
Stand Mérz 1985.

e das in Kap.3.4 beschriecbene Programm zur Berechnung der Ljapunovexponenten von
- Wolf et al. [W52V85];

die vom Zentralinstitut fir Mathematik entwickelte Plotsoftware fiir FORTRAN-
Programmierer {GR-Sofiware). '

'wegen unerforschter Vorlieben und Abneigungen der versc}uedenen Compxler Naturhch stimmen
die Ergebnisse uberem, dxe neuere Version ist aber etwas schueller. R
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