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Abstract

KAM-tori are well known to be that (finite!) part of phase space in which the motion of

a weakly perturbed classical Hamiltonian system remains integrable . Moreover, they are

barriers in the phase space of systems with two degrees of freedom . We show that certain

Hamiltonian systems contain invariant nonregular tori with compressible flow. Using as

an example an electron moving in electromagnetic fields which are periodic in space we

demonstrate (i) that strange attractors (and repellets) of well-known autonomous or (qua-

si-)periodically time-driven systems may occur on such strange tori, (ii) that. one may find

barriers consisting of nonregular Hamiltonian tori in systems with any number of degrees of

freedom (the flow on such barriers is non-chaotic, though), and (iii) that certain KAM-Lori

transform into nonregular tori - rather than breaking np - when the perturbation becomes

strong.

PACS numbers : 03 .20 & 41 .70





Kurzfassung

in integrablen H.amiitonschen Systemen verlaufen die Trajektorien auf invarianten Toni im

Phasenraum . Geht die universelle Integrabilität durch eine kleine Störung verloren . so bleibt

der Fluß in einem endlichen Teilvolumen des Phasenraums integrabel, nämlich auf Tori mit

hinreichend irrationalen (also nicht-resonanten) Windungszahlverhältnissen . den sogenannten

IMAM-Torf . Diese bilden in Systemen mit nur zwei Freiheitsgraden Barrieren, welche den

Phasenraum in nicht durch Trajektorien zu verbindende Teile zerlegen.
Im Phasenraum gewisser Hamiltonscher Systeme - welche sich von integrablen wesent-

lich . z .B. durch große Störterme . unterscheiden können - treten aber invariante Tori mit ganz

anderen Eigenschaften auf. Physikalisch lassen sieh Systeme dieser Art durch die nichtrelati-

vistische Bewegung eines Elektrons in spezifizischen, räumlich periodischen elektromagneti-

schen Feldern realisieren . Der Fluß auf den invarianten Tori dieser Systeme ist kompressibel

und kann daher Attraktoren enthalten (dies wird durch das Liouvillesche Theorem von der

Erhaltung des Phasenraumvolumens nicht ausgeschlossen, da ein einzelner Torus kein endli-

ches Phasenraumvolumen hat) . Es wird gezeigt, daß diese Tori nicht nur isoliert auftreten.

sondern daß es Hyperflächen im Phasenraum geben kann, die aus solchen invarianten Tori

bestehen . Derartige Hyperflächen haben - für beliebige Anzahl N von Freiheitsgraden - bis

zu 2N - 1 Dimensionen, also nur eine weniger als der Phasenraum . Im Unterschied zu KAM-

Tori können die hier betrachteten invarianten Tori daher auch in Systemen mit mehr als zwei

Freiheitsgraden Barrieren bilden.
Auf invarianten Tori, die Teil einer Barriere sind, kann die Bewegung nicht chaotisch

sein. AufA f EsffBdCdi_ertenLCli Tori

	

solchen,che, diei, gemeinsam

	

Dimension
TFIA

orT oder

	

ma.sema ab~y y ..b,, .e.Hyperfäch..s. ...end.

bilden, treten hingegen seltsame Attraktoren auf (dann sprechen wir von chaotischen Toni ).

Mit einem einfachen Verfahren können Hamiltonsche Systeme angegeben werden, in deren

Phasenraum AIILi vorkommen,invariante Tori

	

auf

	

der Fluß woulabesua.a4ara4ante seltsamee .-

	

-d denen der :~ aua, vrv

	

tt- r e-.-•---akto

ren - und strukturell identische Repeller - autonomer oder (quasi-)periodisch zeitabhängiger

Differentialgleichungssysteme enthält, wie etwa den Rössler-Attraktor oder die Attraktoren

des getriebenen Dufxiing-Oszillators . Neben diesen Attraktoren finden sich weitere periodi-

sche (d .h. Grenzzyklen) und chaotische Attraktoren, wobei letztere aus periodischen über

Periodenverdopplungssequenzen oder intermittente Phasen hervorgehen . In quasiperiodisch

getriebenen Systemen treten quasiperiodische Attraktoren an die Stelle der periodischen.

Fixpunkte, und damit eventuell Punktattraktoreui, kommen nur auf isolierten Tori vor .
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Abb .0 .1: Pseudo-3d-Plot eines chaotischen Attraktors auf dem Rössler-Torus bei = 1 .536

(vgl . Seite 47 im Kap.3 .5 .3, und zu Pseudo-3d-Plots die Fußnote . Seite 34).
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Kapitel 1

Einleitung und Obersicht

In dissipativen dynamischen Systemen geht während der Bewegung Energie verloren, etwa
durch Reibung im Fall mechanischer Systeme . Wenn die Bewegung eines z .B. mechani-
schen -- Systems energieerhaltend (konservativ) ist, so lassen sich die Bewegungsgleichungen
in die von Hamilton angegebene Form bringen . t Man spricht daher auch von Hamiltonschen

Systemen . In der vorliegenden Arbeit werden Hamiltonsche Systeme mit wenigen "Freiheits-
graden" betrachtet und gezeigt, daß gewisse Formen chaotischen Langzeitverhaltens, die für
dissipative Systeme typisch sind - nämlich das Auftreten "seltsamer Attraktoren" -, auch in
Hamiltonschen Systemen vorkommen.

Ohne Energieerhaltung kann vielen verschiedenen Anfangszuständen eines Systems der
gleiche Endzustand entsprechen . Ein gedämpftes Pendel etwa kommt unabhängig von seiner
anfänglichen Auslenkung schließlich stets zur Ruhe . Wird es in periodischer Weise angetrie-
ben, so stellt sich, wiederum unabhängig von der Ausgangslage, ein periodischer Endzustand
ein (wenn der Antrieb nicht zu stark ist, s .u .) . Ein ungedärnpftes Pendel schwingt hinge-
gen für immer mit seiner Anfangsamplitude . Betrachtet man die möglichen Bewegungen als
Fluß im Raum der dynamischen Variablen l (dem sogenannten Phasenraum), so können wir
diesen Sachverhalt wie folgt formulieren : Der Fluh im Phasenraum konservativer Systeme ist
inkompressibel, im Phasenraum dissipativer Systeme hingegen kompressibel . 5

Das von einem Ensemble von Anfangszuständen im Phasenraums eingerLomraene Volumen
wird in Hamiltonschen Systemen während der Bewegung zwar nicht in der Form, aber in der
Größe unverändert bleiben . Im Gegensatz dazu wird in dissipativen Systemen ein solches
Volumen kontinuierlich schrumpfen . Das Ensemble der Endzustände nimmt daher kein end-
liches Volumen im Phasenraum ein - viele Anfangszustände können denselben Endzustand

haben. Diese wirken anziehend auf die Ausgangszustände und werden daher Attraktoren
genannt . Es kann sich um einen zeitlich unveränderlichen Zustand handeln, wie im Fall
des gedämpften Pendels ohne Antrieb . Solche Endzustände nennt man attraktive Fixpunkte

fvgl. Anhang A .0
(,

	

tiIn mechanischen Systemen sind das (beispielsweise) die kartesischen Orts- und die zugehörigen

Newtonschen Impulsvariablen. Zum Begriff Fluß vgl. wiederum Anhang A .O.

iEsgibt natürlich auch Systeme mit inkompressiblem Fluß, die nicht Hamiltonsche Systeme sind,

etwa in der Hydrodynamik (daher stammt der Begriff selbstverständlich) oder der Populationsdynamik

(Lotka-Volterra - Gleichungen, vgl . z.B. [Ver90] ) .
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oder Punktattraktoren . Oder der Endzustand ist zeitlich periodisch, was bei einem periodisch
angetriebenen gedämpften Pendel eintreten kann. Dann spricht man von einem Grenzzyklus.

Ein nicht periodisch angetriebenes gedämpftes Pendel kann natürlich auch keinen pe-
riodischen Endzustand erreichen . Aber selbst bei periodischem Antrieb ist der Endzustand
möglicherweise nicht periodisch, wenn der Antrieb nur stark genug ist . Es ist nämlich möglich,
daß auch bei bekannten Antriebskräften (und eventuell Kopplungen zwischen den verschie-
denen Schwingungsrichtungen) praktisch nicht vorhersagbar ist, wo sich ein Pendel mit be-
kanntem Anfangszustand zu einem späteren Zeitpunkt befindet, weil winzige Variationen des
Anfangszustandes - weit unterhalb jeder Maßgenauigkeit - einen wesentlichen Einfluß auf die
Entwicklung haben (diesen Sachverhalt bezeichnet man als empfindliche - oder sensitive -
Abhängigkeit von den Anfangsbedingungen) . Solche Bewegungen heißen chaotisch und die
zugehörigen Ensembles attraktiver Endzustände chaotische Attraktoren . t Sie treten nur auf,
wenn zur Beschreibung der Bewegung mindestens drei Gleichungen (genauer : Differential-
gleichungen erster Ordnung) erforderlich sind, wie das beispielsweise im Fall unseres Pendels
gegeben ist (zwei Gleichungen für die beiden dynamischen Variablen - Ort und Impuls - und
eine für die Zeitabhängigkeit des Antriebs), und wenn diese Bewegungsgleichungen nichtli-
neare Terme enthalten - die linearen Bewegungsgleichungen harmonischer Oszillatoren sind
immer lösbar . ¢

In Kamiltonschen Systemen kann es keine Attraktoren geben . Wenn die Bewegung nur
eine (Orts-)Komponente hat, sind die Bewegungsgleichungen wegen der Energieerhaltung
stets integrabel (vgl . [I-Ie184]) . Im Fall zweier Komponenten (dann gibt es also vier zu-
gehörige dynamische Variable - zwei Ortsvariable und zwei Impulsvariable) können sie stets
gelöst werden, wenn es eine weitere, von der Hamiltonfunktion (deren Wert gleich der Ener-
gie des Systems ist) unabhängige Erhaltungsgröße gibt, welche mit der Ilamiltonfunktion
vertauscht . S Ebenso ist es im Fall dreier Komponenten r wenn es zwei zur Energie hinzu-
tretende Erhaltungsgrößen gibt, die von dieser und voneinander unabhängig sind, und die
miteinander__r und mit der ASadL1 UV111E116ß V1VA~

	

_ o . .. ~der H..miltonfa ktiou vertauschen, so sind die Bewegungsgleichungen
lösbar. Ein Beispiel ist die Bewegung einer Punktmasse unter dem Einfluß einer stets auf ein
Zentrum gerichteten Kraft . Die beiden zusätzlichen Erhaltungsgrößen sind dann der Betrag
des Drehimpulsvektors und eine beliebige seiner Komponenten.

an diese Sinn entspricht jeder Bewegungskomponente (und den zwei zugehörigen dyna-
mischen Variablen) in konservativen Systemen nur ein "Freiheitsgrad" . Wenn es genügend

tMan spricht auch von seltsame. Attraktoren, da sie im Phasenraum nicht auf Hyperflächen ganz-
zahliger Dimension liegen, sondern eine "fraktale" Struktur mit nicht ganzzahliger Dimension besitzen.
Wir verwenden die Ausdrücke chaotischer und seltsamer Attraktor hier stets synonym . Streng genom-
men sind seltsame Attraktoren durch ein Axiomensystem definiert, auf das wir hier nicht eingehen.

Eine (Differential-)Gleichung, oder ein System solcher Gleichungen, heifit lösbar oder integrabel,
wenn man die gesuchte(n) Funktion(en) oder ihre Unikehrfunktion(en) durch eindimensionale Integrale
mit bekannten Integranden ausdrücken kann . Da das Problem der Berechnung solcher Integrale als
Quadratur bezeichnet wird, spricht man auch von lesbar durch Quadratur . (Die eventuell nötige
Bildung der Umkehrfunktion ist eine algebrarische Operation .)

In mikroskopischen (quantenmechanischen) Systemen bedeutet die entsprechende Forderung,
daß beide Größen - die Energie und der Wert der zusätzlichen Erhaltungsgröße - gleichzeitig scharf
meßbar sind, d .h . durch Quantenzahlen charakterisiert werden können.
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unabhängige und miteinander vertauschende Erhaltungsgrößen gibt, nämlich für jeden Frei-
heitsgrad eine, so sind die Bewegungsgleichungen lösbar, und das Langzeitverhalten des
Systems ist mit beliebiger Genauigkeit vorhersagbar . Statt der ursprünglichen wählt man
zweckmäßigerweise neue dynamische Variable, und zwar führt man die Erhaltungsgröien als
neue Impulsvariablen ein (das ist möglich, weil sie vertauschen) . Da diese Impulse zeitlich

konstant sind, hat man das Problem gewissermaßen auf die Beschreibung freier Teilchen
zurückgeführt, die sich ja mit konstanten Impulsen bewegen . Die zugehörigen (konjugier-

ten) dynamischen Variablen sind dann natürlich lineare Funktionen der Zeit - freie Teilchen

bewegen sich gleichförmig . Wenn die Bewegung gebunden ist, so stellt sich heraus, daß sie

sich im Raum der neuen Variablen auf Tori t vollzieht, deren konstante Radien durch die

Erhaltungsgrößen bestimmt werden. Es liegt dann nahe, als neue Ortsvariablen die Winkel-

koordinaten auf diesen Tori zu wählen . Die zugehörigen Impulsvariablen sind als Funktionen
der ursprünglichen Erhaltungsgrößen ebenfalls Erhaltungsgrößen und werden als Wirkungs-
variable bezeichnet (ihre Dimension ist die einer Wirkung, d.h. gleich Energie mal Zeit).
Ein einfaches Beispiel ist die Darstellung der Bewegung harmonischer Oszillatoren durch die
von der Zeit linear abhängigen Winkelvariablen und die konstanten Schwingungsamplituden,
deren Quadrate den Wirkungen proportional sind.

In integrablen Hamiltonschen Systemen lassen sich daher stets solche Wirkungs-Winkel-
Variablen einfiihren t , in denen die Beschreibung der Bewegung geradezu trivial ist die
Wirkungen sind zeitlich konstant (jede Bahn verbleibt auf ihrem Torus), und die Winkel

ändern sich zeitlich linear . Leider sind integrable Hamiltonsche Systeme nicht die Regel,
sondern die Ausnahme (oder umgekehrt - gottlob ist die Welt interessanter, als das Studium
der Dynamik von Systemen freier Teilchen vermuten ließe !) . Fügt man einem integrablen
Hamiltonschen System eine kleine Störung hinzu, die nicht integrabel ist - das neue System
hat nicht mehr genügend unabhängige und vertauschende Erhaltungsgrößen --, so bleiben die
meisten der Tori erhalten, und die Bewegung auf ihnen ändert ihren Charakter nicht . Das

wurde zwar schon lan ge vermutet, aber der Beweis ist recht jungen Datums . Die entspre-

chende mathematische Theorie werde zwischen 1954 und 1967 von Kolmogorov, Arnold und
Moser entwickelt . Daher spricht man auch vom KAM-Theorem und von KAM-Tori . Die Be-

wegung auf einem Torus bleibt bei Hinzutreten einer Störung nur dann qualitativ ungeändert,
wenn sie nicht-periodisch ist : ja sie darf noch nicht einmal nahezu periodisch sein . Periodische

Bewegung auf einem Torus ist durch rationale Verhältnisse der Windungszahlen

vi = hin

	

,

	

Winkelvariable

gekennzeichnet . KAM-Tori, auf denen integrable Bewegung in fast-integrablen Hamiltonschen

Systemen überlebt, haben also stark irrationale Windungszahlverhältnisse . Physikalisch liegt

t im dreidimensionalen Raum hat ein (2-)Torus die Form eines Schwimmrings. Die Oberfläche ist

zweidimensional, und jeder Punkt auf ihr kann durch zwei Winkelkoordinaten beschrieben werden.

Ein 2-Torus kann daher als Quadrat mit der Seitenlänge 2r dargestellt werden, ein 3-Torus als Würfel

mit der Seitenlänge 2r, usf. Perspektivisch eindrucksvolle Bilder von 2-Tori finden sich im ersten

Kapitel des Buchs von Haken [Hak83a].
tAlle diese und die folgenden Aussagen über Hamiltonsche Systeme lassen sich in exakter und

verständlicher Form den Ubersichtsartikeln von Berry [Ber78] und Heileman [He184] entnehmen.

3



dem zugrunde, daß bei periodischer oder nahezu periodischer Bewegung die Störung immer
in der gleichen Bewegungsphase wirksam wird, so daß sich ihre Wirkung aufsummiert, was
dazu führt, daß die Bahn aus ihrem bisherigen Bereich verdrängt wird - der Torus wird

durch Resonanz zerstört . ] ist die Bewegung hingegen hinreichend nicht-periodisch, so kann
sich die Wirkung der Störung nicht aufsummieren, sondern nur zu kleineren Änderungen der

Bewegung führen . Die ursprünglichen Erhaltungsgrößen fluktuieren zeitlich ein wenig, aber
es lassen sich gleich viele neue finden, die sich von den ursprünglichen nur wenig unterschei-
den - die Tori werden also nur leicht deformiert . Die Bewegung bleibt in einem endlichen

Teilvolumen des Phasenraums integrabel, d .h. die KAM-Torf bilden in diesem eine Menge von
endlichem Maß (welches gegen eins strebt, wenn die Stärke der Störung gegen null tendiert).

In nicht-integrablen Ramiltonschen Systemen kann die Bewegung natürlich auch chaotisch
sein. Es kann aber, wie gesagt, keine Attraktoren der Bewegung geben, also auch keine
chaotischen bzw . seltsamen Attraktoren . Diese Aussage gilt so allerdings nur im Phasenraum
als Ganzem. Wenn man Bewegung in Teilen des Phasenraums betrachtet, die kein endliches
Volumen haben (so wie etwa eine Fläche im Raum kein endliches Volumen hat), dann ist die
Bedingung, daß der Fluß inkompressibel verlaufen muß, für die Bewegung eines Ensembles
von Bahnen in dem betrachteten niederdimensionalen Gebiet bedeutungslos hier können
also verschiedene Anfangszustände gleichen Endzuständen zustreben . Das gilt natürlich auch
für die Bewegung auf der Oberfläche von Tori . Zwar verläuft die Bewegung auf KAM-Tori
dissipationslos . Es gibt aber in Hamiltonschen Systemen durchaus auch andere invariante
Tors . '* In dieser Arbeit werden solche Tori angegeben und gezeigt, daß der Fluß auf ihnen im
allgemeinen kompressibel ist, so daß auf ihnen Attraktoren auftreten können.

Diese Möglichkeit irritiert Mathematiker übrigens weit weniger als Physiker, die in den
letzten Jahrzehnten offenbar Hamiltonsche Tori und integrable Bewegung als Synonyme ver-
innerlicht haben. Dabei handelt es sich bei den hier behandelten Systemen eigentlich nicht
einmal um besonders exotische . Wir zeigen vielmehr, daß sich die Bewegung auf den von uns
untersuchten Invarianten Tori 3 durch die nichtrelativistische Bewegung geladener Einzelteil-
chen, etwa eines Elektrons, in räumlich periodischen elektromagnetischen Feldern realisieren
läßt. Die Felder können sowohl stationär als auch zeitabhängig sein . Entscheidend ist, daß das
elektrische Feld einen bestimmten Teil der magnetischen Kraft kompensiert . Je nach der Zahl
der linear unabhängigen Komponenten des magnetischen cTektorp otents als 1l sind diese Tori

tVgl. hierzu besonders das schöne Beispiel der Kirkwood-Gaps im Asteroidengiirtel in Berrys Dar-
stellung [Bern] ("astronomy of the gaps between the tori").

Niederdimensionale Bereiche des Phasenraums genauer gesagt : (differenzierbare) Mannigfaltig-
keiten, etwa (glatte) Hyperflächen wie z .B . Tori - heißen invariant, wenn der Fluß überall tangential

zu ihnen verläuft . Trajektorien mit Anfangsbedingungen in solchen Bereichen können diese also nicht
verlassen, während sie andererseits von außerhalb nicht erreicht (also auch nicht durchquert) werden
können . (Zum Begriff Mannigfaltigkeit

	

Anhang A .5).
Zur Unterscheidung von den oben beschriebenen regulären Tori integrabler und fast-integrabler

Systeme bezeichnen wir sie als nichtreguläre Tori.
'Diese kann maximal gleich der Zahl der Raumdimensionen, also gleich zwei bzw . drei sein . Dann

läßt sich das Vektorpotential offensichtlich als lineare Superposition von zwei bzw . drei Anteilen ver-
schiedener Richtung, aber gleicher räumlicher Periodizität darstellen . Andernfil)s hat es eine feste
Richtung oder läßt sich als lineare Superposition zweier derartiger Anteile darstellen.
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im Phasenraum isoliert oder aber Teil einer (invarianten) Hyperfläche, die aus gleichartigen
invarianten Tori zusammengesetzt ist . In stationären Feldern gilt : Falls die Zahl der linear
unabhängigen Komponenten des magnetischen Vektorpotentials und die Zahl der räumlichen
Freiheitsgrade der Bewegung gleich sind, enthält der Fluß einen im Phasenraum isolierten
nichtregulären Torus . Andernfalls treten niclt.treguläre Tori auf, die gemeinsam eine (höher-

dimensionale) invariante Hyperfläche bilden . In (quasi-)periodisch zeitabhängigen Feldern
erhöht sich die Zahl der Freiheitsgrade im gleichen .Mail wie die Zahl der Basisfrequenzen t
(die Dimension der von den Tori im Phasenraum gebildeten Hyperfläche wächst natürlich
doppelt so schnell).

In räumlich periodischen Feldern dieser Art mit einem überall gleich gerichteten Vektor-
potential bilden die nichtregulären Tori eine Barriere, d .h . eine invariante Hyperfläche, deren
Dimension nur um eins geringer ist als die des Phasenraums und die diesen (zumindestens
lokal) in zwei Teile teilt, welche nicht durch Trajektorien verbunden werden können . t Die
hier betrachteten nichtregulären Tori vermögen also in Systemen mit beliebig vielen Frei-
heitsgraden Barrieren zu bilden, was KAM-Torf nur in - fast-integrablen - Systemen mit
zwei Freiheitsgraden möglich ist (obwohl sie auch in Systemen mit mehr als zwei Freiheits-
graden stets ein endliches Teilvolumen des Phasenraums einnehmen) . Auf aus nichtregulären
Tori bestehenden Barrieren können zwar keine chaotischen Attraktoren auftreten, wohl aber
auf den nichtregulären Tori, welche gemeinsam invariante Hyperflächen geringerer Dimension
bilden oder die im Phasenraum isoliert sind . Solche nichtregulärem Tori bezeichnen wir als
chaotische Tori.

In dieser Arbeit wird ein einfaches Verfahren entwickelt, das es uns erlaubt, Hamilton-
sche Systeme anzugeben, die nichtreguläre Tori enthalten, auf denen vorgegebene, wohl-
bekannte Attraktoren autonomer oder (quasi-)periodisch getriebener gewöhnlicher Differen-
tialgleichungssysteme auftreten . Alle näher (d .h . numerisch) untersuchten Systeme lassen
sich - prinzipiell - durch die nichtrelativistische Bewe gun g eines Elektrons in leicht zu spezi-
fizierenden,nzierenden, räumlich periodischen elektromagnetischen Feldern realisieren . Die Attraktoren
autonomer dissipativer Systeme, wie z .B. die seltsamen Attraktoren von Rossler [Rös76] oder
Lorenz [Lor63], treten auf isolierten chaotischen Tori auf, diejenigen nicht-autonomer mit peri-
odiseher oder cmasiperiodiseher Zeitabhängigkeit, wie etwa diejenigen des Duffing-Oszillators
[Ued79, Sch86], auf nicht-isolierten Tari . Da im Gegensatz zu dissipativen Systemen, wie
etwa dem von Lorenz [Lor63], das Volumen eines Ensembles von Trajektorien auf einem To-
rus lokal nicht überall kontrahieren kann, treten natürlich auch Repeller auf - bei dem von
uns gewählten Verfahren läßt sich sogar jedem Attraktor ein strukturell identischer Repeller
auf dem Torus zugeordnen . Außer dem vorgegebenen Attraktor treten auf den Tori stets
noch weitere auf. Auf isolierten nichtregulären Tori kann die Kopplung so stark sein, daß alle
Windungszahlen verschwinden- die Bewegung ist dann auf Teilbereiche des Torus beschränkt.
Derartige Systeme sind bislang noch gar nicht untersucht worden.

tVgl . Anhang A .o, und zu Quasiperiodizität deren Definition auf Seite 17.

“Vgl . die eingehendere Beschreibung bzw. Definition von Barrieren auf Seite 61.
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Übersicht

Im folgenden Kapitel betrachten wir zunächst reguläre Tori, d .h. die invarianten Tori im
Phasenraum integrabler Hain tonscher Systeme sowie die mit diesen verwandten KAM-Tori
fast-integrabler Systeme . Diese Betrachtung legt eine Modifikation des Störanteils der Ha-
miltonfunktion nahe, die auf Systeme führt, welche invariante Tori enthalten (die wir als
nichtreguläre Tori bezeichnen), auf denen der Fluß kompressibel sein kann und i .a. nicht
integrabel verläuft . t Anschließend demonstrieren wir im zweiten Abschnitt des Kapitels,
daß die nichtrelativistische Bewegung geladener Einzelteilchen in gewissen räumlich peri-
odischen elektromagnetischen Feldern auf solchen Tori verlaufen kann (s .o .) . Im dritten Ab-
schnitt wird gezeigt, daß die Bewegung auf nichtregulären Tori in der Regel dissipativ ist, und
daß dies keinen Verstoß gegen das Liouvillesche Gesetz (von der Erhaltung des Phasenraum-
volumens durch Hamiltonsche Bewegung) darstellt, da das Phasenraumvolumen eines ein-
zelnen N-Torus im 2N-dimensionalen Phasenraum verschwindet . Falls die Störung schwach
ist, können nichtreguläre Tori unter Umständen auf reguläre (KAM-) Tori zurückgeführt wer-
den . Zum Abschluß des zweiten Kapitels diskutieren wir ein Beispiel (und geben nebenbei
die elektromagnetischen Potentiale an, in welchen ein nichtrelativistisch bewegtes Elektron
den Fluß auf diesem Torus realisieren können) . Die Diskussion zeigt exemplarisch, daß die
Transformation auf KAM-Tori nur im Fall genügend irrationaler Windungszahlverhältnisse
gelingt, und daß diese Bedingung nur für schwache Störungen erfüllt werden kann, da sonst
einzelne oder - auf isolierten Tori - eventuell sogar alle Windungszahlen verschwinden . Der
allgemeine Fall wird im Anhang B mit Hilfe des KAM-Formalismus' analysiert.

Im dritten Kapitel werden im Phasen- bzw . Wirkungsraum isolierte chaotische Tori un-
tersucht (damit sind nichtreguläre Tori gemeint, auf denen der Fluß seltsame Attraktoren
enthält, s .o .) . Zunächst stellen wir ein Verfahren vor, mit welchem in einfacher Weise Hamil-
tonfunktionen angegeben werden können, deren Fluß nichtreguläre Tori enthält, auf denen in
der Nähe des Ursprung s (d.h . nahe = 0) ein vorgegebener (eventuell seltsamer) Attraktor
endlicher Ausdehnung eines beliebigen autonomen Systems gewöhnlicher Differentialgleichun-
gen auftritt . Die Tatsache, daß die Ausdehnung des Attraktors auf einem kleinen Bereich
des Torus beschränkt ist, zeigt bereits, daß die Kopplung der Phasen, d .h. der Winkelva-

l' 133_ .LYiablen stark sein muß (Trajektorien, die dem Attraktor zustreben, haben ausschließlich
verschwindende Windungszahlen) . Dieses Verfahren bedingt Symmetrien des Flusses auf den
chaotischen Tori in Bezug auf Fixpunkte und Zeitumkehr, die u .a. dazu führen, daß jedem
Attraktor ein strukturell identischer Repeller zugeordnet ist . Natürlich erwartet man., auf
den chaotischen Tori außer dem vorgegebenen (seltsamen) Attraktor und den Fixpunkten
noch weitere Attraktoren zu finden . Daher entwickeln wir ein systematisches Verfahren zur
numerischen Suche nach Attraktoren auf isolierten chaotischen Tori - welches die Existenz
von Fixpunkten voraussetzt - und gehen zwecks Charakterisierung von Attraktoren auf das
Konzept und die Methode zur Berechnung der Ljapunovexponenten ein . Im Anschluß daran
werden beispielhaft chaotische Tori in zwei verschiedenen Ha.mi t.onschen Systemen mit drei

t ln diesem Kapitel werden zwar explizit nur im Phasen- bzw . Wirkungsraum isolierte nichtreguläre

Tori betrachtet, aber die nicht-isolierten haben (cum grano salis) ebenfalls die hier besprochenen

Eigenschaften.
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Freiheitsgraden untersucht . Diese chaotischen Tori enthalten (wie erwartet) neben Fixpunk-
ten und den vorgegebenen seltsamen Attraktoren - im einen Fall vom Rössler-Typ [Rös76],
im anderen Fall vom Lorenz-Typ [Lor63] - noch weitere Attraktoren, nämlich Grenzzyklen,
die über Periodenverdopplung-Sequenzen (in einem Fall auch über eine intermittente Phase)
in verschiedene chaotische Attraktoren übergehen, wenn die Stärke der Störung variiert wird.

Irn vierten Kapitel wird analysiert, welche Attraktoren auf nicht isoliert liegenden nichtre-
gulären Tori auftreten können. Unter Umständen bilden nichtreguläre Tori nämlich gemein-
sam Hyperflächen im Wirkungsraum (s .o .) . Die Bedingungen, welche die n-dimensionale
Hyperfläche im Wirkungsraum festlegen, haben zur Folge, daß n Linearkombinationen der
Winkel sich zeitlich linear entwickeln . Man kann dementsprechend auf neue Variable trans-
formieren, von denen it linear von der Zeit abhängen und daher trivial-integrablen Glei-
chungen genügen . Diese Transformation führt natürlich zu expliziten Zeitabhängigkeiten in
den verbleibenden in = N - n "nicht-trivialen" Gleichungen . Die zugehörigen invarianten
Hyperflächen im 2N-dimensionalen Phasenraum dynamischer Systeme mit N Freiheitsgra-
den haben, je nach Dimension der Hyperfläche im Wirkungsraum, Dimensionen zwischen
N -- 1 und 2N - 1 . Sie können daher, unabhängig von der Zahl der Freiheitsgrade, Barrieren
für den Phasenraumfiufi bilden (dies ist KAM-Torf nur in Systemen mit zwei Freiheitsgra-
den möglich). Auf solchen aus nichtregulären Tori bestehenden Barrieren - das sind also
(2N - 1)-dimensionale invariante Hyperflächen - treten in Systemen mit mehr als zwei Frei-
heitsgraden zwar aperiodische Attraktoren auf, aber nie chaotische . Auf den invarianten
Hyperflächen geringerer Dimension, welche aus nichtregulären Tori bestehen, findet man hin-
gegen in der Regel auch chaotische Attraktoren . Auf (2N - 2)-dimensionalen Hyperflächen,
die sich aus nichtregulären (bzw . chaotischen) Tori zusammensetzen, kommen etwa, neben
vielen anderen, beispielsweise auch alle in eindimensionalen, periodisch oder quasiperiodisch
getriebenen Oszillatorsystemen auftretenden Attraktoren vor - z .B . die seltsamen Attrakto-
ren des Duffing-Osziilators [Ued79, Sch86].

Barrieren aus ~ gulären Tori treten auch in der nichtrelativistischen Bewegungur.° .. g gela-
dener Einzelteilchen auf, wenn man räumlich periodische Vektorpotentiale konstanter Rich-
tung betrachtet, und ebenso auf (2N-2)-dimensionalen invarianten Hyperflächen, wenn man
zwei solche Vektorpotentiale linear superponiert . Falls N > 3 ist, mull man allerdings zeitlich
periodische (N = 4) oder quasiperiodische (N > 4) elektromagnetische Felder zulassen . Die
Zahl "nicht-trivialer" Gleichungen (s .o .) kann aber nicht größer als drei sein, und nichtlineare
Störterme sind ausgeschlossen . Immerhin können auf diese Weise (wenigstens prinzipiell) alle
in dieser Arbeit numerisch untersuchten Systeme realisiert werden.

Während wir im dritten Kapitel bereits zu Anfang ein allgemeines Verfahren einführen,
welches die Angabe von isolierten nichtregulären Tori mit beliebig vorgegebenen Attrakto-
ren autonomer dissipativer Systeme erlaubt, wird die Analyse der Bewegung auf nichtre-
gulären Barriere-Tore und solchen, die invariante Hyperflächen geringerer Dimension bilden,
zunächst lediglich fallbezogen durchgeführt, d .h . ohne Rückgriff auf ein solches allgemeines
Verfahren . Die Erweiterung des zur Untersuchung isolierter Tori eingeführten Verfahrens auf
nicht-autonome Systeme mit periodischer oder quasiperiodischer Zeitabhängigkeit wird abet

am Ende des Kapitels nachgeholt .
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Abschließend wird im fünften Kapitel

o durch die Untersuchung des Flusses in der Umgebung nichtregulärer Tori der Ein-
fluß der Poincare-Invarianten, und besonders des Liouvilleschen Gesetzes, auf die Be-
wegung außerhalb dieser Tori demonstriert (dissipative Bewegung auf Tori muß durch
antidissipative in deren Umgebung kompensiert werden, und umgekehrt);

® eine Würdigung anderer Studien der Bewegung auf nichtregulären Tori vorgenommen
und insbesondre gezeigt, daß diese stets einen ganz anderen Aspekt behandeln als die
hier vorliegende Arbeit, nämlich den Fall kleiner Störung bzw . schwacher Kopplung -
und auch diesen mehr im Hinblick auf dissipative Systeme (bekanntlich kann ein gegebe-
ner Torus eines dissipativen Systems aber stets in ein Hamiltonsches System eingebettet
werden, vgl . Kap.5 .2 .);

® ein kurzer Uberblick über die hier durchgeführten Untersuchungen der Bewegung auf
nichtregulären und chaotischen Tori gegeben und anschließend diskutiert, inwieweit
die zugehörigen Systeme sich im Rahmen des elektromagnetischen Modells (prinzipiell)
realisieren lassen . Die Arbeit schließt mit einem Ausblick auf noch offene Fragen.

Anhang A enthält einige ausführlichere Anmerkungen und die Diskussion der beim Fix-
punktproblem im dritten Kapitel auftretenden kubischen Gleichungen . Im Anhang B wird
das KAM-Verfahren diskutiert und auf das Problem der Reduktion nichtregulärer Tori auf
reguläre angewandt (im zweiten Kapitel wurde ja lediglich der Fall spezieller isolierter Tori
untersucht) . Der Anhang C schließlich dient der Präsentation einer Fallstudie integrabler
Bewegung auf nichtregulären 2-Tori .
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Kapitel 2

Tori in Hamiltonschen Systemen

Die meisten Hamiltonschen Systeme sind nicht integrabel [Sie4l, Sie54] . 1 Verläßliche Aussa-
gen Fiber ihr Langzeitverhalten sind daher nicht möglich . Integrabel (d .h. für alle möglichen
Anfangsbedingungen lösbar) sind Hamiltonsehe Systeme, bei denen die Zahl unabhth giger

Erhaltungsgrößen mit vertauschendem Poissonklammern t mindestens ebenso groß ist wie die
der Freiheitsgraden 5 In integrablen Hamiltonschen Systemen mit N Freiheitsgraden verlaufen
die Trajektorien auf invarianten N-dimensionalen Mannigfaltigkeiten f im 2N-dimensionalen
Phasenraum. Bei gebundener Bewegung sind diese Mannigfaltigkeiten diffeomorph den N-

Tori . In fast-integrablen Systemen - die sich von den integrablen nur durch eine genügend
kleine Störung unterscheiden - bleibt ein großer Teil dieser invarianten Tori j" erhalten, und
der Fluß auf ihnen ist weiterhin integrabel ."

Umgekehrt muß die Bewegung auf Hamiltonschen Toni !! aber keineswegs un bedingt in=
tegrabel sein . In diesem Kapitel wird zunächst die reguläre Bewegung auf invarianten Tori
in integrablen oder fast-integrablen Hamiltonschen Systemen betrachtet . Diese Betrachtung
legt eine Modifikation des Störanteils der Hamiltonfunktion fast-integrabler Hamiltonse er
Systeme nahe, die auf Systeme führt, denen Trajektorien in der Regel selbst dann nicht in-
tegrabel sind, wenn sie auf invarianten Tori verlaufen . Im zweiten Abschnitt des Kapitels

tVgl . Anhang ,_ . >?tegr b tät (Lösbarkeit) wird auf Seite 2 definiert.

°vgl. Anhang A .Q
Quantenmechanisch korrespondieren den Poissonklammern Kommutatorbeziehungen . Einem klas-

sischen System mit N vertauschenden Erhaltungsgrößen entspricht daher quantenmechanisch ein En-
semble von Systemen mit einem vollständigen Satz vertauschender Observabler .- Streng genornim-nen

sind diese Bedingungen nur hinreichend zur Sicherung der Integrabilität eines Hamiltonschen Systems.
Allerdings sind keine Gegenbeispiele bekannt, d .h . alle bekannten integrablen Hamiltonschen Systeme

besitzen einen vollständigen Satz unabhängiger und vertauschender Erhaltungsgrößen [Ber78].
'Invariante Mannigfaltigkeiten werden auf Seite 4 definiert . (Zu Mannigfaltigkeit -b Anhang A .5 .)

I1 bzw. invarianten N-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im 2N-dimensionalen Phasenraum
"Diese Aussage über fast-int egrable Hamiltonsche Systeme ist Gegenstand der sogenannten KAM-

Theorie (~ Anhang B) . Gute Übersichtsdarstellungen der Bewegung in integrablen und nicht-

integrablen Hamiltonschen Systemen findet man bei Berry [Ber78] und Heileman [He184] . Eine stärker

mathematisch orientierte Ubersicht stammt von Percival [Per85] . Einen strikten Beweis aller hier wie-

dergegebenen Aussagen über integrable Hamiltonsche Systeme gibt z.B . Arnol'd [Arn7S, §49f.].
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demonstrieren wir, daß die nichtrelativistische Bewegung geladener Einzelteilchen - etwa eines
Elektrons - in räumlich periodischen elektromagnetischen Feldern auf solchen nichtregulären
Hamiltonschen Tori verlaufen kann, wenn das elektrische Feld die gleiche räumliche Periodi-
zität aufweist wie das magnetische und einen bestimmten Teil der magnetischen Kraftwirkung
kompensiert . Im dritten Abschnitt wird gezeigt, daß

o die Bewegung auf nichtregulären Tori in der Regel dissipativ ist;

o die Poincare-Invarianten auf diesen Tori stets verschwinden (ihr Wert also konstant
ist), was insbesondre die Erhaltung des Phasenraumvolumens (Liouvillesches Gesetz)
garantiert;

• zu jedem Zeitpunkt die über den ganzen Torus Bemittelte relative Anderung des spe-
zifischen Torusvolumens verschwindet (während in dissipativen Systemen die entspre-
chende Größe überall negativ sein kann !).

Im Fall schwacher Störungen können nichtreguläre Tori eventuell durch eine kanonische
Transformationt auf reguläre zurückgeführt ("regularisiert") werden . Zum Abschluß des
zweiten Kapitels diskutieren wir den Fall eines nichtregulären Torus', für den sich die Trans-
formation auf einen KAM-Torus explizit - und ohne Rückgriff auf den KAM-Formalismus -
durchführen läßt (und geben nebenbei die elektromagnetischen Potentiale an, in welchen
die nichtrelativistische Bewegung eines Elektrons mit dem passenden Impuls - in geeigne-
ten Koordinaten - auf diesem Torus stattfindet). Die Diskussion dieses Falles demonstriert
beispielhaft, daß hinreichend irrationale Windungszahlverhältnisse für die Konvergenz der
Transformation notwendig sind, und daß diese Forderung die Stärke der Störungen begrenzt,
für die eine solche Transformation durchführbar ist (starke Störungen führen nämlich zum
Verschwinden einiger oder sogar aller Windungszahlen) . Die Untersuchung des allgemeinen
Falles mit dem KAM-Verfahren wird im Anhang B .4 durchgeführt.

2®1 Reguläre und nichtreguläre Tori

In integrablen Bamiltonschen Systemen kann man immer eine Transformation von den ur-
sprünglichen auf sogenannte Wirkungs-Winkel-Variable (T 9 ) finden (vgl. Kap .l). Diese
zeichnen sich dadurch aus, daß die Hamiltonfunktion nur von den Wirkungsvariablen
I abhängt und daß die Relation zwischen den ursprünglichen und den Wirkungs-Winkel-
Koordinaten 21r-periodisch in den neuen Winkelvariablen ist (Liouvüllesches Theorem, siehe
Arnold [Arn78, §49f.]) . Die Bewegungsgleichungen lauten daher

= ®
OHM

w(l) =

wobei der Punkt für die totale Ableitung nach der Zeit steht . Da die Wirkungen I ergo
Erhaltungsgrößen sind, besteht der 2N-dimensionale Phasenraum integrabler Hamiltonscher

1 vgl . Anhang A .0

(2 .1)
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Systeme mit N Freiheitsgraden strukturell aus einer Schichtung invarianter N-Tori t , die je-

weils einem der erhaltenen Wirkungsvektoren I zugeordnet sind . Die Bewegung auf diesen

invarianten Tori läßt sich durch triviale Integration der Bewegungsgleichungen (2 .1) vorher-

sagen.

In fast-integrablen Systemen - die sich wie gesagt von einem integrablen nur durch eine

genügend kleine Störung unterscheiden - bleibt ein großer Teil der invarianten Tori (genauer

gesagt, eine Menge von endlichem Maß) erhalten, und der Fluß auf ihnen ist weiterhin inte-

grabel. Nach ihren Entdeckern Kolmogorov, Arnol'd und Moser bezeichnet man diese Tori

kurz als IMAM-Tori . t Wenn die Hamiltonfunktion eine analytische Funktion ihrer Variablen

ist, so nimmt sie in der Nachbarschaft eines solchen KAM-Torus - in geeigneten Wirkungs-

Winkel-Variablen - die folgende Form an:

H = Ho(I) -

	

( .Ti - Io,i)h ii,j

	

Io,i)

	

(2 .2)
i,,7=1

Nur dann haben die Bewegungsgleichungen auf dem hier betrachteten KAM-Torus zum Wert

I = .Io nämlich wieder die obige Form:

1 ~Io =

	

0

~Io = 4-'0(10) _

Die Komponenten des Frequenzvektors r,'o sind offenbar mit den in (1 .1) definierten Win-

dungszahlen identisch. Wie im Kapitel 1 plausibel gemacht wurde, existieren KAM-Torf

nur für hinreichend irrationale Windungszahlverhältnisse . § Alle anderen Tori des integrablen

Klein für infinitesimale Werte des Störpa-rameters verschwinden aufgrund von Resonanzen s~-ii

	

Inf . .av .,,,ba,= .~.,.,

	

r~

rameters e.
Für große Störungen geht die Integrabilität völlig verloren, die KAM-Torf "brechen auf".

Trotzdem kann es in solchen Hamiltonschen Systemen

	

invariante

	

Wir setzenlllil.d! invariante Tviori geben.
der Einfachheit halber voraus, daß die betrachteten Hamiltonfunktionen in der Umgebung
von Tori analytisch von (I, sP) abhängen . Dann nehmen diese Hamiltonfunktionen in der

TJmgebun g solcher Tori folgende Form an : ll

H = Ho(l) + ~(I - Io) ' ~(I 9 4,)

	

(2 .4)

t ffir gebundene Bewegung (--a Arnol'd, aaO .) oder periodische Systeme (vgl . das Beispiel des rotie-

renden Pendels bei Arnol'd, aaO ., sowie das im folgenden Abschnitt vorgestellte Modellsystem) . Im

allgemeinen Fall handelt es sich um eine Schichtung invarianter N-dimensionaler Mannigfaltigkeiten,
die nicht die topologischen Eigenschaften von Tori haben, vgl . wiederum Arnol 'd, aaO.

*siehe Anhang B ; zu Quellenangaben speziell Anhang B .3.
Die exakte Formulierung dieser Bedingung findet sich im Anhang BA, wo auch der Zusammenhang

mit dem klassischen Problem der kleinen Nenner aufgezeigt wird.
g sofern es sich um im Phasen- bzw. Wirkungsraum isolierte Tori handelt . Im vierten Kapitel

werden invariante Hypernachen eingeführt, welche aus Tori bestehen, die nicht vom KAM-Typ sind.

Diese Tori haben ebenfalls die wesentlichen der in diesem Kapitel besprochenen Eigenschaften (s .u .;

d .h. der Fluß auf ihnen ist i .a . kompressibel, in einigen Fällen gelingt eine Rückführung auf KAM-

Tori, und sie treten in der Bewegung geladener Einzelteilchen in gewissen räumlich periodischen

elektromagnetischen Feldern auf) .

8IIo(I)

	

(2 .3)

~Io
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Für die Wirkungen ergibt sich (wie erforderlich) I}o = O . Ho ist der integrable Teil der
Hamiltonfunktion, ein dimensionsloser Parameter und G eine vektorwextige Funktion der
Größenordnung eins, die 2ir-periodisch in den Winkeln ist (und analytisch gemäß unserer
generellen Voraussetzung, ansonsten aber beliebig) . l Die Bewegung auf solchen invarianten
Tori genügt den Bewegungsgleichungen

0110 = wo(o) + alG(I0, )

	

(2 .5)

und ist im allgemeinen nicht integrabel, da von G im wesentlichen nur 2r-Periodizität in den
Winkeln gefordert wird . Wir bezeichnen diese invarianten Tori als nichtreguläre Tori - im
Gegensatz zu den regulären Tori, in deren Umgebung die Hamiltonfunktion die Form (2 .2)
mit > 0 annimmt.

2•2 Bewegung eines Elektrons auf nichtregulhren Tori

Bevor wir uns weiter mit den Eigenschaften nichtregulärer Tori in Hamiltonschen Systemen
beschäftigen zeigen wir zunächst, daß die nichtrelativistische Bewegung geladener Einzelteil-
chen in räumlich periodischen Feldern unter gewissen Bedingungen auf solchen Tori verläuft.

Die Bewegung geladener Einzelteilchen in elektromagnetischen Feldern kann durch eine
Hamiltonfunktion beschrieben werden . Bei nichtrelativistischer Bewegung ist diese für ein
Teilchen der Masse m und der Ladung e - etwa ein Elektron der Ladung e = - eo - in
MKS-Einheiten als Funktion der kartesischen Ortskoordinaten r und des zu diesen kanonisch
konjugierten Impulses

P - m.r' + eA(r, $)

	

(2 .6)

durch
z

H( ', a°, i) =
2an

(p - eA(r,

	

+ e 0(r , t)

	

(2 .7)

gegeben. A steht für das magnetische Vektorpotential, für das elektrische Potential . Im
Anhang A.1 wird gezeigt, daß diese Hamiltonfunktion auf die nichtrelativistische Lorentzglei-
ehung führt, und ferner, [la]t_n) sie t~

"eieb i -aziant" ist . Letzteres bedeutet, daß eine kanonischeaLn~aeuro

Transformation angegeben werden kann, welche die Hamiltonfunktion (2 .7) forminv_riant
läßt und gleichzeitig eine E ichtransformation der elektromagnetischen Potentiale bewirkt .'
Die transformierte Hamiltonfunktion hängt also in gleicher Weise vorn transformierten kano-
nischen Impuls und den umgeeichten elektromagnetischen Potentialen ab wie die Hamilton-
funktion (2.7) von P bzw . A und .

Die Hamiltonfunktion (2 .7) läßt sich folgendermaßen umformen:

H = ~m - ~ (P - Po) •A+ (A2
2an- ~Po • A+ e0)

	

(2.8)
2

tAusgeschlossen werden natürlich winkelunabhängige Vektorfunktionen G.
*Dem Anhang A .1 sind der Vollständigkeit halber außerdem noch die Zusammenhänge zwischen

den Potentialen einerseits und den Feldern sowie den Strom- und Ladungsverteilungen andererseits

zu entnehmen.
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Der impulsunabhängige Term läßt sich natürlich durch das folgende elektrische Potential stets
zum Verschwinden bringen :

Po °A(r ,i)

	

e

	

20(r, t) = .,	
M

	

2m
A (7 10

Die Bewegungsgleichungen eines geladenen Teilchens mit dem Impuls P = Po lauten dann

l P0 = € l , # 1P° =
0 -

~.p

	

14.(r° .i)

Falls die Ortsabhängigkeit des magnetischen Vektorpotentials periodisch ist . gibt es drei linear
unabhängige Vektoren ri=1,2,3, für die gilt

A(r + 7'0 = A.(?) , 2= 1, 2 .3

	

(2 .11)

Im Folgenden wählen wir stets*

Ti = (xo, 0, 0)

	

r°2 = (0, yo, 0) ,

	

r'a = (0, 0, zo)

	

(2 .12)

Wir zeigen nun, daß die Bewegung geladener Einzelteilchen in räumlich periodischen
elektromagnetischen Feldern auf nichtregulären Tori erfolgt - d .h ., daß die Hamiltonfunktion
(2.8) die Form (2 .4) annimmt -, wenn die Teilchen den kanonischen Impuls P _ Po haben und
ein durch die Beziehung (2 .9) gegebenes elektrisches Potential einen Teil der magnetischen
Kraftwirkung kompensiert . Dazu skalieren wir die Ortsvariablen folgendermaßen:

0 =2ar(x If- -L)j

	

(2 .13)zo'yo'zo i

Die zu diesen Winkelvariablen kanonisch konjugierten Wirkungen sind offensichtlich* . die fol-
genden :

(2 .10)

~
=

2ar (~0~x yoPy ' zol')

in :, . Yl

	

1a S. Lk '

	

l2 Q1 Y~ 19 0111JLG 1aLLLJ16o1Lllunvivn l ' /

	

\ ' . l

a
H= m -~(P - Po}•~.

nimmt in diesen Koordinaten folgende Form an:

(2 .14)

(2 .15)

A?r( r '(0 )) Az(r'(0)))

yo

	

: zo .

	

I 2 .16)

	

2~2 (12 12 ~ ~ ~

	

2;
e

( s - Ro)
('4x(r°(0))

	

= m
~ zo yo zo

	

m

	

\,

snit 'r() = 2ar (xo'll, yo 11z, zo43)

*Die Beschränkung auf kubische Basiszeilen ist natürlich nicht notwendig, aber im Rahmen dieser

Arbeit werden andere nicht benötigt (vgl. aber Kap .5 .3).
*Nur auf diese Weise lassen sich die fundamentalen Poissonklanunern erfüllen (zu diesen vgl. An-

hang A.0) .
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Die transformierte Hamiltonfunktion hängt also in der Tat 27r- periodisch von den Winkelko-
ordinaten (2 .13) ab. Führt man nun die Frequenz

47r 2	12 I3 ~wo(l)	
m

(
2 ~ z©

2 [
xo $~o

und das Vektorfeld

e 2 (A.z(r'(0)) Ay(r()) lfz(i'(0)))
G( cl) = - ~ . -

	

(2 .18)

'71

	

ZO

	

Vo zo

ein, so folgt

II(~, 0') =

	

f wo,,(Ii)dIt + (I-10 ) .

	

(2 .19)
t-1

Die transformierte Hamiltonfunktion hat also tatsächlich die Form der Hamiltonfunktion
(2.4) . Der ungestörte (winkelunabhängige) Anteil hängt quadratisch von den Wirkungen
ab, der Störterm hingegen linear . Die Bewegung von geladener Einzelteilchen mit dem
kanonischen Impuls Po im System (2 .15) erfolgt also - in den obigen Wirkungs-Winkel-
Koordinaten - auf einem nichtregulären Torus . Die Hamiltonfunktionen (2 .19) und (2 .15)
sind allerdings - im Gegensatz zur allgemeinen Hamiltonfunktion (2 .7) - nicht eichinvari-
ant, da die Bedingung (2 .9) für das elektromagnetische Potential nicht eichinvariant ist . Das
bedeutet aber natürlich nicht, daß die Existenz nichtregulärer Tori von der Wahl der Ei-
chung abhinge . Die oben eingeführten Wirkungs-Winkel-Koordinaten sind aber nur für die
Eichung, in der das elektrische Potential eine Bedingung der Form (2 .9) erfüllt, "proble-
mangepaßt" in dem Sinn, daß die (invarianten) nichtregulären Tori durch feste Werte der
Wirkungen (2 .14) - also durch Invarianten -- charakterisiert werden und dementsprechend
die Winkelvariablen (2 .13) einen Satz von die Torusoberfläche parametrisierenden Winkeln
darstellen.

Es ist also, wenigstens prinzipiell, möglich, nichtreguläre Tori für die nichtrelativistische
Bewegung geladener Einzelteilchen im dreidimensionalen Raum zu präparieren, indem man
ein räumlich periodisches Magnetfeld aufbaut sowie ein dutch die Vorgabe des magnetischen
Vektorpotential gemäß der obigen Beziehung (2 .9) bestimmtes elektrisches Potential anlegt.
Im Vorgriff auf spätere Betrachtungen (im Kapitel 4) merken wir bereits an dieser Stelle
an, daß nichtreguläre Tori auch dann in der nichtrelativistischen Bewegung geladener Ein-
zelteilchen auftreten können, wenn die Felder zeitabhängig sind oder die Bewegung nur zwei
räumliche Freiheitsgrade hat, d .h . auf eine zweidimensionale Fläche beschränkt ist . Betrach-
ten wir etwa den Fall Az = 0 . Dann giltilt auf den nichtregulären Tori st3 = 2̀-z = tonst . Dies
impliziert z = 0, d .h. die Bewegung auf diesen Tori hat nur zwei räumliche Freiheitsgrade.
Im allgemeinen bedingt die Forderung Az = 0 übrigens keineswegs Bewegung auf einer zwei-
dimerLsiorLalen Flache Wenn das elektrische Potential nicht die Bedingung (2 .9) erfüllt, oder
auch außerhalb der hier betrachteten invarianten Tori, gilt nämlich z = 0 nur dann, wenn

OIL OA~ _Az = 0 und

		

00z
_

Oz

(2.17)

(2.20)
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2.3 Dissipativer Fluß auf nichtregulären Tori

Im Langzeitlimes ist die Bewegung auf nichtregulären Tori zumeist dissipativ . Zum Beweis
dieser Behauptung gehen wir von der Eontinuit .ts- oder L iouv lle-Gleichung t aus:

p-{- pvz•v =O

	

(2 .21)

Wie sonst auch steht der Punkt für die totale Ableitung nach der Zeit ; p ist eine Ensemble-
Dichte im Phasenraum der Variablen z, und v = ist die Phasenraumgeschwindigkeit . l
Diese Gleichung kann durch die Einführung des spezifischen Phasenraumvolumens

(2.22)

wie folgt umformuliert werden :

Az

	

_ ®z • v

	

(2 .23)

Die Divergenz der Phasenraumgeschwindigkeit ist demnach gleich der relativen Änderung des
spezifischen Phasenraumvolumens pro Zeit . § Setzt man (für v) die Hamiltonschen Gleichun-
gen in diese Beziehung ein, so findet man

Az _ Vz • v = Vp + Vq • _ Vp (-VqH) + Vq • VpH = O

	

(2.24)

Der Fluß in Phasenraum Hamiltonscher Systeme ist also volumenerhaltend oder inkompres-
sibel (Liouvillesches Gesetz) . Dieses Theorem verbietet jedoch keineswegs dissipative Bewe-
gung auf (niederdimensionalen I) Hyperlächen im Phasenraum . Im N-dimensionalen Raum
der Winkel beispielsweise kann

Tr
-
T~

=A~ W. ~ ®~ • ~

~

(2 .25)

durchaus nichtverschwindende Werte annehmen . Bei der Betrachtung der Bewegung auf
nichtregulären Tori - welche der obigen Bewegungsgleichung (2 .5) genügt - findet man,
daß die relative Anderung des epezi{isch.en Toru$volumens durch

A4 [ 1o=

	

• j~o = r~ ® • G(Io, 0)

	

(2 .26)

gegeben ist . Natürlich kann man ohne weiteres Vektorfelder G(1o, ) angeben, welche in den
Winkeln 2r- p eriodisch sind, und deren Divergenz bezüglich der Winkel nicht verschwindet.

Der Liouvillesche Erhaltungssatz ist nur ein Spezialfall einer Klasse von Erhaltungsgrößen,
die von Poincare eingeführt und Integralinvarianten genannt wurden [Whi37, §111] . Diese

t Zu dieser vgl . [LL79, §3] oder [Jac89, Anhang C].
ILn Hamiltonschen Systemen sind die Variablen also die Orte und Impulse bzw. die Winkel und

Wirkungen. Zur Phasenraumgeschwindigkeit v vgl. die Bemerkungen zum Hamiltonschen Fl-„ irr

Anhang A.O.
i Shaw [Shall[ spricht - in Bezug auf dissipative Systeme - von "comoving contraction rate " oder

von "Lie derivative with respect to the volume element".

5Bei Whittaker, aaO ., findet sich auch das Zitat der Originalarbeit von Poincare.
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Poincare-Invarianten	 J2N sind definiert durch [Arn78, Go163]

J2k =

	

dp i1 A . . . A dpti k A dge l A . . . A dgti k , 21 < . . . < 2k & i i<k E l	 N}

S

	

(2.27)

	

T,

	

dpi1 . . .
dpik .

dg i 1 • . . . • dq~ k

j 1 < . . .<3kCN

wobei S eine beliebige 2k-dimensionale Fläche im 2N-dimensionalen Phasenraum der kano-
nischen Koordinaten (p, el) ist . Die integrale Formulierung des Liouvilleschen Gesetzes ist in
(2 .27) für k = N enthalten . Auf Tori hat man zu ersetzen

(2 .28)

Da nun auf einem einzelnen invarianten Torus dlj = 0 gilt, ist die Erhaltung der Poin-
care-Invarianten durch den Fluß auf invarianten Tori txivialerweise gegeben . Wegen ihres
identischen Verschwindens auf invarianten Tori haben sie keinen Einfluß auf die Bewegung
dolt.

Die 2-z-Periodizität der Vektorfelder G(1 0 , 0) - bzw. ganz allgemein der Bewegungsglei-
chungen auf Tori - garantiert jedoch, daß die zu einem gegebenen Zeitpunkt über den ganzen
Torus gemittelte relative Änderung des spezifischen Volumens verschwindet (wie dutch Ein-
setzen der Fourierentwicklung für G(1 0 ,0) leicht zu überprüfen ist):

dA'~ _
N

iA45

	

aGk(la, ~) d
A'~ oI~o

	

~~

	

a ,.T) k
k _,

Im Mittel verschwindet also die relative Änderung des spezifischen Torusvolumens . Gleich-
wohl ist das Langzeitverhalten des Flusses auf nichtregulären Tori bei hinreichender Stärke
der Störung (d .h . für ?J ? 1) für fast alle Anfangsbedingungen (bzw . Trajektorien) dissipativ,
da Regionen, in denen > 0 gilt, rasch verlassen werden . Die Anfangsbedingungen
mit antidissipativem Langzeitverhalten können auf nichtregulären Tori übrigens generell nur
das Maß Null haben (bzw. kein endliches N-dimensionales Volumen einnehmen), da letz-
teres (zeitlich) exponentiell divergieren würde (vgl . Kap.3 .4) . Dies widerspräche aber der
Erhaltung des endlichen Torusvolumens.

2®4 Ein Beispiel zur Rfiekfilhrung nicgtre,gulLrer Tori auf re-

guiare

Für kleine Werte von 71 kann man natürlich ganz allgemein versuchen, eine zeitunabhängige
kanonische Transformation zu finden, welche den in I - 10 linearen Term der Hamilton-
funktion (2 .4) beseitigt, scheinbar nichtreguläre Tori also als reguläre entlarvt . Störungs-
theoretische Betrachtungen, die von Arnold [Arn6l, Arn83] und Herman [Her79] angestellt
wurden, führen auf Probleme mit kleinen Nennern von der gleichen Art wie in der klassischen
Störungstheorie ..(s .u . sowie besonders Kap .5 .2 und Anhang B .3) . Umgekehrt liegen, wiederum

(2 .29)
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für kleine Störungen . erste numerische [GOYS3, GOY85] und analytische [KMG89, BGK9I1
Untersuchungen der Bewegungen auf nicht regularisierbaren Tori vor (- ; Kap.5 .2).

Das Problem läßt sich also wie folgt formulieren : Unter welchen Bedingungen ist in dem

Hamiltonschen System t

H = Ho(I) -i- ~(I - . o) - Bp(I, )

	

(2 .30)

die Bewegung auf dem Torus bei I _ o quasiperiodisch l , der Torus also ein KAM-Torus?

Natürlich handelt es sich genau dann um einen KAM-Torus, wenn bei der Anwendung der
KAM-Störungsrechnung auf die Hamiltonfunktion (2 .30) die transformierten Koordinaten an

der Stelle, die I = Io entspricht, Bewegungsgleichungen von der Form (2 .3) genügen. Der

allgemeine Fall wird im Anhang B .4 behandelt . An dieser Stelle genügt die Untersuchung

eines Beispiels . denn dieses läßt bereits erkennen, in welcher Weise große Störungen oder
Resonanzen die angestrebte Reduktion der Hamiltonfunktion (2 .30) auf die KAM-Form (2 .2)

verhindern, ohne daß auf den zur Durchführung des KAM-Verfahrens nötigen Formalismus

zurückgegriffen werden müßte.

Nichtreguläre Tori mit fester Richtung der Winkel-Geschwindigkeit

Zunächst zerlegen wir den Störterm der Hamiltonfunktion (2 .30) in einen winkelgemittelten

Anteil und den echt winkelabhängigen Restterm

B ( ° ) (I, ) = Bp(l, ) - (B,(1,)4

Die Bewegungsgleichung für die Winkelvariablen

= wo(l) +

nimmt nach Einführung der winkelgemittelten + rPn91Pn'J.~nimmtL1d11V dlQ.l.il dJddlbbLbtb ;L~, a. .a i•absisv.a~i.easavva.o-~+•

	

+ .+~~~-~~

no(l) = (~ )

folgende

	

.Form ääs,

_ fo(I) + e (°)(I, )

	

(2 .34)

Wir beschränken unsere Betrachtungen nun auf Systeme, für die an der Stelle . = Jo

(2 .31)

(2.32)

( 2 .33 )

B(°)(Io, = no(lo) b (fl (2.35)

IStatt des Parameters r, in (2 .4) benutzen wir in diesem Abschnitt e, da der winkelabhängige

"Störterm" - wie sich herausstellen wird - klein sein muß . Da e üblicherweise dimensionslos ist,

verwenden wir Bp statt des sonst benutzten Symbols G . Der Index p (perturbation) dient nur zur

Unterscheidung dieser Größe von Magnetfeldern (die Verwendung des Buchstabens B wird durch die

Anwendung des Kolmogorov-Verfahrens im Anhang B.4 nahegelegt).

d.h . durch N rational unabhängige Basisfrequenzen vollständig zu beschreiben ; eine Funktion

sP(i) heißt quasiperiodisch, wenn man sie in der Form O'(t) = F(wit, . . .,UNt) schreiben kann, wobei

F(xi , . . . , xN) eine stetige und und 2w-periodische Funktion der Variablen x i= 1 	 N ist [Mos66].
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gilt . Die Bewegung auf dem nichtregulären Torus bei I = 1 0 wird dann durch die Gleichung

st. 1-10 = 0o(Io) \\\(1 - eb( ))

	

(2 .36)

beschrieben . Die Vektor der Winkel-Geschwindigkeit ist also stets parallel zu einer festen
Achse, nur der Betrag und, bezogen auf diese Achse, das Vorzeichen der Geschwindigkeit
variieren.

0 Beispiel : Bewegung eines Elektrons auf einem solchen Torus

Bei der nichtrelativistischen Bewegung eines Elektrons in stationären und räumlich periodi-
schen Feldern, die von einem räumlich periodischen Vektorpotential konstanter Richtung

A (r) = aA(r) mit A (S' + i°i=1 , 2 ,3) = A(9°) ,
r°i=1,2,3 aus (2 .12)

und einem elektrischen Potential herrühren, welches der Beziehung (2 .9) genügt, nimmt die
Hamiltonfunktion (2 .15) folgende Form an:

2
H(P, r) = - - - (P - Po) • a A(r)

	

(2 .38)
2m m

Als Funktion der oben eingeführten Winkeln (2 .13) und Wirkungen I (2 .14) gilt

H(I,

	

=

	

I wo,i(li)dli + (I - 10) • ~ 9(~)

	

(2 .39)

mit
1 , a2

,X31
und 9(

45
) -

ea
m .

2r
-(r ( ))

o ?J o zo

	

i
sowie

	

-() aus (2 .16) und 44' 0 (1) aus (2.17)

Nun zerlegen wir wiederum den Störterm der Hamiltonfunktion (2 .39) in einen winkelgemit-
telten Anteil und einen echt winkelabhängigen Restterm

9~ °3 ( ) = 9( ) - (9()6

	

(2 .41)

Wenn wir wie oben die winkelgemittelte Frequenz (2 .33) einführen, gelangen wir zu folgenden
Bewegungsgleichungen :

(2 .42)

Diese sind von der gleichen Form wie die obigen Bewegungsgleichungen (2 .34) . Falls der
Vektor ex parallel zum Frequenzvektor Slo(Io) ist, können wir den zweiten Term auf der
rechten Gleichungsseite folgendermaßen schreiben:

-g,(0)(,) _ Ef1o(Io)b(sP)

	

(2 .43)

Hierin sind e und b dimensionslos . Die Bewegungsgleichungen auf dem Torus bei I _ Io sind
demnach in. diesem Fall genau von der Form (2 .36) .

	

0

(2.37)

(2 .40)

= 0o(1) + net
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Die regularisierende Trantsformatiozn i

Gesucht ist eine Transformation auf Wirkungs-Winkel-Variable (I, ), die den invarianten
Torus bei I = Ia erhält und die Bewegungsgleichung (2 .36) auf diesem in die Form (2 .3)
überführt . In den neuen Wirkungs-Winkel-Variablen soli also Folgendes gelten:

1 11=10 =0 (2 .44)

11-zo = (1

Da die Transformation natürlich die raumfeste Richtung des Winkel-Geschwindigkeitsvektors
nicht ändern kann, murr gelten

0 = 7f)o( . o)

	

(2 .45)

d.h . die Windungszahlen auf dem gesuchten KAM-Torus sind den Komponenten des Fre-
quenzvektors flo(ao) proportional . Die Windungszahlverhältnisse auf dem vorgegebenen in-

varianten Torus bei I = lo sind also von vornherein bekannt.
Mit der erzeugenden Transformation

S (I,) = ° -i- (I - Io) °Y(f)

	

(2 .46)

ergibt sich (vgl . Anhang A .0)

I + (I - T-01;
(2 .47)

= 45 +E

Y(°') muß eine 27r-periodische Funktion von sP sein, denn nur dann sind die neuen Variablen
wieder Wirkungs-Winkel-Variable (vgl . Seite 63) . Da

=I

	

I I1 .-10 =0 ( 2 .43)~ T_ S..
-a -'L U

erhält die Transformation den invarianten Torus . Mit dem Ansatz

Y(fl _ f2fl( ro)Y()

und der Notation
g-2 0(lo) = f7o

	

(2.50)

folgt

II=1o = ~ ~ ~-go -+- Efloy(fl

= f?o (1 + Eb(0)) + e0o
0
;Do (1 -+- eb())

	

(2 .51)

D (1 +Eb( )) 1 -E(0o•0~)y()l

*Es besteht kein Zusammenhang mit der "regularisierenden Transformation" im Dreikörperproblem

(zu dieser vgl . [Whi37, §169] oder [Sie56, §7]).

*Das ist im allgemeinen natürlich nicht der Fall . Das KAM-Verfahren umgeht dieses Problem durch

die Suche nach einem Torus zu vorgegebenen Windungszahlen.

( 2 .49 )
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Da andererseits
= 700

	

(2 .52)

gefordert ist . ergibt sich

b(f) + [1 + eb(j] (Do •

	

) y( ) + 1 E 7

	

(2 .53)

Nach einer Fouriertransformation verwandelt sich diese Gleichung in eine Bestimmungsglei-

chung für die Fourierkoeffizienten y �o und den winkelunabhängigen Term . Diesen können

wir daher mit dem 0-ten Fourierkoef izienten identifizieren

1 e7-Y-o=(y) t

und erhalten so die folgende Bestimmungsgleichung für y(s5):

b(f) + [1 + eb( )] (o ° o -) y(sP)
+ (y),T = 0

	

(2 .55)

(2 .54)

= (00 ° -)
84

ergibt sich unmittelbar die formale Lösung

Für die Größe
(2 .56)

_	 (y)z(45) - b()+
1+6(45 )

Dabei ist (y) durch die sich aus der Definition (2 .56) ergebende Bedingung (z),52-, - 0
festgelegt :

	 1	
(1 + Eb( )

Die formale Lösung für y(f) ergibt sich daraus und aus der Definitionsgleichung (2 .56):

e ,m d

= (y)~ - i

	

120 mmoo

Die formale Lösung ist natürlich nur dann eine gültige, wenn

.L) die Störung so klein ist, daß

1+ eb() 0 0

	

e 1 b( ,ffi) i< 1 }1-

tVgl. ggf. die ausführlichere Argumentation im Anhang B .4 . Damit ergibt sich übrigens für die

Wi dangszahlen

*Hierbei ist zu beachten, daß (b(45)) = 0 gilt (s .o .) .

(2.57)

	 b(~)	

~ 1 + eb(fl%5
- (2 .55)

/~
.u~~
~Pt.

~~

(2 .60)
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- sonst ist die formale Lösung (2 .60) für z() nicht definiert . Die Störung darf also

nicht so stark sein, daß der Fluß auf dem invarianten Torus Fixpunkte enthält . Das
liegt daran, daß der Fluß auf regulären Tori keine Fixpunkte enthält, und diese sich
auch durch kanonische Transformationen nicht beseitigen lassen [Arn83, §I0B];

2) die in (2 .59) auftretenden Nenner Qo Ara nicht verschwinden und auch für große Werte
von m nicht zu rasch abfallen, da sonst die Reihe divergiert (die exakte Formulierung
dieser Bedingung findet sich im Anhang B .1).

Für zu starke Störungen oder nicht genügend irrationale Windungszahlverhältnisse (d .i . nahe

von oder in Resonanzen) existiert also keine regularisierende Transformation . Das führt in
diesem einfachen Fall aber noch nicht zu chaotischem Verhalten, der Fluß auf dem hier
betrachteten nichtregulären Torus bleibt vielmehr stets integrabel im Sinne des auf Seite 2
definierten Integrabilitätsbegriffs, d .h . integrabel durch Quadratur . Die Bewegung verläuft

allerdings völlig anders als auf den Tori integrabler Systeme. Man findet z.B. periodische
Bewegung, deren Frequenz (anders als im KAM-Fall!) von den Anfangsbedingungen abhängt,
also keine durch die Wirkungen festgelegte Konstante ist (Näheres --s Anhang A.2).

Anmerkungen zum allgemeinen Fall

Wenn alle Komponenten der winkelgemittelten Frequenz 0 0 (2.33) von Null verschieden
sind, können im bislang betrachteten Spezialfall nicht einzelne Windungszahlen verschwinden,
sondern nur alle gleichzeitig . Das ist aber nicht typisch (generisch) . Im allgemeinen gibt es
vielmehr unterhalb der Schwelle, an der die Störung so stark wird, daß Fixpunkte existieren,
noch einen Bereich, in welchem aufgrund der Stärke der Störung

einzelne Windungszahlen verschwinden (ein solches Beispiel wird im Anhang B .4 auf

Seite 140 sowie im Anhang C .3 diskutiert), oder

die Limes-Bildung in der Definitionsgleichung für die Windungszahlen nicht
möglich ist - die Windungszahlverhältnisse variieren chaotisch (sogenanntes toroida-
les Chaos, vgl . Kap .5 .2 [BGK91]).

In diesem Bereich sind natürlich nicht alle Windungszahlverhältnisse hinreichend irrational,
d.h. die KAM-Bedingung (B .9) kann ebenfalls nicht erfüllt werden . Wir bezeichnen im Fol-
genden den Bereich des Störparameters, für den der Fluß auf einem Torus Fixpunkte enthält,
als "nichtregulären Bereich im engeren Sinne", und den Bereich, in dem aufgrund der Stärke
der Störung wenigstens eine Windungszahl verschwindet oder einige Windungszahlen nicht
definiert werden können . als "nichtregulären Bereich im weiteren Sinne".

In dem in diesem Abschnitt betrachteten Beispiel hängen zwar die Windungszahlen von
der Stärke der Störung ab, nicht aber die Windungszahlverhältnisse . Auch das ist im allge-
meinen nicht so, was dazu führt, daß normalerweise die Transformation eines vorgegebenen
invarianten Torus auf einen KAM-Torus nie in einem E-Intervall gelingt, sondern nur Punkt-

weise . Diese Punkte haben auf der E-Achse aber ein endliches Maß, welches mit e -> 0 gegen
1 'strebt (--§ `Anhang B .1) .
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Kapitel 3

Isolierte chaotische Tori

Wir wenden uns nun der Untersuchung der Bewegung auf im Phasen- bzw . Wirkungsraum
isolierten nichtregulären Tori zu, auf denen der Fluß - zumindestens für gewisse Werte des
Störparameters - seltsame Attraktoren enthält . Tori dieses Typs bezeichnen wir im Fol-
genden kurz als isolierte chaotische Tori.

Zunächst geben wir ein einfaches Verfahren an, welches auf Hamiltonsche Systeme mit
einem Torus bei einem (und nur diesem) Wert Io im Wirkungsraum führt, auf welchem der
Fluß im Limes i -fr cc nahe = 0 einen vorgegebenen seltsamen Attraktor enthält . Dieser
Grenzfall ist im Hamiltonschen System (2 .4) natürlich unphysikalisch, im System

H_ He(l) +--- ~o) • )

	

(3 .1)
~

aber keineswegs . Dort entspricht der Grenzfall = cc einer Hamiltonfunktion (2.4) ohne
ungestörten Term, d.h. mit Ho = 0 und i = I . Dieses System

H

	

- ~o) • G(I, if)

	

(3 .2)

bezeichnen wir naheliegenderweise als (reines) "Störsystem".
	Das

	

Verfahren bedingt Symmetrien des Flusses auf den (speziellen) chao-

	

tischen

	

vorgestellte F~VCEFÜuFLFCFI uecFas~gL ..rysEEiucussoic

	

~_r __,- ~

tischen Tori in Bezug auf die Fixpunkte und die Zeitumkeirtransformation, die anschließend
untersucht werden . Beispielsweise entspricht jedem Attraktor ein strukturell identischer Re-
peller (dd. ein Attraktor des zeitumgekehrten Flusses) . Fm dritten Abschnitt wird für den
Bereich des Störparameters n, in welchem stationäre Lösungen der Bewegungsgleichungen
(Fixpunkte) existieren, ein systematisches Verfahren zur Suche nach weiteren Attraktoren
entwickelt . Zur Charakterisierung von Attraktoren bietet sich die Berechnung der Ljapunov-
exponenten an. Daher werden deren Definition und Eigenschaften. sowie die gängige Methode
zu ihrer Berechnung referiert.

Nach dieser Vorbereitung untersuchen wir in den letzten beiden Abschnitten dieses : Ka-
pitels detailliert die Bewegung auf zwei verschiedenen chaotischen Tori, die jeweils . einen
wohlbekannten seltsamen Attraktor enthalten - im einen Fall den Rössler-Attraktor . im an-
deren den Lorenz-Attraktor . Wir betrachten m .a.W. zwei verschiedene Hamiltonsche Systeme
vom Typ (2 .4), wobei der Fluß . auf dem nichtregulären Torus im jeweiligen Störsystem nahe
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= Q die genannten seltsamen Attraktoren enthält . Wie wir schon im Kap .2 .3 gesehen

haben, kann die lokale Divergenzrate auf Tori - im Gegensatz zu dissipativen Systemen -
nicht überall negativ sein t , und deshalb muß sich der Fluß in anderen Regionen des Torus'
wesentlich von dem nahe des Ursprungs unterscheiden . Daher finden wir in den Störsystemen
sowohl Repeller als auch Punktattraktoren und Grenzzyklen, die in den dissipativen Syste-
men von Rössler und Lorenz nicht vorkommen. Der Fluß im vollständigen System (d .h. für

Ho(I) 0 0) unterscheidet sich bei großen Werten des Störparameters natürlich kaum von

dem im Störsystem . Bei relativ kleinen Werten von 71 - aber immer noch im "nichtregulären

Bereich", in dem Fixpunkte existieren - finden sich hingegen intermittente oder (meist) Pe-
riodenverdopplungsiibergänge von Grenzzyklen zu chaotischen Attraktoren, wenn j variiert

wird; Punktattraktoren werden zu "normalen" Fixpunkten oder verschwinden ins Komplexe,
um einem Grenzzyklen Platz zu machen . ..

3.1 Tori mit seltsamen Attraktoren autonomer Differential-

gleichungssysterne

Ausgangspunkt des Verfahrens kann jedes autonome System gewöhnlicher Differentialglei-
chungen erster Ordnung mit M Kontrollparametern

_,f( ;p1, . . .,pM)

	

(3 .3)

oder, in skalarer Notation,

ii = A(xj ;PT)

dliit 2, j

	

j cS1said :' ~{ l, -1'41j

sein, welches im N-dimensionalen Phasenraum der Variablen einen seltsamen Attraktor
endlicher Ausdehnung enthält .' Falls nötig werden die Variablen z - durch Ureskalierung
und/oder Nullpunktsverschiebung - so transformiert, daß der Attraktor nahe dem Ursprung
plaziert wird . Anschließend ersetzt man

f:(z. ;vv )

	

= f: (a sin( j ) ;v.

	

(3 .5)
'

	

- 1

wobei der neu eingeführte Parameter a dimensionslos ist . Auf diese Weise gelangt man zu

dem modifizierten System

= A (asin(-) ;Pr)

Wegen
lint a si.n(~ ) _ x

= ß

	

a
a

'Mit lokaler Divergenzrate ist hier Shaws "comoving contraction rate" im Winkelraum (2.26) ge-

meint . Diese kann zwar in dissipativen Systemen stellenweise positive Werte annehmen (-> [LLö3,
Kap.7 .1]), aber beispielsweise ist sie im dissipativen Lorenz-System (3 .55) ortsunabhängig, also überall

negativ. Auf Tori hingegen verschwindet stets ihr Mittelwert, vgl . Kap .2 .3.

Falls der Attraktor kein chaotischer ist, sondern etwa ein Grenzzyklus, ist der resultierende isolierte

Torus zwar ein nichtregulärer, aber möglicherweise kein chaotischer.
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ist das modifizierte System (3 .6) in diesem Limes offensichtlich mit dem ursprünglichen Sy-
stem (3 .4) identisch . Die rechte Seite Seite der Gleichung (3 .6) ist 2r-periodisch in den neuen
Variablen

I =_
a

und eine Variablensubstitution führt schließlich auf das System

(3.8)

~ f,(asin4k3 ;pp)a
(3.9)

Nun identifiziert man die rechte Seite dieses Gleichungssystems mit dem Vektorfeld G():

1
~(~) = - f(asin . .,asin41,N;pi, . . .,pm )

a

Dieses Vektorfeld ist offenbar 2r-periodisch in den Variablen . Wenn man es in die Bewe-
gungsgleichungen (2 .5) einsetzt, gelangt man zu folgenden Bewegungsgleichungen auf dem
Torus bei I =10 :

(3 .10)

= wo(lo) + ~f(asin~l, .,asin4~';pl,•••,PM) (3 .11)

An dieser Stelle führen wir eine skalierte Zeitvariable r = jt ein . In Bezug auf diese lauten
die Bewegungsgleichungen

wa( o) + f(asin411, . . .,asin gw ;p1, . . .,pm)
a

Zu einer Bewegungsgleichung der gleichen Form gelangen wir auch, wenn wir von einer Ha-
miltonfunktion der Form (3 .1) - statt wie bisher von einer der Form (2 .4) - ausgehen und
für das Vektorfeld G(g) die Beziehung (3 .10) einsetzen . Die Ableitung ist dann allerdings
bzgl . der unskalierten Zeitvariable t zu nehmen:

wo( .lo)

	

1
_

	

+-f(asin '1 1 , . . .,asin N ;pi, . . .,pM)

	

(3 .13)
a

Im Limes

( 3 .12)

•r

g =--4 0 und li-+rx
a

(3.14)

tendiert das System (3.13) gegen das ursprüngliche Differentialgleichungssystem (3 .3) . Ein
ursprungsnaher Attraktor des Systems (3 .3) wird deshalb in diesem Grenzfall an der gleichen
Stelle auch im System (3 .13) auftauchen. Für hinreichend große Werte von erwartet man
natürlich, diesen Attraktor auch im System (3 .12) in nur wenig modifizierter Form an der
gleichen Stelle wiederzufinden.

Die Bewegung im Grenzfall ;n = oc kann auch für endliche Werte von ?J - nämlich 7] = 1 -
realisiert werden, wenn IIo(Io) = 0, was wo(Io) = 0 impliziert . Die Bewegung im Störsystem
(3 .2) des liamiltonschen Systems (2 .4) tritt also bei endlichem .. tatsächlich auf, wenn

wo(o)=0 und

	

1

	

(3 .15)
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Der Grenzfall = 00 kann daher interpretiert werden als "Abschalten des ungestörten An-
teils" im System (3 .1), oder als der Fall "unendlich großer Störung" im System (2 .4), und
schließlich als Realisierung der Bewegung im Störsystem (3 .2) des Hamiltonschen Systems
(2 .4) durch die Parameterwerte (3 .15).

Unbeschadet der Übereinstimmung im Limes (3 .14) unterscheidet sich das System (3 .13)
vom ursprünglichen (3 .3) in verschiedener Hinsicht:

a Die 2i-Periodizität der rechten Seite von (3 .13) bedingt, daß (im besagten Grenzfall]
statt eines einzigen Attraktors ein unendlich ausgedehntes, N-dimensionales Gitter von
Attraktoren mit Gitterkonstanten 2rr in jeder Komponente von auftritt.

e Da die Existenz "dissipativer Regionen" (mit ',o< 0) diejenige von "antidissipati-
ven" nach sich zieht (-i Kap .2.3), wird sich das System (3 .13) weitab vom Ursprung
und seinen äquivalenten Versionen, also in einiger Entfernung von

	

=2zrk, ke .

	

(3 .16)

vom ursprünglichen System (3 .3) qualitativ unterscheiden . Da beide Systeme nur im
Grenzfall (3.14) zusammenfallen, wird ihr Verhalten auch in der Umgebung von (3 .16)
unterschiedlich sein, sofern i und/oder a kleine Werte annehmen.

Offenbar können aide in autonomen Systemen gewöhnlicher Diferentialgleichungen erster
Ordnung auftretenden - ggf. seltsamen - Attraktoren endlicher Ausdehnung auch auf (iso-
lierten) nichtregulären Tori vorkommen, wobei die Hamiltonschen Systeme, die solche Tori
enthalten, jeweils leicht mit dem hier vorgeführten Verfahren anzugeben sind.'

3.2 Symmetrien der Bewegung auf diesen chaotischen Tori

Die Bewegungsgleichungen (3 .12) bzw. (3.13) enthalten wegen

	

sinsd=sin(ir-- is )

	

(3 .17)

Symmetrien in Bezug auf die Fixpunktlösungen und die Zeitumkehrtransformation . l Bevor
wir uns der Betrachtung konkreter Beispiele zuwenden ist es ratsam, diese Symmetrien en

i Dieses Verfahren ist natiirlich in gleicher Weise auf Diff'e£entialgleichungssysteme mit beliebi-
ger Zeitabhängigkeit anwendbar, wenn man letztere bei der "Periodisierung" der übrigen Variablen
unverändert läßt . Im Spezialfall nicht-autonomer Systemen mit periodischer oder quasiperiodischer

Zeitabhängigkeit kann die explizite Zeitabhängigkeit - vor oder auch nach der "Periodisierrung" der

übrigen Variablen - durch die Einführung neuer Winkelvariabler eliminiert werden (-i Anhang A .0).

Das "Periodisierungsverfahren" führt dann auf Systeme mit nichtregulären Tori, die Teil einer aus
gleichartigen Tori zusammengesetzten invarianten Hyperfläche im Phasenraum sind (--) Kap .4 .7).

Die Behauptung, daß das Verfahren "stets funktioniert", muß allerdings wie folgt präzisiert werden:
Wenn die Parameter {p,} festgehalten werden, konvergieren die Ljapunovexponenten im Limes (3 .14)

gegen diejenigen des ursprünglichen Attraktors, sofern dieser strukturell stabil ist . Andernfalls kann

man Parameter {p,} finden, welche von a und i derart abhängen, daß die Ljapunovexponenten und
die {p i } in diesem Limes zu den für den ursprünglichen Attraktor gültigen Werten konvergieren.

Diese Symmetrien gelten teilweise auch für Bewegungsgleichungen, die mit Hilfe anderer "Peri-

odisierungsverfahren " hergeleitet wurden (- Anhang A .3).
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detail zu untersuchen, da man auf diese Weise einiges über das Verhalten weitab von (3 .16)
in Erfahrung bringen kann.

Fixpunkt-Symmetrien

Zunächst betrachten wir die stationären Lösungen der obigen Bewegungsgleichungen (3 .12)
bzw . (3 .13) auf dem chaotischen Torus . Falls wenigstens ein Fixpunkt existiert - und
jeder Fixpunkt des ursprünglichen Systems (3 .3) bedingt im Limes (3 .14) die Existenz eines
solchen Fixpunktes -, so folgt aus der Symmetrierelation (3 .17) die Existenz von 2 A' - 1
weiteren nicht-äquivalenten Fixpunkten t , sofern

,L,t

	

2+kw,kEZ für alle i=1, . . .,N

	

(3 .18)

da dann für alle Komponenten

	

-

	

gilt . t Mit der Notation

_ -

	

(3 .19)

kann jeder dieser 2N Fixpunkte durch N Bits [n i , . . . , nN] charakterisiert werden:

g[n,, . . .,nN]

	

und.

	

E (0 ;1}

	

(3 .20)

Damit die Bezeichnung eindeutig wird, ist allerdings noch eine weitere Festlegung nötig.
Naheliegenderweise identifizieren wir [0, 0, 0] mit dem ursprungsnächsten Fixpunkt.

Wo Fixpunkte der Bewegungsgleichungen (3 .12) existieren, wird man natürlich die Be-
wegung in ihrer Umgebung mit Hilfe der linearen Stabilitätsanalyse analysieren . Die Ent-
wicklung der allgemeinen Bewegungsgleichung (2 .5) um 0. führt wegen = 0 bzgl . der
skalierten Zeit auf

oG(lo, sis)

	

( -

	

+ . . . (3 .21)

Die Eigenwerte der Matrix gG I 1_ charakterisieren den Fluß nahe Sind z .B. alle Eigen-
werte negativ, so ist der Fixpunkt ein (Funkt-) A ttraktor . Für Vektorfelder G(sP), die durch
eine Beziehung der Form (3 .10) definiert sind, gilt

OG ;

	

OGi
• cos(w. , j)

	

(3 .22)

Jeder Fixpunkt [n 1 	 nN] hat daher unter den anderen 2N - 1 Fixpunkten einen konju-

gierten Partner [ii , . . .

	

mit den entgegengesetzten Eigenwerten, nämlich

(nl , . . ., nN = (r - ' . rn l ] . . . , - ~ ni ] ) _

	

- [n , .. .,nN]

	

(3 .23)

da cos tin = - cos(7r

t Zu jedem Fixpunkt t4z. * gibt es natürlich ein Gitter von liquivalenten Fixpunkten, die sich von C.

(komponentenweise) nur durch beliebige ganzzahlige Vielfache von 2sr unterscheiden (alle Gitterkon-

stanten sind gleich 2w).
Falls für eine Komponente die Bedingung (3 .18) verletzt ist, so gibt es nur 2 N-1 - 1 weitere

nicht-äquivalente Fixpunkte, usw . : Falls diese Beziehung für n Komponenten von ~$ verletzt ist, so
gibt es nur 2 N' - 1 weitere nicht-äquivalente Fixpunkte - im Extremfall n = N also keine weiteren

nicht-äquivalenten.
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Zeitumkehr-Syrrirrietrie

Vergleicht man nun ganz allgemein die Bewegungsgleichungen eines Punkts mit denen des

konjugierten Punkts
(7e - 4'1, . ., - 4'r) - ~4 -

	

(3 .24)

so fällt ins Auge, daß = - . Außerdem hat die Symmetrierelation (3 .17) der Sinus-

funktion für Vektorfelder G( ri ), die durch eine Beziehung der Form (3 .10) definiert sind, zur

Folge, daß ((~) = G() . Die Bewegungsgleichungen eines Punkts sind daher den zeitum-

gekehrten Bewegungsgleichungen des konjugierten Punkts vollständig äquivalent» . Jeder

Trajektorie entspricht daher unter Zeitumkehr genau eine andere, die aus der urspriingli-
chen durch die Transformation (3 .24) hervorgeht, d .h . durch eine einfache Kombination einer
Verschiebung um den Vektor mit einer Spiegelung am Ursprung . Alle Attraktoren treten

daher - lediglich verschoben und gespiegelt - auch im zeitumgekehrten Fluß auf . Da die

Attraktoren des zeitumgekehrten Flusses aber Repeller der Bewegung sind, gibt es zu jedem
Attraktor einen Repeller vom gleichen Typ, und beide gehen durch die invertierbare Transfor-

mation (3 .24) auseinander hervor (siehe auch das oben besprochene Beispiel der Fixpunkte !).

3®3 Systematische Suche nach Attraktoren auf isolierten

nicht r°e ulär°en Tori

Der Fluß auf einem chaotischen Torus wird außer dem ursprungsnah im Störystem vorge-

gebenen seltsamen Attraktor und eventuell attraktiven Fixpunkten ( Punktattraktoren) im

allgemeinen natiirlich noch weitere chaotische oder periodische Attraktoren (a Grenzzyklen)

enthalten. Um diese systematisch (und nicht nur zufällig) aufzufinden, wurde das im folgen-
den erläuterte Verfahren angewandt.

Bekanntlich gibt es zu jedem Fixpunkt eine stabile und eine instabile Mannigfaltigkeit,
die folgendermaßen definiert sind : Trajektorien mit Anfangsbedingungen auf der stabilen
Mannigfaltigkeit streben im Limes i -> oo gegen den Fixpunkt, während solche mit Anfangs-
bedingungen auf der instabilen Mannigfaltigkeit im Limes t --> -- co (d .h . bei Zeitumkehr)

gegen den Fixpunkt streben .° Trajektorien . mit Anfangswerten außerhalb dieser Marlnigrfai-

tigkeiten streben für t -~ oc gegen die instabile Mannigfaltigkeit (man denke etwa an die
Bewegung in der Umgebung eines Sattelpunktes in einer Ebene, vgl . [Ver90, Fig .3 .5]) . Die

stabilen bzw. instabilen Mannigfaltigkeiten verlaufen im Fixpunkt tangential zu den durch

die lineare Stabilitätsanalyse (siehe Abschnitt 3 .2) ermittelten, und haben die gleiche Di-

mension wie jene [Ver90, Kap .3 .3] . Die Summe der Dimensionen der stabilen und instabilen

t Anders ausgedrückt : Falls (t) eine Lösung der Bewegungsgleichungen vom Typ (2 .5) aufs einem
nichtregulären Torus darstellt, dann ist T'(-t) = - 4ii(-t) ebenfalls eine Lösung dieser Bewegungs-

gleichungen, und umgekehrt (da ;=
iZurrt Begriff Afannigjaitigksii

	

Anhang A.5. Singuläre Fixpunkte - das sind solche, die mL*ide-
stens einen Eigenwert mit verschwindendem Realteil haben - besitzen außerdem noch eine neutrale

Mannigfaltigkeit ("center manifold" ; Näheres dazu siehe [Ver90, §13.40. Wir haben es typischer-

weise aber stets mit nichtsingulären Fixpunkten zu tun - dies ist der "generische" Fall, auf dessen

Behandlung wir uns hier konzentrieren .
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Mannigfaltigkeiten eines Fixpunktes, na und n.,,, ist gleich der Zahl der Komponenten N des
Dii%rentialgleichungsystems :

n8 + m, = N

	

(3 .25)

Aufgrund der Eindeutigkeit der Lösungen des Diflerentialgleichungssystems darf sich eine
solche Mannigfaltigkeit nicht selbst schneiden . Ebenso wenig darf eine von einem Fixpunkt
ausgehende stabile Mannigfaltigkeit eine von einem anderen Fixpunkt ausgehende stabile
Mannigfaltigkeit schneiden, und vice versa für instabile Mannigfaltigkeiten . Stabile und insta-
bile Mannigfaltigkeiten dürfen sich hingegen schneiden (auch wenn sie vom selben Fixpunkt
ausgehen) . Ein solcher Schnitt muß allerdings vom Fixpunkt der instabilen Mannigfaltigkeit
bis zum Fixpunkt der stabilen Mannigfaltigkeit verlaufen, da jedem Schnittpunkt eine Kurve
entspricht, die vom Fixpunkt der instabilen Mannigfaltigkeit ausgeht und im Fixpunkt der
stabilen Mannigfaltigkeit endet.

Die Dimension der Schnittmannigfaltigkeit d, ist also mindestens gleich eins . Sie hängt
mit den Dimensionen ns bzw . n'u' der stabilen bzw . instabilen Mannigfaltigkeiten folgen-
dermaßen zusammen (die Striche erinnern hierbei daran, daß es sich um Mannigfaltigkeiten
zu - möglicherweise - verschiedenen Fixpunkten handelt) : Wenn die Mannigfaltigkeiten sich

a nicht "echt schneiden", sondern zusammenfallen, d .h. überall tangential zueinander
verlaufen, gilt d, = min(n8, nü) . Dieser Fall ist aber untypisch (nicht "generisch");

a hingegen "echt schneiden", gilt 4 = na -F n' - N.

Falls
n+n,' - N >1 (3 .26)

ist es daher nicht untypisch (bzw . ist es "generisch"), daß sich die zugehörigen stabile und
instabile Mannigfaltigkeit ("echt") schneiden . Die von einem Fixpunkt ausgehenden stabi-
len und instabilen Mannigfaltigkeiten etwa können sich aus Dimensionsgründers nicht "echt
schneiden" . Die stabile Mannigfaltigkeit eines total attraktiven Fixpunktes (n $ = N) wird
hingegen typischerweise die instabilen Mannigfaltigkeiten anderer Fixpunkte schneiden . Man
erwartet also, einen solchen F ;v ut als Endpunkt von Trajektorien zu finden, die auf in-
stabilen

	

n. .k.r	

stabilen Mannigfaltigkeiten anderer Fixpunkte verlaufen.
Auch für periodische Trajektorien lassen sich stabile und instabile Mannigfaltigkeiten de-

finieren (- p [lak83a, Kap .1.12], besonders Figur 1.12.21) . Anders als im Fall nichtsingulärer
Fixpunkte gibt es für solche Bahnen stets noch eine neutrale Mannigfaltigkeit ("center ma-
nifold") parallel zur Bewegungsrichtung, in welcher sie weder attraktiv noch repulsiv sind.
Senkrecht zur Bewegungsrichtung ist ein Grenzzyklus - darunter verstehen wir stets eine
attraktive periodische Trajektorie - aber für alle Funkte in seiner Umgebung attraktiv . In
diesem Sinn gilt auch für Grenzzyklen 7L & = N, und daher erwarten wir, daß Grenzzyklen
asymptotisch Endpunkt von Trajektorien sind, die auf instabilen Mannigfaltigkeiten von Fix-
punkten verlaufen.

Um Trajektorien in allen abstoßenden Richtungen auf der instabilen Mannigfaltigkeit ei-
nes Fixpunkte zu finden, bietet sich folgendes Vorgehen an: Mau wähle (im Fall N = 3)
sechs Startpunkte nahe des Fixpunktes, die durch Verschiebung aus dem Fixpunkt parallel
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zur Richtung der Achsen des orthogonalen Koordinatensystems auf dem To-
rus gewonnen werden, und paarweise auf verschiedenen Seiten des Fixpunktes liegen . Dies

tue man für alle Fixpunkte - deren Lage ist nach, ggf . numerischer, Lösung der Fixpunkt-

gleichungen bekannt . Wenn man aus diesem Ensemble die zu Punktattraktoren gehörigen
Startwerte herausnimmt, so muß auf jedem der Punktattraktoren wenigstens jeweils eine der

verbliebenen Trajektorien enden.
In diesem Sinn funktioniert das Verfahren auf den von uns untersuchten chaotischen Tori

tatsächlich . Ferner wurden mit dem Verfahren Grenzzyklen und auch chaotische Attraktoren

entdeckt . Verschiedentlich wurde zu Testzwecken versucht, den Punkt, an dem ein Attraktor
bei Variation des Parameters verschwindet, durch immer näheres "Heranpirschen" (wegen

der Schrumpfung des Attraktionsgebietes bei gleichzeitiger Wanderung des Attraktors) so

genau wie möglich festzulegen . Solange ein Attraktor auf diese Art verfolgt werden konnte,
war er stets auch Ziel wenigstens einer Trajektorie des eben beschriebenen Ensembles . Es

gelang also nie, einen Attraktor aufzuspüren, der nicht auch mit der hier beschriebenen

Methode hätte aufgefunden werden können . Mit anderen Worten - das Verfahren funktioniert

allem Anschein nach so gut, wie man es nur erhoffen konnte.

3 .4 Ljapunovspektren von Attraktoren

"Ljapunovexponenten sind die mittleren exponentiellen Divergenz- oder Konvergenzraten be-

nachbarter Bahnen im Phasenraum.t Da benachbarte Bahnen aber sehr ähnlichen Zuständen

entsprechen, bedeutet exponentielle Divergenz der Bahnen, daß Systeme, welche wir vielleicht
nicht einmal unterscheiden können, sich rasch sehr verschieden verhalten werden - die Vor-
hersagbarkeit geht verloren . Ein System, das wenigstens einen positiven Ljapunovexponenten

enthält, ist per definitionem chaotischt , wobei die Größe des Exponenten die Zeitskala wie-

derspiegelt, auf der das System unvorhersagbar wird [Sha81] ." [WS 2 V85]

Ljapunovexponenten wurden erstmals vor 100 Jahren von Poincare und Ljapunov im
Zusammenhang mit der Stabilität periodischer Trajektorien betrachtet [Whi37, §173] (dort
sind die Originalarbeiten zitiert) . Da periodische Trajektorien im Phasenraum dicht liegen.

gelang Oseledec (vor nich t allzu langer Zeit) die Verall gemeinerung des Konzepts auf nicht-

periodisehe Bahnen [Ose68] . Einen guten Überblick Tiber die seitherige Entwicklung enthält

das Buch von Lichtenberg und Lieberman [LL83, Kap .5 .2b].

Die gängige Methode zur Berechnung aller Ljapunovexponenten eines gegebenen Dif€e-

rentialgleichungssystears wurde unabhängig voneinander von Bennetin et al . [BGS80] und

von Shimada und Nagashima [SN79] entwickelt . In dieser Arbeit wird das auf dieser Basis

von Wolf et al . [WS 2 V85] erarbeitete Computerprogramm benutzt . Neben der sehr gut les-

baren Arbeit von Wolf et al . [WS2 V85] wird dieses Verfahren auch in den Lehrbüchern von

Lichtenberg/Lieberman [LL83, Kap .5 .3b] und Jackson [Jae89, Kap .7 .10] erläutert, so daß wir

'Sofern das Diferentialgleichungssystern eine Lipschitz-Bedingung erfüllt, können sich zwei Tra-

jektorien nicht schneller als exponentiell voneinander entfernen (die Distanz kann z .B . nicht wie e'' 2

wachsen), vgl . [Jac89, Kap .7 .10].
natürlich nur dann, wenn man für ein endliches Ivfaß von Anfangsbedingungen im Phasenraum

einen positiven Ljapunovexponenten findet .
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uns bei der Beschreibung der Berechnungsmethode kurz fassen können . Zuvor geben wir eine
Zusammenstellung der hier relevanten Eigenschaften der Ljapunovexponenten.

Verfolgt man die Entwicklung einer infinitesimalen .-Sphäre im Phasenraum eines kon-
tinuierlichen dynamischen Systems, welches durch ein System von M Differentialgleichungen
erster Ordnung

(3 .27)

gegeben ist, so wird sich die Kugel aufgrund der lokal deformierenden Natur des Flusses zu
einem M-Ellipsoid entwickeln . Der i-te Ljapunovexponent kann definiert werden als Langzeit-
limes des Quotienten aus dem Logarithmus der Länge der i-ten Hauptachse dieses Ellipsoids

(in Einheiten der Anfangslänge dieser Achse) und der Zeit t:

A; = lim (inc-) , i= 1, . . .,M

	

(3 .28)
t-~

	

p(0)

wobei die Exponenten iiblicherweise in fallender Reihenfolge angeordnet werden:

A 1 > A2 > . .>Am

	

(3 .29)

Auf diese Weise hängen die Ljapunovexponenten mit der expandierenden oder kontrahie-
renden Natur der verschiedenen Richtungen im Phasenraum zusammen . Es gibt allerdings
im allgemeinen keine wohldefinierte Richtung, die zu einem gegebenen Exponenten gehörte,
da die Orientierung der Ellipsoid-Hauptachsen während der Bewegung auf einem Attraktor
ständig wechselt . [WS2V85]

Natürlich werden fast alle Vektoren dazu tendieren, sich in die Richtung auszurichten,
in der lokal die Expansion am stärksten ist . Die Definition (3 .28) ist daher zur Berechnung
der Ljapunovexponenten (außer des größten unter ihnen) ungeeignet . Zu diesem Zweck macht
man vielmehr davon Gebrauch, daß Oseledec [Ose68] auch dieses Konzept verallgemeinert
hat, um die exponentielle Änderung eines n-dimensionalen Volumens V (n) im Tangentialraum
(des Phasenraums) zu beschreiben. Ein Ljapunovexponent der Ordnung n wird definiert als

A( n ) = lim (JIV{n) ( a.t) 11)
(3.30)

t-nn

	

II v(n)(gen O)

Fiir fast alle n-dimensionalen Volumina v( n) ist dieser Ljapunovexponent der Ordnung n
gleich der Summe der n größten Ljapunovexponenten der Ordnung 1 [Ose68, BGS80]

n
AO-0 _ (3 .31)

und diese Beziehung liegt der numerischen Methode zur Berechnung der N Exponenten erster
Ordnung zugrunde (s .u .).

Die mittlere exponentielle Änderungsrate des Phasenraumvolumens A0 (gemittelt entlang
einer .,Trajektorie) ergibt sich so als Summe aller Ljapunovexponenten erster Ordnung:

m

Äo = A(m) -= ~ Ai	(3 .32)

~-i
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Unter dissipativen Systemen versteht man solche, für die stets A G < 0 gilt . In dissipativen

Systemen findet die Bewegung im Langzeitlimes (nach der "transienten Phase") daher auf
einem Gebilde mit verschwindendem Phasenraumvolumen statt, einem Attraktor . Im Fall

?Iamiltonscher Systeme ist natürlich AG = 0 (Liouvillesches Theorem, vgl . Kap.2 .3), und

daher muß die Summe aller Ljapunovexponenten stets verschwinden:

2N

Aß = A (nr=2A') =

	

Ai = 0

	

(3 .33)

Tatsächlich gilt far Hamiltonsche Systeme wegen der Symmetrie der Hamiltonschen Glei-

chungen
At _ -- .121v- :-F1 i = 1, . . .,1V (3 .34)

d .h. die Ljapunovexponenten treten in Paaren mit gleichem Betrag und entgegengesetztem

Vorzeichen auf . l Von A G zu unterscheiden ist die relative Änderung des spezifischen Phasen-

raumvolumens oder lokale Divergenzrate (vgl . Kap .2 .3)

Az

	

II 	
v( m)
	 i = ®z -f (z)

	

(3 .35)

die eine lokale (ortsabhängige) Größe ist und auch für dissipative Systeme stellenweise positive

Werte annehmen kann . Falls As konstant ist, haben beide Größen natürlich den gleichen

(far dissipative Systeme negativen) Wert [LL83, Kap .7 .1]:

Az an- A = eonst . ~ A G = A

	

(3 .36)

In autonomen Systemen verschwindet stets ein Ljapunovexponent (außer für Bahnen, die
auf Punktattraktoren enden), da Trajektorien in der Richtung des Flusses nicht exponentiell

auseinanderstreben können . t In Hamiltonschen Systemen verschwinden daher immer zwei

Ljapunovexponenten.
Exponentielle Expansion des Phasenraumvolumens auch nur in einigen Richtungen ist mit

der Bewegung

	

einem Lenl

	

er Attraktor. natürlichnatürlich3. nur dann v..~ ~- .

	

-p---m

	

-Y---reträglich wenn irgendein~' auf einem begrenzten
"Faltungsprozeß" weit auseinanderliegende Trajektorien immer wieder zusaiumenfaihrt . Be-

nachbarte Zustände werden also durch abwechselnde exponentielle Divergenz (in den mit den
positiven Exponenten zusammenhängenden "Richtungen " , s .o .) und anschließende Faltung

voneinander getrennt ("dekorreliert") . Das Langzeitverhalten einer Trajektorie mit bekann-
ter Anfangsbedingung ist dann nicht vorhersagbar - solches Verhalten bezeichnet man als
chaotisch, und Attraktoren mit (wenigstens einem) positiven Ljapunovexponenten als chao-

tische oder seltsame Attraktoren5 Diese liegen im Phasenraum nicht auf Hyperflächen (mit

tFiir die Ljapunovexponenten periodischer Bahnen findet sich der Beweis in [Whi37, §177].

'Für periodische Bahnen findet sich der Beweis wiederum in [Yihi37, §§173&.-.174] . Der allgemeine

Fall wird in ]Hak g3b] behandelt.
Wir verwenden die Ausdrücke chaotischer und seltsamer Attraktor hier wie gesagt stets synonym,

obwohl man streng genommen unter seltsamen Attraktoren Gebilde versteht, die gewisse Axiome

erfüllen, auf die wir in dieser Arbeit nicht näher eingehen (vgl . die zitierten einschlägigen Quellen).
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gauzzahliger Dimension), sondern besitzen eine "fraktale" Struktur mit nicht ganzzahliger Di-

mension - im Gegensatz zu regulären Attraktoren, deren Ljapunovspektrum keine positiven
Exponenten enthält.

Es gibt auch Zusammenhänge zwischen der fraktalen Dimension seltsamer Attraktoren
und ihrem Ljapunovspektrum . Eine solche zwar nicht exakte, aber in der Regel gut erfüllte
Beziehung ist die zwischen den Ljapunovexponenten und der Informations-Dimension d1 , die
von Kaplan und Yorke postuliert wurde (Kaplan- Yorke conjecture [KY79], vgl . besonders
Jacksons Darstellung [Jac89, Kap7 .12]):

df=3+

	

1

	

_

(Ai+i s=1

ä

	

j+i
wobei Y' A i > 0 und

	

Al < 0
t-

Da die Ljapunovexponenten nur die exponentielle Änderung des Abstandes infinitesimal be-
nachbarter Bahnen messen, enthalten sie keine Information über den Faltungsprozeß auf
seltsamen Attraktoren . der die Dimension dieser Attraktoren natürlich mitbeeinflußt . Es ist
daher nicht zu erwarten, daß eine Beziehung wie die durch die Kaplan-Yorkesehe Vermutung
gegebene exakt gültig ist (vgl . Jackson, aa0 .).

Die Größe der Ljapunovexponenten ist ein quantitatives Maß dafür, mit welcher Rate
der dem dynamischen System zugrundeliegende Prozeß Information erzeugt oder vernichtet
[Sha8l] . Wolf et al . [WS 2V85] geben die Ljapunovexponenten daher in Bits an, d .h . sie
wählen statt Logarithmen zur Basis e solche zur Basis 2 in den Definitionen (3.28) & (3 .30).
Wir halten uns in dieser Hinsicht an die gängigere Konvention (die Umrechnung ist trivial).

Die Vorzeichen der Ljapunovexponenten charakterisieren die Dynamik auf den Attrakto-
ren hingegen qualitativ_ In dreidimensionalen Systemen können Attraktoren beispielsweise
nur die folgenden Spektren besitzen [WS 2 V85]:

o (+, 0, -)

	

- seltsame Attraktoren;

~. (0, 0, -)

	

- attraktive 2-Tori t ;

(0,-, -.)

	

- Grenzzyklen;

o (-, -, -)

	

- Punktattraktoren .

Die Definition (3 .28) ist zur praktischen Berechnung aller Ljapunovexponenten ungeeig-
net . da, wie schon gesagt, fast alle Vektoren die Tendenz haben, sich in die Richtung, die lokal
am stärksten expandiert, zu drehen, und ferner, weil die E ipsoid-Hauptachsen nicht infini-

tesimal bleiben . Beide Probleme werden durch die kombinierte Betrachtung der Bewegung
im Phasenraum und im Tangentialraum vermieden . Man definiert eine Testtrajektorie im
Phasenraum - das Zentrum des Ellipsoids - durch die Wirkung der nichtlinearen Bewegungs-
gleichungen (3 .27) auf einen Startpunkt . Tajektorien auf der Oberfläche der Sphäre können

t Auf den 2-Tori ist die Bewegung periodisch oder quasiperiodisch, also nicht attraktiv . Daher gibt

es, den beiden Richtungen entsprechend, zwei verschwindende Ljapunovexponenten.

(3 .37)
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dann durch die Wirkung der linearisierten Bewegungsgleichungen auf Punkte, die von der
Testtrajektorie einen infinitesimalen Abstand haben, definiert werden . t Die Expansionsraten
der Ellipsoid-Hauptachsen findet man so durch die zeitliche Entwicklung eines willkürlich
gewählten Satzes von M orthonorrnalen (Tangential-)Vektoren infinitesimaler Länge . Da
auch die Länge dieser Vektoren divergiert, und fast alle Vektoren dazu neigen, sich in die
lokal am stärksten expandierende Richtung zu drehen, werden die M Tangentialvektoren in
regelmäßigen Abständen mit der Gram-Schmidt-Prozedur re-orthonormalisiert (etwa einmal
pro Umlauf auf dem Attraktor) . Dabei wird ein Vektor v l normalisiert, einem zweiten V2
wird die Komponente in Richtung vl genommen, bevor er normalisiert wird, usf . Der Vektor
v l wird also mit der größten Rate Al wachsen . Der Vektor v2 ist wegen der wiederhol-
ten Richtungsänderungen nicht frei, sich in die am schnellsten oder die am zweitschnellsten
expandierende Richtung auszurichten. Der von v l und v2 aufgespannte zweidimensionale
Unterraum wird aber durch die Gram-Schmidt-Prozedur nicht geändext und daher mit der
Rate A (2) _ A l + A2 wachsen, woraus sich A 2 ergibt, usf. für die übrigen Ljapunovexponenten.
Die numerischen Berechnung basiert also auf den Beziehungen (3 .30) und (3 .31).

3 .5 Fixpunkte und Mtrakioren auf chaotischen Tori vom

R®ssler®TyP

Wir nehmen das von Rössler 1Rös761 angegebene Diferentialgleichungssystem

(3 .38)

zum Ausgangspunkt einer ersten konkreten Anwendung des im Abschnitt 3 .1 beschriebe-
nen Verfahrens . Rössler legte seinen Berechnungen folgende Werte der Kontrollparameter
zugrunde :

a =0.2, b = 0.2, e=5.7

	

(3.39)

3.5. 1 Der RassIeraTorus

Wenn wir Rösslers System (3 .38) mit dem System (3 .3) identifizieren und es in die Bewe-
gungsgleichungen (3 .12) einsetzen, so erhalten wir in Bezug auf die skalierte Zeit die folgenden
Bewegungsgleichungen auf dem Torus zu . = 1e:

wo ol
=

	

-sin'12-sin 3
71

W0,2
+ sin C. + a sin '12

W03 Q

	

~

	

CY
+ - +EYSIn~3 Sln~l - -

tDies sind m.a .W . Tangentialvektoren infinitesimaler Länge.

'1 2 f = (3 .40)
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Wie im Kapitel 2.2 beschrieben wurde, kann man leicht elektromagnetische Felder
(bzw. deren Potentiale) angeben, in denen die Bewegung nichtrelativistische Bewegung gela-
dener Einzelteilchen mit dem passenden kanonischen Impuls auf einem Torus stattfindet und
vorgegebenen Bewegungsgleichungen genügt . Im hier betrachteten Fall setzt man folgendes
Vektorpotential in die Bewegungsgleichungen (2 .10) ein:

- zo sin (2rz) - zo sin (2i ))

- !A(r) =

	

yo sin (2r * ) + ayo sin (27 1-o)

	

(3 .41)
m

	

2r
zo

b
+ azo sin (2irzp ) {sin (2r) -

Wenn man anschließend auf die Wi.rkungs-Winkel-Koordinaten (2 .13) Se (2 .14) transformiert,
erhält man gerade die Bewegungsgleichungen (3 .40) auf einem Torus, der durch einen festen
Impulswertwert P _ Po charakterisiert wird . Das zugehörige elektrische Potential ist durch
die Beziehung (2 .9) definiert . Außerhalb des nichtregulären Torus' hängt die Frequenz

2r°i (P P P }
wo(P)

	

m lzo ' yo zol

	

(3 .42)

linear vom kanonischen Impuls ab.
Im Folgenden gebrauchen wir stets Rösslers [Rös76] Kontrollparameterwerte (3 .39) . Fer-

ner setzen wir a = 100 . Innerhalb gewisser Grenzen, die im folgenden Abschnitt erläutert
werden, hängt die Bewegung vom Wert des Parameters a nämlich nur sehr schwach ab.
Der numerische Wert der Frequenz wo des ungestörten Systems ist ähnlich unwichtig (im
Limes n --3 cc bzw. im Störsystem sogar gänzlich bedeutungslos) . Den hier präsentierten
Berechnungen liegt wo = (o g, o ,1) zugrunde, wobei Bg = (1,/- 1)/2 das goldene Mittel ist.
Der Torus bei r~ = 0 ist dann ein KAM-Torus . Für jede andere Frequenz findet man aber
qualitativ das gleiche Verhalten.

Die Abbildung 3 .1 zeigt den im Grenzfall 7 = cc (bzw. im Störsystem) erwarteten
Attraktor . t Optisch ist dieser von Rösslers seltsamen Attraktor nicht zu unterscheiden . Die

Berechnung der Ljapunovexponenten zeigt jedoch die aufgrund des endlichen Wertes von a
zu erwartenden leichten Unterschiede. Für den "Rössier-ähnlichen" Attraktor der Abbildung
3.1 findet man

A l = 0 .06, A2 = 0, A 3 = - 5 .39

	

(3 .43)

wohingegen der seltsame Attraktor des ursprünglichen Rössler-Systems (3 .38) durch folgende
Exponenten charakterisiert wird:

Ai = 0.07, A2 =€1, A3 =-5.39

	

(3 .44)

Wie der originale Rössler-Attraktor ist natürlich auch der hier betrachtete "Rössler-ähnli-
ehe" um den ursprungsnächsten instabilen Fixpunkt zentriert.

t Für diesen Pseudo-3d-P!ot - wie auch für alle folgenden - gilt : Aufgetragen wird x l --
l

auf

der Abszisse und x3 auf der Ordinate, wobei x;-1,2,3 die Werte der drei Variablen sind . Die auf

den Achsen abgetragenen Werte geben den Wertebereich in den drei Variablen an.
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Abb.3 .1 : Pseudo-3d-Plot des ursprungsnahen "Rössler-ähnlichen" Attraktors im Grenzfall
= oc bzw. im Störsystem. Wie stets ist a

	

100. Der Attraktor ist um den instabilen
Fixpunkt {0, 0, 0]_ zentriert .
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Im Abschnitt 3 .3 wurde erläutert, wie auf systematische Weise nach Attraktoren gesucht
werden kann, indem man Trajektorien auf den instabilen Mannigfaltigkeiten der Fixpunkte
verfolgt, welche nicht selbst (Punkt-) Attraktoren sind . Daher berechnen wir im Folgenden
zunächst die Positionen und Eigenwerte aller Fixpunkte.

® Fixpunktbestirz ni_rig und lineare Stabilitätsanalyse

Die Position der Fixpunkte des Systems (3 .40) kann analytisch angegeben werden . Man
findet eine quadratische Gleichung für den Sinuswert einer beliebigen Komponente, etwa für
sin ~ ., 1 . Von den Lösungen dieser Gleichung

-(wo,2 -+' a.wo,1))
?l

[sin t .,14
C

2a

(3.45)ab +

	

~a.wo , 3 - c(wo ,2 ,- awo , 1)}
1-4 (

C 2 5 1 - * (W0,2 + a.lalo,l)1
2

hängen die Sinuswerte der beiden anderen Komponenten des Fixpunktes jeweils linear ab:

1
sin'1.,2

	

(wo ,2
- + sin ~n 1

a
(wo,2

	

(3 .46)
sin .1 .,a

	

u

	

H- a w°-'1 -1- sin <I ., 1
)i

Es gibt also zwei ursprungsnahe Fixpunkte, die den beiden Fixpunkten des Rössler-Systems
(3 .38) entsprechen. Aufgrund der Symmetrierelation (3 .17) für die Sinusfunktion gibt es aber
zu jedem Fixpunkt des Systems (3 .38) hit 11ge

	

23 = 8 v nicht-a." q;~4
ti»al~.,a~m~ Fixpunkteallgemeinenallgemeinen e

	

ente..

	

_.kte- .~ ..

des Systems (3 .40). Wir finden mithin zwei Sätze von je acht nicht-äquivalenten Fixpunkten.
Jeder dieser Fixpunkte

e hat einen konjugierten Partner im gleichen Fixpunktsatz (vgl . Abschnitt 3 .2),

o hat einen nächsten Nachbar, der zum anderen Fixpunktsatz gehört, und

• erzeugt ein Gitter äquivalenter Fixpunkte . mit Gitterkonstanten 2w.

Im Limes r -4 ce sind beide Lösungen der quadratischen Gleichung für sin C , 1 positiv (fiir
wo( o) = 0 & = 1 gilt das natürlich ebenfalls!) . Es gibt aber immer einen (positiven) endli-
chen ?1-Wert, bei dem die betragsmäiiig kleinere der beiden Lösungen ihr Vorzeichen wechselt,
und für ?1-Werte unterhalb dieses Wertes haben die beiden Lösungen stets unterschiedliches
Vorzeichen . t Wir benutzen dies zur Kennzeichnung der beiden F ixpunktsätze . Den Fix-
punktsatz, bei dem sin C, 1 für kleine i negativ wird, bezeichnen wir als "Minus-Satz " , den
anderen als "Plus-Satz"(diese Bezeichnung bezieht sich also nicht auf das ±-Zeichen in Glei-
chung (3 .45)) . Der Attraktor in Abbildung 3 .1 ist z .B . um den ursprungsnächsten Fixpunkt
des Minus-Satzes zentriert . Im Sinn der im Abschnitt 3 .2 eingeführten Notation bezeichnen
wir diesen Fixpunkt als [0, 0, 0]_ (und entsprechend die übrigen Fixpunkte).

*Falls der Koeffizient in den runden Klammern verschwindet, gilt natürlich trotzdem [sin 0~ ,14 0 0
(D ur chmultiplizieren ! ) . ..

36



nl 712 n3 t ~` ar ~-

0 0 0
0.18500 -5 .6870

-0.42307 • 10~'' ± 5 .3103 i 0 .97001 • 10 -1 -~- 0.99519 i

5 .3105 1 .1073
I

	

1 -5 .3105 -5 .6993
0.18498 -0 .90096

0.90206
-0.19845

~

	

I
-0.48675 . 10~~ + 5 .1271 i

_
_ 1 .1084

5 .1269
-5 .6989

-5 .1269 -0 .97013 • 10-1 ~ 0.99414 i
-0 .19847

5 .12ü9 k ~ ; ,
0 0 1 -5 .1259

I

	

~

	

i I 1 :

	

.
0 .19847

5 .6866
0 .19845

1 0 1
10_ 5 i

-1

	

60 .48675 ~ 5.1271 .1084

5 .3105 5.6993
011 -5 .3105 -1.1073

-0 .18498 0.90096

-0 .1 8500 5.6870
11 1

II ~~ 0 .42307 • 10-" ~ 5 .3103 i
~

-0.97001 . 10-1 ± 0.99519 i

Binäre Fixpunktkennung, vgl . Abschnitt 3 .2

Tabelle 3 .1 : Fixpunkteigenwerte auf dem Rössler-Torus im Grenzfall r = oo bzw . im Störsy-
stem, d .h. für wo(Io) = 0 & 71 = 1 . Wie stets ist a = 100 . Vgl. Abschnitt 3 .5 .2.

Uns interessieren natürlich im wesentlichen reellwertige Fixpunkte . Diese Forderung im-
pliziert zwei notwendige Bedingungen, die zusammengenommen auch hinreichend sind:

Im (sin nrl*,1 ) = 0

I sin (C<,k) I c 1 , k = 1, 2, 3

(3 .47)

(3 .4.8)und

Für einen gegebenen Wert von v schränken diese beiden Bedingungen natürlich die Werte von
a ein, für die Fixpunkte existieren können, Die erste der beiden Bedingungen ist bei Benut-
zung der Parameterwerte (3 .39) weniger restriktiv als die zweite . Für v = ao (bzw . wo(Io) = 0
& 7) = 1) lautet sie

ab=4z <1
C

(3,49)
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Sie ist in diesem Fall also einerseits unabhängig von a sowie andererseits für Rösslers Para-
meterwerte (3 .39) - und zwar nicht nur knapp erfüllt . Die zweite Bedingung reduziert sich
im Grenzfall _

	

- bzw . im Störsystem - auf

c
a~>

2a
ii± ‘/1-~.~ (3.50)

Bei Wahl der Standardparameterwerte (3 .39) ergibt dies a+' 28.47 und a- > 0 .035 . Falls a
nicht so klein gewählt wird, daß im Grenzfall _ od - bzw. im Störsystem - keine Fixpunkte
mehr existieren, ist der genaue Wert nicht so wichtig - die Fixpunkteigenwerte etwa hängen
von a ähnlich schwach ab wie die Ljapunovexponenten . Wir verwenden daher stets den Wert
a = 100.

Die lineare Stabilitätsanalyse zur Bestimmung der Fixpunkteigenwerte (vgl . Abschnitt
3 .2) führt im Fall von 3-Tori auf das Eigenwertproblem einer 3 x 3-Matrix, d .h. auf das
Nullstellenproblem des zugehörigen kubischen charakteristischen Polynoms . Das charakteri-
stische Polynom der linearisierten Version der Bewegungsgleichungen (3 .40) ist im Anhang
A.4 angegeben. Dort finden sich auch die Lösungsformeln für kubische Gleichungen.

Übersicht

Im folgenden Unterabschnitt wird die Bewegung im Grenzfall = oo untersucht, d .h. die
Bewegung im Störsystem . Außer dem vorgegebenen, ursprungsnahen seltsamen Attraktor
finden wir - neben den Fixpunkten, unter ihnen zwei Punktattraktoren - einen Grenzzyklus,
der in gewissem Sinn von Rösslers Konstruktionsprinzip herrührt (s .u .), und den wir daher
als "generischen " Grenzzyklus bezeichnen.

In der Bewegung geladener Einzelteilchen ist der Grenzfall = oc natürlich ebenfalls zu
realisieren, nämlich durch Teilchen mit einem Newtonschen Impuls po, der den kanonischen

	

Impuls Po der Teilchen alll dem Torusd --- T_ruJ zum Verschwinden bringt,

	

wo(Po)dann wo(Po) = 0 . 1 EsVcaat,ua9ra,v.~b•

	

. .b"
muß also gelten - vgl . (2 .6) -

po = - cA(r) (3 .51)

d.h. man muß die Anfangsbedingungen entsprechend dieser Beziehung wählen.
Auch in der Bewegung von Teilchen mit P 0 treten chaotische Attraktoren auf, da man

solche im System (3 .40) schon bei endlichen Werten von 71 beobachtet, wie im Abschnitt 3 .5 .3
gezeigt wird . Zum einen findet man in der Nahe des Ursprungs bei kleinen und mittleren i-
Werten einen Grenzzyklus . der via Periodenverdopplung in den oben beschriebenen seltsamen
Attraktor vom Rössler-Typ übergeht . Die Bewegung auf dem Attraktor wird dabei schon
für 175 chaotisch. Zum an deren wird auch der "generische" Grenzzyklus zll einem
chaotischen Attraktor (ebenfalls über eine Periodenverdopplungskaskade, aber in fallender
71-Richtung), wenn auch nur in dem kleinen i -Intervall 1 .54

	

1 .55.
'

	

/ Abschnitt 3Im Limes 77 -i U existieren natürlich weder Fixpunkte t "ro

	

L•5.
V•

3i
J1 noel Attrakto-

ren. Es gibt aber natürlich auch dort noch Attraktoren, wo keine Fixpunkte mehr existieren.

'Vgl. Abschnitt 3.1, besonders Gleichung (3 .15), sowie die Impulsabhängigkeit der Frequenz wo

(3.42) auf isolierten chaotischen Tori .
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Im vorliegenden Fall scheinen die meisten Trajektorien dann einem Grenzzyklus mit nichtver-
schwindenden Windungszahlen zuzustreben . t Wir interessieren uns hier aber hauptsächlich
für den Fluß im "nichtregulären Bereich" (wo Fixpunkte existieren), da für kleine Störungen
bzw. Kopplungen bereits Untersuchungen der Bewegung auf nichtregulären 3-Tori vorliegen
(vgl . Kap.5 .2).

3. s .2 Der Fluß im "St5rsyste i"

Für =

	

- bzw. im Störsystem - findet man die beiden ursprungsnächsten Fixpunkte an
folgenden Positionen:

423]°'0 '
0]_

_ (0 .223651 • 10" 4 ir, -0 .111826 - 10 -3 r, 0 .111826 • 10 -3 70
(3 .52)

45 I0.e, o]+

	

(0 .181311 • 10-i 7r, -0.918769 • 10 -1 'A . 0 .918769 . 10 -1 7ä )

Die Positionen der übrigen Fixpunkte ergeben sich daraus in der wohlbekannten Weise
(vgl. Abschnitt 3 .2) . Die Fixpunkteigenwerte sind tabellarisch aufgelistet (Tabelle 3 .1) . 1 E-
bezeichnet die Eigenwerte der Fixpunkte des Plus-Satzes (und entsprechend E_) . In jedem
Satz findet sich ein attraktiver Fixpunkt : [1, 1, 01_ im Minus-Satz und [0,1, 0]+ im Plus-Satz.
Ein weiterer Fixpunkt im Plus-Satz ist beinahe ein Attraktor, nämlich [1,1,1]-.

Außer diesen beiden Punktattraktoren und dem um den ursprungsnächsten Fixpunkt
zentrierten seltsamen Attraktor (-+ Abb .3.1) findet man noch einen weiteren Attraktor, und
zwar einen Grenzzyklus . Die Abbildung 3 .2 zeigt sowohl einen Pseudo-3d-Plot der Grenzkurve
wie auch deren Projektion in die (1 i , ('2)-Ebene, welche um (1 i , $2) = (7r, 7r) zentriert
ist . Der Umlauf auf der projizierten Kurve erfolg t im Uhrzeigersinn . Die Komponente 3
wächst monoton, und zwar in zeitlich kurzen Sprüngen jeweils um 7r, siehe Abbildung 3 .3.
Dieses Verhalten läßt sich leicht nachvollziehen, wenn man die Bewegungsgleichungen (3 .40)
betrachtet und umu sin [i jiv2 = i- entwickelt . Übrigens enden die meisten TratektorienIJG bt O.I.AutUCU üiu

des im Abschnitt 3 .3 beschriebenen Test-Ensembles auf diesem Grenzzyklus (bzw . seinen
äquivalenten Versionen).

Die Attraktoren der zeitumgekehrten Bewegung sollten mit den gerade beschriebenen
über die Transformation (3 .24) zusammenhängen (nämlich Spiegelung am Ursprung und
Verschiebung um :r = Or, 7r, jr)) . In der Tat findet man bei Zeitumkehr, daß

tUnser systematisches Verfahren zur Suche nach Attraktoren setzt die Existenz von Fixpunkten

voraus.
'Ber Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und den Flufikonfigurationen in der Nähe von

Fixpunkten in Systemen mit drei Freiheitsgraden wird in [Ver90, Kap .3 .2] sowie in [Jac89, Kap .7.1]
diskutiert.

5 1n gewissem Sinn handelt es sich um ein typisches "Rössler-Verhalten " , denn Rössler beschreibt

das Konstruktionsprinzip seines dynamischen Systems (3 .38) wie folgt : "combining a two-variable

oscillator (in this case and g) with a switching-type subsystem (z) in such a way that the latter is

being switched by the first while the flow of the first is dependent on the switching state of the lat-

ter . " [Riis76] Wir bezeichnen den hier beschriebenen Grenzzyklus daher als "generischen " Grenzzyklus

(zur Unterscheidung von anderen, far endliche ri-Werte auftretenden Grenzzyklen).
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Abb .3 .2: Der "generische" Grenzzyklus auf dem Rössler-Torus im Grenzfall n = oo bzw . im
Störsystem . Pseudo-3d-Plot (oberes Bild) und Projektion in die (l l , ,12 )-Ebene (unteres
Bild); im letzteren Fall wird auch die Annäherung an den Grenzzyklus gezeigt . (f, f, 0)
ist der (im unteren Ella durch markierte) Startpunkt der hier abgebildeten Trajektorie.
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70

T

3

Abb.3 .3 : .1 3 (i) auf dem "generischen" Rössler-Grenzzyklus im Grenzfall i = oo bzw . im

Störsystem. (Die Einheiten auf der r-Achse - bzw . i-Achse - sind willkürliche .)

• die konjugierten Partner der bisherigen Punktattraktoren, also [0,0,1]_ und [1, 0, 1] + ,
attraktiv sind (die Fixpunkteigenwerte kehren ihre Werte um);

® ein seltsamer "Rössler-ähnlicher" Attraktor - ebenfalls charakterisiert durch die Lja-
ni3nnvPYr~nnPntPn l 3 .4-~i - urn L~l,-~,1- zentriert ist, jedoch na.t.lirlich mitr-- . . °r__	 ~

	

~ 1

	

°-
1~

Punktspiegelung entsprechenden "spiegelbildlichen" Orientierung;

• die Projektion eines Grenzzyklus' vom oben beschriebenen Typ um (litt.-I,2 = 0 zentriert
ist, wobei der Umlauf im Gegenuhrzeigersinn stattfindetund 4z(i) monoton fRllend - in
Stufen der Größe ir - verläuft.

3.5.3 Der Fluß als .Prmktion des Sti rpara raeters aj

Alle im Grenzfall = oc - bzw. im Störsystem - aufgefundenen Attraktoren existieren auch
für endliche Werte von r, aber natürlich nicht im Limes rj - 0.

Der um [0, 0, 0]_ zentrierte "Rössler-ähnliche" Attraktor bleibt auch für endliche 'ti-Werte
ein seltsamer Attraktor . Bei kleinen und mittleren v-Werten (1 100) findet man
an seiner Stelle allerdings einen Grenzzyklus . Zur Unterscheidung vom oben beschriebenen
("generischen") Grenzzyklus bezeichnen wir diesen als den ursprungsnahen Grenzzyklus, Die
Abbildung 3 .4 zeigt für r] = 25 bzw . = 160 jeweils eine Trajektorie, die nahe [0,0,0]_ star-
tet und auf diesem Grenzzyklus endet . Unterhalb von j = 25 ändert dieser Grenzzyklus im
wesentlichen nur seine Ausdehnung, die bei = 1 etwa das Zehnfache derjenigen bei = 25

Finer der



Abb.3.4: Pseudo-3d-Plots des "ursprungsnahen" Grenzzyklus' auf dein Rössler-Torus . Ge-
zeigt werden jeweils Tajektorien, die nahe [€1, 0, 0 _ . starten . Einfacher Grenzzyklus bei 17 = 25
(oben) und : 4-Zyklus bei i = 160 :. (unten) .
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Abb.3 .5: Chaotische und periodische Bewegung auf dem "ursprungsnahen Attraktor" des
Rossler- Torus jenseits der ersten Periodenverdopplungs-Sequenz . Die Trajektorien starten
jeweils nahe [0,0,0]- . Chaotischer Attraktor bei = 175 (oben) und 3-Zyklus in einem'
periodischen Fenster innerhalb des chaotischen Bereichs bei i = 1250 (unten).
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Abb .3 .6 : . Pseudo-3d-Plots des "genezischen" Grenzzyklus' auf dem R©sslex- Torus . 1-Zyklus

bei r~ ,_ 2 (obezt) .. und . 8-Zyklus bei : . .=. .1 ..5435 (unten) .



Abb.3 .7: l3er Punktattraktor [1,1,0j_ and der (verschwundene) "generische" Attraktor im
Bereich n ä 1 .5 . Der jeweils durch * markierte Startpunkt der Trajektorien ist der gleiche
wie in i4bb .3.6, nä.ml.ich = (II , 2 , 0) (vgl . a.mch Abb.3.2) . Oberes Bild : =1 .5 . Unteres
Bild : = 1 .25 .
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beträgt, bevor er bei 0 .755 verschwindet (s .u .) . Eine Suche in Richtung zunehmender
n-Werte zeigt, daß der zentrale Fixpunkt bei 'q = 100 bereits zweimal umlaufen wird, und bei
7 = 160 viermal, siehe Abbildung 3 .4 . Das sieht wie der Beginn einer Periodenverdopplungs-

Sequenz aus . Tatsächlich findet man bei n = 165 einen 8-Zyklus . Die weiterer. Periodenver-
dopplungen sind ohne Rückgriff auf Fonrierspektren nur schwer auszumachen . Die Bewegung

auf dem Attraktor wird bei nur geringer Erhöhung von i nicht-periodisch. Das obere Bild
der Abbildung 3 .5 zeigt den Attraktor bei = 175 . Abgesehen von der geringeren Ausdeh-
nung hat dieser Attraktor bereits große Ähnlichkeit mit dem "Rössler-ähnlichen" Attraktor

im Grenzfall = oc bzw . im Störsystem (siehe Abbildung 3 .1) . Die Berechnung der Ljapu-
novexponenten liefert

Al = 0.02 , A2 = 0, A3 = -5 .64

	

(3 .53)

Der Vergleich mit den Ljapunovexponenten (3 .43) des "Rössler-ähnlichen" Attraktors zeigt,
daß die Bewegung auf dem Attraktor zwar chaotisch ist, die chaotische Komponente bei

n = 175 aber noch nicht so stark ausgeprägt ist wie im Grenzfall n = dc, (bzw. im Störsy-
stem). Im Lichte des Feigenbaum-Szenarios ist es dann keine wirkliche Überraschung mehr,
im chaotischen Bereich jenseits des Endes der hier beschriebenen Periodenverdopplungskas-
kade periodische "Fenster" zu finden, siehe z .B . den im unteren Bild der Abbildung 3 .5
gezeigten 3-Zyklus bei = 1250.

Diese Transformation des "ursprungsnahen" Attraktors mit anwachsendem i auf dem
hier betrachteten Rössler-Torus paßt gut mit den Ergebnissen von Crutchfield et al . [CFP80]
zusammen . Diese Autoren gelangten durch Variieren des Kontrollparameters c in Rösslers
System (3 .38) von einem einfachen Grenzzyklus über eine Periodenverdopplungs-Sequenz zu
Rösslers chaotischem Attraktor.

Im Limes n -> 0 darf es natürlich keine Fixpunkte geben. Tatsächlich verschwindet in
diesem Grenzfall in der Lösung (3 .45) für sin C ,1 der ij-abhängige Term unter der Wurzel.
Das bedeutet zum einen. daß die Sinuswerte der Lösungen für die Fixpunktkomponenten
im Limes n -ß 0 stets reell sind (d.h. die Bedingung (3 .47) ist erfüllt) . Zum anderen folgt,
daß eine der beiden Lösungen für sin Co. mit i gegen null strebt, während der Betrag der
anderen unbegrenzt wächst . In beiden Fällen streben die Fixpunkte im Komplexen gegen
den Punkt oc, da im Fall ;, 0 und sin g ‚i 0 d9P Beträge der Sinuswerte der beiden
übrigen Komponenten gegen od streben, vgl . (3 .46).

Reellwertige Fixpunkte existieren für ' 0 .608 . Dort verschwindet der Minus-Satz ins
Komplexe, da sin ,2 ( über eins hinauswächst . Der Plus-Satz wird bereits nahe = 3 .465
komplexwertig, weil der Sinuswert der dritten Komponente den Wert eins überschreitet . Für
diesen Fixpunktsatz strebt übrigens sin C , 1 mit r -a 0 gegen null.

Auch für endliche r}-Werte findet man die gleichen Punktattraktoren wie im Fall _ oc
(bzw. im Störsystem), nämlich [1,1, 0]- und [0, 1, 0] + . Der Fixpunkt [1,1,11+ bleibt ebenfalls
ein "Beinahe-Attraktor" (vgl . Tabelle 3 .1) . Unterhalb von n = 3 .4705 (genauer : im Intervall
3.4705 > > 3.4704) wird er schließlich tatsächlich zum Attraktor, während gleichzeitig die
Realteile der beiden komplexen Eigenwerte des bisherigen Attraktors im Plus-Satz, [0, 1, 0]± ,
ihr Vorzeichen wechseln, so daß diese beiden Fixpunkte in dieser Hinsicht die Rollen tau-
schen - allerdings nur für das relativ kleine r/-Intervall 3 .4704 ? ' 3 .465, da der Plus-Satz
dann ins Komplexe verschwindet (s .o .) . Der Fixpunkt [1,1,0]_ behält hingegen seine Rolle
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Abb.3 .8 : Ein Grenzzyklus mit drei nichtverschwindenden Windungszahlen

	

= 0 .5).

als einziger Attraktor im Minus-Satz im ganzen rj-Bereich, in welchem der Minus-Satz reell-
wertig ist, d .h. für ' 0 .608 . Betrachtet man die Projektion des "generischen" Grenzzyklus '

auf die (1 1 , 2)-Ebene, so befindet sich dieser Fixpunkt nahe des Zentrums d er Projektion
der Grenzkurve.

Diese Grenzkurve ändert ihre Form oberhalb von i

	

10 so gut wie gar nicht, und für
kleinere ~!f-

	

Das

	

e BildSJiSC! der Abbildung 4 y .y zesgdzeigt sie beie; = 2ar• Auchkleinere WCi Eerte C nur wenig . dJasQD obere

	

if

	

ss u~sich 'u die

Periode ist (bezogen auf die skalierte Zeit) beinahe konstant . Unterhalb von 71 = 1 .6 beginnt
eine Periodenverdopplungs-Sequenz . Bei i = 1 .55 findet man bereits den 4-Zyklus, und bei
7) = 1 .5435 den im unteren Bild der Abbildung 3 .6 wiedergegebenen 8-Zyklus . Der TJbergang
zu einem chaotischen Attraktor vollzieht sich rasch, d .h. in einem kleinen -Intervall. Bei

1 .536 ist der Attraktor durch folgende Ljapunovexponenten charakterisiert:

~+1 = 0.07, a2 = 0 , aa = -27 .0

	

(3 .54)

Ein Pseudo-3d-Plot dieses Attraktors wurde als "Titelbild`" zwischen Inhaltsverzeichnis und
erstem Kapitel als Abbildung 0 .1 aufgenommen . Beim Übergang zu einem chaotischen At-
traktor schrumpft das Attraktionsgebiet rapide, und schon bei rj = 1 .53 findet man den At-
traktor nicht mehr - die Trajektorien enden jetzt zumeist auf dem Punktattraktor ; [1,1, 0]_.
Gleichwohl wird der Transport im Gebiet des ehemaligen Attraktors weiterhin beeinflußt
bzw. behindert, wie die Abbildung 3 .7 deutlich macht.

Der Startwert aller in den Abbildungen 3 .6 und 3.7 gezeigten Trajektorien ist übrigens
stets . der gleiche, nämlich _ (i, , 0). Mit fallendem nimmt auch die Attraktivität
des verbliebenen Punktattraktors ab . Die genannte 'rajektorie umläuft den Torus zunächst
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mehr oder weniger oft, ehe sie in einer äquivalenten Version des Punktattraktors endet (siehe
den unteren Teil der Abbildung 3 .7), aber fur 77 0 .8 - also schon vor dem Verschwinden des
Punktattraktors - strebt sie zumeist einem Grenzzyklus zu, dessen Windungszahlen alle un-
gleich null sind . Die Abbildung 3 .8 zeigt diesen Grenzzyklus bei = 0 .5 (statt 'k=1 , 2 ,3 mod 27r

wurde sin .1. k=1 , 2 ,3 auf den Achsen abgetragen) . Nach dem Verschwinden des "ursprungsna-
hen" Grenzzyklus nahe rl 0 .755 zeigen die meisten Trajektorien dieses Verhalten . Übrigens
tendiert natürlich die Projektion jeder beliebigen Trajektorie in die (4 1 , 41. 2 )-Ebene im Limes

--> 0 gegen eine Gerade mit Steigung o = (‘/j -- 1)/2 (siehe etwa das untere Bild der

Abbildung 3 .7).

3e6 Fixpunkte und Attraktoren auf chaotischen Tori vom
Lorenz-Typ

Ein weiteres Beispiel für chaotische Tori erhalten wir durch Anwenden des im Abschnitt 3 .1
beschriebenen Verfahrens auf das Lorenzsystem [Lor63]

v s a(y - z)

= z(r-z)-y

= zy--bz

mit den von Lorenz [Lor63] benutzten Werten der Kontrollparameter

o=10, r=28, b=
3

In gleicher Weise wie im Rössler-Pall vorgehend, gelangen wir zum System

'

	

~.+o,i -{-
a{sin

	

-- sin (Ii }
71

w(ß,2

	

'12

	

- + sin ~1 {r - a sin ~3 } - sin '12

	

(3 .57)
rl

X0,3

	

.13

	

- ± a sin (11 sin 2 - b sin .13

als dem System der Bewegungsgleichungen auf dem Torus zu I = hQ. In unseren Berechnun-
gen benutzen wir naheliegenderweise die gleichen Werte für wo und a wie bei der Untersu-
chung der vom Rösslerschen System abgeleiteten Bewegungsgleichungen.

3 .6 .1 Der F'luii im "St5rsyslem"

Der im Grenzfall rl = 00 - bzw. im Störsystem - zu erwartende ursprungsnahe Attraktor ist
optisch vom wohlbekannten Lorenz-Attraktor ebenso wenig zu unterscheiden wie der in Abbil-
dung 3 .1 gezeigte "Rössler-ähnliche" Attraktor vom originalen Rössler-Attraktor . Wegen des
endlichen Wertes von a findet man wiederum leichte Abweichungen der Ljapunovexponenten
dieses "Lorenz-ähnlichen" Attraktors

3,z = 0.89,

	

= 0, .! 3 = - 14 .44

	

(3 .58)

(3 .55)

(3 .56)
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von denen des seltsamen Attraktors im Lorenz-System (3 .55), für die man

A i = 0.906 , A 2 = 0 , A 3 = -14.572

	

(3.59)

findet . Im Lorenz-System (3 .55) gilt übrigens V

	

_ - a - 1 - b = A l + }+ 2 + A 3 = - 13 .5,
weil V• ortsunabhängig ist (vgl . die Beziehungen (3 .32) & (3 .36) Abschnitt 3 .4).

Wie im Rössler-Fall kann die Position der Fixpunkte des Systems (3.57) analytisch be-
stimmt werden . Man hat nun allerdings eine kubische Gleichung für den Sinuswert einer
Komponente, etwa sin c1R}l, zu lösen. Die Lösungen für sin C ,2 hängen linear, die für sin .1,,,3

quadratisch von sin ~{ 1 ab . Diese Gleichungen sind im Anhang A .4 angegeben . Dort wird
gezeigt, daß im Limes ii --> oc (wie immer

	

woo(Io) = 0 & r = 1) stets drei reelle Lösungen

für sin

	

existieren, wenn r > 1 und a > j J
3

b (r - 1) 2 . Im Fall der von uns gewählten

Kontrollparameterwerte (3 .56) ist r = 28, und daher existieren im Limes r -> oo drei reell-
wertige Fixpunktsätze, wenn a > 6N- 9 .52 . Für große erwartet man daher ebenfalls
drei reellwertige Fixpunktsätze mit je acht nicht-äquivalenten Fixpunkten, je einen Satz für
jeden Fixpunkt im Lorenz-System (3 .55) . Jeder dieser 24 Fixpunkte

o hat einen konjugierten Partner im gleichen Fixpunktsatz (vgl. Abschnitt 3 .2),

hat zwei nächste Nachbarn, die zu den anderen beiden Fixpunktsätzen gehören, und

erzeugt ein Gitter äquivalenter Fixpunkte mit Gitterkonstanten 21r.

Die drei ursprungsnächsten Fixpunkte hängen natürlich mit dem "Lorenz-ähnlichen" At-
traktor in der vom Lorenz-Attraktor wohlbekannten Weise zusammen : Die Spiralen sind um
zwei von ihnen zentriert - die wir den linken bzw. rechten nennen werden, je nachdem, ob
sin L,1 seinen größten oder seinen kleinsten Wert annimmt -, und der dritte liegt im Zentrum
am Treffpunkt der Spiralen . Wir bezeichnen diese drei Fixpunkte also als [0, 0, OI L , [0, 0, 0]R

bzw. [0, 0, 0]m, und die zugehörigen Fixpunktsätze als "linken", "rechten" und "mittleren".
Die lineare Stabilitätsanalyse (vgl . Abschnitt 3 .2 und speziell Anhang A .4) ergibt, daß un-

ter den Fixpunkten [0,1, 0] M als einziger attraktiv ist . Außer diesem Punktattraktor und
dem ursprungsnahen "Lorenz-ähnlichen" findet sich mit der im Abschnitt 3 .3 entwickelten
Suchstrategie im Grenzfs 	 i ij = cc (bzw . im_ Störsystem) kein weiterer Attraktor . Die meisten
Trajektorien des Test-Ensembles enden auf dem Fixpunkt [0, 1, 0] M (oder seinen äquivalenten
Versionen, d .h. sie umlaufen den Torus zunächst einige Male).

3 .6 .2 Der F'l€ri3 als Funktion des Störparameters rj

Für aj > 20 .78 ändert sich diese Situation nicht nennenswert . Im Anhang A.4 wird gezeigt,
daß für die von uns gewählten Werte der Parameter a, wo, a, r und b (s .o .) die Sinuswerte
aller Fixpunktlösungen im Bereich 2 .4758 stets reell sind . Da in diesem Bereich auch
ferner die Bedingungen (3 .48) - nämlich 1 sin ~,,,h=1,2,3 I< 1 - erfüllt sind, existieren dort drei
reellwertige Fixpunktsätze . Sowohl Position wie Eigenwerte des Punktattraktors [0,1, 0] M
bleiben nahezu konstant t , und der "Lorenz-ähnliche" Attraktor ändert augenscheinlich weder

tIm Grenzfall n = oo sind die Eigenwerte -2.6667; -4.5000 ± 15 .803 i, und bei _ 20.78 findet
man 2.6646. ; -4.5008 ± 15 .218 i.
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Form noch Ausdehnung. Bei 7/ = 20 .78 wird er durch die Ljapunovexponenten

a l = 0 .79 , A2 = 0

	

a 3 = - 14.34

	

(3 .60)

charakterisiert, welche sich nur wenig von den im Grenzfall r~ = oo bzw . im Störsystem

gültigen unterscheiden, vgl . (3 .58).
Bei r~ 20.78 (genauer : im Intervall 20.779 > > 20.778) wird [0, 0 .0]R zum Attrak-

tor, und der "Lorenz-ähnliche" Attraktor verschwindet . Im Intervall 20 .78 ' 7/ ?, 2 .466 sind

die Fixpunkte [0, 1, 0]m und [0, 0, 0]R die einzigen Attraktoren . Bei z 2.646 (im Intervall

2 .6459 > > 2.6458) wird [0,1,1]L attraktiv, so daß für 2 .6458 ' rl Z. 2 .4758 drei Punktat-
traktoren existieren, aus jedem Fixpunktsatz einer.

Wie im Anhang A .4 gezeigt wird, lassen die Fixpunktgleichungen im Bereich 2 .4758 n ?-
0 .1086 höchstens einen reellwertigen Fixpunktsatz zu . Bei 2.4758 (genauer: im Intervall
2 .47579 > rl > 2 .47578) werden der "linke" und der "mittlere" Fixpunktsatz komplexwertig.
Der Punktattraktor [0,1, 0]M verschwindet iibigens nicht ersatzlos, sondern wird durch einen
periodischen Attraktor abgelöst (s .u .) . Der ursprungsnächste Fixpunkt des reellwertigen
Satzes bleibt Punktattraktor, aber dieser Satz erfüllt die Bedingungen (3 .48) nur oberhalb
von n ' 0.3374 (für kleinere 7)-Werte ist sin ,3 I> 1) . Deshalb existieren im Intervall
0 .3374 ä 0 .1086 gar keine reellwertigen Fixpunkte . Bei 0 .1086 tauchen die beiden
Fixpunktsätze, für die nach wie vor die Bedingung (3 .48) erfüllt ist, wieder im Reellen auf.
Da der Satz, dessen sin nL,3-Wert betragsmäßig größer als eins ist, nun derjenige mit dem
kleinsten Wert von sin C ,1 ist, handelt es sich bei diesen beiden Fixpunktsätzen in unserer
Terminologie nunmehr um den "rechten" und den "mittleren" Satz . Unter diesen Fixpunkten
gibt es einen Punktattraktor, nämlich [0, 0, 0]R . Bei n' 0.0529 wird der "mittlere" Satz
wegen j sin ge .,2 1> 1 komplexwertig, und das gleiche Schicksal ereilt den verbliebenen Satz
bei Pe. 0 .0523 (da I sin C,l I> 1), womit der letzte Punktattraktor verschwindet.

Im Anhang A .4 wird ebenfalls gezeigt, daß im Limes r1 --y 0 von den Lösungen für die
Sinuswerte der Fixpunktkomponenten stets mindestens eine betragsmäßig gegen oo tendiert,
so daß die Fixpunkte - in Übereinstimmung mit der Tatsache, daß solche auf regulären Tori
nicht existieren - in diesem Limes gegen den Punkt oo im Komplexen streben.

ES wurdeJe schon darauf hingewiesen,~ 	f

	

d
IiQ . der Punktattraktor [~,f, w bei

	

=it 2.4758Es

	

JI uct Punktattraktor L.,0]
~1i~

durch einen Grenzzyklus abgelöst wird . Mr bezeichnen diesen Attraktor im Folgenden
als "Nachfolge-Attraktor" . Die Transformationen dieses Attraktors werden nun in einiger
Ausführlichkeit beschrieben (und illustriert), weil sie für Attraktoren auf chaotischen Tori
typisch zu sein scheinen.

Wie im Fall des "generischen" Grenzzyklus' auf dem Rössler-Torus ist die Bewegung auf
der Grenzkurve des "Nachfolge-Attraktors" in (1 1 und 42 auf Intervalle mit Längen kleiner
als 27r beschränkt (die zugehörigen Windungszahlen verschwinden), wohingegen s monoton
wächst. Die Abbildung 3 .9 enthält einen Pseudo-3d-Plot des Attraktors und dessen Projek-
tion in die ((I, , i12)-Ebene bei = 2 .4 . Solange der Wert von rl nicht allzu weit unterhalb

n 2 .4758 liegt, ist die Bewegung auf der Grenzkurve in der Nähe der Stelle, an der sich der
Punktattraktor [0,1, O]M befunden hatte, sehr viel langsamer als anderswo . Mit abnehmen-
dem i verringert sich der Einfluß des ehemaligen (nun komplexwertigen) Fixpunktes, auf die
Bewegung auf der Grenzkurve aber rasch . Die Periode (bezüglich der skalierten Zeit) verkürzt
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sich im gleichen Maß - ganz anders als im Fall des "generischen" Grenzzyklus ' auf dem

Rössler-Torus . Die Grenzkurve passiert die Stelle, an der [0,1 .0]m gelegen hatte, in immer

größerem Abstand, so daß die im unteren Teil der Abbildung 3 .9 sichtbaren "Loops" nachein-

ander verschwinden (vgl . die Projektion der Grenzkurve in die (1, .2)-Ebene bei = 0 .16

im oberen Bild der Abbildung 3 .10).

Unterhalb von n 0.158 findet man eine Periodenverdopplungs-Sequenz - das untere

Bild der Abbildung 3 .10 zeigt den 4-Zyklus bein 77 = 0.1561 - und der Attraktor wird chao-

tisch, wobei sich die Bewegung zunächst auf schmale Bänder entlang der Bahn der ehema-

ligen Grenzkurve beschränkt . Jenseits der ersten Periodenverdopplungs-Sequenz (sie endet

nahe ti 0.1560) befindet sich ein enges "Fenster" der Periode drei, d .h. ein 3-Zyklus (bei

= 0 .1559) mit zugehöriger Periodenverdopplungskaskade . Mit abnehmendem >j werden die

beschriebenen chaotischen "Bänder" breiter und verschmelzen . Die Abbildung 3.11 zeigt den

chaotischen Attraktor bei i = 0 .1558 sowie bei = 0 .155 . Die zugehörigen Ljapunovex-

ponenten sind der Bildunterschrift dieser Abbildung zu entnehmen . Bemerkenswerterweise

ist der positive Ljapunovexponent dort, wo die chaotische Bewegung räumlich noch weniger

ausgedehnt ist, größer . Der Attraktor bleibt für > 0 .14273 chaotisch, außer in (engen) "pe-

riodischen Fenstern" . Die Abbildung 3 .12 zeigt im oberen Bild einen 7-Zyklus bei = 0 .145.

Der größte "Loop" entspricht dem im unteren Bild der Abbildung 3 .11 sichtbaren "chaoti-
schen Seitenband", das in der räumlich noch nicht so ausgedehnten chaotischen Bewegung

nahe den ersten Periodenverdopplungslkaskaden noch nicht vorhanden ist.

Unterhalb von = 0.14273 wird die Bewegung auf dem Attraktor wieder periodisch . Der

Übergang ist durch intermittentes Verhalten gekennzeichnet . Die Trajektorien wechseln in

Ii .6A' nregelmäßigen Abständen zwischen dem chaotischen Attraktor und der wieder sichtbaren

Grenzkurve, siehe das untere Bild der Abbildung 3 .12 . Die Grenzkurve hat eine ganz ähnliche

Form wie oberhalb des chaotischen Bereichs (vgl . mit dem unteren Bild der Abbildung 3 .10).

Unterhalb

	

durchläuft der Attraktor eine weitere Periodenverdopplungskaskade.V Äiuei iiQ3V von i! = 0 .133

	

At traktor

endet bei 7 ti 0 .12599. Dort ist der Attraktor wieder chaotisch, wobei die Bewegung
zunächst wiederum auf schmale Bänder um die Position der ehemaligen Grenzkurve be-

schränkt ist . Die Abbildung 3 .13 zeigt den Attraktor im (engen) Fenster der Periode drei,

bei i~ m 0.12597 . Jenseits dieses periodischen Fensters nimmt der Attraktor bald eine sehr
ähnliche Form wie im ersten chaotischen Bereich an, auch das "chaotische Seitenband" (s .o .)

erscheint wieder. Unterhalb von = 0 .118 verschwindet er allem Anschein nach (unsere
systematische Suchstrategie ist ohne reellwertige Fixpunkte nicht anwendbar).

Das hier beschriebene komplizierte Verhalten des Attraktors im Intervall 0 .16 w n ' 0.12

spielt sich im fixpunktlosen Bereich ab . Unterhalb von ?l Pe, 0.1086 gibt es aber wieder reell-
wertige Fixpunkte, und unter ihnen einen ursprungsnahen Punktattraktor (s .o .) . Gleichwohl

taucht der Attraktor dort in einem engen Intervall um / = 0 .1 (für 1 .02

	

' 0.97) wieder

an der alten Stelle nahe ((Ina

	

= (0,7r) auf. Die Grenzkurve hat praktisch die gleiche

Form wie zuvor . Bei = 0 .97 findet sich der einfache Grenzzyklus, bei = 0 .98 der 2-

Zyklus . Ein Pseudo-3d-Plot des letzteren ist im oberen Bild der Abbildung 3 .14 zu sehen.

Die Periodenverdopplungs-Sequenz verläuft also hier in Richtung anwachsender 7/-Werte . Bei

i = 0.1 ist die Bewegung auf dem Attraktor bereits chaotisch, charakterisiert durch die
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Abb.3 .9 : Ein Grenzzyklus als "Nachfolger" des Punktattraktors [0,1,0m . Pseudo-3d-Plot

((hen) und Projektion in die (4, 1 ; .12)-Ebene ; .r~ = 2 .4.
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Abb.3 .10 : Erste Periodenverdopplung : 1-Zyklus bei 7) = 0 .16 (oben) und 4-Zyklus. bei r~ , =

0.1561 (unten), jeweils in Projektion in die (l l , .12)-Ebene.
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Abb.3 .11 : Pseudo-3d-Plots des "Nachfolge-Attraktors " im chaotischen Bereich bei ij = 0 .1558
(oben) und = 0 .1550 (unten) . Die nichtverschwindenden Ljapunovexponenten Al und
a3 haben folgende Werte : Al = 0 .65 & . As

	

-11.19 bei :f = 0 .15.58 . sowie .. A l _= ..0.30 &

-10 .80 bei ii = 0 .155.

i0

0
'

05
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Abb.3 .12: Der "Nachfolge-Alttraktor "bei = 0 .145 in einem periodischen Fenster (oben,
Pseudo-3d-Plot) und bei 7/ = 0 .14273 (unten, Projektion in die (1, 1, .1>2)-Ebene) am Rand des

chaotischen Bereichs (intermittentes Verhalten, vgl . Text).
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Ljapunovexponenten

a i =0 .18, A2 = 0, A3 =-10 .45

	

(3 .61)

wobei sich die chaotische Bewegung noch auf schmale Bereiche nahe der ehemaligen Grenz-
kurve beschränkt . Bei = 0 .101 ist das Chaos optisch - siehe das untere Bild der Abbildung

3 .14 - und nach Maßgabe der Ljapunovexponenten

~ i =1.12, a2=0, a3 = - 11 .38 (3 .62)

noch wesentlich stärker ausgeprägt.
Unterhalb von T] 0.15 gibt es übrigens noch einen weiteren Grenzzyklus . Dieser existiert

bis in den Bereich, in dem wieder reellwertige Fixpunkte auftauchen (n ` 0 .1086) . Dort wird
auch dieser periodische Attraktor durch einen Periodenverdopplungsübergang chaotisch . Von
dem bislang betrachteten unterscheidet er sich vor allem dadurch, daß die Bewegung zwei
nichtverschwindende Windungszahlen aufweist (nur in der ,1) i-Komponente wird der Torus

nicht vollständig umlaufen).
Sobald der letzte Punktattraktor bei 0.0523 verschwunden ist, wird die Bewegung

auf dem Lorenz-Torus durch einen chaotischen Attraktor unit drei nichtverschwindenden Win-
dungszahlen in ähnlicher Weise geprägt, wie auf dem im vorhergehenden Abschnitt unter-
suchten Rössler-Torus durch einen Grenzzyklus mit nichtverschwindenden Windungszahlen.

Abb .3 .13: Der "Nachfolge-Attraktor" als 3-Zyklus, in einem periodischen Fenster des zweiten

chaotischen Bereichs bei ij = 0 .12597 (in Projektion in die (cZi , (12)-Ebene).
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Abb .3 .14: Pseudo-3d-Plots des "Nachfolge-Attraktors" nahe = 0 .1 - als 2-Zyklus bei

0 .98 (oberes Bild) und als chaotischer A .ttraktor bei = 0.101 (unteres Pild) .



Kapitel 4

Nicht=isolierte nichtreguldre Tori

Die bislang betrachteten, im 2N-dimensionalen Phasenraum Hamiltonscher Systeme der
Form (2.4) bzw . (3.1) isolierten nichtregularen Tori bilden dort Hyperflächen der Dimen-
sion N, weil jedem solchen Torus im Wirkungsraum nur ein Punkt entspricht . Im
kungsraum Hamiltonscher Systeme können aber auch endlichdimensionale Hyperflächen der
Dimension n < N - 1 vorkommen, auf denen jedem Punkt ein invarianter Torus im Phasen-
raum entspricht . Die Gesamtheit aller dieser Tori bildet dann eine invariante Hyperfläche im
Phasenraum, deren Dimension zwischen N + 1 und 2N -- 1 liegt . t

4A Invariante Hyperflächen im Phasenraum 9 die aus nicht-

regulären Tori bestehen

lir betrachten im Folgenden stets Ilamiltonsche Systeme der Form

Ho ( .T)
H = Ho(I) +0) bzw. H _ -

	

- -1- Hl (, 0)

I1{, ) _ '(I) • G(~, 0)

deren winkelabhängiger Term . H 1 auf einer n-dimensionalen Hypernäche
dimensionalen Wirkungsraurn verschwindet:

F(I) ]i E n ;N = 0 und dim l n ;N .'= n < N - 1

	

(4 .2)

Auf der Hyperfläche n ;N verschwindet daun t die Änderung der Wirkungen:

i 11 E n;N = 0

	

(4 .3)

¢ Vgl. die Definition invarianter Mannigfaltigkeiten auf Seite 4. Hyperflächen . sind natürlich diffe-

renzierbare Mannigfaltigkeiten (-p Anhang A.5).
*Übrigens läßt sich jede analytische Hamiltonfunktion, deren Ableitung nach den Winkeln auf

einer n-dimensionalen Hyperfläche im Wirkungsraum verschwindet, in dieser Form schreiben . Zu

gegebenem H1 und Mn;N gibt es aber verschiedene Vektorfelder F, die (4 .2) erfüllen . Für die bisher

betrachteten Hamiltonschen Systeme (2 .4) gilt ' (1) = ' - 1o = 0 , und dementsprechend n = O.

aB
1Yin;N



Jeder Wirkung IY auf der Hyperfläche Mn ;N ist also ein invarianter Torus zugeordnet . Die

Gesamtheit dieser Tori bildet wiederum eine (invariante) Hyperfläche im Phasenraum t , auf

welcher die Bewegung den folgenden Gleichungen genügt:

= wo(L)
+

	

G(,.,) für jedes s E Mn;N

	

(4.4)

Beispiel 4 .1: Als einfaches Beispiel betrachten wir folgendes Hamiltonsches System mit zwei

Freiheitsgraden :

H = wo,111 + w0 , 2I2 +71(12 - 10,2 ) sin

	

cos 42

	

(4 .5)

Der Störterm läßt sich also beispielswiese durch

F(L) = (0, L,2 - 10,2) = 0 und GO = (0, sin cos 1'2)

	

(4.6)

zusammensetzen. Auf der eindimensionalen Hyperfläche im Wirkungsraum, die durch L,2 =

10 , 2 gegeben ist (also einer Geraden), gilt Il = 12 = 0 . Die Bewegungsgleichungen auf den

zugehörigen Tori lauten
= wo,l + ij sin 'I1 eos '12

'1' 2 = 010,2

Nach Einsetzen der trivialen Lösung für ,12 verbleibt eine explizit zeitabhängige Gleichung:

= 0o4 + 71 sin '11 cos (100,2 t +'1a(i = 0))

	

(4 .8)

Auch in diesem System findet man zu jedem Attraktor einen Repeller, da jeder Trajektorie

('1,4'2) unter Zeitumkehr eine Trajektorie -41 s - (1'2) entspricht .° Die Abbildung 4.1 zeigt

einen Grenzzyklus und den zugehörigen Repeller (letzteren als Attraktor unter Zeitumkehr).

Fixpunkte sind ausgeschlossen, solange wo,2 0 0 . Das Auftreten chaotischer Attraktoren kann

auf Barrieren ebenfalls ausgeschlossen werden (--4 Abschnitt 4 .3).

Die Dimension Dn;N der invarianten Hyperfläche, welche aus allen invarianten Teri besteht,

die im Wirkungsraum eine n-dimensionale Hyperflüche bilden, ist offensichtlich gleich

der Summe aus der Zahl N der Winkelvariablen einerseits und der Dimension 72 der Hy-

perfläche im Wirkungsraum andererseits:

Dn . N =lcT +7L

Es liegt nahe, D,n ;N mit der Dimension Dreg zu vergleichen, welche die von den KAM-Torf zu

einen► festen normierten Frequenzvektor b =

	

(d.h. mit fixierten Frequenzverhältnissen)

1Zur Unterscheidung von der Hyperfläche Af,,, ;N im Wirkungsraum, auf welcher der winkelabhängige

Anteil der Hamiltonfunktion (4 .1) verschwindet, bezeichnen wir im Folgenden die Gesamtheit der

zugehörigen invarianten Tori oft als "invariante Hyperfläche" (im Phasenraum) . Natürlich ist M ;N

ebenfalls eine invariante Mannigfaltigkeit (?Nullvektoren verlaufen tangential zu jeder Fläche).

tvgl . die Anmerkung auf Seite 27 im Abschnitt 3 .2 (sowie Anhang A.3 im Zusammenhang mit

Kap.4 .7) .

(4.7)

(4 .9)
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Abb.4 .1: Oberes Bild : Ein Grerzzyk us des Systems (4 .7) . Unteres Bild : Der zugehörige

Repeller (als Attraktor unter Zeitumkehr) . Parameter: i = 1, wo,1 =

	

wa,2 = 1 . Die

jeweilige Anfangsbedingung ist durch maskiert . Aufgetragen ist (g2,_1,2 mod 27r) .
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gebildete Hyperfläche im Phasenraum fast-integrabler Systeme mit N Freiheitsgraden besitzt.

Da KAM-Ton in einem ganzen Energieintervall existieren, gilt

Dreg = N + 1

	

(4 .10)

Die Dimension invarianter Hyperflächen, die aus nichtregulären Tori bestehen . ist daher für

n > 1 (wenn es sich also nicht um isolierte Tori handelt) stets mindestens so groß wie die
Dimension der Hyperfläche aller KAM-Torf zu einem festen normierten Frequenzvektor und
liegt zwischen N + 1 und 2N -- 1 . Da (2N - 1)-dimensionale invariante Hyperflächen im
2N-dimensionalen Phasenraum Barrieren t bilden, kann es sich sogar um Barrieren für den
Phasenraum-Fluß handeln, und zwar bemerkenswerterweise in Systemen mit beliebig vielen
Freiheitsgraden . Im Fall der einem festen normierten Frequenzvektor zugeordneten KAM-

Tori ist dies nur in (fast-integrablen) Systemen mit zwei Freiheitsgraden möglich, weil für
N > 2 stets Dreg < 2N - 1.

Ein einfaches Beispiel für eine solche Barriere ist das System im obigen Beispiel 4 .1 - die
Hyperfläche im Wirkungsraum (eine Gerade) teilt diesen, und damit den Phasenraum, in
zwei Teile, die nicht durch Trajektorien verbunden werden können . Da endlichdimensionale
Hyperflächen im Wirkungsraum von Systemen mit zwei Freiheitsgraden stets die Dimension
n = 1 haben, bilden die zugehörigen invarianten Hyperflächen im Phasenraum jedenfalls
(aber nicht notwendigerweise echte) Barrieren.

Übersicht fiter das folgende Kapitel

Im folgenden Abschnitt untersuchen wir zunächst ein weiteres Beispiel einer Barriere aus
nichtregulären Taxi in einem System mit nur zwei Freiheitsgraden . Wahrend im obigen Bei-
spiel eine der beiden Bewegungsgleichungen trivial integrabel ist (d .h. die rechte Gleichungs-
seite ist konstant), kann man die Bewegungsgleichungen dieses Systems durch eine lineare
Transformation in eine trivial integrierbare ("triviale") und eine "nicht-triviale" zerlegen.
Diese Zerlegung wird anschließend ganz allgemein durchgeführt, d .h. filz beliebige Anzahl N
von Freiheitsgraden und für (im Wirkungsraum) möglicherweise gekrümmte Hyperflächen.
Man findet immer n "triviale" und in = N - n "nicht-triviale" Bewegungsgleichungen.

Die je nach der Dimension der Hyperfläche im Wirkungsraum (bzw. der zugehörigen in-
varianten Hyperfläche im Phasenraum) unterschiedliche Form der resultierenden Bewegungs-
gleichungssysteme läßt bereits Schlüsse in Bezug auf die jeweils möglichen Attraktortypen
zu, wie im dritten Abschnitt nachgewiesen wird . In einigen Fällen kann das Auftreten chao-
tischer Attraktoren ausgeschlossen werden (alle Attraktoren müssen reguliir sein), in anderen
das Auftreten periodischer Bewegung (und damit das Auftreten von Grenzzyklen).

t Eine invariante (2N-1)-dimensionale Mannigfaltigkeit stellt sie für den Fluß im 2N-dimensionalen

Phasenraum eine echte Barriere dar, wenn sie den Rand einer 2N-dimensionalen Mannigfaltigkeit bil-

det oder ihn enthält . Der Fluß verläuft dann tangential zum Rand der 2N-dimensionalen Mannigfal-

tigkeit . Trajektorien, die in ihrem inneren starten, können diese daher nie verlassen, und umgekehrt

können Trajektorien, die außerhalb starten, das Innere nie erreichen . Invariante (2N-1)-dimensionale

Mannigfaltigkeiten, die nicht die Oberfläche einer 2N-dimensionalen lliannigfaltigkeit enthalten, stel-

len ebenfalls Barrieren für den Phasenraum-Fluß dar, die aber (auf einem nicht nur infinitesimalen

Umweg) umgangen werden können .
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Im vierten Abschnitt wird die Bewegung auf Barrieren untersucht . Dort können nur re-
guläre Attraktoren vorkommen. Periodische Bewegung ist auf nichtregulären Barriere-Toni
in Systemen mit zwei Freiheitsgraden möglich, in Systemen drei oder mehr Freiheitsgraden
aber eher die Ausnahme . Wir geben die Bedingungen an, unter denen periodische Bewegung
(nicht) auftreten kann und untersuchen numerisch einen regulären Attraktor, auf dem die
Bewegung nicht-periodisch verläuft . Anschließend weisen wir nach, daß die nichtrelativisti-
sche Bewegung geladener Einzelteilchen auf Barrieren verlaufen kann, wenn das magnetische
Vektorpotential räumlich periodisch ist und eine feste Richtung hat . Als Beispiel werden die
elektromagnetischen Potentiale und Felder angegeben . die zur Realisierung der Bewegung
auf den nichtregulären Barriere-Torf des Beispiels 4 .2 (welches zu Beginn dieser Ubersicht
beschrieben wurde) nötig sind . In periodisch oder quasiperiodisch zeitabhängigen Feldern
kann auch die Bewegung auf nichtregulären Barriere-Torf im Phasenraum von Systemen mit
mehr als drei Freiheitsgraden durch ein nichtrelativistisch bewegtes Elektron realisiert
den .

Im fünften Abschnitt werden Systeme mit N Freiheitsgraden untersucht, in deren Pha-
senraum (2N - 2)-dimensionale invariante Hyperflächen auftreten, die aus chaotischen Tori
bestehen, auf denen sich die Bewegungsgleichungen bei geeigneter Skalierung der Parameter
auf diejenigen eindimensionaler Oszillatorsysteme reduzieren lassen . Am Beispiel zweier Sy-
steme, deren Bewegungsgleichungen sich in dieser Weise auf diejenigen des Duffing- bzw . des
van des Pol - Oszillators reduzieren lassen, betrachten wir relativ ausführlich die Bewegung
auf solchen Tori für N = 3 und N = 4 . Wegen der in die beiden nicht-trivialen Bewegungsglei-
chungen eingehenden Zeitabhängigkeit können hier seltsame Attraktoren auftreten . Neben
diesen finden wir periodische und, wo periodische Bewegung ausgeschlossen ist, reguläre ape-
riodlsChe Attraktoren . Alle in diesem Abschnitt~bsc~-nitj untersuchten Bewegungen auf nichtregulärenuntersuchtens. Bewegungen
bzw . chaotischen Tori können auch in der nichtrelativistischen Bewegung geladener Einzelteil-
chen in geeigneten Feldern auftreten, wie abschließend nachgewiesen wird . Die Realisierung
der Bewegung auf Attraktoren periodisch getaa_ebUC~~~~ Systeme ist

	

~	getriebener Systeme ist dabei (wahlweise) sogar in
stationären Feldern möglich.

Im vorletzten Abschnitt des Kapitels behandeln wir anhand von Beispielen nichtreguläre
bz - . 4hilv schc To r= ,

	

-_~ s '_ _die invariante Hyperflächen mit weniger als 2N - 2 Dimensionen bil-
den.

	

a u tuio~.xc Tor:,
Zunächst zeigen wir, daß die im dritten Kapitel betrachteten isolierten chaotischen Tori

als Subtori nichtregulärer Tori auftreten können, welche höherdiinensionale invariante Ily-
perfiächen bilden . Dieses Beispiel läßt sich ebenso verallgemeinern wie ein weiteres, welches
die Kopplung der im vorhergehenden Abschnitt betrachteten Oszillatoren behandelt . Außer-
dem wird nachgewiesen, daß die Bewegung geladener Einzelteilchen auch auf nichtregulären

verlaufen kann, die Teil einer invarianten Hyperfläche der Dimension 2N - 3 sind.

Während wir im vorhergehenden Kapitel bereits zu Anfang ein Verfahren einführen, wel-
ches die Angabe von isolierten nichtregulären Tori mit beliebig vorgegebenen Attraktoren
autonomen dissipativer Systeme erlaubt, gehen wir hier bei der Analyse der Bewegung auf
nicht-isolierten nichtregulären Tori zunächst rein fallbezogen vor, d .h. ohne Rückgriff auf das
im Kap .3 .1 vorgestellte Verfahren, dessen Erweiterung auf nicht-autonome Systeme mit pe-
riodisch oder quasiperiodisch zeitabhängigen Termen aber im letzten Abschnitt nachgeholt
wird .
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4 .2 Partielle Entkopplung der Bewegungsgleichungen

Die Untersuchung des folgenden Beispiels legt die Erwartung nahe, daß die Bewegungsglei-
chungen auf nicht-isolierten nichtregulären Tori in jedem Fall in n triviale und r:m = N - n

nichttriviale zerlegt werden können (wobei n, wie stets, die Dimension der Hyperfläche ist,
welche die nichtregulären Tori im Wirkungsraum bilden).

Beispiel 4 .2 : Wir betrachten folgendes System mit zwei Freiheitsgraden:

H = W0,111 + WWo,212 + 1(a111 - a212) cos(4I -1'2)

	

(4.11)

mit a, 1,2 > O . Auf der durch die Beziehung

f (I) =

	

- (1212 = 0

	

(4 .12)

gegebenen eindimensionalen Hyperfläche (einer Geraden) im Wirkungsraum gilt wiederum
11 = 1.2 -= 0 . Auch diese Gerade zerlegt den Wirkungsraum in zwei Teile, die nicht durch
Trajektorien verbunden werden können . Die Bewegungsgleichungen auf den zugehörigen Tori
(und, was die Winkel angeht, auch im iibrigen Phasenraum) lauten

= i+1o, 1 + 9ja1 COS(g'1 - ~2)

- W0,2 - ?l(12 Cos(1 ° b 2 )

4, 1
(4.13)

°n Gegensatz zum ersten Beispiel ist diesmal ohne weitere Transformation keine der bei-
den Bewegungsgleichungen (4 .13) trivial integrabel . Das hängt damit zusammen, daß im
vorhergehenden Beispiel die Hyperfläche (ebenfalls eine Gerade) im Wirkungsraum achsen-
parallel liegt, die hier betrachtete Hyperfläche (bzw . Gerade) hingegen nicht . Führen wir
aber eine lineare Transformation auf neue Variable durch, nämlich t , auf

(
Q1 ) =

	

1

	

( al -
a2 (

	

)
(4.14)

\ Q2 )

	

,via? -+ ary 1 a2 (11 I 1 '12 1

lm folgenden Abschnitt wird gezeigt, daß diese Transformation kanonisch ist . Die neuen Variablen
sind allerdings keine Wirkungs-Winkel-Variablen mehr . Kanonische Transformationen (-k Anhang

A,O), welche die Wirkungs-Winkel. Variaölen wieder inIrkungs- inkei- ►'ariable überführen, haben

nämlich die Eigenschaft, daß die neuen Winkelvariablen 2v-periodische Funktionen der alten Win-
kelvariablen sind, weil nur dann gewährleistet ist, dass wiederum jedem Punkt auf einem Torus auch

in den neuen Winkelvariablen genau ein (modulo Zar eindeutiger) Wert entspricht . Falls eine solche
Transformation linear ist (wie die hier betrachtete) oder einen linearen Anteil hat, darf sie bzw. dieser

daher Wirkungs- und Winkelvariable nicht "mischen", und die Transformationsmatrix darf mir ganze
Zahlen enthalten . Ferner muß ihre Determinante Betrag eins haben, denn aufgrund der Cramerschen
Regel ist nur dann gewährleistet, daß sowohl die neuen Winkelvariablen ganzzahlige Linearkombina-

tionen der alten als auch die alten Winkelvariablen ganzzahlige Linearkombinatiorten der neuen sind

[Per85] . Die hier betrachtete Drehmatrix hat zwar Determinante eins, aber ihre Elemente sind nicht

ganzzahlig (Richtungscosiniäs I) .
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so ist im transformierten Gleichungssystem

alwo,l

	

a2s,1(), 2 / a1 ~- a2 a2 - al
QI 2+ r~~a 1 + a2 cos QI ~r Q2I

%f4
V aa+ a2 ial +a25d +a2 (4.15)

02
a2wo,1 + a1wo,2

V a?+a2

die zweite Gleichung trivial integrierbar . Durch eine Linearkombination beider Gleichungen,
nämlich

	

al + a2

	

a2 - a1
QI +	 -Q2

	

(4.16)

	

\la1 + a2

	

\/a1 + a2

gelangt man zu einer weiteren (durch Quadratur) lösbaren Gleichung, so daß auch die erste
Gleichung lösbar ist . Der Transformation (4 .14) entspricht im Wirkungsraum eine Drehung
der Achsen des Koordinatensystems derart, daß die Hyperfläche (Gerade) parallel zu den
neuen Achsen liegt.

Eine detaillierte Diskussion der Bewegung auf den nichtregulären Tori dieses Systems
wird im Anhang C präsentiert . Es zeigt sich, daß nicht nur das System (4.13) integrabel ist,
also die Bewegung auf der Barriere, sondern sogar die zugehörige Hamiltonfunktion (4 .11) 1 .
Es gibt sowohl ein Regime ohne Attraktoren wie eines mit Grenzzyklen, welche sich von
den bisher untersuchten wesentlich nur darin unterscheiden, daß ihr Auftreten und ihre Posi-
tion analytisch vorhersagbar sind . Nichtregularität und universelle Integrabilität bilden also
durchaus keinen Widerspruch (siehe auch die Diskussion im Anhang A .2) . Im übrigen ist es
offensichtlich ein Leichtes, Hamiltonsche Systeme anzugeben, deren Bewegungsgleichungen
auf ihren nichtregulären (und nicht-isolierten) Tori von vornherein entkoppelt sind .

	

o

Im a.Jlgemeinen Fall - d .h . im Fall beliebiger Zahl N von ^Frei{he
en w{9%"

Freiheitsgraden und im Wirkungs-
,N - können die Bewe-

gungsgleichungen
möglicherweise gekrümmter rc-di.üertsionaler Hyperf Loh:~,. aayyc.s 	-

gungsgleichungen auf den zugehörigen invarianten Hyperflächen ebenfalls (und in der gleichen
Weise wie im vorhergehenden Beispiel) in genau n triviale und m = N - n nicht-triviale zer-
legt werden . Dies bedingt das identische Verschwinden von m Poincare-Invarianten einerseits,
und andererseits das Nichtverschwinden der n übrigen. Die Zerlegung in n triviale und m
nicht-triviale Gleichungen liefert also Gleichungssysteme, deren Form durch die Dimension
der . Hyperfläche, welche die nichtregulären Tori im Wirkungsraum bilden, bestimmt wird.
Diese läßt daher Schlüsse auf die Typen von Attraktoren zu, die auf den zugehörigen invari-
amen Hyperflächen im Phasenraum auftreten bzw . nicht auftreten können.

Zerlegung der Bewegungsgleichungen in triviale und nicht-triviale

Komponentenweise lautet die Bedingung (4 .2)

Fi(I) ILa E (4.17)

L und darüber hinaus alle Hamiltonfunktionen mit N > 2 Freiheitsgraden, die nur von einer einzigen

Linearkombination der N Winkel abhängen.
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d .h . die Skalarfelder haben auf der Hyperfläche n ; jr im Wirkungsraum einen

konstanten Wert . Genau wie Feldlinien immer senkrecht auf den zugehörigen Äquipoten-

tialflächen stehen, müssen daher die Gradienten dieser Skalarfelder senkrecht auf der Hy-

perflächeMn;N stehen, und es gilt

OF)

	

(4 .18)
01F'-i,

. . .,N( )) i . E n;N -!

	

n ;N

	

Rang
01I 1i . E 1 n;N =

N - n

d.h. die aus diesen Gradienten gebildeten N x N-Matrizen	 01) bilden für jede Wirkung

Lauf der Hyperfläche Mn;N Vektoren in den zu Mn;N im Punkt

	

senkrecht stehenden

Unterraum ab . Der Rang dieser Matrizen ist deshalb gleich m = N - n, und der Vektor

71
(0 - wo)

	

E Mn ;N =
-0;

G(L, f)

	

(4.19)

steht senkrecht auf Mn;N und hat m linear unabhängige Komponenten.

Übrigens identifizieren wir bei dieser Betrachtung den Wirkungsraum mit dem RN . In

dieser Sichtweise ist Mn;N also eine Hyperfläche im EN , und die Vektoren G(L, P) sowie

(4.19) sind Vektoren im IR A . Der Vektor (4 .19) ist aber dem winkelabhängigen Term in der

obigen Bewegungsgleichung (4.4) proportional . Es liegt also nahe, die kanonische Basis t im

Phasenraum so zu drehen, daß m = N - n Basisvektoren im Wirkungsraum senkrecht auf

Mn ; , in einem beliebig (aber fest) vorgegebenem Punkt I E Mn;N stehen . Dies geschieht

durch Anwendung einer nur N-dimensionalen Drehmatrix R(LR ), welche über die erzeugende

Funktion
N N

S(P, fl = Pi L Rs;(I.) ,k,
i=1

	

,p c1

fo lgende

	

Transformation ~~inrlnziPrt"' 1~ ~~ ., .~ .,.~ kanonische ~_ ..,_ .. ._.. 	 °	

I = R-1 (L)P t7 P _ .R(I.)l , sowie

Die neuen Variablen P sind also Linearkombinationen der Wirkungen I, und in gleicher

Weise sind die konjugierten Variablen Q Linearkombinationen der Winkel _ifs . Wie im obi-

gen Beispiel gezeigt wurde, handelt es sich gleichwohl nicht um Wirkungs-Winkel-Variable

(vgl . die Anmerkung auf Seite 63).

Bei Anwendung dieser Drehung auf den Vektor (4 .19) verschwinden also genau n Kom-

ponenten des transformierten Vektors

~I ( - (1'0) IL E Mn;j`' , wobei c'o(l=) _ R(I=)wo(.L)

	

(4 .22)

Die Transformation überführt mithin die Bewegungsgleichungen (4 .4) in ein G leichungssy-

stem mit m = N - n nicht-trivialen Bewegungsgleichungen (o .B .d .A. die ersten m Stück)

?gemeint ist die Standardbasis aus 2N aufeinander senkrecht stehenden Einheitsvektoren.

= Hier geht ein, dai3 für Drehmatrizen RT = R-1. Bzgl . des allgemeinen Falls vgl . (C.3) & (C .4).

(4.20)

(4.21)
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sowie n weiteren trivialen:

= wot( + (R(L)

	

G ( ,R-1(1.)Q))

für i=l, . . .,m=N-n, sowie

'o,t(I* ) für i = m+ 1, . . .,N

8

Die Bewegungsgleichungen (4 .23) gelten auf gekrümmten Hyperflächen n ; N im Wirkungs-
raum lokal für jeden Punkt L . Auf nicht gekrümmten Hyperflächen Mn;N ist die Drehmatrix
R hingegen überall die gleiche . Ein Beispiel für gekrümmte Hyperflächen und die Bewegungs-
gleichungen auf den zugehörigen nichtregulären Tori wird im Anhang A .6 gegeben.

Die Poincare'-Invarianten auf nicht-iso lierten nichtreguiaren Tori

Bezüglich der Poincare-Invarianten des Flusses auf den nichtregulären Tori, die im Wirkungs-
raum die 1`lyperfiäche Mn ; N bilden, findet man dementsprechend, daft m = N - n identisch
verschwinden :

J2x 0, k >n

	

(4.24)

denn da jedes I E n ;N nur n linear unabhängige Komponenten hat, gilt

dl; i A . . . A dlE h I L E mn ;N = 0 falls k > n

	

(4 .25)

Für k < m verschwindet dieses äußere Produkt hingegen im allgemeinen nicht, weil ein Wir-
kungsvektor I E Mn;N mehr als k linear unabhängige Komponenten haben kann . Daher
findet man in der Regel n nichtverschwindende Poincare-Invarianten

Jzk = cone. . ,'-- 0, k< n

	

(4 .26)

4 .3 Fallunterscheidung:~

	

Welche

	

89&~ß~'8 ~%PS9o3 Fallunterscheidung:

	

A
-t"1.1,Llart.ivr F,j/'p~~g

auftreten?

Die Zerlegung der Bewegungsgleichungen auf nichtregulären N-Tori, die im Phasenraum
(N + n)- bzw. (2N - m)-dimensionale invariante Hyperflächen bilden, in m = N - "nicht-
triviale" und n "triviale" läßt Schlüsse darauf zu,

auf welchen dieser invarianten Hyperflächen überhaupt chaotische Attraktoren auftre-
ten können, und ferner

auf welchen periodische Bewegung (nicht) möglich ist.

Die Tabelle 4 .1 gibt einen T3berblick über die im Folgenden beschriebenen Fallunterscheidun-
gen .

(4 .23)

Qi
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Reguläre oder chaotische Attraktoren?

Eine exponentielle Separation verschiedener Trajektorien ist in den n Komponenten, welche

trivial-integrablen Gleichungen genügen, ausgeschlossen . Daher verschwinden auf nichtre-

gulären N-Tori, die im Phasenraum (N -F n)-dimensionale invariante Hyperflächen bilden,

die zugehörigen n Ljapunovexponenten t und ergo ist m = N - n die maximale Anzahl nicht-

verschwindender Ljapunovexponenten . Das Auftreten chaotischer Attraktoren ist aber defini-

tionsgemäß nur möglich, wenn es mindestens zwei nichtverschwindende Ljapunovexponenten

gibt, von denen wiederum mindestens einer positiv und deren Summe negativ sein muß . Auf

Barrieren können deshalb keine chaotischen Attraktoren vorkommen, weil Attraktoren dart

nur auftreten, wenn der eine verbleibende (eventuell) nichtverschwindende Ljapunovexponent

negativ ist.

Auf invarianten Hyperflächen mit dieser Art 2N - 2 Dimensionen, also nur einer weni-

ger als Barrieren, ist das Auftreten seltsamer Attraktoren hingegen möglich, da die trivia-

len Komponenten in der Regel explizite Zeitabhängigkeiten der beiden nicht-trivialen Bewe-

gungsgleichungen bedingen, und daher im allgemeinen zwei der Ljapunovexponenten nicht

verschwinden . Wenn allerdings die beiden nicht-trivialen Gleichungen von den trivialen ent-

koppelt sind, entfallen die im allgemeinen Fall auftretenden explizit zeitabhängen Terme in

den nicht-trivialen Bewegungsgleichungen . Dann verschwindet ein weiterer Ljapunovexpo-

nent, nämlich der zur Bewegungskomponente in Richtung des zweidimensionalen Flusses in

den beiden nicht-trivialen Bewegungskomponenten gehörige . Dementsprechend können in

diesem Fall nur reguläre Attraktoren auftreten.

Auf nichtregulären N-Tori, die invariante Hyperflächen mit weniger als 2N - 2 Dimen-

sionen bilden, sind mindestens drei der Bewegungsgleichungen "nicht-triviale", und daher

gibt es im allgemeinen immer mindestens zwei (in der Regel m = N n) nichtverschwin-

dende Ljapunovexponenten . Auf diesen invarianten Hyperflächen ist das Auftreten seltsamer

Attraktoren daher normalerweise möglich.

Periodische oder aperiodische Bewegung?

Falls die Bewegungsgleichungen von vornherein in m nicht-triviale und n triviale Glei-

chungen zerlegt sind, und im System der Bewegungsgleichungen weinigstens zwei triviale

Gleichungen auftreten, ist es wichtig zu unterscheiden, ob die zugehörigen Frequenzen kom-

mensurabel sind oder nicht, d.h. ob sie zueinander in rationalen Verhältnissen stehen oder

nicht . Die n Frequenzen

	

der trivialen Bewegungskomponenten sind

® kommensurabel, wenn es n nichtverschwindende ganze Zahlen

	

gibt, so daß

, Ekm+1w0,rra~-I + . . . T ~% nr ~slO,Id = 0•, und •scm+l, . . ., 1 .̀

	

\ i{0}

	

(4.27)

e inkommensurabel, wenn es keine solche Beziehung gibt.

Falls die Frequenzen der trivialen Bewegungskomponenten inkommensurabel sind, so kann die

Bewegung grundsätzlich nicht periodisch sein (also auch auf Attraktoren nicht) - in diesem

t in diesem Fall können ausnahmsweise n der N Ljapunovexponenten raumfesten Richtungen zuge-
ordnet werden.

67



Fallunterscheidungen

Die zulässigen Attraktortypen auf

einer aus nichtregulären N-Tori

bestehenden invarianten Hyperfläche

der Dimension

2N-1 2N-2 1 2N-m .m>3

t;,o(L=) = 0,
triviale und

nicht-triviale

Gleichungen

entkoppeln

oder

cjo(I ) J_ Ain ;
Fixpunkte reguläre alle

andernfalls,

sofern

R(L.) =
reguläret reguläre t alle t

N = m + 1, oder die
Kommensurabilitätsbedinugen

(4.27) bzw . (4 .29) sind erfüllt

reguläre: alle° alle +

und

andernfalls

N > 3)

reguläre,

aber

aperiodische

aperiodische aperiodische

taufier Fixpunkten

tauiier Fixpunkten; auch im Fall R(I) � If ist periodische Bewegung

nicht unbedingt ausgeschlossen, vgl. Text.

Tabelle 4 .1: Übersicht

Fall kann eine Trajektorie nämlich nie wieder an einen Punkt auf dem N-Torus gelangen, den

sie schon einmal erreicht hatte . Andernfalls ist die Bewegung zumindestens in den trivialen

Bewegungskomponenten periodisch . Im Anhang A .7 wird gezeigt, daß zur Beschreibung der

Bewegung in den m nicht-trivialen Winkelvariablen die Betrachtung der Bewegung auf einem

(m ± 1)-Torus genügt, sofern die Kommensurabilitätsbedingung (4 .27) erfüllt ist.

Wenn die Bewegungsgleichungen

	

erst durch eine lineare Transformation in m nicht-

triviale

	

au~~

triviale und n triviale Gleichungen zerlegt werden müssen, so kann im allgemeinen die

Möglichkeit periodischer Bewegung nicht ausgeschlossen werden . Man kann lediglich eine

notwendige (aber im Unterschied zum oben betrachteten Fall keineswegs hinreichende) Be-

dingung angeben, die erfüllt sein muß, damit periodische Bewegung auftreten kann:

Die Abhängigkeit der im nicht-trivialen Bewegungsgleichungen von den -a trivialen Kom-

ponenten ist im System (4 .23) zeitlich periodisch, wenn die Komponenten des Vektors

cv = R- 1 (o, - . . ‚0, O,m+1,- . . ‚ o) (4 .28)

kommensurabel sind, d .h. wenn es N nichtverschwindende ganze Zahlen

	

gibt, so daß

ki~1 + . . . + k1vwnT = 0 und ~s= 1, . . .,IL' E E\{0}

	

(4 .29)
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4®4 Nichtreguläre Barriere®Tori

In diesem Abschnitt fassen wir zunächst die bisher abgeleiteten Resultate über Attraktoren
zusammen, welche auf Barrieren vorkommen können, die aus nichtregulären Tori bestehen,
und illustrieren dann die aperiodische Bewegung auf einem regulären Attraktor (Beispiel
4 .4 .a) . Anschließend wird gezeigt, daß solche Barrieren auch in der Bewegung geladener
Einzelteilchen in räumlich periodischen Feldern auftreten . Exemplarisch werden die Felder
angegeben, welche zur Realisierung der Bewegung auf den Barriere-Tori nötig sind, die im
Beispiel 4 .2 (bzw. im Anhang G) untersucht wurden (Beispiel 4 .4 .b).

Wie wir gesehen haben, können chaotische Attraktoren auf Barrieren nicht auftreten.
Das gilt natürlich auch für den zeitumgekehrten Fluß. Daher kann es auf Barrieren auch auf
Repellern keine chaotische Bewegung geben . Insbesondre kann die Bewegung auf den aus
nichtregulären Tori bestehenden, dreidimensionalen invarianten Hyperflächen in Systemen
mit nur zwei Freiheitsgraden überhaupt kein chaotisches Langzeitverhalten zeigen, da diese
invarianten Hyperflächen jedenfalls Barrieren bilden.

Periodische Attraktoren sind auf Barrieren in Systemen mit nur zwei Freiheitsgraden zu
erwarten (vgl . die beiden Beispiele 4 .1 und 4 .2) . Auf Barrieren in Systemen mit drei oder
mehr Freiheitsgraden können sie nur dann auftreten, wenn die entsprechende Kommensura-
bilitätsbedingung (4 .27) bzw . (4.29) erfüllt ist, wobei im Fall nicht achsenparalleler Barrieren
die Kommensurabilitätsbedingung (4 .29) nur eine notwendige, aber noch nicht hinreichende
Bedingung für die Möglichkeit des Auftretens periodischer Bewegung ist . Andernfalls ist
periodische Bewegung, und damit auch das Auftreten periodischer Attraktoren, jedenfalls
ausgeschlossen.

Beispiel 4.4.a : Als Beispiel für solche aperiodischen und gleichwohl regulären Attraktoren
auf Barrieren betrachten wir die Bewegung auf der (fünfdimensionalen) Barriere eines Systems
mit drei Freiheitsgraden . Die dieser Bewegung zugrundeliegenden Bewegungsgleichungen
lauten

wo , i -- ija sin ,1i sin 1'2 sin

• sso ; 2

▪ w o,3

(2 (4.30)

W0,2wobei

	

irrational ist.
Lo0 .3

Die Abbildung 4 .2 zeigt zwei Aspekte der Bewegung auf einem Attraktor dieses Systems.
Das obere Bild der Abbildung enthält die Projektion einiger Umläufe auf dem Attraktor in
die (' 1 i 2 )-Ebene, das untere hingegen ein e n PoincarQ-Schnitt zu einem festen Wert von '13

mod 2ir, d .h. mit einem Zeitschritt At = ~o . Statt (C=1 .2 mod 2ir) wurde auf den Achsen
sin g. j=1,2 aufgetragen. Der Startpunkt ist in beiden Fällen der gleiche . Der Poincare-Schnitt
beweist, daß die Bewegung auf dem Attraktor im dreidimensionalen Raum der Winkel i-1,2,3

auf einer glatten zweidimensionalen Hyperfläche verläuft, wie zu erwarten . t Lage und Form

tDas Ljapunovspektrura ist von der Form (0, 0, -), daher erwartet man einen 2-Torus, vgl . die

Anmerkung auf Seite 32 .
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Abb .4 .2 : Ein .regulErer aperiodischer Attraktor auf der zum System (4 .30) gehörigen Barriere.
Parameter : . 71 = 1, a = 5, woo. = 3, 4 +0,2 = 1, wo,3 = ug . Der nichtverschwindende Ljapunov-

exponent hat den Wert aa = - 1 .62; für die Windungszahlen gilt vi-1,2,a O . Oberes Bild:

Projektion einiger Umläufe auf dem Attraktor in die (l1,2)-Ebene. Unteres Bild : Poin-

careschnitt zu einem festen Wert von (13 mod 2ir, d .h . mit dem Zeitschritt At = 23. Der

Startpunkt ist in beiden Fällen der gleiche . Auf den Achsen wurde sin 1. i_1,2 aufgetragen.
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der Kurve im unteren Bild der Abbildung 4 .2 hängen natürlich von der Lage des Poincare-

Schnitts ab, d .h. von 3(t = 0) . Ebenso gut kann man übrigens einen Poincare-Schnitt zu

einem festen Wert von 1. 2 mod 21r machen.

Bewegung eines Elektrons auf nichtregulären Barriere-Torf

Bei der Untersuchung eines nichtregulären Torus mit konstanter Richtung der Winkel-

Geschwindigkeit im Kapitel 2 .4 haben wir gesehen, daß die Hamiltonfunktion der nichtre-

lativistischen Bewegung geladener Einzelteilchen in räumlich periodischen Feldern folgende

Form hat, sofern das elektrische Potential und das magnetische Vektorpotential durch die

Beziehung (2 .9) verbunden sind:

.FI(1 ,	 	 f

	

-~ c~212 -~ ä3l3 - lo// ) (~'())	(4 .31)

Der Zusammenhang zwischen den Wirkungs-Winkel-Variablen und den ursprünglichen Ko-

ordinaten und Impulsen ist durch die Beziehungen (2 .13) & (2 .14) gegeben; cr und g(') sind

durch (2 .40) definiert, r() durch (2.16) und wo(g) durch (2 .17).

Die Fiamiltonfunktion (4 .31) ist offensichtlich vom Typ (4 .1) . 1 Der winkelabhängige Term

verschwindet auf der Ebene im Wirkungsraum (bzw . Impulsraum), die durch die Beziehung

ä1I,1 + a21* , 2 + ä3I,3 = c `1o

	

(4 .32)

gegeben ist . Die durch diese Gleichung fixierte invariante Hyperfläche (eine fünfdimensio-

nale Flyperfiäche im sechsdimensionalen Phasenraum) bildet natürlich eine Barriere für die

Teilchenbewegung - sogar eine echte Barriere, da die durch (4 .32) gegebene Ebene den Wir-

kungsraum in zwei Teile teilt, die nicht durch Traiektorien verbunden werden können . Die

Bewegungsgleichungen auf dieser Barriere lauten §

= wo(l. ) + na ('fl (4 .33)

Falls ein . räumlich periodisches Vektorpotential konstanter Richtung keine z-Komponente hat,

sind die Barrieren natürlich solche für nichtrelativistische Bewegung geladener Einzelteilchen

mit nur zwei Freiheitsgraden (vgl . die Schlußpassage von Kap .2 .2) . Dementsprechend können

die im Beispiel 4.2 (bzw . im Anhang C) betrachteten nichtregulären Barriere-Tori in der

'Der winkelabhängige "Störterm" kann ohne weiteres auch als Skalarprodukt geschrieben werden!
Der im Kap .2 .4 betrachtete nichtreguläre Torus tritt, wie wir hier sehen, in der Bewegung gela-

dener Einzelteilchen nicht als isolierter Torus auf, sondern als Teil einer Barriere. Auf den anderen

zur Barriere gehörigen Tori ist die Richtung der Winkel-Geschwindigkeit aber nicht konstant, es sei

denn, aso sei wirkungsunabhängig, d .h. das (effektive) g tör`as e~l̀lektlti~e ungestörte System ein lineares.

(Anderswo ist von der gleichen Form, nur ist dort der Wert der Wirkungsvariablen nicht konstant.

Falls eine oder zwei Komponenten des Vektorpotentials verschwinden, sind dementsprechend eine oder

zwei dieser Gleichungen triviale . Andernfalls kann man natürlich durch geeignete Drehung der Achsen

die Gleichungen in diese Form bringen (vgl . Kap.4 .2).
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nichtrelativistischen Bewegung eines Elektrons in stationären, räumlich periodischen Feldern
auftreten:

Beispiel 4,4 .b: Das Vektorpotential

e-
~ ~

.(r) = 2~ (TOax, pay, 0)S()co

führt bei Anlegen eines elektrischen Potentials, welches die Beziehung (2 .9) erfüllt, auf die
Hamiltonfunktion

2

	

2

H

p

F	
2m

	

27r
py +

	

(a.xo(P. - Po , x) + ayYo( 'y - 'o,y))

Als Funktion der Wirkungs-Winkel-Variablen

zoPx und '1 = 2~r io

2yoPy und T 2 = 2ir

ergibt sich

H = f wi ( .J1) dJi + f W2 (J2) dJ2 + n
(ax(J1 -

Jo,i) + ay(J2 _. 50 , 2)
1J cos T1

	

(4.37)

mit den wirkungsabhängigen Frequenzen \

	

/

4si2 J1

	

47.2 J2
W1 = -- - und G~12 = -~ 2m x ©

	

m y o

Auf der durch die Beziehung

(4 .34)

cos (27 0)

	

(4 .35)

(4.36)

.J2sowie

(4.38)

ax51 + a, .J2 = axjo,i + ay,Jo,z (4.39)

definierten Barriere gelten die gleichen Bewegungsgleichungen wie auf der entsprechenden
Barriere im dddlC~.rCdt Systeml'nearer

	

mit derr Hamiltonfunktion

	

t 2) - Au erheib der Barriere ist dieäi1~

	

sau.scca .aovs~i	 ` .J(C' .-
Bewegung im nichtlinearen System (4 .37) ebenfalls integrabel (wenn auch in der hier gegebe-
nen Koordinatendarstellung nicht durch Quadratur; vgl . Anhang C.l & C .2), da mit .J2 eine
zweite, mit der Hamiltonfunktion vertauschende Invariante gegeben ist . Wenn man H und
52 als neue Impulsvariable einführt, gelangt man auf dem bekannten Weg (vgl . etwa Berry
[Ber78] oder Arnol'd [Arn78]) zu Wirkungs-Winkel-Variablen, in denen die Bewegungsglei-
chungen die trivial-integrable Form (2 .1) annehmen .

	

.
Unter den durch die Beziehung (4 .39) definierten Barrieren sind solche, für die

Po a A = 0

	

(4 .40)

gilt . In diesem Fall ergibt sich aus der Beziehung (2 .9) das folgende elektrische Potential:

4i(r) _ -

	

y2 4'28:24'2 cs2 (2

	

0 )

	

(4 .41)
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Die der Teilchenbewegung auf diesen Barriere-Torf zugrundeliegenden elektromagnetischen
Felder ergeben sich aus diesen Potentialen zu

E(r) = - ®O(.) = -

	

q2

4a,2	 yöa	 (sin (41r) . 0 0)
4rrzo

B(r) = V x A(r) = =

	

e FJ ay (0,0, sin (2r ~ö )

Diese Felder werden durch folgende stationäre, räumlich periodische Ladungs- und Strom-
dichten hervorgerufen (-+ (A.12) im Anhang Al):

l 2

P( r') _ - eoAo(r) - - Efl e ~2 ax + ( `
Oi

Q~ cos (47ria )

j(r) = V x B(r) - - 'fr./ ~z 2ray (0, cos (21rö ) , 0)
J

Elektrisches und magnetisches Feld stehen im vorliegenden Fall übrigens aus folgendem Grund
aufeinander senkrecht : Wenn, wie auf den hier betrachteten Barriere-Torf, Po 1 A, so folgt
aus der Beziehung (2 .9), daß A2 , und daraus ergibt sich im Fall stationärer Felder
E II VA2 . Da aber stets V x Al VA2 , folgt B 1 E . Tm stationären Fall vollzieht sich
die Bewegung also in gekreuzten Feldern, wenn Po 1 A.

Alle bisherigen Betrachtungen lassen sich ohne weiteres auf zeitabhängige Vektorpotentiale
anwenden.

Phasenraumerweiterung (N > 3)

Auch im Fall zeitabhängiger Felder kann man durch Anlegen eines elektrischen Potentials,
welches die Beziehung (2 .9) erfüllt, den impuls- bzw. wirkungsunabhängigen Term der Ha-

miltonfunktion (2 .7) stets zum Verschwinden bringen . Falls die Zeitabhängigkeit periodisch
oder quasiperiodisch ist, setzt sich die invariante Hyperfläche im erweiterten Phasenraum
weiterhin aus Tori zusammen . Die Zeitabhängigkeit eines Vektorpotentials in einem System
mit nr = 2 bzw. 3 räumlichen Freiheitsgraden ist quasiperiodisch, wenn t

A(0) = A(r ( --

	

)

	

nr-El, . . .,N) mit

	

= wO,t = notst. , i = n, + a5 , . . . ,1'c - (4.44)

Die Hamiltonfunktion (4 .31) hat in Systemen mit zeitabhängigen und räumlich periodischen
Vektorpotentialen konstanter Richtung, d .h . vom Typ (2 .37), die Form

N
g

	

Rr

	

g
i3 (I g e3)

	

i GFio , ti(dt )d.rj + ~ ~a,117

L=1 J

		

i = nr'i-~
nr

+ 11 (12 CCsli - 4& °10)

	

'11=nr+I, . . .,N)
S^1

j

Die Einführung zeitlich periodischer Felder führt also nichtreguläre Barriere-Torf in Systemen
mit zwei bzw . drei (räumlichen) Freiheitsgraden in nichtreguläre Barriere-Torf von Systemen

tVgl . die Definition quasiperiodischer Funktionen auf Seite 17 .

(4 .42)

(4.43)

(4.45)
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mit drei bzw . vier Freiheitsgraden über . Die Einführung zeitlich quasiperiodischer Felder

führt entsprechend auf Barriere-Torf in Systemen mit N > 3 bzw . N > 4 Freiheitsgraden.

Die zusätzlichen Wirkungsvariablen sind physikalisch allerdings irrelevant . Die Tori gewinnen

in (quasi-)periodisch zeitabhängigen Feldern zusätzliche Dimensionen, von den aus diesen Tori

bestehenden invarianten Hyperflächen im erweiterten Phasenraum gilt das nur formal.

4e5 Chaotische Tori auf (2N-2)ödimensienaien invarianten

Hyperflächen (N > 3)

Im folgenden Abschnitt geben wir Systeme mit N Freiheitsgraden an, in deren Phasenraum

(2N - 2)-dimensionale invariante Hyperflächen auftreten, die aus nichtregulären Tori beste-

hen, auf denen sich die Bewegungsgleichungen bei geeigneter Skalierung der Parameter auf

diejenigen eindimensionaler Oszillatorsysteme reduzieren lassen . Am Beispiel zweier Systeme,

deren Bewegungsgleichungen sich so auf diejenigen des Duffing- bzw . des van des Pol - Os-

zillators reduzieren lassen, untersuchen (und illustrieren) wir ausführlich die Bewegung auf

solchen chaotischen Tori, und zwar jeweils im Fall von drei sowie von vier Freiheitsgraden

(N = 3 bzw. N = 4).

Wir zeigen insbesondre, daß tatsächlich die bekannten periodischen und chaotischen At-

traktoren des Duffing-Oszillators [Üed79, Sch86] auftreten . Da die Bewegungsgleichungen

von vornherein in zwei nicht-triviale einerseits und eine bzw . zwei triviale andererseits zerlegt

sind, ist die explizite Zeitabhängigkeit der Bewegungsgleichungen im Fall dreier Freiheitsgrade

periodisch, bei vier Freiheitsgraden hingegen quasiperiodisch (mit zwei Basisfrequenzen) . Für

N = 4 treten daher, im Gegensatz zum Fall N = 3, keine periodischen Attraktoren (Grenzzy-

klen) auf, sondern reguläre aperiodische . Mit Hilfe eines Poincareschnitts kann demonstriert

werden, daß diese Attraktoren auf den nichtregulären 4-Tori zweidimensionale Flächen ge-

nauer gesagt 2-Toni - bilden., die beim Übergang zu chaotischen Attraktoren (mit fraktaler

Dimension!) "aufbrechen" . Zum Abschluß dieser Untersuchungen weisen wir nach, daß die

Bewegung geladener Einzelteilchen in bestimmten räumlich periodischen Feldern auf solchen

chaotischen Tori verlaufen kann. Im Fall N = 3 können diese Felder (wahlweise) auch sta-

tionäre sein - die Attraktoren etwa des periodisch getriebenen Duffinb Oszillators treten also

auf nicht-isolierten Tori auf, die sich durch die Bewegung eines Elektrons in stationären Fel-

dern realisieren lassen.

4.5 .1 Der Fall N = 3 (Attraktoren periodisch getriebener Systeme)

Wir gehen von den Bewegungsgleichungen

4'1 = w si.n '12

~2 - - fl(szn ) sin (12 - f2(sin ) + a1 cos

	

(4 .46)
w

= wl
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aus, die - im Fall r = 1 - von der Hamiltonfunktion

H = (Il - Io,l)w sin ~2+ 'II'
/

	

~

	

\
+ (12 -- I0,2) (-w cos ( 1. 3 - fi (sin (I I ) sin '12 - f2 (sin (1 1 ))

hergeleitet werden können. Beim Vergleich dieser Hamiltonfunktion mit der allgemeinen

Form (4 .1) findet man

wo .
Ho(I) =	 	 mit wo = (

71

Die Bewegungsgleichungen (4 .46) gelten auf der eindimensionalen Hyperfläche

13I1 ;3 = {(I*, 1 ; L,2,IM,3) ~ I,,i = Io, i , i = 1,21

	

(4 .49)

Diese ist eine Gerade parallel zur 3-Achse . Es ist also N = 3 und n = 1, und die Gesamtheit

aller zu M1 ;3 gehörigen invarianten Tori bildet eine vierdimensionale invariante Hyperfläche

im sechsdimensionalen Phasenraum . Aus der Bewegungsgleichung für ,1 1 ergibt sich

(4.47)

(4 .48)

sin '12 =
1

	

- = '1'2 cos ( 2 = 4]2 sgn(cos (4 .50))
2

w
2

Das Vorzeichen von cos ist immer dann konstant, wenn stets .1 1 I< w gilt . Falls dies

gegeben ist, erhalten wir durch Einsetzen der Beziehung (4 .50) und der trivialen Lösung

1. 3 = wit in die Bewegungsgleichung fflr '2 eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in .11:

	

i . /,

	

~2 (

	

= Z~ 1

	

___

	

~ is

	

r___
~1J

	

i . 1~

!
1- 2 ~- JlE ,liL 'g l j~l ° wJ2(~iiL `

	

~ ~l L~~ Lw1L ~ /

Im Fall (12 0 ist das positive Vorzeichen einzusetzen . Kann der Wurzelkoeffizient durch eins

genähert werden - d .h. im Fall I ~, 1« w -, und ist ferner 41, « 1 (so daß sin (11 N ), dann

nimmt diese Differentialgleichung die Form der Gleichung gedampfter, periodisch getriebener

Oszillatoren an :

+ fi(li) nIi + w f2(1) = al cos(wit)

	

(4 .52)

In dieser Näherung gilt natiirlich

	

= ~2.

Beispiel 4 .5 .a : Setzt man

fi (sin (11)_ >0 und f2(sin~1)=kHwsinC1+ sin3	(4 .53)

in die Bewegungsgleichung (4.46) ein, so reduziert sich diese im hie' betrachteten Grenzfall

auf die Gleichung des periodisch getriebenen Duffing-Oszillators:

+ i i + kHw 2 .1 1 +

	

= a1 cos(wi t)

	

(4 .54)

(4 .51)
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Die Lösungen der Duffing-Gleichung sind analytisch (--> [Ver9O]) und numerisch t gut unter-

sucht . Neben Grenzzyklen wurden auch seltsame Attraktoren beobachtet [Ued79, Sch86] `l ,

allerdings bei so großen Amplitudenwerten, daß die bei der Herleitung der Gleichung (4 .54)

gemachten Voraussetzung nicht mehr ohne weiteres erfüllt sind.

Mit einem Skalierungstrick ist es aber gleichwohl möglich, das Verhalten des Duffing-
Oszillators im System (4 .46) & (4 .53) quantitativ zu reproduzieren . Man transformiert - für

t (< w - die Gleichung (4 .51) & (4 .53)

4,2 `
7,02

(-
}~~1 - kHw 2 sin

	

- sins	+ a l cos(wit) )

	

(4.55)

auf die neue Variable
x = a~ 1	(4 .56)

und betrachtet anschließend den Fall sehr großer Werte des Skalierungsparameters a, für die

(in exzellenter Näherung)

-'r µx + kHw 2z + äz3 = a i de cos(wit)
a

ELF
ic= a 2 , al =-

a

führt dann auf eine der Duffing-Gleichung (4.54) praktisch exakt genügende Größe z.
Wenn man also gemäß der Skalierungsvorschrift (4 .58) den periodischen Term abschwächt

und den nichtlinearen Term verstärkt, so sollte man im System (4 .46) & (4 .53) sehr nahe

bei = 2 = 0 für die Variable das Verhalten des Duffing-Oszillators quantitativ

reproduzieren können . Die beiden Abbildungen 4 .3 und 4.4, berechnet für die Parameterwerte

=0.2,kH =1,k=1,wi =1 (4.59)

und zwei verschiedene Amplitudenwerte ä , entsprechen tatsächlich genau zwei Abbildungen

aus der Arbeit von Schmidt [Sch86] . Die Abbildung 4.3 zeigt einen Grenzzyklus bei Cif = 190,

die Abbildung 4.4 hingegen einen seltsamen Attraktor bei ¢ i = 55 . Für die Windungszahlen

auf dem Torus gilt in beiden Fällen vl = v2 = 0 und u3 = wt . Da die Dissipativität p des

Du-Flg-V"--dE"dO.~Lr°.6GVdaors dQiddiiSia+bi

	

-l ;ch konstant ist, muß die Summe der Liapunovexponenten gleich11

(-A) sein :
N=3

Tatsächlich ist diese Beziehung für hinreichend große Werte des Skalierungsparaineters a

erfüllt - vgl . die Angaben in den Unterschriften der Abbildungen 4 .3 und 4 .4 -, wodurch die

quantitative Übereinstimmung mit Schmidts Resultaten [Sch86] erwiesen ist.

Ohne die Skalierung (4 .58) findet man im System (4 .46) & (4 .53) 8 bei kleiner Amplitude

tsiehe [Jac89, Band 1] und [LL83], sowie die darin enthaltenen Verweise auf die Originalarbeiten.

tUeda [Ued79] untersuchte rein anharmordsche Duffing-Oszillatoren (kH = 0).
'Vgl. deren Definitionsgleichung (1 .1).

U Vgl . die Beziehungen (3 .32) & (3 .36) im Kap.3 .4 sowie die Darstellung (4 .103) des Duffing-Systems

als Differentialgleichungssystem erster Ordnung im Abschnitt 4 .7.

ll iir : Folgenden bezeichnet als "Gleichungssystem der Duffing-Tori (N = 3)"

gilt . Die Skalierung

(4.57)

(4.58)

(4.60)
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Abb.4 .3 : Ein Grenzzyklus im Duffing-System (4 .57-59) bei a 1 = 190. Als Skalierungsparame-
ter wurde a = 10 10 gewählt . Die Ljapunovexponenten haben dann folgende Werte : A l = 0,
A 2 = - 0.099, A 3 = - 0.101 (= die Beziehung (4 .60) ist erfüllt, vgl . Text).

(die aber jedenfalls um vieles größer ist als diejenige bei Skalierung .) einen in der (4'1 s''2)-
Ebene um den Ursprung zentrierten Grenzzyklus, bei größerer Amplitude (al/w2 0 .5)
gelegentlich auch zwei koexistierende Grenzzyklen dieser Art . Die Abbildung 4 .5 zeigt einen
E'eriodenverdopplungsiibergang eines solchen Grenzzyklus' . lm Resonanzfall ce i
findet man übrigens ausschließlich Grenzzyklen bis in den Bereich, in dem die Amplitude a l
so groß ist, daß die Windungszahlen v1=1,2 nicht mehr verschwinden . Bei hinreichend großer
Amlitude a, findet man neben re gulären schließlich stets auch seltsame Attraktoren.

Beispiel 4 . alb: Eine andere nahehegende Wahl für die Funktionen fi=1,2(sin 1) in der
Bewegungsgleichung (4 .46) ist

fl (sinC .)=-J.(1-sin2 C 1 ) < 0 und f2 (sin)=wsin

	

(4 .61)

In dem Grenzfall, für den sich die Bewegungsgleichung (4 .46) auf die Oszillatorgleichung
(4.52) reduziert, findet man dann die Gleichung des periodisch getriebenen van der Pol
Oszillators t.:

Wenn man das Verhalten des van der Pol - Oszillators im System (4 .46) & (4 .61) reproduzieren

tHistorisch ist der van der Pol - Oszillator übrigens das erste dissipative System, in dem "Chaos" be-

obachtet wurde [CL45] (siehe [Rösß3] und besonders [Iac891).

- Ec (1 - i)

	

+ w 2 .1 1 = ~l cos(wli)

	

(4.62)
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Abb.4 .4: Ein seltsamer Attraktor im Duffing-System(4 .57-59) bei dl = 55. Einige Umläufe
(oben) und ein vollständigeres Bild bei längerer Laufzeit und größerem Zeitschritt (unten).
Als Skalierungsparameter wurde ca = 10 10 gewählt . Die Ljapunovexponenten haben dann
folgende Werte : Al 0.097, .X 2 = 0, A3 = -- 0.297 ( die Beziehung (4 .60) ist erfiillt,
vgl . Text) .
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1 .0 -

0.5 -

Abb.4.5: Periodenvezdopplungsiibergang eines Grenzzyklus' auf einem (rein anhaYmonischen)

Duffing-Torus (N = 3), dargestellt in Projektion in die (C, .l2)-Ebene . Parameter : i.t _

0.1, kH W 0, h = 1 . w = 1, wl = o-g, und a l -- 0 .55 (oben) bzw . . a l = 0 .56 (unten).

Windungszahlen : `v l = v2 = 0, va = wi .
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Abb .4 .6 : Ein seltsamer Attraktor auf einem van der Pol - Torus (N = 3), d .h . für das
Gleichungssystem (4 .46) & (4 .61), dargestellt in Projektion in die (1 . 1i 1,2)-Ebene . Parameter:
p, = 1, w = 1, wi = 6g, al = 1 . Die Ljapunovexponenten haben die Werte A l = 0.01, a2 = 0,

as = -0.30, und für die Windungszahlen gilt v1 = v2 = 0, v 3 = w1.

will, ist wiederum eine Skalierung notwendig (die Durchführung ist derjenigen im Duffing-Fall
völlig analog).

Nahe

	

=

	

= 0 stellt der (1 proportionale Term einen Anregungs- statt eines Dämp-
fungsterms dar . Eine lineare Stabilitätsanalyse zeigt unmittelbar, daß (für al/ 2 < 1) der
Fixpunkt nahe

	

= (12 = 0 ein instabiler Fokus, der nahe (I1 =

	

= ,r hingegen ein stabiler
Fokus ist . Die beiden Fixpunkte (1 . 2) = Or, 0) bzw. (0, ;r) sind hyperbolische Fixpunkte.
Im Fall nicht allzu großer Amplitude a l ist es daher keine tiberraschung, daß alle Trajekto-
rien (außer bei sorgfältiger Wahl der Skalierung!) sehr rasch in der Nähe des stabilen Fokus
bei (' 1 , Q2 .) = (7r,%-) anlangen und dort verbleiben . Wiederum findet man Grenzzyklen -
bei etwas größeren Amplituden a l auch mehrere koexistierende -, welche wie gesagt in der
(C,'12)-Ebene alle um ( ,11,'g 2) = (i-, 7r) zentriert sind . Mit zunehmender Amplitude al
gibt es wiederum mehr und mehr chaotische Attraktoren, wobei die Windungzahlen vi=1,2 im
allgemeinen, d .h . bei hinreichend großer Amplitude al, nicht verschwinden . Die Abbildung
4.6 zeigt aber die Projektion eines seltsamen Attraktors, welcher in der (' 1 , cl. 2 )-Ebene nicht
den ganzen Torus umspannt, sondern um (1. 1 , 1,2) = (r, 0) zentriert ist.
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4.5 .2 Der Fall N > 3 (Attraktoren quasiperiodisch getriebener Systeme)

Erweitert man die Hamiltonfunktion (4 .47) um einen additiven Term Cs12I4, und somit den
Phasenraum um zwei weitere Dimensionen, so genügt die hinzukommende Winkelvariable

(genau wie sQ 3 ) einer trivialen Bewegungsgleichung . Für jeden Term wi-21i>4, den man
der Hamiltonfunktion (4 .47) hinzufügt, gewinnt der Phasenraum zwei Dimensionen, die in-
variante Hyperfläche aber auch, da die Zahl der nicht-trivialen Gleichungen unverändert (bei
zwei) bleibt . Wenn man nun für jede hinzutretende Winkelvariable .1, i> 4 der Bewegungsglei-
chung (4 .46) für 2 einen Term ai- 2 cos(i>4 ) hinzufügt, so gelangt man zu dem System

~1 - wsiil'12

N-2

'i'2 = E - cos(j+2) ° f1(sin ) sin 4)2 - f2(sin ~ l )

	

(4 .63)
3 =1

~~ - w i-2 mit

	

=3 , . . . , N

welches sich im Grenzfall i=1,2 « 1 auf folgendes System reduziert (s .o .):

-- fl(l'1 Al +42( 11 1) = dj COS(wj$ + 'kj'r2( t =
0)

)

(4.64)

N-2

j=1

2 und

	

= wi-2i + i(t=0) für i=3, . . .,N
w

In dieser Näherung genügt

	

der Gleichung eines gedämpften, quasiperiodisch getriebenen
Oszillators, sofern die Freuqenzen wi> 1 inkommensurabel sind.

Im erweiterten Phasenraum der im vorhergehenden Abschnitt beispielhaft besprochenen
Duffing- und van der Pol - Tori findet man bei kleinen Amplituden aj> 1 aperiodische Attrak-
toren, deren Ljapunovspektruxtl die Form (0,0,-, -) hat.

Beispiel 4.5 .c: Die Abbildungen 4 .7 und 4.8 zeigen einen solchen regulär-aperiodischen
Attraktor des Gleichungssystems der van der Pol- Tori (N = 4) . Beide nichtverschwindenden
Ljapunovexponenten sind negativ (sie differieren um weniger als ein Promille):

As

	

a4 = - 0.23

	

(4.65)

Die Abbildung 4 .8 enthält im oberen Bild die Projektion einiger Umläufe auf dem Attraktor
in den Unterraum der Winkel ,'i=1,2,3, während die beiden Bilder der Abbildung 4.7 zwei
Projektionen des gleichen Attraktors in die ( .15 1 , .2)-Ebene zeigen, wobei sehr viel größere
Zeitschritte gewählt wurden . Das untere Bild der Abbildung 4 .8 enthält die Projektion
der Bewegung auf dem Attraktor in den interrauni ((I 1 , ,12, aber mit dem gleichen
Zeitschritt wie im unteren Bild der Abbildung 4 .7. Der Vergleich mit dem oberen Teil der
Abbildung 4 .8 macht deutlich, daß die beiden Darstellungen des Attraktors in der Abbildung
4.7 - unbeschadet ihres ästhetischen Reizes - die Bewegung auf dem Attraktor nur sehr
bedingt wiederspiegeln.

Die große Ellipse im unteren Bild der Abbildung 4 .8 stellt einen Poincareschnitt zu einem
festem Wert von

	

mod 2ir dar . Da ein Poincareschnitt die Dimension um eins reduziert,

- Seite 86

mit
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Abb.4 .7: Ein regulärer aperiodischer Attraktor auf einem van der Pol - Torus (N = 4).
Parameter : /L = 0 .5, co = wl = 1, w2 = s9 , a l = a, 2 = 0.2 . Laufzeit T = 2500 und Zeitschritt
At,= .0 .1570.8 (ob en) sowie T = 8000, ,Lt = 0.31416 (unten).
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Abb .4 .8 : Alternative Darstellungen des in der Abb .4.7 gezeigten regulär-aperiodischen At-

traktors . Pseudo-3d-Plots der Projektion einiger Umläufe auf dem Attraktor in den Unter-

raum (1'i, '12, 3) (oberes Bild) und eines Poinca geschnitts zu einem festen Wert von '1 4 mod

2ir, d .h . finit dem Zeitschritt At = auf dem Hintergrund einer Projektion des :Attraktors

in den Unterraum 01' 1 ,41, 2,4'3) mit dem Zeitschritt At = 0.31416 (unteres Bild) . Vgl. Text.
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Abb .4 .9 : Übergang . eines regulär-aperiodischen in einen chaotischen Attraktor auf einem

Dumng iorus (lv 4), dargestellt in Projektion in die

	

.12 )-Ebene. Parameter : w. = 0.1,

kH = 0, . .- 1, w

	

1, wi = ö'g, w2 =

	

und (oben) a i = 0.1, a2 = 0.2 sowie (unten)

al = =0.162 .5, a2 0.2 . Laufzeit T = 25000 (oben) bzw. T = 12500 (unten) ; Zeitschritt

At = 0.5 . Zugehörige (nichtverschwindende) Ljapunovexponenten : A3 = - 0 .04, A 4 =. -0.06

für den oberen Attraktor bzw. A l = 0.01, A 4 = -0 .09 für den unteren Attraktor.

0 .2 4
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Abb.4 .iO: Wie Abb .4 .9, - auch die Amplituden ai=1,2 sind in gleicher Weise dem oberen
bzw. unteren Bild zugeordnet - aber Darstellung als Poincareschnitt mit dem Zeitschritt
Ai = &,2, d.h. zu einem festen Wert von ,1, 4 .
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kann man aus der Tatsache, daß man eine Kurve findet, schließen, daß der Attraktor eine

zweidimensionale Hyperfläche auf dem 4-Torus bildet . Offenbar handelt es sich um einen 2-

Torus. Angesichts eines Ljapunovspektrums der Form (0,0,-, -) war das eigentlich auch zu

erwarten . Natürlich liefert ein Poincareschnitt zu einem festen Wert von

	

mod 2:r ebenfalls

eine solche Kurve .

	

Q

Bei größeren Amplituden aj> 1 findet man außer diesen regulär-aperiodischen Attraktoren

schließlich mehr und mehr chaotische . Vielfach beobachtet man ausschließlich reguläre At-

traktoren bis in den Bereich, in dem Windungszahlen vi_1 ,2 wegen der Größe der Amplituden

längst nicht mehr verschwinden.

Beispiel4.5 .d : Es gibt aber auch Fälle, in denen chaotisches Verhalten schon bei relativ

kleinen Amplituden auftritt . Die Abbildung 4 .9 zeigt - in der Projektion der Bewegung in

die (*I 1 , 'I'2)-Ebene - den Übergang eines regulär-aperiodischen Attraktors auf einem Duffing-
Torus (N = 4) zu einem seltsamen Attraktor, wobei für die Windungszahlen jeweils v l =

v2 = 0 gilt . Die Abbildung 4 .10 enthält die zugehörigen Poincareschnitte mit dem Zeitschritt

At
= Q>2 ,

d .h. zu konstantem '1' 4 mod 2 r (anders als im unteren Bild der Abbildung 4 .8

aber ohne Projektion des Attraktors) . Im regulären Fall ergibt dieser Poincareschnitt - wie

auch derjenige zu konstantem 1.3 mod 21r - eine geschlossene Kurve . Die Bewegung auf

dem regulären Attraktor findet also wiederum auf einem 2-Torus statt . Beide Kurven sind

aber schon deutlich weniger glatt als diejenige in der Abbildung 4 .8, wo der Attraktor noch

weiter vom Übergang zum Chaos entfernt war als der hier betrachtete . Der untere Teil der

Abbildung zeigt, daß beim Übergang zu chaotischer Bewegung auf dem Attraktor der Torus
"aufbricht" - seltsame Attraktoren haben nun einmal eine fraktale Struktur . Im Sinne der

Kaplan-Yorkeschen Vermutung (3 .37) gilt di 3 .1.

4.5.3 Bewegung eines Elektrons auf solchen chaotischen Tori

Wie wir oben (im Abschnitt 4.4.2) gesehen haben, kann die nichtrelativistische Bewegung

geladener Einzelteilchen auf nichtregulären Tori verlaufen, die Teil einer Barriere sind, wenn

das Vektorpotential räumlich periodisch ist und eine konstante Richtung hat . Wir zeigen nun,

daß sich ein nichtrelativistisch bewegtes Elektron auch auf nichtregulären Tori bewegen kann,

die (2N - 2)-dimensionale invariante Hyperflächen bilden, falls sich das räumlich periodische

Vektorpotential als Summe zweier Anteile mit verschiedener, aber jeweils konstanter Richtung

darstellen läßt, d .h . falls

A(r) _ c1 .1(r) -4- a2 .42(?) mit

	

-j=1,2 (r -1- r i=1,2,3) = Äj=1,2(x'),

	

(4 .66)
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2

~

	

r 1`~
ä

	

ä2 -6- äc sä3 - - ä~(ä, ) =

	

w~

	

o,1//11 ~i ) ~11 -d n ~.

	

--a ä

	

~ .1 1 1

	

j2

	

J

	

0 g.7lr (a' )1
i= 1 JJ	, j=1

e

	

2~r

	

,
9ä(r(sP) = - m '

	

~; (r t )) , ~ = 1,2
wobei

ri-1,2,3 aus (2 .12)

Die obigen Überlegungen lassen sich direkt übertragen . Man gelangt auf diese

Hamiltonfunktion
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Der Zusammenhang zwischen den Wirkungs-Winkel-Variablen und den ursprünglichen Ko-

ordinaten und Impulsen ist wieder durch die Beziehungen (2 .13) & (2 .14) gegeben ; cx3= 1,2 ist

wie in (2 .40) definiert, r(sP) durch (2 .16) und wo(I) durch (2 .17).

Der winkelabhängige Term der HHamiltonfunktion (4 .67) verschwindet auf einer Geraden,

die als Schnitt folgender Ebenen

5(11L,1+ 5( 12L ,2+ ä13L,3 = ~ i°10

5(21L,1 + ä22L,2 + ä23L,3 = ä2°10

gegeben ist . t Diese Gleichungen fixieren eine vierdimensionale invariante Hyperfläche im

sechsdimensionalen Phasenraum . Die Bewegungsgleichungen auf dieser invarianten Hy-

perfläche lauten

(4 .69)

~ = wo(L ) + i& ( 5' (fl) + 7) &2 g 2 ( r(sP)) (4 .70)

Falls eine Komponente des Vektorpotentials verschwindet, ist eine dieser drei Bewegungsglei-

chungen eine triviale . Andernfalls läßt sich diese Form wiederum durch geeignete Drehung

der Achsen erreichen (vgl . Kap.4.2).

Beispiel 4.5.e : Wir definieren eine Gerade im Wirkungsraum durch Wahl folgender Kon-

stanten :

5(11 = 5(22 = 1 , 5(12 = 5(21 = 5(13 = 5(23 = 0 und 10,1 = 10,2 = 0

	

( 4 .71 )

Das Vektorpotential setzt sich dann aus zwei Feldern (gleicher räumlicher Periode) zusammen,

von denen das eine parallel zu z-Achse, das andere hingegen parallel zur y-Achse gerichtet

ist . Da Fo,z = Fo, y = 0 gilt, muß man folgende Anfangsbedingungen wählen, um Teilchen

auf den in diesem Beispiel betrachteten nichtregulären Tori plazieren zu können:

~x = - zA1( r ($)) , Py = ~ eA2(r(f))) (4.72)

Die z-Komponente des Newtonschen Impulses ist hingegen frei, da P0,, jeden beliebigen Wert

annehmen kann und A z = 0. Auf der durch die obigen Konstanten festgelegten Hyperfläche

bzw. Geraden ist die "ungestörte" Frequenz gegeben durch

42.2
wa(0 . O . L,3) _ ~v, u,

	

2 ~,3

	

(4.73)
mzo

Das Vektorpotential (4 .66) defin ieren wir durch folgende Ska.larfelder (4 .68):

g1() = Cal sin .12

g 2{O) = is (1 - sin 2 =11) sin 1. 2 - w sin .11 -r °- cos ,1 3

tDie Ebenen schneiden sich jedenfalls ; für a1 = a2 liegt der oben behandelte Fall eines Vektorpo-

tentials konstanter Richtung vor.

und
(4 . 74)
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Für = I nehmen die Bewegungsgleichungen (4 .70) in diesen Feldern (das zugehörige elek-
trische Feld ist wie stets durch die Beziehung (2 .9) festgelegt) auf der oben definierten Hy-
perfiäche im Wirkungs- bzw . Phasenraum die folgende Form an:

sin '1 2

'i' 2 = k (I - sin a (1 1 ) Sin ~Ä 2 - ‘1,7 Sin

	

+

a
- COS '1' 3

- ~3Q3(I3)

Das sind gerade die Bewegungsgleichungen (4 .46) & (4 .61), welche im Beispiel 4 .5 .b (Seite
77) betrachtet wurden . Nahe = 0 können sie durch Skalierung auf das van der Pol -
System reduziert werden.

Ein Elektron kann sich also im Rahmen unseres elektromagnetischen Modells auf nicht-
isolierten chaotischen Tori bewegen - und dort auf wohlbekannten chaotischen Attraktoren
wie denen des van der Pol - Oszillators (oder auch denen des Duffinb Oszillators) . Falls die
Attraktoren solche periodisch getriebener Oszillatoren sind (d .h. für N = 3), können die
zur Realisierung der Bewegung benötigten elektromagnetischen Felder stationäre sein . Es
wäre allerdings genauso gut möglich, die Abhängigkeit der Bewegungsgleichungen von 13
als periodische Zeitabhängigkeit zu interpretieren . Dann gilt nicht nur A Z = 0, sondern das
Vektorpotential ist periodisch zeitabhängig und vom Typ (2 .20), d .h . mit verschwindender z-
Komponente sowie z- sowie y-Komponenten, die nicht von z (aber periodisch von t) abhängen.
Die Bewegungsgleichungen beschreiben dann die Bewegung eines geladenen Einzelteilchens
mit nur zwei räumlichen Freiheitsgraden in periodisch zeitabhängigen Feldern .

	

e

Auch hier lassen sich alle Betrachtung ohne weiteres auch auf zeitabhängige Felder ausdehnen.

® Phasestra erweitenurag (N > 3)

Die Hamiltonfunktion (4 .67) nimmt in Systemen mit n P = 2 bzw . 3 räumlichen Freiheitsgra-
den sowie quasiperiodisch zeitabhängigen t und räumlich periodischen Vektorpotentialen, die
sich durch lineare Superposition zweier Anteile konstanter Richtung ergeben d .h . solchen
vom Typ (4 .66) -, die folgende Form an :

l
II (

	

) =

	

f wo ,i(Ii)dIi -~

	

roe,ji
i=1

		

i=nr+1
2 I nr

+ n

	

!a @ 7° i - äj'ao)
j=1

Die Einführung zeitlich periodischer Felder führt also

o nichtreguläre Tori, welche im sechsdimensionalen Phasenraum von Systemen mit drei
räumlichen Freiheitsgraden vierdimensionale invariante Hyperfiäciien bilden, in Tori
über, die im achtdimensionalen Phasenraum von Systemen mit vier Freiheitsgraden
sechsdimensionale invariante Hyperflächen bilden;

tvgl. (4.44)

(4.75)

(4.76)
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o einen im vierdimensionalen Phasenzaum eines Systems mit zwei räumlichen Freiheits-
graden isolierten nichtregulären 2-Torus in einen 3-Torus auf einer aus gleichartigen
Tori bestehenden, vierdimensionalen invarianten Hyperflächen im sechsdimensionalen
Phasenraum eines Systems mit drei Freiheitsgraden über . t

Die Einführung zeitlich quasiperiodischer Felder fuhrt entsprechend auf (2N-2)-dimensionale
invariante Hyperflächen im Phasenraum von Systemen mit N > 4 (falls n, = 3) bzw. N > 3

(falls n,. = 2) Freiheitsgraden . Die zusätzlichen Wirkungsvariablen sind (wie im Fall der
Barriere-Torf unseres elektromagnetischen Modells) physikalisch bedeutungslos.

4 .6 Chaotische Tori auf (2N-m)-dimensionalen Invarianten

Hyperflächen (m > 3)

Es ist offensichtlich unmöglich, auf einer aus chaotischen Tori bestehenden, (2N - 2)-
dimensionalen invarianten Hyperfläche chaotische Tori vom Rössler- oder Lorenz-Typ zu fin-

den, da der Vektor (-(alo) Ire MN-2.N
nur zwei linear unabhängige Komponenten hat . t .

Invariante Hyperflächen, die aus chaotischen Tori bestehen, welche von Gleichungssystemen
mit drei oder mehr linear unabhängigen und nicht-trivialen Gleichungen hergeleitet wurden,
haben daher immer weniger als 2N - 2 Dimensionen (s .o .) . Das folgende Beispiel zeigt,
daß man seltsame Attraktoren vom Rössler- oder Lorenz-Typ auf (2N - 3)-dimensionalen
invarianten Hyperflächen im Phasenraum finden kann.

Beispiel 4 .6 .a : Wenn die Bedingung (4 .2) auf der Ebene

2.5 = {(I*,1, I ,2,L,3,L,4,I*,5) I

	

,ti = 10 , i , i 5_ 3}

	

(4.77)

in einem fünfdimensionalen Wirkungsraum erfüllt werden soll, nehmen Hamiltonfunktionen
des Typs (4.1) folgende Form an:

H(1,f)_-4-11(I1-do1,12-102,13-10,3,0,0)°G(I,f)

	

(4.78)

Die Trajektorien mit Wirkungen auf dieser Hyperfläche M2 ;5 genügen daher den folgenden
Bewegungsgleichungen :

-w0'" ± G"(?0,1, T0,2, !0,3, 141 15 ; ) , k = 1 2 , 3

	

(4 .79)

Q1, ` _ 00 ' h , k=4,5
~

Wählt man nun etwa Funktionen Gi-1,2,3, die von 4=4,5 sowie ?" =4,5 unabhängig sind - letz-

teres läßt sich auch durch wo , k =4,5 = 0 erreichen -, so sind die Bewegungsgleichungen (4 .79)
denen auf den im vorhergehenden Kapitel betrachteten isolierten chaotischen Tori äquivalent,

tübrigens ist für ein geladenenes Teilchen mit zwei räumlichen Freiheitsgraden der Bewegung auf

einem solchen isolierten nichtregulären Torus stets eine (die dritte) Impulskomponente frei wählbar.

tSiehe die Beziehungen (4,18) und (4 .19) .

(4.80)
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d .h . man kann auf der rechten Gleichungsseite von (4 .79) etwa die rechten Gleichungsseiten
von (3 .40) oder (3 .57) einsetzen und findet die dort beschriebenen Attraktoren dann auf
allen zur zweidimensionalen Hyperfläche M2 ; 5 im fünfdimensionalen Wirkungsraum gehöri-
gen Tori, d .i . auf einer siebendimensionalen invarianten Hyperfläche im zehndimensionalen
Phasenraum.

Dieses Beispiel läßt sich ohne weiteres verallgemeinern . Man geht von einem m-dimensionalen
chaotischen Torus in einem 2m-dimensionalen Phasenraum aus . Der Fluß auf diesem isolier-
ten chaotischen Torus ist durch Bewegungsgleichungen charakterisiert, welche (auf die gleiche
Weise wie in Kapitel 3 .1 bzw . Anhang A.3) durch "Periodisierung" eines rm-dimensionalen
Gleichungssystems gewonnen wurden . Dann ergänzt man die Hamiltonfunktion durch Addi-
tion des Terms E~=m$1 wo , j .1j, d.h. man erweitert den Phasenraum (wie im vorhergehenden
Abschnitt) um n = N - m Dimensionen, wobei die neuen Wirkungskomponenten konstant
sind und die neuen Winkel trivialen Bewegungsgleichungen genügen . Wenn man die bisheri-
gen Bewegungsgleichungen nicht ändert, so findet man nun auf allen Tori auf der (N -- m)-

dimensionalen Hyperfläche im Wirkungsraum

Ilf '
1!"-m ;1V = {(~~,1e . . .,1*,ms~m,rn~-1,	 ~~,h')

	

= Ion i C m

	

(4.81)

in den m Variablen die gleiche Bewegung wie auf dem ursprünglichen isolierten
chaotischen Torus . Alle Attraktoren, die auf diesem Torus gefunden wurden, treten nun also
auf einer (2N - m)-dimensionalen invarianten Hyperfläche im 2N-dimensionalen Phasenraum
auf.

Modifiziert man allerdings die Bewegungsgleichungen in den m ursprünglichen Winkeln
indem man Abhängigkeiten von den hinzutretenden.1en

	

Winkeln 8..

	

nr _zuläßt,r.W'an=	 ~y-~~-i,•,,,i.

so läuft das, wie wir bereits gesehen haben, i .a . auf die Einführung periodischer bzw . quasi-
periodischer Terme in diesen Gleichungen hinaus.

Bevor wir nicht-isolierte nichtreguläre+ ••are

	

betrachten, auf denen dass Sder Bewe-
gungsgleichungen

	

f LLL1LGdl

	

System>
gungsgleichungen mehr als drei nicht-triviale Komponenten hat (n > 4), bleiben wir zunächst
noch beim Fall dreier nicht-trivialer Bewegungsgleichungen (m = 3) . Man kann nämlich
räumlich periodische und zeitlich (quasi-)periodische Felder angeben, in denen die nichtrela-
tivistische Bewegung geladener Einzelteilchen auf 3-Tori verläuft, die im 2N-dimensionalen
Phasenraum (2N - 3)-dimensionale invariante Hyperflächen bilden.

Beispiel	 Wie im Kapitel 2 .2 gezeigt wurde, läßt sieh (im Prinzip) die Bewegung auf
beliebigen, isolierten nichtregulären 3-Tori dutch die nichtrelativistische Bewegung gelade-
ner Einzelteilchen in stationären, räumlich periodischen Feldern realisieren . Im Kapitel 3 .5
ist beispielhaft das Vektorpotential für den Fall des Rössler-Torus angegeben worden . In
den beiden vorhergehenden Abschnitten wurde demonstriert, daß sich für speziell gewählte
Vektorpotentiale alle bisherigen Betrachtungen auch anwenden lassen, wenn man periodi-
sche oder quasiperiodische Zeitabhängigkeiten zuläßt . Dies gilt aber auch im Fall beliebiger
räumlich periodischer Vektorpotentiale:

Durch Anlegen eines elektrischen Potentials, welches die Beziehung (2 .9) erfüllt, kann der
impuls- bzw . wirkungsunabhängige Term der Hamiltonfunktion . (2 .7) stets zum Verschwin-
den gebracht werden . Isolierte nichtreguläre Tori in Systemen mit stationären Feldern (und
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n P = 2 bzw. 3 räumlichen Freiheitsgraden) verwandeln sich bei Einführung periodischer oder

quasiperiodischer Zeitabhängigkeiten in invariante Hyperflächen, die aus nichtregulären Tori

bestehen. Die Hamiltonfunktion hat dann die Form

. nr

H(I, ) _

	

f ciio , i(li)dI 4

	

wo,ili +

	

(Ii - lo,i) G:()

	

(4 .82)

i=1

	

i=ns ¢1

	

1=1

Die Wirkungs-Winkel-Variablen sind für i = 1, . . . , n7 natürlich wieder durch die Beziehun-

gen (2.13) und (2 .14) gegeben . Für i > n,. 4- 1 sind die Winkel durch die quasiperiodische

Zeitabhängigkeit der Felder (4 .44) definiert, und die Wirkungen sind die zu diesen Winkeln

kanonisch konjugierten Variablen (sie haben allerdings keine physikalische Bedeutung) . Die

Wirkungsabhängigkeit der ersten zwei bzw . drei Frequenzkomponenten ist durch (2 .17) ge-

geben. G hängt mit dem Vektorpotential weiterhin über eine Beziehung der Form (2 .18)

zusammen, wobei das Vektorpotential aber von der Form (4 .44) ist.

Ausgehend von stationären, räumlich periodischen Feldern, in denen die nichtrelativisti-

sche Bewegung geladener Einzelteilchen mit geeignetem (kanonischen) Impulswert auf einem

isolierten 3-Torus t verläuft, gelangt man also durch Einführung periodischer bzw . quasipe-

riodischer Zeitabhängigkeiten zu Systemen mit N = 4 bzw . N > 4 Freiheitsgraden, deren

2N-dimensionaler Phasenraum eine (2N - 3)-dimensionale invariante Hyperfläche enthält,

die aus nichtregulären Tori besteht . Die Subtori im Unterraum der Winkel 41i= 1,2,3 sind aber

nicht Duplikate des ursprünglichen nichtregulären Torus, da die drei nicht-trivialen Bewe-

gungsgleichungen nun periodische bzw . quasiperiodische Zeitabhängigkeiten enthalten .

	

;si

Es ist auch weiter nicht schwierig, nichtregaläre Tori in Systemen mit N Freiheitsgraden

anzugeben, auf denen die Bewegungsgleichungen mehr als drei nicht-triviale Komponenten

haben (rn, > 4):

Beispiel4.6 .c : Es liegt nahe, etwa zwei der im vorhergehenden Abschnitt betrachteten

Oszillatoren bzw . Gleichungssysteme vom Typ (4 .46) zu koppeln:

sin (1 2

'1'2

	

1 fi(sin

	

)sin g - f2(si.n

	

)-a i cos (1s -i- g1(=1, X31
w 1

4'3 = W3

ssin

'1 4
'14 =

	

¢

°-' .!3( 51n (13) sin

	

- . 4(sin i' 3 ) +
a2 cos 46 + g 2 (l 1 , (13)

=
9746 = ~s 4

Dabei müssen die Kopplungsterme g,- 1,2 01 , c'3) natürlich 27r-periodisch in und .13 sein.

Wenn No die Zahl der Oszillatoren ist, so findet man Gleichungen vom Typ (4 .83) auf einer

invarianten Hyperfläche der Dimension N+N0 = 2(N-No) - die Dimension der Hyperfläche

im Wirkungsraum ist bei periodischem Antrieb der OszMa .toren n = No, und für je zwei

tDer Fall isolierter Tori in Systemen mit zwei räumlichen Freiheitsgraden wurde bereits im Ab-

schnitt 4 .5 .3 besprochen.

(4.83)
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nicht-triviale Bewegungsgleichungen gibt es eine triviale . Es gilt also N = 3N0 , und bei
Phasenraumerweiterung nach obigem Muster (d .h . Übergang zu quasiperiodisch getriebenen
Oszillatoren) N > 3N0 .

Betrachten wir die Kopplung zweier "periodisierter" van der Pol - Oszillatoren (4 .46) &
(4 .61) durch Kopplungsterme

g i ( c3 ) = ßsin ,13 und g 3 (~ 1 ) =ßsin1, i

	

(4 .84)

so führt eine Skalierungl nahe = ~ 2 = 0 auf die linear gekoppelten van der Pol - Oszillato-
ren, deren Attraktoren Battelino et al . [Bat88, BG089] untersucht haben . In diesem System
werden die Oszillatoren zwar phasenverschoben, aber mit der gleichen Frequenz angetrieben:

ä 1 -v(1-zi)äi+w zi+ez3 = 13x2-F'ysini

ä2 - Il (1 - SZ) Z2 + 1s12Z2 + EZä = ßzi + ry sin(i + 0 .25)

Daher genügt für diesen Fall auch eine triviale Gleichung im System (4 .83).
Natürlich lassen sich auch mehr als zwei Oszillatorsysteme auf diese Art koppeln . Man

kann eventuell nur einige von ihnen mit "Antrieb" versehen . Letzterer kann ggf. quasiperi-
odisch erfolgen und für jeden Oszillator andere Frequenzen enthalten . Wie das Beispiel 4 .5 .e
gezeigt hat, kann unter den einen solchen Oszillator "treibenden" Termen auch einer sein,
der statt von der Zeit periodisch von einer Ortskoordinate abhängt.

4 .7 Attraktoren (quasi®)perio€llsch getriebener Systeme auf

nicht-isolierten Tori
Zu Anfang des dritten Kapitels wurde gezeigt, daß - und wie - man zu jedem vorgegebenen
Attraktor endlicher Ausdehnung eines beliebigen autonomen Diffferentialgleichungssystems
ein Hamiltonsches System angeben kann, in dessen Phasenraum ein isolierter invarianter
Torus vorkommt, auf dem dieser Attraktor ursprungsnah auftritt . Dieses Verfahren läßt
sich (mit geringfügigen Modifikationen) auch auf nicht-autonome dissipative Systeme mit
periodischer oder quasiperiodischer Zeitabhängigkeit anwenden, d .h. auf Systeme der Form

= f( z ; w 1 t, . . . , c

wn

2 )

	

(4 .86)

(4 .85)

beziehungsweise tr

j = f(z ;Ti, . . .,9n) mit

	

= coi, ? _ 1, . . .,7L
(4 .87)t

wobei f(o ; . . .,9j, . .)= f(z ; . . .,IPj+2kar, . . .), kEZ, j _1, . ,n

Die explizite Zeitabhängigkeit kann in diesen Systemen also durch die Einführung von n
Winkelvariablen Ti-1 ,, . ., n eliminiert werden, die sich zeitlich linear entwickeln . §

Wie im Beispiel 4 .5 .a - zur Durchführung im allgemeinen Fall vgL auch Abschnitt 4 .7.

tVgl. die Definition quasiperiodischer Funktionen auf Seite 17.
'Nicht-autonome Systeme mit nicht nur periodischer oder quasiperiodischer Zeitabhängigkeit

können zwar durch Einführung einer zusätzlichen Variablen in lediglich periodisch oder quasiperi-
odisch zeitabhängige transformiert werden . Auf solche Systeme ist das Verfahren aber nicht anwend-

bar - vgl. die Anmerkung auf Seite 25 .
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Das für isolierte nichtreguläre Tori entwickelte Verfahren muß bei Anwendung auf Systeme
vom Typ (4.87) lediglich in zweierlei Hinsicht verallgemeinert werden:

1) Da Systeme vom Typ (4 .87) von jeder der n Winkelvariablen 2r-periodisch abhängen,
erübrigt sich natürlich deren Ersetzung im "Periodisierungsschritt", in welchem die m
übrigen Variablen gemäß der Vorschrift (3 .5)

/J2i
zi~asinl- , i= 1, . . .,m

`a

ersetzt werden. Damit das nach der "Periodisierung" resultierende System der Be-
wegungsgleichungen auf den invarianten Tori sich im Limes rj -e, oc & zi/a --> 0

(i = 1, . . . , m) wiederum auf das Ausgangssystem (4 .87) reduziert, muß die allgemeine
Hamiltonfunktion (4 .1) leicht modifiziert werden:

H
= Hal*

+ F(I) • ~(I9 ~) bzw . H = 1-lo(I ; ~1) + 71F(I) • G(I, )

N=m+n

	

{4 .89)
mit t Ho(I ;

	

fWo,i(Ik=1 	m) dli +
i m--1

2) Im Unterschied zu isolierten nichtregulären Tori muß zur Festlegung des Störanteils

HI der Hamiltonfunktion (4 .89) neben dem Vektorfeld G(f) auch das Vektorfeld I'(I)
spezifiziert werden, d .h . die Hyperfläche im Wirkungsraum, auf der H I verschwindet.

Das System (4.87)

(4 .88)

fi (zk=1, . . .,r,,. ; Tk=1, . . .,n) , i = 1, . . . ,7n

(4 .90)
ii

1kj

	

,

	

j = 1, . . .,n

geht bei "Periodisierung" gemäß der Vorschrift (4.88) fiber in

S . f

	

f
~kc1, . .,m

	

.
Ja ` ca sirs `

	

p , =M=1, . . .,n j s

t

	

a

	

/

	

/

Air .

	

~ä,

	

? = 1, . . .,n

t Ohne Modifikation des ungestörten Anteils der Hamiltonfunktion, d .h . für Ho(I) 110(1;n = 1),
reduzieren sich die Bewegungsgleichungen auf den Tori im Limes 77 -* co & x; /a -~ 0 (i = 1, . . . , -rn)

nicht auf das Ausgangssystem (4 .87), sondern auf ein autonomes. Die Bewegung im Ausgangssystem

kann allerdings im Limes x,/co -- 0 (i = 1 . . . , m) stets durch folgende Paramterwahl reproduziert

werden:

	

= 0 Si i = 1 (s .u .).
Im Rahmen unseres elektromagnetischen Modells bedeutet die obige n-Abhängigkeit des "un-

gestörten" Terms der Hamiltonfunktion (4.89), daß die Basisfrequenzen der (quasi-)periodischen Zeit-

abhängigkeit des elektromagnetischen Feldes - vgl . die Beziehung (4 .44) - in gleicher Weise von :7

abhängen wie die Feldstärke. Ein id-abhängiges Ho ist also zwar nicht direkt unphysikalisch, aber

allenfalls bedingt sinnvoll . (Der Ubergang zu einem 77-unabhängigen Ho kann in den folgenden Ablei-

tungen jederzeit leicht durchgeführt werden, indem man in den Gleichungssystemen (4 .98) und (4 .106)

die Frequenzen

	

durch ws%r7 ersetzt .)

(4 .91)
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Nun substituieren wir x;
= - 7 i = 1, . . ., m

a
und benennen die bisherigen Winkelvariablen T,= 1 ,	 um in

'j7

	

?=1, . . .,~

	

(4.93)

So erhalten wir das System

= -
f; (asin, i = 1, . m

	

(4.94)

- wi-rn7 i=m+1, . . .,N=m+n
Wir identifizieren die rechte Gleichungsseite der ersten m Komponenten dieses Systems mit
den entsprechenden Komponenten des Vektorfeldes G( ,O'), welches in die allgemeine Hamii-
tonfunktion (4 .89) eingeht:

G;(~) = a f=(a sin

	

=1, . . .,m,

	

= 1, .

	

m. . ,

Wenn wir für das Vektorfeld '(I )

F1(I)

	

- .fo,i,

	

i= 1, . . .,m

sowie

	

Fi(I) = 0,

	

=m+1, . . .,N=m-

einsetzen, gelten auf der n-dimensionalen Hyperebene

= {L I I* , k ='o,k , k = 1, . . . , m}

folgende Bewegungsgleichungen:

ẁ0 i(d ,k-1, . . .,m
+ !Ma si

	

i1 ;--

	

}

	

~

	

.,anu a K=1, . . .,YT17
a

wi-m i ='m-1- 1, . . .,N = m+n

Dieses System tendiert im Limes

zi--4 0, i = 1, . . .,m
a

gegen das ursprüngliche System (4 .90), wenn gleichzeitig

~i - oo oder (alternativ!)

	

und aj = 1

	

(4 .100)

® Beispiel : == DuHmg-Tori" (N - 3 -and N = 4)

Wir demonstrieren das Verfahren nun am Beispiel eines periodisch oder quasiperiodisch ge-
triebenen Oszillatorsystems vom Dufi'ing-Typ t ;

x + µz + kHw2x + k3 = a1 cos(wli) + ä2 cos(w2i)	(4 .101)

# Mir verwenden hier die gleiche Notation wie im Beispiel 4.5 .a und versehen daher die Variablen
T und ai=1,2 . mit Querstrichen. kH ist entweder gleich 0 oder gleich 1 .

(4 .92)

-

(4.95)

(4 .96)

(4.97)

(4 .98)

(4.99)
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Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung wird mit den Substitutionen

x1x, x2=
1

und

	

=wj t , 9=1,2
w

in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung vom Typ (4 .87) überführt:

i1 = W~y
2

i2 = - - - Z1 -
k~Wxi - ~ 3 + T. ~ cos q1 j

	

(4 .103)
3 =1

= wj, j=1,2

Falls w l und w2 inkommensurabel sind, erfolgt der Antrieb quasiperiodisch (W== 1 , 2 sind dann

die Basisfrequenzen) . Andernfalls hat das System (4 .103) die Periode T = 2 , wobei w das

kleinste gemeinsame Vielfache der beiden Frequenzen Wi-1,2 ist, und hängt dann nur von

einer Winkelvariablen 4' mit ' = ab, wobei Ti = 'T - d .h . das System (4.103) hat in

diesem Fall nur drei (statt sonst vier) Freiheitsgrade.

Der "Periodisierungsschritt " des Verfahrens führt mit der Substitution 4 1,2 = zj und
a

der Umbenennung

	

Ti-2 auf

$ 1 = Wsin .1. 2
ka,2

~2 = - fr sin .12 - kli- W sin 1. 1

	

sin3

	

+

	

a3 cos 'Ij-a2

	

(4.104)

C+2 = (LJ j=1,2

Durch Identifizierung der rechten Gleichungsseite der ersten beiden Komponenten dieses Glei-

chungssystems mit den entsprechenden Komponenten des Vektorfeldes G(), welches in die

allgemeinen Hamiltonfunktion (4 .89) eingeht, gelangt man auf der Ebene im Wirkungsraum

M2 ;4 = {I ,1,1 ,2, =,3, ,4 I4,1 = Io,t , 1 - 1,21

	

(4 .105)

zu folgenden Bewegungsgleichungen:

	

=

	

+ W sin 4' 2

W0 ,2(L)

	

a2

	

3

	

Qj

	

(4 .106)

	

~2 =

	

- sin 4' 2 - kH w sin ~ 1 -

	

sin 4' 1 + ~ - COS g, j+2
wa

'1 j+2 = wj, j=12

Dies sind die Bewegungsgleichungen auf Invarianten 4-Toni, die eine sechsdimensionale in-

variante Hyperfläche (im achtdimensionalen Phasenraum) bilden . Es handelt sich um das

System, welches im Beispiel 4.5 .d betrachtet wurde (dort war 71 = a = 1). Bei periodischem

Antrieb ist das System (4 .106) im Spezialfall W l = w2 mit dem System (4 .46) & .(4.53) des

Beispiels 4 .5 .a identisch . Wie dort gezeigt wurde, reduziert sich dieses nahe sl;=1,2 = 0 für

Wirkungen auf einer Gerade im nun dreidimensionalen Wirkungsraum - bei geeigneter Ska-

lierung (a groß) auf das periodisch getriebene Dufnng-System (4 .57) . Die Skalierung (4 .58),

(4 .102)
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d.h. die nötige Verstärkung des nichtlinearen und die Abschwächung des periodischen Terms,
liefert das obige Verfahren automatisch.

Wenn die Frequenzen Wo,i=1,2 in geeigneter Weise quadratisch von den Wirkungen

abhängen - nämlich gemäß Gleichung (2 .17), vgl. Abschnitt 4 .5.3 -, dann beschreibt das

Gleichungssystem (4 .106) die Bewegung eines Elektrons mit zwei räumlichen Freiheitsgraden

(x und y) in elektromagnetischen Feldern, die periodisch oder quasiperiodisch . von der Zeit

abhängen. Natürlich kann man 1. a mit 2vc zo identifizieren . In diesem Fall beschreibt das

System (4.106) die Bewegung eines Elektrons mit drei räumlichen Freiheitsgraden - bei peri-

odischem Antrieb in stationären und sonst in periodisch zeitabhängigen elektromagnetischen

Feldern (vgl . Beispiel 4 .5 .e).

Periodische Zeitabhängigkeit kann also durch periodische Abhängigkeit des Systems von (ei-

ner oder mehreren) sich zeitlich linear entwickelnden Systemvariablen hervorgerufen werden,

wie wir bereits im Beispiel 4.5 .e sahen. t Im oben präsentierten Verfahren wurde diese Möglich-

keit noch nicht berücksichtigt, was hiermit nachgeholt wird:

Wenn 7np der n Winkelvariablen physikalischen Ortsvariablen proportional sind, so ist

das ungestörte System von der Form l

m-Fmp

	

N=rn.n

1-l0(l) _

	

fo,i(Ik =1, . ., n+mp ) dIi +
i=m-Fmp+1

Der Störanteil der Hamiltonfunktion wird wieder durch die obigen Vektorfelder G(45 ) und

F(I) definiert - vgl. die Beziehungen (4 .95) & (4 .96) . Auf der n-dimensionalen Hyperebene

n;N (4.97) gelten dann die Bewegungsgleichungen

	

&'O,i(~ ,k=1, . . .,m+mp)

	

1
+-fi(asin('k=1, .. .,mi~k=m11, . . .,N} r= 1, . . .,7äL

a

	

a = ~o,i(~~ k=1 . . .,m+mp}

	

i = gn. . 1, -

	

;

	

- 7rt~

	

(4.108)

71
Wi-m

	

p
=

	

=-~mp+l, . . .,14r = yäi+ n
71

\
L ysi -liscl'

	

Dimensionen,Phasenraum hat in diesem Fall also 2N - to - 7rLpI physikalisch relevante

	

,

die aus nichtregulären N-Tori bestehende invariante Hyperfläche 2N - m - (i2 - mp ).
Die Bewegungsgleichungen (4.108) tendieren im Limes (4.99)

ibli -ml-i (4.107)

vi

	

_
=---> 0,i -1 s . .,m

a

nur dann gegen das ursprüngliche System (4 .90), wenn gleichzeitig

= 0 und 7i = 1

(4.109)

(4.110)

t lin Beispiel 4.5 .e hängen die beiden nicht-trivialen Komponenten der Bewegungsgleichungen peri-

odisch von einer sich zeitlich linear entwickelnden Ortsvariablen ab . Auf Barrieren können im Rahmen

unseres elektromagnetischen Modells auch zwei solcher Ortsvariablen auftreten.
x ln gleicher Weise wie oben kann der ungestörte Term auch 77-unabhängig gewählt werden, vgl . Seite

93. Das ist hier allerdings nicht sinnvoll, da die Bewegungsgleichungen auf den invarianten Tori sich

im Limes (4 .109) für 9j --cc nicht auf das Ausgangssystem reduzieren.
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Fazit: Wir gehen von einem Differentialgleichungssystem mit periodischer oder quasiperi-

odischer Zeitabhänigigkeit aus . Dieses wird ggf. in ein - m-komponentiges - Differential-

gleichungssystem erster Ordnung transformiert, dessen Zeitabhängigkeit durch n sich zeitlich

linear entwickelnde Winkelvariable charakterisiert wird . Jeder Attraktor endlicher Ausdeh-

nung dieses Systems kann (nötigenfalls) durch Umskalieren der Variablen und/oder Null-

punktsverschiebung nahe des Ursprungs plaziert werden.

In der oben beschriebenen Weise kann man zu dem so umgeformten Gleichungssystem ein

Hamiltonsches System angeben, dessen Fluß invariante N-Tori entält (wobei N = m+ n), die

eine (2N - m)-dimensionale invariante Hyperfläche im Phasenraum bilden, auf welcher der

Ausgangsattraktor im Limes 1=-,i, . . .,m - 0 in unveränderter Form auftritt . Teilweise oder

auch vollständig kann die (quasi-)periodische Zeitabhängigkeit auf periodischen Abhängigkei-

ten des Hamiltonschen Systems von seinen (Orts-)Koordinaten beruhen. So können etwa die

Attraktoren einiger (quasi-)periodisch zeitabhängiger Systeme in der Bewegung eines Elek-

trons in stationären Feldern auftreten (s.o. und Beispiel 4 .5 .e).

Der winkelabhängige Störterm der Hamiltonschen Funktionen (bzw . das zugehörige

"Störsystem") ist stets in linearer Weise wirkungsabhängig, d .h . die von den nichtregulären

Tori im Wirkungsraum gebildeten JJ€yperfiächen sind eben t (und ferner achsenparallel) . Die

Bewegung auf solchen Tori läßt sich daher stets durch ein Elektron in geeigneten Feldern rea-

lisieren, solange das zugrundeliegende dissipative System durch höchstens drei nicht-triviale

Differentialgleichungen erster Ordnung beschrieben wird (d .h . m < 3).

Die in Kap .3.2 und Anhang A.3 angestellten Uberlegungen zur Zeitumkehrsymmetrie

gelten natürlich weiterhin, und für Fixpunkte gilt das gleiche, sofern sie auftreten .'

# Die der Vollständigkeit in den Abschnitten 4.2 und 4 .3 mitbehandeiten invarianten Tori auf

gekrümmten Hyperflächen werden also nicht benötigt, um Attraktoren (quasi-)periodisch zeitabhängi-

ger Systeme im Fluß auf invarianten Tori zu realisieren.
$ Repeller werden exemplarisch im Beispiel 4 .1 und im Anhang C.3 untersucht . Zu den Bedingungen,

unter denen Fixpunkte auftreten, vgl . Abschnitt 4 .3, besonders Tabelle 4 .1.
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Kapitel 5

AbschlieBende Betrachtungen.

Bisher haben wir stets die Bewegung auf nichtregulären Tori betrachtet . Im ersten Abschnitt
dieses Kapitels analysieren wir kurz die Bewegung deren Umgebung. Im zweiten Abschnitt
werden die Zusammenhänge der hier vorgestellten Ergebnisse mit denjenigen anderer Studien
der Bewegung auf nichtregulären Tori (bzw . in gewissen linearen Systemen) erläutert . Im
dritten Abschnitt lenken wir den Blick noch einmal auf die hier gewonnenen Ergebnisse und
schließen mit einem Ausblick auf durch diese Arbeit aufgeworfene offene Fragen.

5.1 tber die Bewegung in der Umgebung nichtregulärer

Tori

In den vorangehenden Kapiteln haben wir die Existenz dissipativer Bewegung - und insonder-
heit das Auftreten seltsamer Attraktoren - auf invarianten Tori im Wirkungsraum gewisser
Ha miltonscher Systeme demonstriert . Natürlich läuft dieses dissipative Verhalten der Er-
haltung des Phasenraumvolumens im Phasenraum als Ganzem nicht zuwider, da zum einen
das Phasenraumvolumen eines einzelnen Torus verschwindet und zum anderen die Erhaltung
aller Poincare-Invarianten durch die Bewegung auf nichtregulären Tori stets gewährleistet ist
(vgl . Kap .2.3 und Kap .4 .2) . In der Umgebung solcher Tori aber dissipative Bewegung in
den Winkelvariablen durch antidissipative in den Wirkungsvariablen ausgeglichen werden und
umgekehrt . Dabei ist zu unterscheiden, ob die Bewegungsgleichungen der Winkelvariablen
von den Wirkungsvariablen abhängen oder nicht, mit anderen Worten, ob die betrachteten
Hamiltonschen Systeme linear sind oder nicht .' Im Folgenden untersuchen wir exemplarisch
die Bewegung im Wirkungsraum einiger linearer Hamiltonscher Systeme, in deren Phasen-
raum nichtreguläre Tori auftreten . Die Bewegung in der Umgebung nichtregulärer Tori in
nichtlinearen Systemen verläuft qualitativ natürlich ebenso.

Beispiel5 .1.a : Wir betrachten zunächst den Fluß in der Umgebung eines bei gelege-
nen, isolierten nichtregulären Torus' im Phasenraum eines Hamiltonschen Systems vom Typ
(2 .4), bei dem die "ungestörte Frequenz ~sso und das Vektorfeld G(sP) wirkungsunabhängig

tLinear hinsichtlich der Wirkungsabhängigkeit (d .h. linear im Sinne der Definition nichtlinearer

Systeme nach Percival - vgl . hierzu ggf. dieAnmerkung auf Seite 132).
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sind. Die Bewegungsgleichungen in solchen Systemen lauten

(1
7 (.0o +G()

Sei nun ein Fixpunkt auf dem Torus zu i° _ L. Dann ist ein Fixpunkt der

Bewegungsgleichungen (5 .1) . Entwickelt man letztere um diesen Fixpunkt bis zu Termen

erster Ordnung, so erhält man

r _

	

0

	

-

	

(5 .2)

	

_ 0 _8

	

1-I
M.

Diese lineare Stabilitätsanalyse der Bewegung in der Umgebung der Fixpunkte demonstriert
die Erhaltung des Phasenraumvolumens durch die linearisierte Bewegung : Negative Eigen-
werte der Bewegung auf Tori in der Nähe von Fixpunkten werden durch positive der Bewe-
gung im den Torus umgebenden Wirkungsraum exakt ausgeglichen, und umgekehrt . Die-
ser Ausgleich dissipativer und antidissipativer Komponenten des Phasenraumfiusses ist aber
natürlich nicht auf die linearisierte Bewegung beschränkt . So findet man etwa in der Umge-
bung eines total abstoßenden Fixpunktes des Systems (5 .1) folgendes Verhalten: Solange der
Abstand zum Fixpunkt klein bleibt - nur für kurze Zeit also - konvergieren die Wirkungen
in Richtung auf Io ; sobald die Bewegung in den Winkeln jedoch dissipativ wird, divergieren
die Wirkungen zeitlich exponentiell.

In der Umgebung nicht-isolierter nichtregulärer Tori findet man das gleiche Verhalten.

Beispiel e
ia .a .bi.7 . Ar: Die Bewegungsgleichungen (4 . 13) bzw (C.13) der Winkelvariablen des im~(4.13)

Anhang C betrachteten integrablen Hamiltonschen Systems hängen nicht von den Wirkungs-
variablen ab . In diesem Fall kann analytisch nachgewiesen werden, daß der Abstand vom be-
trachteten1.te t en xiiChFevi uiären

	

dcS Systems

	

m Fall antidissipativer bzw . dis-

sipativer

	

Barriere-Torus

	

(4 .11) ip tiv
sipativer Bewegung in den Winkelvariablen exponentiell ab- bzw . zunimmt, wenn nämlich
die Trajektorien im "nichtregulären Bereich" Grenzzyklen zustreben oder auf dem Repeller
verlaufen (vgl . die Schlußpassage des dritten Abschnitts im Anhang C) .

	

e

Beispiel 5 .1 .c: Weitere Beispiele dieser Art stammen von Salat, der in [Sa184, Sa188] den
Fluß in linearen Systemen mit zwei Freiheitsgraden betrachtete und eine exponentielle Di-
vergenz der Wirkungen feststellte, wenn die Bewegung in den Winkelvariablen gegen einen
Grenzzyklus tendiert (wie aufgrund des Liouville-Theorems zu erw w arten) . 1

Bei hinreichend großer Störung (77 ?. 1) existieren stets Attraktoren, denen im Langzeit-
limes fast alle Trajektorien auf nichtregulären Tori zustreben . In diesem "nichtregulären
Bereich wirken nichtreguläre Tori . daher im Phasenraum stark abstoßend - . Trajektorien

können sich ihnen nur nähern
Salat interessiert sich für die Integrabilität dieser Systeme (- Kap .5 .2) und äußert in [Sai84]

die Vermutung, daß solche mit nichtverschwindender Divergenz der Bewegung in den Winkelvaria-

blen auch dann integrabel sein könnten, wenn Grenzzyklen auftreten (ein graphischer Nachweis der

Integrabilität ist dann wegen der Divergenz der Wirkungen nicht möglich) . Man kann übrigens leicht

Beispielsysteme angeben, für die diese Vermutung zutrifft, vgl . Anhang C .2&C .3.
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während der anfänglichen (transienten) Bewegungsphase, sofern die Anfangsbedingun-
gen in den Winkeln in der Nähe eines Repellers liegen, oder

wenn die Anfangsbedingungen in den Winkeln auf einem Repeller liegen (dann zeitlich
exponentiell für alle Zeiten).

5e2 "Ober andere Studien der Bewegung auf nichtregulären
Tori

Bei diesen Studien handelt es sich die folgenden:

1) die Arbeiten von Salat [Sa184, Sa188] fiber lineare Hamiltonsche Systeme vom Typ

H(.T, ) _ (go + EG(C) , 5-1 und N=2 t	(5 .3)

welche natürlich nichtreguläre Tori enthalten können (und bei I = 0 stets einen solchen
enthalten), auch wenn dies in den genannten Arbeiten unbeachtet bleibt;

2) die Arbeiten von Baesens, Kim, MacKay und Guckenheimer [BGK91, KMG89] über
die Bewegung auf nicht regularisierbaren 3-Tori in Systemen schwach gekoppelter Os-
zillatoren;

3) die numerischen Arbeiten von Grebogi, Ott und Yorke [GOY83, G0Y85] über At-
traktoren auf Tori in (nicht unbedingt Ifamiltonschen) Systemen mit drei oder vier
Freiheitsgraden im Falle ~`3l_ kleiner S

J4ßauSeb

t "r .. n A
, sowiese dieie die Arbeiten von Battelino und der

eben genannten Autoren [Bat88, BG089] überTorus-Breakup beim Übergang zu chao-
tischer Bewegung in einem System, welches aus zwei gekoppelten, getriebenen van der
Pol - Oszbllatoren besteht.

Salats lineare Systeme vom Typ (5 .3) [Sa 34, SaISS, Sa188]

Die plasmaphysikalischen Feldliniengleichungen können als eindimensionales zeitabhängiges
Hamiltonsches System aufgefaßt werden . Bei dem Versuch, integrable Hamiltonfunktionen
anzugeben, die zu Beldlinienkonfigurationen führen, welche die magnetohydr©dynamische
Gleichgewichtsbedingungen für Stromdichten und Magnetfelder

j x B =®p

	

(5 .4)

ß

erfüllen, stieß Salat auf Hamiltonfunktionen vom Typ (5 .3) mit drei Freiheitsgraden [Sa185] .1
In [Sa184, Sa1881 wurde die Integrabilität solcher Iiamiitonfunktionen mit nur zwei Frei-

heitsgraden untersucht . Neben numerischen Material werden in [Sa184] Ansätze für die Suche
nach einer zweiten Invarianten (die erste ist die Hamiltonfunktion selbst) diskutiert, da sich

td.h . also also vom Typ (2 .4) mit 1-10(I) = eve • I sowie = 0 und G(I, s) = G(5).
*Übrigens konnten auf diese Art nur zwei der drei Komponenten der Gleichgewichtsbedingung (5 .4)

erfüllt werden.
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die meisten der untersuchten Hamiltonfunktionen als integrabel erwiesen . Interessanter in
unserem Zusammenhang ist die spätere Arbeit [Sa188], in welcher die Theorie von Arnol'd
und Herman [Arn6l, Her79] zur Rückführung von Kreisabbildungen auf starre Rotationen
auf Hamiltonfunktionen vorn Typ (5 .3) angewandt wird.

Die Bewegungsgleichungen in den Winkelvariablen

wo,i + EGi(sP) , i = 1, 2

	

(5 .5)

lassen sich bei genügend kleinen Störungen auf eine Kreisabbildung reduzieren, da dann die
Kopplung der beiden Winkelvariablen so klein wird, daß sich stets eine von ihnen - oder
eine ganzzahlige Linearkombination beider - für alle Zeiten monoton entwickelt! Quer zur
Bewegungsrichtung in dieser Variablen - die sich also ggf. durch eine lineare Transformation
aus den beiden ursprünglichen ergibt - kann daher ein Poincareschnitt durchgeführt werden.
Bei der so konstruierten Poincare- oder Rückkehrabbildung handelt es sieh natürlich um
eine Kreisabbildung . Falls diese analytisch (oder wenigstens dreimal stetig difl'erenzierbar)
ist, so gibt es für hinreichend irrationale Windungszahlen - d .h. für solche, die die KAM-
Bedingung (B .9) erfüllen - eine analytische (bzw . difieomorphe) Transformation auf eine
starre Rotation . d.h. auf Winkelkoordinaten, in denen die Bewegungsgleichungen die triviale
Form j = annehmen [Her79] . §

Salat gibt für den Fall analytischer Kreisabbildungen mit hinreichend irrationalen Win-
dungszahlen die kanonische Transformation an, welche die Bewegungsgleichungen in Syste-
men vom Typ (5 .3) in triviale Bewegungsgleichungen vom Typ (2 .3) überführt . In Systemen
mit nur zwei Freiheitsgraden gilt allerdings nicht nur das KAM-Theorem, sondern außerdem
das viel stärkere

Theorem von Denjoy (1932) : Für wenigstens zweimal stetig differenzierbare Kreisabbil-
dungen mit irrationalen Windungszahlen welche also keineswegs die KAM-Bedingung
(B .9) erfüllen müssen - existiert stets eine stetige und stetig umkehrbare Transforma-
tion (also ein Homeomorphismus) auf eine starre R.otation .l

Wenn die Kreisabbildung, die mittels Poincareschnitt aus den obigen Bewegungsgleichungen
(5.5) gewonnen werden kann, zweimal stetig diferenzierbar ist und irgendeine irrationale
Windungszahl besitzt (die rationalen haben natürlich das Maß null), ist die Bewegung in
den Winkelvariablen also integrabel . Da lineare Systeme betrachtet werden, ergibt sich die
Bewegung in den Wirkungsvariablen dann aber natürlich durch Quadratur.

Die Windungszahlen sind aber im allgemeinen nicht explizit verfügbar - anders als im
KAM-Fall, wo sie von Anfang an festliegen (da dort Tori zu vorgegebenen Windungszahlen
gesucht werden) . LI Die von Salat angegebene kanonische Transformation hat also nur einen

tDas bedeutet nicht notwendigerweise, daß die zugehörige Windungszahl von null verschieden ist'
$ Ein Difeomorphismus ist eine stetig differenzierbare Abbildung, die eine stetig differenzierbare

Umkehrfunktion besitzt.
i Wesentlich leichter zugänglich ist die zugehörige Lehrbuchversion von Arnol ' d [ArnS3,

	

die

sich allerdings auf den Fall N = 2 beschränkt.
iT Vgl .Arno1'd, aaO. Die Originalarbeiten von Denjoy sind in den Artikeln von Herman und Salat

[Her79, Sal88] zitiert.

Il Es gibt aber spezielle Fälle, in denen die Berechnung der Windungszahlen gelingt, vgl . Anhang C.
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geringen praktischem Wert . Zum Nachweis der Integrabilität dieser Systeme aber ist sie nicht

erforderlich, da dieser mit dem Theorem von Denjoy viel allgemeiner möglich ist.

Auch ohne explizite Kenntnis der Windungszahlen kann auf die hier beschriebene Weise

für lineare Systeme vorn Typ (5 .3) !ntegrab;i;tätt im Prinzip fit sehr viel größere Störungen

nachgewiesen werden als für die - wegen der Twistbedingung (B .15) - nichtlinearen Systeme,

auf die die KAM-Theorie anwendbar ist (vgl . Anhang B) . Wegen der Beschränkung auf lineare

Systeme gelten für die Winkel überall im Phasenraum die gleichen Bewegungsgleichungen,

so daß die Resultate auch auf den Fluß auf nichtregulären Tori in Systemen vom Typ (5 .3)

anwendbar sind . Die Existenz solcher Tori findet aber wie gesagt in den genannten Arbeiten

keine Beachtung.

3-Tori in Systemen schwach gekoppelter Oszillatoren [KMG89, BGK91]

Baesens, Guekenheimer, Kim und MacKay betrachten Systeme, die aus drei schwach ge-

koppelten Oszillatoren bestehen, wobei sie unter einem Oszillator ein System mit einer at-

traktiven periodischen Trajektorie verstehen . Auf diesen periodischen Trajektorien können

Winkelvariable eingeführt werden, und bei schwacher Kopplung gibt es im Raum dieser Pha-

senvariablen einen attraktiven 3-Torus.

Die Autoren gehen davon aus, daß die Bewegung auf dem 3-Torus stets durch eine Poin-

careabbildung ("return map") beschrieben werden kann. Wie wir oben gesehen haben be-

deutet dies eine Beschränkung auf den Fall hinreichend schwacher Kopplung der Bewegungs-

gleichungen (d .h . auf kleine Störungen) . Diese Poincare- oder Riickkehrabbildung ist ein

Diffeomorphismus des durch die beiden verbleibenden Koordinaten gegebenen 2-Torus'.

Die Untersuchung dieser Torusabbildungen ("torus maps") ist eine Verallgemeinerung

des wohlbenannten Vorgehens bei Untersuchungen der Bewegung auf 2-Tori (nämlich des

Studiums von "circle maps " , s .o. und Anhang B .3) . Die Dynamik der Bewegung auf 3-

Tori ist natürlich viel komplizierter . Das Konzept der Rotationszahl etwa läßt sich zu dem

von Rotationsvektoren verallgemeinern, aber verschiedene Trajektorien können verschiedene

Rotationsvektoren haben (während die Rotationszahl einer Kreisabbildung für den ganzen

zugehörigen 2-Torus gilt), und für manche Trajektorien ist der Rotationsvektor nicht definiert.

Es können vier Haupttypen der Bewegung unterschieden werden:

o "Fully mode-locked" : Alle Trajektorien haben die gleichen rationalen Windungszahl-

verhältnisse, d.h . es gibt zwei Relationen

k13)vi + k2(j) t/2 -- ks(a) s,s = 0 und k (3 i23) E Z`{0} sowie k(i)

	

1e

	

(5 .6)

".`Partially mode-locked" : Es gibt eine Relation vom Typ (5 .6).

"Inkommensurabel " : Alle Trajektorien haben die gleichen inkommensurablen Win-

dungszahlverhältnisse (Quasiperiodizität mit drei Basisfrequenzen).

o "Toroidales Chaos" : Chaotisches Variieren der Windungszahlen . l

t im Shine von Reduzierbarkeit der Bewegungsgleichungen auf solche vom KAM-Typ (2 .3).
= "There are orbits for which the average frequency ratio does not necessarily have a limit but

short-term estimates of it perform a random walk in a set of different directions ." [BGK91]
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Das Ziel der Autoren war es, die auftretenden Resonanzphänomene und die mit diesen Re-

sonanzen zusammenhängenden Bifurkationen zu untersuchen, um damit einen theoretischen

Rahmen für die Interpretation von Experimenten zu liefern, die drei wechselwirkende Frequen-

zen involvieren . Nach ihrer eigenen Einschätzung läßt sich Folgendes sagen : "By studying

families of maps numerically and analytically, we have obtained a comprehensive picture of

the major features of the phase portraits and bifurcation diagrams associated with resonaces

in families of torus maps. From this information, one can develop predictions about the loca-

tion of and the geometric structure associated to resonances and bifurcations in experimental

studies ." [BGK91, §7 .21

Hier sollen aber weniger die Ergebnisse dieser Arbeiten vorgestellt als vielmehr deren
Anwendungsbereich von dem dieser Arbeit abgegrenzt werden . Zunächst einmal ist klar,

daß man einen invarianten Torus, auf dem die Bewegung den Bewegungsgleichungen

= f( .O)

	

( 5 .7 )

genügt, als isolierten invarianten Torus des Hamiltonschen Systems

H(1 9 ) = (' - I) ° (s3)

	

(5 .8)

bei I = Io ansehen kann . Die Beschränkung auf Systeme, in denen wenigstens eine Winkel-
variable sich für alle Zeiten monoton entwickelt, schließt allerdings alle Fälle aus, in denen
der Fluß auf den 3-Tori Fixpunkte enthält . Mit den in den genannten Arbeiten entwickelten
Methoden lassen sich also keine Aussagen über die Bewegung auf chaotischen Tori in dem
Bereich treffen, in dem Fixpunkte existieren (dort ist die Kopplung zu stark) . Die im Kapitel

4 .5 .1 untersuchten 3-Toni. -- die mit den Oszillatorsystemen von Duffing bzw . van der Pol (in
der bekannten Weise) zusammenhängen - fallen jedoch zweifellos unter diejenigen, auf die
die Ergebnisse von Baesens et al . im Prinzip anwendbar sind, und von der Bewegung auf
Barrieren im Fall N = 3 (z .B . im System des Beispiels 4 .4 .a) gilt das nämliche.

Aus den vorstehenden Betrachtungen geht hervor, dail es sicherlich eine gewisse Über-
schneidung der Bereiche, auf die sich die Untersuchungen in dieser Arbeit erstrecken, mit
denjenigen, die die Autoren der Studien [KMG89, BGK91] ins Auge fassen, gibt . Auch wenn

die von Baesens et al . ins Auge gefaßten Tori als Hamiltonsche Tori im Phasenraum stets
isoliert sind, lassen sich die von ihnen entwickelten Methoden auf einige der hier untersuchten
Systeme anwenden (s .o .) . Andererseits gibt es weite Bereiche, in denen keinerlei ITberschnei-
dung vorliegt - immer dann, wenn keine 3-Tori untersucht werden, oder aber auf selbigen
Fixpunkte existieren.

Quasiperiodiziiät und Chaos auf Tori bei schwacher Störung
[G0Y83, G0Y85] sowie Torus-Breakup [BatS8, BG089]

Das Ziel der Arbeiten von Battelino, Grebogi, Ott und Yorke ist der Nachweis, daß quasi-
periodisches Verhalten in dissipativen Systemen mit drei oder vier Freiheitsgraden durchaus
typisch ist . Das war seit den Arbeiten von Ruelle, Takens und Newhouse in Frage gestellt -

diese hatten gezeigt, daß quasiperiodischer Fluß auf N-Tori (N > 3) bei beliebig kleinen
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Störungen chaotisch wird [RT71, NRT78] . Allerdings müssen diese Störungen sehr subtil

gewählt werden, und ob sie in praxi überhaupt vorkommen, war (und ist) unklar.

In allen hier referierten Untersuchungen reduzieren die Autoren die Bewegung auf N-Tori
durch einen Poincareschnitt auf Torusabbildungen eines (N-1)-Torus . t In [GOY83, GOY85]

werden dem quasiperiodischen Fluß auf dem Torus in gewisser Weise zufällig gewählte periodi-

sche Störterme hinzugefügt, und durch Berechnung des Ljapunovspektrums geprüft, welche

Art der Bewegung vorliegt . Far N = 3 gibt es folgende Möglichkeiten l :

periodische Bewegung, d .h. Grenzzyklen ("fully mode-locked");

Quasiperiodizität mit zwei Basisfrequenzen, d .h . Bewegung

auf einem 2-Torus ("partially mode-locked");

Quasiperiodizität mit drei Basisfrequenzen, d .h . ergodische

(nicht attraktive) Bewegung auf dem 3-Torus (`inkommensurabel"

chaotische Attraktoren.

Auch für endliche Störungen finden die Autoren in vielen Fällen ("generisch") quasiperi-

odisches Verhalten . Natürlich müssen die Störungen so klein sein, daß ein Poincareschnitt

gemacht werden kann - genau wie im Fall oben besprochenen Arbeiten von Baesens et alii.

Battelino [Bat88] betrachtet mit der gleichen Technik ein etwas weniger künstliches Sy-

stem, nämlich zwei gekoppelte van der Pol - Oszillatoren, vgl . (4.85) . In der Studie [BG089]

von Battelino et al . wird schließlich untersucht, ob die chaotischen Attraktoren des Systems

(4 .85) überhaupt noch auf Tori liegen . Dazu wird ein geometrischer Test ersonnen, der auch

ohne Betrachtung von Trajektorien zu entscheiden gestattet, ob diese auf einem Torus liegen

können oder nicht - wie sich herausstellt, liegt keiner der untersuchten chaotischen Attrak-

toren auf einem Torus . Diese Möglichkeit des "Torus-Breakup" ist in den übrigen in diesem

Abschnitt besprochenen Studien per constructionem ausgeschlossen . Die von uns untersuch-

ten nichtregulären Tori können natürlich auch nicht "aufbrechen", wohl aber die im Kap .4 .5 .2

beobachteten attraktiven 2-Tori auf invarianten 4-Tori . 7

5e3 eber die Ergebnisse sowie zu offenen Fragen

Zunächst geben wir einen kurzen Überblick über die hier untersuchten nichtregulären und

chaotischen Tori, kommen dann detaillierter auf das elektromagnetische Modell zu sprechen

und geben abschließend einen Ausblick auf durch diese Arbeit aufgeworfene Probleme.

tSie bezeichnen diese Torusabbildung übrigens verwirrenderweise schlicht als (N - 1)-Torus.
ivgl . Seite 32 im Kap.3 .4 . Punktattraktoren kommen wegen des Poincareschnitts nicht in Frage.

Battelino [Bat88] untersucht den Fluh auf 3-Tori im dissipativen System (4 .85), während wir

im Beispiel 4.6 .c die Bewegung auf einem 5-Torus betrachten, welche im Limes C=1 ,2 , 3 , 4 - 0 für

Wo,,=1,2,3,4 = 0 und = 1 den Bewegungsgleichungen (4 .85) genügt.
g Vgl. Beispiel 4 .5 .d, besonders Abb .4 .9 & 4 .10.

(0, -, -)

o (0,0,-)

o (0,00)

o (+, 0, -)
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Nichtreguläre und chaotische Tori im Überblick

In dieser Arbeit wurde die Bewegung auf Hamiltonschen Tori untersucht, die nicht vom
KAM-Typ sind . Der Flu; auf diesen nachtregulären Tori ist im Regelfall dissipativ und
nicht integrabel (-i Kap .2 .1 & 2 .3) . Es können also Attraktoren auf solchen Tori auftreten,
darunter auf (chaotischen) N-Tori in Systemen mit N > 3 Freiheitsgraden auch seltsame.

Mit einem einfachen "Periodisierungsverfahren" wurde zu jedem beliebigen Attraktor ei-
nes autonomen Difl'erentialgleichungssystems - sofern seine Ausdehnung endlich ist - ein
Hamiltonsches System angegeben, welches einen im Phasenraum isolierten invarianten Torus

enthält, auf dem dieser Attraktor nahe am Ursprung auftritt (-> Kap .3.1) . Auf die gleiche
Weise konnte auch filz jeden Attraktor endlicher Ausdehnung in periodisch oder quasiperi-
odisch getriebenen Systemen ein Hamiltonsches System angegeben werden, in dessen Phasen-
raum invariante Tori auftreten, die diesen Attraktor ursprungsnah enthalten (--> Kap .4 .7).
Solche Tori treten allerdings nicht isoliert auf, sondern bilden höherdimensionale invariante
(ebene) Hyperflächen im 2N-dimensionalen Phasenraum, deren Dimension - je nach der Zahl
der Basisfrequenzen im (quasi-)periodisch getriebenen Ausgangssystem - zwischen N -!- 1

und 2N - 1 liegt . t Diese invarianten Hyperflächen können also auch Barrieren im Phasen-
raum bilden. Auf Barriere-Tori ist die Bewegung allerdings nie chaotisch, es können dort
aber gleichwohl Attraktoren auftreten, auf denen die Bewegung nicht-periodisch verläuft (->
Kap .4 .4).

Außer den "vorgegebenen" Attraktoren enthält der Fluß auf den mit diesem Verfahren
angegebenen nichtregulären oder chaotischen Tori aber stets noch Repeller - und zwar gibt
es zu jedem Attraktor einen strukturell identischen Repeller auf dem Torus - sowie wei-
tere Attraktoren verschiedenen Typs und eventuell (vor allem auf isolierten Tori) Fixpunkte.
Natiirlich ändert sich der Fluß auch mit der Stärke der Störung . Im Fall isolierter chaotischer
Tori (-b Kapitel 3) wurden exemplarisch solche untersucht, auf denen der Fluß (u .a.!) die
. .ohlbeka raten seltsamen Attraktoren von Rössler [Rös76] bzw. Lorenz [Lor63] enthält
Kap.3 .5 & 3 .6), im Fall der nicht-isolierten chaotischen Tori (-4 Kapitel 4) besonders sol-
che, auf denen die Attraktoren des Duff'in Oszillators [Ued79, Sch86] bzw . des van der Pol -
Oszillators auftreten können (-> Kap .4 .5 & 4 .7).

Da die Bewegung im Phasenraum als Ganzem nicht dissipativ sein kann, muß die dis-
sipative bzw . antidissipative Bewegung auf den Attraktoren und Repellern, die auf nichtre-
gulären Tori auftreten, durch die Bewegung im Wirkungsraum jeweils kompensiert werden
(-i Kap.5 .1) . Der Fluh auf den Tori erhält aber selbstverständlich alle Poincareinvarianten

(-i Kap.2 .3 & 4 .2).

tIm Phasenraum der mit dem hier beschriebenen Verfahren angegebenen Systeme treten stets in-

variante Ilyperebenen auf. Im allgemeinen können natürlich auch gekrümmte invariante Hyperflächen
auftreten (- Kap .4.1), was bei den Betrachtungen über die Form der Bewegungsgleichungen auf

nicht-isolierten nichtregulären Tori und den daraus gezogenen Schlüsse in Bezug darauf, welche At-

traktortypen auf Hyperflächen welcher Dimension auftreten können, auch berücksichtigt wird (-+

Kap.4 .2 & 4 .3) .
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@ Zum elektromagnetischen Modell

Diese nichtregulären und chaotischen Tori treten tatsächlich in der nichtrelativistischen Be-
wegung eines Elektrons in räumlich periodischen elektromagnetischen Feldern auf, wenn das
elektrische Feld einen gewissen Teil der magnetischen Kraftwirkung kompensiert t und die
Teilchen den passenden Impuls haben . Ob ein solcher Torus ein isolierter ist oder aber mit
gleichartigen invarianten Tori eine höherdimensionale invariante Hyperfläche im Phasenraum
bildet, hängt davon ab, wieviele linear unabhängige Komponenten das magnetische Vektor-
potential besitzt.

Im Fall von Systemen mit drei räumlichen Freiheitsgraden gilt folgender Zusammenhang:
In räumlich periodischen, stationären Vektorpotentialen bewegen sich geladene Einzelteilchen
mit dem passenden Impuls - in. geeigneten Koordinaten - im sechsdimensionalen Phasenraum
auf nichtregulären Tori, die

o dort isoliert sind, wenn das Vektorpotential drei linear unabhängigen Komponenten
besitzt (--> Kap .2.2 & 3.5 .1);

o eine vierdimensionale invariante Hyperfläche bilden, wenn das Vektorpotential zwei
linear unabhängige Komponenten besitzt (--+ Kap .4 .5 .3);

e eine fünfdimensionale invariante Hyperfläche bilden, d .h . eine Barriere, wenn das Vek-
torpotential raumfest ausgerichtet ist (-+ Kap .4 .4).

Zur Realisierung der Bewegung auf einem isolierten 3-Torus müssen alle kanonischen Impuls-

komponenten einen vorgegebenen, festen Wert annehmen . Auf Barriere-Toni sind zwei, auf
den Tori in Systemen mit magnetischen Vektorpotentialen, welche sich durch Superposition
zweier Anteile mit raumfester Richtung ergeben, ist eine Impulskomponente frei wählbar.

In stationären Systemen mit nur zwei räumlichen Freiheitsgraden bewegen sich geladene
Einzelteilchen mit dem passenden Impuls hingegen im vierdimensionalen Phasenraum

• auf einem isolierten invarianten Torus, wenn das Vektorpotential zwei linear unabhängi-
gen Komponenten besitzt (-a Kap .4 .5 .3);

▪ auf einem Barriere-Torus . d .h . auf einer dreidimensionalen invarianten Hyperfläche,
wenn das Vektorpotential raumfest ausgerichtet ist (-+ Beispiel 4 .4 .b).

Wenn die Felder (quasi-)periodisch von der Zeit abhängen, so enthalten die Bewegungs-
gleichungen - mindestens in einer Komponente - (quasi-)periodisch zeitabhängige Terme . Die
Dimension der nichtregulären Tori steigt im gleichen Mali wie die der Basisfrequenzen der
quasiperiodischen Zeitabhängigkeit . Die zugehörigen zusätzlichen Wirkungsvariablen sind
aber physikalisch irrelevant.

Die Bewegung eines Elektrons auf nichtregulären Tori kann allerdings auch dann einem
periodisch oder (auf Barrieren) quasiperiodisch getriebenenen System von Bewegungsglei-
chungen genügen, wenn die elektromagnetischen Felder stationäre sind . In diesem Fall sind

tgenauer: Wenn das elektrische Potential mit dem magnetischen Vektorpotential über die Bezie-
hung (2 .9) zusammenhängt, wodurch ein sonst vorhandener Beitrag der Potentiale zur Hamiltonfunk-
tion verschwindet, vgl. Kap.2 .2 .
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die Winkelvariablen, durch welche die quasiperiodische Zeitabhängigkeit beschrieben wird,
Ortskoordinaten proportional - diese Ortskoordinaten ändern sich also zeitlich linear . Die
Bewegung im System des periodisch getriebenen Duffinb Oszillators kann beispielsweise durch
ein nichtrelatistisch bewegtes Elektron in geeigneten stationären Feldern realisiert werden (-t
Kap.4.7) . Natürlich haben dann alle Wirkungsvariablen eine physikalische Bedeutung.

Die Wirkungsabhängigkeit der Hamiltonfunktion, welche die nichtrelativistische Be-
wegung geladener Einzelteilchen in solchen Feldern beschreibt, ist quadratisch, die ihres
Störterms (bzw. die des zugehörigen "Störsystems") linear (--> Kap .2 .2 & 4 .4 & 4.5 .3) . 1 Die
in diesen Systemen auftretenden invarianten Hyperflächen sind daher nie gekrümmt - ge-
nau wie in den Systemen, die mit Hilfe des "Periodisierungsverfahrens" angegeben wurden.
Hauptsächlich deshalb treten alle hier numerisch untersuchten nichtregulären Tori im Rah-
men unseres elektromagnetischen Modells auf.

Gleichwohl passen einige der hier betrachteten Systeme nicht in den Rahmen dieses Mo-
dells . Da einem Elektron maximal drei räumliche Freiheitsgrade zur Verfügung stehen, kann
es nur die Bewegung in Systemen mit höchstens drei nicht-trivialen Gleichungen realisieren
(d.h . m = N-n < 3, wobei qr die Zahl der Basisfrequenzen im periodisch bzw . quasiperiodisch
getriebenen Ausgangssystem ist). Zwar betrachten wir hier nur ein System mit mehr als drei
nicht-trivialen Gleichungen, nämlich das System des Beispiels 4.6 .c, welches sich in dem
bekannten Limes { auf das System (4 .85) zweier gekoppelter van der Pol - Oszillatoren redu-
zieren läßt . Natürlich kann aber auch die im Beispiel 4.6 .a beschriebene Einbettung isolierter
chaotischer 3-Tori in höherdimensionale invariante Hyperflächen nicht durch ein Elektron in
elektromagnetischen Feldern realisiert werden, denn letztere müßten zeitabhängig sein ; Zeit-
abhängigkeiten der Felder fuhren aber stets zu expliziten Zeitabhängigkeiten der Bewegungs-
gleichungen auf den rn

	

Ferner betrachtentrachte wir auch1, Systemeeme mit nichtlinearem Störterm,St7Yi. ~ Fe

und zwar im Anhang A .6 (explizit) und im Anhang B .4 (implizit, s .u .) . Schließlich kann
die Bewegung auf dem im Kap .2 .4 (sowie im Anhang A .2) untersuchten isolierten nichtre-
gulären Torus mit raumfester Richtung von m' zwar durch dichtrelativistisch bewegte geladene
Einzelteilchen 9realisiert werden, aber diese bewegen sich dann aufSl einem (nicht-isolierten)
Barriere-Torus (vgl . die Anmerkung auf Seite 71). Die im Anhang B .4 untersuchten nicht-
isolierten Tori dieser Art lassen sich durch die Bewegung eines Elektrons nur dann realisieren,
wenn die Hamiltonschen Systeme linear (hinsichtlich der Wirkungsabhängigkeit) sind - schon
bei einer Nichtlinearität des ungestörten Systemanteils würde die Wirkungsabhängigkeit der
effektiven Frequenz 0o(1.) ein impulsabhängiges Vektorpotential erforderlich machen (was
natürlich nicht möglich ist) - zu schweigen davon, daß auch nichtlineare Systeme dieser Art
denkbar sind.

Von diesen Fällen abgesehen können aber alle in dieser Arbeit beispielhaft betrachte-
ten nichtregulären oder chaotischen Tori im Prinzip in der nichtrelativistische Bewegung
geladener Einzelteilchen auftreten (das gilt also insbesondre für alle numerisch behandelten
Systeme!).

tDie Wirkungsabhängigkeit des ungestörten Teils der Hamiltonfunktion spielt für die Bewegung

auf einem gegebenen invarianten Torus keine Rolle, wohl aber für die Bewegung auf der invarianten

Hyperfläche als ganzer.
zVgl. die dritte Anmerkung auf Seite 104 .
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So weit, so gnt - nun zu noch ungelösten Problemen.

Ein Ausblick auf offene Fragen

Dabei handelt es sich um zwei Problemkreise:

1) Bislang ist ungewiß, ob die Bewegung auf nichtregulären Tori Hamiltonscher Systeme
in beobachtbaren Systemen auftritt t , d.h. in solchen, die natürlich auftreten oder sich
experimentell realisieren lassen.

2) Ebenso ungeklärt ist folgendes Problem : Immer wieder ist in dieser Arbeit vom Fluß auf
den Torf die Rede gewesen, tatsächlich wurde aber - abgesehen von den integrablen
Femen (-a Anhang A .2 und Anhang C) - stets nur nach den Attraktoren und den
Fixpunkten des Flusses gesucht . So wichtig diese für die Beschreibung der Bewegung
sind, so sehr muß doch betont werden, daß zur Kenntnis des Flusses mehr nötig ist als
die seiner Fixpunkte und Attraktoren (man denke etwa an die instabilen periodischen
Bahnen !) . 1

Wenden wir uns zunächst dem Problem zu, wo solche Systeme überhaupt (beobachtbar) auf-
treten. Die Analyse des hier vorgestellten elektromagnetischen Modells dient im Rahmen
dieser Arbeit mehr der Einbettung der meisten der hier betrachteten dynamischen Systeme
in ein für Physiker gängiges Szenario (nämlich die nichtrelativistische Bewegung geladener
Einzelteilchen in elektromagnetischen Feldern) als der Lösung dieses Problems . Dementspre-
chend wurde diese Analyse auch nur soweit betrieben, wie das zu diesem Zwecke notwendig
war . § Insbesondre wurde kein Versuch unternommen zu überpriifen, ob die zur Realisierung
der hier untersuchten Systeme (oder anderer ebenso naheliegender) benötigten Felder durch
physikalisch machbare Strom- und Ladungsverteilungen erzeugt werden oder nicht.

Hinsichtlich der iso lierten chaotischen ist zu bedenken, daß wegen des Verschwin-
dens aller Windungszahlen im Fall starker Störung bzw . hinreichend starker Kopplung (wenn
eno(Io) = 0) der Torus allenfalls einige wenige Male umlaufen wird, so daß nur dementspre-
chend wenige räumlichen Perioden der Felder tatsächlich real vorhanden sein müßten, urn die
Bewegung auf diesen Tori beobachten zu können . Wenn hingegen eine oder zwei (kanonische)
Impulskomponenten frei gewählt werden können, müssen zu diesem Zweck i .a . viele Perioden
der entsprechenden Felder in den zugehörigen Raumrichtungen realisiert werden.

Jenseits unseres elektromagnetischen Modells wäre von besonderem Interesse, ob nicht-
reguläre Barriere-Tori oder chaotische Tori im für Hamiltonsches Chaos prototypischen

t Ob so etwas in der Natur stattfinde, weiß ich nicht und bekümmere mich nichts darum . Genug

daß es in den Büchern stattfindet . . . Georg Christoph Lichtenberg (1742 - 1799), in: Aphorismen,
ausgewählt von F . Sengle, Reclam, Stuttgart (1953).

# In diesem Zusammenhang liefert die im Kap .5 .2 besprochene Arbeit von Baesens et al. [BGK91]

interessantes Material.
S Es wurde bereits angemerkt (vgl. Kap .2 .2), daß die räumliche Periodizität der Felder auch an-

dere Formen als diejenigen annehmen kann, die hier betrachtet wurden (welche sich durch kubische
Basiszellen charakterisieren lassen) .
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Dreikörperproblem [Whi37, Mar90] auftreten können und (eventuell in diesem Zusammen-

hang) ob es auch physikalische Gegenstücke - möglicherweise sogar unter den oben defi-

nierten beobachtbaren Systemen - zu den nichtregulären Tori in Systemen mit nichtlinea-

rem Störterm gibt . t Schließlich drängt sich natürlich die Frage auf, ob Barrieren, die aus

nichtregulären Tori bestehen, in physikalisch relevanten Systemen gar die Arnol'd-Diffusion l

verhindern können.

Hinsichtlich der noch offenen mathematischen Probleme seien drei Punkte besonders her-

vorgehoben:

a Die allgemeine Lösung der Rage, wann eine Rückführung nichtregulärer Tori auf re-

guläre möglich ist, steht noch aus. Der Anhang B(.4) liefert dafür nur Anhaltspunkte

(die zeigen, um was für ein schwieriges Problem es sich dabei handelt 3) . Hier wird die

Lösung nur für die im Kap .2.4 und im Anhang B .4 analysierten Systeme mit konstan-

ter Richtung der Winkel-Geschwindigkeit angegeben, bei denen die Windungszahlen

auf den Tori a priori bekannt sind.

Der Fluß auf den in dieser Arbeit behandelten nichtregulären Tori weist in Bezug auf

Fixpunkte und Zeitumkehr gewisse Symmetrien auf (-) Kap .3 .2), die nicht auf allen

denkbaren Tori dieser Art vorkommen (vgl . dazu Anhang A .3).

a Nicht unerwähnt soll schließlich bleiben, daß die Definition von Repellern als Attrak-

toren des zeitumgekehrten Flusses nicht alle denkbaren Möglichkeiten ausschöpft . Be-

kanntlich lassen sieh für viele Attraktoren, etwa den Rössler- und den Lorenz-Attraktor,

wichtige Eigenschaften des Flusses durch die Analyse einer diskreten Abbildung, der

"Lorenz-map" [Jac89, Kap .7] § , erschließen . Im Fall des Rössler-Attraktors hat diese

die gleiche einfache Struktur wie die logistische Abbildung . Wenn nun - infolge der

Höhe des Maximums - das Intervall der Werte (xn+ i ) größer wird als das Intervall der

Urbilder (zyi ), so verwandelt sich der Attraktor in einen ("transienten " ) Repeller, der

aber auch unter Zeitumkehr ein solcher bleibt [Te190] . Was die im Kapitel 3 betrach-

teten "Rössler-" bzw. "Lorenz-ähnlichen" Attraktoren angeht, ist unsere Untersuchung

offenbar (aber warum ?) außerhalb des Parameterbereichs geblieben, für den dieses Ver-

halten - wenn überhaupt - eintritt . Das ärtuß jedoch natürlich nicht für alle Repeller

dieser Art gelten.

Abgesehen von diesen "transienten Repellern" ist die Analyse der isolierten Rössler- und

Lorenz-Tori im dritten Kapitel, soweit es um die Untersuchung der Attraktoren/Repeller

tQanz außer Betracht blieben bislang auch nichtlineare Systeme, bei denen die Nichtlinearität
des Störterms nicht von der Krümmung der von den Tori gebildeten Hyperfläche im Wirkungsraum

herrührt, sondern von einer Wirkungsabhängigkeit der vektorwertigen Funktion €(I , c) in den Ha-

miltonfunktionen (2.4) bzw. (4.1).
x In fast-integrablen Hamiltonschen Systemen mit mehr als zwei Freiheitsgraden bilden KAM-Tori

keine Barrieren, obwohl sie ein endliches Volumen im Phasenraum einnehmen (-% Kap .4 .1). lm

Langzeitlimes können Trajektorien, die nicht auf diesen Tori verlaufen, daher i.a. nicht in Teilbereiche

des Phasenraums eingeschlossen werden. Arnol'd [Arn64) gab als erster ein konkretes Beispiel für

diese - extrem langsame - Diffusion der Trajektorien (siehe auch Anhang B .3).

Das ist eigentlich keine Abbildung, sondern nur eine Relation ("match" ), vgl . Jackson, aaO.
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und Fixpunkte geht - außer im Bereich kleiner Störung . in dem keine Fixpunkte existieren -

in sich im wesentlichen abgeschlossen . Gleiches kann von der Untersuchung nicht-isolierter

nichtregulärer oder chaotischer Tori in quasiperiodisch getriebenen Systemen nicht behauptet

werden . Die Bewegung auf Barriere-Tore, welche allerdings nie chaotisch ist, wurde nicht sehr

eingehend behandelt - ausgenommen der im Anhang C analysierte Fall integrabler Bewegung

auf nichtregulären Barriere-Torf in einem System mit zwei Freiheitsgraden. Im Fall der

"auffing-" und "van der Pol - Tori" wurde die Bewegung nur für

	

= 0 & = 1

untersucht, wo sich im Limes = xi/a -~ 0 (i = 1, . . . , m) die Bewegung im Ausgangssystem

ergibt, und auch diese mehr kursorisch . Es kam uns im Fall der nicht-isolierten nichtregulären

Tori mehr darauf an zu zeigen, welche Attraktoren auf den verschiedenen nicht-isolierten

Tori (nicht) vorkommen können, während die unseres Wissens nach bislang noch nirgends in

Betracht gezogenen isolierten chaotischen Tori, insbesondre im "nichtregulären Bereich" (wo

Fixpunkte existieren), eine gründlichere Behandlung verdienten.
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Anhang

Verschiedene Anmerkungen und
Ergänzungen

A° ® Zum Hamiltonformalismus

In diesem Anhang werden die in dieser Arbeit benötigten grundlegenden Gleichungen und

Begriffe der Theorie Hamiltonscher Systeme zusammengestellt . t

In Hamiltonschen Systemen lassen sich die Bewegungsgleichungen von einer skalaren

Funktion, der Hamiltonfunktion, herleiten . Wenn diese nicht explizit zeitabhängig ist, ist

ihr Wert eine Erhaltungsgröße und gleich der Energie des Systems .t Sie hängt von den

Koordinaten und den zu diesen kanonisch konjugierten Impulsen ab:

Ifamiltonju.nktion

	

H = H(p, q)

Die Bewegungsgleichungen haben die (Hamiltonsche) Form

(Al)

Hom.iltonsclze	 Gleichungen
. OH

	

OH
_

p
~ P_ -

Oq

(A.2)

Nicht näher erläuterte Begriffe (z .B . "syxlplektisch " oder "kanonisch konjugierter Impuls ") sind

Mechaniklehrbiichern zu entnehmen (z .B. -p [Arn78, Go163]).
'°Andernfalls kann man von einer explizit zeitabhängigen Hamiltonfunktion mit z .B. N Freiheits-

graden zu einer nicht explizit zeitabhängigen (autonomen) mit N + I Freiheitsgraden übergehen,

vgl. Anhang A .7 und [LL83, Kap.1 .2b] (im Fall allgemeiner nicht-autonomer gewöhnlicher Differenti-
algleichungssysteme kann man bekanntlich ebenfalls durch Einfiihrung einer zusätzlichen abhängigen

Variablen zu einem autonomen System übergehen) . Sonderfälle:

G Wenn die Zeitabhängigkeit periodisch ist, ist die zusätzliche Koordinate eine Winkelkoordinate

(dann spricht man von einem . System mit N + Freiheitsgraden).

e lm Fall quasiperiodischer Systeme mit rn Freiheitsgraden und n Basisfrequenzen kann man zu

einem autonomen Hamiltonschen System mit N = m+ n Freiheitsgraden übergehen, wobei die

n zusätzlichen Koordinaten wiederum Winkelvariable sind .



Zwei Funktionen der dynamischen Variablen (Koordinaten, kanonisch konjugierte Impulse,
und eventuell die Zeit) ordnet man durch folgende Operation eine neue solche Funktion zu,
die man als

der beiden ursprünglichen Funktionen bezeichnet . Damit kann man die Hamiltonschen Glei-

chungen in folgender Form schreiben:

q = {c, H} , i) = {p,I}

	

(A.4)

Kanonische Transformationen

	

p-> , q-44, H(p,q',t)-~H(. ,t)

	

(A.5)

erhalten die Hamiltonsche Struktur des dynamischen Systems, d .h . : Die Hamiltonschen Glei-

chungen ändern ihre Form nicht, und die fundamentalen Poissonklammern

	

{4i,1;} = Si,j, { qi,4.i} = 0, {pi, p~} = 0

	

(A.6)

ändern sich allen a lls, bei Skalentransformation der Variablen, um eine multiplikative Kon-
stante [Sie56, §2] . Schließt man Skalentransformationen aus, so folgt aus der Invarianz der
fundamentalen Poissonklammern, daß alle Poissonklammern unter kanonischen Transforma-
tionen invariant sind. Solche Transformationen sind aufgrund des Hamiltonschen Variati-
onsprinzips durch erzeugende Funktionen charakterisiert, die von den alten und den neuen
Variablen abhängen. Am häufigsten werden erzeugende Funktionen der Form S((, q, t) ver-
wendet : Die kanonischen Transformationsgleichungen nehmen dann die folgende Form an:

0
Pti = ~ , qti = a , H(,

	

= H(p , q , +
t
SCP, ,

	

(A .7)
u q1

	

Opi

Hamiltonsche Systeme können auch als Fluß imPhasenraum betrachtet werden [Ei183] . Der

Phasenraum ist der von den Orts- und Impulsvariablen aufgespannte Raum . t In diesem

Raum kann man jedem Punkt einen Geschwindigkeitsvektor

( :)

( ~H.
~

OH

zuordnen . Dieses Vektorfeld erzeugt den Hamiltonschen Fluß

O f : v(0) --a v(t)

	

(A.9)

Der Fluß ist die Schar aller dieser Abbildungen (d .h. an jedem Punkt des Phasenraums für
alle Zeiten) . Das System (A.1) zu lösen bedeutet, sich einen quantitativen Überblick über
den gesamten Fluß zu verschaffen . l Die Abbildung (A .9) ist symplektisch und daher eine
kanonische Transformation [Dra82, Dou82].

tEr hat die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, vgl . Anhang A .5.

Zur Lösbarkeit Hamiltonscher Systeme vgl . Kapitel I.

N

1"'oissonkliammer

	

{ f, g}
E ‘--a

j
Of

~_ -
Of

	

~

	

(A .3)

(A .8)
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AA Zu Kapa2o2e Elektromagnetische Beziehungen

In diesem Anhang wird gezeigt, daß Hamiltonfunktion (2 .7) auf die nichtrelativistische Lo-

rentzgleichung führt, und daß sie bei Umeichung der Potentiale ihre Form nicht ändert.

Zunächst geben wir aber der Vollständigkeit halber die Beziehungen zwischen Feldern und

ihren Potentialen sowie zwischen diesen und den mit den Feldern verbundenen Strom- und

Ladungsverteilungen an.

Potentiale und Felder, Strom- und Ladungsverteilungen [Jac75]

Bekanntlich kann man die homogenen Maxwellgleichungen für die elektromagnetischen Felder

durch die Einführung eines magnetischen Vektorpotentials A und eines elektrischen skalaren

Potentials identisch erfüllen . Die Beziehung zwischen den Feldern und diesen Potentialen

ist in MKS-Einheiten gegeben durch

E=--VO-

	

und B=VxA (A .10)

Die mit elektromagnetischen Feldern verbundenen Ladungs- und Stromverteilungen werden

durch die inhomogenen Maxwellgleiehungen bestimmt, die in MKS-Einheiten folgende Form

annehmen:

p = - Eo(®
+ chi (®A))

00)

	

1 2
j = V (V . A +

	

+ - - AA

Im Fall stationärer Felder gilt

- goA(f)

j = grad divs4 -= Vx(V x A) = V x ~

dirt . die Ladungsverteilung gehorcht der Laplacegleichung und die Stromdichte ergibt sich als

Rotation des Magnetfeldes.

	

Ha ltonfunktion (2 .7)

	

nichtrelativistische Lorentzgleichung

Es ist bekanntlich möglich, der Lorentzgleichung, welche die Bewegung (punktförmiger)

geladener Einzelteilchen in elektromagnetischen Feldern beschreibt, die Form einer Euler-

Lagrange-Gleichung za geben fGo ~l63 Tac75] und ergo auch Pine entsprechende Hamilton-
funktion anzugeben . Hier soll lediglich umgekehrt verifiziert werden, daß die Ilamiltonfunk-

tion (2 .7) auf die nichtrelativistische Version der Lorentzgleichung führt.

Als Bewegungsgleichung fair die Ortskoordinaten ergibt sich durch Einsetzen der Bezie-
hung (2.6) für den kanonischen Impuls unmittelbar die Identität

P -eA
VpH =

	

r'
m

(A .11)

(A.12)

(A.13)
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Eingesetzt in die Bewegungsgleichungen für die Impulsvariablen folgt

P - eA
P = - Vr = -

	

•V ( F - eA ) - eV
m

= ei•(VrA)-evr ,=eVr(i' A) -eVr

Unter Benutzung vektoranalytiseher Identitäten, nämlich

(V x A) =

	

(i. mA) - (i•®) A
(A .15)

und A _

	

+ (i'•®) A

sowie der Beziehung zwischen den elektromagnetischen Feldern und ihren Potentialen (A .10)
folgt daraus direkt die I,orentzgleichung für nichtrelativistische Bewegung:

mi=eixB+eE

	

(A .16)

Eichfreiheit

Die elektromagnetischen Felder ändern sich bekanntlich nicht, wenn man die Potentiale fol-

gendermaßen [Jac75] umeicht :

A-VA' = A+VA

(A.17)
= sb -

Nun läuft eine kanonische Transformation, die nur die Impulsvariablen ändert, auf eine

Eichtransformation dieses Typs hinaus . Erzeugende Funktion und Transformations gleichun-

gen (vgl . Anhang A.0) lautend

	

v

	

V

(A.14)

S = ~•~° - eA(r, -P =m¢•+e A' (A.18)
= P - eVA 1

cm

	

~

und die transformierte Uamiltonfiinktion

kI Tn
1 ( -

	

OS

	

1

	

-
. P -

e {A+ VA}) 2 + e0(r, t)
+ c~ = 2m ( - eA ') 2 + eO'

hängt von den umgeeichten Potentialen in der gleichen Weise ab wie die Hamiltonfanktion
(2.7) von den ursprünglichen . Man hat also durchaus die Freiheit, ein gegebenes Vektorpo-
tential etwa so umzueichen, daß ® . A = 0 (Coulombeichung).

.Ae 2 Zu Kapo2a4 : Auch die nicht regularisierbare Bewegung

ist integrabel

Im Kapitel 2 .4 wurde gezeigt, daß ein Torus, auf dem die Bewegung der Gleichung (2 .36)

1 m=io = 0 (1 + eb(l))

	

(A.20)

( A .19 )

115



genügt, tatsächlich ein regulärer Torus ist, wenn die Störung (e) so klein ist, daß keine

Fixpunkte existieren, und ferner die Windungszahlverhältnisse hinreichend irrational sind.

Man findet dann also eine kanonische Transformation auf neue Wirkungs-Winkel-Variable

(B ), in denen die Bewegungsgleichungen die Form (2 .3) haben.

Es ist aber nicht schwer zu sehen, daß die Bewegung auf diesem Torus unter allen

Umständen integrabel verläuft, also auch im Fall von starker Störung oder von Resonanz.

Beweis

Zunächst geht man durch eine Drehung der Achsen von den Winkelkoordinaten zu Koor-

dinaten

Q = R

	

(A.21)

über . Dem entspricht eine lineare kanonische Transformation, deren erzeugende Funktion

t

	

AI

Rij l,j

	

(A .22)
j_1

ist (davon wurde auch in Kap .4 .2 Gebrauch gemacht) . Diese erzeugende Funktion "indu-

ziert" folgende Transformation : 1

~ = R-1 P

	

.13 =RI , sowie Q=R4

Man kann nämlich mit der Drehmatrix

	 no

1001

R =

	

e2

	

, wobei no a ei>2 = 0 und ei•ej = bi ,j ist,

	

(A .24)

\ eJ\ /
1

zu Koordinaten gelangen, in denen die Bewegung nur eine zeitlich variable Komponente hat:

(A.23)

R 4 = R 0o (1 + el)()) =

I no ~ (1 + Eb(R -1

Q)/J

~

0 (A .25)

(A.26)

0

Die einzig verbleibende nicht-triviale Bewegungsgleichung auf dem Torus

Q1 = 13äo [ (1+ eb ( R-1Q))

= I ßäo (1+EQi))

Hier geht ein, daß für Drehmatrizen RT = R-1. Bezgl . des allgemeinen Falls vgl. (C.3) &c (C.4).
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ist integrabel in dem Sinn, daß die Umkehrfunktion durch Quadratur berechnet werden kann:

	 dQ1	

_ f d;

	

i = i (Qi)

	

(A .27)

j 320

	

+ eb(Qi ))

	

to

Die neuen Koordinaten (P, Q) sind allerdings keine Wirkungs-Winkel-Variablen . denn die Q

hingen nur dann 27r-periodisch von den Winkeln ab, wenn alle Elemente der Drehmatrix

ganze Zahlen wären (vgl . die Anmerkung auf Seite 63) . Drehmatrizen haben aber keine

ganzzahligen Elemente (Richtungscosinüs s).

Nichtreguläre Tori mit periodischer Bewegung

Im folgenden Fall läßt sich die Lösung der Bewegungsgleichung (2 .36) bzw. (A.20) sogar

analytisch angeben : Wenn die zeitliche Anderung der Größe b(45 ) verschwindet

	

b() = V b( ) • _ (1 + eb) o • V b(f) = 0

	

(A .28)

- was also stets gegeben ist, wenn der Gradient des Skalarfeldes b() senkrecht auf dem

Frequenzvektor ,0o steht -, so ist die Winkel-Geschwindigkeit eine nur von der Anfangsbe-

dingung o abhängige Konstante:

= no (1 -i- 6'40))

	

c'( o) = consi .

	

(A .29)

Dann gilt

_

	

)( - to) + o

	

(A.30)

Die Bewegung verläuft also periodisch mit einer von den Anfangsbedingungen abhängigen

Frequenz . t

Als Beispiel betrachten wir einen Torus bei I = 1 0 mit rationalen Frequenzverhältnissen,

der durch

flo = (0,1) und b(_O) = cos(l. a) (A .31)

definiert ist . Die Bedingung (A.28) ist erfüllt . Die Bewegungsgleichungen auf diesem Torus

lauten

= 0

	

(A.32)
(i2 = 1 + cos(gri )

Die Bewegung ist zwar regulär (nämlich periodisch) und verläuft auf einem Torus, dieser ist

aber trotzdem kein KAM-Torus . Im Sinne der oben definierten Notation - deren Grenzen

spätestens hier sichtbar werden - handelt es sich gleichwohl um einen nichtregulären Torus, da

wir unter regulären nur solche mit einer von den Anfangsbedingungen unabhängigen Frequenz

verstehen.

tin diesem Fall verläuft die Bewegung offenbar dissipationsfrei . Das liegt daran, daß

si5 _ efl0 • V 6(45 ) b(~) = 0
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Einbettung dieser isolierten Tori in ein integrables System.

Der hier und im Kap .2 .4 betrachtete isolierte Torus, auf dem die Bewegung also jedenfalls

integrabel verläuft, und der unter gewissen Bedingungen auf einen regulären zurückgeführt

werden kann, tritt ursprünglich (vgl . Kap.2 .4) im folgenden flami .ltonschen System auf:

H = Ho(I) + e (I - Io) . (B (I, ) -F e (I - Io) . B ( ° )(I, 0)

mit B ° 1(I0 , ) = (2o(.fo) b(f) und fo(Io) _

	

0 + E ( B (Io3 )}Ho

Bei I . = Io findet man den gleichen Torus aber auch im linearen System t

= (I - 1o) . 12o (i - eb(sP))

	

(A.34)

welches für I Io ebenfalls integrabel ist . In den neuen Koordinaten hat die Hamiltonfunk-
tion die Form

Rlin(I,

	

= R 1 (P @ Po) •1'lo (1 + Eb(R` 1 Q))

	

(A .35)

Da aber

OPi

hängt H nicht von allen Impulskomponenten ab, sondern nur von PI . Man

nachrechnen, daß in R-1P . (2o nur P1 eingeht:

R-1 P ° flo = .f (I'1)

Daher ist

V(Pi) R-1 P° 0 n
°Ic

06(Q1)
Q

eine irrhomogene lineare Differentialgleichung, und ergo lösbar . Die übrigen .N-I Gleichungen

1
Pl _ - -Hlin = _ ( .fA i ) -- R-1Po • Slo) £

04R-1 Q)
(A.39)

OQi

sind dann durch Quadratur lösbar . Die Linearität des Systems ermöglicht diese Reduk-

tion der Bewegungsgleichung auf durch Quadratur lösbare ohne Benutzung der Standard-

Konstruktion von Wirkungs-Winkel-Variablen auf der Basis N vertauschender Drhal-

tungsgrößen . t Natürlich lassen sich N vertauschende Erhaltungsgrößen angeben, nämlich

lin und die N -- 1 Koordinaten Qi> 2 . Daher kann man also alternativ auf Wirkungs-

Winkel-Variable transformieren, die den trivialen Bewegungsgleichungen (2 .1) genügen . Der

Phasenraum besteht dann aus einer Schichtung regulärer Tori.

tLinear hinsichtlich der Wirkungsabhängigkeit (d .h . linear im Sinne der Definition nichtlinearer

Systeme nach Percival - vgl . hierzu ggf. die Anmerkung auf Seite 132).

tZu dieser vgl . Berry [Ber78] oder Arnol'd [Arn78, §49 ff .] .

(A.33)

OH .
-	 hn,~
aQl

(A.36)

kann leicht

(A.37)

(A .38)
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A03 Zu Kap .3 .2 : `ür welche "Periodisierungsverfahren 99 gel-

ten diese Symmetrien?

Das in Kap .3 .1 dargestellte "Periodisierungsverfa.ltren", welches beliebige autonome Systeme

gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung in Bewegungsgleichungen auf isolierten

chaotischen Tori überfiihrt, läßt sich leicht verallgemeinern, wie das folgende Beispiel zeigt:

Ausgangspunkt ist wiederum das Differentialgleichungssystem (3.3) . Statt (3 .5) wählen

wir nun die Ersetzungsvorschrift

a

	

zj

	

a

	

zj
f~( xi, p1)

	

f;(zj, pr) = f (7-sin(j -) + {cos(21a) - 11;p,

	

(A.40)

In den neuen Variablen = erhalten wir dann die Bewegungsgleichungen

wo,i(io) 1

	

cx

	

a
-}- -fi 7

sin(?~,j) + ~ {cos(2j`~ .j) - 1} ;p,

	

(A.41)
a

Wie die Bewegungsgleichungen (3 .12) tendieren auch diese Bewegungsgleichungen im Limes

(3.14) gegen das Ausgangssystem (3 .3) . 1

Bei beiden Verfahren ist das Vektorfeld G() von der Form

G(45)=,gN('I'N)) mit gi(.I'i+27)=gi( i), i=1, . . .,N

	

(A.42)

Auf den nichtregulären Tori zu solchen Vektorfeldern gilt nun : Existiert ein Fixpunkt

	

mit

g'

	

0, i=1, . . .,N (A.43`L

	

1

so gibt es mindestens

	

-1 weitere nicht-äquivalente Fixpunkte (zur Defintion äquivalenter

Fixpunkte Seite 26) . 1 Da periodische Funktionen innerhalb der Periode außer (absoluten

oder relativen) Extrema jeden Wert mindestens zweimal annehmen und aufgrund der Be-

dingungen (A.43) bei den Werten L,i keine Extrema der Funktionen gi_z , . . ., N liegen, gibt

es fill jedes i = 1 , . . . , N mindestens einen Wert. iÜ e 0 im Intervall [0, 2w), fair den

gi(L,i) = gi(~,i)• Jeder verschwindende Fixpunkt-Eigenwert fuhrt zu einer entsprechen-

den Reduktion der Zahl nicht-äquivalenter Fixpunkte, wie in Kap .3 .2 für das in Kap .3 .1

dargestellte Periodisierungsverfahren beispielhaft erläutert (-v Anmerkung auf Seite 26).

T dVeim das Vektorfeld G(f) wie hier einen i-abhängigen Term enthält, kann die Bewegung im

"Störsystem" nicht durch Wahl der Parameter (3 .15) - teo(. o) = 0 S = 1 realisiert werden. Im

Unterschied zum Fall 77 -unabhängiger Vektorfelder G(C unterscheidet sich in diesem Fall der Limes

= - 0 auch für die Parameterwerte (3 .15) vom Limes (3 .14).
;Wenn eine der Bedingungen (A .43) verletzt ist, verschwindet mindestens ein Fixpunkt-Eigenwert,

da die Determinante det (a ) folgende Form hat:

~det
ä~

	

Ogt

	

agN det

	

OG

a~m ~

	

a~.,N

	

(ap(trP.))
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Hinsichtlich der Zeitumkehr-Transformation gilt : Sind alle 2r-periodischen Funktionen

g=(C) in (A.42) gerade oder alle ungerade, d .h . lassen sie sich durch Fourierreihen darstellen,

die nur cos- oder nur sin-Terme enthalten, so gibt es zu jeder Lösung (t) der Bewegungs-

gleichungen (2 .5) auch eine Lösung w(--t) . Dabei ist

	

_ - , falls alle g= gerade, und

er -, falls alle g; ungerade Funktionen sind . Jeder 'I`rajektorie entspricht dann unter

Zeitumkehr genau eine andere, die aus der ursprünglichen durch Spiegelung am Ursprung

bzw. durch Verschiebung um den Vektor und Spiegelung am Ursprung hervorgeht, und

genau wie im oben geschilderten Fall treten alle Attraktoren (gespiegelt und ggf. verschoben)

auch im zeitumgekehrten Fluß auf, was die Existenz der entsprechenden Repeller bedingt.

Sind die Funktionen g= .-i, . . .,N aber weder gerade noch ungerade, wie etwa im Fall des obi-

gen Beispiels mit den Bewegungsgleichungen (A .41), so gibt es keine solche Symmetrie unter

Zeitumkehr . Natürlich bedingt auch dann die Existenz eines Fixpunkts, für den die Bedin-

gung (A.43) erfüllt ist, diejenige von 2' - I weiteren nicht-äquivalenten Fixpunkten, aber

ein gegebener Fixpunkt hat dann keinen konjugierten Partner mit den entgegengesetzten

Eigenwerten.

A®4 Zu Kap®3m5&3e6° L6sung der kubischen Gleichungen

Im ersten Abschnitt dieses Anhangs wird die allgemeine Lösung kubischer Gleichungen an-

gegeben. Anschließend wird die Ableitung der bei der Lösung des Fixpunktproblems im

Lorenz-Fall auftretenden kubischen Gleichung durchgeführt und gezeigt, daß die Fixpunkte

im Grenzfall j -4 oc alle im Reellen liegen und im Grenzfall i - 4 0 im Komplexen gegen o0

streben. Der Vollständigkeit halber führen wir abschließend die bei der linearen Stabilitäts-

analyse im Ross g er- und Lorenz-Fall auftretenden kubischen charakteristisch en Polynome an.

Die allgemeine Lösung kubischer Gleichungen [BM79]

Ausgehend von der Normalform der kubischen Gleichung

3 +rxzx

	

+sx+t=0

gelangt man zur reduzierten Form

y 3 -Fpx+ q=0

durch folgende Substitutionen:

	

r 2

	

2r3

	

rrrs

	

r

	

p =s-
3

	

q= 27 - +t, und y=~~ 3

	

(A .46)

Ist die Diskriminante
m

2

	

3
negativ (casus irreducibilis), so ergeben sich drei reelle Lösungen:

y k = 2

	

cos
//
(3+(k-1)

2
3 ), k=1 ;2 ;3

mit

(A .44)

(A.45)

und eos
27

	

V_-
2pp=

(A .47)

( A.48 )
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Für positiv-definite Diskriminante (D > 0) sind die Lösungen der reduzierten kubischen

Gleichung (A .45) durch die Cardanischen Lösungsformeln gegeben:

yi = u+ v

u+ v

	

2
-v

y2,3 = - 2 ~ 2 (A .49)

mit u =/-- + v und

Die kubischen Fixpunktgleichungen im Lorenz.-Fall

Für den Sinuswert der ersten Komponente eines Fixpunktes im System (3 .57) findet man

durch sukzessives Eliminieren der beiden anderen Variablen eine kubische Gleichung . Von

den Lösungen dieser Gleichung hängen die beiden anderen Komponenten in folgender Weise

ab :

wo ,t )

Die Koeffizienten der reduzierten Form (A .45) der kubischen Gleichung für sin ,i lauten

p

	

-
3 ~o

	

_ b

	

a$o,s
r-1-

	

'l

	

'l

	

(A .51)
3

	

b

	

wo,2

	

wo,i r+ 2

	

a~vo ,3
q

	

2
3o-7

	

a2	i

	

o-n

	

3 - 3bn

Im Limesq-+

	

tendiert q - 0, und für r > 1 ist sig (p) < 0 . Die Diskriminante (A.47)
ist daher negativ, und man findet drei reelle Lösungen für sin i i die für nicht zu kleine

a-Werte alle recht nahe bei null liegen . Der Sinuswert der zweiten Komponente ist dann

gleich dem der ersten . Fiir sin C.,3 gilt

sin(Cs)_, ,4,3 I

	

sin g (C .i) = c 4 i3 p2 cos2 ((k

	

1)
2;r)

n ~

	

6

	

ö

	

\

	

/

abas2(T272)6'cos2((k_l)r)

	

2 (A.52)

4 (r - 1) 2

	

2 (

	

2~r\
9 b a3

	

cos

	

- 1)
3 )

Um j sin (C. ,3 ) ,< 1 zu erfüllen,	daher bei Wahl des Parameterwerts (3 .56) r 28 f5ir a

Folgendes gelten :

.= /b
ads ? V 9 -b (r - 1) 2 =

	

9 .5244 und aAL
> 9

(T - 1) 2 = 6

	

(A.53)

Im Limes --> 0 kann die Diskriminante je nach Wahl der Parameter positiv oder nega-

tiv sein . Im letzteren Fall muß eine der Lösungen gegen null tendieren (da
ö

cos p -~ 0),

sin '1-,2 = sin '1' .,r -

cvp , s

	

a
sin

	

3 = ~$ + b sin C.o. lsin
(A .50)
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während die beiden anderen divergieren . Falls aber im Limes -> 0 auch sin C.,1 -+ 0 strebt,
so divergieren die Sinuswerte der beiden anderen Komponenten, vgl . (A.50). Ist die Diskrimi-
nante hingegen positiv, so divergieren die Real- und (ggf .) Imaginärteile der Sinuswerte aller
Fixpunkt-Komponenten . In jedem Fall streben also die Fixpunkte für n - 0 im Komplexen
gegen den Punkt cc . Für den von uns gewählten Parametersatz sind übrigens im Limes

--0 0 alle Sinuswerte stets reell . Wählt man aber bei gleichen Kontroiparameterwerten
und a = 100 als "ungestörte Frequenz" z .B. tr.' o = (1, 1,1), so strebt im Limes n -> 0 die
Diskriminante D(q) -r + oc .

Im Fall endlicher nichtverschwindender v-Werte hat die Diskriminante für die von uns
gewählten Parameter nur im Intervall 0 .1086 2 .4757 positive Werte - siehe Abbildung
A.1 . In diesem Intervall kann also höchstens ein Fixpunktsatz existieren . Außerhalb dieses
Intervalls kann es bis zu drei reellwertige Fixpunktsätze (mit je acht Fixpunkten) geben.
Wieviele davon tatsächlich reellwertig sind, hängt davon ab, wieviele die Bedingung (3 .48) -
nämlich ( sin 4.*,k=1,2,3 I< 1 - erfüllen (vgl . Kap.3 .6 .2).

Die kubischen Gleichungen zur Bestimmung der Fixpunkteigenwerte

Sowohl im R.össler- wie im Lorenz-Fall führt die lineare Stabilitätsanalyse (vgl . Kap .3.2) auf
das Eigenwertproblem einer 3 x 3-Matrix, mithin auf das Nullstellenproblem des zugehörigen
kubischen charakteristischen Polynoms . Die Koeffizienten der Normalform (A .44) der zur
Eigenwertbestimmung im Rössler-Fall zu lösenden kubischen Gleichung sind

- - (a31C3+ (aC2)

s = aaslC2C3 + aC133C3 + c1C2

~ _ - ((aC1C2s3C3 + 3 1 C 1 C2 C 3)

mit s k =sinC,„, ck =cos(Lk ,k=1,2,3

c
und st -Sin <I-1 --

-a

Im Lorenz-Fall findet man

r = bc3 -r' C2 $ d.c1

a2 s1C2C3 -i (C2 + ecl)c3b + sclc2 (1 + ass -- rL )

\
(a2sl ( 8 1 + s 2 ) + as3b + b(1 - rL) j a-c1c2c3

mit h =

	

Ck = cos C , k , k = 1, 2, 3

wobei wir ausnahmsweise den Parameter r des Gleichungssystems (3 .55) bzw. des Gleichungs-
systems (3 .57) mit rL bezeichnen, um eine Verwechslung mit dem Koeffizienten r der Nor-
malform (A .44) kubischer Gleichungen zu vermeiden .

(A.54)

(A .55)
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Abb.A.1: Die Diskriminante D(r1 ) der Fixpunktgleichungen auf dem Lorenz-Torus für die
Kontrollparameterwerte (3 .56) sowie a = 100 und wo = (erg ,rPg,1), wobei crg =

	

- 1)/2.

.2 .3 .5

6-

0-

I

	

i

	

I

	

1

1

	

2

	

3

	

4
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A.5 Zu Kap .3 .3 &4 .1 : Mannigfaltigkeiten im Phasenraum

In dieser Arbeit wird stets der Fluß auf invarianten Mannigfaltigkeitent im Phasenraum

behandelt, auch wenn dieser Begriff soweit als möglich vermieden und durch spezifischere

wie invariante Hyperfldche bzw . invarianter Torus ersetzt wurde . Im Kapitel 3 .3 war dies

allerdings - in Bezug auf die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten von Fixpunkten auf

nichtregulären Torf - nicht möglich.

Zur Definition (differenzierbarer) Mannigfaltigkeiten

Definition:t Eine (zusammenhängende) n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit

1$~n ist eine Punktmenge M zusammen mit einer (endlichen oder) abzählbaren Menge n-

dimensionaler verträglicher Koordinaten-Karten, welche zusammengenommen die Menge M

so überdecken, daß es zu zwei verschiedenen Punkten in M stets auch disjunkte Umgebungen

dieser Punkte gibt (Hausdorffsches Separationsaxiom).

Der in dieser Definition enthaltene Begriff "n-dimensionale verträgliche Karte" wird (zu-

sammen mit allem Nötigen) in unübertroffener Kürze von Arnol'd [Arn78, 18] erläutert.

Differenzierbarkeit ist eine wesentliche Eigenschaft solcher Karten.

Mannigfaltigkeiten im Phasenraum

Der Phasenraum Hamiltonseher Systeme bildet eine differenzierbare (symplektische) Mannig-

faltigkeit [Arn78] . Aus den zitierten Definitionen (besonders auch von Karten) folgt, daß jede

offene zusammenhängende Teilmenge im Phasenraum eine differenzierbare Mannigfaltigkeit

bildet.

Das gilt insbesondre vom Wirkungsraum ("action space") - der Menge aller Werte, die die

Wirkungsvariablen eines Systems mit N Freiheitsgraden annehmen können . Der Wirkungs-

raum ist i .a. kein Vektorraum (etwa im Fall harmonischer Oszillatoren, deren Wirkungen

stets positiv sind), aber stets eine N-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten von Fixpunkten (Kap.3 .3) sind natürlich

ebenfalls Mannigfaltigkeiten im Phasenraum, und zwar solche im "Winkelraum " , dem Kom-

plement

	

.

plement zum Wirkungsraum.

Gegenstand dieser Arbeit ist der Fluß auf invarianten Mannigfaltigkeiten t , die durch kon-

stante Werte der Wirkungen definiert sind ( = 0), oder anders gesagt, die aus invarianten

N-Tori bestehen. Da diese Mannigfaltigkeiten durch die zn = N - n Bedingungen (4 .2) im

N-dimensionalen Wirkungsraum festgelegt sind, handelt es sich um Hyperflächen der Dimen-

sion N + n = 211E - m . Die zugehörigen Hyperflächen (der Dimension n) im Wirkungsraum

sind natürlich ebenfells invariante Mannigfaltigkeiten (Nullvektoren verlaufen tangential zu

jeder Fläche) . Von wenigen Ausnahmen § abgesehen behandeln wir in den exemplarisch un-

tVgl. deren Definition auf Seite 4.
*nach [R.ic81, Kap.231
S im folgenden Anhang A.6 (explizit : Behandlung der Bewegungsgleichungen auf einer gekriinun-

ten Barriere) sowie im Anhang B .4 (implizit : die Systeme mit konstanter Richtung der Winkel-

Geschwindigkeit können auf beliebigen Hyperfiächen auftreten).
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tersuchten Systemen stets den Fluff auf invarianten Hyperebenen, d .h . die Bedingungen (4 .2)

sind linear in den Wirkungen.

A.6 Zu Ka a402 : Die Bewegungsgleichungen auf einer
gekrümmten Barriere

Außer in diesem Anhang wurden stets Hamiltonfunktionen mit linearem Störterm bzw . linea-

rem Störsystem betrachtet . t Daher waren alle aus invarianten Tori bestehenden Hyperflächen

tatsächlich Hyperebenen . Als Beispiel für (im Wirkungsraum) gekrümmte Barrieren betrach-

ten wir die Oberfläche einer Achtel-Kugel:

M2 ;3 = 1 (1. ' 1 142 1 L, 3 ) I I? 1 + I2 2 + -1"!,3 = IE I=,i=1,2,3 > 0}

	

(A.56)

Es ist also N = 3 und n = 2 . Die Bedingung (4 .2) soil auf dieser Kugelausschnitts-Oberfäche

erfüllt sein. Zur expliziten Formulierung dieser Bedingung definieren wir - analog der Form

des Vektorfelds F(I) = I - la im Fall isolierter nichtregulärer Tori l - ein Vektorfeld F. (I)
durch

I - .E(I) F(I)

	

(A.57)

In dieser suggestiven Notation nimmt die Bedingung (4 .2) auf der Hyperfläche M2 ;3 folgende

Form an:

.F.(L) = (/Io-(I2,2 +I2 3 ) \/Io-(I2,1+123),\/Io-(121+I2,2)) = .L

	

(A.58)

Fiir Trajektorien auf den invarianten Tori, deren Wirkungsvektoren L zur Hyperfläche hI2 ;3
L."e ..-.

OlCFL, nehmen""".-' die Bewegungsgleichungen

	

----(4 .4)~ somit fo~~-tj'an~.- ..~ Form an:geFL

=
csJQ,i(L) + 71Gi() +

	

G . (~)

	

(A .59)~!_} I.,:
J� a

Dabei kann der Vektor ( - wo) (I a E 2 ;3 -
wie oben erläutert, siehe die Beziehungen

i
~$ .lÖ

)
~ und 14 .is~n) -

wegen m̀

	

mehrere linear unabhängige Komponenten~

	

= NRP - n = ~ ~ nichthAmLt ia2ha~scsc

	

Komponenten

haben . Tatsächlich findet man, daß

{Ik (k `
Wok) -

	

_

WO,) ~ E

	

= 0

Im Spezialfall I24 = 12 ,2 = 1,2,3 =

	

etwa gilt

('ii - wo = i) II. E m2;3
=

d.h . alle Komponenten dieses Vektors sind gleich.

t l,inear hinsichtlich der Wirkungsabhängigkeit (d .h. linear im Sinne der Definition nichtlinearer

Systeme nach Percival - vgl . hierzu ggf. die Anmerkung auf Seite 132).

$ Vgl . (4.1) und die Anmerkung auf Seite 58 .

G;(~)

	

(A .61)
s=
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A .7 Zu Kap.4 .3: Reduktion gewisser nicht-isolierter N-Tori

auf (m + 1) Tori

Wenn die Bewegungsgleichungen von vornherein in m = N-n nicht-triviale und n triviale zer-
legt sind (d .h. im einfachsten Fall), so läßt sich die Bewegung in den m "nicht-trivialen" Win-
keln

	

durch die Bewegung auf einem (m+ 1)-Torus darstellen, falls die Frequenzen
der Bewegung in den n "trivialen" Winkeln

	

die Kommensurabilitätsbedingung
(4.27) erfüllen.

Beweis: Im Fall nicht gekrümmter achsenparalleler Hyperflächen Mn ; >3 im Wirkungsraum
haben die Bewegungsgleichungen auf den die zugehörige invariante Hyperfiäche im Phasen-
raum bildenden N-Tori (mit Wirkungen I- auf Mn ; pr) ohne weitere Transformation die Form

wo,i( . -) ` X19=( *~~), i = 1, . . .,m = N - n
(A .62)

= wo,i(I-), i=m+1, . . .,N>3

wobei die m skalaren Funktionen gi(I, ) von den Winkelvariablen

	

in 27r-periodischer
Weise abhängen . Wenn außerdem die in den n trivialen Bewegungsgleichungen auftretenden
Frequenzen

	

kommensurabel sind, dann kann man eine Zeit T finden (nämlich
die Periode der Bewegung in den n "trivialen" Winkeln), so daß

wo,iT = 2irm: , m i E IN , i = m +1, . . .,N

	

(A.63)

Die nicht-trivialen Bewegungsgleichungen nehmen unter diesen Umständen die Form

i = w0,i + 7Jgi(T j<m, t; ) mit

	

= i
(A.64)

sowie gi(Tj<m,t+T;~-)=gi(

	

t ;L), i=1, . . .,m

an, wobei die N Variablen

	

nun als Parameter interpretiert werden . Die Bewegungsglei-
chung (A.64) kann von der zeitabhängigen Hamiltonfunktion

H(Jj<m, j<sr, t ) _

	

	 	 -i 71gi(Tj5 m,t ;1-))Ji

	

(A.65)
i_i

hergeleitet werden, in welcher die J: die zu den , konjugierten Variablen darstellen . Die
periodische Zeitabhängigkeit kann nun durch Erweiterung des Phasenraums in eine weitere
Winkelvariable verwandelt werden:

'>„J)

	

27r
m+i ""'

	

Mit ~...4 ~ -
T

(A .66)

Die zugehörige Wirkung ist

	

=- w

Die Hamiltonfunktion im so erweiterten Phasenraum lautet .

(A.67)

= H(Jj<m,

	

`FeriYi) + wJ,".+a

	

(A .68)
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und ist eine Erhaltungsgröiie . Man kann also die Bewegungsgleichungen (A .64) - statt von

einer explizit zeitabhängigen Hamiltonfunktion mit m Freiheitsgraden - ebenso gut von einer

nicht explizit zeitabhängigen Hamiltonfunktion mit ~n + 1 Freiheitsgraden herleiten, und die

dann hinzutretende Bewegungsgleichung ist eine triviale (zur Prozedur der Phasenraumer-

weiterung

	

[LL83, Kap.1 .2b]).

Bei J = 0 verschwindet J, d .h . dort liegt ein invarianter Torus, und die Bewegung

auf diesem wird durch die m Gleichungen (A .64) und die triviale Gleichung 'm+1 = w

beschrieben .

	

Q .E .D

Beispielsweise läßt sich die Bewegung auf Barrieren so auf die Bewegung auf 2-Toni mit

einer trivialen Bewegungsgleichung reduzieren, sofern von vornherein nur eine der N Be-

wegungsgleichungen eine nicht-triviale Form hat, und für die Frequenzen der übrigen die

Kommensurabilitätsbedingung (4 .27) erfiillt ist.
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AM-StZur K

	

örungsrechnung

e

	

Standard-Störungstheorie und das Problem der kleinen
Nenner [LL83, Ber78]

Störungstheorien sind Verfahren, welche den Stärterm der Hamiltonfunktion eines fast-

integrablen Systems durch iterative Abfolge kanonischer Transformationen t immer weiter

verkleinern und, falls die Verfahren konvergieren, die Hamiltonfunktion (im Limes 'a -+ oo)

in die eines integrablen Systems überführen . Im Fall fast-integrabler Systeme, welche als

Funktion der Wirkungs-Winkel-Koordinaten eines integrablen Systems gegeben sind, d .h.

H(- Ho(l) + EI~~(I ,

	

(BA)

erli (l,fl - E T.,

	

(I)eik °

	

(B .2)

k�o

ist im ersten Schritt der folgende Ansatz für die erzeugende Funktion t naheliegend:

i
ni t~ä \

	

V'' (Flo i ~i~,~=~ ~-rc ~ 8~~1 1 ..

'k�o

Der erste Summand ergibt die identische Transformation . Als transformierte Hamiltonfunk-

tion findet man

Ho (I' + ie E k sik (l)e` k ` g')

!coo

	

+ E E

	

+ iE

	

m sim (I)etaaz •

	

(B .4)

	

koo

	

ra �o

	

/

= Ho(l) + e E [Hik(l) + ik ° wo(I)s ik (l)] cik • ~
+ ®(E2 ) mit Leo(l) = ~o

k� o

tvgl. Anhang A .©

mit

(B .3)
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Die erzeugende Funktion

Si(I ,

	

+ ic L HllC (I) eik

	

(B .5)

-�o
k * 0)x(1 )

führt daher die Hamiltonfunktion (B .1) in eine Hamiltonfunktion(B .4) über, deren Störterm

nur noch von zweiter Ordnung ist (-~ E2 ).

Man kann dieses Verfahren nun mit einer erzeugenden Funktion S2 (, f>) wiederholen,

die nur durch Tenne von zweiter Ordnung in E von der identischen Transformation abweicht,

und gelangt so zu einer Hamiltonfunktion, deren Störterme nur noch von dritter Ordnung

in e sind; und so fort. Die erzeugende Funktion der Gesamttransformation ist dann eine

Potenzreihe in E, und formal sind die Störterme in aufeinanderfolgenden Schritten dieses

Standard-Verfahrens von der Größenordnung

EE2 --aE3 . . -> e-> . ..

Tatsächlich liefert diese Prozedur jedoch fast nie eine konvergente Reihe für die erzeugende

Funktion der Gesamttransformation, da in jedem Schritt in den Nennern der hinzukommen-

den Fourierreihe ein anderer Frequenzvektor wo auftritt (falls das ungestörte System nicht

nur linear von den Wirkungen abhängt) . Wenn abet die Verhältnisse der Komponenten eines

solchen Frequenzvektors zueinander nicht hinreichend irrational sind, fallen die Fourierkoef-

fizienten in den Fourierreihen vom Typ

ihk(l)	 eck o

	

(13 .7)
kwo(.)

mit wachsendem k nicht rasch genug ab, da das Auftreten kleiner Nenner ( die im Fall

von Resonanz sogar verschwinden) dann für große ~ k I unvermeidlich wisd . t In die erzeu-

gende Funktion der Gesamttransformation gehen aber unendlich viele solcher Fourierreihen

ein. Infolge der Wirkungsabhängigkeit der ungestörten Frequenz gibt es kein endliches Volu-

men im Wirkungsraum, für welches die Bedingung hinreichend irrationaler Verhältnisse der

BS

Y7	UilE~DUlLClLtert all' der älctiliGltl.mGti~UACbtll!' d_C! r F	 nzv_ktore, die in den Nennern dieserNenner .lieor Fourierreihen vorkom_

men, erfüllt werden könnte . In jeder Umgebung einer Wirkung I gibt es im Wirkungsraum

nämlich Wirkungen , für die k csso(I) = O . Dementsprechend ist kaum damit zu rechnen,

daß alle in die erzeugende Funktion der Gesamttransformation eingehenden Fourierreihen

konvergieren . l Die Konvergenz des Verfahrens wäre aber noch nicht einmal dann gesichert,

wenn alle auftretenden Fourierreihen konvergierten, da die Konvergenz der Potenzreihe in E,

die sich für die Erzeugende der Gesamttransformation ergibt, nicht schon dadurch gesichert

ist, daß alle ihre Glieder endlich sind . Siegel [Sie4l, Sie54] konnte vielmehr zeigen, daß selbst

dann . diese Reihe fast immer divergiert . Dies ist das klassische Problem der.. kleinen Nenner,

'Die Zähler der Fourierkoeflizienten in Fourierreihen dieses Typs fallen mit ] k ~ exponentiell ab:

hk ( N e-I k l P , wobei p eine Konstante ist und I k ]=I k 1 ~ + . . . + ] kN ] (vgl . [Jac89, Anhang L]).

°Es gibt allerdings Fälle, in denen hk (J) = 0 wenn k -wo(l)

	

0, etwa Whittakers adelphische

Integrale [Whi37, §196 ff.] (vgl . [Jac89, Anhang L]).

§ Eine Ausnahme sind wiederum Whittakers adelphische Integrale .

(B.6)
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welches die störungstheoretische Behandlung der Planetenbewegung von jeher so schwierig

machte . t

Der Lösungsansatz für dieses Problems stammt von Kolmogorov [Kol54a, Ko154b] . Er

erkannte, daß es keinen Sinn hat, eine Transformation zu suchen, die far alle Wirkungen

gleichzeitig die Störung eliminiert . Stattdessen entwickelte er das im folgenden Abschnitt

dargestellte Störungsverfahren, welches auf einen Invarianten Torus führt, auf dem die Be-

wegung durch einen von Anfang an vorgegebenen Frequenzvektor charakterisiert ist, dessen

Komponenten zueinander in hinreichend irrationalen Verhältnissen stehen { (diese Bedingung

wird gleich präzisiert) . Die Fixierung des Frequenzvektors führt dazu, daß die in jedem

Schritt auftretenden Fourierreihen konvergieren . Da bei diesem Verfahren außerdem in je-

dem Schritt die Ergebnisse des vorherigen benutzt werden, ist die erzeugende Funktion der

Gesamttransformation eine Potenzreihe in e2'' , konvergiert also viel rascher (sogenannt qua-

dratisch) als die der Standardstörungstheorie . Die (zunächst formal) raschere Konvergenz

sichert für hinreichend kleine Störungen die tatsächliche Konvergenz des Verfahrens.

Wann sind nun die Verhältnisse der Komponenten eines Frequenzvektors wo hinreichend

irrational, um die Konvergenz einer Fourierreihe vom Typ (B .7) zu gewährleisten?

Man kann leicht zeigen (--r [Jac89, Anhang L),

1) daß Fourierreihen vom Typ (B .7) konvergieren, wenn die Nenner für irgendwelche po-

sitive C, r eine diophantisehe Beziehung erfüllen:

wobeiIk-wel? k
C

IT ,
1 k l-l k i I + . . .+kN	(B .8)

2) daß das Maß der Frequenzvektoren im Frequenzraum, die keine solche Beziehung (B .8)

erfüllen, mit C -> 0 gegen null strebt, wenn r > N -- I.

Daher fordern die KAM-Verfahren (sowohl das Verfahren

	

.,1,.,"
.v"4VdV"v wie ..ri° die von Arnol'd~FFVlI 31

YI
V11LLV~

und Moser) stets, daß der vorgegebene Frequenzvektor flo folgende diophäntisLhe Bedingunel
erfüllt :

i PY -raoi~ C

	

?'>N-1

	

(B .9)
k I? ,

Für N 2schreibt man statt (B .9) gewöhnlich

	

i Si ß 1

	

T,

	

K

	

002

	

3 I
>

S I'
mit T,sE'd,s>1undi.>2

	

(B .10)

t ti'4enn man sich mit der Bahnberechnung für endliche Zeiten begnügt, kann das Verfahren trotzdem

brauchbare Resultate liefern, da dann nur die Terme niedrigster Ordnung in E und 1 k I berücksichtigt

werden müssen, da alle anderen klein sind und nur für lange Zeiten beobachtbare Effekte hervorrufen.
x m .a .W . sind die W indungszahlverhälnisse der Bewegung auf dem gesuchten Torus hinreichend

irrational.
S genau wie in der superkonvergenten Newtonschen Methode der Nullstellenberechnung . Diese Ana-

logic wird von Berry [Ber78] erläutert.

Il Diophantische Approximationen im Rahmen der Theorie der Kettenbruchentwicklungen, siehe

[Her79, Abschnitt V] und für N = 2 [Ber78, Abschnitt 4], sowie die dort angegebenen Quellen.
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Genügen zwei Frequenzen einer solchen diophantischen Bedingung, so läßt sich ihr Verhältnis

also nur sehr schlecht durch rationale Zahlen approximieren . t

Wie schon gesagt konvergiert das Kolmogorov-Verfahren aufgrund der beschleunigten
-f

	

,
Konvergenz auch insgesamt, wobei die Konstante C in (B .9) für €

	

0 gegen Null strebt .b

Unter allen möglichen Frequenzvektoren bilden diejenigen, für die das Verfahren konvergiert

(also die zu den KAM-Torf gehörigen) daher stets eine Menge von endlichem Maß t , welches

mit e -# 0 gegen 1 strebt.

B.2 Das Verfahren von Kolmogorov [ o 54b, T i` ]

Die Hamiltonfunktion (B .1) wird zunächst durch einige Transformationen in eine geeignete

Form überführt . Zu Beginn schlägt man (wie stets) einen eventuell noch vorhandenen win-

kelunabhängigen Anteil des Störternis H 1 dem ungestörten Term zu:

H = flo(I) + gHi (1, 0)

mit io(I) = H0(l) + e (H1(1, 0))

	

und (k1 ( I, 'fl) = 0

Auf die liamiltonfunktion (B.11) wird sodann die erzeugende Funktion

S(a)(l(o ) , ) = (1(03 + Jo) .

	

(B.12)

angewandt, welche lediglich eine Verschiebung der Wirkungen bewirkt:

_ O,S(°) =
= 1( ° ) + 10

4i(o)

	

äS(° )4i( o ) _

a(o )

d .h. es gilt 1 ( ° ) = I w- - o• Addiert man nun noch die "geschickte Null" {Ilo • lo + Ho(Io)},

gelangt man zu folgender Hammtonfunktion :

H(D) = SZo..° I+ {Ao (1(0) + io) - ko(1o) - o ° i} + EE1 (1( ° ) + log) + I O (1o) (B.14)

(der von von I und unabhängige Term Ho(io) kann wieder weggelassen werden) . .lo ist

hierbei eine geeignet gewählte Konstante (s .u .) . Die Freiheit zur beliebigen Vorgabe von

tDer Zusammenhang mit der Kettenbruchentwicklung wird von Berry, aaO ., erläutert . Für Fre-

quenzvektoren, die einer diophantischen Bedingungen genügen, sind die Nenner in Fourierreihen

des Typs (B.7) wenigstens für Resonanzen niedriger Ordnung (d .h. solche mit kleinem [ k I) rela-

tiv groß (man spricht auch von relativ großem Abstand zu diesen Resonanzen) . Auch für Resonanzen

höherer Ordnung fallen sie wie gesagt nicht so rasch ab, daß die Konvergenz der Fourierreihe zerstört

würde.
;Quellenangaben zum vollständigen Beweis siehe Abschnitt B .3 . gehr empfehlenswert ist die hier

wiederholt zitierte Beweisskizze in []ac89, Anhang L].

Eine grobe Abschätzung findet sich wiederum bei Berry, aaO .

(B .11)

(B.13)

= -
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(Ho + E111 4 von

(B .1 5)

no hat man offenbar nur dann, wenn die winkelgemittelte Frequenz

allen Wirkungen abhängt ; d.h . wenn die Determinante

II a2(i)OI,a j

nicht verschwindet . Dies ist die Twistbedingung. t Zu vorgegebenem Oo kann man dann das

bislang nicht spezifizierte Io durch folgende Bedingung festlegen :

(B.1S)

oder, anders ausgediickt,

~o + E O(4 _ no mit c~o = ~o

Wird nun die Haruiltonfunktion um die Stelle 1 ( ° ) = 0 (d.h. I = .£o) entwickelt, so erhält

man schließlich

N

H(° ) = Do-l(°)+EA(0) ((°))+EB(°) ((°)) •1-(°)+ 2 E
c(o} (~(o}~ ~(o)~,o> + . . . (B .13)

=,.i=1

wobei die Winkelmittel des A- wie des B-Terms verschwinden:

(A(°) ((O)))

( o ) = 0 und (B(°) (5(°))) (o) =

	

(B .19)

Percival [P e r85] bezeichnet die Matrix

	

=ß
ö 2	 als Nichtlinearitäts-Matrix und den Wert

os,ol l

der Determinante II ad))

;

11 (B.15) als Nichtlinearitdt. In linearen Hamiltonschen Systemen ist die
J

Frequenz dao (B.17) überall gleich, and die Nichtlinearitäts-Matrix verschwindet identisch . In teilweise
linearen Systemen verschwindet zwar die Nichtlinearität identisch - d .h . wenigstens ein Eigenwert der

Nichtlinearitäts-Matrix verschwindet stets -, die Nichtlinearitäts-Matrix jedoch nicht (andere Autoren

sprechen in diesem Fall von Entartung bzw. entarteten Systemen) . Für nichtlineare Systeme ist die so

definierte Nichtlinearität hingegen per definitionem stets eine nichtverschwindende Größe . Die KAM-

Theorie gilt also nur für nichtlineare Systeme, da deren Frequenz amplitudenabhä .ngig und somit

nachstimmbar ist (es sei denn, die Lage eines invarianten Torus sei a priori bekannt - dann sind nach

der anfänglichen keine weiteren Wirkungsverschiebungen mehr nötig, vgl . Kap.2 .4 und Anhang B .4).

Das Konvergenzverhalten verschlechtert sich natürlich, wenn die Nichtlinearität klein ist . (etwa nur

von der Größenordnung e, was eintritt, wenn das ungestörte System linear ist).

Pereivals Behauptung "linear conservative systems can be analysed entirely in terms of matrices and
exponential functions of time" [Per85] ist übrigens falsch . Alle in der vorliegenden Arbeit behandelten

Beispielsysteme, ausgenommen nur diejenigen im Anhang A .6 und (teilweise) im Anhang B.4, sind

lineare Systeme oder haben - im Fall der Bewegung geladener Einzelteilchen auf nichtregulären Tori -

wenigstens lineare Störterme (auf einem gegebenen nichtregulären Torus ist eine Nichtlinearität des

Systems ja irrelevant) . Gleichwohl ist die Bewegung in diesen Systemen keineswegs vollständig durch

Matrizen und exponentielle Funktionen der Zeit zu beschreiben !

(B .17)
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f2o ist daher offenbar der (winkelgemittelte) Frequenzvektor des Hamiltonschen Systems (B .1)

an der Stelle I =10 . Die höheren Tenne der Entwicklung nach 1 (0) werden nur der Einfach-

heit weggelassen (o .B.d.A.).

Auf diese Hamiltonfunktion wird eine in der transformierten Wirkung lineare erzeugende

Funktion

5(1) (I(1) , (°)) _ (i(1) + E Ö 1) j

	

(°) + Ex (1) ( (°)) + Ey(') ((0))

angewandt . Die Koordinaten transformieren sich dabei folgendermaßen:

OS(1)

	

~(1}

	

O'(1)

	

1

1(°)

	

C~~(°)

	

( I + E
045(
8Y(°)

	

(1) + e	 ~	 (°) + El°

(1} =
01(1)1,

o ( ° ) + y(l) ((°))

Hier erkennt man sofort zwei wichtige technische Vorzüge des Kolmogorov-Verfahrens im

Verhältnis zur Standard-Störungstheorie : Da die erzeugende Funktion linear von den Wir-

kungen abhängt, ist die Beziehung J( ° ) 1(1) explizit, und ferner hängen die neuen Winkel

nur von den alten ab:

(1) - (1) ((°))

	

(B .22)

Fiir die transformierte Hamiltonfunktion ergibt sick t

H(°) t 1(°) (1(1) , ,00))
s ,o(°)

( (1)))~

	

.

	

,

	

.

	

.~

	

= no • 1(i) + E 2A(1) (eo) (0(1)) ) + E2B(1) ((O ) ((1))) . 1 (1)

	

(B .23)

Ai

+ ~ ~ C~1)
I
4 ( ° )

i
(1)) ) ,(1) ~j lj ~ ~° ETöl)

i,]=1

rs

	

P•• 14

sofern ~ `'' und Y(1) folgende BeZiehungen . eriuuen:

OX(1)
A ( ° ) (0 (0) ) + no ° m(o) = 0

ri.o)~1°(~(°).) +
n°

°

	

l Y(1) (~(°)) + E C~°) ( l(°))

	

+ Iö J)
0,(0) I

	

J

	

= 0

	

(B .25)
l 3 =1	3

Die Gleichung (B .24) für X(1) wird gelöst durch

x(1) ((°))

	

E Ä(°)() eil
.(0)

koo flo °

tZur Form von A (1) , B (1) und CO) - [Thi77, Kap .3 .61 . woo . aßß1) ist als Konstante irrelevant.
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Daraus berechnet man die in der Gleichung (B .25) für y(1) auftet
}
ende Größe

N
(~(°)__

	

C(°} ((°}) a (

ä

1

01, (o)
	(

°)

( ° ) 1 (B.27)

=1

	

j

Die nullte Fourierkomponente in (B .25) legt die Verschiebung
10(1) fest (wobei die Existenz

der Umkehrmatrix {C~° )(k = 0)}
-1

durch die Twistbedingung (B .15) gesichert ist)

C °i)(k = ß)1 j) = - Jt°)(k =
0) - Z °) (k = 0)

	

(3.28)
i=1

und die übrigen Fourierkomponenten dieser Gleichung legen y(1) fest:

y(1) ((o )) = i E t.r(k) + 2y' )(k) -F

koo

(°)

	

(1)

	

eik •

	

(°)

~ 3 (k)~° ~
12 0 • ki=i

(B .29)

Die in den Lösungen (B.26) und (B .29) auftretenden Fourierreihen sind vom Typ (B .7).
Daher müssen - genau wie in der Standard-Störungstheorie - die Verhältnisse der Windungs-
zahlen des Frequenzkomponenten von 1o "hinreichend" irrational sein müssen, weil sonst die
Nenner so klein werden, daß die Reihen nicht konvergieren (siehe Abschnitt B .1).

Nach der Lösung der Gleichungen (B.24) und (B .25) - d.h. nach Berechnung der erzeu-
genden Funktion (B .20) - hat die resultierende Hamiltonfunktion (B .23) die gleiche Form
wie die ursprüngliche Hamiltonfunktion (B .18), wobei jedoch das Winkelmittel der A- und
. -Terme La . nicht verschwindet . Der nullte Fourierkoefzient von A (I) ist eine Konstante
und somit irrelevant ; der nullte Fourierkoefhzient von B (1) bewirkt jedoch eine Frequenzver-
schiebung. Erst nach einer weiteren Wirkungsverschiebung durch eine erzeugende Funktion
vom Typ (B.12) hat die Hamiltonfunktion die gleiche (winkelgemittelte) Frequenz flo wie
die ursprüngliche . Nur durch dieses Fixieren der Frequenz kann jedoch das Auftreten kon-
vergenzzerstörender kleiner Nenner verhindert werden.

Ferner sind die Störterme in (B .23) quadratisch in E . Da die Hamiltonfunktion (B .23) -
nach der erwähnten Wirkungsverschiebung - sonst in jeder Hinsicht von der gleichen Form
ist wie die ursprüngliche Hamiltonfunktion (B .18), kann das aleicbe Verfahren nochmals an-
gewandt werden, was folglich zu einem Störterm der Größenordnung E4 führt, etc . Die Kon-
vergenz des Kolmogorov-Verfahrens ist dementsprechend quadratisch

E-~E -
4
->$-4 . . .-~~

	

. . .

	

(B .30)

Die existierenden Beweise zur Konvergenz dieses und allgemeinerer Verfahren (vgl . den fol-
genden Abschnitt) gelten allerdings nur für wahrhaft winzige Werte des Störparameters E,

welche mit wachsender Zahl N der Freiheitsgrade noch ganz drastisch schrumpfen, nämlich
- 1/N 6 [Thi77, Kap .3 .6] . Realistischere Abschätzungen für die zulässige Größenordnung
von E gibt es bislang nur für Systeme mit zwei Freiheitsgraden (siehe Abschnitt B .3) . Bei
der Anwendung des Kolmogorov-Verfahrens auf vorgegebene invariante Tori (-4 Kap.2.4 und
Anhang B .4) gelingt es allerdings, die iterative Prozedur durch eine geschlossene Transfor-
mationsgleichung zu ersetzen . Dann sind wesentlich größere Störparameterwerte zulässig.

t Wiederum geht die Twistbedingung (B .15) ein.
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B .3 Zur allgemeinen KAM.-Theorie

Die "KAM-Theorie" fußt auf der Arbeit von Kolmogorov [Ko154a, Kol54b], welche die Me-

thode des Konvergenzbeweises allerdings lediglich skizziert . Die erste detaillierte Beschrei-

bung der Methode gab Arnold [Arn6l] im Rahmen einer Studie zur Rückführung von Kreis-

abbildungen auf starre Rotationen . l Später veröffentlichte er auch eine auf analytische Ha-

miltonsche Systeme zugeschnittene Fassung des Beweises [Arn63] .*

Moser verallgemeinerte die Theorie in mancherlei Hinsicht, besonders auf allgemeinere Sy-

steme von Dii`ferentialgleichungen 1 [Mos67] sowie auf nicht-analytische, aber hinreichend oft

differenzierbare Hamiltonsche Systeme 9l . Das ursprüngliche Moser-Verfahrens konvergierte

nicht quadratisch (d .h. mit e 2'= ), sondern nur mit e(312)' . Später verbesserte er selber den

Konvergenzexponenten von auf 1+a = 1 .62 . . ., und durch eine leichte Modifikation konnte

auch die quadratische Konvergenz des Verfahrens demonstriert werden [Mos73, Anhang A zu

Kap .V] . II

In den letzten zwei Jahrzehnten hat es über diese "klassische" KAM-Theorie hinausge-

hende Fortschritte gegeben, zunächst allerdings nur in Bezug auf Torus-Breakup und Trans-
port in Hamiltonschen Systemen mit anderthalb bis zwei Freiheitsgraden" - siehe z .B . die

Übersichtsdarstellungen von Moser [Mos85, MosS6] und MacKay [McK85] . Hinsichtlich

Torus-Breakup konnten für diese Systeme - im Fall diskreter Dynamik (für "area-preserving

maps") --realistische Berechnungen der Größe der zulässigen Störung durchgeführt und umge-

kehrt die Nicht-Existenz von KAM-Tort. ("invariant circles") bewiesen werden . ll In Jüngster

Zeit ist es aber gelungen, die für den Fall N = 2 entwickelten Transport-Konzepte auch auf

Systeme mit mehr als zwei Freiheitsgraden anzuwenden [Wig9O] . Dies ist der erste signifi-

kante Fortschritt in dieser Richtung seit der Entdeckung der sogenannten Arnol'd-Diffusion

[Arn64] (siehe aber auch [CSZ88] für entartete Systemenl mit anderthalb Freiheitsgraden).

Zur physikalischen Interpretation des KAM-Theorems sei ferner auf die bereits erwähnten

Ubersichtsartikel von Berry und Heileman [Bern, He184] verwiesen.

tVgI . die Kurzdarstellung auf Seite 101 im Kap .5 .2 . Herman [Her79] konnte das dort erwähnte

Theorem übrigens auch auf den Fall N > 2 ausdehnen . Der Fall N = 2 ist in [Arn83, Kap .3]

ausführlich 'behandelt (Stichworte : Rotationszahl, Arnol'd-Zungen).
-Mieser Beweis fandet sich auch in [AA68, Anhang 34] . Eine andere Darstellung des Kolmogorov-

Verfahrens (inclusive des zugehörigen Konvergenzbeweises) ist in Thirrings Lehrbuch [Thi77, Kap .3 .6]

enthalten. Nochmals sei auf die Beweisskizze in [Jac89, Anhang L] verwiesen.
l etwa auf reversible Systeme wie z .B. + a 2 = ef (z, ~,, i) mit f(se, -i) = f(~, t) [Mos66].

F iir fast-integrable Hamiltonsche Systeme gelang ihm der Nachweis der (Forts)Existenz stabiler qua-

siperiodischer Bewegung mit N - 1 Basisfrequenzen [Mos66, Mos67] und instabiler quasiperiodischer

Bewegung mit 2 . . . N - 2 Basisfrequenzen [Mos67].
'El Siehe die Anmerkungen und Quellenangaben in IArn83 §12J1] sowie in [Nilos73 . Ka .S .4c .

«Eine besonders klare Darstellung des ursprünglichen Moser-Verfahrens enthält [Hak83a] . Aus

didaktischen Gründen beschränkt sich die Exposition in [Mos73] auf reversible Systeme . Sehr emp-

fehlenswert ist ferner der von Moser [Mos67] als erklärend ("expository " ) bezeichnete Artikel [Mos66].

"N = bedeutet : Hamiltonfunktion mit einem Freiheitsgrad und periodischer Zeitabhängigkeit,

vgl die Anmerkung im Anhang A .0 auf Seite 112.
tt "Converse KAM", vgl . [MP85, Ma84].

ttFiir diese ist die Twistbedingung (B .15) nicht erfüllt (siehe Anmerkung auf Seite 132).
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B .4 Anwendung des KoIrnogor°ov-Verfahrens auf nichtre-

guläre Tori

Im Kapitel 2 .4 wurde das Problem, wann der nichtreguläre Torus der allgemeinen Hamilton-
funktion (2 .30)

H = Ho( l) + E(1- lo) • B (I, s)

	

(B .31)

bei I _ Io auf einen regulären zurückgeführt werden kann, nur für das System (A .33) gelöst,
bei welchem die Windungszahlverhiiltnis . e von vornherein bekannt sind . Tatsächlich sind
wir sogar an der allgemeinen Lösung des Problems auch für nicht-isolierte nichtreguläre Tori
interessiert, d .h. also für Tori von Hamiltonfunktionen der Form (4 .1) & (4 .2):

H = Ho(l) + EF(l) • Bp(l, ) mit F(l) E mrz ; N = 0 & 0 < n < N - 1 (H .32)

G Herleitung der Transformationsgleichung

Da die Lage der Tori im Wirkungsraum von vornherein bekannt ist, kann wie im Fall des im
Kap .2 .4 behandelten Beispiels auch im allgemeinen Fall die iterative KAM-Störungsrechnung
formal durch die Lösung einer geschlossenen Transformationsgleichung ersetzen werden . De-
ren Lösung kann allerdings nur dann gelingen, wenn die Windungszahlverhiiltnisse auf dem
vorgegebenen Torus hinreichend irrational sind . Beim normalen KAM-Verfahren wird eine
solche Windungszahl vorgegeben und ein dazugehöriger Torus gesucht (s .o .) . Für einen vor-
gegebenen Torus sind die Windungszahlen aber i .a. unbekannt . Von praktischem Nutzen ist
die formale Ersetzung der iterativen KAM-Prozedur durch eine geschlossene Transformati-
onsgleichung daher nur dann, wenn der Störterm die Windungszahlverhaltnisse nicht ändert.
Diesen Fall. - eine Verallgemeinerung des im Kap .2 .4 betrachteten Falls - werden wir zum
Abschluß des folgenden Abschnitts

	

'{elZuvor leiten wir die Transformationsgleichung1v2 1acaä~	 a. ..

aus dem KAM-Verfahren ab und steilen generelle Betrachtungen zur Durchführbarkeit der
Transformation von invarianten Tori in Hamiltonschen Systemen des Typs (B .32) auf invari-
ante Tori in Hamiltonschen Systemen vom KAM-Typ (2 .2) an.

Da wir uns auf analytische Hamiltonfunktionen beschränken, genügt die Anwendung des
ursprünglichen Kolmogorov-Verfahrens [Ko154bj, welches im Abschnitt B .2 dargestellt wurde.
Man beginnt mit einer Verschiebung der Wirkungen durch die erzeugende Funktion (B .12)

s (°)(I( ° ) , ) _ (P°) + L)

10) _ 1 - L und .(°) =
(B.33)

wobei I . ein beliebiger aber fester Wert der Wirkungsvariablen auf der Hyperfläche Mn ;N
in (B .32) ist . Bei 1 = L, d .h. bei 1 ( ° ) _ 0, liegt also ein invarianter Torus, der Teil der
invarianten Mannigfaltigkeit des Systems (B .32) ist.

Die transformierte Hamiltonfunktion hat die Form

H(°) = Ho(l(o) + L) -1- £F (1 ( ° ) + L) • Bp (1( ° ) + 1.,(°) )

	

(B•34)
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Entwickelt man H ( ° ) um I( ° ) = 0 und faßt alle in I(° ) mindestens quadratischen Terme

formal zusammen, so ergibt sich wegen F(L) = 0

(o)

	

or

	

( o) ~ .1(°)+e D=° ) (I( ° ) , (°))I3°)I~ °) (B .35)
S,y =1

Der erste Term auf der rechten Gleichungsseite kann als Konstante fortgelassen werden.
Alle winkelunabhängigen Koeffizienten des linearen Terms werden zusammengefaßt zu einer
Frequenz fo( .) (der "Frequenz in erster Näherung"):

12°(1) = wo(I* ) + 6 ((It, (o) } (o)

	

mit

	

wo(I) =

	

(13,36)

Den übrigen Teil des Koeffizienten des linearen Terms bezeichnen wir als

H

	

Ho(L)+

	

+ EyI
: I'sP

	

~~

(B(°)
lI*' (°)i c~(°) =

	

B(°) l
I'~' ~(°)) _ OF

_B p (I~, 0 (0) ) -- (_B~

	

p
(I~~

	

~ )
~ ~~

	

/l(o )

und somit nimmt die transformierte Hamiltonfunktion folgende Gestalt an:

H ( ° ) = S2 0(L) • I( ° ) + 6B (0) (1 , (°)) • I( ° ) + E

	

D{° ) (1( ° ) , 45 (0) ) 4')I-j°)

	

(B .38)

i l j=1

wobei das Winkelmittel des winkelabhängigen Teils des Koeffizienten des linearen Terms
natürlich verschwindet :

(B .39)

In der erzeugenden Funktion S (1) (B .20) der sich anschließenden Transformation (B .21)
kann auf die wirkungsunabhängigen Terme verzichtet werden, weil sie nur eine weitere Wir-
kungsverschiebungen bewirken ; wir wissen aber von Anfang an, daß der uns interessierende
Torus bei 1(0) = 0 gelegen ist .' Die erzeugende Funktion (B .20) hat dann die einfache Gestalt

S(1) (I(1) , 0(0)) = I(1) .,(o) + ey(1) (45(0)) • I(1)

I(°)	( _ I + e
oy

(°) I(i) und ~(1) = ~(°) + s~'(1)(o(°))
~

und die in 1(0) mindestens quadratischen Terme sind daher auch in I (1) mindestens quadrae

Lisch. Als neue Hamiltonfunktion findet man daher (mit ~(°) _ (0)(sP(i)))

II(1) _ 0o(I* ) ` I(1) + s ~ D~j ) (I(0)9 'sP(o)) 4' ) IT- )

_j=1

p+ e

	

~ (
0) (L, 0(0)) + E 00,3(1.4 + E'Bj°) (L, (0)) ~

.%
=1

tDeshalb ist die im allgemeinen Kolmogorov-Verfahren so zentrale Twistbedingung (5 .15) hier
unwesentlich .

(B .37)

(B .40)

oYi
(1)

I(1)
(B .41)
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Man sieht sofort, daß der Torus bei I = L.

	

1(1) = 0 ein KAM-Torus ist, wenn der Ausdruck

in den eckigen Klammern eine (winkelunabhängige) Konstante ist, d .h . wenn

N
((

	

.
B;°) (

l~~'
e,, ( 0 )) + E {~oJ (L) + EB~°) l~- ' (°)) ,

r~Y (1)
~

	

(o) +

	

= 0
,i--i

	

8~~

	

(B .42)

	 ~u=mit S4(0) = 0

denn dann gilt

0

= 1-2o(L) - Ep

	

12(L,&) = consi .

(B .43)

Die erzeugende Funktion S' (1) transformiert die in (0) periodische Hamiltonfunktion H( ° )

nur dann in eine von den neuen Winkelvariablen periodisch abhängende Hamiltonfunktion

H(1) , wenn S (1) selbst, und somit Y(1) , periodisch in (°) ist . Daher kann Y(1) in eine Fou-

rierreihe entwickelt werden . Nach einer Fouriertransformation wird die Bedingungsgleichung

für Y(1) (B .42) eine Gleichung in den Fourierkoeffizienten i' (1)(m 0 0) und den winkelun-

abhängigen Konstanten p:

B() + z ~ (m . no(~~)~~a,~a. + Eraa•B(~7r~) ~'(rrä+ p = 0

	

(B.44)
moo

Wir können die Konstanten ,s dehalb mit den winkelunabhängigen Fourierkoeffizienten

Y (1) (0) identifizieren :

p - (1)(1c =
0) = (Y(1))--(0)

Eingesetzt in die Transformationsgleichung (B.42) ergibt sich

B(°) (s,., g,(°)) + L1fl0( *) +EB(°)((°))} -®s( o )) y (1) (~ ( ° ) ) + (Y (1)4(0)

(B .45)

= 0 (B.46)

Eine kompaktere Darstellung dieser Gleichung ist möglich, wenn man Folgendes bedenkt:

Hamiltonsehe Systeme vom Typ (B.32) gehen bei Anwendung der Transformation (B .33) in

die Form (B .38) über. Folglich gilt

,g)(°) 1 1 ._

	

= no(L) + EB( ° ) (L., (°))

	

(B .47)

In dieser Form kann man die Bewegungsgleichung direkt in die Transformationsgleichung

(B .46) einsetzen und erhält

'Bo) (~°' ~(°)) + (° Iii•

	

Y
( 1 ) ((0)) + (

Y
( r ) (0) = 0

	

(B .48)
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Notwendige Bedingungen für die Konvergenz der Lösung

Unter der Voraussetzung, daß die Lösung existiert . kann man die Transformationsgleichung

(B .48) außerdem in der folgenden Weise formal umformen : Man benutzt die Identität

(°)

	

(1)
~ "700)

	

°® (1)

und ersetzt 0 (1) gemäß der Beziehung (B .43) & (B .45) . So erhält man

- (y (1) ) (o) - B ( °) (~~, ( ° ) ( (1) ))
~

E irrt ° QY€ e is'aa • 4'(1)

Mro

- (Y(1)4(°) - (B
(0) 4(1) - E h

( °) e a~aa °
m

m �o
(B.50)

Ein Koeffizientenvergleich t ergibt unmittelbar

(

	

für m ~ 0

	

(B.51)

Die Windungszahlverhältnisse, d .h . die Verhältnisse der Komponenten des Frequenzvektors
,fa untereinander, müssen daher hinreichend irrational sein . um die Konvergenz dieser Fourier-
reihe zu gewährleisten . Zu vorgegebenem L ist (2 aber i .a . eine Funktion des Störparameters

E . Die "regelarisierende" Transformation kann daher für einen gegebenen Torus bei I _ L
auch bei kleinen Werten von E i .a. nicht in einem ganzen E-Intervall gelingen, sondern nur
punktweise.

In der Form (B .48) wird unmittelbar deutlich, daß

(B.49)

(.fl V (I) ) y(1) (,e°)(o(1))f

' (°)
11_1. ~ 0 (B. 5 2 )

gefordert werden muß, Der. Störparameter E muß also so klein sein, daß keine Fixpunkte

auftreten. Das liegt daran, daß der ä lu :l auf regulären Torf keine Fixpunkte enthält, und
diese sich auch durch kanonische Transformationen nicht beseitigen lassen [Arn83, §10B].

Der zulässige Bereich von E muß aber noch starker eingeschränkt werden. Integriert man

nämlich die triviale Gleichung für (1) (B .43) und setzt die Lösung in die Beziehung (B .40)

zwischen

	

und 0(0) ein, so folgt

.°( °)
= b4(M . s) t 1 CO :ZSL. - Y( 1) (ö.(°)) (B.53)

Y(1) (O(a)) ist als differenzierbare periodische Funktion beschränkt . Daher gilt für die Win-

dungs\\zahlen (1 .1)

(B.54)

tEntwickelt wird hier nach den noch unbekannten Winkeln

	

nicht nach 0 ( ° 0 .

sp(°)
v = li ~

i =
Sl(l., E)
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- was zu erwarten war, denn da wir einen vorgegebenen invarianten Torus betrachten, kann

die Transformation die Windungszahlen nicht ändern . Falls nun der Störparameter e so

groß ist, daß eine oder gar mehrere Komponenten der Bewegungsgleichung (B .47) nicht von

null wegbeschränkt sind, so können die zugehörigen Windungszahlen v, verschwinden . Dann

sind die Windungszahiverhältnisse natürlich nicht mehr alle hinreichend irrational . Dieser

Fall tritt mit Sicherheit ein, wenn

- 0 oder lim ~~ol = 0 für einige i E { i, . . . ,1Y}
i .ac

(B .55)

Dies gilt aber nicht nur für die Koordinaten, in denen die Kamiltonfunktion (B.38) gegeben

ist, sondern für alle möglichen Darstellungen des invarianten Torus in Wirkungs-Winkel-

Variablen . t

Beispiel: Im Kap.4.2 und im Anhang C betrachten wir Barriere-Toni in einem System mit

zwei Freiheitsgraden, auf denen die Bewegung durch folgende Gleichungen beschrieben wird:

= wo,1 -a- ca l cos( ' i - .1. 2)

4' 2 = W0,2 - ea2 cos( 44'i - 12)

Im Bereich
wa,i

< min -
i=1,2 ai

können die Beziehungen (B.55) nicht erfüllt werden . Durch eine lineare kanonische Trans-
formation (vgl . Anhang C .1) gelangt man aber in den neuen Winkelvariablen

	

= (1. 1 -
und T 2 = 1;2 2 zu folgenden Bewegungsgleichungen auf den Tori:

1

	

- wo,i - wo,2 e (ai + a2) cos '1
(B.58)

2 = w0,2 - ea2 cos 'Y' 1

Für diese äquivalente Form der Bewegungsgleichungen ergibt sich aber (vgl . Anhang C .3!)

wO 1 - 2
E<

ai-I-a2

was nicht selten eine schärfere Anforderung ist.

Notwendig für die Lösbarkeit der Transformationsgleichung (B .46) ist also, daß

• keine Fixpunkte auf dem invarianten Torus I _ L existieren, und daß

• die Windnngszahlen hinreichend irrational sind - was den Bereich der zulässigen Störpa-

rameterwerte e weiter einschränkt, aber keinesfalls so stark, wie es zur Sicherung der

Konvergenz des iterativen KAM-Verfahrens nötig ist.

Bezüglich der Transformationen, die Wirkungs-Winkel-Variable wieder in Wirkungs-Winkel-

Variable überfuhren vgl . die Anmerkung Seite 63 . Unter diesen sind hier aber nur diejeni-

gen zulässig, die den betrachteten Torus als invarianten Torus erhalten, d .h. nur solche ohne

Wirkungsverschiebungen .

(B .56)

(B .57)

(B.5ß)
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Falls der Störterm so groß ist, daß Fixpunkte auftreten, ist die Bewegung auf nichtre-

gulären Tori mit Sicherheit nicht "regularisierbar" . Im sich anschließenden Bereich kleinerer

Werte von i ist die KAM-Bedingung hinreichend irrationaler Windungszahlverhältnisse meist

zunächst ebenfalls nicht erfüllt - sei es, daß einige Windungszahlen verschwinden (s .o .), oder

weil die zur Definition der Windungszahlen nötige Limesbildung nicht mehr durchführbar ist

("toroidales Chaos", vgl . die Schlußpassage von Kap .2.4). Für genügend kleine Störparame-

terwerte ist die Bewegung auf Tori (bzw . sind diese selbst) eventuell regularisierbar. Auch in

diesem Bereich gibt es aber immer auch Störparameterwerte, für welche keine Regularisie-

rungstransformation durchführbar ist, weil die Windungszahlverhältnisse nicht hinreichend

irrational sind.

Es wurde bereits darauf hingewiesen, daß die Transformationsgleichung (B.46) im allge-

meinen kein brauchbares Werkzeug zur Durchführung der Transformation von invarianten

Tori in Hamiltonschen Systemen des Typs (B .32) auf KAM-Ton, d.h . invariante Tori in Ha-

miltonschen Systemen des Typs (2 .2) ist, da die Windungszahlen I3 auf einen vorgegebenen

invarianten Torus bei I = L nicht von vornherein bekannt sind . In der formalen Lösung der

Transformationsgleichung (B.46) in ihrer Fouriertransformierten Form (B.44) & (B.45) treten

daher Reihen auf, die im allgemeinen divergieren, auch wenn die Windungszahlen tatsächlich

die KAM-Bedingung (B.9) erfüllen.

Formale Lösung der Transformationsgleichung

Die Fouriertransformierte Form (B .44) & (B.45) der Transformationsgleichung (B.46) kann

leicht in eine lineare Gleichung zur Bestimmung der Koeffizienten .1?-(ml) umgewandelt werden:

E
L
( g ..a,o + m • (20) 5n,ra + E • rv_m] 1' = ie

	

(B .60)

Zur Lösung dieser Gleichung muß man die Matrix

Fn,raz. _

	

+ m • Sl0 j 6n,raa + e~'aa• 3~n_m T Pn,m + EQn,m

	

(B .;1)

invertieren. Deren Dimension ist in der Regel keineswegs endlich. Wir begnügen uns hier

mit der Angabe der formalen Lösung. Die Matrix eQ hat nur Nichtdiagonalelemente, weil

das Winkelmittel von (0) per definitionem verschwindet, vgl . (B .37) und (B .39) . P ist als

Diagonalmatrix invertierbar (falls die Diagonalelemente nicht verschwinden I), und es gilt

	

P-i

	

ön ,m

	

n' ,

	

& .,o + m

	

(B.62)

Wir schreiben F mm in der Form

	

' = P (I + 6P-1Q)

	

F-i = ( +6P-I Q) 1 P-1

	

(B.63)

Falls hinreichend klein ist (salopp formuliert : "6P-1 Q « I"), kann man die inverse Matrix

zu (1+ 6P-1 Q) als binomische Reihe angeben und erhält so

~

F-i = E(-£ )v (F-i Q )U ~-1

v-i
(B .64)
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Ob diese inverse Matrix existiert, hängt offenbar von der in gewissen Grenzen t willkürlichen

Wahl der ungestörten Frequenz erster Ordnung 1io(L) ab, die die Größe der Elemente der

zu F inversen Matrix 1' 1 festlegt . In der Regel wird die Reihe (B .64), auf die die formale

Lösung der Transformationsgleichung (B .46) führt, daher auch dann divergieren, wenn die

Windungszahlen des Torus bei I = L die KAM-Bedingung (B .9) erfüllen.

Der Spezialfall konstanter Richtung der Winkel-Geschwindigkeit

In der iterativen KAM-Störungsrechnung werden diese Windungszahlen a priori festgelegt

und durch ständige Verschiebung der Wirkungen ein KAM-Torus zu dieser vorgegebenen

Windungszahl gesucht . In Systemen, in denen der winkelabhängige Störterm so beschaf-

fen ist, daß auf den invarianten Tori Sä 11 1l 0 (L), sind aber die entscheidenden Windungs-

zahlverhädtnisse von vornherein bekannt - es sind nämlich die gleichen wie im ungestörten

System H ° 1 = fäo(L) - I( °), vgl . (B.38) . Für diese Systeme können wir daher die Trans-

formationsgleichung (B.46) lösen und somit für jeden invarianten Torus die Transformation

der Hamiltonfunktion (B .32) in die KAM-Form (2 .2) in geschlossener Form angeben. Wir

betrachten nun Systeme, für die sich die "gestörte" von der "ungestörten" Bewegung nur im

Betrag der Winkel-Geschwindigkeit, nicht jedoch in der Richtung unterscheidet, d .h .*

( ° )(L, 4) = S30 (I) b(4)

	

(B .65)

Die Bewegungsgleichung (B .49) nimmt in diesem Fall die folgende Form an:

4
II = I = 3äo(I) (1 + 6( 4))

	

(B .66)

Für solche Systeme kann die Gleichung (B.46) auf eine skalare Gleichung zurückgeführt wer-

den . Das liegt daran, daß die Geschwindigkeit in den neuen Koordinaten die gleiche (kon-

stante) Richtung hat wie in den alten : 4`1' II

	

II (lo . Wegen (B.21) gilt andererseits
4(1) = 4(o) +

	

(l) . Daraus folgt
(1)

[I 3ä 0 . Da y( ' ) periodische Funktion von 4 (0) ist,
(1)

	

somitmuß also gelten

	

= flo(L) y(4(0)), und

y( 1 )(f) = fl°(L) y() = (Y(1))sp, = I°(L)(g) -4;

	

(B .67)

Setzt man dies in Gleichung (B .46) ein, multipliziert mit	 00 fa
durch und resubstituiert

für 4 die Bewegungsgleichung (B .66), so erhält man für jeden invarianten Torus auf der

Hyperfläche Mn;N in (B .32) die gleiche skalare Transformationsgleichung wie für den isolierten

Torus in Kap .2 .4 :

11(4) + [1 + sb(4)] (120 ~) y (4 ) + (y)~ = 0

	

(B.68)

tVgl. die Anmerkung auf Seite 140.

14 = 4( °) , vgl . (B .33) .
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Anhang C

Eine Fallstudie integrabler

Bewegung auf nichtregularen

2=Tori

In diesem Anhang weisen wir zunächst nach, daß Hamiltonsche Systeme, die nur von ei-
net einzigen Linearkombination der Winkelvariablen - d .h. effektiv nur von einem Win-
kel - abhängen, integrabel sind . Als Fallbeispiel wird dann die Bewegung in dem System
betrachtet, welches im Beispiel 4 .2 vorgestellt wurde . Wegen der Linearität dieses Systems
können die Bewegungsgleichungen durch eine einfache lineare Transformation auf durch Qua-
dratur lösbare zurückgeführt werden ; ohne daß von der Standard-Konstruktion der "ech-
ten" Wirkungs-Winkel-Variablen auf der Basis der beiden vertauschenden Erhaltun g s großen
Gebrauch gemacht werden muß . l Das System enthält auch in diesen Koordinaten eine aus
nichtregulären Tori bestehende Barriere. Auf den Barriere-Torf verschwindet im "nichtre-
gulären Bereich" eine der beiden Windungszahlen - dort findet man einen Grenzzyklus und
einen Repeller . Im "regulären Bereich" ist die Bewegung periodisch oder quasipeniodisch und
es lassen sich (u .a.) die Windungszahlen berechnen.

t Zu dieser vgl. Berry [Ber78] oder Arnol'd [Arn78, §49 ff .] . Der Phasenraum des Systems be-

steht in den "echten" Wirkungs-Winkel-Variablen natürlich aus einer Schichtung regulärer Tori . Eine

Riickfiihrung auf KAM-Torf durch die KAM-Störungsrechnung (statt dieser Standard-Transformation

auf "echte" Wirkungs-Winkel-Variable) ist trotz der universellen lntegrabilität nur für kleine Störun-

gen, und auch dann nur im Fall (hinreichend) irrationaler Windungszahlen möglich (vgl . beson-

ders Kap.5 .2) .
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Cel Zur Integrabilztät Hamiltonseher Systeme der Form
N

; . . . ; E kEC)

Hamiltonsche Systeme, die nur von einer einzigen ganzzahligen Linearkombination der Win-
kelvariablen abhängen, d .h . solche der Form

N

H _ H (Ikii) mit k l E ZV0} , ki=2, . . .,h' E

	

(Cl).
~-1

sind integrabel, da N vertauschende Erhaltungsgröiien angegeben werden können . t

Beweis : Man führt eine lineare kanonische Transformation

.I, 0, 1I(1,0) -+ J, W, H(J,W)

	

(C,.2)

durch, die durch die erzeugende Funktion

lv

5(J, 0) =

	

Ji
i=1 j-1

gegeben ist . Dann gilt
J = 1 M -1 und =M O

Als Eoordinatentransformation wählt man

=

	

und

	

= (1i, 2 = 2, .. . . ,N
i=1

Dies bedingt folgende Wirkungstransformation :

(C .3)

. (C.4)

(C .5)

J.. e
i

Tl und
k l

Die transformierte Hamiltonfunktion hat die Form

HP- ,g'') = H(J,'T 1 )

Daher vertauschen H und die Ji>2 :

{11,4}=Ji--
OY

=0 für i=2, . ,N

Ausgehend von diesen N vertauschenden Erhaltungsgrößen gelangt man zu Wirkungs-
Winkel-Variablen, in denen die Bewegungsgleichungen die triviale Form (2 .1) haben .Q .E.D.

(C .7)

(C.8)

tEs mull sich um eine ganzzahlige Linearkombination handeln, da II sonst nicht 2w-periodisch von
den abhinge .



C .2 Das Fallbeispiel (N = 2)

Die im Beispiel 4 .2 betrachtete Hamiltonfunktion (4 .11)

H = wo,i1 1 + wO,212 -4 rj(a1I1 - a212) cos('1 - 4'2) mit ai=1,2 > 0

	

(C.9)

welche bezüglich der Winkel auf die Bewegungsgleichungen (4 .13) führt, ist vom Typ (C .1)

und daher integrabel . t

Wie im Anhang A .2 können wir wegen der Linearität des Systems die Bewegungsglei-

chungen auf durch Quadratur lösbare zurückführen, ohne auf die "echten" Wirkungs-Winkel-

Variable des Systems zu transformieren . Zunächst führen wir dutch eine lineare Transforma-

tion folgende neue Variable ein : '*

(C .10)
II = 2(11 ±I2)

Diese Transformation ist kanonisch . Von den neuen Variablen sind zwar nur I_ und '_

wieder Wirkungs-Winkel-Variable, aber ist 2ir-periodisch in (11 und (12, und das genügt

im Folgenden . Unter Verwendung der abkürzenden Notation

W± - WO,i ± w0, 2

a$ = a l a2

nimmt die Hamiltonfunktion in diesen Variablen die folgende Form an:

H = w+II + went_ + j(a-I+ + a .1-I_) cos 1. _

Die Bewegungsgleichungen lauten

(i_ = w_+71a+cosil_

w+ + -qa_ cost_

t Ein Druckfehler in [Sa188] erweckt den Anschein, daß Salat gerade dieses System untersucht hat,

d .h . insbesondre die Bewegungsgleichungen (4 . 13) . Ein Vergleich mit [Sa186] zeigt jedoch, daß tatsach-

lich das lineare aber nichtintegrables System

H = wo, 1I1 + wa ,2I2 + ea 1 I 1 cos(D 1 + 4'2) + sa2I2 cos(O 1 - ~2 )

untersucht wurde [Salat, private Mitteilung] . Die Bewegungsgleichungen in den Winkeln unterscheiden

sich dann von den Bewegungsgleichungen (4 .13) in zwei Vorzeichen.

t im Beispiel 4 .2 wurde auf Koordinaten transformiert, in denen eine Bewegungsgleichung trivial

wurde. Auch auf diese Weise kann man die Bewegungsgleichungen auf durch Quadratur lösbare

zuriickfiihren (für die Winkel wurde dies ja auch durchgeführt) . Die hier eingefifhrten Koordinaten

(besonders 4) ._. ) haben aber durchaus ihre Vorteile, s .u.
S Die Determinante der Transformationsmatrix ist nicht gleich eins, was in der Anmerkung auf

Seite 63 als notwendig für eine Transformation von Wirkungs-Winkel- auf Wirkungs-Winkel-Variable

erkannt wurde . ist aber unverkennbar eine Winkelvariable . & ändert sich um 21r, wenn ~ 1 oder

'2 sich um 2ir ändern, und mehr wird hier nicht benötigt . Wir hätten aber auch die Transformation

(C .5) 8e (C .6) durchführen können, die hinsichtlich der Winkel auf W1 =

	

und D2 =

	

führt (die

Determinante dieser Transformation ist eins, da k1 = 1) .

(C.11)

(C .12)

(C .13)
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für die Winkel, sowie

n (a-I+ + a+I_) sin ,1n _
(C.14)

I_

ä+ = 0

für die Wirkungent , und auf der durch die Beziehung

f( } = a- It +a. I_ = 2(a l le - a2I2 ) = 0

	

(C .15)

gegebenen eindimensionalen Hyperfläche (einer Geraden) im Wirkungsraum verschwindet

(da dort I_ - I+) . Auf den zugehörigen invarianten Tori ist die Bewegung natürlich

integrabel, da die Bewegungsgleichung für <1- separat gelöst werden kann . Die separierte

Gleichung

H	
= d•r

	

(C .16)
co_+7a+cos

to

ist sogar analytisch nacht = t (<1_) auflösbar . t '1+(t) erhält man im Anschluß an die Um-

kehrung dieser Lösungsfunktion - welche iii _(t) liefert -, indem man die folgende Linearkom-

bination der Bewegungsgleichungen bildet:

a+ii+(t) - a_ti_(t) = a+w+ - a_uP_

	

(C.17)

Darin fallen die winkelabhängigen èrzne weg § , und so ergibt sich

+(t)

	

(w+ -

	

(t - to) + a -

	

_(t)

	

(C .18)
a+

	

a+

Da _(t) bekannt ist, genügt I_ einer inhomogenen linearen Differentialgleichung, welche

natürlich lösbar ist.

twegen = 0 ist I+ die zweite Invariante . Übrigens wird im Beispiel 4 .4 .b ein System

betrachtet, dessen Störterm von der gleichen Form ist wie der der Hamiltonfunktion (C .12), dessen

ungestörter Term aber quadratisch von den Wirkungen abhängt . In diesem Fall wurden die im Ab-

schnitt C.1 eingeführten Wirkungs-Winkel-Variablen verwendet . Wegen der quadratischen Wirkungs-

abhängigkeit kann man nur mit Hilfe der beiden vertauschenden Invarianten H und J2 zu durch Qua-

dratur lösbaren Bewegungsgleichungen gelangen (nämlich den "echten" Wirkungs-Winkel-Variablen

des Systems).

X Vgl . die Formel für das Integral t
r
`	 im Fall ¢ 2

	

b 2 , z.B . in ~1~wi6l, 4 446.00.1 . Wir
J ¢+bcosc~r

benötigen diese Lösung hier nur im Fall a 2 > b2 - siehe Abschnitt C .5. In den Fällen a2 = b2 oder
a = 0 sind (wie auch Lm Fall a 2 > b2 , aber anders als für a 2 < b2 ) sogar die Umkehrfunktionen von

= t (O_) global definierte analytische Funktionen, wovon im Abschnitt C .4 noch Gebrauch gemacht

wird.
Ein Vergleich mit den transformierten Bewegungsgleichungen (4.15) zeigt, dafi
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e3 Der "nichtreguläre Bereich" stabiler periodischer Be-

wegung (\ � 0)

Die Winkelvariable - genügt einer Bewegungsgleichung, die gewissermaßen eine kontinuier-

liche Kreisabbildung darstellt, vgl. (C .13) . Für den zeitlichen Verlauf der Bewegung in dieser

Variablen gibt es daher nur zwei Möglichkeiten:

1) Entweder ist n so groß, daß

	

verschwinden kann. Das ist der Fall, wenn

I	
e7I = I Qlo,i - wo,2>

	

I - o
- a+

	

ai -f-a2

Dann gibt es also zwei Fixpunkte, einen bei

( CL1 0,2

	

WD,1
( ,_ ) i = arccos

	

= tonst.
+ a2 )

0 fier i 0 no und e1- 0 0

und einen bei

(

	

-)2 = - (*,-)i

	

(C .21)

Von diesen ist derjenige anziehend, für den

A4-
= 0(1_

< 0

	

0 <

	

< 7r (modulo 27)

und

	

strebt diesem Fixpunktwert zu, ohne daß sich das Vorzeichen von

	

vor

Erreichen dieses Fixpunktes ändern kann, um dann dort zu verharren.

rf\EJ OderdCl"'_ I' istb zu klein, ails3is .a d2 iF1 verschwinden k6nnte, d .h.ua~a :C -

< •1o

	

~_ 0 0

	

und

	

sig (_) = sig(w_)

	

(C .23)

Da

	

periodisch von

	

abhängt,

	

dann eine zeitlich periodische Funktion

sein.

Wir betrachten zunächst den Fall r > ~]o• t Wenn <1_ dem Wert

	

,- zustrebt, tendiert die

Bewegung auf dem 2-Torus gegen einen Grenzzyklus ; denn wenn

	

gegen eine Konstante

strebt, so strebt die die rechte Seite der Bewegungsgleichung für 4, + ebenfalls gegen eine

Konstante, selbst also gegen eine lineare Funktion der Zeit . Die Bewegung auf dem

Grenzzyklus ist also zeitlich linear . Die Transformation (C .10) entspricht einer Drehung der

Achsen um 45°, und so erwartet man bei einer Darstellung der Bewegung auf dem Torus
in den ursprünglichen Koordinaten einen einfach geschlossenen Grenzzyklus ; der linear und

parallel zur ersten Winkelhalbierenden verläuft . Wie die Abbildung C•1 zeigt, findet man

oberhalb von 71 = no tatsächlich eben dieses Verhalten.

tWie wir irre Anhang B.4 gezeigt haben, ist in diesem Bereich die Bewegung sicher nicht regulari-

sierbar (vgl. das Beispiel Seite 140) .

(C .19)

(C.20)

(C .22)
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Abb.C.1 : Global attraktive Grenzzyklen im Bereich asymptotisch periodischer Bewegung
des integrablen Systems (4.13) bzw. (C .13) . Parameter : wo ,1 = 0 .75, c~o,2 = 1, a1 = 0 .1
und a2 = 0.5, ergo w- < 0 und 110 = 0 .416. Oberes Bild:

	

= 1 > 1]o exponentielle
Attraktion mit A

	

- 0 .545 . Unteres Bild :

	

- nicht exponentielle Attraktion mit
A

	

0, vgl . (C.29) . Die Anfangsbedingung ist jeweils durch . : markiert . Aufgetragen .: wurde

( nIi°1,2 mod 27r) .
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Auf dem Grenzzyklus ist cos

	

konstant, und damit auch die Anderung des spezifischen

Torusvolumens

=

	

•~=-ia sin (1-

	

(C .24)

Diese ist daher gleich der Summe der Ljapunovexponenten (vgl . die Beziehungen (3 .32) &

(3 .36) im Kap .3 .4) . Weil aber einer der beiden Ljapunovexponenten verschwinden muß, gilt

für den verbleibenden auf dem Grenzzyklus, und damit für alle dorthin strebenden Trajek-

torien :

	

A = A = - nea+ sin (l- < 0

	

(C .25)

Ein Blick auf die Bewegungsgleichungen (C .13) zeigt, daß jeder Trajektorie

	

)

unter Zeitumkehr eine Trajektorie entspricht . t Den zum oben aufgefundenen

Grenzzyklus gehörigen Repeller findet man also einfach durch Spiegelung am Ursprung . Auf

diesem Repeller ist I_ natürlich ebenfalls konstant, wobei sich das Vorzeichen umkehrt (es

handelt sich ja um den oben beschriebenen abstoßenden Fixpunkt der Bewegung in der

Komponente cl. _) . Der Ljapunovexponent auf diesem Repeller ist daher gleich dem Betrag

des Ljapunovexponenten aller zum Grenzzyklus strebenden Bahnen . Da (l_ auch auf dem

Repeller konstant ist, ist auch dort eine lineare Funktion der Zeit . Dies illustriert sehr

schön das allgemeine Theorem (vgl . Kap.4 .4), daß die Bewegung auf Repellern im Falle

nichtregulärer Barrieren nie chaotisch ist (trotz des positiven Ljapunovexponenten!).

Verläuft die Bewegung in den Winkeln auf dem Repeller oder auf dem Grenzzyklus, so

hat sin einen konstanten Wert . In diesem Fall divergiert bzw . konvergiert die Lösung der

linearen irrhomogenen Differentialgleichung für I_ außerhalb der Barriere (C .15) exponentiell

mit dem Ljapunovexponenten (-A) - je nachdem, ob man die Bewegung auf dem Grenzzyklus

oder diejenige auf dem Repeller betrachtet . Natürlich kann man aus der Bewegungsgleichung

(C .14) für die Wirkungen auch direkt entnehmen, daß die der Änderung des spezifischen

Volumens A,o (C.24) im Wirkungsraum entsprechende Größe A l = V. 1 = = ia+ sin

	

den

zu A .5 entgegengesetzten Wert hat (wie es aufgrund des Lionvi lle-Theorems (2 .24) sein muß).

C .4 Die Grenzfa'lle mar ginaler Stabilität (A = 0)

In den Grenzfällen 1/ = no und (alternativ) r4 ._ = 0 findet man natürlich weiterhin (jeweils)

einen Grenzzyklus (siehe Abbildung C .1) . Da cos _ dann auf der Grenzkurve betragsmäßig

gleich eins ist, verschwinden jedoch beide Ljapunovexponenten . Das Zustandekommen dieser

nicht exponentiellen Attraktion kann man analytisch verstehen, weil gerade in diesen Fellen

nicht nur die Lösungen der Separationsgleichung (C .15) existieren, sondern diese sogar global

analytisch umkehrbar sind.

Im Grenzfell n = no nimmt die Separationsgleichung (C.16) wegen co_ I= na+ die

folgende Form an :

I

	

H_
= - (t - to)

1+sig(co_)cos

tSiehe die Anmerkung auf Seite 27 im Abschnitt 3.2 (sowie . Anhang A.3. im Zusammenhang mit

Kap.4 .7) .

(C .26)
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Man kann nun leicht zeigen, daßt

= tan

	

und J

	

d
~ J
	 = - cot

	

(C.27)
5+ cos

	

2

	

1- cos io

	

2

und daher gilt für w-. > 0

,1-(t) = 2 arctan w_ (t - to) ~

	

lim 4.-(t) =

	

(C .28)

und für w_ < 0

. _(t) = 2 arccot w_ (t - to)

	

tli 4-(t) = 0

	

(C .29)

Die Abbildung C .1 zeigt exemplarisch den Fall w- < 0, n _ no . Die Trajektorien nähern sich
dem Grenzzyklus nicht exponentiell, sondern mit der Arcuscotangens-Funktion.

Für w_ = 0 hat die Separationsgleichung (C.16) hingegen die Gestalt

cosd~ <1_

-
_ na~. (t - to)

	

.

	

.

	

.

	

C .30) :
_

Nun gilt [Dwi6l] $

co
!-(l

it; - A(w ) = gd-l (v) mit gd (z) = 2 arctan (e x ) -
2

	

(C.31)

und so ergibt sich

g2 =(t) = 2 arctan `e na+ (t - to)) _ 2

t Aufgrund wohlbekannter trigonometrischer Identitäten gilt

cos cc = cost Z - sins 2 = 2 cos` ~ - I = 1 - 2 sin-
2

und daher . cosy - = 1 (1 + cos cp) sowie. sin

	

_ -(1 - cos cp
2

	

2

	

2

	

2

Ferner ist
d

dcp
(tan ,p) =

und somit

	

t~~ -

	

sowie

	

(cot -
r -

	

Q .E .D.
1

	

d~~~_
2

	

1~-cosr,c

	

dcp~

	

2}

	

1-coscp

Wg1. [Dwi6l, #442 .10, #640. und #641.1 bezüglich Lambda-Funktion . - nicht zu verwechseln mit

dem Ljapunovexponenten A = 0 - und Gudermannscher Funktion .

lint ~_(t) _
t-,oc

(C.32)

1

cost .
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C .5 Die Bewegung

	

"regulären Bereich" - periodisch oder

quasiperiodisch

Gegen Ende des zweiten Kapitels (-> Seite 21) wurde der Bereich nichtverschwindender (und

wohldefinierter) Windungszahlen als `'regulärer Bereich" eingeführt . Im vorliegenden Fall

ist das der Bereich < no (vgl . das Beispiel auf Seite 140) . Numerische Berechnungen

zeigen, daß dort weiterhin beide Ljapunovexponenten verschwinden . Das liegt daran . daß -

für q < no eine periodische Funktion der Zeit ist (vgl . Abschnitt C .3). Dann verschwindet

sin 1. _ natürlich im Zeitmittel auf jeder Trajektorie, und damit beide Ljapunovexponenten.

da dann das Zeitmittel der relativen Änderung des spezifischen Torusvolumens (C .24) auf

allen ajektorien verschwindet . Die Periode der Bewegung in der Komponente läßt sich

aus der Lösung der Separationsgleichung (C .16) direkt ermitteln . Letztere ergibt sich im

Bereich q < no mit Hilfe des oben erwähnten Integrals [Dwi6l, # 446 .00 .]

- b) tanf	 2	
arctan

	

für a 2 > b 2	(C .33)
a -r b cos w

	

b2

	

( (a

‘/a2 -- b 2

da für < 7/o = w

	

stets w2 > T12a4 gilt . Die Periode ergibt sich daraus in der bekannten
ya+

Weise :

T

	

~ y'	 dl_	 ~ T ~ f
(~-)

	

(I_ )- .a-„

	

,

	

.
G

(arctan(os) - arctan(-®o))

Y
=

V‘02_
712a+

s/LJ2 - ?72 al

2 f1
(C .34)

Ein Blick auf die Bewegungsgleichungen (C .13) zeigt, daß +(t) die gleiche Periode T_ hat

wie I_(t) . Falls 1. +(t) selbst periodisch ist, muß die zugehörige Periode daher ein ganzzah-

liges Vielfaches der Periode von I_(t) und (deshalb) mit der Periode der Gesamtbewegung

identisch sein . Wie wir im Abschnitt C .2 gesehen haben, ist +(t) durch eine lineare Super-

position der Bewegung in der Komponente und einer zeitlich linearen Funktion gegeben,

vgl. Gleichung (C.1$) . Aus dieser Gleichung läßt sich der Phasenvorschub in 4+ während

der Zeit T_ berechnen:

L4'+ (1-)

	

( t + T_) - I +(t)

_ (w+ - a-w_~ ~'_ -~ a° sir (r~r-)

	

a+ III

	

a+
ra+w+ -a-w_ a-

	

=
2r (

	

a S~-

	

+

	

sig(w- )

	

`

	

-~

	

+

ist für alle Zeiten t gleich, auch wenn

	

(2) nicht periodisch ist . Natürlich ist I+(i)

(C.35)
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Abb.C .2: Zwei Beispiele periodischer Bewegung im regulären Bereich des Systems (4 .13)
bzw . (C .13) . Die Anfangsbedingung ist durch wieder jeweils durch s markiert . Oberes Bild:

Frequenzen und Amplituden wie in Abb .C .1, aber i = 0 .4 < no . Windungszahlverhältnis:

C
v+/v- = 153/7 . Unteres Bad : wo,i = 1 .5, wo,2 = 0.5, aa = 1 .5 . a2 = 0.5, ergo w_ > 0 und

1o = 0 .5. Hier ist = 0.4 und das Windungszahlverhältnis v+/v_ = 3/1 . Aufgetragen wurde

1- ~ mod 27r) .
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nur periodisch, wenn dieser Phasenvorschub ein rationales Vielfaches von 2ir ist, d .h. wenn

	 (T_) =
P mit p E E, g E N

	

(C .36)
27r

	

q

Dann gilt

®il (T_) _
.1+

	

1, +(i) + p . 27r

	

T = qT_

	

(C .37)+ qT_) = 1. +(t) + ~

	

2~

d .h . die Periode T der Bewegung ist gleich qT_.

Aus der Lösungsgleichung (C .18) für g. +(i) läßt sich in jedem Fall auch das Verhältnis

der Windungszahlen

= hm - (C .38)

berechnen . Für die periodische Bewegung in (1_ gilt natürlich

v_ = fZ_ sig (w_) (C .39)

und so ergibt sich

v+

	

v+

	

a +w -- - a_w_ (T-) (C .40)= sig (w_) -- _

	

+ - • sig (w_ ) =
Sl_

	

v_

	

a+ 0-

	

a+ 27r

Die Tatsache, daß es jedenfalls wohldefinierte Windungszahlen gibt, zeigt, daß die nicht
periodische Bewegung quasiperiodisch t ist, obwohl nur eine der Basisfrequenzen (Q_) bekannt

ist . Im iibrigen existiert im Bereich < ~}o eine analytische Umkehrfunktion zur Läsung t(-)
der Separa.tionsgleichung (C .16), wie ein Blick auf das Integral . (C.33) unmittelbar zeigt . Im

regulären Bereich ist daher zu jedem Zeitpunkt il__(i), und via (C .18) auch g. +(t), analytisch

bekannt.
Bild C.2 zeigt zwei Beispiele periodischer Bewegung mit sehr verschiedenen Windungs-

zahlverhältnissen . Im Fall v+/v_ » 1 (oberes Bild) sieht man, daß die Trajektorien die
meiste Zeit nahe = 0 verbringen, wo am kleinsten ist . Das gleiche Verhalten erkennt

man auch bei quasiperiodischer Bewegung ..

tVgl. die Definition quasiperiodischer Funktionen auf Seite 17.

153



Anhang D

Numerische Hilfsmittel

Die in dieser Arbeit beschriebenen numerischen Resultate wurden auf den IBM-Großrechnern

des Forschungszentrums Jülich (KFA) ermittelt . Neben eigenen FORTRAN-Programmen

wurde dabei zurückgegrifen auf

folgende Bibliotheksroutinen zur Integration von Differentialgleichungen:

- DVERK - eine IMSL(9)-Routine (Runge-Kutta - Verfahren);

- DIFEX1 (Extrapolationsverfahren) - in zwei Versionen : fi

1) eine Routine des Konrad Zuse - Zentrums für Informationstechnik, Berlin,

Stand Februar 1988;

2) eine ältere Fassung von P. Deuflhard (Universität Heidelberg) [Deu85],

Stand März 1985.

e das in Kap .3.4 beschriebene Programm zur Berechnung der Ljapunovexponenten von

Wolf et al . [WS2 V85];

® die vom Zentralinstitut für Mathematik entwickelte Plotsoftware für FORTRAN-

Programmierer (GR-Software).

twegen unerforschter Vorlieben und Abneigungen der verschiedenen Compiler.

die Ergebnisse überein, die neuere Version ist aber etwas schneller .
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