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Summary

The phase transition of a manifold from a state bound to a surface to
an unbound state is considered in this work. The manifold feels an effective
external potential which is motivated by the respective physical system.

A general classification scheme, based on renormalization group calculati-
ons, of this unbinding transition is presented. Within this scheme the phase
transition depends on the external potential and on the lateral dimension of
the manifold. In the framework of an approximate renormalization calculation
one can treat membranes, whose conformations are governed by the curva-
ture energy, and interfaces with a finite surface tension simultaneously. The
only parameters are the 1a.tera1 dimension and the roughness of the respective
manifold.

Two classes of potentials were investigated. Potentials of the first class
contain a hard wall. This hard wall prevents the use of perturbation or lineari-
zation methods. However, the approximate renormalization group is nonlinear
and the conditions of a hard wall can be considered. It turns out that the
limit ¢ — 3 for interfaces is nonanalytic, since the renormalization group has
no fixed points at d = 3 anymore where d = 3 is just the dunenszon in which
the interface is marginal i.e. logarthmically rough. '

In d > 3 one expects mean field behaviour of the phase transition. In
contrast to bulk critical phenomena one finds a nonanalytic behaviour of the
renormalization group when the upper critical dimension is reached. This
shows up in a complex bifurcation structure of the fixed points. This limit is
studied in detail for wetting and adhesion phenomena, leading to the concept
of ‘drifting fixed points’, _

Symmetrical potentials are the second class which are considered. The
order of the phase transition for this class is also investigated. Motivated by
the calculations for potentials with a hard wall the limit d — 3 is again studied.
An analog bifurcation structure as for unbinding is found, but now one can use
linearized methods to derive exact results. A starting point for the investigation
of the symmetric potentials is an exact transfer matrix calculation in d = 1+1
which serves also as a test for the approximate renormalization group.




Zusammenfassung

Der Phaseniibergang einer Fliche von einem gebundenen zu einem freien
Zustand steht im Mittelpunkt dieser Arbeit. Die Fliche befindet sich dabei in
cinem AuBeren effektiven Potential, das durch das entsprechende physikalische
System motiviert ist. Dabei wird der Schwerpunkt auf eine generelle Klassifi-
kation des Phaseniiberganges in Abhédngigkeit des dufleren Potentials und der
lateralen Dimension der Flache gelegt. Das ist mit Hilfe von Renormierungsme-
thoden mdéglich: Im Rahmen einer approximativen Renormierungs-Rechnung
kénnen Membranen, deren Konformation durch die Kriimmungsenergie be-
stimmt wird und Grenzflichen, die eine endliche Oberflichenspannung haben,
auf analoge Weise behandelt werden. Dabei gehen die laterale Dimension und
die Rauhigkeit der jeweiligen Flache ein.

Zwei Klassen von Potentialen werden untersucht. Die eine Klasse ist durch
das Auftreten einer harten Wand im Potential gekennzeichnet. Die harte Wand
bewirkt, daBl keine pertubativen oder linearisierten Verfahren moglich sind. Die
verwendete approximative Renormierungsgruppe dagegen ist nichtlinear und
kann an die Randbedingung einer harten Wand angepafit werden. Im Rahmen
dieser Rechnungen zeigt sich, dafl der Limes d — 3 fiir Grenzflichen nicht
analytisch ist. Der Grund ist, daf fiir d = 3 die Renormierungsgruppe keine
Fixpunkte mehr liefert, wobei d = 3 aber gerade die Dimensicn ist, in der die
Grenzfliche marginal, d.h. logarithmisch rauh ist. Fiir d > 3 erwartet man
dann Mean-Field Verhalten des Phaseniiberganges. Im Gegensatz zu volumen-
kritischen Phénomenen findet man hier ein nichtanalytisches Verhalten der Re-
normierungsgruppe bei Anniherung an die obere kritische Dimension, was sich
in einer komplexen Bifurkationsstruktur der Fixpunkte zeigt. Fiir Benetzungs-
hzw. Adhésionsphéinomene wird der Grenziibergang im Detail studiert. Dabei
wird man auf das Konzept der driftenden Fixpunkte gefiihrt.

Bie symmetrischen Potentiale bilden die andere Klasse von Potentialen, die
betrachtet wird. Auch hier wird die Ordnung des Aufrauhungsiiberganges fiir
verschiedene Potentialtypen untersucht. Motiviert durch die Rechnungen zu
Potentialen mit einer harten Wand wird auch fiir diese Systeme der Grenz-
fall d — 3 studiert. Eine analoge komplexe Bifurkationsstruktur wie bei der
Entbindung wird gefunden, allerdings lassen sich nun linearisierte Verfahren
anwenden, die es erméglichen, exakte analytische Aussagen zu machen. Aus-
gangspunks fiir die Untersuchung von symmetrischen Potentialen sind exakte
Transfer-Matrix Rechnungen in d = 1 + 1, die auch als Test fiir die approxi-
mative Renormierungsgruppe dienen.
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1  Einfiihrung

Grenzflichen, Membranen, oder Polymere sind Objekte, die thermisch um
ihren Gleichgewichtszustand fluktuieren kénnen, da sie oft weich und flexi-
bel sind. Die thermischen Flukiuationen fithren zu einer Vielzahl von kriti-
schen Phinomenen und sind der Grund dafiir, daf8 physikalische Phinomene
wie Benetzung, Adsorption oder Adhésion nichttriviale Eigenschaften zeigen
[60, 54, 69, 23, 17]. Im folgenden werden diese unterschiedlichen Phinomene
beschrieben und schlieflich unter einem gemeinsamen Gesichtspunkt zusam-
mengefafit.

Betrachten wir zuerst die Beneizung. Eine gasférmige Volumenphase o sei
in Gleichgewicht mit einer festen Volumenphase . Zwischen der a-Phase und
der y-Phase kann sich eine diinne, benetzende Schicht einer dritten Phase 3
befinden, die die v-Phase mit cinem diinnen Fliissigkeitsfilm benetzt, siche
Abb. 1.1.a. Im Fall der wvollstindigen Benetzung wird der Fliissigkeitsfilm
kontinuierlich dicker, wenn das System sich der Dreiphasenkoexistenz nahert.
Gleichzeitig wachsen die Fluktuationen der a-S-Grenzfliche an, was sich in
einer zunehmenden Rauhigkeit des Films zeigt. " Am Tripelpunkt schlieBlich
ist die Filmdicke unendlich und die §-Phase wird makroskopisch [53, 73]. Ein
System zeigt unvollstdndige Benetzung, wenn die Filmdicke bei Annsherung
an den Tripelpunkt lediglich gegen einen endlichen Wert anwichst [53, 73]. Je
nachdem ob die Filmdicke kontinuierlich oder diskontinuierlich nach unend-
lich anwéchst, wird zwischen einem Benetzungsiibergang erster- oder zweiter
Ordnung unterschieden. Durch die Fluktuationen der Grenzflidche erhilt der
Phasenubergang nichttriviale kritische Eigenschaften. ‘Die Undulationen der
Grenzfléche sind nicht flichenerhaltend und werden durch die Oberflichen-
spannung % der Grenzfliche bestimmt. Die Oberflichenspannung ¥ ist die
freie Energie pro Einheitsfliiche; sie gibt -die Arbeit an, die zum Aufbau von
neuer Fliche geleistet werden mufl. Bei einer Fliissig- Gas—Grenzﬁache entspre-
chen die Fluktuationen den bekannten Kapillarwellen.

Ein Beispiel fiir ein System in d = 1+ 1 Dimensionen, das Benetzung zeigt,
ist das zweidimensionale Ising Modell mit n&chsten Nachbarkopplungen Jg und
einem Rand bei z = 0 mit schwicheren Kopplungen Js < Jz [1, 5, 15]. Durch
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Abbildung 1.1: Geometrie bei: (a) Benetzung, (b) Adhésion einer orientierten
Membran, (¢) Adsorption eines Polymers und (d) Adsorption einer gekrumpel-
ten Membran.

entgegengesetzte Randbedingungen an die Spins wird eine Grenzflache in das
System gebracht, siehe Abb. 1.2. Bei T = 0 wird die Energie minimiert, wenn
die Grenzfliche auf dem Rand sitzt, wihrend fiir endliches 7" die Grenzfliche
anfiangt, Exkursionen vom Rand zu machen, um ihre Konfigurations-Entropie
zu erhdhen. Damit verbunden ist eine Zunahme der Rauhigkeit. Bei einer
leritischen Temperatur T, schlieBlich ist die mittlere Auslenkung unendlich, die-
Grenzfldche ist entbunden und hat die Rauhigkeit einer frelen Grenzfiiche.

In einer Monte Carlo Simulation wird gezeigt, dafl bei der Adsorption von
Atomen an gestuften Oberfldchen ebenfalls Benetzung aufireten kann [3]. Die
Geometrie des Systems ist in Abb. 1.3.a gezeigt. Man sieht Terrassen der Aus-

dehnung I x M, auf die Atome adsorbieren kitnnen. Die Adatome befinden
sich im chemischen Gleichgewicht mit ihrer Gasphase. Aus der Anzahl der ein-
gegangenen Bindungen eines Adatoms mit dem Substrat folgt: Des Anlagern
eines Adatomes an die rechte Stufe der Terrasse ist energetisch glinstiger als das
Adsorbieren auf dem Volumen der Terrasse, wogegen es energetisch unglinstiger
ist, wenn sich das Adatom an die linke Stufe der Terrasse anlagert. Durch diese
“Randbedingungen” an die Adatome wird ein Benetzungsiibergang induziert.
In Abb. 1.3.b sieht man die Bedeckung einer Terrasse fiir drei verschiedene
Temperaturen. Fiir kleine Temperaturen bildet sich eine glatte, eindimensio-
nale Grenzfiiche (Grenzlinie) zwischen bedecktem und unbedecktem Substrat
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Abbildung 1.2: Das zweidimensionale Ising Modell, mit einer Randlinie von
schwachen Kopplungen. . Durch entgegengesetzte Randbedingungen an die
Spins wird in das System eine Grenzfliche gebracht. Fiir 77 = 0 ist die
Grenzfliche glatt, wogegen sie fiir 77 > 0 Exkursionen vom Rand macht.

parallel zur Terrassenstufe aus. Die mittlere Bedeckung ist ungefihr 0 oder 1,
jeweils fiir einen Ort vor oder hinter der Grenzlinie. Fiir zunehmende Tem-
peraturen wird die Grenzlinie rauher und bei einer kritischen Temperatur Ty
schliefllich (unteres Bild) ist die mittlere Bedeckung 1/2 auf der gesamten Ter-
rasse: die Grenzlinie ist rauh. Da die GroSen L und Af endlich sind, héingt die
Temperatur Ty von den Randbedingungen an den Terrassenstufen ab. '

Ein anderes physikalisches Phinomen, der Adhdsionsithergang von Membra-
nen, ist ein analoger Phaseniibergang einer flexiblen Flidche. Membranen sind
zweidimensionale Schichten von amphiphilen Molekiilen. Es gibt verschiedene
Typen von Membranen, die in letzter Zeit Gegenstand vieler theoretischer und
experimenteller Untersuchungen von Physikern waren {83, 66, 74, 85]. Eine
wichtige Gruppe sind die fluiden Membranen, die aus Lipiden bestehen. In
wassriger Umgebung formen die Lipide Doppelschichten, um ihren hydrophe-
ben Schwanz vor dem Wasser zu verbergen. In der sogenannten L.-Phase sind
die Molekiile sehr beweglich: Die Lipide kénnen relativ schnell in der Schicht
diffundieren, mit einer Diffusionskonstanten von =~ 16~7 — 10~%¢m?/sec. Um
ihre Entropie zu erhéhen, fiuktuiert die Doppelschicht um ihre Gleichgewichts-
position. Solange die Membran fluide ist, sind die Fluktuationen im wesentli-
chen durch die Kriimmungsenergie bestimnmt [34, 35, 36]. Auf der anderen Seite
haben polymerisierte Membranen, wie etwa Proteinnetzwerke oder polymeri-
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Abbildung 1.3: (g) Geometrie von Benetzung suf gestuften Oberflichen. Die
OberBéche besteht aus Terrassen, die regelmiBigen gestuft sind. (b) Terrasse
mit Adatomen, schwarz gezeichnet. Bei kleinen Temperaturen bildet sich eine
glatte Grenzfliiche aus (i), die fiir zunehmende Temperaturen rauher wird (ii),
bei T = T schlieBlich, ist die Grenzfliche ravh und die mittlere Bedeckung
ist isotrop (ifi); E.V. Albeno, K. Binder, D. Heermann und W. Paul, 1989,




sierte Lipide, eine feste Konnektivitdt [2]. Sie zeigen dann einen Scherinodul,
der zu reduzierten Fluktuationen im Vergleich zu fluiden Membranen fithrt [68].

Membranen zeigen eine Vielzahl von Wechselwirkungen, die von intermo-
lekularen Kriften herrithren [40, 72, 71). Der anziehende Teil der direkien
Wechselwirkung kann stark genug sein, Membranen an ein Substrat zu binden:
Der gebundene, adhédierte Zustand ist dann charakterisiert durch einen endli-
chen mittleren Abstand {I) der Membranen vom Substrat. Wenn ein Parameter
des Systems wie z.B. die Temperatur geéindert wird, kann das System einen
Adh#sionstibergang zu einem ungebundenen Zustand mit unendlichem ({) ha-
ben {52, 57, 56, 67]. Die Geometrie des Adhisionsiiberganges ist in Abb. 1.1.b
zu schen. Wenn jedoch zwei Membranen miteinander wechselwirken kann der
Adhssionsiibergang ebenfalls auftreten: das Substrat wird durch die zweite
- Membran ersetzt und (l) glbt dann den mittleren, relativen Abstand der Mem-
branen an. -

Der Adhasmnsuberga.ng kann bei verschledenen Membrantypen auftreten.
In Abhéngigkeit vom Membrantyp und der paarweisen Wechselwirkung kann
folgendes. geschehen: (i) Adhésionsiiberginge zweiter Ordnung, bei denen der
mittlere Abstand (I} kontinuierlich nach Unendlich divergiert, wenn das Sy-
stem seinen Ubergangspunkt erreicht. Gleichzeitig wachsen die Fluktuationen
an, was zu einem Anwachsen der Membranrauhigkeit fithrt. Am Ubergangs-
punkt hat die Membran die Rauhigkeit des freien Zustandes; oder (ii) Phasen-
libergénge erster Ordnung, die durch ein sprunghaftes Verhalten des mittleren
Abstandes charakterisiert sind: Am Ubergangspunkt springt {!) von einem
endlichen Wert nach Unendlich {31].

Der Adhisionsiibergang von fluiden Membranen wurde in Experimenten
beobachtet [67, 36]. In Abb. 1.4 sicht man das Schwellen eines Stapels von
Digelactosyldiglycerin (DGDG) Membranen. Dieses Zucker-Lipid bildet in
wissriger Losung Vesikel aus. In 100 mM NaCl Losung zeigt sich bel etwa
22° C der Adhésionsiibergang.

Auch in Monte Carlo Simulationen konnte der Adhésionsiibergang von flui-
den Membranen beobachiet werden [59, 25]. Die experimentellen- und die
Monte Carlo Resultate sind konsistent mit einem Phaseniibergang zweiier Ord-
nung. Kiirzlich durchgefiihrte Monte Carlo Untersuchungen an polymerisierten
Membranen[62, 24, 48] sind ebenfalls im Einklang mit einem kontinuierlichen
Ubergang. In einigen Mischungen wurden zwei koexistierende lamellare Phasen
bechachtet, was einen Phaseniibergang erster Ordnung von einem kleinen zu
einem g:roﬁen (eber endlichen) Abstand der Membranen impliziert [81]. Hierin
deutet sich an, dafl der Adhé#sionsiibergang auch von erster Ordnung sein kann.
Fine neuere Monte Carlo Simulationen eines Systems mit drei Membranen legt
nahe, dafl die Ordnung des Phaseniiberganges von der Anzahl der wechsel-




Abbildung 1.4: Adhésionsiibergang eines Stapels von acht Zucker-Lipid Mem-
branen. Oberhalb der Ubergangstemperatur (linkes Bild) sieht man einen
Membranstapel, in dem die Membranen einen endlichen Abstand haben.
Im Mikroskop zeigt sich der Membranstapel als dicke, verschwommene Li-
nie. Unterhalb der Ubergangstemperatur (rechtes Bild) sind die Membranen
adhidiert, was sich in einer scharfen Linie des Stapels zeigt. Das iiberschiissige
Wasser hat sich in einer Wassertasche gesammelt; W. Helfrich und M. Mutz,
1988, Ref. [36]. - | o




T=Ta

Abbildung 1.5: Adsorption eines Polymers an einem Substrat. (a) Kurzreich-
weitiges, attraktives Potential zwischen den Monomeren des Polymers und dem
Substrat; (b) Bei einer bestimmten Temperatur T, zeigt das System einen Ad-
sorptionsiibergang; &. Eisenriegler, K. Kremer und K. Binder, 1982, Ref. [17].

wirkenden Membrenen abhingt: Ein kontinulerlicher Phasentibergang kann
diskontinuierlich werden, wenn die Anzahl der beteiligten Membranen erhsht
wird [14].

Die Adsorption eines Polymers, das mit einem Substrat wechselwirkt, ist
ein Beispiel fiir ein System, in dem ein eindimensionales Objekt einen Pha-
seniibergang zeigen kann. Die Geometrie dieses Systems ist in Abb. 1.1.c zu
schen. Die Monomere des Polymers haben eine kurzreichweitige, attraktive
Wechselwirkung mit dem Substrat, die das Polymer an das Substrat binden
méchte. Gleichzeitig erhht das Polymer seine Konformations-Entropie, indem
es Exkursionen vom Substrat macht. Aus diesem Wettbewerb ergibt sich, da8
das System eine bestimmte Temperatur T, besitzt, so da8 das Polymer fiir
T < 7, adsorbiert und fiir T > T, frei ist, siche Abb. 1.5, -

Cbwohl die oben beschriebenen Systeme verschieden sind, lassen sie sich
doch alle unter einem universellen Gesichtspunkt zusammenfassen: Die Pha-
sentibergéinge kénnen als Entbindungsibergang einer flexiblen Fliche! von ei- -

then 7. -

nem gebundenen, glatten Referenzzustand in einen ungebundenen, rauhen Zu
stand angesehen werden [54, 21]. In dieser Betrachtungsweise wird das Au-
genmerk auf den thermodynamischen Freiheitsgrad gerichtet, der beim Pha-

seniibergang wichtig ist: Wenn die Fléche beim Phaseniibergang in den freien

loder auch: einer flexiblen niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeit




Zustand orientiert bleibt, ist der relevante Freiheitsgrad der lokale Abstand der
Flache vom Referenzzustand.

Ist die Fliche eine Grenzfliche zwischen zwei Volumenphasen, ist ihre Di-
mension um eins gegeniiber der Volumendimension vermindert. Die Volumen-
phase selbst kann zwei- oder dreidimensional sein: Im dreidimensionalen Fall
entspricht das Anwachsen der Fliissigphase im Benetzungsbild dem Entbin-
den der Fliissig-Gas-Grenzfiiche von der Fliissig-Iest-Grenzflache; ist die Vo-
lumenphase zweidimensional, ist die Grenzfliche eine Linie und dem Entbinden
entspricht jetzt das Anwachsen einer Doméne bzw. das Anwachsen der adsor-
bierten Fléche eines Substrates.

Der Adhisionsiibergang von Membrenen pafit sich ebenso in das Entbin-
dungsbild ein: hier ist die Fléche eine Lipid-Doppelschicht, deren mittlerer
Abstand vom Substrat beim Entbindungsiibergang nach unendlich geht. Falls
der Entbindungsiibergang zweier Membranen studiert wird, ist die relevante
GréBe der Relativabstand der Membranen. Auch hier soll angenommen wer-
den, dafl die Membran im freien Zustand nicht gekrumpelt ist [60, 39, 2], d.h.
die Orientierung der Membran auch im ungebundenen Zustand beibehalten
wird.

Die Adsorption/Desorption eines Polymers an einem Substrat schliefflich
kann auch als Entbindungsiibergang einer (Hyper-)Fliche aufgefafSt werden.
Im Gegensatz zu Grenzfiichen und Membranen sind die Polymere typischer-
weise gekrumpelt. In der Niherung des sogenannten GauB’schen Polymers
separieren aber die lateralen Freiheitsgrade des Polymers ab und beeinflussen
so nicht den Adsorptionsiibergang. Der Abstand eines Monomers vom Substrat
ist hier die relevante Grifie, die sich beim Adsorptionsiibergang éndert.

Wenn Flichen an ein Substrat oder an eine andere Fliche gebunden sind,
wie in Abb. 1.1 gezexgt, miissen Wechselwirkungen zwischen den Flichen, bzw.
zwischen Flidche und Substrat, vorhanden sein, deren attrakiiver Teil die ther-
mischen Fluktuationen der Fliche {iberwinden kann [61]. Die sogenannte di-
rekte Wechselwirkung besteht im allgemeinen aus verschiedenen kurzreichwei-
tigen- und langreichweitigen Anteilen und riihrt von den molekularen Kréften
zwischen den Molekiilen in den Flichen her [81, 20, 72, 40]. Typische Wechsel-
wirkungen sind: -elektrostatische Wechselwirkungen; attraktive, langreichwei-
tige van der Waals Wechselwirkungen, resultierend von Dipol-Dipol Kréften; -

oder strukturelle Wechselwirkungen, die ‘von der kurzreichweitigen Ordnung
des Mediums herrithren, in der sich die Fidchen befinden. Zus#izlich enthalt
die direkte Wechselwirkung bei Entbindungsphénomenen eine harten Wand be1 :
Abstand ! = 0, da sich die Flichen nicht durchdringen kénnen. R
Hier sieht man zwei wesentliche Aspekte des Entbmdungsuberganges ein-

mal die direkte Wechselwirkung zwischen den Flichen, deren attraktiver Teil
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bewirkt, die Fliche zu binden, und die thermischen Fluktuationen, die zu einer
sterischen AbstoBung fiihren und dabei die direkte Wechselwirkung renormie-

ren [54, 52, 51].
Bei der Beschreibung des Entbmduno‘subﬂrganges fithrt die harte Wand

in der direkten Wechselwirkung dazu, daf§ pertubative Methoden nicht ohne
weiteres angewendet werden konnen. Das System enthilt keinen geeigneten
kleinen Parameter, nach dem entwickelt werden kann [57, 56, 52, 51].

Die Aufrauhungsphénomene sind eine andere Klasse von physikalischen
Phénomenen, bei der die Schwierigkeiten einer harten Wand nicht auftreten.
Hier befindet sich eine Fliche in einem symmetrischen sufSeren Potential. Bei-
spiele fiir Systeme, in denen Aufrauhungsphénomene auftreten kénnen sind:

(i) eine ein- oder zweidimensionale Grenzfiiche zwischen zwei Volumenphasen
in zwei- oder drei Dimensionen in einem homogenen Gravitationspoten-

tial;
(ii) eine ein— oder zweidimensionale Grenzfliche oder Dominenwand zwischen

zwei geordneten Doménen in Anwesenheit eines planaren cder linearen
Defekts;

(iii) ein Polymer, das mit einer Membran oder einer Fliissigkeitsschicht wech-
selwirkt.

(iv) Das zweidimensionale Ising Modell mit nichsten Nachbarkopplungen Jg
und einer Linie mit schwécheren Kopplungen Js < Jp.

In alien genannten Fallen ist das uflere Potential symmetrisch, d.h. V(I) =
V{=1), und enthslt fiir kieine Absténde { einen attraktiven Teil, der darauf
hinwirkt, die Fliche zu lokalisieren.

Auch in diesen Systemen kann ein Phaseniibergang stattfinden. Nehmen
wir einmal an, dafl wir einen Kontrollparameter des Systems, wie etwa die
Temperatur oder die Potentialstiirke V' (0) d4ndern. Die Fliche kann dann einen
Phagentibergang zu einem sufgerauhten Zustand haben, in dem beheblg g“oﬁe
Exkursionen um den ebenen Referenzzustand vorkommen.,

' Ebenso wie bei Benetzungs- und Adhasmnspha.nomenen geht beim Aufra.u—
hungsiibergang die Rauhigkeit £; der Fliche, gege uen als die zweite Kumulante

des Abstandsfeldes {:
&= (-, (1.1)

nach Unendlich. Allerdings gentigt in der lokalisierten Phase die mittlere Po-
sition ({} der Bedingung () = 0, wenn keine spontane Symmetriebrechung
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auftritt. Das soll hier immer vorausgesetzt werden. Fir die lokalisierte Phase
ist das immer erfiillt, wenn das dufiere Potential ein globales Minimum bei [ = 0
hat. Zuséitzlich gilt die Beziehung {{) = 0 fiir elle symmetrischen Potentiale in
Dimension d =1 + 1: Spontane Symmetriebrechung kann in diesem Fall nicht
auftreten, da das Abstandsfeld durch jede kurzreichweitige Barriere tunnelt.
Auch in diesen Systemen fithren die Exkursionen der Fliche zu nichttrivialem
kritischen Verhalten: In Abhéngigkeit vom duleren Potential kénnen in diesen
Systemen kontinuierliche- und diskontinuierliche Phaseniibergéinge auftreten,
die nicht ein Verhalten zeigen, das die mittlere Feldtheorie vorhersagt.

An den besprochenen Beispiel-Systemen wird deutlich, daf§ die Fluktuatio-
nen der Fliche wesentlich den jeweiligen Phaseniibergang beeinflussen. Daher
soll jetzt die Rauhigkeit einer freien, flexiblen Flache diskutiert werden.

1.1 Die Skaleninvarianz der rauhen Fl3che

Die Grenzflache oder Membran sei in einem d-dimensionalen System eingebet-
tet. Das System sei im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur 7. Bei
T = 0 ist die Fliche glatt, um ihre Energie zu minimieren. Bei endlicher Tem-
peratur jedoch wird die Fldche um ihren Gleichgewichtszustand fluktuieren,
um Konformations-Entropie zu gewinnen. Es bilden sich Berge und Téler aus,
die zu einer gewissen Rauhigkeit fithren.

Um die Rauhigkeit der Fliche quantitativer zu behandeln, werden jetzt
einige Begriffe eingefiihrt. Zuerst wird die Dimension 4 des System aufgeteilt
in: :

d:(iﬂ +d,, _ (1.2)

wobel 4| die laterale Dimension der Fléche beschreibt und dp die Dimensio-
nen angibt, in die sich die Fiiche verformen kann. Die Fluktuationen kénnen
dann durch das d;-dimensionale Abstandsfeld I{®) beschrieben werden, wo-
bei Z eine d)-dimensionale, laterale Koordinate ist. In dieser Parametrisierung
werden Uberhénge ausgeschlossen. Das bedeutet, daf dj-dimensionale Gradi-
enten, wie etwa V! (Z), als klein angesehen werden und die Fliche immer noch
in Richtung ihres planaren Referenzzustandes orientiert bleibt. Das ist nur
fir Fliachen der Fall, die nicht gekrumpelt sind, was im folgenden angenom-
men wird [60, 39, 2]. Die Formfluktuationen der Flidche kann nun durch. die-

Differenzkorreiationsfunktion:

a0t = 50 - Tor)

Y

charakterisiert werden. -
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Fir Systeme, in denen die Fliche gebunden, also glatt ist, bleibt die Funk-
tion AC(z) fiir groBe z endlich, wihrend fiir rauhe Flichen die Differenzkorre-
lationsfunktion fiir grofie  monoton anwichst. In diesem Fall verhalt sich die
Differenzkorrelationsfunktion fiir groBe z typischerweise wie [51]:

AC(z) ~ 2%, (1.4)

wobei ¢ der sogenannte Rauhigkeitsexponent ist. Dieses Potenzverhalten im-
pliziert AC(z/b) = AC(z)/b* fiir z > a, wobei b ein Reskalierungsparameter
und g ein “Cutoff” fiir kurze Abstdnde ist. Die Fluktuationen der rauhen
Fléche sind daher asymptotisch skaleninvariant unter der Transformation:

z~x/b und | — [/8°. (1.5)

Wenn die Flidche asymptotisch nur rauh, also nicht gekrumpelt ist, ist der Rau-
higkeitsexponent { < 1 und die Vernachldssigung von Uberhéngen ist gerecht-
fertigt. Der marginale Fall { = 0 entspricht einem logarithmischen Anwachsen
der Diflerenzkorrelationsfunktion:
AC(z) ~ In(z/a), (1.8)
Fiir grofle £y nimmt man folgende Skalenform fiir die Differenzkorrelations-
funktion AC(z) an
ACE) ~ §C(/ty), (1.7)
mit C(y) = Coy® fiir kleine y, wenn ¢ > 0 ist. Im Fall von ¢ = 0 hat AC(z)
die Skalenform: i
AC(z) ~ In(C(z/)é)/a), (1.8)

mit C(y) ~ y fiir y — 0 [51].
Zur Veranschaulichung einer skaleninvarianten Fliche betrachte man ein
Stiick einer Flache mit linearer Ausdehnung I;,. Die lineare Linge Ly der

projezierten Fliche L““ und die typische Ausdehnung L, der Fliche skalen

denn wie [60):
Ly~Lg und Ly~ Lf ~ LE, (1.9)

In Abbildung (1.6) ist ein Stiick einer skaleninvarianten Grenzfisiche dargestellt.

1. 1 1 Effektiver Hamﬁ%om&ﬁ f"ur frexe Grenzﬂéchen uzﬁd
' fv.;emgar@nen

Die Fluktuatlonen ireier Membranen oder freier urenzﬁacnen ohne Unemange
kénnen durch den eﬁ'ektwen Hamiltonian [60, 61] SRS :

M) = [ ddE$§K(V“l(f))2" | @
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Abbildung 1.6: Eine skaleninvariante Grenzfliche in d =1+ 1 mit { = 3

beschrieben werden. Dabei ist 7' eine d) = d — 1 dimensionale laterale Koor-
dinate und ! = I(%) ist das skalare Auslenkungsfeld. Implizit enthilt H einen
“Cutoff” a von der Grofle der Molekiile in der Fléche.

Die Groflen n, K haben jeweils fiir Membranen, bzw. Grenzflichen eine
andere Bedeutung:

(i) Bei Grenzflichen ist K die effektive Grenzflichenspannung und n = 1.
Fiir eine dy = d—1 dimensionale Grenzfliche ist der Rauhigkeitsexponent { bei
thermischer Aufrauhung gegeben durch ¢ = (2 — d))/2 = (3 — d)/2 Ref. [51].

(ii) Fiir Membranen ist K die effektive Biegesteifigkeit und n hingt mit
dem Rauhigkeitsexponenten ¢ iiber n = 1 + ¢ zusammen [57, 56, 52]. Fluide
Membranen haben ¢ = 1 wihrend polymerisierte oder kristalline Membranen
ein ¢ ~ 0.5 haben [62, 25, 48].

Die unterschiedliche Definition von K und n spiegelt die physikalische Ver-
schiedenheit der beiden Objekie wieder, die jetzt kurz diskutiert werden soll.

Im Fall von Grenzfltichen sind die Fluktuationen nicht flichenerhaltend und
die Gréfle K ist die effektive Gberflichenspannung, die angibt wieviel Energie
pro Einheitsfifiche aufgebracht werden mufl, um zusétzliche Fldche zu erzeugen.
Der exakte Ausdmck lautet derrma.ch

H{z} = j ahz K[y1+ (9@ - 1 . "'(1.11)

Da Uberhiinge adsgeschloss\,n werden kann dle Warzel in ( 1.1 1} bis zu erster

dﬁuﬂg il (VL\.L) ) entwickelt WELuEu, was dann asuf den Hamiltonian in
(1.10) fiilhrt. In der effektiven Oberflichenspannung K wird beriicksichtigt,
daB ein anisotroper Teil der Oberfiichenspannung ¥ einen zusétzlichen Beitrag
zum efiektiven Hamiltonian liefert. Wenn die Oberflichenspannung X sich wie
% = Yo+3 51 (VI(Z))? verhilt, ist X gegeben durch K = £+ 5, [51]. Nur wenn
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die Oberflichenspannung isotrop ist, etwa an einer Fliissig-Gas-Grenzfliche, ist
K =%y Der Wert von ¢ = (2—dy)}/2 = (3—d)/2 ergibt sich aus der Forderung,
daB der freie Hamiltonian unter der anisotropen Skalentransformation (1.5)
invariant sein soll.

Der effektive Hamiltonian (1.10) wird auch in der Beschreibung von Kon-
formationen von Membranen angewendet. Dabei kénnen fluide aber auch po-
lymerisierte Membranen mit fester Konnektivitit beschrieben werden [63, 61].

Betrachten wir zuerst die fluiden Membranen. Die einfachste Modellmem-
bran besteht aus einer Doppelschicht aus Lipiden. Lateral kénnen die Lipid-
molekiile relativ schnell diffundieren und deshalb durch Verformungen entstan-
dene Dichteschwankungen relativ schnell wieder ausgeglichen. Es ist daher
plausibel anzunehmen, dafi die Fluktuationen der fluiden Membran primér
durch ihre Biegesteifigkeit und ihre Kriimmung bestimmt sind. Das fithrt
auf das Kriimmungsmodell fiir fluide Membranen, das wie folgt definiert ist:
In jedem Punkt auf der zweidimensionalen Membranfliche knnen die bei-
den Hauptkriimungen C) und C; definiert werden, die die mittlere Kriimmung
Cy + G, und die GauB’sche Kriimmung C»C, festlegen. Im Kriimmungsmodell
ist dann die Konfigurationsenergie definiert als [63]:

, 1
H= ?’ dA{~£Co(C1 + Ca) + 55(C1 + Co)° + neCia}, (1.12)

wobei das Integral sich iiber die gesamte Membranfliche erstreckt und dA das
intrinsische Flachenelement repriisentiert. Der Parameter « ist die Biegestei-
figkeit, Cy die spontane Kriimmung und s¢ das GauB’sche Kriimmungsmodul
der Membran.

Lipidmembranen bilden in wissriger Umgebung geschlossene Flichen, so-
genannte Vesikel [74, 8]. Das Kriimmungsmodell (1.12) ist der Ausgangspunkt
zur Bestimmung von Vesikelformen; in dieser Arbeit wird aber der Schwerpunkt
auf mesoskopische Membranfluktuationen gelegt, fiir die das Kritmmungmodell
weiter vereinfacht werden kann. Im Limes kleiner Kriimmungen der Mem-
branfliche ergibt sich der effektive Hamiltonian (1.10), wenn wieder die Pa-
rametrisierung (Z, I(Z)) der Membranfiiche benutzt und der Kriimmungs-
Hamiltonian (1.12) nach kleinen V2(Z) entwickelt wird. .

Die Niaherung kleiner Kriimmungen ist gerechtfertigt, wenn der Rauhig--
keitsexponent ¢ < 1 ist. Aus der Invarianzforderung des Hamiltonians (1.10)
unter der Skalentransformation (1.5) fiir zweidimensionale finide Membranen
ohne Selbstvermeidung ergibt sich der Wert ¢ = 1. In diesem Fall sind Mem-
branstiicke, die grofer als die Persistenzlinge &, sind, unkorreliert {22, 23]. Die
Parametrisierung {Z, /(%)) der Membranfiéche ist dann nicht mehr sinnvoll, da
die Membran auf diesen Skalen Uberhénge zeigt. Reale Lipidmembranen haben -
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aber eine reduzierte Biegesteifigkeit /7T =~ 20, so dafl die Persistenzlinge:
 €p=aexp(2n/T) | (1.13)

sehr viel grofer als die Ausdehnung realer Membranen ist und die Néherung
kleiner Kriimmungen, d.h. der Hamiltonian (1.10) gerechtfertigt ist [61].

Polymerisierte oder kristalline Membranen sind Membranen, in denen die
Monomere eine feste Konnektivitdt haben. Laterale Biegeelastizitit fithrt bei
diesen Objekten zu einer reduzierten Rauhigkeit und demnach zu einem kleine-
ren Rauhigkeitsexponenten ¢ im Vergleich zu fluiden Membranen [68, 43, 42].
Im Rahmen eines Kontinuums-Modells kénnen polymerisierte Membranen wie
eine elastische Platte behandelt werden [47]. Man benutzt die Parametrisie-
rung (xy + ui(z1, 22), 2 + we(z1, 22}, l{z1,22)) um eine um den Referenzzu-
stand (z,,z;,0) verformte Membran zu charakterisieren. Aus den Verformun-
gen (u,ug,!) wird der Verzerrungstensor iiber

iy ~ %(ag-u,- + O5us + B4B,0) (1.14)
definiert.
Zusétzlich zur Kriimmungsenergie einer fluiden Membran:
ity = [ dzx%ﬁ(v%)z (1.15)

kommt jetzt noch der Anteil von der Verzerrungsenergie:
_ _ . |
Ho{ur, ug, IHl} = fdz_-’c(#ugj + —f\uik) - (1.18)

zu dem Hamiltonlan H = H, + #, hinzu. Die Lamé Koeffizienten X, u para-
metrisieren die elastischen Eigenschaften der polymerisierten Membran Eine
Ausintegration der lateralen Verschiebungen ergibt eine effcktive Biegesteifig-
keit x, die von der Membranausdehnung abhéngt. Auf grofien Skalen fiihrt
das auf eine Rauhigkeit der polymerisierten Membran, die durch einen Rau-
higkeitsexponenten ¢ =~ 1 /2 charakierisiert 1st [62 25 _48] R i

1. 2 E‘E@XE%E@ E‘E&@he in emem aﬁﬁez‘em F@{E%E’iw,
%i&s ' RS

Benetzungs- und Adhisionsphinomene lassen sich als Phaseniibergang einer -
fluktuierenden Flache in einem &ufieren Potential beschreiben. Der freie Ha~
miltonian (1.10) erhalt dann noch einen Zusatzterm, so daff der vollstindige. -

16.:




Hamiltonian fiir Grenzflichen und Membranen lautet [61]:
H{l} = [Ea k@@ ve. @

Das duflere Potential, in dem sich die Fliche befindet, wird durch den Term

V(I) reprisentiert.
Die statistischen Groéfien des Modells werden von der Zustandssumme

Z= Jf D{l)eHW/T | (1.18)

abgeleitet, wobei f D{l} ein Pfadintegral iiber alle méglichen Konfigurationen
der flexiblen Flidche bezeichnet.

Falls das dufere Potential attraktiv genug ist, kann die Fliche im gebunde-
nen Zustand sein. Im gebundenen Zustand ist die Fliche nur auf Skalen, die
kleiner als die laterale Korrelationsldnge € sind, selbstshnlich, d.h. invariant
unter der Skalentransformation (1.5). Die la,tera.ie Korrelatzonslange wird liber
die Korrelationsfunktion

{H@){0)]%)e = AC(c0) — AC(z) (1.19)

definiert, die fiir grofle z wie ~ exp(—z/§;) abfallt [51, 53].

Beim Aufrauhungsiibergang einer Fliche von einem glatten zu einem rau-
hen Zustand divergieren dann simultan die Lingenskalen ¢ = AC(co) und
;- Bei den Entbindungsiibergiingen divergiert noch zusétzlich der mittlere
Abstand (I).

Die obigen Betrachtungen gelten unabhiéingig von der Form des Potentials;
es sollen nun konkrete physikalische Potentiale betrachtet werden, die das je-
weilige physikalische System widerspiegeln. Falls das Poiential V ({) die Wech-
selwirkung zweier Flichen représentiert, enth#lt das Potential eine harte Wand -
bei { = 0, da sich die Flichen nicht durchdringen konnen.!

1.2.1 Potentiale mit einer harten Wand

Betrachten wir wieder zuerst die Adsorpticn: hier wechselwirkt eine zweidi-
mensionale Fliissig-Gas-Grenzfliche mit einer Fliissig-Fest-Grenzfliche, bzw.
mit der Substratoberfliche. Die Wechselwirkung riihrt von den zwischenmole-
;{Llaren Kréften her und hat bei kurzreichweitigen Kriften die generische F Form; .
V() = ~W exp(=1/&) + exp(~21 /&), (1.20)

1Falls nicht nur eine Grenzfliche fluktuiert, wie hier stillschweigend angenommen wurde,

kann man Schwerpunkts- und Relativkoordinaten einfiihren;  ist dann der relative Absta.nd
der beiden Grenzfiichen und die Uberlegungen gelten dann a.uch fiir diese Systeme :
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! = l{x;, z,) ist die Relativkoordinate, die den Abstand der beiden Grenzflichen
angibt, &, ist die Volumenkorrelationslinge des Systems und W ist die tempe-
raturabhéngige Amplitude des attraktiven Teils der Potentials. Ein Potential
wie in (1.20) kann durch Aufsummation von kurzreichweitigen Zweiteilchen-
Wechselwirkungen erhalten werden.

Im Fall des zweidimensionalen Ising Modells wird die Reihe der schwécheren
Kopplungen durch das kurzreichweitige attraktive Potential V(I) = [(Js —
JB)/a 61p reprisentiert. Auch hier wird eine harte Wand bei I = 0 zusiitzlich
zu V(1) eingefiihrt, da die Grenzfliche den Rand nicht schneiden darf. Denkbar
ist auch ein System in dem die Kopplungen durch eine langreichweitige Stérung
J(I) ~ W/I™ modifiziert sind, das resultierende Potential V{(I) = J(I)/a ist
dann ebenfalls langreichweitig. Dieses System 148t sich mit Hilfe von Transfer-
Matrix Rechnungen fiir eine Reihe von Potentialen exakt 13sen [13, 45, 55] und
spielt daher als Referenzsystem eine wichtige Rolle.

Die Wechselwirkung ungeladener Membranen kann als die Summe der lang-
reichweitigen, attraktiven van der Waals Wechselwirkung und der kurzreich-
weitigen, repulsiven Hydratations-Wechselwirkung geschrieben werden: V(1) =
V() + Viw(l) [72, 71, 52]. Die Hydratations-Wechselwirkung Vy(l) hat die
Form:

VH(Z) = AH exp(—l/i;g), (1 21)
wobei [z ~ 0.3 nom und Ay ~ 0.2 J/m? ist. Die van der Waals Wechselwirkung
Vv (1) kann fiir I > 0.3 nm geschrieben werden als [72, 71, 52}:

W [1 2 1
V() % —— | = — 1.22

Wl (5+5)2+(z+25)2}’ o 02
wobei die Hamaker Konstante W o~ 10722 —10~2! Jist und § ~ 4 nm die Mem-
brandicke bezeichnet. Fiir groBe Absténde [ impliziert dies Vi (I) ~ ~W§?/1%.
Auch in diesem System wird aus physikalischen Griinden V = oo fiir { < 0
angenommen.

1.2.2 Symm@%ﬁsshe.?@t entisle

Betrachtet man den EinfluB des Gravitationspotentials auf eine Fliissig-Gas-
Grenzfiéche, kann das ebenfalls mit den effekiiven Hamiltonian (1.17) beschrie-
ben werden. "Das enisprechende aunere Potential ist dann narmomscn und

Iautet o .

N V(g)_—GF e o (L23)
wobei die Konstante G durch G = g(p; pg) gegeben ist, mr‘c der Grav1tat1— :
onskonsta.nten g und den Massendichten. Dlg- - L e
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Die Grenzfliche zwischen zwei geordneten Doménen in zwei oder drei Di-
mensionen spiirt in Anwesenheit einer planaren Defektlinie, bzw. einer planaren
Defektebene das kurzreichweitige Potential:

V(i) = Géo. (1.24)

Dieses Potential kann modifiziert werden wenn langreichweitige Kriifte in dem
System auftreten. Potentiale der Form:

_ fiir 1] < {
Vi) = {Wlll"’” for 1] > Iy (1.25)

kénnen dabei wichtig werden. Die Gréfe Iy charakterisiert den Bereich, in dem
der kurzreichweitige Anteil des Potentials wirkt.

1.2.3 Effektiver Hamiltonian fitr Gaufi’sche Polymere

Die mesoskopischen Eigenschaften von Polymeren ohne Selbstvermeidung kén-
nen durch den effektiven Hamiltonian

#Na 1 df\ 2 dl\ 2
— -11]= haiad =
{7} = jo dsa [2T (ds) 2T (ds

beschrieben werden [58]. Hier ist V(1) die potentielle Energie eines Monomers
mit Abstand [ von der Referenzebene. Die Konfiguration des Polymers ist
durch den Vektor 7(s) = (#(s),!(s)) beschrieben, wobei s die Sequenz der N
Monomere abzghlt. Da die lateralen Koordinaten Z von der senkrechten Koor-
dinate ! entkoppeln, kann das Problem exakt gelost werden und ist equivalent
zu einer Grenzflache in einem externen Potential in d = 1 + 1 Dimensionen.
Ein Beispiel-System ist ein Polymer, das mit einer Membran wechselwirks,
die sich in Wéssriger Umgebung befindet. Das Polymer erniedrig seine En\,r-
gie, wenn seine Monomere in der Membran sind. Falls die Selbstvermeidung

unbertiicksichsigt bleibt, besbhrezbt der Hamiltonian (1.26) dieses System. Das
Potential der Form:

.
+ V(i)J . (1.26)

V(t)_Gau' (2

gibt den Energieunterschied pro Monomer au, der zwischen einem Monomer

in Wasser bzw. einem Monomer in der hydrophoben Umgebung d_er Membran
mlt chke a’ besteht ' . .
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Abbildung 1.7: Der Adhésionsiibergang in der mittleren Feld Naherung. Das
Wechselwirkungs-Potential wird fiir verschiedene Werte von W gezeigt, in ab-
nehmender Ordnung von unten nach oben. Bei W = 0 sind die Membranen
entbunden.

1.3 Einfiull von E‘Euktu&twnen auf den Pham
seniibergang

Der Einflu8 von Fluktuationen auf den Adhisionsiibergang von Membranen
soll jetzt kurz dargestellt werden. Es zeigt sich an diesem System, da8 im all-
gemeinen eine systematische Behandiung der Fluktuationen von Flichen not-
wendig ist.

In der mittleren Feld (Mean-Field) Néherung werden aﬂe Fluktuationen
der Flache vernachla.sswt und der mlttlere Absta:ad (l) folgt aus.

a’V(
a

Fiir Membranen, die in einem Potentlal V(’) VH(I)—E—VW(Z) wechselwirken,
ist (I} < cc, vorausgesetzt W>0. e e

Daher schliefit man, dafl Membranen einen Adh&sionsiibergang zweiter Ord-
nung zeigen, der bei der Phasengrenze W = 0 stattfindet, siche Abbildung (1.7)
und auch Ref. [32]. Weiter sagt die mittlere Feld Nzherung aus, dal zwei
Membranen fiir alle endlichen Temperaturen gebunden bleiben. Das ist aber

= O (1.28)
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generell nicht richtig, da die Fluktuationen der Membran den Phaseniibergang
nichttrivial modifizieren.

Allgemein erleidet eine gebundene Fliche einen Entropieverlust, der zu ei-
ner effektiven, fluktuations-induzierten sterischen AbstoBung Ver(l) ~ 1/I7
mit dem Zerfallsexponenten 7 = ¢ /¢ fithrt {51, 57, 56, 29]. Wenn man die
obigen Werte fiir ¢ einsetzt erhilt man 7 = 2 und 7 = 4 jeweils fiir fluide- und
polymerisierte Membranen. Andere Werte von 7 wiren denkbar und kénnen
auftreten, wenn z.B. langreichweitige Krifte in der Membran vorhanden sind.

Eine d — 1 = d dimensionale Grenzfliche ist durch den Rauhigkeitsexpo-
nenten ¢ = (2 — dy}/2 charakterisiert, woraus fiir eine Grenzfliche ind = 1+1
ebenfalls 7 = 2 folgt. In d =2 + 1 hat man dagegen 7 = oo, da hier ¢ = 0 ist,
was einer logarithmischen Rauhigkeit der Grenzfliche entspricht. Tatséchlich
ist es moglich in d = 2+1 einen Rauhigkeitsiibergang einer freien Grenzfliche zu
haben. Unterhalb der Rauhigkeitstemperatur 7 ist die Grenzfliche glatt und
ein periodisches Gitterpotential, welches die Gitterstruktur des darunterliegen-
den Substrats wiederspiegelt, ist relevant, wogegen oberhalb von T = Ty die
Grenzfliche logarithmisch rauh ist und das periodische Potential vernachlissigt
werden darf |7]. Es soll im folgenden angenommen werden, daf immer T > Tg
gilt und somit die freie Grenzfliche rauh ist.

Naheliegend ist es, eine simple Superposition der direkten Wechselwirkung
V(l) mit der fluktuations-induzierten Wechselwirkung Vr,({) vorzunehmen und
auf das daraus resultierende Potential wieder die mittlere Feld Niherung an-
zuwenden. Leider ist jedoch dieser Zugang unsystematisch und im allgemeinen
nicht anzuwenden {51, 52]. Wenn wir Abb. 1.8 betrachten, sehen wir, daf die
einfache Superposition dieser beiden Wechselwirkungen zu einem neuen Ma-
ximum im Gesamtpotential fithri. Wenn wir die Hamaker Konstante #ndern,
wandert das Minimum durch die Nulllinie, vgl. Abb. 1.8, das Maximum je-
doch bleibt bestehen. Das entspricht einem- Phasenubﬂrﬁanw erster Ordnung:
bei W = W, springt (I) nach Unendlich, da das Minumum bei ! = oo das
globale Minimum wird, wenn W weiter verkieinert wird.

Bs wird deutlich, daf8 eine systematische Methode benutzt werden mu8, die
die Fluktuationen der Flache richtig behandelt. Dann ist auch eine Klassifi-
zierung des Phaseniliberganges moglich- und es konnen nichttriviale kritische
Exponenten bestimmt werden. Eine geeignete Methode ist die nichilineare
funktionale Renormierung, die im néchsten Kapitel auf den ‘Adhiisions- bzw:
Benetzungsiibergang von Grenzflichen und Membranen angewendet wird. -

Ein offenes Problem ist der Benetzungsiibergang in drei Dimensionen, der
sowohl mit Hilfe einer linearen Renormierung [11, 49, 19] als auch mit Monte
Carlo Methoden untersucht wurde [9, 28, 46, 30]. In der Sprechweise der
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Abbildung 1.8: Superposition der direkten Wechselwirkung und der sterischen
Wechselwirkung, jeweils fiir W < W,, W = W, und W > W,. Das Maximum
der Gesamtwechselwirkung bleibt bestehen, wenn das Minimum die Null-Linie
schneidet.

Renormierungsgruppen-Theorie ist dieses System aber gerade ein marginaler
Fall: Systeme mit d > 3 zeigen Mean-Field Verhalten, Systeme mit d < 3
hingegen zeigen nichttriviale kritische Exponenten. Es ist daher lohnend, im
Rahmen der nichtlinearen Renormierung den Grenzfall von d — 3 zu untersu-
chen.

- In den obigen Beispielen wurden Potentiale mit einer harten Wand betrach-
tet. Das folgende Beispiel macht deutlich, daff auch in symmetrischen Poten-
tialen der Einflul der Fluktuationen studiert werden mufl. Dazu betrachte
man Abbildung (1.9). Man sieht ein symmetrisches Potential, das ein globa-
les Minimum bei | = 0 besitzt, aber dariiber hinaus einen repulsiven Bereich
bei endlichem [ hat. Das obige Mean-Field Argument liefert wieder die Aus-
sage, dafl unabhiingig von der Stirke des repulsiven Bereichs des Potentials,
die Fliache gebunden ist, solange bei [ = 0 ein globales Minimum besteht. Der
Einfiufl der Fluktuationen kann aber dafiir sorgen, dafl ein Phaseniibergang zu
einer freien Phase schon bei endlicher Tiefe des Potentialminimums auftreten
kann. ‘Auch hier prognostiziert die mittlere Feld-Ngherung einen Phaseniiber-
gang erster Ordnung, wenn das Minimum bei { = { einen Nulldurchgang hat
und die Potentialbarrieren endlich bleiben. -Es wird daher ebenfalls fiir die
Aufrauhungsphénomene eine. systematische Theorie bendtigt, die das rlchtzge
ertxsche Verhalten hefert : : . ERTEN
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Abbildung 1.9: Ein symmetrisches Potential mit einer Barriere bei endlichem
Abstand 1. Die mittlere Feld Naherung sagt unabhingig von W immer einen
gebundenen Zustand voraus, soiange G < 0 ist. o




2 Entbindungsiiberginge von

Mem

3

=

branen ung Grenzidchen

In diesem Kapitel werden Adhésionsiibergéinge von Membranen und Benet-
zungsiiberginge von Grenzflichen untersucht. Obwohl beide Systeme verschie-
den sind, lassen sie sich doch im Rahmen des effektiven Grenzflichenmodells
mit ahnlichen Methoden behandeln, vgl. Abschnitt (1.1.1). Beiden Systemen
ist gemeinsam, daf sie einen Phaseniibergang von einer gebundenen Phase zu
einer ungebundenen Phase zeigen konnen, der durch thermische Fluktuatio-
nen modifiziert wird. Wie in der Einfithrung gezeigt wurde, kann die mittlere
Feld Naherung in solchen Fillen nicht angewendet werden. Im Rahmen von
funktionalen Renormierungsgruppen (RG) Rechnungen kann der Einflul von
thermischen Fluktuationen auf den Phaseniibergang systematisch untersucht
werden. Ein weiterer Vorteil dieser Methode liegt darin, daB sie einen all-
gemeinen Zugang zu diesen Phinomenen ermdglicht und dariiber hinaus die
Méglichkeit bietet, eine Klassifikation von physikalischen Systemen vorzuneh-
men, die ein identisches kritisches Verhalten zeigen. ' '
Prinzipiell lassen sich exakie RG formulieren [84, 82, 83, 80, 41, 77}, die
aber leider schwer zu studieren sind. Daher vereinfacht man sie zweckmiBiger
Weise, indem man geeignete approximative Schemata benutzt. Hier sollen
zwei approximative RG benutzt werden. Die eine basiert auf einer Hard-Cutoff
182, 79] Prozedur, die andere auf einem Sofi-Cutoff [84, 70, 76] Schema. Es

adad

wird sich zeigen, dafl beide Approximationen zu konsistenten Aussagen fiihren.

LY

Der effektivie Hamiltonian (1.17)

H{l} = [ { v“z)2+V(z)} 2.1)
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ist der Ausgangspunkt der RG Rechnung. Der lokale Abstand zweier (d — 1)-
dimensionaler wechselwirkender Flachen wird mit [(#) bezeichnet; fiir ther-
misch angeregte Undulationen ist die freie Energie pro Fliche gegeben durch:
3K (V™1)?, wobei im Membranfall K die effektive Biegesteifigkeit und n = 14¢
ist; bei Grenzflichen ist K die effektive Oberflichenspannung und n = 1. Der
effektive Hamiltonian enthalt einen impliziten “Cutoff” a fiir die kurzwelligen
Fluktuationen, der von der Grifle der Molekiile ist, die die Fliche bilden. Der
zweite Term, die direkte Wechselwirkung, enthdlt bei Adhésions— und Benet-
zungsphénomenen eine harte Wand bei [ = 0, da die beiden Flidchen sich nicht
durchdringen kdnnen.

Die statistischen Gréflen des Modells, das durch (2.1} definiert ist, werden
von der Zustandssumme

z= f D{i}eHWT (2.2)

abgeleitet, wobei f D{l} ein Pfadintegral iber alle méglichen Flichenkonfigu-
rationen bezeichnet.

Allgemein wirken RG Transformationen als nichtlineare Abbildungen im
Funktionenraum der Wechselwirkungen [64, 82, 83, 80, 41, 77], hier der direk-
ten Wechselwirkung. Sie wirken in zwei Schritien, die die Zustandssumme Z

invariant lassen. Zuerst werden kurzwellige Fluktuationen ausintegriert. Im .

Hard-Cutoff (HC) Schema werden alle Fluktuationen I.:

I (z) = ( /,, b L A9 ) =2 (p), (2.3)

die einen Wellenvektor in der Kugelschale mit Radius A ~ ¢~ und Dicke 65
haben, ausintegriert. Mit f;‘ wird das Integral iiber die Impulse bezeichnet,
das fiir groBe Impulse vom Cutoffi A =~ 1/a abgeschnitten wird. Nach der
Ausintegration hat das System dann den neuen Cutoff a(1 + 6s) [82, 79, 80].
Im Soft-Cutoff (SC) Verfahren sind prinzipiell alle Fluktuationen prisent,
allerdings werden die kurzwelligen Moden durch eine Gewichtungsfunktion un-
terdriickt. Einer kompletten Ausintegration im HC Fall entspricht hier das
teilweise Ausintegrieren von Moden, was dann auf eine neue Gewichtungsfunk-
tion mit einer stdrkeren Unterdriickung der kurzwelligen Fluktuationen fiihrt
[84, 70, 76). L _ _ o
~ Bei beiden Schemata wird das System in einem zweiten Schritt entsprechend

O
=11+ Chs). o o (2.5)
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reskaliert. Im HC Fall stellt das sicher, dal der Cutoff wieder seinen urspriing-
lichen Wert a zuriickerlangt. Im SC Fall fallt die Gewichtungsfunktion dann
wieder auf ihrer urspriinglichen Liéngenskala ab. Das anisotrope Reskalieren
von [ mit dem Faktor ( stellt sicher, da8 der Hamiltonian der freien Flache (2.1)
invariant unter der RG Transformation ist, die Skaleninvarianz der freien Flache
also gesichert ist. Der Unterschied zwischen Membranen und Grenzflichen ist
in diesem Schema lediglich durch verschiedene Werte von ¢ gegeben [57, 56].

Allgemein erhilt man fiir beide Verfahren eine Flufigleichung fiir das Wech-
selwirkungspotential. Um die Wirkung dieser Flufigleichung zu verstehen,
kénnte man die RG Gleichung aufintegrieren und den resultierenden RG Fluf§
studieren {51]. Diese Vorgehensweise ist jedoch sehr aufwendig und erfordert
typischerweise eine grofie Anzahl von Iterationen. Statt dessen wollen wir eine
globale Analyse der Fixpunktstrukturen durchfiihren; die eine systematische
Untersuchung der Ordnung des Phaseniibergangs und seiner universellen Ei-
genschaften erlaubt.

Die erste RG Transformation, die wir untersuchen wollen, ist eine Erweite-
rung [57, 56, 51] von Wilsons approximativen Rekursionen [82] und basiert auf
einer Hard-Cutoff Prozedur. Fiir infinitesimalen Reskalierungsfaktor b — 1+0s
fiihrt diese funktionale RG zu den Fluigleichungen [57, 56, 51}

s 2
%U = ['rU + y—af* +In (1 + %)J (2.6)
mit 7 = d) /¢ und dimensionslosen Variablen y ~{und U ~ V.

Im Rahmen des SC Schemas fiithrt die Konstruktion einer anderen appro-

ximativen RG [80, 84, 76] auf die Flufigleichung:
8U _au 82U (U’

In beiden Féllen héngt der RG Fluf nur von dem Parameter 7= dy/¢ ab.
Der explizite Vorfaktor ¢ kann fiir { # 0 in s absorbiert werden. Die Anwen-
dung der RG Rechnungen auf konkrete physikalische Systeme reduziert sich auf
ein Auswerten der RG Transformation mit dem entsprechenden Parameter 7.
Wir wollen deshalb eine. globale Anaivse der RG Glelcthgen fur verschjedene
T-Werte vornehmen ' .

2.1,1 Bifurkationsstruktur und Universalititsklassen fiir
Adhésions- und Benetzungsiiberginge

_Die Rekursionsgleichungen (2.6) und (2.7) geben verldfliche Resultate fiir
Grenzflichen in zwei Dimensionen {57, 56]. Dieses System ist charakterisiert

26




durch einen Parameter 7 = 2 und kann mit Hilfe von Transfer-Matrix Rech-
nungen exakt geldst werden (18, 53], siche auch Abb. 3.1 fiir das analoge Auf-
rauhungsproblem. Die approximativen RGs geben kritische’ Exponenten mit
Abweichungen von ein paar Prozent vom exakten Resultat.

Zuerst studieren wir die Fixpunkte U*(y) mit 8U*/0s = 0. Im HC Fall
gehorchen sie der Gleichung '

. aUg aZU*
U Ty, +1n{1+-——ay2}—0, (2.8)

und im SC Fall haben wir die Gleichung

oU | BPUT (8U*)2_0

, Q
gyt g 5 (2.9)

Die Fixpunktgleichungen (2.8) und (2.9) miissen durch geeignete Rand-
bedingungen erginzt werden. Fiir Entbindungsiibergiinge méchie man eine
harte Wand bei y = 0 und fiir grofle ¥ einen Abfall des Potentials nach Null
haben. Diese Randbedingungen fithren auf eine ganze Linie von Fixpunkten
U*(y) = U*{yle) mit ¢ > 0. Fiir den HC Fall ist das asymptotische Verhalten
der Fixpunkte gegeben durch [56)

Uly) o /y” + (7 +2}/7] Iny (210
fiir kleine y und durch o
© U ) = enlo)fy" + pslo)y™ exp(—y?/2) (2.11)

fur groﬁe y. Fiir den SC Fall fiihrt eine asymptotische Analyse von (2.9) auf
| . 1,7 5N
Uty) minofy) + 50 1= (e +3)| 212

fiir kleine  [31] und fiir groBe ¢ auf dasselbe asymptotische Verhalten wie in
(2.11). - g e R R

Die Funktion pz(c) fiir den potentzabfallenden Teil der Fixpunkte kann
durch numerische Integration der beiden Fixpunktgleichungen (2.8) oder (2.9)
mit, jeweils (2.10) bzw. (2.12) als Anfangsbedingung erhalten werden. An (2.11)
sieht man, dafl alle Fixpunktpotentiale wie 4" abfallen, wenn die Funktion
pr{o) ungleich Null ist; falls jedoch pr(0) = 0 ist, ist das Fixpunktpotential
kurzreichweitig und hat einen GauB’schen Abfall. Die kurzreichweitigen Fix-
punkte sind von besonderem Interesse, da physikalische Potentiale fiir wichtige
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Abbildung 2.1: Die Funktion pz(s) (gestrichelte Kurve) und die Eigenwerte
Aj{e) (durchgezogene Kurve) fiir 7 = 2. pr(o) hat zwei Nullstellen, zu denen
die beiden kurzreichweitigen Potentiale Ug,(y) und U (y) gehoren.

Systeme ebenfalls kurzreichweitig sind und ihr kritisches Verhalten demnach
durch die Nullstellen der Funktion pr{o) bestimmt ist.

Im folgenden soll die Funktion py(o) fiir verschiedene Parameter 7 unter-
sucht werden. Fir kleine 7 ist die Funktion pr(o) konvex nach unten, mit
einem Minimum bei og; [56, 41, 77] und hat zwei Nullstellen bei 0 = o5
wd ¢ = og, die den zwei kurzreichweitigen Fixpunkten UZ,(y) und UZ,(y)
entsprechen, siehe Abb. {2.3). Die Funktion pr(c) fiir r'= 2 ist in Abb. (2.1)
gezeigh. Die daraus folgende Struktur des Phasendlagraﬂuns ist in Abb. (2.2)
zu sehen [57, 56).

Von der expliziten Form von Uly{y) und Ud{y) scl"uxeut man, dafl sie zur
kritischen bzw. ungebundenen Phase gehdren. Wir werden das spiter veri-
fizieren, wenn die Eigenstérungen um Fixpunktpotentiale untersucht werden.
Da diese beiden Fixpunkte die einzigen kurzreichweitigen sind, ist das kritische
Verhalten von allen Wechselwirkungen, die wie ™™, mit m > 7, abfallen, durch
das Paar UZ,(y) und U, (y) bestimmt. Die so definierte Gruppe von Wech-
selwirkungen zeigt ein identisches kritisches Verhalten und bildet das Regime
starker Fluktuationen, das (SFL) Regime [56, 51]. Das Regime intermedisrer
Fluktuationen (IFL Regime) wird durch die- Wechselwirkungen gebildet, die
w:ae y“‘f abfallen _Wie wir weiter unten sehen Wercien zeigt das IFL Regime
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Abbildung 2.2: Phasendiagramm und der parabolische RG Flu8 fiir 7 = 2, der
aus (2.1) folgt. Die Phasengrenze ist gestrichelt dargestellt und besteht aus
zwel Teilen:

(i) dem parabolischen Teil, an dem die Fixpunkte eine relevante Eigenstdrung
haben, die kentinuierlich von o abhingt. Potentiale, die links von diesem
Parabelast in die {pz, o)-Ebene abgebildet werden, haben ein globales Mi-
nimum, welches unter der RG Transformation immer tiefer ausgebildet

»wird, Die Fliche ist gebunden. Potentiale, die zwischen die Parabeliste

- in die {pr, 5)-Ebene abgebildet werden, treiben unter der RG Transforma-

tion auf den rechten Parabelast zu, der aus rein attraktiven Fixpunkten

bestent. Aus der rein repulsiven Form dieser Fixpunkte folgt, daff die
Flache frei ist.

(i1} aus einer Line, die in den Scheitel der Parabel miindet. Die laterale Korre-

. lationslange divergiert hier wie eine wesentliche Singularitit bei Annshe-

- .Tung an die Phasengrenze; R. Lipowsky, 1988, Ref. [56, 57} . =
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Abbildung 2.3: Die beiden kurzreichweitigen Potentiale U, (y) und U¢, () fiir
7 = 2. Sie reprisentieren jeweils die ungebundene bzw. die kritische Phase.

nichtuniverselles Verhalten, da die kritischen Exponenten von der Amplitude
des Potenzabfalls abh&ngen.

Die Universalitit des SFL Regimes gilt solange, bis die Funktion pi(c)
weitere Nullstellen hat. Das geschieht bei gréferen Werten von 7, da dann die
Funktion pr = pr(¢) mehr Struktur entwickelt.

Zuerst hat pr{c) bel einem bestimmten Wert 7= 7» einen Sattelpunkt der
bel ¢ = oge mit ogs < 051 legt, siche Bild (2.4). Aus diesem Sattelpunkt bi-
furkiert fir 7 > 7 ein zusitzliches Minimum und Maximum von pr{c) heraus,
die die o-Werte ¢ = o g5 und g, haben, vgl. Bild 2.5. Das neue Minimum bei
o = ¢ g5 bewegt sich nach unten fiir zunehmendes v und schneidet die o-Achse
bel 7 = 795 > 72, vgl. Tabelle 2.1. Die Funktion pz(¢) hat nun vier Nullstellen.

Wenn T ncch weiter erhoht wird, tritt ein weiterer Sattelpunkt bei 7 = m
auf, der zwischen dem Minimum und dem Maximum der vorherigen Bifurkation
liegt. Aus diesem Sattelpunkt entwickelt sich ein neues Paar von Extrems von
pr(c), das bei 0 = oz und ogs liegt, siche Abb. 2.6. Fiir 7 > 752 > 73 hat
or(0) ein weiteres Paar von Nullstellen o3, 053. Die Bifurkationen von pr (o)
spiegeln sich auch in einer Zunahme von relevanten Eigenstérungen wieder, die
jetzt betrachtet werden sollen.

30




Abbildung 2.4: Die Funktion pr(o) (gestrichelte Kurve) und die Eigenwerte
Aj(e) (durchgezogene Kurve) fiir 7 = 73. Bel ¢ = ogs zeigt pr(c) einen
Sattelpunkt und Ax(e) beriihrt die o-Achse.

5 10
. . . s
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‘Abbildung 2.5: Dieselben Funktionen wie in Abb. 2.4 fiir 7 =5 > 7. pL(a) hat
Jetzt vier Nullstellen. Zwischen o5z und ogp ist ein zweiter Eigenwert relevant.
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Die Eigenstérungen fi(y) am Fixpunkt U*(y) sind durch

( - %) At y% + [1 + a;;*] B %2;2‘ =0 (2.13)
fiir den HC Fall und durch
fiir den SC Fall gegeben. Im HC Fall verhilt sich f wie [56]:
Fr~ 1/y™M¢ fiir Kleine y (2.15)
und wie
@) = Ly + Dy exp(—47/2) (2.16)
fiir grofle y. Im SC Fall finden wir
) =1 (r = MQ)y?/6 (2.17)

fiir kleine y und dasselbe Verhalten wie in (2.18) fiir grofBe y.

Relevante Stérungen mit einem Potenzabfall C/y™~*/¢ wiirden den Schwanz
von U* dominieren und dann Potentiale, die wie ¥~ oder schneller abfallen,
aus dem SFL bzw. IFL Regime heraustreiben. Daher forderen wir fiir alle
erlaubten Eigenstérungen:

C=C/¢ o) =0, (2.18)

sowoh! im HC als auch im SC Fall 56, 57, 31]. Diese Bedingung selektiert einen
diskreten aber unendlichen Satz von Eurzreichweitigen Eigenstorungen mit den
dazugehorigen Eigenwerten aus.

In Analogie zur Funktion pr(c) konnen die Eigenstdrungen fiir ein vor-
gegebenes Fixpunktpotential U*(y|o) numerisch berechnet werden. -Dazu in-
tegriert man die Funktion fy mit dem in (2.15), bzw. in (2.17) gegebenen
Anfangsverhalten solange auf, bis die Asymptotik fiir grofie y erreicht ist. Bei
der Integration wird der Wert C' = C(A/(, o) ermitteit und im Rahmen einer

N1 S TS TN N ¥ N SIS e T e srrmad mo P T,
Nullstellensuche durch Variation des Eigenwertes A/ auf Null gebracht.

Es ergibt sich dann das folgende Bild: Fiir ¢ > o sind alle Eigenstdrungen
irrelevant. Wenn o kleiner wird, erscheint eine relevante Higenstorung mit
-Eigenwert A1 > 0 zuerst-bei 6= og;, dh. “beim Minimum von. pr(o). - Fir
T < Ty ist fiir jeden Wert von o keine andere Eigenstérung relevant. ~Der
daraus folgende parabolische RG Flufl [56] ist in Abb. (2.2} dargestellt.

32 -




%% % & % E3 S %2 51 %o

Abbildung 2.6: Fiir 7 = 8 > 73 ist die Bifurkationsstruktur zu sehen. pr(c)
hat jetzt sechs Nullstellen. Zwischen oz, und o g5 bleibt der zweite Eigenwert
relevant. Zusétzlich ist ein dritter Eigenwert im Intervall (ogs, 0z3) relevant.

Wenn jedoch ™ = 7 erreicht ist, beriithrt eine zweite kurzreichweitige Ei-
genstorung mit Eigenwert Ay = Ao(o) die o-Achse bei 0 = ogo, siche Abb. 2.4.
Fir 7 > 7, wird Ag im o-Bereich zwischen o535 < 6 < ogs relevant. Fiir 7 = 73,
beriihrt ein dritter Eigenwert, A3 = A3(0), die o-Achse und wird fiir 7 > 75 im
Intervall ogz < 0 < ogs relevant, sieche Abb. 2.6. Man sieht die Verkniipfung
zwischen neuen Pearen von Extrema der Funktion pr (o) und dem Auftauchen
neuer relevanter Bigenwerte. Da es eine unendliche Anzahl von kurzreichweiti-
gen Eigenstorungen gibt, wiederholt sich diese Art von Bifurkation unendlich
oft, wenn 7 nach Unendlich geht.

Verbunden mit der relevantesten Eigenstérung sind die kritischen Expo-
nenten des Systems. Der kritische Exponent vy hesbm"eibt die D“.re:genz det
lateralen Korrelatlonslange 5” und ist durch ' : :

=1/ : T '_'-.(2_._19)

fir o < OE1 g,egeben [56, 57]. Alle anderen kritischen Exponenten kénnen iiber
Skalengesetze durch v oder A; ausgedriickt werden {53]. Der Exponent ¢ fiir
den mittleren Abstand der Flichen und der Exponent v der Rauhigkeit der

Fliche geniigen:
¢=I/_|_=C.U”:C/A1. (220)
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Der Exponent « fiir die spezifische Warme ist durch
2—C¥:d§|1/n=7”{bﬂ‘?"/(/\1/g) (2.21)

bestimmt.

Bine Betrachtung der Funktion pr(c) zeigt, daB sich der Eigenwert A;/(
dem Wert 7 anndhert, wenn ¢ nach Null geht, siehe dazu die Abb. (2.5) und
(2.6), jeweils fiir 7 = 5, bzw. 7 = 8. Praktisch ist dies schon fiir o-Werte, die
kleiner als das ¢ sind, bei dem die letzte Bifurkation stattfand, erfiillt. Es gilt
dann, daB 2 — @ =~ 1 ist: der Phaseniibergang ist von erster Ordnung.

Der generische RG FluB fiir 750 < 7 < 73 ist in Abb. 2.7 dargestellt. Der
Parameter py, ist durch den langreichweitigen Schwanz der direkten Wechselwir-
kung bestimmt, wihrend die Koordinaten p; und p, die zwei kurzreichweitigen
Stérungen mit A; und As représentieren. Dieser dreidimensionale Parameter-
raum enthilt eine zweidimensionale Separatrix zwischen den gebundenen— und
den ungebundenen Zusténden, sieche Abb. 2.7. In der Separatrix selbst ist eine
Linie von trikritischen Punkten, die eine (schraffierte) Region von Ubergiingen
erster Ordnung, von einer {unschraffierten) Region von Ubergingen zweiter
Ordnung trennt.

Der RG FluB in dem dreidimensionalen Parameterraum ist auf Ebenen mit
konstantem pz eingeschrénkt. Fir p;, # 0, beschreibt der Flufl die Renormie-
rung solcher Potentiale U*(y), die wie U*(y) ~ 1/y" fiir grofe { abfallen. Fiir
pr, = 0 andererseits bestimmt der RG Fluf das kritische Verhalten im SFL
Regime [54]. Eine Betrachtung von Abb. (2.5} zeigt, dafl die Ebene mit pp =0
vier Schnittpunkte mit der Linie von Fixpunkten hat. Das SFL Regime ist also
fiir 752 < T < 73 durch vier kurzreichweitige Fixpunkte mit pr = 0 bestimmit.

Der Ubersicht halber wurden nur Abbildungen gezeigt, die mit Hilfe des
HC Schemas gewonnen wurden. Im Rahmen der Sofi-Cutoff Renormierung
zeigt sich eine identische Bifurkationsstruktur. Zum Vergleich sind die nu-
merischen Resultate fiir die beiden Approximationsschemata in Tabelle 2.1
dargestellt. Der Exponent ¢ = (/A; (0s1), dargestellt in Tabelle 2.1, gehdrt
zum kurzreichweitigen Fixpunkt U*(ylog;) fiir kritisches Entbinden im SFL
Regime. Es folgt aus Tabelle 2.1, daB die zwei RGs den Wert 750 = 4.6 £ 0.2
vorhersagen. Eine konservativere Abschitzung erhilt man, wenn man die bei-
den 7p-Werte fiir 7 = 2 mit dem exakten Wert ¢ = 1 vergleicht. Dann fiihren
HC Schema und SC Schema jeweils auf: 7gp = 4.8 £ 4.3, bzw. 79 = 4.5 £ 0.4.
Alle Abschétzungen sind daher konsistent mit der Grenze 75024. "
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Abbildung 2.7 Fixmmkt Struktur und RG FluB fiir 750 < 7 < 7. Die Linie
von Fixpunkten (durchgezogene Kurve) bestimm (i) die freien, ungebundenen
Zustinde und. (i) die Separatrix fiir Entbindungsiibergénge. In der Separa-
trix liegt eine Linie von trikritischen Punkten, die eine schraffierte Region von
Phaseniibergéingen erster Ordnung von einer- unschraﬂierten ‘Region mit Pha--
senubergangen zweiter Ordnung trennt.
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T |T=myp |r=Tey |t¢ |t=m¢ |r=Tsm9 |9

HC

210614175 0.71|4.797 0.66|5 0.658 66815 0.58|7.342 0.52]8 0.49
21.12}14.077 0.69/4.4%1 0.66|50626.113 0.56[6.613 0.53/8 0.48

Tabelle 2.1: Numerische Resultate fiir charakteristische m-Werte 7, 762, 73
und 7g3, und fiir den kritischen Exponenten 9% = (/A1(0s1) wie er aus den
Hard-Cutoff (HC) und dem Soft-Cutoff (SC) Schema folgt.

2.1.2 Die Ordnung des Adhé#sionsiibergangs fiir reale
Membransn

Mit Hilfe der obigen Abschidtzung soll jetzt untersucht werden, inwieweit reale
Membranen universelles Verhalten zeigen. Die attraktiven van der Waals
Krifte kdnnen zu einem gebundenen Zustand von realen Membranen fithren
auch wenn kein Zuflerer Druck vorhanden ist [72]. Die entsprechende direkte
Wechselwirkung f3llt wie ~ 1/1* fiir groflen Abstand [ ab, siehe (1.22). Das
bedeutet, daB fiir fluide Membranen mit v = 2 die van der Waals Wechsel-
wirkung zum SFL Regime gehort. Fir 7 = 2 < 7 zeigt das SFL Regime
universelles Verhalten: Alle Entbindungsiibergdnge sind bestimmt durch den
kurzreichweitigen Fixpunkt U*(y|o = 05:1) und miissen so von zweiter Ordnung
sein.

Fir polymerisierte Membranen ist die Situation nicht so einfach. Fir
¢ = 0.5 und 7 = 4 gehdren die polymerisierten Membranen zum ‘intermediate
fluctation’ (IFL) Regime, da die fluktuationsinduzierte Wechselwirkung densel-
ben Potenzabfall hat wie die nichtretardierte van der Waals Wechselwirkung.
Im IFL Regime sind die kritischen Exponenten nichtuniversell und hingen von
der Amplitude des Potenzschwanzes ab, siche z.B. Abb. (2.5). Uberginge von
erster Ordnung kénnen in diesem Regime auftreten, aber fiir Wechselwirkun-
gen mit nur -einem Minimum ist der Ubergang von zweiter Ordnung. Falls
¢ > 0.5 ist, gehort die van der Waals Wechselwirkung ebenfalls zum SFL Re-
gime mit universellen Exponenten und wir kénnen nichtuniverselles Verhalten
ausschlieBen, welches wir fiir 7 > 7¢, gefunden haben.
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Abbildung 2.8: Der kritische Exponent ¢ fiir den Fixpunkt U, als eine Funk-
tion von 1/7. ¢-Werte, mit (+) bezeichnet, wurden durch eine RG mit endli-
chem Reskalierungsfaktor b = 2 erhalten.[57, 56, 51] Der Unterschied zwischen
beiden RG Schemata ist von der Ordnung von ein paar Prozent. Aus den
numerischen Rechunungen erhilt man 3 ~ (1/7)1? fiir grofe r. =

2.1.3 Membranen mit lateraler Spannung und der Li-
mes fiir groBes 7

Zweidimensionale Membranen unter lateraler Spannung und zweidimensionale
Grenzfliichen in drei Dimensionen sind marginal rauh [12, 37] und durch 7 = oo
charakterisiert, was offensichtlich grofler als 7 = 75 ist. Daher kdnnen solche
Flichen auch im SFL Regime Phaseniibergénge erster Ordnung zeigen. Die van
der Waals Anziehung gehért nun in das weak-fluctuation Regime. In diesem
Hegime ist aber eine Superposition der direkten Wechselwirkung V(i) und der
ftuktuationsinduzierten Wechselwirkung Ve, (l) ~ exp(—1/ly) zuldssig [50, 54]
und fithrt auf Ubergénge erster Ordnung, siche Abb. 1.8 in der Einfiihrung.
Der Exponenten u und ¢ fiir das SFL Regime zeigen aber singulires Ver-
halten fur grofe 7. Man betrachte zum Beispiel den Exponenten ¢ fiir das
Fixp unktpotential U3, weicher gegen 7 in Abb. 2.8 aufgetragen wurde.
“Der doppelt logarithmische Plot suggeriert ein Potenzverhalten von 7 wie -
~ (1/7)® fiir groBe 7 mit b~ 1/2. Wie wir im nichsten Abschnitt sehen wer-
aen sagen analytische ﬁetracntungen b=1 /d voraus. Aus belcien Resultaten
schheﬁen w1r _ _ .
R 'I,b 0 und. vp =00 Cflir 7 = oo. (2 24)

Fur T = oo hat die nichtlineare RG keine Fixpunkte, die kompanbel mit
der Randbedmgung einer harten Wand sind, vgl. Abschnitt (2.2) und auch
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Ref. [51]. Einige frithere Arbeiten verwendeten deshalb die linearisierte Form
der nichtlinearen RG, um mit einem Matching-Verfahren das kritische Ver-
halten des Entbindungsiibergangs von Grenzflichen in drei- Dimensionen fir
kurzreichweitige Potentiale herauszufinden [11, 49, 19]. Wenn die Bedingung
der harten Wand in das Matching-Verfahren eingebaut wird, findet man drei
Regimes. Von diesen Regimes ist jedoch kein Regime dabei, das die Exponen-
ten zeigt, die in (2.22) im Limes 7 — oo erreicht werden. Im Limes von grofien
T passen die Resultate der nichtlinearen RG daher nicht mit den Resultaten
der linearen RG flir 7 = oo zusammen.

2.2 Der Limes fiir grofle 7: Driftende Fix-
punkte

Wenn man das Verhalten der Fixpunkte im Limes 7 — oo studiert, wird man
auf das Konzept der ‘driftenden Fixpunkte’ gefiihrt. Dazu betrachte man die
kurzreichweitigen Fixpunkte der nichtlinearen RG. Abbildung (2.9) zeigt alle
kurzreichweitigen Fixpunktpotentiale U§;, Ug; der Hard-Cutoff Renormierung
fiir r = 8. Man sieht, daf} die Form von Ug,;, Us, und Ug; sich der von Ug,
angeglichen hat, das Minimum von Ug, beispielsweise ist fast v6llig verschwun-
den. Die Potentiale unterscheiden sich praktisch nur durch den Ort, an dem
sie nach Null abfallen.

Die Fixpunkte Ug;, die Phaseniibergéngen erster Ordnung entsprechen, se-
hen fiir grofle Abstinde y asymptotisch wie die Fixpunkte Ug;_, aus, haben
aber ein ausgeprigtes Minimum bei kleinen y. Der Ort des Minimum bleibt
relativ konstant, wenn der 7-Wert geédndert wird. Man sieht daher sofort ein,
dafl das kritische Verhalten der Fixpunkie, d.h. das Verhalten der relevante-
sten Eigenstorung nicht allein durch den asymptotischen Teil fiir grofie y der
Fixpunkte gegeben sein kann. Sonst miBten ja z.B. U und U, ein identi-
sches kritisches Verhalten zeigen. Ug hat aber eine relevante Eigenstorung,
mit v = 1/A = 1/d), wihrend U}, keine relevante Eigenstérung hat.

Man kann aber alle Potentiale danach klassifizieren, ob sie im Limes 7 — o0
eine Bigenstdrung A & 1/d; haben oder nicht. Nach dieser Klassifizierung
bilden -dann alle Ug; und alle Ug; jeweils- die beiden Klassen ohne, bzw. mit
dieser Eigenstérung, wobei immer genau ein Paar Ug; und Ug; fiir grofie [ ein
identisches asymptotisches Verhalten zeigt. o

-.Das Verhalten der kurzreichweitigen Fixpunktpotentiale kann analytisch
verstanden werden. Dazu betrachten wir wieder die Fixpunktgleichung und
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Abbildung 2.9: Alle kurzreichweitigen Fixpunkte fiir + = 8

die dazugehdrige Eigenwertgleichung fiir die Hard-Cutoff Renormierung:
your A

Ut gy T |1 | =0 - en)
l—i f _]_.g’.’.%_i_ r1_§_32U$-—'1.5.3.;'11—.0 | .(224)

Fir die folgende Anslyse wurde in den obigen Gleichungen die Grofien U und y
so umskaliert, dafl der Parameter 7 nun im Nenner des zweiten Term auftritt,
der Einfachheit halber wurden die alten Bezeichnungen beibehalien.

Fiir grofle Absténde y kann die lineare Version der Fixpunktgleichung ver-
wendet werden:

you* a*U»
P —=40. 2.2
U*+ - + 5 (2.25)
Die kurzreichweitige der beiden unabhéngigen Losungen ist gegeben durch:
U = A Doa(y/VT) exp(—4%/ (47)), (2.26)

mit D;_;(z) einer parabolischen Zylinderfunktion in Standardnotation [4]. Fir
ganzzahliges v kann die parabolische Zylinderfunktion durch ein Herxmte Po-
iynom a.usgedruckt werden, die Losung kann dann in der Form e By

D:m&AHm(y/\/‘é‘%exn( 20 @
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geschrieben werden [65]. Die parabolischen Zylinderfunktionen, bzw. Hermite
Funktionen, haben einen sogenannten Ubergangspunkt (Turning-point), an
dem der oszillierende Teil der Funktion in den monotonen GauBisch abfallen-
den Teil der Funktion {ibergeht. Der Ubergangspunkt v, ist durch (27 — 1)1/
gegeben [6, 78]. Der kurzreichweitige Teil der asymptotischen Losung, wie sie
in (2.11) angegeben worden ist, gilt dann fiir y/v/27 > v, und lautet in dieser
Skalierung:

U*(y) = ps(o)y™ " exp(—y°/(27)). (2.28)

Fiir 7 = oo gibt es keine Fixpunkte mehr, die kompatibel mit den Randbe-
dingungen der harten Wand sind und fiir grofle y nach Null abfallen [51]. Man
sieht das sofort, wenn man (2.23) fiir 1 = co betrachtet: Es fehlt dann der
zweite Term, der die Funktion einer Dadmpfung hat. Ohne diesen Term sind
die Fixpunkte fiir groBe y rein oszillatorisch, siehe auch (2.25). Umgekehrt
ist der triviale Fixpunkt zwar kompatibel mit der Randbedingung fiir grofie
y, aber offensichtlich nicht kompatibel mit der Bedingung einer harten Wand
bei y = 0. Diese Eigenschaft der RG ist der Grund dafiir, daff die Fixpunkte
und Eigenstérungen im Limes 7 — ¢o nichtanalytisch in 7 sind. Der Fixpunkt
Us, beispiclsweise, verschwindet erst fiir Abstande y/v/27 > vy, Da aber der
Turning-Point als Funktion von y linear mit 7 anwéchst, driftet der Bereich,
in dem der Fixpunkt Ug, endlich ist, ebenfalls linear in 7 nach Unendlich. Fir
grofie 7 ist U3, dann praktisch Unendlich wenn y < vy, ist.

Wir sind aber an dem Verhalten der Fixpunkfunktionen in der Nihe des
Ubergangspunktes interessiert und miissen eine Entwicklung der parabolischen
Zylinderfunktion fiir /v2r = O(u;,) machen. In der mathematischen Lite-
ratur findet man die gewlinschte Entwicklung, die eine Intergaldarstellung der
Hermite Funktion benutzt und dabei mit Hilfe der Sattelpunktsmethode zum
Ziel fihrt. Da die zweite Ableitung einer Hilfsfunktion am Entwicklungspunkt
verschwindet, mufl die Integration in die komplexe Ebene gedreht werden. Das
fihrt dann auf die Airy-Funktion Al( }, man erh3lt [6, 78]:

Dr_1(y/v/T) ~ (Ai(t) + O(z7%5)), (2.29)

wobei die neue Variable ¢ mit y durch y/v/27 = w4, +t/(v2(1— 1)1/8) zusam-
mgqhéngt. In _ﬁ'ihrendar __Ordnung erhélt man: _

y= 2T+rl/3t—2+o(ff.2/3\ e (230)

Man kann Jetzt diese Entwicklung benutzen, um das Verhalten der kurz-
reichweitigen Fixpunkte im Limes 7 — co zu studieren. Aus den numerischen
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Resultaten weil man, daf die Form aller kurzreichweitigen Fixpunkte U%; ge-
gen Ugy konvergiert, wobei die U; gegeniiber U, verschoben sind. Das legt
zusamimen mit (2.30) nahe, die Abstandsvariable y wie y = 27 +a7®+ z umzu-
skalieren. Dabei ist der erste Term (27) durch den Ubergangspunkt definiert;
der néchste Term (a7®) ermdglicht die Verschiebung vom Ubergangspunkt, die
Parameter a und & sind hier noch nicht festgelegt und werden spéter an die
jeweiligen Fixpunkte angepaflt; die neue Variable z schliefllich mifit als Rela-
tivkoordinate den Abstand von 27 + a7®.

Die Variable ¢ kann durch z ausgedriickt werden und man erhilt als Nghe-
rung fiir das Fixpunktpotential:

2 1 1
Ui~ ep(-5 o) (Ailertd + 73+ D+ O] (231)

Schiiefllich wird noch der Zusammenhang zwischen y und z eingesetzt und die
Airy-Funktion um a7m~3 entwickelt. Es ergibt sich aus obiger Gleichung:

Usin ~ exp(=2){Ai(ar""3) + AT'(ar*"3)r 73 (2 + )+0( ") (2.32)

Aus der numerischen Intergration der Fixpunktgleichung ist bekannt, da8
die Fixpunktfunktion U$; genau ein Minimum hat und alle weiteren Fixpunkte
Ug, mit ¢ > 1, ein globales Minimum haben, das dem Minimum von U},
entspricht. Die weiteren Minima der U}, mit ¢ > 1, sind sehr viel schwicher
ausgeprégt und verschwinden im Limes von grofien T sehr viel schneller als das
jeweilige globale Minimum. Wenn also nun alle U};, mit i > 0, asymptotisch
gleich aussehen sollen und das globale Minimum erhalten bleiben soll, wie
es die Numerik nahe legt, muf§ der fithrende Term in (2.32}), d.h. AI(CET 3)
verschwinden. Die Forderung Ai(ar® 5‘ = 0 ist aber pqmvaient o

ar®"3 = g, baw. a7’ = apT3. (2.33)
Dabei ist ax eine Nullstelle der Airy-Funktion {mit a; < 0). Zuerst folgt aus
die sem Q\,amtat das der Zusammenhang zw;sc‘lcu_-y und z gggeben i_st iiber:

:?J"’zxr—é-ak’i‘s-%-z, e (264)

der Exponent b=1 /3. ist. In Ref. [16] w1rd Gl (2 34) auf andere Welse ge-
funden. . Weiter folgt aus dieser Parametrisierung, da8 alle. aL.ffrPuenden U
mit ¢ > ¢ durch ein a; gekennzeichnet werden konnen, also. U5, durch a,, UZ,
durch a; und so fort. Wie schon oben bemerkt, sind dann die entsprechenden
Ug;: jeweils durch a;_y charakterisiert. Da nur der lineare Teil der Fixpunkt-
funktion betrachtet wurde, kann keine Entscheldung getroffen werden, ob fiir
ein gegebenes q; die Fixpum{tﬁmktzon global Ug; oder Uj— 77 ist.
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Da jetzt der Zusammenhang zwischen y und z bekannt ist, kdnnen wir nun
umgekehrt Gleichung (2.34) wieder in die Fixpunkigleichung (2 23) und d_le
Elgenwertgleichung (2 24) einsetzen, man erhélt dann:

oU* U |
U+ 2+ akr—2/3 + zr—l) 5 4 1n [1 + EY ] ={, (2.35)

A s, 0y Oh [ U] 86
(1—d”)fA+(2+akf tar )8z+ll. 6z2J D=0, (230

Im Limes 7 — oo erhalten wir die Gleichungen fiir einen sogenannten “drif-
tenden” Fixpunkt und die Gleichung fiir die Eigenstérungen um diesen drif-
tenden Fixpunkt:

& 277%
U*+2‘35U +1n {H— 2 UJ (2.37)
A 8fx ot 2
(1_d—;;)'f‘\+26 +[ + azJ =z =0 (2.38)

Formal kann man diese Gleichungen auch fiir { = 0, bzw. 7 = oo, er-
halten, wenn man nicht nach Fixpunkten des RG Flusses sucht, wie im Ab-
schnitt (2.1.1) geschehen, sondern nach driftenden Fixpunkten. Im Falle von
infinitesimaler Reskalierung sind die driftenden Fixpunkte durch die Forderung

o _ o
ds By

definiert. Das entspricht dann bei Renormierung mit endlichem Reskalierungs-
faktor b der Bedingung: R[U; ()] = Ug(l — u(b)) [51]. Hier wird bei einem
Renormierungsschritt die Funktion um den Wert u(d) verschoben. Im Li-
mes b = 1+ és ergibt sich dann obige Bedingung, wobei der Zusammenhang
v = l’,iu'»(u)/ do =1 ghb
In Analogie zu der Untersuchung der Fixpunkte fir 7 < 00 kann man
ebenfalls die driftenden Fixpunkte fiir ¥ = oo untersuchen, was im néchsten
Abschnitt geschehen soll. Wir stellen hier zunéchst fest, dafi die kurzreichweiti-
gen Fixpunkte UZ, im Bereich des Ubergangspunktes alle gegen den driftenden
Fixpunkt mit v = 2 konvergieren. Das ermdglicht es, exakte analytische Aussa-
gen fiir das Verhalten der Eigenstérungen im Limes 7 — 0o zu machen. Dazu
etrachten wir jetzt die Gleichungen (2.35) und (2. 36) fur groﬁﬂs aber endl*ches
T und machen che Naherung |zi << 7, man erhalt R

(2.39)

'.'__ 6U 32{]& o ITUR
@+ 2/3’);*5*+I [ a ] 20, o (240)
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und -

- 92177~ a2 ..
aUJ O o (2.41)

A - f,\

- 2 2/3 1 ZJA

(1-5) o rerarmghe | ] 5
Die Fixpunktgleichung kann fiir z in der Nihe des Ubergangspunktes Wleder

linearisiert werden und man erhalt die aligemeine Losung:

U:iin - EXP{ Z(l -+ GET-2/3/2)}{A1 COS(\/ ak[T—Q/(}Z —E~ As Sln(‘\/ a’kIT 2/32)}

(2.42)
Wichtig ist, daB alle Lsungen mit exp{—2z(1 + ax7~%3/2)} abfallen.
Wenn wir die entsprechende Eigenwertgleichung fiir z ebenfalls in der Nihe
des Ubergangspunktes betrachten, kann im letzten Term 24 gegen 1 ver-
nachléssigt werden und man erhélt die allgemeine Lésung:

fr=exp{—z(1 + a7 /2)}{ B, exp(—\/ak7‘2/3 + Adyz) +
Byexp(y/ayT=2/3+ Mdj2)}.  (2.43)

Die Koeffizienten By, B, hingen wieder von den Anfangsbedingungen und
von A/dy ab. In Analogie zu Abschnitt (2.1.1) kénnte man nun wieder A/dj
solange varieren, bis der Koeffizient By, = 0 ist, in diesem Falle wiirde dann
die Eigenstorung nicht den driftenden Fixpunkt dominieren und man hitte
einen erlaubten Eigenwert gefunden. Das Verfahren wiire allerdings hier schwer
durchzufithren, da die Anfangsbedingungen bei z &~ —27 festgelegt werden.
Weiter ist bei z & —27 die Naherung |z| < 7 verletzt, die Voraussetzung fiir
Gl (2.41) ist.

. Zum Gluck fallen alle Fixpunktfunktionen mit einem Exponenten (1 +
g2/ /2) exponentiell ab und wir miissen an alie relevanten Eigenwerte die
Forderung stellen, daB das Argument der Wurzel in (2.43) nicht positiv sein
darf. Dann fallen namlich die entsprechenden Eigenfunktionen mit dem Expo-
nenten (1+ax7~%%/2) ab und dominieren somit nicht mehr die Fixpunktfunk-
tion. Wir fordern also:

CarTR 4 My < 0. e - (2.44)

Der groBte Eigenwert, A = Ay, der mit dieser Forderung vertraglich ist, ist

dann:
A]_/_d” = ~ak7‘“2/3. (2.45)

* Aus der Numerik wei8 man, dafi der fiihrende Eigenwert zu einer monotonen
relevanten Eigenstérung gehort. Der groBte mogliche Eigenwert, At, der durch
(2.45) gegeben ist, ist aber auch gleichzeitig der einzige, dessen dazugehérige
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Eigenfunktion monoton ist, da fir ihn das Argument in der Wurzel gerade
verschwindet.

Fiir a,, welches dem Fixpunkt mit nur einem Minimum, Ug,, entspricht,
wissen wir aus der Numerik, dafl U§, nur eine relevante Eigenstérung hat und
wir schliefen also, dafl (2.45) der gesuchte Eigenwert ist. Aber auch fir die
anderen Fixpunkte U, mit a; und 7 > 1 gibt (2.45) den grdfien Eigenwert.

Weitere kleinere relevante Eigenwerte treten fiir die U§; mit ¢ > 1 auf, siehe
Abschnitt (2.1.1), aber aus der Numerik weifl man, dafl die dazugehorigen
Eigenfunktionen, in Analogie zu den Ug,, ebenfalls geddmpft oszillatorisches
Verhalten zeigen. Das steht im Einklang zu der Ungleichung (2.44), da dann
die entsprechenden Eigenwerte zu einem negativen Argument in der Wurzel
fithren. Fiir alle Fixpunktfunktionen Ug; gilt also, dafl der fithrende Eigenwert
durch A\, = —a;7%/® gegeben ist. Der Eigenwert in Gleichung (2.45) ist exakt
im Limes 7 — cc¢, da nur der lineare Teil der RG in die Rechnung eingegangen
ist, welcher nicht approximativ ist.

Es ist der Verdienst von Ref. [16], daB8 dort die Umskalierung: y = 27 +
ax7/? + z und die Verbindung zur Airy-Funktion gefunden wurde. Allerdings
wurde in [16] Gbersehen, daf die Eigenfunktion zum gréfiten Eigenwert ein
monotones Verhalten in der Variablen z zeigt. Die Argumentation, die dort
zu dem Ausdruck fiir die Eigenwerte fithrt, trifft also nur fiir die kleineren
relevanten Eigenwerte zu, fiir die die Ungleichung (2.44) nicht scharf genug ist.
Es soll hier noch die Argumentation von {16] dargestellt werden.

Ausgangspunkt ist nun die Eigenwertgleichung (2.24) fiir grofe y, wo wieder
im letzten Term &Y%~ 3 U' gegen die 1 vernachlissigt werden darf. Die kurzreich-

weitige Losung 1st _
f=AD yeal/vRen(—H /). (248)

Wleder wird diese Losung um der Ubergangspunkt entwickelt, der nun durch
(2(7' — A/¢) — 1)}/ gegeben ist. Man hat: :

f-m-l(y/\/%—')~(Ai(a+0(f-2f3>>, e

wobei die neue Variable £ mit y durch y/+/27 = (2(r — /() — D)2 +-4/(+/2(r -
A/¢ = 1)V/®) zusammenhingt. Da aber jetzt schon durch die szp\mktfunktlon

die Umskalierung y = 27 + ak’rl/s + z festgelegt ist, folgt fiir ¢:
" 1
B S G §+E)T“1/3 e a2 248)

.. Wieder wird noch der Zusammenhang zwischen y und z eingesetzt und die
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Airy-Funktion um a; + A/{7~'/® entwickelt. Es ergibt sich fiir fy:

A bt 1.,
i~ exp(-z){Ai(ak+—g—r‘1/3)+Ai’(ak+-c—r'1/3)r-%(z+§)+0(7~-2/3)}. (2.49)

Wenn angenommen wird, dafl auch die Eigenstorungen ein Minimum haben
sollen, was nicht fiir die relevanteste Eigenstérung, sondern nur fiir die kleineren
relevanten Eigenstorungen gilt, mufl wieder gefordert werden, dafl der fithrende
Term in (2.49), d.h. Ai(ax+277%/%) verschwindet. Darus folgt fiir dic relevanten

Figenwerte:
Am/dp = [—ak — (—am) ™% mit a,, > ay. (2.50)

Die relevanten nichtmonotonen Eigenstérungen konnen also auch in Analogie
zu den Fixpunktfunktionen durch die Nullstellen @, der Airy-Funktion cha-
rakterisiert werden. Der fiihrende Eigenwert ist, wie schon oben angemerkt,
hier nicht enthalten, er ist durch die Gleichung (2.45) gegeben.

2.3 Driftende Fixpunkte flir 7 = o0

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, daf} die Fixpunkte in der Nihe des
Ubergangspunktes v, ~ 27 durch die Differentialgleichung fiir driftende Fix-
punkte mit v = 2 beschrieben wird. Es ist daher lohnend, die driftenden
Fixpunkte fiir 7 = co systematisch zu untersuchen. Allgemein smd drlftende
F prunkte durch die Bedingung

RSO = VS0 —w®)) (2.51)

definiert [51]. Bei einem Renormierungsschritt mit endlichem & wird die Funk-
tion um den Wert u(b) verschoben. Im infinitesimalen Limes b = 1 + s ergibt
sich im Rahmen der approximativen Hard-Cutoff Renormierung dann foigenae
Dlﬁerentialglelchung fiir die driftenden lepunkte ' :

: _wd+,uai+ln[l+8aU2 j _._0 | = (252)

d

Gl (2.52) ist eine Verallgemeinerung von (2.37), da hier der Parameter v =
du(b)/ db!b_l nicht festgelegt ist. Die ko respondlerenden Eigeustorungen Lolge'l

dann. aus der: Elgenwertglelchung

N 5 2y “1_32 S PR
'(1——!%)&—% J;\+[1+ 8z2]_jg?:0':' (259
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Diese beiden Gleichungen werden jetzt mit v als Parameter untersucht. Be-
trachten wir zuerst die driftenden Fixpunkte: Fiir die urspriinglichen Fix-
punkte forderten wir die Bedingung einer harten Wand bei” Abstand y = 0:
U* — oo fiir y — 0, da aber nun die harte Wand bei z = —oo liegt, ist es

natiirlich die Randbedingung: o
Ué(—c0) =00 ' (2.54)

an die driftenden Fixpunkte zu stellen. Die Randbedingung fiir U%(cc) = 0
kann von der Fixpunkten fiir 7 < oo iibernommmen werden.
Driftende Fixpunkte, die diesen Randbedingungen gehorchen, verlaufen fiir

z — —00 wiet
U? = exp(—z/v) + z/v + 2Inv — 1 + O(exp(2)) (2.55)

und fiir z — co wie:

U‘%(l) = A1 (v)exp{—(v/2 — Jv?/4 — 1)z} + As(v) exp{—(v/2 + /v?/4 —(l)z}).
2.56

Die driftenden Fixpunkte haben die Eigenschaft, dafBl eine Losung U%(2)
eine Losung bleibt, wenn z um a verschoben wird. Das hat die Konsequenz,
daB in Gleichung (2.55) die Amplitude der Lésung ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit zu Eins gew#hlt werden darf. Die Amplituden A; und A» der
Lasung fiir grofle z héngen von v ab und sind dariiberhinaus durch die einmal
getroffene Wahl der Anfangsamplitude bei z — —co festgelegt. Fiir grofie z
zeigen die driftenden Fixpunkte fiir v < 2 und v > 2 jeweils gedémpftes, bzw.
oszillatorisches Verhalten. Bei v = 2 liegt gerade der aperiodische Grenzfall,
die aligemeine Losung lautet dann:

V)= (A +Aexp(—2).(257)

Man sieht hier, dafi die kurzreichweitigen Fixpunkte fiir 7 < o0 gerade
gegen den kurzreichweitigsten driftenden Fixpunkt bei 7 = oo konvergieren.
Abbildung (2.10) zeigt den Realteil von b2 = v/2 £ /v?/4 — 1 als Funktion
von v. Eine Numerische Aufintegration von (2.52) zeigt, daf fiir v > 2 die
Amphtude Al > 0 ist und fu:r v < 2 die Funktlon fur groﬁe z gemaﬁ (2 56)

 Zum uChhlﬁ dieses Abe'hmtt\,s wollen wir r10ch ie relevanten FEigenstérun-
gen zu den driftenden Fixpunkten untersuchen. Dazu betrachten wir Glei-
chung (2 53). Asymptotlsch ist die Losung fur f» fiir kleine z gegeben durch:

fx ~ exp{- (1 - /\/du)Z/v} - (1 - f\/dix)zexp{(/\/du)(Z/v)} (2-58)
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2 Re(b; ,)
1.5 ¢
1
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Abbildung 2.10: Realteil von b; 5 als Funktion von v. Fiir v > 2 sind beide
Losungen in (2.56) reel und der kurzreichweitigere Ast ist gepunktet dargestellt.

1 Vd(z)

Abbildung 2.11: Driftende Fixpunkie fiir v < 2, v = 2 und v > 2, die jeweils
den iiberddmpften, aperiodischen und oszillatorischen Fall reprisentieren.
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die Lisung fiir groBe z lautet:

Az)~ Bi(v,Ady) exp{—(v/2 — \Jv*/4 — 1 + M/dj)z} +
By{v, Mdy) exp{—{v/2 + /v*/4 - 1 + M/d))z}. (2.59)

Auch jetzt werden erlaubte Eigenwerte durch die Forderung selektiert, das fy
nicht U¢ dominieren darf.

Betrachten wir zuerst den Fall v > 2: Hier fallt die Fixpunktlésung mono-
ton mit einemn Exponenten b = v/2 — /v?/4 — 1 ab. Fiir relevante Eigenwerte
ist die Eigenfunktion ebenfalls monoton, da die Wurzel in (2.59) reel ist. Eine
numerische Analyse ergab, da8 fiir A/d) € [0, 1] der Koeffizient B; > 0 ist und
die Eigenfunktionen daher immer die Fixpunktfunktion dominieren. Fiir v > 2
gibt es also keine relevanten Figenstérungen an den driftenden Fixpunkten.

Falls jetzt v < 2 ist, ist die Fixpunktfunktion oszillierend und es gilt weiter:
0 < (1 —v?/4) < 1. Wir nehmen zuerst an, daB (1 — v?/4) < A/dy < 1ist. In
diesem Fall ist die Eigenfunktion immer noch monoton und auch hier ergibt
sich aus der Numerik, dafl der Koeffizient B; > { ist, es also keine erlaubte
relevante Stérung mit (1 — v?/4) < A/d) < 1 gibt.

Der letzie Fall schlieBlich ist 0 < A/dy < (1 — v?/4). Jetzt sind sowohl die
driftende Fixpunktfunktion, als auch die Eigenfunktionen oszillatorisch und
die Einhiillende f&llt bei beiden Funktionen mit exp(—v/z) ab. Es handelt
sich hier um einen marginalen Fall, in dem nur die Amplitude entscheidet, ob
fr den Fixpunkt U? dominiert oder nicht. Da allerdings die Amplituden der
Figenfunktion beliebig klein sein kénnen, sind alle relevanten Eigenstérungen
mit 6 < A/dy < (1 —v?/4) erlaubt.

Zusammengefalit 188 sich also sagen, daB es fiir v > 2 keine relevanten
Eigenstorungen gibt, wihrend es fiir ¥ < 2 ein ganzes Kontmuum von Ei-
genstdrungen gibt, mit Eigenwerten zwischen ¢ < M/dy < (1 — v*/4). Fiir den
marginalen Fall v = 2 gilt, daB er keine relevante Elgenstorung mit A > 0 hat,
in Ube remstlmmung mit dem Eetvtez\ Abscamtt -
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génge von
iensionalen Flachen

niedrigdin

Die Aufrauhung von Flichen soll in diesem Kapitel betrachtet werden. Dabei
wird eine Fléiche in einem symmetrischen externen Potential betrachtet. Als
Beispiele seien hier noch einmal in Erinnerung gebracht: (i) Eine Grenzfliche
zwischen zwei Volumenphasen in einem homogenen Gravitationsfeld; (ii) Eine
Grenzflache oder eine Domé&nenwand zwischen zwei geordneten Domiinen; (iii)
Ein Polymer, welches mit einer Membran oder einem Fliissigkeitsfilm wechsel-
wirkt; (iv) Das zweidimensionale Ising Modell mit néchsten Nachbar Kopplun-
gen Jp und einer Linie von schwachen Verbindungen Jy < J;. In allen genannten
Féllen ist das Zulere Potential V cine Punktion der Abstandskoordinate [ und
ist symmetrisch: V(-1) = V(I).

Nehmen wir einmal an, dafi das Potential bei endlichem [ einen attraktiven
Teil hat, der stark genug ist, die Fliche zu binden. In diesem Fall ist sie im
lokalisierten Zustand. Wenn wir nun einen Kontrollparameter, wie etwa die
Temperatur oder die Potentialstirke &nderen, kann die Flidche von einem loka-
lisierten Zustand zu einem aufg\,r&uhueﬁ Zustand einen Aufravhungsiibergeng
haben. Im rauhen Zustand ist die Fliche delokalisiert und zeigt beueblg groﬁe
Exkursionen von ihrem ebenen Referenzzustand.

An einem Aufrauhungsiibergang geht die Rauhigkeit £, der Fliche, gegeben
durch dle zweite Kumulante des Abstandsfeldes L SRR

E=q-um 6y

nach Unendlich. Im weiteren wird nur der Fall betrachtet, wo die mittlere
Position (I} der gebundenen Phase der Bedingung (I) = 0 geniigt. Das ist
immer garantiert, wenn das symmetrische Potential ein globales Minimum bei
| = G hat. Weiter gilt in der gebundenen Phase (i) = 0 fiir alle symmetrischen
Potentiale in d = 1-41: Spontane Symmetriebrechung kann hier nicht auftreten
da das Abstandsfeld durch jede kurzreichweitige Barriere ‘tunnelt’. -

Wie wir im vorangegangenen Kapitel gesehen haben, divergiert dle Rauhig»
keit auch bei Entbindungsibergingen. Fiir diese Systeme enthilt das Potential
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V(l) eine harte Wand und zusétzlich zu £, , gegeben durch (3.1), divergiert (I}
ebenfalls am Entbindungspunkt.

Wir werden in diesem Kapitel symmetrische Potentiale ohne harte Wand
ebenfalls mit Methoden der funktionalen Renormierung untersuchen. Es wird
sich herausstellen, da8 auch hier eine Linie von Fixpunkten fiir jeden Wert des
Parameters 7 = dj /¢ existiert. Im Gegensatz zu Entbindungsiibergéngen fiihrt
das Fehlen einer harten Wand dazu, dafl der triviale Fixpunkt V7x(I) = 0 eine
erlaubte Losung der Fixpunktgleichung ist. An diesem Fixpunkt treten analoge
Bifurkationsstrukturen suf, wie wir sie beil der Entbindung fanden. Im Unter-
schied zur Entbindung konnen jetzt jedoch exakte Aussagen gemacht werden,
da in der Umgebung des trivialen Fixpunktes die lineare Renormierung exakt
ist. An diesem Fixpunkt konnen dann die kritischen Exponenten analytisch
herechnet werden. Die Resultate sind weitere Hinweise darauf, da8l die in Kapi-
tel 2 gefundene Bifurkationsstruktur kein Artefakt der Renormierungsgruppe,
sondern eine intrinsische Eigenschaft des Modell-Hamiltonian (1.17) ist und
daher physikalische Relevanz hat. Im Gegensatz zur Entbindung ist der Limes
7 —» 00 fiir den Aufrauhungsiibergang am Bifurkationspunkt a,na.lytisch.

3.1 Aufrauhung von Grenzflichen in d 1==’.— 1

Mit Hilfe von exakten Transfer-Matrix Rechnungen wollen wir nun elle Uni-
versalititsklassen in d = 1+ 1 fiir Grenzfiichen bestimmen. Dasselbe Klassifi-
kationsschema kann ebenso auf GauB’sche Polymere ohne Selbstvermeidung in
d =1+ d; angewendete werden. Ein einfaches Beispiel ist gegeben durch das
zweldimensionale Ising Modell mit néchsten Nachbar Kopplungen J, und einer
Linie von schwachen Verbindungen Jy < J; [1, 5, 15]. In diesem Fall lduft die
Grenzfldche im Mittel parallel zu diesem linearen Defekt und spiirt ein effek-
tives Kasten-Potential (das periodische Gitterpotential ist hier irrelevant, da
die Grenzfliche fiir alle T > 0 immer rauh ist). Denkbar ist auch eine Situa-
tion, in der der lineare Defekt bei I = 0 zu einer langreichweitigen Stérung der
Kopplungskonstanten fithrt, mit J = J(I) und J(I} = J, — C/|i|" fiir grofe {.

In diesem Fall hat das eifektwe Grenzﬁachenpotential V(l) ~J (Z) / a ebenfal}s

einen Iangremhweztlgen Teﬂ _ -

&E.l;_ Transfer-Matrix ?@rma}ismus -

Ind=1+1 héngt die brenzﬁéchenvariabie [ nurvon einer Ortskoordinate ab
und die statistischen GréBen kénnen mi{ Transfer-Matrix Rechnungen erhalten
werden [18 75, 45 85, 27’] Fu_r n = 1 wird im Limes von verschwindenem
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kurzwelligen Cutoff, ¢ — 0, aus der Transfer-Matrix ein Hamilton-Operator.
Man bestimmt dann die Eigenwerte E, und Eigenfunktionen ¢, fiir diesen

Hamilton-Operator, die gegeben sind durch:
&
mﬁwmj%— an (3:2)
Das Grenzflichenpotential V(1) spielt nun die Rolle eines ‘quantenmechani-
schen’ Potentials. Die interessierenden physikalischen Grofien konnen durch

die Eigenwerte und Eigenfunktionen dieser Schrédingerartigen Gleichung aus-
gedriickt werden. Die Grenzflichen-Energie ist einfach gegeben durch:

51 =Eo= (¢olHgv), (3.3)

wobei Ey die Grundzustandsenergie und ¢ die normierte Grundzustands-
wellenfunktion ist. Hier und spiter bedeuten die runden Klammern ein Ska-
larprodukt: (alb) = [, dl a*(1)b{l). Die mittlere Position (I) = (¢o]z¢0o)
verschindet identisch, da wir ein symmetrisches Potential angenommen haben.
Die Rauhigkeit £; ist gegeben durch:

1= (=) = (@l — 1)*¢0)- (3.4)

Die Korrelationslange & schlieflich folgt aus dem Ausdruck fiir die Differenz-
korrelationsfunkiion und ist gegeben durch:

Hep, = i [T2/2K]

T I'd
o= ; 3.5
£I| B — Eg e )
3.1.2 Kasten-Potential
Zuerst betrachten wir den einfachen "‘a,ll eines Kasten—Potentials:

i O sopst.
Solange G < 0 ist, hat das Potential einen lokalisierten Grundzustand ¢ mit
£p < 0, wie man einfach ausrechnen kann. Daraus foigt dann, dafl die Grenzfls-
che fiir alle G < 0 lokalisiert ist [1, 5]. Wenn dann G von negativen Werten nach
Null geht, verschwindet die Grundzustandsenergie wie Ey &~ —212KG?/T?, und
die Grenzfiiche rauht auf. Weiter hat der erste angeregte Zustand die Energie
£, =0 fiir kleine |G|, Das impliziert das kritische Verhalten:

£ ~ (T*/KVBI)GI™ mit vy = 1, {3.7)
G ~(TYRAIGI™M mityy =2, (38)
L o~ —(2BK/TH|GI* mit o = 0. (3.9)
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Die beiden Lingenskalen £, and £ geniigen der Relation £, ~ (DoT/K ) 2§ﬁ'
mit dem Rauhigkeitsexponenten, { = 1 und der Amplitude Dec =

3.1.2 Potentiale mit langreichweitigem Potenzabiall

Als néichstes wollen wir den Fall von langreichweitigen Potentialen V betrach-
ten, die sich wie V = G|I|=7, mit Gr < 0, fiir groBe Werte von |I| verhalten und
nur ein Minimum bei ! = 0 haben. Da diese Potentiale noch stérker attrak-
tiv als das Kasten-Potential sind, ist die Grenzfliche wieder fiir alle |G| > 0
lokalisiert und es gibt einen Aufrauhungsiibergang bei |G| = 0. Fiir kleine G
kann man exakte Aussagen fiir den Hamilton-Operator benutzen [10], um den
Bereich von r zu bestimmen, in dem die Exponenten gegeben durch (3.7)-(3.9)
giltig sind. Diese Resultate zeigen, da man mindestens einen gebundenen
Zustand hat, falls das Integral [dzV{(z) < 0 ist. Im einzelnen gilt: fir r > 2
hat man einen gebundenen Zustand nur fir {dzV(x) < 0 und fiir kleine G ist
die Phasengrenze implizit gegeben durch

f dzV(z) = 0. (3.10)

Im Fall 1 < r < 2, hat man fiir jedes G < 0 unendlich viele gebundene Zusténde
und eine untere Grenze zur Phasengrenze ist durch (3.10) gegeben. Bei r =1
divergiert das Integral [dzV (z). Das zeigt, daB der langreichweitige Teil des
Potentials V fiir das kritische Verhalten relevant wird. Daraus schlieSen wir,
daB die Gleichungen (3.7)-(3.9) giiltig sind, solange 7 > 1 ist. Im nichsten
Abschnitt werden wir das mit Hilfe der Renormierungsgruppen-Rechnung ver-
stehen.

3.1.4 Potentiale mit 1//%-Abfall

Potentiale, die wie V -~ 1/1? fiir grofle [ abfallen sind von besonderem Interesse
in d =11, da fiir diese Dimension die entropische Wechselwirkung ebenfalls
mit einem Exponenten 7 = 2 abfillt (vergl. Einflihrung). Wir wollen deshalb
Potentiale der Form: = =+ - T e

:V(.’.) U R —ly<i<l,
DEAwR fir |l >l

(3.11)

untersuchen, wobei I/ und W positiv oder negativ sein konnen. Diese Potentiale
kénnen drei Extrema haben und ein Maximum anstelle eines Minimums am

Ursprung,.




Die detailierte Rechnung ist in Anhang A zu finden, hier sollen nur die
Resultate fiir den Aufrauhungsproze8 referiert werden. Es ist tiblich, die res-
kalierten Variablen v = 2KIEU/T? und w = 2KW/T? einzufithren. Wie in
Anhang A gezeigt wird, ist die Phasengrenze u. = u.(w) gegeben durch:

1
VU tanh U5 =4 fiiru >0 (3.12)
und durch:
— v/ |uel tan /]u.] — é— =—p firu<0, (3.13)

mit 4 = /7 +w. Man beachte, da w = 0, u. = 0 eine Losung fiir (3.12)
und (3.13) ist. Fiir kleine Werte von w fithrt eine Entwicklung von (3.12) und
(3.13) um w = 0 auf

: e~ w fir kleine w . (3.14)

Die Phasengrenze fiir die Aufravhung ist in Bild (3.1) dargestellt. Man be-
achte, dafl die Tangente u, = w bei w = 0 mit der unteren Schranke an die
Phasengrenze konsistent ist, die im Grenzfall kleiner u, und w ebenfalls durch
(3.14) gegeben ist. Wenn w sich —; von oben annihert, erreicht die Uber-
gangslinie u,(w) den Grenzwert uc(—3) = tme = 0.595. Fiir groBe w, nihrt
sich die Grenzlinie dem asymptotischen Wert u.(c0) = ~72/4 an.

Diese Ergebnisse zeigen, dafl Aufrauhungsiibergénge genauso wie Enthin-
dungsiibergéinge durch das Wechselspiel zwischen kurzreichweitigen— und lang-
reichweitigen Teilen des Potentials bestimmt sind [55]: Fiir nicht zu grofie w
und u kann jeweils ein repulsiver Teil des Potentials zu einer Aufrauhung der
Grenzfliche fiihren; hat das Potential jedoch einen stark attraktiven Teil (kurs-
reichweitig oder langreichweitig) ist die Grenzfliche immer lokalisiert.

Das asymptotische Verhalten fiir die reskalierte Grundzustandsenergie ey =
2KI§Fy/T? = —¢* in der Nahe der Ubergangslinie kann bestimmen werden,
wenn man die Entwicklung u = u(w.) + du benutzt und die Analyse in An-
hang A in néchster Ordrung in 6u und ¢ wiederholt. Man erhilt dann fiir g5 -
das folgende asymptotische Verhalten: ' L

{ exp(—c/éu) fir pu=90
dull/s fir 9<p<l,
ol ~ J; Ec?“uzl/’ln lbul  fir up= 'L‘i (3.15)
L Isud fir p> 1,

mit g = \/i + w wie zuvor. Fiir 4 > 1 gibt es ein Regime mit ungewshnlichen
Phaseniibergingen erster Ordnung, welches ebenfalls fiir Entbindungsiibergéin-
ge auftritt (das sogenannte Regime C).
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Abbildung 3.1: | us«scnmag“ ramm fir Aufrauhung in d = 1+1 fir rein Potential,
wie in (3.11} definiert. Die Phasengrenze besteht aus drei Teilen: (A) Fir
U > Ume = 0.595 ist die 'Ej’berﬁaﬂgsiinie gegeben durch w = —1/4; fiir u < 4y
folgt die Ul Derg&ngsnme aus (3.12), bzw. (3. 13) u.nd Desteht aus den ’Ieﬁen (B) o
-»1/4<..u<3/4 und (“)fm. w>3/4




Die asymptotische Analyse bei Entbindungsiibergingen in d = 1 + 1 kann
fiir die Aufrauhungsubergange iibernommen werden, wenn das Verhalten von
eo fiir w < —1 bestimmt werden soll [55]. Ein Umschreibén der Matching-
Bedingung (A.7} in Anhang A ergibt: Man findet immer noch einen gebunde-

nen Zustand fiir v < u,, wenn w die Line bel w; = —% schneidet. Andererseits
hat man fiir v > w., daf die Grundzustandsenergie, o = —¢?, nach Null
geht, wenn w sich w, = jﬁ von oben anndhert. Die Phasengrenze ist folglich
gegeben durch w,(u) = —; fir © > Uy, siche auch Bild 3.1.

Es folgt nun aus (3.15), daB die Korrelationslinge & = T/(E; — Fo) ~
—1/Ey sich fir w > ~1 wie - _ _

£~ 15UE“’“ . (3.16)
mit . o
{1/‘/ +w firr — ~1/4 <w < 3/4, (3.17)
fiir 3/4 <w. -
verhélt.

3.2 Lineare Renormierung von symmetrischen
Potentialen

3.2.1 Lineare Rekursions-Gleichungen

Das Modell, definiert in (1.17) wird nun mit Hilfe von funktionaler RG Metho-
den fiir symmetrische Potentiale untersucht. Wie wir schon im vorangegange-
nen Kapitel gesehen haben, ist der nichtlineare Teil der RG Transformation
gewohnlich approximativ und héngt von der Form des Cutoffs ab. Der lineare
Teil jedoch ist eindeutig und besteht aus zwei relativ einfachen Transformatio-
nen:

(i) Die reduzierte Steifigkeit K/T', die den effektiven Hamiltonian Hy{i}
parametrisiert, wird nicht geindert, und (ii) Das Potential wird entsprechend
der Rekursions-Formel o
vy = v O (3.18)

transformiert, wobei £ ein linearer Operator definiert durch
vl =t GXP(—(t’i:ﬁz/’é’y‘))/ Wy, = 5

ist [51, 53]. Dieser differentielle Operator kann in einen Integral-Operator um-
geschrieben werden:

LIV )] = b1 dr

-0 \/27“(&_{_

emygm—mwﬁwwy (3.20)
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In diesen Ausdriicken ist & > 1 der iibliche Reskalierungsfaktor und a,
reprasentiert die Rauhlg:celt der kurzwelhgen Fluktuationen l> welche gegeben

sind durch -

8= (2)=— ([ g fm) o, (3.21)

wobei j ein Integral iiber die Impulse ist, welches fiir groﬁe Impulse vom
Cutoff A ~ 1/a abgeschnitten wird.

3.2.2 DMatching-Prozedur

Potentiale, die eine Fliache lokalisieren bis die Potentialstdrke |G| nach Null
geht, werden bestimmt von dem trivialen Fixpunkt V#z(I) = 0 und so durch
den effektiven Hamiltonian Hy{l}. Per Konstruktion der RG entspricht dieser
Hamiltonian einem Fixpunkt, der im folgenden als GauB’scher Fixpunkt be-
zeichnet wird. Die lineare RG Transformation, gegeben durch (3.20), entspricht
einer Linearisierung der nichtlinearen RG um den Gaufl’schen Fixpunkt. Im
Raum der Wechselwirkungspotentiale beschreibt die lineare RG daher den Fluf
in der Nihe des trivialen Fixpunktes Vjip(l) = 0. Wahrend eines RG Schrit-
tes mit Reskalierungsfaktor b wird die longitudinale Korrelationslange £ (b) als
Folge der Skalentransformation: &(b) = /b um den Faktor b reduziert. Meh-
rere, nacheinander ausgefithrte, Anwendungen der linearen RG kénnen ersetzt
werden durch einen RG Schritt mit gréBerem b, da die lineare RG Rekursion
(3.20) die Halbgruppen-Eigenschaft besitzt. Der Reskalierungsfaktor b = b
kann so gewihlt werden, dafl die neue Korrelationslinge von der Grofe der
Gitterkonstanten ist: & (bo) ~ a. Dann ist & (b} geniigend klein, so daB fir
das reskalierte System die Mean-Field-Theorie angevrendet werden kann Im
Rahmen von-Mean-Field haben wir:

K K :azg[zf(s);i
2" §ﬁn(bo) o1z

o = :(_3_.22)

Es kann dann auf die unskalierte physikalische Korrelationslidnge & y des Poten-
tials zurtickgeschiossen Werden tiber: . .-

G ~bo§ybo) ® boa. - (3.23)
- Aus der Definition von &, in (3.21), bekommt man :
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Die Matching-Bedingung lautet also:

K _ (d_l)af
gb)  ° OB \/2_%

o g P
d-1p20=—2 [ ~1(/a1) ,
1% f (a.L )V(Z) (3.25)

-0 \/27ra_L

~L(6i-1")2/a2 V(ll) l-l —0

3.2.3 Ein Kurzreichweitiges Gauf’sches Potential

Nun soll die Matching-Bedingung (3.25) auf verschiedene Potentiale angewen-
det werden, um deren kritisches Verhalten zu untersuchen. Als erstes betrach-
ten wir ein kurzreichweitiges Gaufl’sches Potential:

2

V(l) = Gexpl—2 (i) D, (3.26)
2\lp

mit G < 0. Von unseren Transfer-Matrix Rechnungen in zwei Dimensionen

wissen wir schon, dafl die Grenzfliche lokalisiert bleibt, solange G < 0 ist.

Daher schliefen wir, da8 fiir jede Dimension 2 < d £ 3 die Matching-Prozedur

benutzt werden kann, da fiir ansteigende Dimension die Fluktuationen weniger

wichtig werden.
Setzen wir also dieses Potential in (3.25) ein, erhalten wir

&)

Wenn noch &, iiber (3.24) durch by Terme ausgﬂdruckt wzrd fithrt dJe l\fat-
ching Bedingung (3.25) auf -

= _bd~152¢ a7* (IGlloaz* + c)(a;_s)) . (3.27)

und 7 = (d — 1)/¢, giiltig in allen Dimensionen 2 < d < 3. Grenzﬂachen in
einem Kasten-Potential haben einen kritischen Exponent vy =2ind=1+1,
siche (3.8). Wenn wir die dazugehérigen Werte fiir 7 = 2 und ¢ = 1/2 in (3 28)
einsetzen, erhalten wir ebenfalls v = 2, dze lineare RG gibt also das richtige
kritische Verhalten. Implizit haben wir bei diesem Vergleich angenommen,
daf} die beiden Potentiale ein identisches kritisches Verhalten zeigen, da sie
beide kurzreichweitig sind. Im n#chsten Abschnitt Wollen wir die Potentiale
bestimmen, die zu dieser Universalititsklasse gehdren.
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3.2.4 Langreichweitige Potentiale

Wenn wir nun allgemeiner Potentiale der Form
V=GP + 133 (3.29)

mit G < 0 und r > 0 betrachten, kdnnen wir das Matching-Verfahren wieder
in allen Dimensionen 2 < d < 3 anwenden, da diese Potentiale noch attraktiver
als das Gaufi’sche Potential sind. Eine asymptotische Analyse von (3.25) mit
dem Potential aus (3.29) fithrt auf:

K
& (bo)

wobet ¢; und ¢ dimensionslose Koeflizienten sind. Mit demselben Schema wie
oben dargestellt erhalten wir nun folgendes kritische Verhalten:
fiir » <1,
fiir r > 1.

~ |Glbe g (clzg-’"af + c,af") , (3.30)

Y = A
&~ G nu't{ 1= (3.31)

U = ooTy
Von (3.31) liest man ab, da8 alle Potentiale mit » > 1 den Exponenten y
des Gaufi’schen Potentials haben und deshalb das gleiche universelle Verhalten
zeigen. Die Grenze liegt bei r = 1: fiir r < 1 hingen die Exponenten von r ab.

3.2.5 Stérungen um den trivialen Fixpunkt

In den letzten Abschnitten benutzten wir ein Matching-Verfahren, um den Ex-
ponenten vy zu bestimmen. Alternativ kann man auch Eigenstorungen des
RG Flusses um das Fixpunkipotential betrachien. In diesem Zusammenhang
werden physikalische Potentiale als Stérungen aufgefadt, deren fithrender Ei-
genwert bestimmt werden muf [33].

Zuerst wollen wir ein iangrelchweltlges Potential betrachten das sich Wleder
verhélt wie .. - :

VO~GUT fgolell, (33

mit Gr < 0. Wenn wir den differentiellen Opera.tor L aus {3.19) fiir die lineare
RG benutzen, sieht man sofort, da8 der potenzabfallende Teil des Potentials
in (3.32) wieder auf einen potenzabfallen Teil G IZI“’ abgebﬂdet w1rd der eme_
renorrmerter Potentlaistarke '

G =BG mit Ap=(r—r)- - - (3.33)

hat.
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Wenn man dasselbe mit einem kurzreichweitigen Gaufl’schen Potential

V) = Gexp[-—-l(%) ] (3.34)

mit & < 0 macht, erhélt man ein neues Gaufl’sches Potentxal mit renormierten

Parametern: .
G = b1G/((1 + (GL/lo)?)2 (3.35)

und 1
lo=a1[1+ (lo/GL)")2 /1. (3.36)
Fir ¢ > 0, wird die Léngenskala lo auf den Fixpunktwert [ = & /[p% — 1]3
nach wenigen Iterationen der RG abgebildet. Wenn dieser Fixpunktwert in
(3.35) eingesetzt wird, erhilt man fiir G’ eine einfache Rekursion:

G = b*RG mit Asg = ((r - 1). (3.37)

Ein physikalisches Potential mag nun sowohl aus kurzreichweitigen, als auch
aus langreichweitigen Teilen bestehen und wenn wir (3.31) mit (3.33) und (3.37)
vergleichen, finden wir, dafl die Resultate der Matching-Prozedur zu der ein-
fachen Regel v = 1/A equivalent sind, wenn A mit max(Azg, Asg) identifiziert
wird, wobei Azg = ({7 — r) und Asg = {(+ — 1) ist [33].

3.2.6 Wettbewerb zwischen kurzreichweitigen— und lang-
reiehweiﬁgen Potentialen

Abschliefend wollen wir noch Potentiale der etwas aligemeineren Form be-
trachten dle durch _ :
U fir [ij <

(N = I M

| Vi) {W/i”‘ fiir ji| > .

definiert sind. Fir diese Sorte von Potentialen kénnen wir die Tangente zur

Phasengrenze in der (W, U) Ebene um den Ursprung bestimmen und die RG

Resultate mit den exakten Resultaten in zwei Dimensionen vergleichen. Da

die Rechnung hier nichts neues brmgt, Vvurde sie in den Anhang B verschoben
Als Resultat erhdlt man: R

(3.38)

K W
e~ WM aTH(—20U - —2
g~ W - T
33w <
+aT (U + = o —)+ 0@ )} (3.39)
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fir r > 3 mit r< = min(r,5) und

K zwzg-’"

&t & (bo)

fiir 1 < < 3 wobei ¢ ein dimensionsloser Koeflizient ist.

Fir W = 0, d.h. in Abwesenheit eines langreichweitigen Teils des Potentials,
folgt daraus fiir vy = 1/[{(r — 1)], wie wir es schon fiir das Gaufl’sche Potential
gefunden hatten, siehe (3.28). Fiir W # 0 bleibt der Exponent » unveréindert,
solange r < 1 ist. Falls » > 1 ist, dominiert der langreichweitige Teil des
Potentals: v = 1/[¢(7 —r)] und der Ubergang findet, in Ubereinstimmung mit
den Resultaten aus Abschnitt 3.2.4, bei W = 0 statt.

Zusitzlich sehen wir, dafl die lineare RG fiir r > 1 die Tangente zur Pha-
sengrenze am Ursprung mit

) +a7Wes + 0(a:%) ) (3.40)

~ b5 AT (20U —

WigT
r—1
angibt, da dann der fithrende Term in (3.39), bzw. (3.40) verschwindet. Das
ist aber konsistent mit den exakten Resultaten in d = 2, da (3.41) [dIV(l) =0
impliziert.

In der Niherung der linearen RG ist der Exponent v unabhingig vom Ort
auf der Ubergangsline und so unabhingig von W. Das ist aber ein Widerspruch
zu unserem exakten Resultat fiir d = 1 -+ 1, wo wir fiir v nichtuniverselles
Verhalten fanden, siehe dazu (3.17). Der Grund ist, daBl der linearen RG nur
am Gaufy’schen Fixpunkt getraut werden darf, also bei (W,U) = (0,0). Das
richtige, nichtuniverselle Verhalten von vy entlang der Ubergangslinie kann
nur mit einer nichlinearen RG erhalten werden, welche im néichsten Abschnitt
angewendet wird.

Eine Betrachtung von {3.39) bzw. (3.40) zeigt, daﬁ ein muitikritischer Punkt
Lei We=0U.,=10 existiert, wenn \I; 7 >3 oder { \u; T > 7 ist, da dann der
a7%, bzw. der aj l " Term relevant wird. Die entsprechenden Korrekturterme
dlvergieren wie 557 bzw. bC(T ") fiir groBe by ~ & ' ' :

Pir 7 =2 und 1 <7 < 2 deutet dies ein ‘weak-flukuation’ Regime an,
mit Phaseniibergéingen erster Ordnung im Bereich des Phasendiagramms mit
W < 0. Wenn 7 grosBer als 7 = 3 ist, werden wir ebenfalls Phasentibergénge
erster Ordnungs und mchumverseues Verhalten finden, wie sich im néchsten
Abschnitt zeigen w1rd -

U=~ (3.41)
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3.3 Nichtlineare Renormierung von symme-
trischen Potentialen |

99

3.1 FluBgleichungen und Randbedingungen fiir Auf-
rauvhungsiibergiinge

Grenzflichen rauhen in einem symmetrischen Potential bei Potentialstéirke
G = 0 auf, falls das Potential auBer einern Minimum bei Null keine weite-
ren Extrema hat. Aus dem vorherigen Abschnitt wissen wir aber, dafl auch
nichtiriviale Phasengrenzen moglich sind, falls das Potential mehrere Extrema
hat. Die Transfer-Matrix Rechnung fiir Grenzflichen in d = 1 + 1 zeigte eben-
falls nichttriviale Phasengrenzen, mit nichtuniversellen kritischen Exponenten.
Die Transfer-Matrix Rechnung soll nun in diesem Abschnitt von d = 1+1, bzw.
7 = 2 auf beliebige 7 erweitert werden. Dazu kénnen wir die lineare RG nicht
mehr benutzen. Statt dessen wird die approximative nichtlineare Hard-Cutoff
RG herangezogen, die wir in Kapitel 2 benutzt haben.

Fiir diese RG lautet im Limes der infinitesimalen Reskalierung die Fluf-
gleichung:

U
%? =7U +yU'(y) + In(1 + U") (3.42)
mit den reskalierten Variablen U ~ V und y ~ 1, wobei 0U/0y mit U’ bezeich-
net wird und r = (d — 1)/ gilt.
Wir brauchen wieder die Fixpunkte U*(y) und die Eigenstorungen fi(y)
fiir dzesen RG Flu}, um das krltlsche Verhalten zu erhalten Die lepunkte

genugen

und die Eigenstfjrungen folgen aus o .
- A i ” | . o e | 44
(T /C)fz\ + yf)« 1 + U*” : (3 )

Die Gleichungen sind identisch zu denen in Kapitel 2 besprochenen und wurden
nur der Ubersichtlichkeit halber noch einmal aufgefiihrt. Die dazugehdrigen
Randbedingungen miissen aber an das physikalische System angepa8t werden
und da wir. hier an symmetrischen Potentialen-interessigrt_ sind, -w_éhlen.wir:

S=UT(0) und UY(0)=0. -~ (3.45)

Die Bedingung, da8 U*(y) fiir grofe [y| nach Null abfillt, soll auch fiir.die -
Aufrauhung erfullt sem was die beiden linear unabhéngigen Losungen

U“*(y)"‘leyl T+ pslyl™ 1exp( y2/2) fir gmﬁe Iyl (3.46)

61




impliziert. Sie haben die Amplituden pr(X) und pg(X¥). Wir finden also auch
fir Aufrauhungsiibergénge eine Line von Fizpunkien, die durch 3 parametri-
siert wird.

Die linearen Eigenstérungen fi(y) fiir jede Fixpunktlésung U* werden auch
als symmetrisch angenommen: f,\(O) =1, /1/(0) = 0. Fur groBe [y| verhalten
sich die Eigenstorungen wie

B & Crly| 7™ + Dyly| "M exp(—52/2). (3.47)

Die Amplituden Cf, Dy héngen von % und von A/¢ ab. Wie fiir Entbin-
dungsphdnomene fithrt die Forderung, daf die Ewgenstorungen fA mcht die
Fixpunkte U* dominieren sollen, zu der Bedmgung '

CAS MO =0. ” (3.48)

Diese Bedingung selektiert eine unendliche Anzahl diskreter Eigenwerte A. Die
Linie von Fixpunkten und die Figenstérungen sollen nun numerisch bestimmt
werden.

3.3.2 Der Fall 7=2

Abb. 3.2 zeigt die Amplitude p(X) und die relevanteste Eigenstérung A,/
fiir 7 = 2 als Funktion von X, also fiir Grenzflachen in d = 2 Dimensionen
oder fiir fluide Membranen in d = 3. Beim Minimum der Funktion p.(X)
geht der Eigenwert A; durch Null und die Eigenstérung ist marginal. Der
Eigenwert dieser Storung wichst mit abnehmendem X an. Daher haben wir
zwel korrespo*lﬁherende Fixpunktpotentiale, Usg(y) und UZ,(y), die schneller
als y~* abfallen: den trivialen, UTR(g) = 0, mit einer relevanten Eigenstérung
und einen nichttrivialen, Ugmy ), bei posmvem & ohne relevante Eigenstérung.
Sie représentieren jewsils die kritische und die rauhe Phase.

Die Eigenschaft, dafl die Funktion pr(X} durch den Ursprung 2 = 0 geht,
muf flr alle T gelten, da Ujx(y) = 0 immer eine Ldsung von (3.43) ist und
nun, im Gegensatz zum Entbindungsfall, wo wir die Bedingung einer harten
Wand erfiillen miissen, kompatibel mit den Randbedingungen der Aufravhung
ist. Am trivialen lepunkt Uzg = 0, erfiillt ), die Beziehung: Al/g =7r—1=1
fiir 7 = 2. Da der linearisierte Flufl um U}, = 0 equivalent zur linearen RG
ist, reproduziert man hier den Wert fiir A/{, wie wir ihn mit dem linearen
Schema erhalten haben. Auf der Linie von Fixpunkten ist der Punkt & = 0
der einzige Fixpunkt mit einer relevanten Eigenstérung, die schneller als y—2
abfilit. Daher ist der Aufrauhungsiibergang fiir alle Potentiale, die schneller als
y~2 abfallen, durch diesen Fixpunkt bestimmt. Fiir alle diese Potentiale gilt,
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Abbildung 3.2: Line von Fixpunkten parametrisiert durch pr und der grofte
Eigenwert A;/( als eine Funktion von ¥ = U*(0) fiir 7 = 2. Die Funktion p;,
hat zwei Nullstellen, die zwei kurzreichweitigen Fixpunkten entsprechen: der
triviale- und ein nichttrivialer Fixpunkt, mit jeweils einer bzw. keiner relevan-
ten Eigenstdrung

daB ihre kritische Potentialstirke G* = 0 und der kritische Exponent v = 2
ist.

Das aus Bild 3.2 folgende Phasendiagramm ist in Bild 3.3 gezeichnet. Man
sieht, daB das Phasendiagramm, welches die nichtlineare RG liefert, dieselbe
Topologie hat wie das Phasendiagramm, welches aus der Transfer-Matrix Rech-
nung erhalten wurde. Dazu ist die Amplitude ¥ gegen den Teil der Funktion
pr aufgetragen, der cine relevante mgenatol ung mit positivemn mgenwert Al /C
hat,

Fir 7 = 2 ergibt sich folgendes Gesamtbild: Alle Potentiale, die nur ein
Minimum bei [ = 0 haben und wie V{(y) ~ y™ mit einem F‘xponent r>1
abfallen, rauhen bei U{0) = 0 auf. Falls sie schneller als y=2 abfallen, ist die
Einschrinkung auf ein Extremum nicht notwendig. Falls sie jedoch mehr Ex-
trema haben und langsamer als y~2 und schneller als y~! abfallen, erwartet
man ebenfalls nichttriviale Phasengrenzen wie im marginalen Fall » = 2, aber
im Gegensatz zu diesem ist fiir Potentiale mit einer langreichweitigen Ampli-
tude W < 0 der Ubergang von erster Ordnung. Falls das Potential schlieflich
langsamer als = abfillt, bestimmt der langreichweitige Teil des Potentials das
kritische Verhalten und die Phasengrenze liegt bei W = 0.

Potentiale, mit mehreren Extrema und einem Abfall wie 42, zeigen nicht-
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Abbildung 3.3: Phasendiagramm der Aufravhung fiir 7 = 2, abgeleitet aus
Bild (3.2). Die Amplitude X ist gegen den Zweig von pr aufgetragen, der eine
relevante Eigenstorung hat. Ein Vergleich mit Bild (3.1) zeigt, daf ¥ und pg
jeweils mit u und w korrespondieren. -+ e e T e e
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universelles Verhalten mit w-abhingigen Exponenten, siehe Bild 3.2. Die To-
pologie dieses Phasendiagramms sollte fiir einen Bereich von r Giiltigkeit be-
halten, bis die Funktion py(X) mehr Struktur entwickelt.

3.3.5 Bifurkationen von Fixpunkten

Der Wert von 7 soll nun vergréfiert werden, um (i) den Aufrauhungsiibergang
von polymerisierten Membranen zu untersuchen. Dieser Membrantyp ist im
Rahmen des effektiven Hamiltonians (1.17) durch den Wert 7 ~ 4 charakteri-
siert {62] und (ii) um das Verhalten von Grenzfliachen in d = 3 zu untersuchen,
was 7 = oo entspricht. Da fiir grofle |y| die Fixpunktpotentiale wieder durch
die lineare Fixpunktgleichung bestimmt sind, haben wir in Analogie zum Ent-
bindungsiibergang fiir 7 = oo, bzw. { = 0 wieder keine nichttrivialen Fixpunkt-
gleichungen, die mit den Randbedingungen kompatibel sind, da die Losung der
linearen Fixpunktgleichung dann oszillierendes Verhalten zeigt.

Die Funktion pr(X) selbst entwickelt fiir gréfer werdendes r eine immer
komplexere Struktur. Das sieht man ein, wenn man die Eigenstérungen f,
am trivialen Fixpunkt U, betrachtet, welche durch (3.44) mit U*(y)" = 0
gegeben sind. Die beiden unabhéngigen Losungen kénnen nun explizit fiir alle
y angegeben werden. Die eine Losung ist gegeben durch

H0(y) = exp(~y* /D771 (¥)/Dr-rsc-1(0). (3.49)
wobei Dy,(y) die parabolische Zylinderfunktion ist und D,_x/c1(0) ein Faktor,

der die Normierung f,V(0) = 1 sicherstellt: Du(0) = T(1/2)242/T([1 — p}/2),
Ref. [4].. Die zweite Losung ist dann durch

HP) = £HYE) [z O@E 350

gegeben, wobei N ein Normierungsfaktor ist. _

Fiir grofe |y hat man /(0 (y) ~ fy|=""MCe¥"/2) vergl. (3.47). Es folgt
dann von (3.50}, daB /@ (y) ~ lyl=™"M<, was wir aber gerade durch die Bedin-
gung Cy = 0 in (3.48) ausgeschlossen haben. Weiter sollen alle Figenstérungen
symmetrisch um den Ursprung sein, was equivalent zu 9f(y)/8ylo = 0 ist.
Fir die Elgenfunktlon H8(y) gegeben durch (3.49), folgt: PR

8HDW)/8ylo =D,y e_1(0)/Drosie—1(0) ~ . (3.51)

mit D(0)=T(— 1/2)2(#“1)/4/!‘( —11/2), Ref. [4]) und p = 7 —,\/g 1. Das heifit,
(1) (y) /By]o = 0 ist an den Polen von I‘( ,u/2) erfuilt ‘was glelchbedeutend

'T—)\/g—I—Qk TR (3.52)
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ist, wobei k eine beliebige natiirliche Zahl & > 0 ist. In diesem Fall ist die Para-
bolische Zylinderfunktion von gerader Ordnung und kann durch das Hermite-
Polynom H,(y) ausgedriickt werden: '

AV () = exp(—y?/2)Hai(y/v/2) /Har (0). (3.53)

Der grofite Eigenwert A/{ = 7 — 1 entspricht & = 0, was wir auch numerisch,
vergl. Bild 3.2, und von der Matching-Prozedur in Abschnitt 3.2.3 gefunden

hatten.
- Wenn nun 7 groBer wird, werden weitere Eigenstérungen relevant bei

ey = 2k 4+ 1 mit k=1,2,3,.... (3.54)

Beir=m=3hatman \;/( =71 —1=2und Ao/{ =7 —1-2=0. Es gibt
also eine zusitzliche marginale Eigensttrung, die fiir 7 > 7» relevant wird. Bei
T =73 = 5, wird ein weiterer Eigenwert A3/( relevant und man hat A, /¢ = 4,
A/¢ = 2 und Az/¢ = 0. Allgemein hat man k relevante Eigenstorungen
fiir 7 > 7ry1. Dieses Resultat ist exakt, da alle Eigenstorungen am trivialen
Fixpunkt Uf untersucht wurden, wo die RG in erster Ordnung in U exakt ist.

Das Verhaiten der Eigenstorungen als eine Funktion von 7 steht in einem
direktem Zusammenhang zu der Fixpunktfunktion pr{Z). Die lineare RG hat
zwei linear unabhéngige Ldsungen, eine von ihnen ist:

%2 () = exp(=4%/4)Dyes (). | (3.55)

Fiir 7 — 1 = 2k, mit k einer natiirlichen Zahl k > 0, ist die Funktion Uj,, (y) ge-
geben durch (3.55) gerade und dadurch kompatibel mit den Randbedingungen
der Aufrauhung. Die Lésung (3.55) sollte in einer Umgebung um den Ursprung
¥ = 0 eine gute Approximation an die Ldsung der Fixpunktgleichung sein.
Da aber Uj,(y) keinen langreichweitigen Potenzabfall hat, folgt dann, daf die
Funktion pz (2} in dieser Umgebung um den Ursprung identisch verschwindet,
pr(Z) also einen Sattelpunkt besitzt, wenn 7 = 741, mit k= 1,2,3,... ist (der
Fall 7 = 1 wird im n#chsten Abschnitt diskutiert). Man sieht, daB bei densei-
ben 7;-Werten die Sattelpunkte erscheinen, bei denen dle neven A /¢ relevant
werden.

" Das ergibt folgendes Bifurkationsszenario: Aus Jedem Sattelpunkt bifur-
kiert ein neues Paar von Extrema und ein dazugehoriges Paar von Nullstel-
len der Funktion pr(Z) am Ursprung X = 0 heraus. Die Extrema und die
Nullstelien wandern auseinander, wenn  gréBere Werte annimt. Die Nullstel-
len der Funktion pr(X) entsprechen kurzreichweitigen Fixpunkten. Zwischen
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Abbildung 3.4: Die Funktion p; = pr(Z) und die ersten beiden relevanten
Eigenwerte fiir + = 4. Im Vergleich zu 7 = 2 hat die Funktion p., ein neues
Paar von Extrema, das bei 7 = 3 aus dem trivialen Fixpunkt herausbifurkiert
ist. Zwischen diesen Extrema ist ein zusitzlicher Eigenwert relevant. Zwei
neue kurzreichweitige Fixpunkte Uz;(y) und U%,(y) mit Amplituden g5 und
Xs; haben jeweils beide eine relevante Eigenstorung,

solch einem Paar von Extrema —und daher auch zwischen den kurzreichweiti-
gen Fixpunkten— erscheint am Ursprung wieder sin Sattelpunkt, wenn 7 die
néchste ungerade natirliche Zahl erreicht hat. Wenn + nach Unendlich geht
wiederholt sich das ganze unendlich oft. Zu jedem Paar von Extrems gehort ein
Eigenwert, der im Intervall zwischen den Extrema relevant und sonst irrelevant
Das ist aber genau dieselbe Art von ‘Bifurkationsstruktur, wie wir sie im
Entbindungsfall gefunden hatten, lediglich der Ort, wo die Bifurkation auftritt,
ist bei Aufrauhungsphénomenen immer auf den trivialen Fixpunkt festgelegt.

Die Bifurkationsstruktur soll nun fiir den Fall 7 = 4 illustriert werden, der
polymerisierien Membranen entspricht. - Die Funktion :pz(Z) ist in Bild 3.4
aufgetragen. ‘Man sieht ein Paar von Extrema welches aus dem Sattelpunkt
bei 7 = 1, = 3 herausbifurkiert ist. Es gibt dazu zwei neue kurzreichwei-
tige Fixpunkte, U%(y) und U (y), mit einem & = Xg; und & = Tgs. Diese
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Abbildung 3.5: Die vier kurzreichweitigen Fixpunkte bei 7 = 4. Gezeigt wird
nur der Teil mit y > 0. Der Fixpunkt U}, ist rein repulsiv und hat keine
relevante Eigenstoérung. Er reprdsentiert die rauhen Phase Die Fixpunkte
%5(y) und U%,(y) haben eine relevante u}genstcrung, reprasentiert einen
Phasenubergang erster Ordnung. - e :

Fixpunktpotentiale sind in Bild 3.5 dargestelit. Sie haben beide jeweils nur
eine relevante Eigenst6rung. Der triviale Fixpunkt UZ, hat zwei relevante
Eigenstdrungen und entspricht einem multikritischem Punkt. BEr trennt zwei
Familien von Wechselwirkungen, die ein kritisches Verhalten zeigen, das je-
weils von Ug, und Ugs beherrscht wird. Die Form des Potentials Uj; und der
Wert A1/( =~ 7 an diesem Fixpunkt implizieren, daf§ U}; einen Phaseniibergang
erster Ordnung reprisentiert. Der andere Fixpunkt reprisentiert sinen Pha-
seniibergang zweiter Ordnung und Potentiale, deren kritisches Verhalten durch
diesen Fixpunkt bestimmt sind, haben mindestens ein Minimum bei y > 0. und
ein Maximum bei-y = 0. Flichen in solchen Potentialen rauhen bei einer
endlichen Stédrke des Potentialminimums auf.. Das ist eine zweite Klase von
Aufrauhungsiibergéngen von polymerisierten Membranen mit 7 ~ 4 in kurz-
reichweitigen Potentialen (vergl. dazu die Universalitit fiir Flichen mit 7 '—.2
Alle kurzrelchweltzgen Potentiale rauhen bei einer Poi:ent}alstarke U(O)

auf).
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Abbildung 3.6: Die Funktion p; = p;(Z) bei 7 = 9. Man beachte, daB fiir
2 < 0 die Skala mit einem Faktor 10 vergréBert wurde. Da 7 ungerade ist, exi-
stiert am Ursprung ein Sattelpunkt. Man hat drei Paare von Extrema mit den
korrespondierenden Nullstellen von pr(Z), die aus dem Ursprung jeweils bei
7 = 3,5, 7 herausbifurkiert sind. Der triviale Fixpunkt hat jetzt vier relevante
Eigenstérungen.

Der triviale Fixpunkt Ujp, bestimmt jedoch noch i nn_mer das kritische Ver-
halten von allen Potentialen mit nur einem Minimum bei y = 0, obwoh! er die
grofte Anzahl relevanter Eigenstérungen von allen kurzreichweitigen Fixpunk-
ten besitzt. Fiir 7 = 9 gilt zum Beispiel: Uy hat vier relevante EigenstOrungen
und es gibt zusétzlich drei Paare von kurzreichweitigen Fixpunkten, siehe auch
Bild 3.6 fiir die ganze Funktion pL(E) Der Grund dafiir ist, daB sowohl U, als
auch Ug; und alle anderen kurzreichweitigen neuen Fixpunkte, cne bel groﬁeren
r-Werten auftreten, immer mehr als ein Extremum haben. o

Man hat jedoch im allgemeinen eine Klasse von kurzreichweitigen .Fixptmk-
ten, die einen Aufrauhungsiibergang erster Ordnung beschreiben und eine an-
dere Klasse von Potentialen, die multikr itisches Verhalten zelgen welches _}e— _
weﬂs von. der Anzahl 1hrer Extrema abha.ngt A '
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Abbildung 3.7: Die Funktion p;, = pr(2) fiir 7 ~ 1. Das Minimum von g
ist jeweils bel . > 0, L = 0uwd X < 0ftlir7 > 1, 7=1und 7 < L
Ein relevanter Eigenwert existiert nur fiir ¥ < X,,, daher hat man einen
nichttrivialen kurzreichweitigen Fixpunkt mit einer relevanten Eigenstérung
nur fiir 7 < 1. :

3.3.4 Der Limes kleiner Werte von 7

Es ist interessant zu sehen, wie eine Reduzierung der lateralen Dimension oder,
was gleichbedeutend ist, des Parameters 7 das kritische Verhalten verdndert.
Allgemein gesprochen hat man ein Anwac‘nsen der th_ermi_schen Fiuktu_ationen,
die gegen ein attraktives Potential arbeiten. ~

“Abb. 3.7 zeigt die Funktion pr(X) fir verschiedene Werte von 7, mit 7 < 2.
Man sieht eine Verscmebung des Minimums und der Nullstellen von pp(2) zu
kleineren X. Bei 7'="7; = 1, hat das Minimum den Ursprung erreicht. Fiir
7 < 1 bewegt sich das Minimum von pg(X) weiter zu negativen X-Werten und
man hat wieder zwei kurzreichweitige Fixpunktpotentiale. Fir 7 < 1 gibt es ei-
nen nichttrivialen kurzreichweitigen Fxpunkt bet £ = Xg < 0, der mit U3, (¥)
bezeichnet wird. Dieser Fixpunkt reprisentiert nun die kritisches Phase bei
einem Aufrauhungsiibergang, wihrend Ujy, jetzt der rauhen Phase entspricht:
Die Rolle der beiden Fixpunkte ist vertauscht. Man sieht das ebenfalls ein,
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Abbildung 3.8: GroSter Eigenwert A:/¢ und Amplitude T des nichttrivialen
Fixpunktes mit p;, = 0 als eine Funktion von 7. Dieser Fixpunkt, bezeichnet
mit Us: (y) und Uso(y), hat die Amplituden Sg; und Zg fiir < 1 und v > 1,
vgl. auch 3.7.

wenn man die fiihrenden Eigenwerte dieser kurzreichweitigen Fixpunktpoten-
tiale betrachtet. Fiir den nichttrivialen, der mit Ug, (y) und UZy(y) jeweils fiir
7 < 1und 7 > 1 bezeichnet wurde, ist der Eigenwert X; /¢ als Funktion von 7
in Bild 3.8 dargestellt. Bei 7 = 1 wechselt der Eigenwert A;/¢ sein Vorzeichen
und wird relevant fiir kleinere . Die 7-Abhéngigkeit von A; /¢ fiir den trivialen
Fixpunkt ist einfach durch A /¢ = 7 — 1 gegeben, wie aus (3.52), mit & = 0
folgt. Der Eigenwert A; /¢ fir den trivialen Fixpunks zeigt also ebenfalls sinen
Vorzeichenwechsel bei 7 = 1, wobei allerdings jetzt der Rigenwert A;/¢ fiir
T < 1 irrelevant wird. Der Grenzwert 7 = 1 kann einfach aus der Tatsache er-
halten werden, da8 die Eigenstorung £y, des trivialen Fixpunktes marginal bei
7 =1 und irrelevant fiir 7 < 1 ist [38, 44]. Wir schliefien also, daB Systeme mit
7 < 1 einen Aufrauhungsiibergang bei nichttrivialen Potentialstirken haben
k&nnen, auch wenn die Wechselwirkung rein attraktiv ist.
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3.4 Aufrauhung von Grenzflichen in drei Di-
mensionen

Die Aufrauhung von Grenzfldchen in d = 3 ist von besonderem Interesse. Man
muf} dazu, wie auch im Fall von Enthindungsiibergingen, den Limes d — 3,
bzw. 7 — oo der RG betrachten, denn in d = 3 selbst gibt es, in Analogie
zu den Entbindungstibergingen, keine nichttrivialen Fixpunktlésungen, die fiir
grofie Werte der Abstandskoordinate i abfallen. Zusétzlich aber ist es bei der
Aufranhung méglich, dafi im Abschnitt 3.2.2 besprochene Matching-Verfahren
auch in der marginalen Dimension d = 3, bzw. 7 = o0 anzuwenden. Als phy-
sikalische Realisierung betrachte man ein dreidimensionales System, welches
einen planaren Defekt enthélt, wie etwa das dreidimensionale Ising Modell mit
einer Ebene von schwachen Kopphingen. Wenn die Temperatur T {iber der
Rauhigkeitstemperatur ist, ist die Grenzfliche rauh und das periodische Git-
terpotential ist irrelevant {7]. In dieser Situation riihrt das effektive Potential
fiir die Grenzfliche nur von der Defektebene her und ist kurzreichweitig, wenn
das Ising Modell nur kurzreichweitige Kopplungen hat.

Fir d < 3 ist der Rauhigkeitsexponent { = (3~d)/2und r = (d—1)/{ =
2(d —1)/(3 — d). Wenn d = 3 von unten erreicht wird, geht der Rauhigkeits-
exponent ¢ nach Null und 7 nach Unendlich. In diesem Limes erscheinen
unendlich viele kurzreichweitige Fixpunktpotentiale um den trivialen Fixpunkst,
wie wir es im Abschnitt 3.3.3 diskutiert haben, die relevanteste Stérung jedoch,
mit Eigenwert A; hat einen endlichen Limes fiir d = 3, da Ay = ((7 — 1) =
2— 36/ 2 fur d= 3 — ¢ Das impliziert den krltlschen Exponent

y[,:1/A1=--1/z Cfird=3 (3.56)

Wir erhalten so den Mean-Field Wert, der in allen Dimensionen d > 3 richtig
sein solite, da dann Flukiuationen unwichtig sind. In d = 3 erwartet man
jedoch das Auftreten von konfluenten logarithmischen Singularitdten.

Die Art. dieser logarithmischen Terme kann durch eine geeignete Modifi-
kation der Matching-Prozedur, wic sie in Abschnitt 3.2.2 besproc’ﬂen wurde,

erhalten werden.. Ansteﬂe von- (3 23) und (3. 24) hat man nun -

)
St

. :.~2 , . : -
@y ~In(by) ~Ingy. (8.5

Die Matching-Bedingung lautet folglich :

fﬁ—go) bz~-2 ];: 6_%”2(152 — )V (aLu). (3.38)




Wenn wir nun das Potential, welches wir in (3.29) definiert hatten:
V() =G[i?+12 2 (3.59)

in die Matching-Bedingung einsetzen fithrt das iiber (3.58) auf:

K ) . 3 T
_— &GI8 (c1In(bo) ™7 + In(be)~C+D) 3.60
76 IGIES (e21n(bo)™2 + In(bo)~+2)) (3.60)
wobei ¢, unabingig von by ist. Es folgt dann, dafl die Divergenz von 5” gegeben
ist durch: ]3 o
N [Gl""[ln(l/[G[) 1 fiir r > 1; (361
g {IG Sn(1/|G])5¥3, firr < 1. (361

Die iogarlthjmschen Korrekturen Zum fuhrenden Verhalten IG] 3 hangen also
von 7 ab.”
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4 Ausblick/Zusammenfassung

Phaseniiberginge von Grenzflichen, Membranen und Polymeren in &dufleren
Potentialen wurden untersucht.

Bei FEntbindungsphinomenen enthilt das duflere Potential eine harte Wand
bei Abstand [ = 0, die im Rahmen einer Renormierungs-Rechnung nichtpertu-
bativ berticksichtigt werden kann. Zwei approximative, nichtlineare Renormie-
rungsgruppen wurden auf den Entbindungsiibergang angewendet und zeigen
konsistente Resultate. Die approximativen Renormierungsgruppen (RG) ent-
halten als einzigen Parameter den Exponenten 7 = dy /{, der an die verschiede-
nen Systeme angepafit werden mufl. Potentiale, die schneller als 1/1” abfallen,
gehoren in das Regime starker Fluktuationen (SFL Regime). Es zeigte sich,
dafl das universelle Verhalten des SFL Regimes bei 7 = 2 flir groBere Werte
von 7 modifiziert wird, da die Fixpunktstruktur der RG fiir zunehmendes 7
eine komplexe Bifurkationsstruktur aufweist.

Fir einen Wert von 7 > 751 = 4.6 & 0.2 sind auch im SFL Regime Pha-
seniiberginge erster Ordnung mdglich. Polymerisierte Membranen sind durch
den Exponenten 7 = 4 charakterisiert und entbinden folglich im SFL Regime
immer kontinuierlich. Eine unabhéngige Uberpriifung der Bifurkationsstruk-
tur durch ein Modell, das exakt 18sbar ist oder simuiiert werden kann, wére
interessant. Dabei miifite das Modell durch einen Parameter 7 charakterisiert

A AU s 4 LU 3 A3 Netadioia T

gein, der grofer als 7 & 4.8 ist. Eine Membran mit lateral langreichweitigen

D dasy

Kraften ist ein moglicher Kandidat fiir so ein Modell.

. Grenzflichen in d = 2 + 1 und Membranen unter lateraler Spannung sind
im frelen Zustand nur marginal rauh, was 7 = oo entspricht. Die RG zeigt
ein nichtanalytisches Verhalten im Limes groBer =1 Fiir 7 = co gibt es keine
Fixpunkte, die kompatibel mit der Randbedingung einer harten Wand sind.
Fiir grofles aber endliches 7 driften die Fixpunkte linear in 7 nach unendlich.
Eine Reskalierung der Flufigleichungen fithrt auf das Konzept der “driftenden
Fixpunkte”, die fiir 7 = oo anstelle der urspriinglichen Fixpunkte treten. Die
kurzreichweitigen Fixpunkte kdnnen an einen driftenden Fixpunkt angepafit
werden und fiir kontinuierliche Ubergéinge verhalten sich die dazugehorigen
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Exponenten 2 und vy wie: ¢ ~ v7/% und v ~ %%, Im Limes 7 = oc folgt
dann ¢ = 0 und v = co.

Die lineare RG fiir 7 = co, die die harte Wand unsystematisch beriicksich-
tigt, sagt drei Regimes voraus, von denen allerdings keines dabei ist, welches
diese Exponenten besitzt. Es wire wiinschenswert, die Voraussagen der nicht-
linearen RG durch eine Simulation zu iiberpriifen und insbesondere damit auch
das Szenario der driftenden Fixpunkte zu verifizieren. '

Aufravhungsphinomene von Flichen in symmetrischen Potentialen wurden
fiir verschiedene Typen von Iliachen in beliebigen Dimensionen untersucht. Fiir
Grenzflachen in d = 14 1 kann das kritische Verhalten mit Transfer-Matrix
Rechnungen exakt erhalten werden. Fiir Potentiale V' (1), die wie W/|I|? fiir
grofe |I| abfallen, findet man ein komplexes Phasendiagramm, das dieselbe To-
pologie hat, wie das entsprechende fiir Benetzungsiibergéinge. In dieser Arbeit
wurde in der gebundenen Phase eine Symmetriebrechung ausgeschlossen, eine
einfache Verallgemeinerung der Rechnung auf Potentiale, welche die Symmetrie
explizit brechen, ist moglich und gibt dann Einsicht {iber die Symmetrieeigen-
schaften der aufgerauhten Phase.

Das kritische Verhalten von Potentialen, die lediglich ein globales Minimum
bei [ = 0 haben, kann mit Hilfe einer linearen RG exakt bestimmt werden. Fiir
diese Potentiale wird universelles Verhalten gefunden, wenn sie schneller als
1/|!] abfallen, und der kritische Exponent v ist gegeben durch v = 1/[{(7~1)}.

Potentiale mit mehreren Minima kénnen mit Hilfe einer approximativen
RG behandelt werden. Die Transfer-Matrix Rechnungen in d = 1 + 1 dienen
dabei als Test fiir die approximative RG, welche ein analoges Phasendiagram
liefert. Man findet bei Aufravhungslibergéngen eine entsprechende Sequenz
von Bifurkationen wie beim Entbindungsiibergang. Im Gegensatz zur Entbin-
dung ist jedoch der triviale Fixpunkt U} = 0 immer eine erlaubte Lsung der
Fixpunktgleichungen, da er kompatibel mit den Randbedingungen von Aufrau-
hung ist. Aus diesem Fixpunkt bifurkieren bei ungeraden Werten von 7 neue
kurzreichweitige Fixpunkte heraus. Gleichzeitig erscheinen neue relevante Fi-
genstérungen, die am trivalen Fixpunkt analytisch berechnet werden kdnnen.

Eine Stérungstheorie, die die Bifurkation analytisch behandelt, scilte mog-
lich sein, da eine kleine Differenz von 7 zur n#chsten ungeraden Zahl ein ge-
eigneter kleiner Parameter ist, nachdem entwickelt werden kann. Weiter sind
Computer Simulationen von polymerisierten Membranen in kurzreichweitigen,
symmetrischen Potentialen ein definitiver Test der gefundenen Bifurkations-
struktur. Diese Sorte von Membranen haben einen Parameter 7 = 4, fiir diesen
7-Wert ist schon eine Bifurkation aufgetreten und man erwartet in Abhéngig-
keit des Potentials Aufrauhungsiiberginge von erster- und zweiter Ordnung.
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Der kritische Exponent ) des trivialen Fixpunktes ist analytisch im Limes
grofier 7 und erreicht den Mean-Field Wert vy = 1/2, der ebenfalls fiir 7 = oo
mit Hilfe der linearen RG gefunden wurde. Fiir 7 = co erwartet man das Auf-
treten konfluenter logarithmischer Singularititen, die ebenfalls in Computer
Simulationen des dreidimensionaien Ising Modells zu sehen sein sollten.

Ein weiterer interessanter Aspekt von Aufrauhungsphénomenen ist das Ver-
halten fiir 7 < 2. In diesem Fall erwartet man universelles Verhalten fiir kurz-
reichweitige Potentiale V(I), die schneller als 1/[l[" abfallen. Fiir 7 > 1 ist
deren kritisches Verhalten durch den trivialen Fixpunkt bestimmt, wahrend
fiir 7 < 1 die Grenzflache oder Membran bei einer endlichen, negativen Poten-
tialstarke aufrauht. Es wére auch hier interessant ein Modell zu finden, das
dieses Resultat bestdtigt. S PR
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Anhang: Potentiale mit 1/

=]

Abfall in d =2 Dimensionen

In diesem Anhang soll fiir das Potential:

U for -l < [ < l{),

Vi) = {W/ﬁ for [{] > lo, (A-1)

die Phasengrenze bestimmt werden. Um die Notation zu vereinfachen ist es
tiblich, die reskalierten Variablen: y = /lp, v = 2K3U/T?, w = 2KW/T? und
die reskalierten Energien: e, = 2KI3Ey/T? einzufithren. Die Schrochnger Typ
Gleichung schreibt sich dann:

- ¢:—i + v(y)¢n s en‘;bn mit (A?..)

_t<lyl<1
0= {ope st (A:3)

Der Aufrauhung von Grenzflachen entspricht im Transfer-Matrix Formulismus
dem Ubergang von einem gebundenem Zustand zu einem Streuzustand [55].

Fiir den gebundenen Zustand hat man: e; = —|eg| = —¢°®. Wir sind daher an
dem Limes ¢? — 0% interessiert. In dem Intervall —1 < y < 1 hat ¢y die Form:
¢o = Ccosh(y/u + ¢?y) filr u > 0, (A.4)
¢ = Ceos{vf|uf — ¢%y) fiir u < 0. (A5}

Falls |y] > 1 hat man
¢o = C'\/yK,(qy) (A.6)

mit g = /1 +w, und K, (gy) ist eine modifizierte Besselfunktion in Standard
Notation. Die Stetigkeitsbedingung von ¢o und ¢ bei |y| = 1 fithrt auf: '

y/u + ¢*tanh{y/u + ¢2 - -éf = L,(q), (A7)
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~ Vil = tan(y/ful = ) - 5 = L) (4.9

jeweils fiir ¥ > 0 bzw. © < 0 und

0K, /0q
L.(g) = ¢—2—. A9
Diese Gleichungen bestimmen g2 = —eg als eine Funktion der Parameter u

und w. Hier soll nur der Fall w > § (dh. x > 0) betrachtet werden. Wenn
man das asymptotische Verhalten von K, (z) fiir ¢ — 0% einsetzt, erhilt man
die Phasengrenze fiir den Aufrauhungsiibergang aus:

Ve tanh uc—%: —\/é-l—wc, (A.10)
— y/ Jue| & nﬁflu[—-l———f‘/i-%—'w (A.11)
uc| ta ol =5 =y T :

wieder fiir « > 0 bzw. u < 0. Die Lésung dieser Gleichung wird in Bild 3.1 ge-
zeigt Der Fall w < § verlangt ein Umschreiben der Stetigkeitsbedingung (A.7),
wie es in Ref. [55] fiir Benetzungsiibergénge im Detail vorgerechnet wird und
soll daher hier nicht wiederholt werden. Wie in Bild 3.1 gezeigt wird, ist die
Phasengrenze fiir « > u, = 0.595 eine Gerade bei w = —1.
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Prozedur fiir ein
langreichweitiges Potential mit
zwel Parametern

Die Matching-Prozedur fiir das Potential aus (3.29) soll hier detailierter dar-
gestellt werden, damit man sieht, wie mit diesemn Verfahren die kritischen Ex-
ponenten erhalten werden. Wir starten mit V' aus (3.38):

N U lll < lo
v = {W/F > & (B-1)
Im Abschnit 3.2.2 leiteten wir folgenden allgemeinen Ausdruck
K o 4 1 1pae f 172
- = b paT? e /R (:—— - 1) V(. B.2
ggn(bo) [ o ¢ e f—’_zﬂ_ &J_ 2 ?L ( ) ( )

fiir die Matching-Prozedur her, siehe (3.25). Die Variablensubstitution , u =
{/a,, fihrt auf

K vdes . _

w1 ! 7 l 2 2 AN T ~ Ay =
o *jo du e 3% (u* — 1V {a.u). (B.3)

'

& bo)

wobei die Bezichung a, ~ b5 aus (3.24) benutzt wurde, Das Integral in (B.3)
wird in :

. ol /& _ )
Is = 2U]0 Maw et o1) -~ (B.4)
und o0 —ly2, 2 N g P
I =2W du e 2% {(u* — Du"ay (BB
IG/&J_ R L . L o
aufgeteilt. Fir Is _e:hélt man: _— |
|  Is=U{-2/tL + W/a) P+ 0@} - (B6)
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Weiter hat Iz eine Singularitit von der unteren Grenze, an der exp|—iu?]{u® —
1) um u = 0 entwickelt werden kann. Damit wir den fithrenden Term erhalten,

teilen wir Iy, weiter in

I =—-2W dvu™ay’, (B.7)
S Jlofay . '
und o . _
lip=2W | du e~ 1% (u® — D)+ u~ar,  (B.Y)
/04

auf. Im Fall » > 1 erhilt man dann:
ll-—r~—-1

Ipy = —2W2 —+ B.
L1 = S (B.9)
Damit man den nidchsten Ordnungs Term von Ips erhélt, mufl man zwei Falle
unterscheiden: Als erstes soll angenommen werden, dafl Ir, eine Singularitit
an der unteren Grenze hat, dann ist der néchste Term:

l3—r~—3

— +0@@E"™),  (B.10)

I1 = 3W [ ule® + O lu™a7" = SW=
lo/ﬂn

mit < = min(r,5), giltig fiir r > 3.
Im anderen Fall, 1 < r < 3, hat man keine Singularitdt in /72 und man
erhalt:

I =3W fo dule™?* (w® — 1) + Lu™"a7" + O(a7%) = Wesar + 0@E7).

(B.11)
Zusammengefalit ergibt sich: '

K 1.d-1 [ | I 2W£-é—r
~ D T )1 P Jf -,
gﬁn(bo) (1 ia_]_( Lig 1
35w

+aT (U + =) + o@E™)}, (B.12)
K et AWZO_"

~ og-{ari(—2U — ) a7 Wes + 0@r®)}, (B.13)

£ (bo)

fiir jeweils r > 3 bzw. 1 <7 < 3.
Der fithrende Term in (B.12) und (B.13) ist:

Wz Wlo

K d— - 1). i ..(28.14)

T ~ e

b{,'l 4( U-
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Der Reskalierungs Faktor by wird so gewshlt, da8 § = boa, siche (3.23), und
von (B.14) hat man:

—WIT —Y
€||~(r_2 - ) , (B.15)
it 1 1 |
Y =5 = . (B.16)
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