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KrKlaches Verhaltr eä



SUMMary

The phase transition of a manifold from a state bound to a surface to
an unbound state is considered in this work . The manifold feels an effective
external potential which is motivated by the respective physical System.

A general classification scheme, based on renormalization group calculati-
ons, of this unbinding transition is presented . Within this scheme the phase
transition depends on the external potential and on the lateral dimension of
the manifold. In the framework of an approximate renormalization calculation
one can treat membranes, whose confoLinations are governed by the curva-
ture energy, and interfaces with a finite surfa .e tension simultaneously. The
only parameters are the lateral dimension and the roughness of the respective
manifold.

Two classes of potentials were investigated . Potentials of the first dass
contain a hand wall . This hard wall prevents the use of perturbation or lineari-
zation methods . However, the approximate renormalization group is nonlinear
and the conditions of a hard wall can be considered . lt turns out that the
Limit d - 3 for interfaces is nonanalytic, since the renormalization group has
no fixed points at d = 3 anymore where d = 3 is just the dimension in which
the interface is marginal i .e . logarthrnically rough.

In d > 3 one expects mean field behaviour of the phase transition . In
contrast to bulk critical phenomena one finds a nonanalytic behaviour of the
renormalization group when the upper critical dimension is reached . This
shows up in a complex bifurcation structure of the fixed points . This Limit is
studied in detail for wetting and adhesion phenomena, leading to the concept
of `drifting fixed points'.

Symmetrical potentials are the second dass which are considered . The
order of the phase transition for this Blass is also investigated . Motivated by
the calculations for potentials with a hard wall the Limit d - 3 is again studied.
An analog bifurcation structure as for unbinding is found, but now one can use
linearized methods to derive exact results . A starting point for the investigation
of the symmetrie potentials is an exact transfer matrix calculation in d = 1 + 1
which serves also as a Lest for the approximate renorrnj .lization group .



Zusammenfassung
Der Phasenübergang einer Fläche von einem gebundenen zu einem freien

Zustand steht im Mittelpunkt dieser Arbeit . Die Fläche befindet sich dabei in
einem äußeren effektiven Potential, das durch das entsprechende physikalische
System motiviert ist . Dabei wird der Schwerpunkt auf eine generelle Klassifi-
kation des Phasenüberganges in Abhängigkeit des äußeren Potentials und der
lateralen Dimension der Fläche gelegt . Das ist mit Hilfe von Renolniierungsme-
thoden möglich: Im Rahmen einer approximativen Renormierungs-Rechnung
können Membranen, deren Konformation durch die Krümmungsenergie be-
stimmt wird und Grenzflächen, die eine endliche Oberflächenspannung haben,
auf analoge Weise behandelt werden . Dabei gehen die laterale Dimension und
die Rauhigkeit der jeweiligen Fläche ein.

Zwei Klassen von Potentialen werden untersucht . Die eine Klasse ist durch
das Auftreten einer harten Wand im Potential gekennzeichnet . Die harte Wand
bewirkt, daß keine pertubativen oder linearisierten Verfahren möglich sind . Die
verwendete approximative Renormierungsgruppe dagegen ist nichtlinear und
kann an die Randbedingung einer harten Wand angepaßt werden . Im Rahmen
dieser Rechnungen zeigt sich, daß der Limes d -> 3 für Grenzflächen nicht
analytisch ist . Der Grund ist, daß für d = 3 die Renormierungsgruppe keine
Fixpunkte mehr liefert, wobei d = 3 aber gerade die Dimension ist, in der die
Grenzfläche marginal, d .h. logarithmisch rauh ist . Für d > 3 erwartet man
dann Mean-Field Verhalten des Phasenüberganges . Im Gegensatz zu volumen-
kritischen Phänomenen findet man hier ein nichtanalytisches Verhalten der Re-
normierungsgruppe bei Annäherung an die obere kritische Dimension, was sich
in einer komplexen Bifurkationsstruktur der Fixpunkte zeigt . Für Benetzungs-
bzw. Adhäsionsphänomene wird der Grenzübergang im Detail studiert . Dabei
wird man auf das Konzept der driftenden Fixpunkte geführt.

Die symmetrischen Potentiale bilden die andere Klasse von Potentialen, die
betrachtet wird. Auch hier wird die Ordnung des Aufrauhungsiüberganges für
verschiedene Potentialtypen untersucht . Motiviert durch die Rechnungen zu
Potentialen mit einer harten Wand wird auch für diese Systeme der Grenz-
fall d --. 3 studiert. Eine analoge komplexe Bifurkationsstruktur wie bei der
Entbindung wird gefunden, allerdings lassen sich nun linearisierte Verfahren
anwenden, die es ermöglichen, exakte analytische Aussagen zu machen . Aus-
gangspunkt für die Untersuchung von symmetrischen Potentialen sind exakte
Transfer-Matrix Rechnungen in d = 1 + 1, die auch als Test für die approxi-
mative Renormierungsgruppe dienen .





Inhaltsverzeichnis

1 Einführung

	

3
1 .1 Die Skaleninvarianz der rauhen Fläche 	 12

1 .1 .1 Effektiver Hamiltonian für freie Grenzflächen und Mem-
branen	 13

1 .2 Flexible Fläche in einem äußerem Potential 	 16
1 .2.1 Potentiale mit einer harten Wand	 17
1 .2.2 Symmetrische Potentiale	 18
1 .2 .3 Effektiver Hamiltonian für Gauß'sche Polymere	 19

1 .3 Einfluß von Fluktuationen auf den Phasenübergang 	 20

2 Entbindungsübergänge von Membranen und Grenzflächen

	

24
2 .1 Effektives Grenzflächenmodell und funktionale Renormierung 	 24

2 .1 .1 Bifurkationsstruktur und Universalitätsklassen für Ad-
häsions- und Benetzungsübergänge	 26

2 .1 .2 Die Ordnung des Adhäsionsübergangs für reale Membranen 36
2.1 .3 Membranen mit lateraler Spannung und der LLmes für

großes	 37
2 .2 Der Limes für große r: Driftende Fixpunkte 	 38
2 .3 Driftende Fixpunkte für r =	 45

3 Aufrauhungsübergäj1ge von niedrigdimensionalen Flächen

	

49
3.1 Aufrauhung von Grenzachen in d = 1 + 1	 50

3 .1 .1 Transfer-Matrix Formalismus	 50
3 .1 .2 Kasten-Potential	 51
3 .1 .3 Potentiale mit langreichweitigem Potenzabfall 	 52
3.1 .4 Potentiale mit 1/1 2-Abfall	 52

3.2 Lineare Renormierung von symmetrischen Potentialen	 55
3.2.1 Lineare Rekursions-Gleichungen	 55
3.2.2 Matching-Prozedur	 56
3 .2.3 Ein Kurzreichweitiges Gauß'sches Potential	 57

1



3.2.4 Langreichweitige Potentiale	 58
3 .2.5 Störungen um den trivialen Fixpunkt	 58
3 .2 .6 Wettbewerb zwischen kurzreichweitigen- und langreich-

weitigen Potentialen	 59
61

61
62
65
70
72

3 .3 Nichtlineare Renormierung von symmetrischen Potentialen 	
3 .3 .1 Flußgleichungen und Randbedingungen für Aufrauhungs-

iibergänge	
3 .3 .2 Der Fall r = 2	
3,3 .3 Bifurkationen von Fixpunkten 	
3 .3 .4 Der Limes kleiner Werte von r	

3 .4 Aufrauhung von Grenzflächen in drei Dimensionen 	

4 Ausblick/Zusammenfassung

	

74

A Anhang: Potentiale mit 1/1 2 Abfall in d 2 Dimensionen

	

77

B Anhang : Matching Prozedur für ein langreichweitiges Poten-
tial mit zwei Parametern

	

79

2



1 Einführung

Grenzflächen, Membranen, oder Polymere sind Objekte, die thermisch um
ihren Gleichgewichtszustand fluktuieren können, da sie oft weich und flexi-
bel sind. Die thermischen Fluktuationen führen zu einer Vielzahl von kriti-
schen Phänomenen und sind der Grund dafür, daß physikalische Phänomene
wie Benetzung, Adsorption oder Adhäsion nichttriviale Eigenschaften zeigen
[60, 54, 69, 23, 17] . Im folgenden werden diese unterschiedlichen Phänomene
beschrieben und schließlich unter einem gemeinsamen Gesichtspunkt zusam-
mengefaßt.

Betrachten wir zuerst die Benetzung . Eine gasförmige Volumenphase a sei
in Gleichgewicht mit einer festen Volumenphase y . Zwischen der a-Phase und
der 'y-Phase kann sich eine dünne, benetzende Schicht einer dritten Phase ß
befinden, die die -y-Phase mit einem dünnen Flüssigkeitsfilm benetzt, siehe
Abb. 1 .1 .a. Im Fall der vollständigen Benetzung wird der Flüssigkeitsfilm
kontinuierlich dicker, wenn das System sich der Dreiphasenkoexistenz nähert.
Gleichzeitig wachsen die Fluktuationen der a-ß-Grenzfläche an, was sich in
einer zunehmenden Rauhigkeit des Films zeigt . Am Tripelpunkt schließlich
ist die Filmdicke unendlich und die ß-Phase wird makroskopisch [53, 73] . Ein
System zeigt unvollständige Benetzung, wenn die Filmdicke bei Annäherung
an den Tripelpunkt lediglich gegen einen endlichen Wert anwächst [53, 73] . Je
nachdem ob die Filmdicke kontinuierlich oder diskontinuierlich nach unend-
lich anwächst, wird zwischen einem Benetzungsübergang erster- oder zweiter
Ordnung unterschieden, Durch die Fluktuationen der Grenzfläche erhäl t der
Phasenübergang nichttriviale kritische Eigenschaften. Die Undulationen der
Grenzfläche sind nicht flächenerhaltend und werden durch die Oberflächen-
spannung E der Grenzfläche bestimmt . Die Oberflächenspannung E ist die
freie Energie pro Einheitsfläche ; sie gibt die Arbeit an, die zum Aufbau von
neuer Fläche geleistet werden muß . Bei einer Flüssig-Gas-Grenzfläche entspre-
chen die Fluktuationen den bekannten Kapillarweilen.

Ein Beispiel für ein System in d = 1+1 Dimensionen, das Benetzung zeigt,
ist das zweidimensionale Ising Modell mit nächsten Nachbarkopplungen JB und
einem Rand beiz 0 mit schwächeren Kopplungen J < Ja [1, 5, 15] . Durch



Abbildung 1 .1 : Geometrie bei: (a) Benetzung, (b) Adhäsion einer orientierten
Membran, (c) Adsorption eines Polymers und (d) Adsorption einer gekrumpel-
ten Membran.

entgegengesetzte Randbedingungen an die Spins wird eine Grenzfläche in das
System gebracht, siehe Abb . 1 .2. Bei T = 0 wird die Energie minimiert, wenn
die Grenzfläche auf dem Rand sitzt, während für endliches T die Grenzfläche
anfängt, Exkursionen vom Rand zu machen, um ihre Konfigurations-Entropie
zu erhöhen . Damit verbunden ist eine Zunahme der Rauhigkeit . Bei einer
kritischen Temperatur T schließlich ist die mittlere Auslenkung unendlich, die
Grenzfläche ist entbunden und hat die Rauhigkeit einer freien Grenzfläche.

In einer Monte Carlo Simulation wird gezeigt, daß bei der Adsorption von
Atomen an gestuften Oberflächen ebenfalls Benetzung auftreten kann [3] . Die
Geometrie des Systems ist in Abb. I .3.a gezeigt . Man sieht Terrassen der Aus-
dehnung L x M, auf die Atome adsorbSeren können. Die Adatome befinden
sich im chemischen Gleichgewicht mit ihrer Gasphase . Aus der Anzahl der ein-
gegangenen Bindungen eines Adatorris mit dem Substrat folgt : Das Anlagern
eines Adatomes an die rechte Stufe der Terrasse ist energetisch günstiger als das
Adsorbieren auf dem Volumen der Terrasse, wogegen es energetisch ungünstiger
ist, wenn sich das Adatom an die linke Stufe der Terrasse anlagert . Durch diese
"Randbedingungen" an die Adatome wird ein Benetzungsübergang induziert.
In Abb. 1 .3.b sieht man die Bedeckung einer Terrasse für drei verschiedene
Temperaturen . Für kleine Temperaturen bildet sich eine glatte, eindimensio-
nale Grenzfläche e (Grenzlinie) zwischen bedecktem und uribedecktem Substrat



(a) T=0

	

(b) T > 0
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Abbildung 1 .2 : Das zweidimensionale Ising Modell, mit einer Randlinie von
schwachen Kopplungen . . Durch entgegengesetzte Randbedingungen an die
Spins wird in das System :eine Grenzfläche gebracht . Für T = 0 ist die
Grenzfläche glatt, wogegen sie für T > 0 Exkursionen vom Rand macht.

parallel zur Terrassenstufe aus . Die mittlere Bedeckung ist ungefähr 0 oder 1,
jeweils für einen Ort vor oder hinter der Grenzlinie . Für zunehmende Tem-
peraturen wird die Grenzlinie rauher und bei einer kritischen Temperatur Tw
schließlich (unteres Bild) ist die mittlere Bedeckung 1/2 auf der gesamten Ter-
rasse: die Grenzlinie ist rauh. Da die Größen L und M endlich sind, hängt die
Temperatur Tw von den Randbedingungen an den Terrassenstufen ab.

Ein anderes physikalisches Phänomen, der Adhäsionsübergang von Membra-
nen, ist ein analoger Phasenübergang einer flexiblen Fläche. Membranen sind
zweidimensionale Schichten von amphiphilen Molekülen . Es gibt verschiedene
Typen von Membranen, die in letzter Zeit Gegenstand vieler theoretischer und
experimenteller Untersuchungen von Physikern waren [63, 66, 74, 85] . Eine
wichtige Gruppe sind die fluiden Membranen, die aus Lipiden bestehen . In
wässriger Umgebung formen die Lipide Doppelschichten, um ihren hydropho-
ben Schwanz vor dem Wasser zu verbergen . In der sogenannten L( -Phase sind
die Moleküle sehr beweglich : Die Lipide können relativ schnell in der Schicht
diffundieren, mit einer Diffusionskonstanten von nz 10-7 - 10-8dm2/sec. Um
ihre Entropie zu erhöhen, fluktuiert die Doppelschicht um ihre Gleichgewichts-
position . Solange die Membran fluide ist, sind die Fluktuationen im wesentli-
chen durch die Krümmungsenergie bestimmt [34, 35, 36] . Auf der anderen Seite
haben polymerisierte Membranen, wie etwa Proteinnetzwerke oder polymeri-



Abbildung 1 .3: (a) Geometrie von Benetzung auf gestuften Ober- Bächen . Die
Oberfläche besteht aus Terrassen, die regelmäßigen gestuft sind . (b) Terrasse
mit Adatomen, schwarz gezeichnet . Bei kleinen Temperaturen : bildet sich eine
glatte Grenzfläche aus (i), die für zunehmende Temperaturen rauher wird (ii),
bei T _ Tw schließlich, ist die Grenzfläche rauh und die_ mittlere , Bedeckung
ist isotrop «ih); E.V. Album, K. Binder, D. Heermann und W . Paul, 1989,
gef. [3] .



sierte Lipide, eine feste Konnektivität [2] . Sie zeigen dann einen Schermodul,
der zu reduzierten Fluktuationen im Vergleich zu fluiden Membranen führt [68].

Membranen zeigen eine Vielzahl von Wechselwirkungen, die von intermo-
lekularen Kräften herrühren [40, 72, 71] . Der anziehende Teil der direkten
Wechselwirkung kann stark genug sein, Membranen an ein Substrat zu binden:
Der gebundene, adhädierte Zustand ist dann charakterisiert durch einen endli-
chen mittleren Abstand (1) der Membranen vom Substrat . Wenn ein Parameter
des Systems wie z . R. die Temperatur geändert wird, kann das System einen
Adhäsionsübergang zu einem ungebundenen Zustand mit unendlichem (1) ha-
ben . [52, 57, 56, 67] . Die Geometrie des Adhäsionsüberganges ist in Abb . 1 .1 .b
zu sehen. Wenn jedoch zwei Membranen miteinander wechselwirken kann der
Adhäsionsübergang ebenfalls auftreten: das Substrat wird durch die zweite
Membran ersetzt und (l) gibt dann den mittleren, relativen Abstand der Mem-
branen an.

Der Adhäsionsübergang kann bei verschiedenen Membrantypen auftreten.
In Abhängigkeit vom Membrantyp und der paarweisen Wechselwirkung kann
folgendes .. geschehen: (i) Adhäsionsübergänge zweiter Ordnung, bei denen der
mittlere Abstand (1) kontinuierlich nach Unendlich divergiert, wenn das Sy-
stem seinen Ubergangspunkt erreicht . Gleichzeitig wachsen die Fluktuationen
an, was zu einem Anwachsen der Membranrauhigkeit führt . Am Ubergangs-
punkt hat die Membran die Rauhigkeit des freien Zustandes ; oder (ii) Phasen-
übergänge erster Ordnung, die durch ein sprunghaftes Verhalten des mittleren
Abstandes charakterisiert sind : Am Ubergangspunkt springt (l) von einem
endlichen Wert nach Unendlich [31].

Der Adhäsionsübergang von fiuiden Membranen wurde in Experimenten
beobachtet [67, 36] . In Abb. 1 .4 sieht man das Schwellen eines Stapels von
Digaiactosyldiglycerin (DGDG) . Membranen . Dieses Zucker-Lipid bildet in
wässriger Lösung Vesikel aus . In 100 mM NaCI Lösung zeigt sich bei etwa
22° C der Adhäsionsübergang.

Auch in Monte Carlo Simulationen konnte der Adhäsionsübergang von flui-
den Membranen beobachtet werden [50, 25] . Die experimentellen- und die
Monte Carlo Resultate sind konsistent mit einem Phasenübergang zweiter Ord-

nung. Kürzlich durchgeführte Monte Carlo Untersuchungen an polymerisierten
Membranen[62, 24, 48] sind ebenfalls im Einklang mit einem kontinuierlichen
Ubergang. In einigen Mischungen wurden zwei koexist ierende lalleldle ~ .~G Phasenkoexistierende
beobachtet, was einen Phasenübergang erster Ordnung von einem kleinen zu
einem großen (aber endlichen) Abstand der Membranen impliziert [81] . Hierin
deutet sich an, daß der Adhäsionsübergang auch von erster Ordnung sein kann.
Eine neuere Monte Carlo Simulationen eines Systems mit drei Membranen legt
nahe, daß die Ordnung des Phasenüberganges von der Anzahl der wechsel-
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Abbildung 1 .4 : Adhäsionsübergang eines Stapels von acht Zucker-Lipid Mem-
branen. Oberhalb der Übergangstemperatur (linkes Bild) sieht man einen
Membranstapel, in dem die Membranen einen endlichen Abstand haben.
Im Mikroskop zeigt sich der Membranstapel als dicke, verschwommene Li-
nie. Unterhalb der Übergangstemperatur (rechtes Bild) sind die Membranen
adhädiert, was sich in einer scharfen Linie des Stapels zeigt . Das überschüssige
Wasser hat sich in einer Wassertasche gesammelt .; W. Helfrich und M . Mutz,
1988, Ref. [36] .



Abbildung 1 .5: Adsorption eines Polymers an einem Substrat . (a) Kurzreich-
weitiges, attraktives Potential zwischen den Monomeren des Polyariers und dem
Substrat; (b) Bei einer bestimmten Temperatur T zeigt das System einen Ad-
sorptionsübergang; E. Eisenriegler, K . Kremer und K . Binder, 1982, Ref. [17].

wirkenden Membranen abhängt : Ein kontinuierlicher Phasenübergang kann
diskontinuierlich werden, wenn die Anzahl der beteiligten Membranen erhöht
wird [14].

Die Adsorption eines Polymers, das mit einem Substrat wechselwirkt, ist
ein Beispiel für ein System, in dem ein eindimensionales Objekt einen Pha-
senübergang zeigen kann . Die Geometrie dieses Systems ist in Abb . 1.1 .c zu
sehen. Die Monomere des Polymers haben eine kurzreichweitige, attraktive
Wechselwirkung mit dem Substrat, die das Polymer an das Substrat binden
möchte. Gleichzeitig erhöht das Polymer seine Knnformations-Entropie, indem
es Exkursionen vom Substrat macht . Aus diesem Wettbewerb ergibt sich, daß
das System eine bestimmte Temperatur 71, besitzt, so daß das Polymer für
T < Ta adsorbiert und für 7' > T- frei ist, siehe Abb. 1 .5.

Obwohl die oben beschriebenen Systeme verschieden sind, lassen sie sich
doch alle unter einem universellen Gesichtspunkt zusammenfassen : Die Pha-
senübergänge können als Entbindungsübergang einer flexiblen Fläche' von ei-
nem gebundenen, glatten

	

u einen ungebundenen,glatten Referenzzustand in einen

	

rauhen Zu-
stand

rauhen
angesehen werden [54, 21] . In dieser Betrachtungsweise wird das Au-

genmerk auf den thermodynamischen Freiheitsgrad gerichtet, der beim Pha-
senübergang wichtig ist : Wenn die Fläche beim Phasenübergang in den freien

'oder auch : einer flexiblen niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeit

9



Zustand orientiert bleibt, ist der relevante Freiheitsgrad der lokale Abstand der
Fläche vom Referenzzustand.

Ist die Fläche eine Grenzfläche zwischen zwei Volumenphasen, ist ihre Di-
mension um eins gegenüber der Volumendimension verinindert . Die Volumen-
phase selbst kann zwei- oder dreidimensional sein : Im dreidimensionalen Fall
entspricht das Anwachsen der Flüssigphase im Benetzungsbild dem Entbin-
den der Flüssig-Gas-Grenzfläche von der Flüssig-Fest-Grenzfläche ; ist die Vo-
lumenphase zweidimensional, ist die Grenzfläche eine Linie und dem Entbinden
entspricht jetzt das Anwachsen einer Domäne bzw . das Anwachsen der adsor-
bierten Fläche eines Substrates.

Der Adhäsionsübergang von Membranen paßt sich ebenso in das Entbin-
dungsbild ein: hier ist die Fläche eine Lipid-Doppelschicht, deren mittlerer
Abstand vom Substrat beim Entbindungsübergang nach unendlich geht . Falls
der Entbindungsübergang zweier Membranen studiert wird, ist die relevante
Größe der Relativabstand der Membranen. Auch hier soll angenommen wer-
den, daß die Membran im freien Zustand nicht gekrumpelt ist [60, 39, 2], d .h.
die Orientierung der Membran auch im ungebundenen Zustand beibehalten
wird.

Die Adsorption/Desorption eines Polymers an einem Substrat schließlich
kann auch als Entbindungsübergang einer (Hyper-)Fläche aufgefaßt werden.
Im Gegensatz zu Grenzflächen und Membranen sind die Polymere typischer-
weise gekrumpelt . In der Näherung des sogenannten Gauß'schen Polymers
separieren aber die lateralen Freiheitsgrade des Polymers ab und beeinflussen
so nicht den Adsorptionsübergang . Der Abstand eines Monomers vom Substrat
ist hier die relevante Größe, die sich beim Adsorptionsübergang ändert.

Wenn Flächen an ein Substrat oder an eine andere Fläche gebunden sind,
wie in Abb. 1.1 gezeigt, müssen Wechselwirkungen zwischen den Flächen, bzw.
zwischen Fläche und Substrat, vorhanden sein, deren attraktiver Teil die ther-
mischen Fluktuationen der Fläche überwinden kann [61] . Die sogenannte di-
rekte Wechselwirkung besteht im allgemeinen aus verschiedenen kurzreichwei-
tigen- und langreichweitigen Anteilen und rührt von den molekularen Kräften
zwischen den Molekülen in den Flächen her [61, 20, 72, 40] . Typische Wechsel-
wirkungen sind: elektrostatische Wechselwirkungen ; attraktive, langreichwei-
tige van der Waals Wechselwirkungen, resultierend von Dipol-Dipol Kräften;
oderoder strukturelle Wechselwirkungen, 1e von der kurzreica7 Ll LL11V LLi V11V

	

die von der 11LLl Ul 1,11'11 YY VAUl~V

weitigenil Ordnung
des Mediums herrühren, in der sich die Flächen befinden . Zusätzlich enthält
die direkte Wechselwirkung bei Entbindungsphänomenen eine harten Wand bei
Abstand 1 = 0, da sich die Flächen nicht durchdringen können.

Hier sieht man zwei wesentliche Aspekte des Entbindungsüberganges : ein-
mal die direkte Wechselwirkung zwischen den Flächen, deren attraktiver Teil
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bewirkt, die Fläche zu binden, und die thermischen Fluktuationen, die zu einer
sterischen Abstoßung führen und dabei die direkte Wechselwirkung Tenormie-
ren [54, 52, 5I].

Bei der Beschreibung des Entbindungsüberganges führt die harte Wand
in der direkten Wechselwirkung dazu, daß pertubative Methoden nicht ohne
weiteres angewendet werden können. Das System enthält keinen geeigneten
kleinen Parameter, nach dem entwickelt werden kann [57, 56, 52, 51j.

Die Auf rauhungsphänomene sind eine andere Klasse von physikalischen
Phänomenen, bei der die Schwierigkeiten einer harten Wand nicht auftreten.
Hier befindet sich eine Fläche in einem symmetrischen äußeren Potential . Bei-
spiele für Systeme, in denen Aufrauhungsphänomene auftreten können sind:

(i) eine ein- oder zweidimensionale Grenzfläche zwischen zwei Volumenphasen
in zwei- oder drei Dimensionen in einem homogenen Gravitationspoten-
tial;

(ii) eine ein- oder zweidimensionale Grenzfläche oder Domänenwand zwischen
zwei geordneten Domänen in Anwesenheit eines planaren oder linearen
Defekts;

(iii) ein Polymer, das mit einer Membran oder einer Flüssigkeitsschicht wech-
selwirkt.

(iv) Das zweidimensionale Ising Modell mit nächsten Nachbarkopplungen J B
und einer Linie mit schwächeren Kopplungen JS < JB.

In allen genannten Fällen ist das äußere Potential symmetrisch, d .h. V(l) =
V(-l), und enthält für kleine Abstände 1 einen attraktiven Teil, der darauf
hinwirkt, die Fläche zu lokalisieren.

Auch in diesen Systemen kann ein Phasenübergang stattfinden . Nehmen
wir einmal an, daß wir einen Kontrollparameter des Systems, wie etwa die
Temperatur oder die Potentialstärke V(0) ändern . Die Fläche kann dann einen
Phasenübergang zu einem aufgerauhten Zustand haben, in dem beliebig große
Exkursionen um den ebenen Referenzzustand vorkommen.

Ebenso wie bei Benetzungs- und Adhäsionsphänomenen geht beim Aufrau-
hungs ;`bergang

	

Rauhigkeit ei der Fläche, gegelJL e.~
rG11 alss die(1d~ zweite K

ür~liiS
a

{A ldEd~ALLUGl ~CLiF~, die 1Ld.U11L1%'F~~,i~ ei

	

d SaL11 ,

	

agite
des Abstandsfeldes 1 :

ZI _ ([l

	

(1)12),

	

(1 .1)
nach Unendlich . Allerdings genügt in der lokalisierten Phase die mittlere Po-
sition (1) der Bedingung (1) = 0, wenn keine spontane . Symmetriebrechung
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auftritt . Das soll hier immer vorausgesetzt werden . Für die lokalisierte Phase
ist das immer erfüllt, wenn das äuge Potential ein globales Minimum heil = 0
hat. Zusätzlich gilt die Beziehung (1) = 0 für alle symmetrischen Potentiale in
Dimension d = 1 + 1 : Spontane Symmetriebrechung kann in diesem Fall nicht
auftreten, da das Abstandsfeld durch jede kurzreichweitige Barriere tunnelt.
Auch in diesen Systemen führen die Exkursionen der Fläche zu nichttrivialem
kritischen Verhalten : In Abhängigkeit vom äußeren Potential können in diesen
Systemen kontinuierliche- und diskontinuierliche Phasenübergänge auftreten,
die nicht ein Verhalten zeigen, das die mittlere Feldtheorie vorhersagt.

An den besprochenen Beispiel-Systemen wird deutlich, daß die Fluktuatio-
nen der Fläche wesentlich den jeweiligen Phasenübergang beeinflussen . Daher
soll jetzt die Rauhigkeit einer freien, flexiblen Fläche diskutiert werden.

1. Die Skaleninvarianz der rauhen Fläche

Die Grenzfläche oder Membran sei in einem d-dimensionalen System eingebet-
tet . Das System sei im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur T . Bei
T = 0 ist die Fläche glatt, um ihre Energie zu minimieren . Bei endlicher Tem-
peratur jedoch wird die Fläche um ihren Gleichgewichtszustand fluktuieren,
um Konformations-Entropie zu gewinnen . Es bilden sich Berge und Täler aus,
die zu einer gewissen Rauhigkeit führen.

Um die Rauhigkeit der Fläche quantitativer zu behandeln, werden jetzt
einige Begriffe eingeführt . Zuerst wird die Dimension d des System aufgeteilt
in :

d = d 1a + d1 ,

	

(1 .2)

wobei d11 die laterale Dimension der Fläche beschreibt und d1 die Dimensio-
nen angibt, in die sich die Fläche verformen kann . Die Fluktuationen können
dann durch das dem-dimensionale Abstandsfeld IM beschrieben werden, wo-
bei g eine du-dimensionale, laterale Koordinate ist . In dieser Parametrisierung
werden Überhänge ausgeschlossen. Das bedeutet, daß d11 -dimensionale Gradi-
enten, wie etwa V-l( g), als klein angesehen werden und die Fläche immer noch
in Richtung ihres planaren Referenzzustandes orientiert bleibt . Das ist nur
für Flächen der Fall, die nicht gekrumpelt sind, was im folgenden angenom-
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Für Systeme, in denen die Fläche gebunden, also glatt ist, bleibt die Funk-
tion /C(x) für große x endlich, während für rauhe Flächen die Differenzkorre-
lationsfunktion für große x monoton anwächst . In diesem Fall verhält sich die
Differenzkorrelationsfunktion für große x typischerweise wie [51]:

AC(x) x2C ,

	

(L4)

wobei ( der sogenannte Rauhigkeitsexponent ist . Dieses Potenzverhalten im-
pliziert ®C(x/b) AC(x)/b2C für x » a, wobei b ein Reskalierungsparameter
und a ein "Gutoff'' für kurze Abstände ist . Die Fluktuationen der rauhen
Fläche sind daher asymptotisch skaleninvariant unter der Transformation:

	

x ---~ x/b und l -4 1/b 4" .

	

(1 .5)

Wenn die Fläche asymptotisch nur rauh, also nicht gekrumpelt ist, ist der Rau-
higkeitsexponent < 1 und die Vernachlässigung von Überhängen ist gerecht-
fertigt. Der marginale Fall ( = 0 entspricht einem logarithmischen Anwachsen
der Differenzkorrelationsfunktion:

AC(x) -, ln(x/a),

	

(L6)

Für große ell nimmt man folgende Skalenform für die Differenzkorrelations-
funktion LC(x) an:

AC(x) eVC(x/411),

	

(1 .7)

mit C(y) ti Coy2' für kleine y, wenn ( > 0 ist . Im Fall von ( = 0 hat ®C(x)
die Skalenform :

AC(x)

	

1n (C (x/e11)Z11/a),

	

(1 .8)

mitC(y)~yfüry-0 [51].
Zur Veranschaulichung einer skaleninvarianten Fläche betrachte man ein

Stück einer Fläche mit linearer Ausdehnung Lin . Die lineare Länge L11 der
projezierten Fläche La,, 11 und die typische Ausdehnung L der Fläche skaten
dann wie [60] :

II'~L_n und L1 -- L P.,L .

	

(L9)
In Abbildung (1 .6) ist ein Stück einer skaleninvarianten Grenzfläche dargestellt.

1 1 1 Effektiver Hamiltonian für freie Grenzachen und
Membranen

Die Fluktuationen freier Membranen oder freier Grenzflächen ohne Überhänge
können durch den effektiven Hamiltonian [60, 61]

fl{l} = fdxK(i())2

	

(1 .10)
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x
Abbildung 1 .6: Eine skaleninvariante Grenzfläche in d = 1 + 1 mit

beschrieben werden . Dabei ist ±' eine dg l = d - 1 dimensionale laterale Koor-
dinate und 1 = 1(±') ist das skalare Auslenkungsfeld . Implizit enthält 7-1 einen
"Cutoff" a von der Größe der Moleküle in der Fläche.

Die Größen n, K haben jeweils für Membranen, bzw . Grenzflächen eine
andere Bedeutung:

(i) Bei Grenzflächen ist K die effektive Grenzflächenspannung und n = 1.
Für eine dl1 = d-1 dimensionale Grenzfläche ist der Rauhigkeitsexponent ( bei
thermischer Aufrauhung gegeben durch = (2 - d 11)/2 = (3 - d)/2 R.ef. [51].

(ii) Für Membranen ist K die effektive Biegesteifigkeit und n hängt mit
dem Rauhigkeitsexponenten über n = 1 + ( zusammen [57, 56, 52] . Fluide
Membranen haben ( = 1 während polymerisierte oder kristalline Membranen
ein ( 0 .5 haben [62, 25, 481.

Die unterschiedliche Definition von K und n spiegelt die physikalische Ver-
schiedenheit der beiden Objekte wieder, die jetzt kurz diskutiert werden soll.

Im Fall von Grenzflächen sind die Fluktuationen nicht flächenerhaltend und
die Größe K ist die effektive Oberfächenspa mang, die angibt wieviel Energie
pro Einheitsfläche aufgebracht werden muß, um zusätzliche Fläche zu erzeugen.
Der exakte Ausdruck lautet demnach:

7-«z} = Jdd IIx KK/1 + (ei(g))2 - 1]

	

(1.1I)

Da Uberhänge ausgeschlossen werden, kann die Wurzel in (1 .11) bis zu erster
Ordnung in (V-' 1(2))2 entwickelt werden, was dann auf den Harniltonian in
(1 .10) führt. In der effektiven Oberflächenspannung K wird berücksichtigt,
daß ein anisotroper Teil der Oberflächenspannung E einen zusätzlichen Beitrag
zum effektiven Hainiltonian liefert . Wenn die Oberflächenspannung E sich wie
E = .Eo+Ei(®l(2))2 verhält, ist K gegeben durch K - Ea+EI [51] . Nur wenn
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die Oberflächenspannung isotrop ist, etwa an einer Flüssig-Gas-Grenzfläche, ist
K Io . Der Wert von <- = (2-dll)/2 = (3-d)/2 ergibt sich aus der Forderung,
daß der freie Hamiltonian unter der anisotropen Skalentransformation (1 .5)
invariant sein soll.

Der effektive Hamiltonian (1 .10) wird auch in der Beschreibung von Kon-
formationen von Membranen angewendet . Dabei können fluide aber auch po-
lymerisierte Membranen mit fester Konnektivität beschrieben werden [63, 611.

Betrachten wir zuerst die fluiden Membranen . Die einfachste Modellmem-
bran besteht aus einer Doppelschicht aus Lipiden . Lateral können die Lipid-
moleküle relativ schnell diffundieren und deshalb durch Verformungen entstan-
dene Dichteschwankungen relativ schnell wieder ausgeglichen . Es ist daher
plausibel anzunehmen, daß die Fluktuationen der fluiden Membran primär
durch ihre Biegesteifigkeit und ihre Krümmung bestimmt sind . Das führt
auf das Krümmungsmodell für fluide Membranen, das wie folgt definiert ist:
In jedem Punkt auf der zweidimensionalen Membranfläche können die bei-
den 1-iauptkrümungen C1 und C2 definiert werden, die die mittlere Krümmung
Cr + C2 und die Gauß'sche Krümmung C2C2 festlegen . Im Krümmungsmodell
ist dann die Konfigurationsenergie definiert als [63]:

7-t = f d14~--KC4 (C1 + C2) + ~~(Cr + C2)2 + KGCrC2 1,

	

(1 .12)

wobei das Integral sich über die gesamte Membranfläche erstreckt und dA das
intrinsische Flächenelement repräsentiert . Der Parameter k ist die Biegestei-
figkeit, Co die spontane Krümmung und n G das Gauß'sche Krümmungsmodul
der Membran.

Lipidmembranen bilden in wässriger Umgebung geschlossene Flächen, so-
genannte Vesikel [74, 8] . Das Kr hrn nungsrnodell (1 .12) ist der Ausgangspunkt
zur Bestimmung von Vesikelformen; in dieser Arbeit wird aber der Schwerpunkt
auf mesoskopische Membra_nfluktuationen gelegt, für die das Krümmungmodell
weiter vereinfacht werden kann . Im Limes kleiner Krümmungen der Mem-
branfläche ergibt sich der effektive Hamiltonian (1 .10), wenn wieder die Pa-
rametrisierung l(±)) der Membranfläche benutzt und der Krümrnungs-
Hamiltonian (1 .12) nach kleinen V21(4 entwickelt wird.

Die Näherung kleiner . Krümmungen ist gerechtfertigt, wenn der Rauhig-
keitsexponent 5 < 1 ist . Aus der Invarianzforderung des Hamiltonians (1 .10)
unter der Skalentransformation (1 .5) für zweidimensionale fluide Membranen
ohne Selbstvermeidung ergibt sich der Wert (= 1 . In diesem Fall sind MMem-
branstücke, die größer als die Persistenzlänge Zp sind, unkorreliert [22, 23] . Die
Parametrisierung (g, 1(2)) der Membranfläche ist dann nichtmehr sinnvoll, da
die Membran auf diesen Skalen Überhänge zeigt . Reale Lipidmembranen haben
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aber eine reduzierte Biegesteifigkeit K/T = 20, so daß die Persistenzlänge:

eP = a exp(2irn/T)

	

(1 .13)

sehr viel größer als die Ausdehnung realer Membranen ist und die Näherung
kleiner Krümmungen, d .h. der Hamiltonian (1 .10) gerechtfertigt ist [61].

Polymerisierte oder kristalline Membranen sind Membranen, in denen die
Monomere eine feste Konnektivität haben . Laterale Biegeelastizität führt bei
diesen Objekten zu einer reduzierten R.auhigkeit und demnach zu einem kleine-
ren Rauhigkeitsexponenten (im Vergleich zu fluiden Membranen [68, 43, 42].
Im Rahmen eines Kontinuums-Modells können polymerisierte Membranen wie
eine elastische Platte behandelt werden [47] . Man benutzt die Parametrisie-
rung (xi + vi(xi, x2), x2 + u2(xi, x2), l(x i , x2)) um eine um den Referenzzu-
stand ( .t.l, x 1 , 0) verformte Membran zu charakterisieren. Aus den Verformun-
gen (u1i u 2 , 1) wird der Verzerrungstensor über

ui3

	

2 (aiuJ + 5,u i + aela,l)

	

(1.14)

definiert.
Zusätzlich zur Krümmungsenergie einer fluiden Membran:

b{l} = f d2xn(V2 1) 2

	

(1.1. 5)

kommt jetzt noch der Anteil von der Verzerrungsenergie:

'kt,

	

=f d2x(pu + hau k )

	

(1 .16)

zu dem Hamiltonian 1 b + li.,, hinzu. Die L a_rne Koeffizienten A, r para-
metrisieren die elastischen Eigenschaften der polymerisierten Membran . Eine
Ausintegration der lateralen Verschiebungen ergibt eine effektive Biegesteifig -
keit K, die von der Membranausdehnung abhängt . Auf. großen Skalen führt

5

	

P

	

SY

	

9

	

i

	

5

	

tdas auf eine Rauhigkeit der polymerisierten Membran, die ciurcn einen Rau-
higkeitsexponenten ( ^~ 1/2 . charakterisiert ist [62, 25, 43] ..

Benetzungs- und Adhäsionsphänomene lassen sich als Phasenübergang einer
fluktuierenden Fläche in einem äußeren Potential beschreiben . Der freie Ha
rnntonian (1 .10) erhält dann noch einen Zusatzterm, .'so daß der vollständige
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Rani ltonian für Grenzflächen und Membranen lautet [61]:

7-1{1} = f dd-lx[2K(® l()) a + V(1)] .

	

(1.17)

Das äußere Potential, in dem sich die Fläche befindet, wird durch den Term
V(l) repräsentiert.

Die statistischen Größen des Modells werden von der Zustandssumme

Z _ D{l }e~ ltl~~

	

(1.18)

abgeleitet, wobei f D{l} ein Pfadintegral über alle möglichen Konfigurationen
der flexiblen Fläche bezeichnet.

Falls das äußere Potential attraktiv genug ist, kann die Fläche im gebunde-
nen Zustand sein . Im gebundenen Zustand ist die Fläche nur auf Skalen, die
kleiner als die laterale Korrelationslänge sind, selbstähnlich, d .h. invariant
unter der Skalentransformation (1 .5) . Die laterale Korrelationslänge wird über
die Korrelationsfunktion

([l{ )l(0)] a)c AC(oo) - AC(x)

	

(1 .19)

definiert, die für große x wie exp(-x/e I r) abfällt [51, 53].
Beim Aufrauhungsübergang einer Fläche von einem glatten zu einem rau-

hen Zustand divergieren dann simultan die Längenskalen ei = AC(oo) und
4 . Bei den Entbindungsübergängen divergiert noch zusätzlich der mittlere
Abstand (1).

Die obigen Betrachtungen gelten unabhängig von der Form des Potentials;
es sollen nun konkrete physikalische Potentiale betrachtet werden, die das je-
weilige physikalische System widerspiegeln . Falls das Potential V(1) die Wech-
selwirkung zweier Flächen repräsentiert, enthält das Potential eine harte Wand.
bei 1 = 0, da sich die Flächen nicht durchdringen können .'

1 2

	

Potentiale mit einer harten Wand

Betrachten wir wieder zuerst die Adsorption : hier wechselwirkt eine zweidi-
mensionale Flüssig-Gas-Grenzfläche mit einer Flüssig-Fest-Grenzfläche, bzw.
mit der Substratoberfläche . Die Wechselwirkung rührt von den zwischenmole-
kularen Kräften her und hat bei kurzreiehweitigen Kräften die generische Form:
[49, 11]

	

V(1) = -W exp(-I/eb) + .exp(-2l/eb),

	

(1 .20)

'Falls nicht nur eine Grenzfläche fluktuiert, wie hier stillschweigend angenommen wurde,
kann man Schwerpunkts- und Relativkoordinaten einführen ; 1 ist dann der relative Abstand
der beiden Grenzfiächen und die Überlegungen gelten dann auch für diese Systeme.
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1 = l (x1i x2 ) ist die Relativkoordinate, die den Abstand der beiden Grenzflächen
angibt, eb ist die Volumenkorrelationslänge des Systems und W ist die tempe-
raturabhängige Amplitude des attraktiven Teils der Potentials . Ein Potential
wie in (1 .20) kann durch Aufsummation von kurzreichweitigen Zweiteilchen-
Wechselwirkungen erhalten werden.

Im Fall des zweidimensionalen Ising Modells wird die Reihe der schwächeren
Kopplungen durch das kurzreichweitige attraktive Potential V(l) [(Js -
JB)/a ]br ,a repräsentiert . Auch hier wird eine harte Wand bei 1 = 0 zusätzlich
zu V(1) eingeführt, da die Grenzfläche den Rand nicht schneiden darf . Denkbar
ist auch ein System in dem die Kopplungen durch eine langreichweitige Störung
J(l) - W/lm modifiziert sind, das resultierende Potential V(l) .= J(l)/a ist
dann ebenfalls langreichweitig . Dieses System läßt sich mit Hilfe von Transfer-
Matrix Rechnungen für eine . Reihe von Potentialen exakt lösen [13, 45, 55] und
spielt daher als Referenzsystem eine wichtige Rolle.

Die Wechselwirkung ungeladener Membranen kann als die Summe der lang-
reichweitigen, attraktiven van der Waals Wechselwirkung und der kurzreich-
weitigen, repulsiven Hydratations-Wechselwirkung geschrieben werden : V(l) =
VH (l) + Vw(l) [72, 71, 52] . Die Hydratations-Wechselwirkung VH (l) hat die
Form :

VH(l) = AH exp(-l/ 1 H),

	

(1 .21)

wobei IH 0.3 nm und AH 0 .2 J/m2 ist. Die van der Waals Wechselwirkung
Vw (1) kann für 1 > 0.3 nm geschrieben werden als [72, 71, 52]:

Vw(l) .
127r

	W [1	 2	

	

l ?	(i

	

5)2

	

(l -f 2b)2

	

(1 .22)

wobei die Hamaker Konstante W c 10`22 -10-21 J ist und 5 4 nm die Mem-
brandicke bezeichnet . Für große Abstände 1 impliziert dies Vw(l) - -W62/14 .
Auch in diesem System wird aus physikalischen Gründen V - oo für 1 < 0
angenommen.

L2 .2 Symmetrische Potentiale

Betrachtet man den Einfluß des Gravitationspotentials auf eine Flüssig-Gas-
Grenzfläche, kann das ebenfalls mit den effektiven Hamiltonian (1 .17) beschrie-,

wobei die Konstante G durch G = g(pa - .. p9 ) , gegeben ist, mit der Gravitati-
onskonstanten g und den Massendichten . A ,9 .
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Die Grenzfläche zwischen zwei geordneten Domänen in zwei oder drei Di-
mensionen spürt in Anwesenheit einer planaren Defektlinie, bzw . einer planaren
Defektebene das kurzreichweitige Potential:

V(l) = G61, o .

	

(1 .24)

Dieses Potential kann modifiziert werden wenn langreichweitige Kräfte in dem
System auftreten. Potentiale der Form:

C

	

für 111 < lo
V(l)

_

	

(1 .25){

	

ill ' für jll > lo

können dabei wichtig werden . Die Größe lo charakterisiert den Bereich, in dem
der kurzreichweitige Anteil des Potentials wirkt.

L2.3 Effektiver Hamiltonian für Gauß'sche Polymere

Die mesoskopischen Eigenschaften von Polymeren ohne Selbstvermeidung kön-
nen durch den effektiven Harniltonian

'Na

	

1 (e\ 2

	

(dl \
2

{r"
= j?

dsa-1 -T ds) + T ds) - V(l) .

	

(1 .26)

beschrieben werden [58} . Hier ist V(l) die potentielle Energie eines Monomers
mit Abstand 1 von der Referenzebene . Die Konfiguration des Polymers ist
durch den Vektor r(s) = (d(s),1(s)) beschrieben, wobei s die Sequenz der N
Monomere abzählt . Da die lateralen Koordinaten von der senkrechten Koor-
dinate 1 entkoppeln, kann das Problem exakt gelöst werden und ist equivalent
zu einer Grenzfläche in einem externen Potential in d = 1 T 1 Dimensionen.

Ein Beispiel-System ist ein Polymer, das mit einer Membran . wechselwirkt,
die sich in wässriger Umgebung befindet . Das Polymer erniedrig seine Ener-
gie, ::1enn seine Monomere in der Membran sind . Falls die Selbstvermeidung
unberücksichtigt bleibt, beschreibt der Hamiltonian (1 .26) dieses System. Das
Potential der Form :

V(1) = .C61,d

	

(1 .27)

gibt den Energieunterschied pro Monomer an, der zwischen einem Monomer
in Wasser bzw. einem Monomer in der hydrophoben Umgebung der Membran
mit Dicke d besteht .
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Abbildung 1 .7: Der Adhäsionsübergang in der mittleren Feld Näherung . Das
Wechselwirkungs-Potential wird für verschiedene Werte von W gezeigt, in ab-
nehmender Ordnung von unten nach oben . Bei W = 0 sind die Membranen
entbunden.

1 .3 Einfluß von Fluktuationen auf den Pha-

senübergang

Der Einfluß von Fluktuationen auf den Adhäsionsübergang von Membranen
soll jetzt kurz dargestellt werden . Es zeigt sich an diesem System, daß im all-
gemeinen eine systematische Behandlung der Fluktuationen von . Flächen not-
wendig ist.

In der mittleren Feld (Mean-Field) Näherung werden alle Fluktuationen
der Fläche vernachlässigt und der mittlere . Abstand (1) : folgt aus

dV (1)
dl l1=(» = 0. •

Für Membranen, die in einem Potential V(?) = VH(1)

	

(1) wechselwirken,
;st (1) < a, vorausgesetzt W > 0.

Daher schließt man, daß Membranen einen Adhäsionsübergang zweiter Ord-
nung zeigen, der bei der Phasengrenze W = 0 stattfindet, siehe Abbildung (1 .7)
und auch Ref. [32]. Weiter sagt die mittlere Feld Näherung aus, daß zwei
Membranen für alle endlichen Temperaturen gebunden bleiben . Das ist aber

(1 .28)



generell nicht richtig, da die Fluktuationen der Membran den Phasenübergang
nichttrivial modifizieren.

Allgemein erleidet eine gebundene Fläche einen Entropieverlust, der zu ei-
ner effektiven, fuktuations-induzierten sterischen Abstoßung VFL (l) 1/lT
mit dem Zerfallsexponenten r = dp/( führt [51, 57, 56, 29] . Wenn man die
obigen Werte für einsetzt erhält man r = 2 und r = 4 jeweils für fluide- und
polymerisierte Membranen . Andere Werte von r wären denkbar und können
auftreten, wenn z.B. langreichweitige Kräfte in der Membran vorhanden sind.

Eine d - 1 = dll dimensionale Grenzfläche ist durch den Rauhigkeitsexpo-
nenten ( = (2 - dli )/2 charakterisiert, woraus für eine Grenzfläche in d = 1 + 1
ebenfalls r = 2 folgt. In d = 2 + 1 hat man dagegen r = oo, da hier ( = 0 ist,
was einer logarithmischen Rauhigkeit der Grenzfläche entspricht . Tatsächlich
ist es möglich in d = 2+1 einen Rauhigkeitsübergang einer freien Grenzfläche zu
haben. Unterhalb der Rauhigkeitstemperatur TR ist die Grenzfläche glatt und
ein periodisches Gitterpotential, welches die Gitterstruktur des darunterliegen-
den Substrats wiederspiegelt, ist relevant, wogegen oberhalb von T = TR die
Grenzfläche logarithmisch rauh ist und das periodische Potential vernachlässigt
werden darf [7] . Es soll im folgenden angenommen werden, daß immer T > TR
gilt und somit die freie Grenzfläche rauh ist.

Naheliegend ist es, eine simple Superposition der direkten Wechselwirkung
V (l) mit der fluktuations-induzierten Wechselwirkung VFL (l) vorzunehmen und
auf das daraus resultierende Potential wieder die mittlere Feld Näherung an-
zuwenden. Leider ist jedoch dieser Zugang unsystematisch und im allgemeinen
nicht anzuwenden [51, 52] . Wenn wir Abb . 1.8 betrachten, sehen wir, daß die
einfache Superposition dieser beiden Wechselwirkungen zu einem neuen Ma-
ximum im Gesamtpotential führt . Wenn wir die Hamaker Konstante ändern,
wandert das Minimum durch die Nulllinie, vgl . Abb . 1 .8, das Maximum je-
doch bleibt bestehen . Das entspricht einem Phasenübergang erster Ordnung:
bei W = W . springt (1) nach Unendlich, da das Minumum bei 1 co das
globale Minimum wird, wenn W weiter verkleinert wird.

Es wird deutlich, daß eine systematische Methode benutzt werden muß, die
die Fluktuationen der Fläche richtig behandelt . Dann ist auch eine Klassifi-
zierung des Phasenüberganges möglich und es können nichttriviale kritische
Exponenten bestimmt werden . Eine g Methode ist die nichtlineare0 0--

funktionale Renorr er ung, die im nächsten Kapitel auf den Adhäsions- bzw.
Benetzungsübergang von Grenzflächen und Membranen angewendet wird.

Ein offenes Problem ist der Benetzungsübergang in drei Dimensionen, der
sowohl mit Hilfe einer linearen Renormierung [11, 49, 191 als auch mit Monte
Carlo Methoden untersucht wurde [9, 28, 46, 30] . In der Sprechweise der
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Abbildung 1 .8 : Superposition der direkten Wechselwirkung und der sterischen
Wechselwirkung, jeweils für W < WW , W WW und W > W. . Das Maximum
der Gesamtwechselwirkung bleibt bestehen, wenn das Minimum die Null-Linie
schneidet.

Renormierungsgruppen-Theorie ist dieses System aber gerade ein marginaler
Fall : Systeme mit d > 3 zeigen Mean-Field Verhalten, Systeme mit d < 3
hingegen zeigen nichttriviale kritische Exponenten . Es ist daher lohnend, im
Rahmen der nichtlinearen Renormierung den Grenzfall von d - 3 zu untersu-
chen.

In den obigen Beispielen wurden Potentiale mit einer harten Wand betrach-
tet . Das folgende Beispiel macht deutlich, daß auch in symmetrischen Poten-
tialen . . der Einfluß der Fluktuationen studiert werden muß . Dazu betrachte
man Abbildung (1 .9) . Man sieht ein symmetrisches Potential, das ein globa-
les Minimum bei 1 = 0 besitzt, aber darüber hinaus einen repulsiven Bereich
bei endlichem 1 hat . Das obige Mean-Field Argument liefert wieder die Aus-
sage, daß unabhängig von der Stärke des repulsiven Bereichs des Potentials,
die Fläche gebunden ist, solange . bei 1 = 0 ein globales Minimum besteht . Der
Einfluß der Fluktuationen kann aber dafür sorgen, daß ein Phasenübergang zu
einer freien Phase schon bei endlicher Tiefe des Potentialminimums auftreten
kann. Auch hier prognostiziert die mittlere Feld-Näherung einen Phasenüber-
gang erster Ordnung, wenn das Minimum bei i 0 einen Nidurchga-ng hat
und die Potentialbarrieren endlich bleiben . Es wird daher ebenfalls für die
Aufrauhungsphänomene eine systematische Theorie benötig, die das richtige
kritische Verhalten liefert .
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Abbildung 1.9 : Ein symmetrisches Potential mit einer Barriere bei endlichem
Abstand 1 . Die mittlere Feld Näherung sagt unabhängig von W immer einen
gebundenen Zustand voraus, solange. G.. < 0. ist .
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In diesem Kapitel werden Adhäsionsübergänge von Membranen und Benet-
zungsübergänge von Grenzflächen untersucht . Obwohl beide Systeme verschie-
den sind, lassen sie sich doch im Rahmen des effektiven Grenzflächenmodells
mit ähnlichen Methoden behandeln, vgl . Abschnitt (1.1 .1) . Beiden Systemen
ist gemeinsam, daß sie einen Phasenübergang von einer gebundenen Phase zu
einer ungebundenen Phase zeigen können, der durch thermische Fluktuatio-
nen modifiziert wird . Wie in der Einführung gezeigt wurde, kann die mittlere
Feld Näherung in solchen Fällen nicht angewendet werden. Im Rahmen von
funktionalen Renormierungsgruppen (E.G) Rechnungen kann der Einfluß von
thermischen Fluktuationen auf den Phasenübergang systematisch untersucht
werden. Ein weiterer Vorteil dieser Methode liegt darin, daß sie einen all-
gemeinen Zugang zu diesen Phänomenen ermöglicht und darüber hinaus die
Möglichkeit bietet, eine Klassifikation von physikalischen Systemen vorzuneh-
men, die ein identisches kritisches Verhalten zeigen.

Prinzipiell lassen sich exakte RG formulieren [84, 82, 83, 80, 41, 77], die
aber leider schwer zu studieren sind. Daher vereinfacht man sie zweckmäßiger
Weise, indem man geeignete approximative Schemata benutzt . Hier sollen
zwei approximative I?G benutzt werden. Die eine basiert auf einer Hard-Cutoff
[82, 79 Prozedur, die andere auf einem Soft-Cutoff [84, 70, 76] Schema . Es
wird sich zeigen, daß beide Approximationen zu konsistenten Aussagen führen.

2.1 Effektives Grenzflächenmodell und furk
4- -'m zeit 1 Ami 'P oz%z--ä gehsem -;

	

er

Der effektivie Hamiltonian (1 .17)

H{l} = f dd_1x 2K(V9)2 + V(1)1

	

(2.1)



ist der Ausgangspunkt der RG Rechnung. Der lokale Abstand zweier (d - 1)-
dimensionaler wechselwirkender Flächen wird mit 1(x) bezeichnet ; für ther-
misch angeregte Undulationen ist die freie Energie pro Fläche gegeben durch:
4K(V l)2 , wobei im Membranfall K die effektive Biegesteifigkeit und n = 1 +(
ist; bei Grenzflächen ist K die effektive Oberflächenspannung und n = 1 . Der
effektive Hamiltonian enthält einen impliziten "Cutoff" a für die kurzwelligen
Fluktuationen, der von der Größe der Moleküle ist, die die Fläche bilden . Der
zweite Term, die direkte Wechselwirkung, enthält bei Adhäsions- und Benet-
zungsphänomenen eine harte Wand bei 1 = 0, da die beiden Flächen sich nicht
durchdringen können.

Die statistischen Größen des Modells, das durch (2.1) definiert ist, werden
von der Zustandssumme

Z = fD{l}e_11 { 1 }/T

	

(2.2)

abgeleitet, wobei f D{l} ein Pfadintegral über alle möglichen Flächenkonfigu-
rationen bezeichnet.

Allgemein wirken RG Transformationen als nichtlineare Abbildungen im
Punktionenraum der Wechselwirkungen [64, 82, 83, 80, 41, 77], hier der direk-
ten Wechselwirkung . Sie wirken in zwei Schritten, die die Zustandssumme Z
invariant lassen. Zuerst werden kurzweilige Fluktuationen ausintegriert . Im
Hard-Cutoff (HC) Schema werden alle Fluktuationen 1>:

n

	

n/(1+ s)
1> (x) := f f-p

die einen Wellenvektor in der Kugelschale mit Radius A - a-z und Dicke Ss
haben, ausintegriert . Mit ff wird das Integral über die Impulse bezeichnet,
das für große Impulse vom Cutoff A 1/a abgeschnitten wird . Nach der
Ausintegration hat das System dann den neuen Cutoff a(l + bs) [82, 79, 80].

Im Soft-Cutoff (SC) Terfahren sind prinzipiell alle Fluktuationen präsent,
allerdings werden die kurzwelligen Moden durch eine Gewichtungsfunktion un-
terdrückt. Einer kompletten Ausintegration im HC Fall entspricht hier das
teilweise Ausintegrieren von Moden, was dann auf eine neue Gewiehtungsfunk-
tion mit einer stärkeren Unterdrückung der kurzwelligen Fluktuationen führt
[84, 70, 76].

Bei beiden Schemata wird das System in einem zweiten . Schritt entsprechend

x/(1 + Ss), (2.4)
= l/(1+ (5s) . (2.5)
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reskaliert . Im HC Fall stellt das sicher, daß der Cutoff wieder seinen ursprüng-
lichen Wert a zurückerlangt . Im SC Fall fällt die Gewichtungsfunktion dann
wieder auf ihrer ursprünglichen Längenskala ab . Das anisotrope Reskalieren
von 1 mit dem Faktor ( stellt sicher, daß der Hamiltonian der freien Fläche (2 .1)
invariant unter der RG Transformation ist, die Skaleninvarianz der freien Fläche
also gesichert ist . Der Unterschied zwischen Membranen und Grenzflächen ist
in diesem Schema lediglich durch verschiedene Werte von ( gegeben [57, 56].

Allgemein erhält man für beide Verfahren eine Flußgleichung für das Wech-
selwirkungspotential. Um die Wirkung dieser Flußgleichung zu verstehen,
könnte man die RG Gleichung aufintegrieren und den resultierenden RG Fluß
studieren [51] . Diese Vorgehensweise ist jedoch sehr aufwendig und erfordert
typischerweise eine große Anzahl von Iterationen . Statt dessen wollen wir eine
globale Analyse der Fixpunktstrukturen durchführen, die eine systematische
Untersuchung der Ordnung des Phasenübergangs und seiner universellen Ei-
genschaften erlaubt.

Die erste RG Transformation, die wir untersuchen wollen, ist eine Erweite-
rung [57, 56, 51] von Wilsons approximativen Rekursionen [82] und basiert auf
einer Hard-Cutoff Prozedur. Für infinitesimalen Reskalierungsfaktor b -- 1+6s
führt diese funktionale RG zu den Flußgleichungen [57, 56, 51]

2

Os = TU+yäy +1n(1-l ~ya

mit ? = d11 /( und dimensionslosen Variablen y 1 und U -, V.
Im Rahmen des SC Schemas führt die Konstruktion einer anderen appro-

ximativen RG [80, 84, 76] auf die Flußgleichung:

~- + au 02u _ .(arg)21
. (2.7)

In beiden Fällen hängt der RG Fluß nur von dem Parameter r = dgl( ab.
Der explizite Vorfaktor ( kann für ( 0 in s absorbiert werden. Die Anwen-
dung der RG Rechnungen auf konkrete physikalische Systeme reduziert sieh auf
ein Auswerten der RG Transformation mit dem entsprechenden Parameter T.
Wir wollen deshalb eine .. globale. Analyse der EG Gleichungen für verschiedene
r-Werte vornehmen.

2 .1 .1 Bifurkationsstruktur und Universalit .tsklassen für

. häsions- und Benetzungstibergänge

Die Rekursionsgleichungen (2 .6) und (2.7) geben verläßliche Resultate für
Grenzflächen in zwei Dimensionen [57, 56] . Dieses System ist charakterisiert
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durch einen Parameter r = 2 und kann mit Hilfe von Transfer-Matrix Rech-
nungen exakt gelöst werden [18, 55], siehe auch Abb . 3.1 für das analoge Auf-
rauhungsproblem. Die approximativen RGs geben kritische Exponenten mit
Abweichungen von ein paar Prozent vom exakten Resultat.

Zuerst studieren wir die Fixpunkte U* (y) mit aU' /as = 0 . Im HC Fall
gehorchen sie der Gleichung

2

	

rU *
+y aU
	 +ln l+a	 =0,

	

(2.8)

	

ay

	

oy2

und im SC Fall haben wir die Gleichung

rU*+y
U +aaU ® (1 2

-0
ay

	

.
ya

Die Fixpunktgleichungen (2 .8) und (2.9) müssen durch geeignete Rand-
bedingungen ergänzt werden. Für Entbindungsübergänge möchte man eine
harte Wand bei y = 0 und für große y einen Abfall des Potentials nach Null
haben. Diese Randbedingungen führen auf eine ganze Linie von Fixpunkten
U*(y) = U*(y1u) mit u > 0 . Für den HC Fall ist das asymptotische Verhalten
der Fixpunkte gegeben durch [56]

U*(y) uh' + [(T + 2)/T] . In y

	

(2.10)

für kleine y und durch

U* (y) PL(u)/yT + Ps(u )yT' exp(_y2/2)

	

(2.11)

für große y. Für den SC Fall führt eine asymptotische Analyse von (2 .9) auf

	

U*(y.) ln (u/y) + y2 [1 -- r (1n(/y) +

	

(2.12)

für kleine y [31] t d für große y auf dasselbe asymptotische Verhalten wie in
(2 , 11 )

Die . Funktion pL (e) für den potentzabfallenden Teil der Fixpunkte kann
durch numerische Integration der beiden Fixpunktgleichungenlt

	

1 oder e.J`(2.8)
oder (2 .9)beiden

	

IAiKV

	

V L611

mit jeweils (2.10) bzw. (2.12) als Anfangsbedingung erhalten werden . An (2.11)
sieht man, daß alle Fixpunktpotentiale wie y-T abfallen, wenn die Funktion
pL(u) ungleich Null ist, falls jedoch pL (o) = 0 ist, ist das Fixpunktpotential
kurzreichweitig und hat einen Gauß'schen Abfall . Die kurzreichweitigen Fix-
punkte sind von besonderem Interesse, da physikalische Potentiale für wichtige
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Abbildung 2 .1: Die Funktion pL (u) (gestrichelte Kurve) und die Eigenwerte
4(o-) (durchgezogene Kurve) für r = 2 . pL(c) hat zwei Nullstellen, zu denen
die beiden kurzreichweitigen Potentiale UUQ(y) und U1(y) gehören.

Systeme ebenfalls kurzreichweitig sind und ihr kritisches Verhalten demnach
durch die Nullstellen der Funktion pL(a) bestimmt ist.

Im folgenden soll die Funktion pL(u) für verschiedene Parameter T unter-
sucht werden. Für kleiner ist die Funktion pL(u) konvex nach unten, mit
einem Minimum bei CEI [56, 41, 77] und hat zwei Nullstellen bei o = uso
und u = as l , die den zwei kurzreichweitigen Fixpunkten Us0 (y) und U.; (y)
entsprechen, siehe Abb . (2.3), Die Funktion pL (°) für r = 2 ist in Abb. (2.1)
gezeigt . Die daraus folgende Struktur des Phasendiagramms ist in Abb . (2 .2)
zu sehen [57, 56].

Von der expliziten Form von Uso() uflu vSl(/) schließt man, daß sie zur
kritischen bzw. ungebundenen Phase gehören. Wir . werden das später veri-
fizieren, wenn die Eigenstörungen um Fixpunktpotentiale untersucht werden.
Da diese beiden Fixpunkte die einzigen kurzreichweitigen sind, ist das kritische
Verhalten von allen Wechselwirkungen, die wie . yf-'n, mit m > r, abfallen, durch
das Paar U,;0 (y) und U:;1 (y) bestimmt . Die so definierte Gruppe von Wech-
selwirkungen zeigt ein identisches kritisches Verhalten und bildet das Regime
starker Fluktuationen, das (SFL) Regime [56, 51] . Das Regime intermediärer
Fluktuationen (IFL Regime) wird durch die Wechselwirkungen gebildet, die
wie y-' abfallen. Wie wir weiter unten sehen werden, zeigt das IFL Regime



Abbildung 2 .2 : Phasendiagramm und der parabolische RG Fluß für T = 2, der
aus (2.1) folgt. Die Phasengrenze ist gestrichelt dargestellt und besteht aus
zwei Teilen:

(i) dem parabolischen Teil, an dem die Fixpunkte eine relevante Eigenstörung
haben, die kontinuierlich von 8 abhängt . Potentiale, die links von diesem
Parabelast in die (ph, 5)-Ebene abgebildet werden, haben ein globales Mi-
nimum, welches unter der RG Transformation innrer tiefer ausgebildet
wird. Die Fläche ist gebunden. Potentiale, die zwischen die Parabeläste
in die (pL , s)-Ebene abgebildet werden, treiben unter der RG Transforma-
tion auf den rechten Parabelast zu, der aus rein attraktiven Fixpunkten
besteht . Aus der rein repulsiven Form dieser Fixpunkte folgt, daß die
Fläche frei ist.

(ii) aus einer Line, die in den Scheitel der Parabel mündet . Die laterale Korre-
lationslänge divergiert hier wie eine wesentliche Singul.aritä t bei Amnähe-
'ung an die Phasengrenze; R. Lipowsky, 1988, F f. . [56, 571 . ..
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Abbildung 2 .3: Die beiden kurzreichweitigen Potentiale Usc(y) und Us i (y) für
r = 2 . Sie repräsentieren jeweils die ungebundene bzw . die kritische Phase.

nichtuniverselles Verhalten, da die kritischen Exponenten von der Amplitude
des Potenzabfalls abhängen.

Die Universalität des SFL Regimes gilt solange, bis die Funktion pL (e)
weitere Nullstellen hat . Das geschieht bei größeren Werten von r, da dann die
Funktion pL = pL((7) mehr Struktur entwickelt.

Zuerst hat pL(e) bei einem bestimmten Wert r = r2 einen Sattelpunkt der
bei ß = CE2 mit CE2 < csi liegt, siehe Bild (2 .4) . Aus diesem Sattelpunkt bi-
fu kiert für r > 72 ein zusätzliches Minimum und Maximum von pL (c) heraus,
die die o--Werte s = u und aE2 haben, vgl . Bild 2 .5 . Das neue Minimum bei
6 = o-E2 bewegt sich nach unten für zunehmendes r und schneidet die o-Achse
bei r = rs2 > T2, vgl. Tabelle 2 .1 . Die Funktion pL(Q) hat nun vier Nullstellen.

Wenn r noch weiter erhöht wird, tritt ein weiterer Sattelpunkt bei r = 73

auf, der zwischen dem Minimum und dem Maximum der vorherigen Bifurkation
liegt . Aus diesem Sattelpunkt entwickelt sich ein neues Paar von Extrema von
pL (o ), das bei a = '7E3 und UE3 liegt, siehe Abb. 2M. Für r > -rS2 > r3 hat
pL(u) ein weiteres Paar von Nullstellen as 3 , os3 . Die Bifurkationen von pL (ß)

spiegeln sich auch in einer Zunahme von relevanten Eigenstörungen wieder, die
jetzt betrachtet werden sollen.
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Abbildung 2 .4: Die Funktion AL (u) (gestrichelte Kurve) und die Eigenwerte
)‚ (cr) (durchgezogene Kurve) für r = T2 . Bei o- = C1 E2 zeigt pL (e) einen
Sattelpunkt und )2(o) berührt die a-Achse.

Abbildung 2.5: Dieselben Funktionen wie in Abb. 2.4 für r = 5 > r2 . pL (a) hat
Jetzt vier Nullstellen . Zwischen,UE2 und o-E2 ist ein zweiter Eigenwert relevant .



Die Eigenstörungen f,, (y) am Fixpunkt U* (y) sind durch

+ya!~+ 1+ a2 a
ay

	

ay

-i a2 fix

ay2'
(2.13)

(2.14)

für den HC Fall und durch

~~

	

afa

	

ÜU* afa a2fa
(T -

z) fa
+

y ay -
2

ay av
+ ay2 - 0

für den SC Fall gegeben . Im HC Fall verhält sich fA wie [56]:

fa N 1/yr-A/C für kleine y

	

(2.15)

und wie
fa(y) C/yT-a/t + DyT-1-a1C exp(-y2/2)

	

(2.16)

für große y. Im SC Fall finden wir

f,.(y)

	

1 --- (r - A/)y2/6

	

(2.17)

für kleine y und dasselbe Verhalten wie in (2 .16) für große y.
Relevante Störungen mit einem Potenzabfall C/yT-A/C würden den Schwanz

von U* dominieren und dann Potentiale, die wie y' oder schneller abfallen,
aus dem SFL bzw. IFL Regime heraustreiben . Daher forderen wir für alle
erlaubten Eigenstörungen :

C = C(A/(, r-) = 0,

	

(2.18)

sowohl im. HC als auch im SC Fall [56, 57, 31] . Diese Bedingung selektiert einen
diskreten aber 'unendlichen Satz von kurzreichweitigen Eigenstörungen mit den
dazugehörigen Eigenwerten aus.

In Analogie zur Funktion pL (s) können die Eigenstörungen für ein vor-
gegebenes Fixpunktpotential U*(ylci) numerisch berechnet werden . Dazu in-
tegriert man die Funktion f,. mit dem in (2 .15), bzw. in (2.17) gegebenen
Anfangsverhalten solange auf, bis die Asymptotik für große y erreicht ist . Bei
der Integration wird der Wert C = C(A/(, c') ermittelt und im Rahmen einer
Nullstellensuche durch Variation des Eigenwertes X/( auf Null gebracht.

Es ergibt sich dann das folgende Bild : Für 6 > aE sind alle Eigenstörungen
irrelevant . Wenn ri kleiner wird, erscheint eine relevante Eigenstörung mit
Eigenwert A i > 0 zuerst bei c = os ' , dh. beim Minimum von pL (e) . Für

< 72 ist für jeden Wert von c keine andere Eigenstörung relevant . Der
daraus folgende parabolische RG Fluß [56] ist in Abb . (2 .2) dargestellt .
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Abbildung 2.6: Für r = 3 > 73 ist die Bifurkationsstruktur zu sehen . pL(cr)
hat jetzt sechs Nullstellen . Zwischen 0'E2 und 0E2 bleibt der zweite Eigenwert
relevant . Zusätzlich ist ein dritter Eigenwert im Intervall (o-E3i o- E3) relevant.

Wenn jedoch r = 72 erreicht ist, berührt eine zweite kurzreichweitige Ei-
genstörung mit Eigenwert ) = A2 (u) die a-Achse bei a = OE2, siehe Abb. 2.4.
Für r > T2, wird Ä2 im u-Bereich zwischen 0 E2 < c < 8E2 relevant . Für T = 73,
berührt ein dritter Eigenwert, ) = )13(ö), die u-Achse und wird für T > 73 im
Intervall 0 E3 < o < oE3 relevant, siehe Abb . 2.6. Man sieht die Verknüpfung
zwischen neuen Paaren von Extrema der Funktion p

Ly
(a

y
) unddem~

e
Auftauchen

neuer relevanter Eigenwerte . Da es eine unendliche Anzahl von kl~eichweiti-
gen Eigenstörungen gibt, wiederholt sich diese Art von Bifurkation unendlich
oft, wenn T nach Unendlich geht.

Verbunden mit der relevantesten Eigenstörung sind die kritischen Expo-
nenten des Systems . Der kritische Exponent vii beschreibt die Divergenz der
lateralen Korrelationslänge efj und ist durch

für < 0-El gegeben [56, 57] . Alle anderen kritischen Exponenten können über
Skalengesetze durch vH oder Ä1 ausgedrückt werden [531. Der Exponent für
den mittleren Abstand . der Flächen und der Exponent vj der Rauhigkeit der
Fläche genügen:

=Ul=(v11=(/al .

	

(2 .20)

33



Der. Exponent a für die spezifische Wärme ist durch

2 - a = cl ~v~ l = r- = r/(Ai /()

	

(2.21)

bestimmt.
Eine Betrachtung der Funktion pL(a) zeigt, daß sich der Eigenwert X 1 /(

dem Wert r annähert, wenn e' nach Null geht, siehe dazu die Abb. (2.5) und
(2.6), jeweils für r = 5, bzw . r = S . Praktisch ist dies schon für o--Werte, die
kleiner als das o- sind, bei dem die letzte Bifurkation stattfand, erfüllt . Es gilt
dann, daß 2 -- a c 1 ist : der Phasenübergang ist von erster Ordnung.

Der generische RG Fluß für TS2 < r < 73 ist in Abb. 2 .7 dargestellt . Der
Parameter pL ist durch den langreichweitigen Schwanz der direkten Wechselwir-
kung bestimmt, während die Koordinaten p i und P2 die zwei kurzreichweitigen
Störungen mit X I und a2 repräsentieren . Dieser dreidimensionale Parameter-
raum enthält eine zweidimensionale Separatrix zwischen den gebundenen- und
den ungebundenen Zuständen, siehe Abb . 2.7. In der Separatrix selbst ist eine
Linie von trikritischen Punkten, die eine (schraffierte) Region von Ubergängen
erster Ordnung, von einer (urschraffierten) Region von Ubergängen zweiter
Ordnung trennt.

Der RG Fluß in dem dreidimensionalen Parameterraum ist auf Ebenen mit
konstantem pL eingeschränkt . Für pL 0, beschreibt der Fluß die Renormie-
rung solcher Potentiale U'(y), die wie U*(y) ti 1/yT für große 1 abfallen . Für
pL = 0 andererseits bestimmt der RG Fluß das kritische Verhalten im SFL
Regime [54] . Eine Betrachtung von Abb . (2.5) zeigt, daß die Ebene mit pL = 0
vier Schnittpunkte mit der Linie von Fixpunkten hat . Das SFL Regime ist also
für Ts2 < r < Ts3 durch vier kurzreichweitige Fixpunkte mit pL = 0_ bestimmt.

Der Ubersicht halber wurden nur Abbildungen gezeigt, die mit Hilfe des
HC Schemas gewonnen wurden . Lm Rahmen der Soft-Cutoff Renormierung
zeigt sich eine identische Bifurkationsstruktur . Zum Vergleich sind die nu-
merischen Resultate für die beiden Approximationszchemata in Tabelle 2 .1
dargestellt . Der Exponent z0 = (/A i (eis t ), dargestellt in Tabelle 2 .1, gehört
zum kurzreichweitigen Fixpunkt U*(yla.si) für kritisches Entbinden im SFL
Regime. Es folgt aus Tabelle 2 .1, daß die zwei RGs den Wert, 7s2 = 4.6 ± 0.2
vorhersagen. Eine konservativere Abschätzung erhält man, wenn man die bei-
den '0-Werte für r = 2 mit dem exakten Wert 71) = 1 vergleicht . Dann führen
HC Schema und SC Schema jeweils auf : rs2 = 4.8 ± 0 .3, bzw . 7S2 = 4.5 * 0.4.
Alle Abschätzungen sind daher konsistent mit der Grenze rS2N4.
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Abbildung 2 .7: Fixpunkt-Struktur und RO Fluß für rs2 < < %. Die Linie
von Fixpunkten (durchgezogene Kurve) bestimmt (i) die freien, ungebundenen
Zustände und . (ii) die Separatrix für, Entbindungsübergänge . In der Separa-
trix liegt eine Linie von trikritischen Punkten, die eine schraffierte Region von
Phasenübergängen erster Ordnung von einerunschraffierten Region mitPha-
senübergängen zweiter Ordnung trennt.
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r r=r2 r=r52~1 rb r=r3 r=TS3 r

HC 2 1.06 4.175 0.71 4.797 0 .66 5 0.65 6.615 0.58 7.342 0.52 8 0 .49

SC 2 1.12 4.077 0.69 4.491 0.66 5 0.62 6 .113 0.56 6.613 0.53 8 0,48

Tabelle 2 .1 : Numerische Resultate für charakteristische r-Werte 72, 7s2, r3

und 7g3s und für den kritischen Exponenten b = (/aj (aSi ) wie er aus den
Hard-Gutoff (HC) und dem Soft-Cutof (SC) Schema folgt.

2.1 .2 Die Ordnung des Adhäsionsübergangs für reale
Membranen

Mit Hilfe der obigen Abschätzung soll jetzt untersucht werden, inwieweit reale
Membranen universelles Verhalten zeigen . Die attraktiven van der Waals
Kräfte können zu einem gebundenen Zustand von realen Membranen führen
auch wenn kein äußerer Druck vorhanden ist [72] . Die entsprechende direkte
Wechselwirkung fällt wie - 1/1 4 für großen Abstand 1 ab, siehe (1 .22). Das
bedeutet, daß für fluide Membranen mit r = 2 die van der Waals Wechsel-
wirkung zum SFL Regime gehört . Für r = 2 < rs 2 zeigt das SFL Regime
universelles Verhalten : Alle Entbindungsübergänge sind bestimmt durch den
kurzreichweitigen Fixpunkt U*(yI e = a-si) und müssen so von zweiter Ordnung
sein.

Für polymerisierte Membranen ist die Situation nicht so einfach . Für
(= 0.5 und r = 4 gehören die polymerisierten Membranen zum `intermediate
t..Fctat :.o -n'IFL) Regime, da die Fluktuationsinduzierte Wechselwirkung densel-

ben Potenzabfall hat wie die nichtretardierte van der Waals Wechselwirkung.
Im 1F'L Regime sind die kritischen Exponenten nichtuniversell und hängen von
der Amplitude des Potenzschwanzes ab, siehe z .B. Abb. (2 .5) . Übergänge von
erster Ordnung können in diesem Regime auftreten, aber für Wechselwirkun-
gen mit nur einem Minimum ist der Übergang von zweiter Ordnung . Falls

> 0.5 ist, gehört die van der Waals Wechselwirkung ebenfalls zum SFL Re-
gime mit universellen Exponenten und wir können nichtuniverselles Verhalten
ausschließen, welches wir für r > 7s2 gefunden haben.
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Abbildung 2.8 : Der kritische Exponent für den Fixpunkt US 1 als eine Funk-
tion von 1/r . 0-Werte, mit (+) bezeichnet, wurden durch eine RG mit endli-
chem Reskalierungsfaktor b = 2 erhalten . [57, 56, 51] Der Unterschied zwischen
beiden RG Schemata ist von der Ordnung von ein paar Prozent . Aus den
numerischen Rechunungen erhält man

	

(1/r) 1!2 für große r.

2e1 .3 Membranen mit lateraler Spannung und der Li-
mes für großes r

Zweidimensionale Membranen unter lateraler Spannung und zweidimensionale
Grenzflächen in drei Dimensionen sind marginal rauh [12, 37] und durch r = ..
charakterisiert, was offensichtlich größer als r = TS2 ist. Daher können solche
Flächen auch im SFL Regime Phasenübergänge erster Ordnung zeigen . Die van
der Waals Anziehung gehört nun in das weak-fluctuation Regime . In diesem
Regime ist aber eine Superposition der direkten Wechselwirkung V(l) und der
fluktuationsinduzierten Wechselwirkung VFL (l) - exp(--l/lo) zulässig [50, 54]
und fuhrt auf Übergänge erster Ordnung, siehe Abb . 1 .8 in der Einführung.

Der Exponenten zi 11 und / für das SFL Regime zeigen aber singuläres Ver-
halten fair große r. Man betrachte zum Beispiel den Exponenten für das
F xpunktpotential U l welcher gegen r in Abb . 2.8 aufgetragen wurde.

Der doppelt logarithmische Plot suggeriert ein Potenzverhalten von wie
ti (1/r) & für große r mit b 1/2. Wie wir im nächsten Abschnitt sehen wer-

den, sagen analytische Betrachtungen b = 1/3 voraus . Aus beiden Resultaten
schließen wir

= 0 und 11 = oo für = oo .

	

(2.22)

Für r = oo hat die nichtlineare RO keine Fixpunkte, die kompatibel mit
der Randbedingung einer harten Wand sind, vgl . Abschnitt (2 .2) und auch
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Ref. [51] . Einige frühere Arbeiten verwendeten deshalb die linearisierte Form
der nichtlinearen RG, um mit einem Matching-Verfahren das kritische Ver-
halten des Entbindungsübergangs von Grenzflächen in drei Dimensionen für
kurzreichweitige Potentiale herauszufinden [11, 49, 19] . Wenn die Bedingung
der harten Wand in das Matching-Verfahren eingebaut wird, findet man drei
Regimes. Von diesen Regimes ist jedoch kein Regime dabei, das die Exponen-
ten zeigt, die in (2.22) im Limes r -> oc erreicht werden . Im Limes von großen
r passen die Resultate der nichtlinearen RG daher nicht mit den Resultaten
der linearen RG für r = oo zusammen.

2.2 Der Limes für große r: Driftende Fix-

punkte

Wenn man das Verhalten der Fixpunkte im Limes 'r ••-~ ac studiert, wird man
auf das Konzept der `driftenden Fixpunkte' geführt . Dazu betrachte man die
kurzreichweitigen Fixpunkte der nichtlinearen RG . Abbildung (2 .9) zeigt alle
kurzreichweitigen Fixpunktpotentiale Usy, Uff; der Hard-Gutoff Renormierung
für r = B . Man sieht, daß die Form von Usi , Us2 und US3 sich der von Uso
angeglichen hat, das Minimum von Usi beispielsweise ist fast völlig verschwun-
den. Die Potentiale unterscheiden sich praktisch nur durch den Ort, an dem
sie nach Null abfallen.

Die Fixpunkte UsB , die Phasenübergängen erster Ordnung entsprechen, se-
hen für große Abstände y asymptotisch wie die Fixpunkte UI_2 aus, haben
aber ein ausgeprägtes Minimum bei kleinen y . Der Ort des Minimum bleibt
relativ konstant, wenn der r-Wert geändert wird. Man sieht daher sofort ein,
daß das kritische Verhalten der Fixpunkte, d .h. das Verhalten der relevante-
sten Eigenstörung nicht allein durch den asymptotischen Teil für große y der
Fixpunkte gegeben sein kann. Sonst müßten ja z .B. Us2 und Uso ein identi-
sches kritisches Verhalten zeigen. U~ hat aber eine relevante Eigenstörung,
mit vgl = 1/X 1/dbb, während Uso keine relevante Eigenstörung hat.

Man kann aber alle Potentiale danach klassifizieren, ob sie im Limes r - a
eine Eigenstörung a 1/d 11 haben oder nicht . Nach dieser Klassifizierung
bilden : dann alle Usi und alle UU4 jeweils: die beiden Klassen ohne, bzw. mit
dieser'-e ser Eigenstörung, wobeibt-ii immer genau ein Paar t~aar

r
~i~

`,oei 1111111G1

	

1 undd U$=-{-2 für große s ein~ ein
identisches asymptotisches Verhalten zeigt.

Das Verhalten der kurzreichweitigen Fixpunktpotentiale kann analytisch
verstanden werden . Dazu betrachten wir wieder die Fixpunktgleichung und
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Abbildung 2 .9: Alle kurzreichweitigen Fixpunkte für r = 8

die dazugehörige Eigenwertgleichung für die Hard-Cutoff Renormierung:

8U*

	

[*2
U° + - a + ln 1 + 2 = 0,

	

(2.23)

a

	

~ a fa f
+

	

.+ + a2rr1 7 1 82A
fa --- I1

dli

	

r äy

	

L

	

8y2

	

8y2«1
= 0 .

	

(2 .24)

Für die folgende Analyse wurde in den obigen Gleichungen die Größen U und y
so umskaliert, daß der Parameter r nun im Nenner des zweiten Term auftritt,
der Einfachheit halber wurden die alten Bezeichnungen beibehalten.

Für große Abstände y karm die lineare Version der Fixpunktgleichung ver-
wendet werden :

U +
r öy-

+ ay2 = 0 .

	

(2 .25)

Die kurzreichweitige der beiden unabhängigen Lösungen ist gegeben durch:

	

= A D,_i(/1 r) exp(-y2/(4r)),

	

(2.26)

mit DT--1(x) einer parabolischen Zylinderfunktion in Standardnotation [4] . Für
ganzzahliges r kann die parabolische Zylinderfunktion durch ein Hermite Po-
lynomausgedrückt werden, die Lösung kann dann in der Form

	

Urbi = A HT-i(y/ 2r) exp(-y2/(2r))

	

(2.27)
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geschrieben werden [65] . Die parabolischen Zylinderfunktionen, bzw . Hermite
Funktionen, haben einen sogenannten Übergangspunkt (`Iurning-point), an
dem der oszillierende Teil der Funktion in den monotonen Gaußisch abfallen-
den Teil der Funktion übergeht . Der Übergangspunkt vtp ist durch (2r - 1) 1/2

gegeben [6, 78] . Der kurzreichweitige Teil der asymptotischen Lösung, wie sie
in (2 .11) angegeben worden ist, gilt dann für y/ 2r » vtp und lautet in dieser
Siealierung :

	

U* (y) e ps(Cr )yT-1 exp(-y2/(2r)) .

	

(2 .28)

Für r = ex) gibt es keine Fixpunkte mehr, die kompatibel mit den Randbe-
dingungen der harten Wand sind und für große y nach Null abfallen [51] . Man
sieht das sofort, wenn man (2 .23) für r = co betrachtet : Es fehlt dann der
zweite Term, der die Funktion einer Dämpfung hat . Ohne diesen Term sind
die Fixpunkte für große y rein oszillatorisch, siehe auch (2 .25). Umgekehrt
ist der triviale Fixpunkt zwar kompatibel mit der Randbedingung für große
y, aber offensichtlich nicht kompatibel mit der Bedingung einer harten Wand
bei y = 0. Diese Eigenschaft der RG ist der Grund dafür, daß die Fixpunkte
und Eigenstörungen im Limes r -> co nichtanalytisch in r sind. Der Fixpunkt
US1 beispielsweise, verschwindet erst für Abstände y/ 2r > vtp . Da aber der
Turning-Point als Funktion von y linear mit r anwächst, driftet der Bereich,
in dem der Fixpunkt U 1 endlich ist, ebenfalls linear in r nach Unendlich . Für
große T ist US 1 dann praktisch Unendlich wenn y < vtp ist.

Wir sind aber an dem Verhalten der Fixpunkfunktionen in der Nähe des
Übergangspunktes interessiert und müssen eine Entwicklung der parabolischen
Zylinderfunktion für y// 2T = Q(vtp) machen. In der mathematischen Lite-
ratur findet man die gewünschte Entwicklung, die eine Intergaldarstellung der
Hermite Funktion benutzt und dabei mit Hilfe der Sattelpunktsmethode zum
Ziel führt . Da die zweite Ableitung einer Hilfsfunktion am . Entwicklungspunkt
verschwindet, muß die Integration in die komplexe Ebene gedreht werden . Das
führt dann auf die Airy-Funktion Ai(x), man erhält [6, 78]:

	

DT-1(y/1/ f) .r. . (Ai(t) + O (7-2/3)),

	

(2 .29)

wobei die neue Variable t mit y durch y/ 2T = vtp + t/(/(r - 1) 1/6) zusam-
menhängt. In führender Ordnung erhält man:

Man kann jetzt diese Entwicklung benutzen, um das Verhalten der kurz-
reichweitigen Fixpunkte im Limes r - eo zu studieren . Aus den numerischen
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Resultaten weiß man, daß die Form aller kurzreichweitigen Fixpunkte UI ge-
gen U0 konvergiert, wobei die Uri gegenüber Uso verschoben sind. Das legt
zusammen mit (2 .30) nahe, die Abstandsvariable y wie y = 27 +arb +z umzu-
skalieren. Dabei ist der erste Term (2r) durch den Ubergangspunkt definiert;
der nächste Term (arb) ermöglicht die Verschiebung vom Ubergangspunkt, die
Parameter a und b sind hier noch nicht festgelegt und werden später an die
jeweiligen Fixpunkte angepaßt ; die neue Variable z schließlich mißt als Rela-
tivkoordinate den Abstand von 2r + arb.

Die Variable t kann durch z ausgedrückt werden und man erhält als Nähe-
rung für das Fixpunktpotential:

2

exp(- 2
27

){Ai(ar b 3 + r- 3 (z + 2) + o(r-2/3) } .

	

(2.31)

Schließlich wird noch der Zusammenhang zwischen y und z eingesetzt und die
Airy-Funktion um arb- ä entwickelt . Es ergibt sich aus obiger Gleichung:

Ul g ~ exp(-z){Ai(arb 3) + Ai ' (arb-- )r (z + ) + O(r-2/3)} .

	

(2 .32)

Aus der numerischen Intergration der Fixpunktgleichung ist bekannt, daß
die Fixpunktfunktion U,U i genau ein Minimum hat und alle weiteren Fixpunkte
UI, mit i > 1, ein globales Minimum haben, das dem Minimum von UI
entspricht . Die weiteren Minima der U,s$ , mit i > 1, sind sehr viel schwächer
ausgeprägt und verschwinden im Limes von großen r sehr viel schneller als das
jeweilige globale Minimum. Wenn also nun alle UI, mit i > 0, asymptotisch
gleich aussehen sollen und das globale Minimum erhalten bleiben soll, wie
es die Numerik nahe legt, muß der führende Term in (2 .32), d .h . Ai(ar3 )
verschwinden. Die Forderung Ai (arb 3) = 0 ist aber equivalent zu:

arb- = ak bzw . arb = [skr 3 .

	

(2 .33)

Dabei ist ak eine Nullstelle der Airy-Funktion (mit a k < 0) . Zuerst folgt aus
diesem Resultat, dös der Zusacimmenhang Zwischen y und z gegeben ist über:

y = 27 + akr3 + z,

	

(2.34)

der Exponent b = 1/3 ist . In Ref. [16] wird Gl. (2.34) auf andere Weise ge-
funden. Weiter folgt aus dieser Parametrisierung, daß . alle auftretenden Us$
mit i > 0 durch ein ai gekennzeichnet werden können, also. durch ai, U,S2
durch a2 und so fort . Wie schon oben bemerkt, sind dann die entsprechenden
Us$ jeweils durch az_2 charakterisiert. Da nur der lineare Teil der Fixpunkt-
funktion betrachtet wurde, kann keine Entscheidung getroffen werden, ob für
ein gegebenes aE die Fixpunktfunktion global Usi oder Usm ist.
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Da jetzt der Zusammenhang zwischen y und z bekannt ist, können wir nun
umgekehrt Gleichung (2 .34) wieder in die Fixpunktgleichung (2.23) und die
Eigenwertgleichung (2 .24) einsetzen, man erhält dann :

2
U* + (2 + akr-2/3 + zr-1)

8z
+ ln 1 +

az2 =
0,

(1 -

	

fa + (2 + a r-213 + z7-1 ) ~fa + [1 + 0201
-1 82 fa _

0. (2.36)
oz

	

oz2

	

Öz2

Im Limes r --- oo erhalten wir die Gleichungen für einen sogenannten "drif-
tenden" Fixpunkt und die Gleichung für die Eigenstörungen um diesen drif-
tenden Fixpunkt :

U * +2

	

+ln 1+ oz2 =0

1 - A

	

+ 2
5 f a

+ +
52u T

i 82fa

	

fa äz

	

oz2

	

äz2 = 0. (2.38)

Formal kann man diese Gleichungen auch für ( = 0, bzw. r = oo, er-
halten, wenn man nicht nach Fixpunkten des RG Flusses sucht, wie im Ab-
schnitt (2 .1 .1) geschehen, sondern nach driftenden Fixpunkten . Im Falle von
infinitesimaler Reskalierung sind die driftenden Fixpunkte durch die Forderung

	

OU

	

OU
äs _v äy

definiert . Das entspricht dann bei Renormierung mit endlichemm . Reskalierungs-
faktor b der Bedingung : 72[Uh (i)] = Ub(l - u(b)) [51] . Hier wird bei einem
Renormieru_ngsschritt die Funktion um den Wert u(b) verschoben . Im Li-
mes b = 1 + 6s ergibt sich dann obige Bedingung, wobei der Zusammenhang
v = du(b)/übe l gilt.

In Analogie zu der Untersuchung der Fixpunkte für r < oo kann man
ebenfalls die driftenden Fixpunkte für r = oo untersuchen, was im nächsten
Abschnitt geschehen soll . Wir stellen hier zunächst fest, daß die kurzreichweiti-
gen Fixpunkte Usf im Bereich des Übergangspunktes alle gegen den driftenden
Fixpunkt mit v = 2 konvergieren . Das ermöglicht es, exakte analytische Aussa-
gen für das verhalten der Eigenstörungen im Limes r -- oo zu machen . Dazu
betrachten wir jetzt die Gleichungen (2 .35) und (2 .36) für großes aber endliches
r und machen die Näherung Ez[ r, man erhält :

(2.35)

(2.37)

(2.39)

42



und

"

	

fa + (2 + Qkr-2/3) aha + 1
+

a2u* a2
d„

	

az

	

az 2	az J2

Die Fixpunktgleichung kann für z in der Nähe des Übergangspunktes wieder
linearisiert werden und man erhält die allgemeine Lösung:

~dsn = exp{-z(1 + akr-2/3/2)}{A' eos(Vlak r-2/3z) + A2 sin(\/Fak ir-2/3 .x)}

(2.42)
Wichtig ist, daß alle Lösungen mit exp{-z(1 + akr-2/3/2)} abfallen.

Wenn wir die entsprechende Eigenwertgleichung für z ebenfalls in der Nähe
des Ubergangspunktes betrachten, kann im letzten ']Germ gegen 1 ver-
nachlässigt werden und man erhält die allgemeine Lösung:

1 à = exp{-z(1 + akr-2/3/2)}{ B1 exp(-/ak r-2/3 + a/ d l1 z) +

B2 exp(\/akr-2/3 + a/dllz)}.

	

(2 .43)

Die Koeffizienten B1, B2 hängen wieder von den Anfangsbedingungen und
von Ä/dll ab. In Analogie zu Abschnitt (2 .1 .1) könnte man nun wieder \/dll
solange varieren, bis der Koeffizient B 2 = 0 ist, in diesem Falle würde dann
die Eigenstörung nicht den driftenden Fixpunkt dominieren und man hätte
einen erlaubten Eigenwert gefunden. Das Verfahren wäre allerdings hier schwer
durchzuführen, da die Anfangsbedingungen bei z -2r festgelegt werden.
Weiter ist bei z : -2r die Näherung Izl « r verletzt, die Voraussetzung für
GI. (2.41) ist.

Zum Glück fallen alle Fixpunktfunktionen mit einem Exponenten (1 +
akr-2/3/2) exponentiell ab und wir müssen an alle relevanten Eigenwerte . die
Forderung stellen, daß das Argument der Wurzel in (2 .43) nicht positiv sein
darf. Dann fallen nämlich die entsprechenden Eigenfunktionen mit dem Expo-
nenten (1+ akr -2/3/2) ab und dominieren somit nicht mehr die Fixpunktfunk-
tion. Wir fordern also :

	

akr .-2/3 + Ä/dll .< 0 .

	

(2 .44)

Der größte Eigenwert,

	

Al , der mit dieser Forderung verträglich ist, ist
dann :

/dll

	

-ak7.-2/3 '

	

(2 .45)

Aus der Numerik weiß man, daß der führende Eigenwert zu einer monotonen
relevanten Eigenstörung gehört . Der größte mögliche Eigenwert, A l , der durch
(2.45) gegeben ist, ist aber auch gleichzeitig der einzige, dessen dazugehörige

0.

	

(2 .41)
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Eigenfunktion monoton ist, da für ihn das Argument in der Wurzel gerade
verschwindet.

Für a1, welches dem Fixpunkt mit nur einem Minimum, US1 , entspricht,
wissen wir aus der Numerik, daß nur eine relevante Eigenstörung hat und
wir schließen also, daß (2 .45) der gesuchte Eigenwert ist . Aber auch für die
anderen Fixpunkte UUY mit ai und i > 1 gibt (2 .45) den größten Eigenwert.

Weitere kleinere relevante Eigenwerte treten für die UI mit i > 1 auf, siehe
Abschnitt (2 .1.1), aber aus der Numerik weiß man, daß die dazugehörigen
Eigenfunktionen, in Analogie zu den UI, ebenfalls gedämpft oszillatorisches
Verhalten zeigen . Das steht im Einklang zu der Ungleichung (2 .44), da dann
die entsprechenden Eigenwerte zu einem negativen Argument in der Wurzel
führen. Für alle Fixpunktfunktionen U,; $ gilt also, daß der führende Eigenwert
durch Al = -air-2/3 gegeben ist . Der Eigenwert in Gleichung (2 .45) ist exakt
im Limes r -› oo, da nur der lineare Teil der RG in die Rechnung eingegangen
ist, welcher nicht approximativ ist.

Es ist der Verdienst von Ref . [16], daß dort die Umskalierung : y = 2r +
akr1/3 + z und die Verbindung zur Airy-Funktion gefunden wurde . Allerdings
wurde in [16] übersehen, daß die Eigenfunktion zum größten Eigenwert ein
monotones Verhalten in der Variablen z zeigt . Die Argumentation, die dort
zu dem Ausdruck für die Eigenwerte führt, trifft also nur für die kleineren
relevanten Eigenwerte zu, für die die Ungleichung (2 .44) nicht scharf genug ist.
Es soll hier noch die Argumentation von [16] dargestellt werden.

Ausgangspunkt ist nun die Eigenwertgleichung (2.24) für große y, wo wieder
im letzten Term a*,2--7* die 1 vernachlässigt werden darf . Die kurzreich-
weitige Lösung ist :

f = A DT-Ä/e-I(ylv) exp(-y2/(4r)) .

	

(2 .46)

Wieder wird diese Lösung um der Übergangspunkt entwickelt der nun . durch
vtp = (2(T - Ä/() - 1)1/2 gegeben ist . Man hat:

Di--a/c-i(y/V7-) ^' (Ai(i) + 0(r -2/3)),

	

(2.47)

wobei die neue Variable E mit y durch y/ 2r = (2(r-a/')-1)1/2+i/(\(r-
Ä/( -1) 1/6) zusammenhängt . Da aber jetzt schon durch die Fixpunktfunktion
die Umskalierung y = 2r + a krl13 + z festgelegt ist, folgt für t:

Wieder. wird noch der Zusammenbang zwischen y und z eingesetzt und die



Airy-Funktion um a k + a/(r-1/3 entwickelt . Es ergibt sich für f.,:

fa "' exp(-z){Ai(ak+-r-1/3)+Ai'(ak+(-r-1/3)r 3(z+1)+b(r-2/3)} . (2.49)

Wenn angenommen wird, daß auch die Eigenstörungen ein Minimum haben
sollen, was nicht für die relevanteste Eigenstörung, sondern nur für die kleineren
relevanten Eigenstörungen gilt, muß wieder gefordert werden, daß der führende
Term in (2.49), d.h . Ai(a k +er' /3) verschwindet. Darus folgt für die relevanten
Eigenwerte :

A./dIl = [-ak (-am)]r-2/3 mit am > ak .

	

(2 .50)

Die relevanten nichtmonotonen Eigenstörungen können also auch in Analogie
zu den Fixpunktfunktionen durch die Nullstellen am der Airy-Funktion cha-
rakterisiert werden. Der führende Eigenwert ist, wie schon oben angemerkt,
hier nicht enthalten, er ist durch die Gleichung (2 .45) gegeben.

2.3 Driftende Fixpunkte für r = oo

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, daß die Fixpunkte in der Nähe des
Übergangspunktes v 2r durch die Differentialgleichung für driftende Fix-
punkte mit v = 2 beschrieben wird. Es ist daher lohnend, die driftenden
Fixpunkte für r = c x:) systematisch zu untersuchen. Allgemein sind driftende
Fixpunkte durch die Bedingung

7Z[Ub (l)] = Ul (l -- u (b))

	

(2.51)

definiert [51] . Bei einem Fenoirmierungsschritt mit endlichem b wird die Funk-
tion um den Wert u(b) verschoben . Im infinitesimalen Limes b = 1 + Ss ergibt
sieh im Rahmen der approximativen Hard-Cutoff Renoi ersing dann folgende
Differentialgleichung für die driftenden Fixpunkte:

OP'

	

a2 z

2
öz + In 1 +	 z
	 -1	 1 =0.

Gl. (2.52) ist eine Verallgemeinerung von (2 .37), da hier der Parameter v
du(b)/dbli nicht festgelegt ist . Die korrespondierenden Eigenstörungen folgen
dann aus der Eigenwertgleichung :

(2 .53)
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Diese beiden Gleichungen werden jetzt mit v als Parameter untersucht . Be-
trachten wir zuerst die driftenden Fixpunkte : Für die ursprünglichen Fix-
punkte forderten wir die Bedingung einer harten Wand bei' Abstand y = 0:
U# --~ Dz) für y - 0, da aber nun die harte Wand bei z = -oo liegt, ist es
natürlich die Randbedingung :

Ud (-co) _ oo

	

(2.54)

an die driftenden Fixpunkte zu stellen . Die Randbedingung für Ud (..) = 0
kann von der Fixpunkten für 7 < oo übernommen werden.

Driftende Fixpunkte, die diesen Randbedingungen gehorchen, verlaufen für
z -so wie:

Ud exp(-z/v) + z/v + 2lnv - 1 + 0(exp(z))

	

(2.55)

und fürz~de, wie:

Ud (l) = Al (v) exp{-(v/2 - /v2/4 - 1)z} + A2(v) exp{---(v/2 + /v 2/4 - 1)z}.
(2.56)

Die driftenden Fixpunkte haben die Eigenschaft, daß eine Lösung Ud (z)
eine Lösung bleibt, wenn z urn a verschoben wird . Das hat die Konsequenz,
daß in Gleichung (2.55) die Amplitude der Lösung ohne Einschränkung der
Allgemeinheit zu Eins gewählt werden darf. Die Amplituden A l und A2 der
Lösung für große z hängen von v ab und sind darüberhinaus durch die einmal
getroffene Wahl der Anfangsamplitude bei z -' -co festgelegt . Für große z
zeigen die driftenden Fixpunkte für v < 2 und v > 2 jeweils gedämpftes, bzw.
oszillatorisches Verhalten. Bei v = 2 liegt gerade der aperiodische Grenzfall,
die allgemeine Lösung lautet dann:

Ud(l) = (A1 + Atz) exp(-z) .

	

(2 .57)

Man sieht hier, daß die kurzreichweitigen Fixpunkte für 7 < cc gerade
gegen den kurzreichweitigsten driftenden Fixpunkt bei T= cc konvergieren.
Abbildung (2.10) zeigt den Realteil von b1,2 v/2 ± /v2/4 - 1 als Funktion
von v. Eine Numerische Aufintegration von (2 .52) zeigt, daß für v > 2 die
Amplitude Al > 0 ist und für v < 2 die Funktion für große z gemäß (2.56)
oszilliert, siehe Abbildung (2 .11).

Zum. Schluß dieses Abschnittes wollen wir noch die relevanten Eigenstörun-
gen zu den driftenden Fixpunkten untersuchen. Dazu betrachten wir Glei-
chung (2 .53). Asymptotisch ist die Lösung für fa für kleine z gegeben durch:

fa exp{-(1 - X/d [I }z/v} - (1 -- X/d[i)2exp{(A/d1)(z/v)},

	

(2 .53)
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Abbildung 2 .10: Realteil von b1,2 als Funktion von v . Für v > 2 sind beide
Lösungen in (2 .56) reel und der kurzreichweitigere Ast ist gepunktet dargestellt.

Abbildung 2 .11: Driftende Fixpunkte für v < 2, v -- 2 und v > 2, die jeweils
den überdämpften, aperiodischen und oszillatorischen Fall repräsentieren .



die Lösung für große z lautet:

A(z) ^ B1(v, A/dl) exp{-(v/2 -- \/v2/4 - 1 + a/dj l)z} +

B 2 (v, %%/d11 ) exp{-(v/2 + 1v2/4 . 1 + Ä/do )z} .

	

(2 .59)

Auch jetzt werden erlaubte Eigenwerte durch die Forderung selektiert, das fa
nicht Jd dominieren darf.

Betrachten wir zuerst den Fall v > 2 : Hier fällt die Fixpunktlösung mono-
ton mit einem Exponenten b = v/2 - Vv2/4 - 1 ab. Für relevante Eigenwerte
ist die Eigenfunktion ebenfalls monoton, da die Wurzel in (2 .59) reel ist . Eine
numerische Analyse ergab, daß für ä/d ll E 10,11 der Koeffizient 3 1 > 0 ist und
die Eigenfunktionen daher immer die Fixpunktfunktion dominieren . Für v > 2
gibt es also keine relevanten Eigenstörungen an den driftenden Fixpunkten.

Falls jetzt v < 2 ist, ist die Fixpunktfunktion oszillierend und es gilt weiter:
0 «1 -- v 2/4) < 1 . Wir nehmen zuerst an, daß (1 - v2/4) < Al dH < 1 ist . In
diesem Fall ist die Eigenfunktion immer noch monoton und auch hier ergibt
sich aus der Numerik, daß der Koeffizient B 1 > 0 ist, es also keine erlaubte
relevante Störung mit (1 - v2/4) < h/dI1 < 1 gibt.

Der letzte Fall schließlich ist 0 < a/dei « 1 - v2/4) . Jetzt sind sowohl die
driftende Fixpunktfunktion, als auch die Eigenfunktionen oszillatorisch und
die Einhüllende fällt bei beiden Funktionen mit exp(-v/z) ab. Es handelt
sich hier um einen marginalen Fall, in dem nur die Amplitude entscheidet, ob
fa den Fixpunkt Ud dominiert oder nicht . Da allerdings die Amplituden der
Eigenfunktion beliebig klein sein können, sind alle relevanten Eigenstörungen
mit 0 < A/d 11 «1 - v2/4) erlaubt.

Zusammengefaßt läßt sieh also sagen, daß es für v > 2 keine relevanten
Eigenstörungen gibt, während es für v < 2 ein ganzes Kontinuum von Ei-
genstörungen gibt, mit Eigenwerten zwischen 0 < X/d 1i «1 - v2/4) . Für den
marginalen Fall v = 2 gilt, daß er keine relevante Eigenstörung mit a > 0 hat,
in Übereinstimmung mit dem letzten Abschnitt,
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Die Aufrauhung von Flächen soll in diesem Kapitel betrachtet werden . Dabei
wird eine Fläche in einem symmetrischen externen Potential betrachtet . Als
Beispiele seien hier noch einmal in Erinnerung gebracht : (i) Eine Grenzfläche
zwischen zwei Volumenphasen in einem homogenen Gravitationsfeld ; (ii) Eine
Grenzfläche oder eine Domänenwand zwischen zwei geordneten Domänen ; (iii)
Ein Polymer, welches mit einer Membran oder einem Flüssigkeitsfilm wechsel-
wirkt ; (iv) Das zweidimensionale Ising Modell mit nächsten Nachbar Kopplun-
gen J8 und einer Linie von schwachen Verbindungen Jo < J . In allen genannten
Fällen ist das äußere Potential V eine Faktion der Abstandskoordinate 1 und
ist symmetrisch: V(-1) = V(1) . .

Nehmen wir einmal an, daß das Potential bei endlichem 1 einen attraktiven
Teil hat, der stark genug ist, die Fläche zu binden. In diesem Fall ist sie im
lokalisierten Zustand. Wenn wir nun einen Kontrollparameter, wie etwa die
Temperatur oder die Potentialstärke anderen, kann die Fläche von einem loka-
lisierten Zustand zu einem aufgerauhten Zustand einen Aufrauhungsübergang
haben. Im rauhen Zustand ist die Fläche delokalisiert und zeigt beliebig große
Exkursionen von ihrem ebenen R.eferenzzustand.

An einem Aufrauhungsübergang geht die R .auhigkeit .e der Fläche, gegeben
durch die zweite Kumulante des Abstandsfeldes 1:

([1

	

(l)} 2),

	

(3.1)

nach Unendlich . Im weiteren wird nur der Fall betrachtet, wo die mittlere
Position (1) der gebundenen Phase der Bedingung (1) = 0 genügt. Das ist
immer garantiert, wenn das symmetrische Potential ein globales Minimum bei
t = 0 hat. Weiter gilt in der gebundenen Phase (l) = 0 für alle symmetrischen
Potentiale in d = 1+1 : Spontane Symmetriebrechung kann hier nicht auftreten,
da das Abstandsfeld durch jede kurzreichweitige Barriere `tunnelt'

Wie wir im vorangegangenen Kapitel gesehen haben, divergiert die .lauhig-
keit auch bei Entbindungsübergangen . Für diese Systeme enthält das Potential
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V(l) eine harte Wand und zusätzlich zu i, gegeben durch (3 .1), divergiert (l)
ebenfalls am Entbindungspunkt.

Wir werden in diesem Kapitel symmetrische Potentiale ohne harte Wand
ebenfalls mit Methoden der funktionalen Renormierung untersuchen . Es wird
sich herausstellen, daß auch hier eine Linie von Fixpunkten für jeden Wert des
Parameters r = d 11 /( existiert . Im Gegensatz zu Entbindungsübergängen führt
das Fehlen einer harten Wand dazu, daß der triviale Fixpunkt %(1) - 0 eine
erlaubte Lösung der Fixpunktgleichung ist . An diesem Fixpunkt treten analoge
Bifurkationsstrukturen auf, wie wir sie bei der Entbindung fanden . Im Unter-
schied zur Entbindung können jetzt jedoch exakte Aussagen gemacht werden,
da in der Umgebung des trivialen Fixpunktes die lineare Renormierung exakt
ist. An diesem Fixpunkt können dann die kritischen Exponenten analytisch
berechnet werden . Die Resultate sind weitere Hinweise darauf, daß die in Kapi-
tel 2 gefundene Bifurkationsstruktur kein Artefakt der Renor gnierungsgruppe,
sondern eine intrinsische Eigenschaft des Modell-Hamiltonian (1 .17) ist und
daher physikalische Relevanz hat . Im Gegensatz zur Entbindung ist der Limes
r --> oo für den Aufrauhungsübergang am Bifurkationspunkt analytisch.

3a A u un an „r e nz äc e in c. = 1 + 1

Mit Hilfe von exakten Transfer-Matrix Rechnungen wollen wir nun alle Uni-
versal tätsklassen in d = 1 + 1 für Grenzflächen bestimmen . Dasselbe Klassifi-
kationsschema kann ebenso auf Gauß'sche Polymere ohne Selbstvermeidung in
d = 1 + d.. angewendete werden . Ein einfaches Beispiel ist gegeben durch das
zweidimensionale Ising Modell mit nächsten Nachbar Kopphmgen . Jb und einer
Linie von schwachen Verbindungen J4 < Jb [1, 5, 15] . In diesem Fall läuft die
Grenzfläche im Mittel parallel zu diesem linearen Defekt und spürt ein effek-
tives Kasten-Potential (das periodische Gitterpotential ist hier irrelevant, da
die G renzfiäche für alle T > 0 immer rauh ist) . Denkbar ist auch eine Situa-
tion, in der der lineare Defekt bei 1 = 0 zu einer leaweichweitigen Störung der
Kopplungskonstanten führt, mit J = J(l) und J(1) rs Jb - C/11 für große 1.
In diesem Fall hat das effektive Grenzflächenpotential V(l) J(1)/a ebenfalls
einen langreichweitigen Teil.

In d = 1+1 hängt die Grenzflächenvariable 1 nur von einer Ortskoordinate ab
und die statistischen Größen . können mit Transfer-Matrix Rechnungen erhalten
werden [18, 75, 45, 55, 27J . Für n 1 wird im Limes von verschwindenem



kurzwelligen Cutoff, a -~ 0, aus der Transfer-Matrix ein Hamilton-Operator.
Man bestimmt dann die Eigenwerte En und Eigenfunktionen On für diesen
Hamilton-Operator, die gegeben sind durch:

fl-On = 1-[T2/2K1

	

+ V (l)=

	

(3.2)

Das Grenzflächenpotential V (l) spielt nun die Rolle eines `quantenmechani-
schen' Potentials. Die interessierenden physikalischen Größen können durch
die Eigenwerte und Eigenfunktionen dieser Schrödingerartigen Gleichung aus-
gedrückt werden. Die Grenzfächen-Energie ist einfach gegeben durch:

Er = Eo = (OolfiOo),

	

(3.3)

wobei Eo die Grundzustandsenergie und (;bo die normierte Grundzustands-
wellenfunktion ist . Hier und später bedeuten die runden Klammern ein Ska-
larprodukt : (all)) = r.dl a*(l)b(l) . Die mittlere Position (1) = ( lzbo)
verschindet identisch, da wir ein symmetrisches Potential angenommen haben.
Die Rauhigkeit

el ist gegeben durch:

ei = (( 1 --- (l)) 2 ) = (0oI(l - ( l)) 20o) .

	

(3 .4)

Die Korrelationslänge schließlich folgt aus dem Ausdruck für die Differenz-
korrelationsfunktion und ist gegeben durch:

T
(3.5)ell- E1 -

3 .1 .2

	

Kasten-Potential

Zuerst betrachten wir den einfachen Fall eines Kasten-Potentials:
V_{( für-lo<F<lo, (3.6)10

	

sonst.
Solange G < 0 ist, hat das Potential einen lokalisierten Grundzustand 0 0 mit
E© < 0, wie man einfach ausrechnen kann . Daraus folgt dann, daß die Grenzflä-
che für alle G < 0 lokalisiert ist [1, 5j . Wenn dann G von negativen Werten nach
Null geht, verschwindet die Grundzustandsenergie wie Eo 213KG 2•/T2 , und
die Grenzfläche rauht auf. Weiter hat der erste angeregte Zustand die Energie
L, = 0 für kleine'Gl . Das impliziert das kritische Verhalten:

(T2/Kvlo) l Gl-v1 mit v.L = 1, (3.7)

(T3/K2lo)IGI-"rr mit v!! = 2, (3.8)

-(2lflK/T2 )IG1 2 mit a = 0 . (3.9)
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Die beiden Längenskalen and CII
genügen der Relation Z1 (D,oT/K) lv2 eI1

3 .L3 Potentiale mit iangreic eitigern Potenzabfall

Als nächstes wollen wir den Fall von längreichweitigen Potentialen V betrach-
ten, die sich wie V ^J G l (-' , mit Gr < 0, für große Werte von [11 verhalten und
nur ein Minimum bei 1 = 0 haben. Da diese Potentiale noch stärker attrak-
tiv als das Kasten-Potential sind, ist die Grenzfläche wieder für alle IGI > 0
lokalisiert und es gibt einen Aufrauhungsübergang bei 1GI = 0 . Für kleine G
kann man exakte Aussagen für den Hamilton-Operator benutzen [101, um den
Bereich von r zu bestimmen, in dem die Exponenten gegeben durch (3 .7)-(3 .9)
gültig sind. Diese Resultate zeigen, daß man mindestens einen gebundenen
Zustand hat, falls das Integral f dxV(x) < 0 ist . Im einzelnen gilt: für r > 2
hat man einen gebundenen Zustand nur für f dxV(x) < 0 und für kleine G ist
die Phasengrenze implizit gegeben durch

f dxV(x) = 0 .

	

(3.10)

Im Fall 1 < r < 2, hat man für jedes G < 0 unendlich viele gebundene Zustände
und eine untere Grenze zur Phasengrenze ist durch (3 .10) gegeben . Bei r = 1
divergiert das Integral f dxV(x) . Das zeigt, daß der langreiehweitige Teil des
Potentials V für das kritische Verhalten relevant wird . Daraus schließen wir,
daß die Gleichungen (3 .7)-(3.9) gültig sind, solange r > 1 ist . Im nächsten
Abschnitt werden wir das mit Hilfe der Renormierungsgruppen-Rechnung ver-
stehen.

mit dem Rauhigkeitsexponenten, (= ä und der Amplitude D~ =

3.1 :4 Potentiale mit 1 /12-Abfall

Potentiale, die wie V ,.. 1/12 für große 1 abfallen sind von besonderem Interesse
in d = 1 + 1, da für diese Dimension die entropische Wechselwirkung ebenfalls
mit einem Exponenten r 2 abfällt (vergl . Einführung) . Wir wollen deshalb
Potentiale der : •Form :

7

	

i U

	

für 40 < l < :lo,
V()

	

t W/l 2 für [11 > to.

untersuchen, wobei U und W positiv oder negativ sein können. Diese Potentiale
können drei Extrema haben und ein Maximum anstelle eines Minimums am
Ursprung .



Die detailierte Rechnung ist in Anhang A zu finden, hier sollen nur die
Resultate für den Aufrauhungsprozeß referiert werden . Es ist üblich, die res-
kalierten Variablen u 2K1öU/T2 und w 2KW/T 2 einzuführen. Wie in
Anhang A gezeigt wird, ist die Phasengrenze u,, = ue(w) gegeben durch:

1
uc tanh

	

-
2

= -t für u > 0

	

(3 .12)

und durch :
u tan u

	

1
~~ ~~

	

- 2 _ -p für u < 0,

	

(3.13)

mit jt = + w. Man beachte, daß w = 0, u, = 0 eine Lösung für (3 .12)
und (3 .13) ist . Für kleine Werte von w führt eine Entwicklung von (3 .12) und
(3.13) um w = 0 auf

w für kleine w .

	

(3.14)

Die Phasengrenze für die Aufrauhung ist in Bild (3 .1) dargestellt . Man be-
achte, daß die Tangente u, = w bei w = 0 mit der unteren Schranke an die
Phasengrenze konsistent ist, die im Grenzfall kleiner u, und w ebenfalls durch
(3.14) gegeben ist . Wenn w sich -4 von oben annähert, erreicht die liber-
gangslinie u,(w) den Grenzwert uc(-4) = = 0.595. Für große w, nährt
sich die Grenzlinie dem asymptotischen Wert u,(oo) _ -ar g/4 an.

Diese Ergebnisse zeigen, daß Aufrauhungsübergänge genauso wie Entbin-
dungsübergänge durch das Wechselspiel zwischen kurzreichweitigen- und lang-
reichweitigen Teilen des Potentials bestimmt sind [55] : Für nicht zu große w
und u kann jeweils ein repulsiver Teil des Potentials zu einer Aufrauhung der
Grenzfläche führen ; hat das Potential jedoch einen stark attraktiven Teil (kurz-
reichweitig oder langreichweitig) ist die Grenzfläche immer lokalisiert.

Das asymptotisehe Verhalten für die reskalierte Grundzustandsenergie eo =
2KlöEa/T2 - -q2 in der Nähe der Ubergangslinie kann bestimmen werden,
wenn man die Entwicklung u..= ....u(we) + äu benutzt und die Analyse in An-
hang A in nächster Ordnung in öv und q wiederholt . Man erhält dann fur ep
das folgende asymptotische Verhalten:

exp(-c/bu) für ji = 0
1 18ul'/'

	

für 0 < < 1,

	

(3.15)e°

	

164/ In 1624

	

für p = 1,
1I Suf

	

für p > 1,

mit p = V 4 + w wie zuvor. Für p > 1 gibt es ein Regime mit ungewöhnlichen
Phasenübergängen erster Ordnung, welches ebenfalls für Entbindungsübergän-
ge auftritt (das sogenannte Regime C).
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Abbildung 3 .1: Phasendia, amm ü Au rau äiing in d = 1+ 1 für ein Potential,
wie in (3 .11) definiert. Die Phasengrenze besteht aus drei Teilen: (A) Für

0.595 ist die Übergangslinie gegeben durch w = -1/4 ; für u <
folgt die Übergangslinie aus 3 .12 bzw . 3.1 und besteht aus den Teilen (B)
-1/4 < w < 3/4 und (C) für w > 3/4.



Die asymptotische Analyse bei Entbindungsübergängen in d = 1 + 1 kann
für die Aufrauhungsübergänge übernommen werden, wenn das Verhalten von
eo für w < - 1 bestimmt werden soll [55] . Ein Umschreiben der Matching-
Bedingung (A.7) in Anhang A ergibt : Man findet immer noch einen gebunde-
nen Zustand für u < uc, wenn w die Line bei wc = -4 schneidet. Andererseits
hat man für u > uc, daß die Grundzustandsenergie, eo = -q2 , nach Null
geht, wenn w sich wj = - 1 von oben annähert . Die Phasengrenze ist folglich
gegeben durch we(u) = - 1 für u > u„,, siehe auch Bild 3 .1.

Es folgt nun aus (3 .15), daß die Korrelationslänge
-1/Eo sich für w > - 4 wie

= T/(E1 - Eo)

mit
hfl 164 -'1 (3.16)

v{~
= 1/\ +w für -1/4 < w < 3/4, (3.17)

verhält .
1 für 3/4 < w.

3.2 Lineare Renormierung von symmetrischen
Potent l en

3 .2 .1 Lineare .e ursions- leic ngen

Das Modell, definiert in (1 .17) wird nun mit Hilfe von funktionaler RG Metho-
den für symmetrische Potentiale untersucht . Wie wir schon im vorangegange-
nen Kapitel gesehen haben, ist der nichtlineare Teil der RG Transformation
gewöhnlich approximativ und hängt von der Form des Cutoffs ab . Der lineare
Teil jedoch ist eindeutig und besteht aus zwei relativ einfachen 'ransformatio-
nen:

(i) Die reduzierte Steifigkeit .K/T, die den effektiven Hamiltonian 6' o{Lt
parametrisiert, wird nicht geändert, und (ii) Das Potential wird entsprechend
der Rekursions-Formel

( a+»
( 1 ) = [VN (E )]

transformiert, wobei . ein linearer Operator, definiert durch

£[V(1) ; = bd-1 exp
(-(ä182/5y`)) V(y) 1y = b'l

	

(3 .19)
-

ist [51, 53]. Dieser differentielle Operator kann in einen Integral-Operator um-
geschrieben werden:

L E ( L )]

	

r	= 6=1-1

	

dl'	 ex

	

1 b l- l

	

i/ lrdr ~[-(~

	

') 2
/; ~] ('} .

	

(3.20)
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In diesen Ausdrücken ist b > 1 der übliche Reskalierungsfaktor und ä
repräsentiert die . Rauhigkeit der kurzwelligen Fluktuationen 1, welche gegeben
sind durch

K Jp

	

Jp J

	

(3.21)

wobei fp ein Integral über die Impulse ist, welches für große Impulse vom
Gutoff A 1/a abgeschnitten wird.

3.2.2 t atc i g Prozedur°

Potentiale, die eine Fläche lokalisieren bis die Potentialstärke IG nach Null
geht, werden bestimmt von dem trivialen Fixpunkt V R (l) T 0 und so durch
den effektiven Hamiltonian 7-i 0 {l} . Per Konstruktion der RG entspricht dieser
Hamiltonian einem Fixpunkt, der im folgenden als Gauß'scher Fixpunkt be-
zeichnet wird . Die lineare RG Transformation, gegeben durch (3.20), entspricht
einer Linearisierung der nichtlinearen RG um den Gauß ' schen Fixpunkt . Im
Raum der Wechselwirkungspotentiale beschreibt die lineare RG daher den Fluß
in der Nähe des trivialen Fixpunktes %(l) - 0. Während eines RG Schrit-
tes mit Reskalierungsfaktor b wird die longitudinale Korrelationslänge Oll (b) als
Folge der Skalentransformation: Uli (b) = ell /b um den Faktor b reduziert . Meh-
rere, nacheinander ausgeführte, Anwendungen der linearen RG können ersetzt
werden durch einen RG Schritt mit größerem b, da die lineare RG Rekursion
(3.20) die Halbgruppen-Eigenschaft besitzt . Der Reskalierungsfaktor b = bo
kann so gewählt werden, daß die neue Korrelationslänge von der Größe der
Gitterkonstanten ist : ell (b0 ) a. Dann ist

ZII (bo) genügend klein, so daß für
das reskalierte System die Mean-Field-Theorie angewendet werden kann . Im
Rahmen von Mean-Field haben wir:

_ 52£ I(l)i
a2n

	

er(bo)

	

äl2

	

1=0'

Es kann dann auf die unskalierte physikalische Korrelationslänge all des Poten-
tials zurückgeschlossen werden über :

(3.22)

Il

	

boe[l(bo)

	

boa.

Aus der Definition von ä in (3.21), bekommt. man

äl böc für bo » 1 .

(3.23)

(3.24)
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Die Matchinb Bedingung lautet also:

02	'
b fd_ 13

	

dl

	

e_ 2 fgd-11)21ü1 V (l` ) l

	

0a

	

2=J czz 2~räi

K

Z ij«bo)
l ,2

dl' e_äfa~~ä~l z
	- 1 V(1') . (3.25)

27ca

	

äl

3 .2 .3 Ein Kurzreich.weitiges Gauß'sches Potential

Nun soll die Matthing-Bedingung (3 .25) auf verschiedene Potentiale angewen-
det werden, um deren kritisches Verhalten zu untersuchen . Als erstes betrach-
ten wir ein kurzreichweitiges Gauß'sches Potential:

2

1 (-V(l) = Gexp[-2 lo -1 ) ]),

	

(3.26)

mit G < 0. Von unseren Transfer-Matrix Rechnungen in zwei Dimensionen
wissen wir schon, daß die Grenzfläche lokalisiert bleibt, solange G < 0 ist.
Daher schließen wir, daß für jede Dimension 2 < d < 3 die Matthing-Prozedur
benutzt werden kann, da für ansteigende Dimension die Fluktuationen weniger
wichtig werden.

Setzen wir also dieses Potential in (3 .25) ein, erhalten wir

en o
	 ( ) = bb - ' igcaI2 (f cJloäi ' + O(ä13)} .

	

(3.27)

Wenn noch ä über (3.24) durch bo Tenne ausgedrückt . wird, führt die Mat--
ching Bedingung (3 .25) auf

- JG!'" mit = 1 /[«T - 1)]

	

(3 .28)

und r = (d - 1)/(, gültig in allen Dimensionen 2 < d < 3. Grenzflächen in
einem Kasten-Potential haben einen kritischen Exponent vgl = 2 in d = 1 - ;- 1,
siehe (3.3) ., Wenn wir die dazugehörigen Werte für r = 2 und ( = 1/2 in (3.28)
einsetzen, erhalten wir ebenfalls

IIJJ = 2, die lineare RG gibt also das richtige
kritische Verhalten. Implizit haben wir bei diesem Vergleich angenommen,
daß die beiden Potentiale ein identisches kritisches Verhalten zeigen, da sie
beide kurzreichweitig sind . Im nächsten Abschnitt wollen wir die Potentiale
bestimmen, die zu dieser Universalitätsklasse gehören.

bod-1 bp2Ca- .-~ 2
JJJJ
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3 .2 .4 La.ngreichweitige Potentiale

Wenn wir nun allgemeiner Potentiale der Form

V (l) = G[~2 + lp] z

	

(329)

mit G < 0 und r > 0 betrachten, können wir das Matching-Verfahren wieder
in allen Dimensionen 2 < d < 3 anwenden, da diese Potentiale noch attraktiver
als das Gauß'schePotential sind . Eine asymptotische Analyse von (3 .25) mit
dem Potential aus (3 .29) führt auf:

er
	 (ba)

	

1GIbg-1+2c--2
lcil01-räIl + c'äi-"

f

,

	

(3 .30)

wobei c1 und Cr dimensionslose Koeffizienten sind. Mit demselben Schema wie
oben dargestellt erhalten wir nun folgendes kritische Verhalten:

	 i	
e i] ti lGI_Y

11 mit vg
l = e (LT) für r < 1,

	

(3 .31)e(, _1) flirr>1.

Von (3 .31) liest man ab, daß alle Potentiale mit r > 1 den Exponenten vll
des Gauß'schen Potentials haben und deshalb das gleiche universelle Verhalten
zeigen. Die Grenze liegt bei r = 1 : für r < 1 hängen die Exponenten von r ab.

3 .2.5 Störungen um den trivialen Fixpunkt

In den letzten Abschnitten benutzten wir ein Matching-Verfahren, um den Ex-
ponenten v11 zu bestimmen . Alternativ kann man auch Eigenstörungen des
RG Flusses um das Fixpunktpotential betrachten . In diesem Zusammenhang
werden physikalische Potentiale als Störungen aufgefaßt, deren führender Ei-
genwert bestimmt werden muß [33].

Zuerst wollen wir ein langreichweitiges Potential betrachten, das sieh wieder
verhält wie

. V(1)

	

G1117r für gro5ße 11 .1,

	

3.32

mit Gr < 0 . Wenn wir den differentiellen Operator .C aus (3 .19) für die lineare
RG benutzen, sieht man sofort, daß der potenzabfallende Teil des Potentials
in (3.32) wieder auf einen potenzabfallen Teil G'11I`r abgebildet wird, der eine
renormierter Potentialstärke

hat .

K
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Wenn man dasselbe mit einem kurzreichweitigen Gauß'schen Potential

2

	V (l) = G exp[- 2 lo ]

	

(3.34)

mit G < 0 macht, erhält man ein neues Gauß'sches Potential mit renormierten
Parametern :

	

G' _ )d-1G/[(1 + (a1/10) 2Ii

	

(3.35)

	

lö = ä~[1 + (1o/ä .L) 2 1 /bC .

	

(3 .36)

Für > 0, wird die Längenskala la auf den Fixpunktwert lö = äi /[bac - 1 ] 2

nach wenigen Iterationen der RG abgebildet . Wenn dieser Fixpunktwert in
(3.35) eingesetzt wird, erhält man für G ' eine einfache Rekursion:

	

G' = b)'sR G mit hsR = ((T - 1 )-

	

(3 .37)

Ein physikalisches Potential mag nun sowohl aus kurzreichweitigen, als auch
aus langreichweitigen Teilen bestehen und wenn wir (3 .31) mit (3 .33) und (3 .37)
vergleichen, finden wir, daß die Resultate der Matching-Prozedur zu der ein-
fachen Regel v 11 = 1/A equivalent sind, wenn .A mit max(ÄLR, .sR) identifiziert
wird, wobei ÄLR = C(r - r) und AsR = (T - 1) ist [33).

3 .2 .6 Wettbewerb zwischen kurzreichweitigen- und Tang
reic eini en Potentialen

Abschließend wollen wir noch Potentiale der etwas allgemeineren Form be-
trachten, die durch

v(i) -
t w/lr

	für
fth- 111

11 > toi

	

(3.33)

definiert sind. Für diese Sorte von Potentialen können wir die Tangente zur
Phasengrenze in der (W, U) Ebene um den Ursprung bestimmen und die RG
Resultate mit den exakten Resultaten in zwei Dimensionen vergleichen . Da
die Rechnung hier nichts neues bringt, wurde sie . in den Anhang B verschoben.
Als Resultat erhält man :

i r

a

	

.~ bo_i
{äJ 1 (-2l0 U -

ZW, l~-

e (bo)

	

r- 1 )

s 3

	

31g-r T

	

r
+ä1 (l0 U + r - 3 ,) + O(äl `)},

	

(3.39)
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fürr>3mitr< =min(r,5)und

K i r

2
	 b) ti bo-i

{ I'(-2loU - 2Wlo1 ) + ä1rwc` -i- 0(ä13)}

	

(3.40)
r1!

	

o

für 1 < r < 3 wobei c< ein dimensionsloser Koeffizient ist.
Für W = 0, d .h. in Abwesenheit eines langreichweitigen Teils des Potentials,

folgt daraus für v11 1/[((r - 1)], wie wir es schon für das Gauß 'sche Potential
gefunden hatten, siehe (3 .28) . Für W 0 bleibt der Exponent v 0 unverändert,
solange r < 1 ist. Falls r > 1 ist, dominiert der langreiehweitige Teil des
Pötentals : vll = 1/[((r - r)] und der Übergang findet, in Übereinstimmung mit
den Resultaten aus Abschnitt 3 .2.4, bei W = 0 statt.

Zusätzlich sehen wir, daß die lineare RG für r > 1 die Tangente zur Pha-
sengrenze am Ursprung mit

=-l0l

	

(3.41)

angibt, da dann der führende Term in (3 .39), bzw. (3 .40) verschwindet . Das
ist aber konsistent mit den exakten Resultaten in d = 2, da (3 .41) f dlV(l) = 0
impliziert.

In der Näherung der linearen RG ist der Exponent v H unabhängig vom Ort
auf der Übergangsline und so unabhängig von W . Das ist aber ein Widerspruch
zu unserem exakten Resultat für d = 1 + 1, wo wir für ml nichtuniverselles
Verhalten fanden, siehe dazu (3 .17) . Der Grund ist, daß der linearen RG nur
arn Gauß'schen Fixpunkt getraut werden darf, also bei (W, U) = (0, 0) . Das
richtige, nichtuniverselle Verhalten von vl! entlang der Übergangslinie kann
nur mit einer nichlinearen RG erhalten werden, welche im nächsten Abschnitt
angewendet wird.

Eine Betrachtung von (3.39) bzw. (3 .40) zeigt, daß ein multikritischer Punkt
bei z, = = 0 existiert, wenn (i) r > 3 oder (ii) r > r ist, da darin der
ä73 , bzw . der ä1' Term relevant wird. Die entsprechenden Korrekturterme
divergieren wie g(T-3) bzw. b0(T . für große bo

Für r 2 und 1 < r < 2 deutet dies ein `weak-fiukuation' Regime an,
mit Phasenübergängen erster Ordnung im Bereich des . Phasendiagramms mit
W < 0. Wenn r größer als r = 3 ist, werden wir ebenfalls Phasenübergänge
erster Grdnungs und nichuniverselles Verhalten finden, wie sich im nächsten
Abschnitt zeigen wird .
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® Nichtlineare Renormierung von symme-
trischen Potentialen

33i F l ßgleich ngen und Randbedingungen für Auf
ra . ngs ergän e

Grenzflächen rauhen in einem symmetrischen Potential bei Potentialstärke
= 0 auf, falls das Potential außer einem Minimum bei Null keine weite-

ren Extrema hat. Aus dem vorherigen Abschnitt wissen wir aber, daß auch
nichttriviale Phasengrenzen möglich sind, falls das Potential mehrere Extrema
hat . Die Transfer-Matrix Rechnung für Grenzflächen in d = 1 + 1 zeigte eben-
falls nichttriviale Phasengrenzen, mit nichtuniversellen kritischen Exponenten.
Die Transfer-Matrix Rechnung soll nun in diesem Abschnitt von d = 1+1, bzw.
r = 2 auf beliebige r erweitert werden. Dazu können wir die lineare RG nicht
mehr benutzen. Statt dessen wird die approximative nichtlineare Hard-Cutoff
RG herangezogen, die wir in Kapitel 2 benutzt haben.

Für diese RG lautet im Limes der infinitesimalen Reskalierung die Fluß-
gleichung :

x ei

0 (r - Ä/()fa +

	

1 + *,,

Die Gleichungen sind identisch zu denen in Kapitel 2 besprochenen und wurden
nur der Ubersichtiichkeit halber noch einmal aufgeführt . Die dazugehörigen
Randbedingungen müssen aber an das physikalische System angepaßt werden
und da wir hier an symmetrischen Potentialen interessiert sind, wählen wir:

E _ U*(0) und U*'(0) .= 0 .

	

(3.45)

Die Bedingung, daß U*(y) für große Iyl nach Null abfällt, soll auch für die
Aufrauhung erfüllt sein, was die beiden linear unabhängigen Lösungen:

U"(y) ^ pLI y l-' + Psly l ` ' exp(-y2/2) für große M

	

(3.46) ..

0 =TU*+yU*'+1n(1 + U*")

und die Eigenstörungen folgen aus

Os = rU + yU' (y) +ln(1 +U")

mit den reskalierten Variablen U V und y N 1, wobei öU/oy mit U' bezeich-
net wird und 'i = (d - 1)/( gilt.

Wir brauchen wieder die Fixpunkte U*(y) und die Eigenstörungen f),(y)
für diesen RG Fluß, um das kritische Verhalten zu erhalten. Die Fixpunkte
genügen :

(3.42)
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impliziert . Sie haben die Amplituden pL (E) und ps(E) . Wir finden also auch
für Aufrauhungsübergänge eine Line von Fixpunkten, die durch E parametri-
siert wird.

Die linearen Eigenstörungen fx(y) für jede Fixpunktlösung (1* werden auch
als symmetrisch angenommen : fa(0) = 1, fa ' (0) = 0 . Für große IM verhalten
sich die Eigenstörungen wie

fa N Cfl yl -TJA/c + DflyJT_l_ 's exp(-y2/2) .

	

(3 .47)

Die Amplituden Cf ,Df hängen von E und von A/( ab . Wie für Entbin-
dungsphänomene führt die Forderung, daß die Eigenstörungen fa nicht die
Fixpunkte U* dominieren sollen, zu der Bedingung

Cf( E , Alb) = 0 .

	

(3 .48)

Diese Bedingung selektiert eine unendliche Anzahl diskreter Eigenwerte A . Die
Linie von Fixpunkten und die Eigenstörungen sollen nun numerisch bestimmt
werden.

3 .3 .2 Der Fall 7- =2

Abb. 3.2 zeigt die Amplitude pL (E) und die relevanteste Eigenstörung A l /(
für r = 2 als Funktion von E, also für Grenzflächen in d = 2 Dimensionen
oder für fiuide Membranen in d = 3. Beim Minimum der Funktion pL(E)
geht der Eigenwert A l durch Null und die Eigenstörung ist marginal . Der
Eigenwert dieser Störung wächst mit abnehmendem E an . Daher haben wir
zwei korrespondierende Fixpunktpotentiale, Uh(y) und U, o(y), die schneller
als y -2 abfallen : den trivialen, U~R(y) - 0, mit einer relevanten Eigenstörung
und einen nichttrivialen, U 1 (y), bei positivem E ohne relevante Eigenstörung.
Sie repräsentieren jeweils die kritische und die rauhe Phase.

Die Eigenschaft, daß die Funktion pL(E) durch den Ursprung E = 0 geht,
muß für alle T gelten, da Ui-'R (y) 0 immer eine Lösung von (3 .43) ist und
nun, im Gegensatz zum Entbindungsfall, wo wir die Bedingung einer harten
Wand erfüllen müssen, kompatibel mit den Randbedingungen der Aufrauhung
ist. Am trivialen Fixpunkt UTR - 0, erfüllt Al die Beziehung: Al/( = 7-1 = 1
für 7 = 2. Da der hnearisierte Fluß um (J . -,R - 0 equivalent zur linearen ltG
ist, reproduziert man hier den Wert für A/(, wie wir ihn mit dem linearen
Schema erhalten haben . Auf der Linie von Fixpunkten ist der Punkt E = 0
der einzige Fixpunkt mit einer relevanten Eigenstörung, die schneller als y-2

abfällt . Daher ist der Aufrauhungsübergang für alle Potentiale, die schneller als
y-2 abfallen, durch diesen Fixpunkt bestimmt . Für alle diese Potentiale gilt,



Abbildung 3 .2: Line von Fixpunkten parametrisiert durch pL und der größte
Eigenwert als eine Funktion von E = Ü*(0) für r = 2 . Die Funktion pL

hat zwei Nullstellen, die zwei kurzreichweitigen Fixpunkten entsprechen : der
triviale- und ein nichttrivialer Fixpunkt, mit jeweils einer bzw . keiner relevan-
ten Eigenstörung

daß ihre kritische Potentialstärke Ges` = 0 und der kritische Exponent vjl = 2
ist .

Das aus Bild 3.2 folgende Phasendiagramm ist in Bild 3.3 gezeichnet . Man
sieht, daß das Phasendiagramm, welches die nichtlineare RG liefert, dieselbe
Topologie hat wie das Phasendiagramm, welches aus der Transfer-Matrix Rech-
nung erhalten wurde . Dazu ist die Amplitude E gegen den Teil der Funktion
pL aufgetragen, der eine relevante Eigenstörung mit positivem Eigenwert Al l(
hat .

Für r = 2 ergibt sich folgendes Gesamtbild : Alle Potentiale, die nur ein
Minimum bei i = 0 haben und wie V(y) y' mit einem Exponent r > 1
abfallen, rauhen bei U(0) = 0 auf. Falls sie schneller als y-2 abfallen, ist die
Einschränkung auf ein Extremum nicht notwendig. Falls sie jedoch mehr Ex-
trema haben und langsamer als y -2 und schneller als y-i abfallen, erwartet
man ebenfalls nichttriviale Phasengrenzen wie im marginalen Fall

	

2, aberPhasengrenzen

	

•., ~ u rr

im Gegensatz zu diesem ist für Potentiale mit einer langreichweitigen Ampli-
tude W < 0 der Übergang von erster Ordnung . Falls das Potential schließlich
langsamer als y-i abfällt, bestimmt der langreichweitige Teil des Potentials das
kritische Verhalten und die Phasengrenze liegt bei W = 0.

Potentiale, mit mehreren Extrema und einem Abfall wie y`2 , zeigen nicht-
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Abbildung 3 .3: Phasendiagramm der Aufrauhung für r = 2, abgeleitet aus
Bild (3.2) . Die Amplitudelitude E ist gegen den Zweig von P L aufgetragen, der eine
relevante Eigenstörung hat . Ein Vergleich mit Bild (3 .1) zeigt, daß E und pL

jeweils mit u und w korrespondieren.
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universelles Verhalten mit w-abhängigen Exponenten, siehe Bild 3 .2. Die To-
pologie dieses Phasendiagramms sollte für einen Bereich von r Gültigkeit be-
halten, bis die Funktion pL (E) mehr Struktur entwickelt.

3 .33

	

fur t o e von Fixpunkten

Der Wert von r soll nun vergrößert werden, um (i) den Aufrauhungsübergang
von polymerisierten Membranen zu untersuchen . Dieser Membrantyp ist im
Rahmen des effektiven Bamiltonians (1 .17) durch den Wert r 4 charakteri-
siert [62] und (ii) um das Verhalten von Grenzflächen in d = 3 zu untersuchen,
was r = oo entspricht . Da für große IM die Fixpunktpotentiale wieder durch
die lineare Fixpunktgleichung bestimmt sind, haben wir in Analogie zum Ent-
bindungsübergang für r = co, bzw . ( = 0 wieder keine nichttrivialen Fixpunkt-
gleichungen, die mit den Randbedingungen kompatibel sind, da die Lösung der
linearen Fixpunktgleichung dann oszillierendes Verhalten zeigt.

Die Funktion pL (E) selbst entwickelt für größer werdendes r eine immer
komplexere Struktur. Das sieht man ein, wenn man die Eigenstörungen fA

am trivialen Fixpunkt UU.R betrachtet, welche durch (3 .44) mit U*(y)" 0
gegeben sind. Die beiden unabhängigen Lösungen können nun explizit für alle
y angegeben werden . Die eine Lösung ist gegeben durch

fA (1) (y) = exp(--y2/4 )DT-A/c-i (y)/Dr--A/s-i(0).

	

(3.49)

wobei D,(y) die parabolische Zylinderfunktion ist und DT-
A/C_ 1 (0) ein Faktor,

der die Normierung fA(' (0) = 1 sicherstellt : D,,(0) = F(1/2)2 ` /2/F([1- p,]/2),
Ref. . [4] . Die zweite Lösung ist dann durch

fA (2) (y )

	

fA `i) (y) j

	

ep2 2/DPA( )(x)]2

	

(3 .50)

gegeben, wobei N ein Normierungsfaktor ist.
Für große IM hat man fA (I) (y ) l y l T 1-A/Se-Y`/2, vergl . (3.47) . Es folgt

dann von (3 .50), daß f, 2) (y) - iy i
-r+A/c } was wir aber gerade durch die Bedin-

gung Cf = 0 in (3 .48) ausgeschlossen haben. Weiter sollen alle Eigenstörungen
symmetrisch um den Ursprung sein, was equivalent zu äfa(y)/äylo = 0 ist.
Für die Eigenfunktion fAiii (y) gegeben durch (3.49), folgt:

efA( 1)(y)/ey lo = DT-A/c-; (0)/DT-A/c-i (0 )

	

(3 .51)

mit Dü(0) = r(--1/2)201-»i2/r(-g/2), Ref. [4] und g = r- /(-- 1 . Das heißt,
ofA ( )(y)/aylo = 0 ist an den Polen von r(--p/2) erfüllt, was gleichbedeutend



ist, wobei k eine beliebige natürliche Zahl k > 0 ist . In diesem Fall ist die Para-
bolische Zylinderfunktion von gerader Ordnung und kann durch das Hermite-
Polynom Hn (y) ausgedrückt werden:

falil (y ) = exp(-y2/2)H2k(y/V)/H2k(0 ) .	(3 .53)

Der größte Eigenwert A/ = r - 1 entspricht k = 0, was wir auch numerisch,
vergl. Bild 3.2, und von der Matching-Prozedur in Abschnitt 3 .2.3 gefunden
hatten.

Wenn nun r größer wird, werden weitere Eigenstörungen relevant bei

1 k+1 = 2k + 1 mit k = 1, 2, 3, . . . .

	

(3 .54)

Beir=72 =3hatman kg = 72 - 1 = 2 und A 2/( = 72 - 1 - 2 0. Es gibt
also eine zusätzliche marginale Eigenstörung, die für r > 72 relevant wird. Bei
r = r3 = 5, wird ein weiterer Eigenwert A3 / relevant und man hat Ad( = 4,
A2g = 2 und A3/g = 0. Allgemein hat man k relevante Eigenstörungen
für r > 7k+1 . Dieses Resultat ist exakt, da alle Eigenstörungen am trivialen
Fixpunkt U R untersucht wurden, wo die RG in erster Ordnung in U exakt ist.

Das Verhalten der Eigenstörungen als eine Funktion von r steht in einem
direktem Zusammenhang zu der Fixpunktfunktion pL(E) . Die lineare RG hat
zwei linear unabhängige Lösungen, eine von ihnen ist:

UUm(y) = exp(-y2/4)DT_i(y)•

	

(3.55)

Für r - 1 2k, mit k einer natürlichen Zahl k > 0, ist die Funktion Uzt. (y) ge-
geben durch (3 .55) gerade und dadurch kompatibel mit den Randbedingungen
der Aufrauhung. Die Lösung (3 .55) sollte in einer Umgebung um den Ursprung
E 0 eine gute Approximation an die Lösung der Fixpunktgleichung sein.
Da aber Uj (y) keinen langreichweitigen Potenzabfall hat, folgt dann, daß die
Funktion pL (E) in dieser Umgebung um den Ursprung identisch verschwindet,
pL (E) also einen Sattelpunkt besitzt, wenn r = rk+1 , .mit k . 1, 2, 3, . . . ist (der
Fall r = 1 wird im nächsten Abschnitt diskutiert) . Man sieht, daß bei densel-
ben rk -Werten die Sattelpunkte . erscheinen, bei denen die neuen 1 k/ relevant
werden.

Das ergibt folgendes Bifurkationsszenario : Aus jedem Sattelpunkt bifur-
kiert . ein neues Paar von Extrema und ein dazugehöriges Paar von Nullstel-
len der Funktion pL (E) am Ursprung E 0 heraus . Die Extrema und die
Nullstellen wandern auseinander, wenn r größere Werte annimt. Die Nullstel-
len der Funktion pL(E) entsprechen kurzreichweitigen Fixpunkten . Zwischen



Abbildung 3 .4: Die Funktion pL = pL (E) und die ersten beiden relevanten
Eigenwerte für r = 4. Im Vergleich zu r = 2 hat die Funktion pL ein neues
Paar von Extrema, das bei r = 3 aus dem trivialen Fixpunkt herausbifurkiert
ist. Zwischen diesen Extrema ist ein zusätzlicher Eigenwert relevant . Zwei
neue kurzreichweitige Fixpunkte U, (y) und Us2 (y) mit Amplituden ES und
ES2 haben jeweils beide eine relevante Eigenstörung.

solch einem Paar von Extrema -und daher auch zwischen den kurzreichweiti-
gen Fixpunkten- erscheint am Ursprung wieder ein Sattelpunkt, wenn r die
nächste ungerade natürliche Zahl erreicht hat . Wem r nach Unendlich geht
wiederholt sich das ganze unendlich oft . Zu jedem Paar von Extrema gehört ein
Eigenwert, `der im Intervall zwischen den . Extrema relevant und sonst irrelevant
ist .

Das ist aber genau dieselbe Art von Bifurkationsstruktur, wie wir sie im
Entbindungsfall gefunden hatten, lediglich der Ort, wo die Bifurkation auftritt,
ist bei Aufrauhungsphänomenen immer auf den trivialen Fixpunkt festgelegt.

Die Bifurkationsstruktur soll nun für den Fall r = 4 illustriert werden, der
polymerisierten Membranen entspricht . Die Funktion pL(E) ist in Bild 3 .4
aufgetragen . Man sieht ein Paar von Extrema welches aus dem Sattelpunkt
bei r = r2 3 herausbifurkiert ist . Es gibt dazu zwei neue kurzreichwei-
tige Fixpunkte, US2 (y) und US2 (y), mit einem E = Es2 und E = Es2 . Diese



Abbildung 3 .5: Die vier kurzreichweitigen Fixpunkte bei r = 4 . Gezeigt wird
nur der Teil mit y > 0. Der Fixpunkt U50 ist rein repulsiv und hat keine
relevante Eigenstörung. Er repräsentiert die rauhen Phase . Die Fixpunkte
US2(y} und US2 (y) haben eine relevante Eigenstörung; US2 repräsentiert einen
Phasenübergang erster Ordnung.

Fixpunktpotentiale sind in Bild 3 .5 dargestellt . Sie haben beide jeweils nur
eine relevante Eigenstörung. Der triviale Fixpunkt UR hat zwei relevante
Eigenstörungen und entspricht einem multikritischem Punkt . Er trennt zwei
Familien von Wechselwirkungen, die ein kritisches Verhalten zeigen, das je-
weils von U;S2 und US beherrscht wird . Die Form des Potentials US§ und der
Wert ) i /( ?- an diesem Fixpunkt implizieren, daß US2 einen Phasenübergang
erster Ordnung repräsentiert . Der andere Fixpunkt repräsentiert einen Pha-
senübergang zweiter Ordnung und Potentiale, deren kritisches Verhalten durch
diesen Fixpunkt bestimmt sind, haben mindestens ein Minimum bei y > © und
ein Maximum bei y 0. Flächen in solchen Potentialen rauhen bei einer
endlichen Stärke des Potentialminimums auf. Das ist eine zweite Klase von
Aufrauhungsübergängen von polymerisierten Membranen zeit r 4 in kurz-
reichweitigen Potentialen (vergl . dazu die Universalität für Flächen mit r 2:
Alle kurzreichweitigen Potentiale rauhen bei einer Potentialstärke U(0)
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Abbildung 3.6 : Die Punktion pL = pL (E) bei r = 9 . Man beachte, daß für
E < 0 die Skala mit einem Faktor 10 vergrößert wurde . Da r ungerade ist, exi-
stiert am Ursprung ein Sattelpunkt. Man hat drei Paare von Extrema mit den
korrespondierenden Nullstellen von pL(E), die aus dem Ursprung jeweils bei
r = 3, 5, 7 herausbifurkiert sind. Der triviale Fixpunkt hat jetzt vier relevante
Eigenstörungen.

Der triviale Fixpunkt U R bestimmt jedoch noch immer das kritische Ver-
halten von allen Potentialen mit nur einem Minimum bei y = 0, obwohl er die
größte Anzahl relevanter Eigenstörungen von allen kurzreich veitigen Fixpunk-
ten besitzt . Für r = 9 gilt zum Beispiel : UTR hat vier relevante Eigenstörungen
und es gibt zusätzlich drei Paare von kurzreichweitigen Fixpunkten, siehe auch
Bild 3.6 für die . ganze Funktion pL(E). Der Grund dafür ist, daß sowohl U 2 als
auch Us2 und alle anderen kurzreichweitigen neuen Fixpunkte, die bei größeren
r-Werten auftreten, immer mehr als ein Extremum haben.

Man hat jedoch im allgemeinen eine Klasse von kurzreichweitigen Fixpunk-
ten, die einen Aufrauhungsübergang erster Ordnung beschreiben und eine an-
dere Klasse von Potentialen, die multikritisches Verhalten zeigen, welches je-
weils von der Anzahl ihrer .. Extrema abhängt .
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Abbildung 3.7: Die Fiktion pL = PL(E) für i 1 . Das Minimum von PL

ist jeweils bei E > 0, E -= 0 und E < 0 für r > 1, T = 1 und r < 1.
Ein relevanter Eigenwert existiert nur für E < Eman, daher hat man einen
nichttrivialen kurzreichweitigen Fixpunkt mit einer relevanten Eigenstörung
nur für r < 1.
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3 .3 .4 Der Limes kleiner Werte von 1

Es ist interessant zu sehen, wie eine Reduzierung der lateralen Dimension oder,
was gleichbedeutend ist, des Parameters r das kritische Verhalten verändert.
Allgemein gesprochen hat man ein Anwachsen der thermischen Fluktuationen,
die gegen ein attraktives Potential arbeiten.

Abb. 3.7 zeigt die Funktion pL(E) für verschiedene Werte von r, mit 7 < 2.
Man sieht eine Verschiebung des Minimums und der Nullstellen von pL (E) zu
kleineren E . Bei 'r = = 1, hat das Minimum den Ursprung erreicht . Für
r < 1 bewegt sich das Minimum von pL (E) weiter zu negativen E-Werten und
man hat wieder zwei kurzreichweitige Fixpunktpotentiiale. Für r < 1 gibt es ei-
nen nichttrivialen kurzreichweitigen .Fxpunkt bei E = Eg1 < 0, der mit UUi (y)
bezeichnet wird . Dieser Fixpunkt repräsentiert nun die kritisches Phase bei
einem Aufrauhungsübergang, während U 1,R jetzt der rauhen Phase entspricht:
Die Rolle der. beiden Fixpunkte ist vertauscht . Man sieht das ebenfalls ein,



Abbildung 3 .8: Größter Eigenwert Al l( und Amplitude E des nichttrivialen
Fixpunktes mit pL = 0 als eine Funktion von r. Dieser Fixpunkt, bezeichnet
mit Usi (y) und Uso(y), hat die Amplituden Esi und Eso für r < 1 und r > 1,
vgl. auch 3 .7.

wenn man die führenden Eigenwerte dieser kurzreichweitigen Fixpunktpo'ten-
tiale betrachtet . Für den nichttrivialen, der mit U$i (y) und U.o (y) jeweils für
r < 1 und r > 1 bezeichnet wurde, ist der Eigenwert A ll( als Funktion von r
in Bild 3 .8 dargestellt . Bei r = 1 wechselt der Eigenwert Ad( sein Vorzeichen
und wird relevant für kleinere r . Die r-Abhängigkeit von A ll( für den trivialen
Fixpunkt ist einfach durch A I /( = r - 1 gegeben, wie aus (3.52), mit k = 0
folgt . Der Eigenwert i/( für den trivialen Fixpunkt zeigt also ebenfalls einen
Vorzeichenwechsel bei r = 1, wobei allerdings jetzt der Eigenwert A l l( für
r < 1 irrelevant wird. Der Grenzwert r = 1 kann einfach aus der Tatsache er-
halten werden, daß die Eigenstörung f i des trivialen Fixpunktes marginal bei
1- = 1 und irrelevant für r < 1 ist [38, 44] . Wir schließen also, daß Systeme mit

< 1 einen Aufrauhungsübergang bei nichttrivialen Potentialstärken haben
können, auch wenn die Wechselwirkung rein attraktiv ist.

71



3®4 Aufrauhung von Grenzflächen in drei Di-
mensionen

Die Aufrauhung von Grenzflächen in d = 3 ist von besonderem Interesse . Man
muß dazu, wie auch im Fall von Entbindungsübergängen, den Limes d --a 3,
bzw. T - c der RG betrachten, denn in d = 3 selbst gibt es, in Analogie
zu den Entbindungsübergängen, keine nichttrivialen F ixpunktlösungen, die für
große Werte der Abstandskoordinate y abfallen . Zusätzlich aber ist es bei der
Aufrauhung möglich, daß im Abschnitt 3 .2.2 besprochene Matching-Verfahren
auch in der marginalen Dimension d = 3, bzw . r = ca anzuwenden . Als phy-
sikalische Realisierung betrachte man ein dreidimensionales System, welches
einen planaren Defekt enthält, wie etwa das dreidimensionale Ising Modell mit
einer Ebene von schwachen Kopplungen. Wenn die Temperatur T über der
Rauhigkeitstemperatur ist, ist die Grenzfläche rauh und das periodische Git-
terpotential ist irrelevant [7] . In dieser Situation rührt das effektive Potential
für die Grenzfläche nur von der Defektebene her und ist kurzreichweitig, wenn
das Ising Modell nur kurzreichweitige Kopplungen hat.

Für d < 3 ist der Rauhigkeitsexponent = (3 - d)/2 und 7 _ (d - 1)/C =
2(d - 1)1(3 - d) . Wenn d = 3 von unten erreicht wird, geht der Rauhigkeits-
exponent ( nach Null und r nach Unendlich . In diesem Limes erscheinen
unendlich viele kurzreichweitige Fixpunktpotentiale um den trivialen Fixpunkt,
wie wir es im Abschnitt 3 .3.3 diskutiert haben, die relevanteste Störung jedoch,
mit Eigenwert .1 i hat einen endlichen Limes für d = 3, da a i = ((r - 1)
2 - 3e/2 für d 3 - e. Das irrepliziert den kritischen Exponent

11[l =1/A1= 1 /2 fürd=3 . .

	

(3 .56)

Wir erhalten so den Mean-Field Wert, der in allen Dimensionen d > 3 richtig
sein sollte, da dann Fluktuationen unwichtig sind . In d = 3 erwartet man
jedoch das Auftreten von konfiuenten logarithmischen Singularitäten.

Die Art dieser logarithmischen Terme kann durch eine geeignete Modifi-
kation der Matching-Prozedur, .wie sie in Abschnitt 3 .2.2 besprochen wurde,
erhalten werden . Anstelle von (3.23) und (3 .24), hat man nun

a

	

In (~'o ) `R' In ii

Die Matching Bedingung lautet folglich :

'i (~Ja) '
.. gä72

f

ra
e a ~ 2 (u2 -- 1)V (a±u) .

(3.57)

(3.58)
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Wenn wir nun das Potential, welches wir in (3.29) definiert hatten:

V(l) = G[l2 + loJ-~

	

(3.59)

in die Matching-Bedingung einsetzen führt das über (3 .58) auf:

t	 	 (G i b (c1 ln(bo0 + ln(bo)-('+z)) ,

	

(3.60)

wobei c 1 unabängig von ba ist . Es folgt dann, daß die Divergenz von e i' gegeben
ist durch :

, JGG -i [ln ( 1 /I G J)1 ,

	

für r > 1;
~GJ - 2[ln(l/JGG}]4 +2, für r < 1.

Die logarithmischen Korrekturen zum führenden Verhalten GJ -ä hängen also
von r ab .

(3.61)
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Ausblick/Zusammenfassung

Phasenübergänge von Grenzflächen, Membranen und Polymeren in äußeren
Potentialen wurden untersucht.

Bei Entbindungsphänomenen enthält das äußere Potential eine harte Wand
bei Abstand 1 = 0, die im Rahmen einer Renormierungs-Rechnung nichtpertu-
bativ berücksichtigt werden kann . Zwei approximative, nichtlineare Renormie-
rungsgruppen wurden auf den Entbindungsübergang angewendet und zeigen
konsistente Resultate . Die approximativen Renormierungsgruppen (RG) ent-
halten als einzigen Parameter den Exponenten r = dji /(, der an die verschiede-
nen Systeme angepaßt werden muß . Potentiale, die schneller als l/l' abfallen,
gehören in das Regime starker Fluktuationen (SFL Regime) . Es zeigte sieh,
daß das universelle Verhalten des SFL Regimes bei 7 = 2 für größere Werte
von r modifiziert wird, da die Fixpunktstruktur der RG für zunehmendes 7

eine komplexe Bifurkationsstruktur aufweist.
Für einen Wert von r > rsi = 4.6 ± 0 .2 sind auch im SFL Regime Pha-

senübergänge erster Ordnung möglich . Polymerisierte Membranen sind durch
den Exponenten r = 4 charakterisiert und entbinden folglich im SFL Regime
immer kontinuierlich . Eine unabhängige Überprüfung der Bifurkationsstruk-
tur durch ein Modell, das exakt lösbar ist oder simuliert werden kann, wäre
interessant . Dabei müßte das Modell durch einen Parameter 7 charakteri siert
sein, der größer als r 4 .8 ist . Eine Membran mit lateral langreichweitigen
Kräften ist ein möglicher Kandidat für so ein Modell.

Grenzflächen in d = 2 + 1 und Membranen unter lateraler Spannung sind
im freien Zustand nur marginal rauh, was r = co entspricht . Die RG zeigt
ein nichtanalytisches Verhalten im Limes großer r: Für r = cc gibt es keine
Fixpunkte, die kompatibel mit der Randbedingung einer harten Wand sind.
Für großes aber endliches r driften die Fixpunkte linear in r nach unendlich.
Eine Reskalierung der Flußgleichungen führt auf das Konzept der "driftenden
Fixpunkte" , die für r = co anstelle der ursprünglichen Fixpunkte treten . Die
kurzreichweitigen Fixpunkte können an einen driftenden Fixpunkt angepaßt
werden und für kontinuierliche Übergänge verhalten sich die dazugehörigen



Exponenten e und v 11 wie :

	

7-1/3 und vll T2/3 . Im Limes T = co folgt
dann e = 0 und vjj = oo.

Die lineare RG für r = co, die die harte Wand unsystematisch berücksich-
tigt, sagt drei Regimes voraus, von denen allerdings keines dabei ist, welches
diese Exponenten besitzt . Es wäre wünschenswert, die Voraussagen der nicht-
linearen RG durch eine Simulation zu überprüfen und insbesondere damit auch
das Szenario der driftenden Fixpunkte zu verifizieren.

A ufrauhungspMnornene von Flächen in symmetrischen Potentialen wurden
für verschiedene Typen von Flächen in beliebigen Dimensionen untersucht . Für
Grenzflächen in d = 1 + 1 kann das kritische Verhalten mit Transfer-Matrix
Rechnungen exakt erhalten werden . Für Potentiale V(l), die wie W/111 2 für
große 111 abfallen, findet man ein komplexes Phasendiagramm, das dieselbe To-
pologie hat, wie das entsprechende für Benetzungsübergänge . In dieser Arbeit
wurde in der gebundenen Phase eine Symmetriebrechung ausgeschlossen, eine
einfache Verallgemeinerung der Rechnung auf Potentiale, welche die Symmetrie
explizit brechen, ist möglich und gibt dann Einsicht über die Symmetrieeigen-
schaften der aufgerauhten Phase.

Das kritische Verhalten von Potentialen, die lediglich ein globales Minimum
bei 1 = 0 haben, kann mit Hilfe einer linearen RG exakt bestimmt werden . Für
diese Potentiale wird universelles Verhalten gefunden, wenn sie schneller als
1/111 abfallen, und der kritische Exponent m l ist gegeben durch u 11 = 1/[K(r---1)j.

Potentiale mit mehreren Minima können mit Hilfe einer approximativen
RG behandelt werden. Die Transfer-Matrix Rechnungen in d = 1 + 1 dienen
dabei als Test für die approximative RG, welche ein analoges Phasendiagram
liefert . Man findet bei Aufrauhungsübergängen eine entsprechende Sequenz
von Bifurkationen wie beim Entbindungsübergang . Im Gegensatz zur Entbin-
dung ist jedoch der triviale Fixpunkt U . - 0 immer eine erlaubte Lösung der
Fixpunktgleichu_ngen, da er kompatibel mit den Randbedingungen von Au faau-
hung ist . Aus diesem Fixpunkt bifurkieren bei ungeraden Werten von r neue
kurzreichweitige Fixpunkte heraus. Gleichzeitig erscheinen neue relevante Ei-
genstörungen, die am trivalen Fixpunkt analytisch berechnet werden können.

Eine Störungstheorie, die die Bifurkation analytisch behandelt, sollte mög-
lich sein, da eine kleine Differenz von r zur nächsten ungeraden Zahl ein ge-
eigneter kleiner Parameter ist, nachdem entwickelt werden kann . Weiter sind
Computer Simulationen von polymerisierten Membranen in kurzreichweitigen,
symmetrischen Potentialen ein definitiver Test der gefundenen Bifurkations-
struktur . Diese Sorte von Membranen haben einen Parameter r = 4, für diesen
r-Wert ist schon eine Bifurkation aufgetreten und man erwartet in Abhängig-
keit des Potentials Aufrauhangsübergänge von erster- und zweiter Ordnung.
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Der kritische Exponent vH des trivialen Fixpunktes ist analytisch im Limes
großer r und erreicht den Mean-Field Wert v il = 1/2, der ebenfalls für r = os
mit Hilfe der linearen RG gefunden wurde . Für r = oo erwartet man das Auf-
treten konfluenter logarithmischer Singularitäten, die ebenfalls in Computer
Simulationen des dreidimensionalen Ising Modells zu sehen sein sollten.

Ein weiterer interessanter Aspekt von Aufrauhungsphänomenen ist das Ver-
halten für r < 2 . In diesem Fall erwartet man universelles Verhalten für kurz-
reichweitige Potentiale V(1), die schneller als 1/!1! r abfallen . Für r > 1 ist
deren kritisches Verhalten durch den trivialen Fixpunkt bestimmt, während
für r < 1 die Grenzfläche oder Membran bei einer endlichen, negativen Poten-
tialstärke aufrauht . Es wäre auch hier . interessant ein Modell zu. finden, das
dieses Resultat bestätigt .
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A Anhang: Potentiale mit 1/1 2

Ball

	

Dirn. e

In diesem Anhang soll für das Potential:

~I

	

for --10<l<lo,
'(l) - { W/la for IIJ > lo,

	

(A .1)

die Phasengrenze bestimmt werden . Um die Notation zu vereinfachen ist es
üblich, die reskalierten Variablen : y = l/lo, u = 2K1oU/T2 , w = 2KW/T 2 und
die reskalierten Energien : e = 2KloEN /T 2 einzuführen. Die Schrödinger-Typ
Gleichung schreibt sich dann:

- 0." + v (y)bn = en.bn mit

u

	

-1<IyI< 1
v (y)

	

w/y2 I yI ? 1.

Der Aufrauhung von Grenzflächen entspricht im Transfer-Matrix Formulismus
dein Ubergang von einem gebundenem? Zustand zu einem Streuzustand [55J.
Für den gebundenen Zustand hat man : eo = - IeoI -q2 . Wir sind daher an
dem Limes q 2 0+ interessiert . In dem Intervall -1 < y < 1 hat ¢o die Form:

	

00 = Ccosh(+ q2y) für u > 0,

	

(A.4)

	

00 =Ceos(iJl2'I-g 2y)füru<0 .	(A .5)

Falls IM I > 1 hat man
= C'N5Ks. (qy)

	

(A.6)

mit lC ='/ä + w, und Kp (gy) ist eine modifizierte Fesselfunktion in Standard
Notation. Die Stetigkeitsbedingung von 00 und ¢a bei JyJ = 1 führt auf:

V +. q?.tanh( t/u + q2) - 2 = 4,(q),

	

(A.7)

(A.2)

(A.3)
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- .VjuI - q 2 tan( \Au' - q2) - = L 1,(q),

	

(A.8)

jeweils für u > 0 bzw. u < 0 und

Lm(q) =
q Kg(q)
	 .

	

(A.9)

Diese Gleichungen bestimmen q 2 = - eo als eine Funktion der Parameter u
und w. Hier soll nur der Fall w > (d .h . p > 0) betrachtet werden. Wenn
man das asymptotische Verhalten von K, (x) für q -§ 0+ einsetzt, erhält man
die Phasengrenze für den Aufrauhungsübergang aus :

(A .10)

(A.11)

wieder für u > 0 bzw . u < 0. Die Lösung dieser Gleichung wird in Bild 3 .1 ge-
zeigt Der Fall w < verlangt ein Umschreiben der Stetigkeitsbedingung (A .7),
wie es in Ref. [55] für Benetzungsübergänge im Detail vorgerechnet wird und
soll daher hier nicht wiederholt werden. Wie in Bild 3 .1 gezeigt wird, ist die
Phasengrenze für u > u, = 0.595 eine Gerade bei w = - 4 .

i - tank

	

- 2 =

- \Aue'tan Iuc1 2

wc,
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Prozedur für ein
langreichweitiges Potential mit

zwei Parametern

Die Matching-Prozedur für das Potential aus (3 .29) soll hier detailierter dar-
gestellt werden, damit man sieht, wie mit diesem Verfahren die kritischen Ex-
ponenten erhalten werden. Wir starten mit V aus (3.38):

U

	

111 `
10V(l) = B%/1r 111 > l°

	

B.1)

Im Abschrift 3 .2.2 leiteten wir folgenden allgemeinen Ausdruck

2

	

)
= bQ-lb~ ~~2~ _e

Z-1,2/ds

ä2 -
1 V(1') .

	

(B .2)
II

	

b0

für die Matching-Prozedur her, siehe (3 .25) . Die Variablensubstitution ,
1/ä1 , führt auf

	

K

	

_ _

	

Il~ (	 °)

	

uo
fr Eiu e 2 2 0, - 1)V(ä1ei) .	(B .3)

wobei die Beziehung ä1 N bi; aus (3.24) benutzt wurde . Das Integral in (B .3)
wird in

(B .4)

flo/a_L
I1 =2€Iu Zu2 (u2 - 1)u- rä '

	

(B .5)

aufgeteilt . Für Is . erhält man :

	

.

Is = u {-21o/ä1 + ( l°/ä1)_ ± o(ä15) } .

	

(B.6)

= 2
Uizo/a„

du e- ~` 2 (u 2 - 1)

und
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Weiter hat IL eine Singularität von der unteren Grenze, an der exp[- u2](u2
-1) um u = 0 entwickelt werden kann. Damit wir den führenden Term erhalten,

teilen wir IL weiter in

ILl = -2W
J0O

du u -päi r ,

	

(B.7)

1L2 = 2W
f

du

	

(u2 - 1) + 1]u-raj ,

	

(B.8)
1 l1

auf. Im Fall r > 1 erhält man dann :
l0-rä1 1

ILr = -2W

Damit man den nächsten Ordnungs Term von IL2 erhält, muß man zwei Fälle
unterscheiden: Als erstes soll angenommen werden, daß IL2 eine Singularität
an der unteren Grenze hat, dann ist der nächste Term:

0

	

3-r--3
Im = 3W

r
~f lag du[u2 + C7(u4)ju-rar = 3147°	 + Q (alr< ),

	

(B.10)

mit r< s min(r, 5), gültig für r > 3.
Im anderen Fall, 1 < r < 3, hat man keine Singularität in

erhält:

und

r-1
(B .9)

IL2 und man

a11, 2 = 3W
f

du[e- z"a (ua - 1) + 1]u-rä1r + C7(ü13 )
0

WC~ a1r + O(ä13 ).

(B.11)
Zusammengefaßt ergibt sich:

K 2Wll-r

2 (bo)

	

b0

	

Z1 (° /cO -

	

r - 1

313-r W

	

ä13 (loU +	 °	 ) + o(a1r` )},

	

(B.12)
r-3

n

	

r

bö_ ' {ä11(-2loU -
. 4i 3lo	

) + a,1'~Wc,~. + o(ä13)}, (B.13)
~~ ( bo)

	

r - 1

für jeweils r > 3 bzw . 1 < r < 3.
Der führende Term in (B .12) und (B .13) ist:

	 21{
(bc) ba

-l ä~r (-U Wlpr ) bg-i-c(_U -	 ».
)a

	

- I

	

r 1

	

(B.14)
r

	

--
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Der Reskalierungs Faktor bo wird so gewählt, daß = boa, siehe (3.23), und
von (B.14) hat man :

(_w1
r

	

-vll
eu	 	 - v	, r-1

(B .15)

(B .16)
1

vl~ d-1-

	

5(~-

mit
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