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Vorwert

Wie zerbricht ein elastisches Material, welches Zuferen Kriften unterworfen wird? Welche
Bruchmuster werden entwickelt, welche Eigenschaften besitzen diese Risse und welche Pa-
rameter kénnen benutzt werden, sie zu kontrollieren? Diese und #hnliche Fragen werden
anf dem Gebiet der Bruchmechanik gestellt. Thre theoretische Beantwortung erweist sich als
extrem schwierig, was einerseits dadurch bestimmt wird, dafl selbst die einfachsten mathema-
tischen Formulierungen dieser Fragen kaum analytisch geldst werden konnen. Andererseits
stellt man experimentell eine derartige Fiille von unterschiedlichsten Bruchphénomenen fest,
daB selbst die korrekte Formulierung des Problems schwierig erscheint.

In der einfachsten Form beschreibt man ein elastisches Medium im Rahmen der linearen
Elastizitétstheorie mit Hilfe der Laméschen Gleichung durch ein von den #uBleren Kriften
bestimmtes Spannungsfeld ¢. Ein Rif wird in einer solchen Formulierung als kraftfreie
Oberfiiche angesehen, die sich unter dem Einflu8 des Spannungsfeldes forwirtsbewegt. Die
ersten theoretischen Untersuchungen iiber das Verhalien von Rissen in spréden Koérpern stam-
men von Griffith [1], der als Begriinder der quantitativen Ri- und Bruchtheorie angesehen
werden kann. Er betrachtete im wesentlichen in einem elastischen Medium unter uniaxialern
Zug die Spannungsverteilung um ein elliptisches Loch, dessen kleine Halbachse b gegenii-
ber der groRen Halbachse @ verschwindet: b/a — 0. Diese Konfiguration bezeichnet man
als “Griffith-Ril”. Ldsungen dieses Problems lassen sich sehr elegant mittels konformer
Transformation aus der Losung filr ein kreisrundes Loch gewinnen. Mit Hilfe dieser Losung
sind spiter auch die Spannungsfelder fiir kompliziertere Geomeirien mit mehreren getrennten
Griffith-Rissen errechnet worden. Die komplizierten, realistischen und in der Natur beob-
achteten Rifigeometrien entziehen sich wegen th meyiemfﬁf iedoch allen_anajvttschen
Berechnungsbemifhungen. - o '

In ‘dieser Formulierung ist ein Ril3 b1sher ein statisches Objeki, aber selbst hier ist die
analytische Berechnung der Spannungsfelder nur-in Spezialfillen moglich. Allerdings mul3
man - beachten, daB das Wachstum eines Risses ein dynamischer ProzeB ist, der sich als
eine Differentialgleichung mit variablen Randbedingungen — ein Moving-Boundary Problem
— darstellt. Derartige Probleme sind tatséichlich nur noch in extremen Spezialfillen 18sbar
~und meist ist eine lineare Stablhtatsanalyse des dynarmscncn Problems [2-4] der. emmge
Lasungsansatz.

‘Neben dieser prinzipiellen Schwierigkeit, realistische Probleme analytisch nicht handhaben
“zu kOnnen, findet man zusétzlich noch ein weiteres Problem. Realistische Materialien weisen




2 KAPITEL 1. VORWORT

alle eine strukturelle Unordnung auf, die zu einer stochastischen Verteilung der elastischen
Module und Festigkeiten fiihrt. Unter diesem globalen Begriff “Unordnung” verbergen wir
hier alle moéglichen Effekte, die eine Abweichung von einer idealen Gitterstruktur bedeuten
und von mikroskopischen Gitterdefekien — Gitterfehistellen oder Versetzungen — iiber
mesoskopische Effekte wie Korngrenzen bis hin zu makroskopischen Defekien wie z. B.
in porbsen Materialien fithren k6nnen. Dies filhrt z. B. dazu, daB die Krifte, die man
bendtigt um ein reelles Werkstilick zu brechen und die man experimentell bestimmen kann,
um mehrere GroBenordnungen kleiner sind, als die analytischen Vorhersagen, die man fiir
einen idealen Kristall analytisch treffen kann.

Auf den fiir uns interessanten — also makroskopischen — Lingenskalen sind die detaillierte
Struktur und die exakten physikalischen Prozesse solcher rdumlichen Inhomogenitéten aller-
dings nicht relevant und kdnnen reduziert werden auf eine statistische Verteilung der Mate-
rialeigenschafien wie Festigkeit und Module. Daher kénnen {iber das Rilwachstum Aussagen
mit Hilfe von Methoden der statistischen Physik gemacht werden.

Wegen der Komplexitit des Problems sind numerische Methoden offensichtlich beinahe
unumginglich. Die angewendeten Methoden reichen von Finite-Elemente-Methoden tiber
Randintegral-Rechnungen hin zu Gittermodellen. Dabei wird das betrachtete Medium an ei-
ner endlichen Menge von Punkten diskretisiert, auf der dann eine Losung der elastischen
Gleichungen bei vorgegebenen Randbedingungen berechnet wird. Nach bestimmten Wachs-
tumsregeln werden Bonds bestimmt, die gebrochen werden sollen, wodurch neue Randbe-
dingungen erzeugt werden, die eine voilkommen neue Berechnung der elastischen Felder
erfordern. Derartige Methoden erweisen sich als derart rechenintensiv, daf die méglichen
GittergréBen stark eingeschréinkt sind und nur kleine Risse mit einigen hundert bis zu weni-
gen tausend gebrochenen Bonds simuliert werden konnen.

Dariiberhinaus ist nicht klar, welchen EinfluBl die zugrundeliegenden Gitter ausiiben. In dem
skalaren Analogon des Elastizititsproblems, der einfachen Laplace-Gleichung, ist sehr wohl
bekannt, daf} die Prisenz eines Gitters einen sehr starken Einfluf} ausiibt und die gesamie
resultierende Struktur dominiert. Eine Moglichkeit, derartige Gitiereffekte zu umgehen,
,,,,,,,,,,,,,,,,,
jene aus reguliren Gitter generieren, indem man alle Giiterpliize um eine kleine Strecke — die
kleiner als die Gitterkonstante ist — in eine zuf#llige Richtung verschiebt [5]. Erst kiirzlich
wurde .in Simulationen gezeigt, dall mit dieser Methode Giitereffekte bei Untersuchung
von Laplaceschem Wachstum unterdriickt werden konnen [6]. Zusétzlich wurden derartige
Zufallsgitter auch bei der Simulation von Rifiwachstumsphidnomenen angewendet [7,8]. Zwar
kann man mit dieser Methode Gittereffekte vermeiden, allerdings gestattet auch die Benutzung
von Zufallsgiitern keine Generierung grofer Strukturen, da immer noch die numerische
Lgsung der Laplace- bzw. der Lamé-Gleichung notwendig ist.
Fiir die Simulation von Laplaceschem Wachstum existiert allerdings eine Methode, die sich
als extrem effizient fiir die Generierung grofler Strukturen erwiesen hat. Das hierfiir benutzte
Modell ist die 1981 von Witten und Sander eingefiihrte “Diffusion Limited Aggregation”
(DLA)-[9], mit deren Hilfe Aggregate mit vielen Millionen Teilchen simuliert werden konnen,
ohne explizit die Laplace-Gleichung 16sen zu miissen. Der Weltrekord in DLA liegt zur Zeit
bei Clustern mit 50 Millionen Teilchen und wurde im Rahmen dieser Arbeit aufgestellt. In
der Abbildung 1 ist der Weltrekord-Cluster gezeigt.
Roux zeigte 1987, dal auch fiir das Elastizitdtsproblem ein Random-Walk konstruiert werden
kann, der im Grenzfall beliebig kleiner Schrittweite gegen die Losung der Lamé-Gleichung mit




Abbildung .1 Off-Lattice DLA Cluster mit 51.200.000 Teilchen.. Dies ist der bxsher groBte

iiberhaupt generierte Off-Lattice DLA Cluster.

\

vorgegebenen Randbedingungen konvergiert [10]. Seine Arbeit erweitert somit die klassischen
Uberlegungen von Chandrasekhar iiber Random Flights und Brownsche Bewegung [11] und
stellt eine Verbindung zwischen Laplaceschem und Laméschem Wachstum her. Allerdings
wurden seine Ergebnisse bisher nicht weiter fiir explizite numerische Simulationen benutzt,
so daB deren praktische Konsequenzen unbekannt sind. Allerdings weisen sie einen vollig
neuen Weg fiir die Simulation von Rifphéinomenen. o -

‘Mit diesem letzten Punkt beschiftigt sich die vorliegende Arbeit, die im einzelnen wie folgt
~ gegliedert ist.
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In Kapitel 2 werden die Grundlagen des Laplaceschen und des RiBwachstums wiederholt
und die wesentlichen Begriffe eingefiihrt. In diesemn Kapitel soll auch wesentlich detaillierter
auf das interessante Problem des Nicht-Gleichgewichts Wachstums eingegangen werden und
bekannte Resultate sollen dort skizziert werden.

Die erste Aufgabe in dieser Dissertation besteht darin, einen effizienten Algorithmus fiir
die Simulation von Laplaceschem Wachstum zu entwickeln, da das Lamésche Wachstum im
wesentlichen als Erweiterung von DLA modelliert werden soll. Mit Hilfe dieses Programms
sollen zunichst einige neue Untersuchungen {iber DLA angestellt werden.

Als erstes Problem wird in Kapitel 3 die Frage des Multiscaling in DLA untersucht. Dabei

gilt es zu untersuchen, ob in groffien DLA Clustern eine radiale Abhéingigkeit der fraktalen

- Dimension herrscht, oder ob die fraktale Dimension vom Abstand vom Cluster-Ursprung un-

. abhingig ist. In dieser ersten Anwendung auf DLA soll der benutzte Algorithmus ausfiihrlich
~diskutiert und beschrieben werden. In dicsem Kapitel sollen auch einige Fragen der Selbst-

" #hnlichkeit groer DLA Cluster behandelt werden, wobei wir Cluster, deren Massen tiber drei
~-verschiedene GréBenordnungen variieren, vergleichen.

Eine zentrale GroBe zur Beschreibung von DLA Clustern ist die Wahrscheinlichkeit p(7),
daB DLA Cluster an einer bestimmten Stelle ¢ wachsen. Mit dieser GroBe besitzt man eine
volikommene Beschreibung der DLA-Struktur, allerdings ist sie nur mit sehr aufwendigen
Methoden und nur fiir kleine Cluster numerisch bestimmbar. Fiir sehr groe Cluster ist
dagegen die radiale Wachstumswahrscheinlichkeit p(r) zu bestimmen, welche in Kapitel 4
untersucht werden soll. Dies Wahrscheinlichkeit p(r) ist direkt verantwortlich fiir das in
Kapitel 3 untersuchte Multiscaling.

Die auffillige Baumstruktur von DLA Clustern wurde zum AnlaB genommen, ein hierar-
chisches Ordnungsschema fiir DLA zu untersuchen. Man stellt fest, dal DLA Cluster eine
hierarchische Struktur besitzen und daf die Eigenschaften der verschiedenen Hierarchien ein-
fachen Regeln folgen. Diese Frage soll in Kapitel 5 behandelt werden. Dort werden wir die
Lingen, Breiten und Massen von Zweigen verschiedener Ordnungen studieren. Wir wollen
zeigen, daB man eine einfache Skalenbezichung zwischen der Linge und der Breite von Zwei-
gen messen kann und damit ein fiir Lattice-DLA wohlbekanntes Resultat verailgemeinern.

In dem darauf folgenden Kapitel 6 soll dann das Wachstum von Rissen in elastischen Medien
zum Thema werden. In bisher gebrauchhchen Methoden der numerischen Simulation wird

.................. #za el ozs

ein elastisches Gitter zur Berechnung von Gleich gcwwm%homuua in dem 1vy1aauuuuu.uu
Medium benuizi: Man bestimmt numerisch in jedem Zeitschritt die Gleichgewichtskonfigu-
ration des Gitters. Dies entspricht dem Wachstum von Rissen, bei der nur wenig Energie
frei wird. Wir wollen dagegen die Rifbildung unter dem EinfluB einer Schockwelle und
somit eine starke Nitht-Gleichgewichts Situation auf einem Gitter studieren. Dazu werden
wir ein Methode verwenden, die stark an einen Zellular-Automaten erinnert und auch im
Spring-Block Modell zum Studium von Erdbebenphénomenen Anwendung findet.

In dem Kapitel 7 soll letztlich die wesentliche und wichtigste Frage dieser Arbeit untersucht
werden. Dort werden wir in enger Analogie zu DLA ein Modell zur Bildung von Rissen
in elastischen, ungeordneten Materialien mit Hilfe von Random-Walkern entwickeln und
untersuchen. Hier sollen verschiedene Varianten dieses Modells diskutiert und die Einfliisse
-verschiedener Parameter studiert werden. AuBerdem sollen die dort gewonnen Ergebnisse mit
Resultaten aus Experimenten verglichen werden.
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SchlieBlich sollen in Kapitel 8 die einzelnen Ergebnisse zusammengefaft und abschiieBend
diskutiert werden.




Diese Arbeit wird sich mit dem RiBwachstum in elastischen Medien beschiftigen. Dieses
Problem kann in das hochinteressante Gebiet der Wachstumsphinomene eingeordnet werden,
welches wegen seiner Reichhaltigkeit und Stukturfiille in den leizten Jahren einen starken
Einfluff hat.
Ein Grund fiir das Interesse an Wachstumsmodelien sind die unterschiedlichen neuen Skalen-
gesetze, die man finden kann und die eng mit der geometrischen Form der gewachsenen
Strukturen verkniipft sind. Die Bildung dieser Strukiuren wird héufig von Instabilitdten der
zugrundeliegenden Physik gesteuert, welche zu einer verbliiffenden Vielfalt von sehr oft frak-
talen Formen fiihren kann. Aber was macht derartige Wachstumsmodelle so kompliziert? Die
Antwort ist, daB Wachstum hier untrennbar mit Geschichte verbunden ist: Eine gewachsene
Struktur hiingt stark von der eigenen Form zu einem frithere Zeitpunkt ab. Verschiedene
Konfiguraiionen zu verschiedenen Zeitpunkten sind nicht unabhéingig, sondern i einer sehr
komplizierten Weise durch die eigene Geschichte miteinander korreliert. Daher ist es norma-
lerweise nicht méglich, das Problem durch Zustandssummen oder generierende Funktionen
zu l8sen, sondern neue Ansitze sind notwendig.
Ein Paradebeispiel fiir ein einfaches, struktur-reiches und immer noch unverstandenes Wachs-
tumsmodell ist “Diffusion Limited Aggregation” (DLA). Es hat sich nicht nur gezeigt, daf3
LA wichtige experimentelle Anwendungen besitzt, sondern DLA wird die wesentliche
Grundlage fiir Riwachstum in dieser Arbeit sein und die essentielle numerische Technik
m bereitstellen. Daher wird DLA auch einen breiten Teil

inn vnn Rilly
1.

zur Simulation von RiBwachstum
dieser Arbeit einnehmen.
Im folgenden werde ich beide Phinomene, zunichst die “einfache” skalare DLA, spiter das

“komplizierte” vektorielle RiBwachstum, einfiihren und grundlegende Resultate diskutieren.
!

2.1 Diffusion Limited Aggregation

Diffusion Limited Aggregation (DLA) wurde 1981 von Witten und Sander [9] als einfaches
Modell fiir Teilchenaggregation eingefiihit. Im Laufe der Zeit stellte sich seine bemerkens-
- werte Anwendbarkeit auf die unerschiedlichsten physikalischen Phanomene heraus. Als Aus-
wahl sollen hier FluB durch porése Medien [12], chemische Auflosung, Verdringung viskoser
Fliissigkeiten [13], “Dielectric-Breakdown” [14], Wachstum von Bakterienkolonien [15], Kiri-
“stallwachstum und. Elektrodeposition [16] genannt werden. ;'I_nsgcsamt_ sind mehr als 100

6
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Abbildung 2 Laplacesche Wachstumsstrukturen fiir verschiedene Experimente. Man kann die
drei wesentlichen Morphologien erkennen: (a, d, g) dendritisches Wachstum, (b, e, h) offene
Verzweigungsstruktur (DLA), (c, f, i) dichte Zweigstruktur. Die entsprechenden Experimente
sind: (a, b, ¢) Kristallisation, (d, e, f) Verdringung einer viskosen Fliissigkeit “Viscous
Fingering”, (g, h, i)_Elektrodeposition von Zink (entnomr_nen-aus_-{lﬂ_). Die einzelnen Abb..
(a)-(i) entsprechen den Arbeiten [18-25]. ' e I

verschiedene experimentelle Realisationen bekannt. Fiir einige der Realisationen ist bekannt,
daB in ihnen die Strukturbildung von der Laplace-Gleichung bestimmt wird, bei anderen —
wie z. B. dem Wachstum von Bakterienkolonien — findet man lediglich experimentell eine
Ubereinstimmung der Formen, wahrend. die Verbindung .zur Laplace-Gleichung noch nicht
geklart ist, g b S _

Finige dieser Experimente sind in der Abbildung 2 wiedergegeben, andere findet man z. B. in

dem f}bersichtsartikei von Meakin [26], in dem Buch von Vicsek [27], oder in {28] bzw. {29].
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Abbildung 3 Grundlegender DLA Algorithmus. Das Seed-Teilchen ist mit @ gekennzeichnet.

Wegen dieser breiten Anwendbarkeit wird DLA vielfach als der Prototyp des Laplaceschen
Wachstums angeschen, manchmal sogar als “3-d Ising-Modell” der Wachstumsmodelle [30].

Wegen ihrer Relevanz fiir das Riwachstum soll kurz die Versuchsanordnung zur Verdrédngung
viskoser Fliissigkeiten — *“Viscous Fingering” — in einemn Hele-Shaw-Zellen Experiment [31]
beschrieben werden. Dabei befindet sich eine Fliissigkeit mit hoher Viskositét zwischen zwei
parallelen Glasplatten, die nur einen Abstand von ca. 1 mm haben. An einer bestimmten Stelle
preBt man eine Fliissigkeit mit niedrigerer Viskositit zwischen die Plaiten und verdréngt die
andere Fliissigkeit. Je nach Art der Fliissigkeiten, Struktur der Glasplatten und Druck kann
man Strukturen wie in Abb. 2d-2f finden.

Alle diese verschiedenen Strukturen kdnnen mit verschiedenen Varianten von DLA generiert
werden. Die urspriingliche Simulationsmethode ist in zwei Dimensionen die folgende [9] (vgl.
Abb. 3): Man plaziert ein Teilchen in die Mitte eines unendlich grofien Kreises. Danach
startet man ein weiteres Teilchen von einem zufillig gewéhiten Punkt auf dem Kreisrand,
welches durch den Kreis diffundiert, bis es auf das erste Teilchen trifft und sofort anhélt, um
mit jenem einen Cluster bestehend aus zwei Teilchen zu bilden. Danach wird ein niichstes
Teilchen gestartet, welches wieder solange diffundiert, bis es auf den bisher generierten Cluster

trifft. Dieser Vorgang wird-iviederholt bis ein Cluster der benttigien GroBe gewachsen ist.

Fir die diffundierenden Teilchen werden wir im folgenden den iiblichen Begriff “Random-

Walker” oder einfach “Walker” benutzen und beibehalten.

Mit dieser einfachen Methode erhilt man lediglich die offenen Zweigstrukturen wie in Abb.
2b, 2¢ und 2h. Mit anderen Varianten von DLA, in denen man eine anisotrope Wachstums-
richtung implementiert, kann man dendritische Strukiuren wie in den Abbildungen 2a, 2d und
2g erhalten [32]. In einer weiteren Variante von DLA, in der man die Wachstumswahrschein-
lichkeit variiert:[33], kann man auch dichte Zweigstrukturen wie in Abb. 2i erhalten. '

Urspriinglich wurden DLA Simulationen auf einem Gitter durchgefiihit [9] — Lattice-DLA —,

auf dem wie in einem “Gittergas” mit verschwindender Teilchendichte ein einzelner Walker
in jedem Zeitschritt von einem Gitterplatz auf einen der nichsten Nachbarplétze springt. Dies
wird wiederholt, bis der Walker einen Platz erreicht, der nichster Nachbar eines besetzten
Platzes ist, und dort sitzen bleibt. Man muB beachten, da} hier die Wachstumsregel anisotrop
ist. Das fiihrt zu einem Crossover der Clusterstruktur [34]. Kleine Cluster mit wenigen tausend
“Teilchen sind isotrop wihrend sehr groBe Cluster die Symmetrie des zugrundeliegenden Gitters
~wiederspiegeln: Lattice-DLA Cluster auf -einem Rechteckgitter besitzen vier Hauptarme, die
entlang der Gitterachsen wachsen [32]. Dieses Verhalten ist jedoch nicht nur ein Artefakt
~der Simulation! Wie man z. ‘B. an-der regelmiBigen Struktur eines Eiskristalls deutlich
-sieht, ‘stabilisiert der EinfluB einer Anisotropie tatséchlich -die Clusterspitzen, so dal} eine
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Tip-Splitting Instabilitdt unterdriickt wird. Das gleiche Phinomen kann in Hele-Shaw-
Zell Experimenten beobachtet werden, in denen die rdumliche Isotropie der Zelle kiinstlich
gebrochen wird [35].

In einer wichtigen Variante von DLA [36-38] wird versucht, die statistischen Fluktuationen
zu unterdriicken, indem nicht jedes eintreffende Teilchen am Cluster haftet, sondern lediglich
jedes m-te an einem bestimmten Gitterplatz eintreffende Teiichen. Alle vorherigen werden
ignoriert. Der gesamnte Vorgang ist als “Noise-Reduced DLA” bekannt und der Parameter m
heiflt “Noise-Reduction” Parameter. Ein Wert m = 1 entspricht der liblichen DLA, wahrend
N — oo einer exakien Losung der Laplace-Gleichung auf dem Gitter entspricht.

Fiir eine feste Clustermasse A/ kann ein interessanter morphologischer Ubergang der Clu-
sterstruktur fiir wachsendes m beobachtet werden: Fiir kleine m erhilt man die {ibliche
verzweigte DLA-Struktur, wihrend man fiir grofie m (m = 400) eine nadelartige Struktur
findet, wobei die Anzahl und Richtung der Nadeln vom zugrundeliegenden Gitter bestimmt
wird. In zwei Dimensionen findet man also auf einem Quadratgitter vier spitze Nadeln, die
entlang der Gitterachsen wachsen. Eckmann et al. [39] analysieren mittels konformer Trans-
formation den Einfiul von groflen m auf die Struktur der Cluster und zeigen, daB man fiir
Clustermassen M < (In m)3 tatsiichlich nadelartige Strukturen erhilt, wihrend fiir gréfere
Massen M < (Inm)?® das (fraktale) dendritische Wachstum mit Seitenzweigen dominiert.
Als Konsequenz erhilt man, dafl im Fall unendlicher Noise-Reduction fiir Lattice-DLA keine
Seitenzweige auftreten, sondern lediglich zweiglose Nadeln wachsen. Auch dieses Beispiel
illustriert das wichtige Wechselspiel zwischen statistischen Fluktuationen und Anisotropie im
Laplaceschen Wachstum.

Zur Vermeidung derartiger Gittereffekte in Lattice-DLA betrachiet man daher Off-Lattice
DLA. In diesem Modell bewegen sich die Teilchen nicht mehr auf einem Gitter, sondern
diffundieren im Kontinuum und beenden ihren Random-Walk , sobald sie wihrend eines
Schrittes den Cluster berithren [40,41). Hier ist offensichtlich die oben erwihnte Anisotropie

beseitigt und die mit diesem Off-Lattice DLA generierten Cluster sind isotrop.

Trotz der einfachen mikroskopischen Regeln von DLA, sind die so erzeugien Cluster sehr
kompliziert. Sie besiizen eine fraktale Struktur, die durch die frakiale Dimension Dy
charakierisiert wird, welche durch die Abhéngigkeit der Clustermasse M vom Trigheitsradius
R, R :

M « RY! (1)
bestimmi wird. Der Trigheitsradius, fiir den im folgenden der iibliche Begriff “Radius of

Gyration” benuizt werden soll, ist definiert als der mittiere Abstand der Teﬂchenposumnen
7'1 vom Ciusterschwerpunkt oM : : -

Z (7 — om)®. | @)

Fiir Off-Latiice und kleine Lattice-DLA Cluster findet man eine frakiale Dimension Dy =
1.715 4+ 0.003 [42,43], wihrend grofle Lattice-DLA Cluster wegen der oben beschriebenen
Anisotropie eine Dimension von Dy = 3/2 [32] aufweisen.

Im folgenden soll dic Verbindung zwischen DLA und Laplaceschem Wachstum, wie sie z. B.

in:[11,9] aufgezeigt wird, skizziert werden. Dazu betrachtet man die Dichte u(7,t) von dif-
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fundierenden Random-Walkern. Deren Zeitentwicklung wird durch die Diffusionsgleichung
Su{7, 1)
ot

bestimmt. Die Random-Walker werden am Cluster vernichtet, so dafl man dort die Bedingung

x V2u(7,1) (3)

u(F,t) =0 (4)
findet, wihrend sie auf dem #duBeren Rand mit konstanter Dichte erzeugt werden, so daB hier
uFt) = 1 )

gilt. Die Wachstumswahrscheinlichkeit v(7) auf der Clusteroberfidche ist bestimmt durch den
FluB j(7) von Walkern in den Cluster hinein und kann daher bestimmt werden als

() o j(F) - o oc =Vu(F) - f (6)

Ist die Zeitskala fiir die Teilchendiffusion wesentlich gréBer als die Zeitskala des Wachstums,
so kann man eine stationére Teilchendichte annehmen du/dt = 0 und die Diffusionsgleichung
geht in die Laplace-Gleichung tiber. DLA-Wachstum wird daher durch das Laplace-Feld der
Random-Walker um den Cluster herum bestimmt und ist also ein Prototyp fiir Laplacesches
Wachstum, wodurch sich der Erfolg bei der Simulation Laplacescher Wachstumsphénomene
ergibt.

Die Gleichungen (3)-(6) bilden gemeinsam eine Differentialgleichungs-System mit bewegten
Rindern — ein Moving-Boundary Problem. Diese Art von Problemen ist natiirlich schwieri-
ger zu 16sen, als das statische Problem selbst. In der Arbeit von Kessler, Koplik und Levine
[44] werden eine Vielzahl unterschiedlicher Lisungsansitze diskutiert. Analytische Lsun-
gen dieses Problems bleiben aber im wesentlichen beschrénkt auf die Untersuchung eines
gleichférmigen Wachstums — d. h. einer gleichférmigen Bewegung des Randes, wie z. B.
in der klassischen Arbeit von Saffmann und Taylor [45,46] zum Flul zweier Fliissigkeiten
in einer Hele-Shaw Zelle [31] — bzw. eine lineare Stabilitdtsanalyse fiir den Fall, dafl der
bewegte Rand Instabilitdien aufweist [44]. Gerade diese Instabilititen filhren zu der Bildung
der physikalisch interessanten Muster. In der linearen Stabilitdtsanalyse wird eine bekannte
stabile Lsung des Moving-Boundary Problems rumlich oder zeitlich durch eine Xleine pe-
riodische Perturbation gestdrt und in einer linearen N#herung untersucht, ob die Amplitude
einer. derartigen Anregung wichst oder schrumpfi.

Trotz der einfachen lokalen Regeln in DLA und der Verbindung zur Laplace-Gleichung
existiert noch keine befriedigende Theorie, die in der Lage wire, DLA zu beschreiben. Selbst
die Begriindung der fraktalitait von DLA Clustern und eine exakte theoretische Bestimmung
der fraktalen Dimension Dy fehlt bisher. Lediglich durch Mean-Field artige Rechnungen
[47-49] und Ortsraum-Renormierungsmethoden [50] ist bisher eine Niherung der fraktalen
Dimension gelungen. Fiir DLA in d Dimension findet z. B. Muthukumar [47]

o di+1
5 F=d
Daneben haben Halsey und Leibig [51] ein Modell aufgestellt, in dem sie einen einfachen

- Zusammenhang zwischen der Masse eines Zweiges M; und dessen gesamter Wachstumswahr-
scheinlichkeit P; annehmen. Hiermit stellen sie einfache Bewegungsgleichungen fiir M; und

Q)
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P; auf und studieren die Fixpunkte dieser Dynamik. Mit diesemn Modell erhalten sie eine
fraktale Dimension, die sehr nahe bei der Muthukumar Formel liegt. Wie iiblich in Mean-
Field artigen Rechnungen wird die Qualitdt der oben beschriebenen analytischen Resultate
in hoheren Dimensionen d > 2 besser, wie in Simulationen bis d = 8 gezeigt wurde [42],
allerdings sind alle analytischen Ergebnisse in d = 2 unbefriedigend.

Fin wesentliches Problem bei der analytischen Berechnung der fraktalen Dimension insbeson-
dere in d = 2 ist das langreichweitige Abschirmverhalten der Laplace-Gleichung. Dadurch
sind die Wachstumsraten nicht nur von der lokalen Umgebung, sondern von der globalen
Clusterstruktur abhéngig.

Eine zentrale Rolle bei der Charakterisierung von DLA spielt daher das “harmonische Maf}”
p;, welches die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, daf der néchste Random-Walker den Cluster
am Platz ¢ beriihri, und welches zuerst von Meakin et al. [52] studiert wurde. Die Menge der
Wachstumswahrscheinlichkeiten {p;} beschreibt vollkommen die Struktur von DLA. Grofle
Energie [53-55] wurde daher dem Studium der Verteilung der Wahrscheinlichkeiten n(p, M)
bei Clustern der Masse M, bzw. deren Momenten

M
Zy() = 3! ®

i=1

gewidmet.
Man findet, daB in zwei Dlmensmnen die verschiedenen Momente filr positive g mit jeweils
unterschiedlichem Exponenten mit der Clustermasse M skalieren

Z, M—Fl@)/Ds (9)

Hier ist F'(g) eine nichtlineare Funktion von ¢ und damit hat man eine multifraktale Verteilung
der {p;}. Diese positiven Momente beschreiben die Plitze mit groBen Wachstumswahrschein-
lichkeiten, die nahe bei den Spitzen der Zweige liegen. Die innere Strukiur der DLA Cluster
wird dagegen von den negativen Momenten beschrieben, welche gerade die Plétze mit nied-
rigen Wachstumswahrscheinlichkeiten charakterisieren. Aber gerade diese niedrigen Wachs-
tumswahrscheinlichkeiten sind nur schlechi durch numerische Rechnungen zu bestimmen.
Allerdings steht fest, dafl man fiir die negativen Momente ¢ kein wohldefinieries Skalenver-
halten der Form (9) finden kann {56,55].

Statt der negativen Momente wurde das Verhalten der kleinsten aller Wachstumswahrschein-
lichkeiten p..;, als Beschreibung der niedrigen Wahrscheinlichkeiten studiert [57,58,54]. Eine
Berechnung von prmin ist direkt mit einem Bild der im Clusterinneren liegenden Fjords ver-

knupft ‘Drei verschledene Moglichkeiten der Massenabhéngigkeit von pmipn, wurden diskutiert:

1.
Pmin{M) o exp (—AM®) (10)

: ”Dieses_Verhalten findet man, wenn man sich die Fjords als lange, gerade Tunnel vorstellt
[57). .

: Prin(M) o M Ome=/Ds o an
Ein solches Verhalten findet man fiir trichterférmige Fjords [58]. i

LW

10 pmin (M) o (In M)? (12)
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Ein solches Verhalten findet man in einem Modell, in dem selbstihnliche Hohlrdume durch
enge Kanile verbunden werden [54] (“Void-Neck-Modell”). Dieses Verhalten wurde auch
von unabhingigen analytischen Rechnungen bestitigt [59].

Bisher scheint das “Void-Neck-Modell” die beste Beschreibung der {p;} zu liefern.

Im Gegensatz zu zweidimensionalem DLA zeigen neuere Untersuchungen [60], da8 in
drei Dimensionen auch die negativen Momente ein Skalenverhalten (9) aufweisen. Als
Begriindung dient hierfiir, daB in 2d DLA ein Zweig einen gesarmnten Raumbereich abschirmen
kann, wihrend in 3d Walker immer noch um den Zweig herumdiffundieren k&nnen und man
eine “Ebene” benétigt, um einen groBeren Raumbereich abzuschirmen.

2.2 Riflwachstum

Nach dieser Beschreibung des Laplaceschem Wachstum werde ich mich nun dem Wachstum
von Rissen zuwenden. RiBwachstum in elastischen Materialien ist ein interessantes und
sehr wichtiges Forschungsgebiet mit weitreichendem Einfluf sowohl im Ingenieur-Bereich
als auch im Bereich der Grundlagenforschung. Gerade wegen seiner Reichhaltigkeit und
seinem Einflu wird dieses Gebiet ausgiebig studiert und selbstverstindlich kann nur ein
kleiner Teil des vorhandenen Wissens iiber Riphinomene in dieser Einleitung dargestellt
werden. Detailliertere Informationen findet man in vielen Lehrbiichern, wie z. B. [61], in
der klassischen Sammlung von Liebowitz [62] oder in den neuen Artikelsammlungen von
Herrmann und Roux [63] bzw. Charmet, Guyon und Roux [64]. Besonders die beiden
letzten Sammlungen setzen sich mit dem zentralen Punkt der modernen Rifforschung, der
raumlichen Unordnung realer Materialien auseinander. Eine sehr schéne Einfithrung in das
Problem des RiBwachstums findet man auch in {65]. Hier soll im wesentlichen ein Uberblick
{iber die bekannten Rifphinomene gegeben werden.

Es ist leicht vorstellbar, dafl die genaue Kenntnis der Brucheigenschaften der benutzten

Werkstoffe beinahe lebensnotwendig im Bereich der konstruierenden Ingenieur-Tiatigkeiten

ist -— sei es im Fahrzeugbau, im Flugzeugbau, im Schiffbau oder im Zivil-Ingenieur Bereich.

Allzuoft hért man von schweren Unfillen, bei denen ein Materialfehler die Ursache war, weil
die verwendeten Materialien ermiidet waren oder die Brucheigenschaften einfach nicht korrekt
eingeschétzt worden sind. Daher ist auch Klar, daB das Studium dieses Themas zusitzlich
von groBem finanziellem Interesse ist.

Besonders interessant ist in allen diesen Beispielen die grofe Bandbreite von Materialien, die

benutzt werden und deren Verhalten untersucht werden muBl. Die benutzten Werkstoffe sind u.

a. Metalle, Stein, Beton, Glas, Keramiken und die verschiedensten Arten von Kunsistoffen,

die aile ein unterschisdliches Bruchverhalten aufweisen.

Ebenso interessant sind die unterschiedlichen Lastzustdnde, die in den obigen Beispielen
auftreten konnen und zu unterschiedlichem Bruchverhalten filhren. Neben einer einfachen
statischen Dauerlast, die durch eine konstante Kraft auf ein Material ausgeiibt wird, mufl man
noch eine Reihe anderer Lastformen beriicksichtigen. Z. B. konnen Temperatur- und Feuch-
tigkeitsschwankungen das elastische Verhalten von Materialien drastisch beeinflussen und zu
‘Spannungen im Material fithren. Ein einfaches, aber drastisches Beispiel fiir diesen Punkt
ist die Explosion der amerikanischen “Challenger”-Raumfihre, die ausgeldst wurde durch
einen durch Kilte sprode gewordenen Dichtungs-O-Ring, der dann beim Start auftretenden
Vibrationen nicht mehr standhielt. Daneben muf man berticksichtigen, dal Umwelteinfiiisse
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A ntstanden in einer radialen Hele-Shaw Zelle durch: a) bzw.
b) Verdringung von Glyzerin durch Luft unter hohem bzw. niedrigem Druck; c¢) bzw.
d) ‘Verdringung von Ton durch Wasser bei niedriger Tonkonzentration und niedrigem
Wasserdruck bzw. bei hoher Konzentration und hohem Druck (entnommen aus [66]). Man
beachte den Ubergang vom Viscous-Fingering tiber eine dichte Zweigstruktur und eine offene
Zweigstruktur hin zum Rifwachstum. '

bbildung 4 Strukturen

)

ein schiidigendes Verhalten haben und durch Korrosion Spannungen hervorrufen konnen, Als
weiteres wichtiges Beispiel sei hier auch noch die iibermiBige Belastung von Bauteilen durch
Vibrationen angefiigt, die besonders im Flugzeugbau an Tragfiichen extreme Konsequenzen -
haben kann., o
Alle bisher ausgesuchten Beispiele stellten Probleme auf einer makroskopischen Langenskala
dar. ‘Das Problem des Riiwachstums ist jedoch auch auf wesentlich kleineren Lingenska-
len interessant. ‘Im Bereich der Materialwissenschaften werden z. B. in mindestens drei
verschiedenen Bereichen Rifphinomene untersucht. Das Rifiverhalten von Polymeren und
Kunststoffen ist einer der Bereiche, neben dem noch das Bruchverhalten von Metallen und
Gesteinen untersucht wird. Unter “Gesteinen” sollen hier verschiedenste Materialien wie
Keramik, Beton oder Ton zusammengefafit sein, die selbst wieder die untersch1ed11ch-

M
'\3133, IRl LI, ESos

_sten Verhalten aufweisen.
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Besonders interessant im Rifwachstum ist die scheinbar enge Verwandschaft zum Laplace-
schem Wachstum, welche deutlich in den Experimenten von Van Damme et al. hervortritt und
die deswegen besonders diskutiert werden sollen [66-69]. In ihnen wird in einer Hele-Shaw
Zelle eine verdiinnte Tonmischung variabler Konzentration oder Glyzerin von Wasser oder
Luft verdringt. In Abhiingigkeit von der Konzentration des Tons bzw. dem Wasser- und Luft-
druck kann man einen wichtigen morphologischen Ubergang der Strukturen erkennen (Abb.
4). Fiir niedrige Konzentrationen bzw. Drucke findet man die {iblichen Morphologien in Hele-
Shaw Zellen: Viscous-Fingering (Abb. 4a), dichtes Zweigwachstum (Abb. 4b) und offenes
Zweigwachstum (Abb. 4c), wie es auch fiir DLA typisch ist (vgl. Abb. 2). Die vierte und
interessanteste Morphologie, namlich eine typische RiBstruktur (Abb. 4d), ernélt man, wenn
man Wasser unter hohem Druck in eine Paste hoher Tonkonzentration prefit. Man beachte,
daB sich in dieser Morphologie wesentliche Eigenschaften von RiBstrukturen herausgebildet
haben, die das RiBwachstum deutlich vom Laplaceschen Wachstum unterscheiden [70]:

1. Die Form der Zweigspitzen ist verindert. Eine Reihe von Experimenten zeigt, dall sich
mit zunehmendem Wasserdruck bzw. zunehmender Tonkonzentration die Spitzen von
ciner runden, konvexen Form kontinuierlich in eine fiir Risse typische scharfe, konkave
Form entwickeln.

2. Der mittlere Winkel zwischen Zweigen folgt einer weiteren kontinuierlichen Entwicklung.
Er geht kontinuierlich von einer fast parallelen Wachstumsrichtung (Abb. 4a) in einen
fast rechten Winkel zwischen Zweigen iber.

Quasi-rechte Winkel und konkave Spitzen in konzentrierten Pasten werden von Van Damme
et al. [70] als Hinweise auf das Einsetzen der Rifbildung gewertet. Sie schlagen vor, daf ab
einer bestimmten Wachstumsgeschwindigkeit des Risses sich Spannungen hinter der Riispitze
aufbauen kénnen, die parallel zur RiBoberfisiche gerichtet sind. Ab einem bestimmten Punkt
kann sich diese Spennung entladen, indem ein senkrechter Seitenrifl entsteht. Der dabei
entstehende rechte Winkel ist eine Konsequenz der Tatsache, dal nur Spannungen parallel
zur RiBoberfliche entstehen kinnen (vgl. auch Gl. (18)).

Diese Vermutungen wurden in weiteren Experimenten bestitigt [68], in denen noch hohere
Tonkonzentrationen studiert wurden (vgl. auch Abb. 5). Die hier gezeigie Sequenz des
Riffwachstums zeigt deutlich, daB Bifurkationen tatséchlich hinter der Riflspitze stattfinden
konnen. Die Risse sind im allgemeinen gekriimmi und Seitenzweige wachsen systematisch
nur aus der konvexen Seite unter einem rechten Winkel heran

Ahnliche Resultate finden Zhao und Maher {71] in neuen Hele-Shaw-Zellen Experimentes.

Sie studieren ‘die Strukturbildung in Polymerlosungen, in die sie Wasser mit verschiedenen
Toialrtimnoratan hinainneaccan  In Akhqng1 olrait von der Polvmerkonzentration und der Tmek-
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tionsrate finden sie einen Ubergang der Struktur-Morphologien von einem Viscous-Fingering
Verhalten hin zu RiBwachstum. Verschiedene typische RiBformen sind in der Abbildung 6
gezeigt. Im Gegensatz zu den Experimenten von Van Damme et al. findet man hier keinen
kontinuierlichen, sondern einen abrupten Ubergang zwischen den Morphologien. Allerdings
mdchte ich auch hier wieder auf die strukturellen Unterschiede zwischen den Rifistrukturen
(Abb. 6b-6d) und der Viscous-Fingering Struktur (Abb. 6a) hinweisen. Es sind dies die
-gleichen Unterschiede, die oben schon beschrieben wurden: Scharfe Riflspitzen statt runder
Finger und senkrechte Seitenzweige.

__Aﬁe diese Beispiele machen deutlich, wie vielschichtig das untersuchte Problem ist und daf} es
“eine Vielzahl der unterschiedlichsten Bruchphinomene gibt. Ich mochte jedoch noch einmal
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Abbildung 5 Zeitlich aufeinanderfolgende Stadien des RiBwachstums. Man beachte die
ausgeprigten 90° Winkel von neu entstehendcn Seltenzwelgen und das Wachstum von Rissen

hinter den Hauptspitzen.

besonders auf die in den letzten beiden Experimenten diskutierten Eigenschaften von Rissen
hinweisen! Sie sind filr diese Arbeit besonders wichtig und stellen wesentliche Eigenschaften
physikalischer Risse dar. Wir werden spater in dcr mge sein, diese Eigenschaften mit einem
einfachen Modell zu reproduzieren. o
Es wire vermessen, alle diese geschﬂderten Probleme 18sen zu wollen. Im Gegenten es wire
bereits in groBer Fortschritt im Bereich der RiBforschung, Modelle zur Verfiigung zu haben,
mit denen man wenigstens einen Teil der genannten Phénomene korrekt beschreiben kann.
Hier mochten wir uns auf ein einfaches Modell eines linear-elastischen Korpers beschriénken,
der ein sprides Bruchverhalten anfweisen soll, d. h. er soll sich linear elastisch verhalten
bis die Materialfestigkeit erreichi ist und dann sofort brechen. In diesem Fall ist es sinnvoll,
ghnlich zum Lap}aceschen Wachstum ein Movmg Boundary Problem fiir das: Rlﬁwachstum
zu formulieren. :

Im folgenden werden einige Grundlagen der hnearen Elastlzﬂ.atstheone wxederholt dxe man
auch in jedem Lehrbuch [72] wiederfinden kann. : ' -
Die Deformation des Korpers durch anliegende Krifte wird durch das Verschiebungsfeld u(f*‘)
‘beschrieben, welches die Auslenkung eines Volumenelements innerhalb dieses Korpers. von
‘seiner Gleichgewichtslage — d. h. in Abwesenhelt auBerer Krafte — bezezchnet und durch -
_'dle Lame—Glelchung bes&mmt w1rd L Ly . e

| -'(_1_-._. u(d—1))v2 +V(v uj._o - -'.'('1_3)_
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Abbildung 6 RiBmuster erzeugt in einem Hele-Shaw-Zellen Experiment. Man erkennt einen
Ubergang vom Viscous-Fingering Verhalten (a) zum Rlﬁwachstum (b) (d) rmt zunehmender
Wasser—InJeknonsrate : SR

Hierbei ist d die Raumdimension und v das Po1sson—Verhaltms

Das Poisson-Verhiltnis hat physikalisch folgenden Einflu. Ein Quader der Linge L und
Querschnitt W x W sei einem einachsigen Zug ausgesetzt (“Young-Experiment”). Unter
dieser Last wird der Quader nicht nur seine Linge in Richtung der Kraft um AL #ndem,
sondern sich auch senkrecht zur Krafmchtung um AW kontrahieren._ Die _P01_sson_-Za_hl :
beschreibt nun das re‘a""‘= Verhiltnis SIS
AW/ W
AL/ L.

Aus thcnnodynamiscihen Griinden ist das _Pmsson—Verhal tnis beschrénkt auf- —1 <v< 0 5.
Beton hat typischerweise ein Verhaltnis » = 0.2. Allerdings kann man auch Materialien, wie
z. B. granulare Medien, finden, die ein negauves Pmsson—Verhaltms aufwexsen 4 h ‘unter
Zug in der transversalen Richtung expandieren. - S RERR:

Die Lamé-Gleichung selbst ist ein Ausdruck des Krafteglemhgewmhts zw1schen benachbarten
‘Volumenelementen in einem elastischen Korper ausgedriickt mit Hilfe des Verschiebungsfel-
.des. ' Sie stellt.daher die Bewegungsgleichung eines ‘Volumenelements ‘dar. - Zur. Herleitung
‘mul man allerdmgs lokale Rotationen im Material vernachldssigen. Mochte man zusétzlich
diese Rotationen beriicksichtigen, mu8 man zur Cosserat-Elastizitét [73] ubergehen in der
-neben lokalen Kraften auch lokale Drehmomente berucksxchugt werdern.

(14)-

'V""
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Aus diesem Verschiebungsfeld kann -— unter Vernachldssigung lokaler Rotationen — das
tensorielle Verzerrungsfeld g als Ortsableitung der Verschiebungen bestimmt werden

1{0u; | Ou;
Eij = '5 (é;; + Bcc,) (15)

Thermodynamische Uberlegungen, in welchen man die Arbeit betrachtet, die man bei einer
bestimmten Materialverzerrung gegen die anliegende Spannung zu leisten hat, fithren zu dem
zur Verzerrung konjugierten Feld, dem Spannungsfeld ¢. Das Hookesche Gesetz sagt nun
aus, daB das Spannungs- und Verzerrungsfeld linear miteinander verkniipft sind

oij = Dijrien (16)

Physikalisch beschreibt das Spannungsfeld, welche Kraft F auf ein Oberflichenelement 7 -dS
innerhalb -des Mediums wirkt

-

Feg a-dS (17)

Auf den dufleren Rindern ist die Randbedingung durch die vorgegebenen Verschiebungen
oder angelegten Kriifte festgelegt. Auf inneren Randfiichen, d. h. RiBoberflichen, miissen
alle Spannungen o senkrecht zur RiBoberfliche verschwinden, da am Rif selbst keine
Riickstellkrifte wirken

L =0 (18)

Die RiBoberfliche kann in dieser Vorstellung auf natiirliche Weise als Oberfléiche mit einer
speziellen Randbedingung integriert werden. Die Dynamik der Rifipropagation kann beschrie-
ben werden durch eine Geschwindigkeit v, senkrecht zur Rifloberfiiche, Diese Geschwin-
digkeit hiingt natiirlich von den mikroskopischen Bruchvorgéngen ab, fiir die kein expliziter
Mechanismus bekannt ist. In unserer Ableitung ist die einzige nicht-verschwindende Span-
nungskomponente oy parallel zur RiBoberfliche gerichtet. D. h. die Geschwindigkeit v,
wird einerseits von oy und andererseits von der Materialfestigkeit, d. h. letztendlich von
den intermolekularen Kohisionskriiften o, abhéngen. In dieser Formulierung beriicksichtigt
man offensichtlich Materialbruch durch Spaltung, Mdchte man zusétzlich noch Materialbruch
durch Biegen beschreiben, wird man die Cosserat-Elastizitét benutzen. Da kein fundamentales
Gesetz flir vy bekannt ist, nimmt man ad hoc ein aligemeines Verhalten der Gestalt

Ph X ((‘7“ - Jc)n (19)

an. Hier ist 7 ein phinomenoclogischer Parameter, der oft der Einfachheit halber als Eins
angenommen wird, Diese Gleichungen beschreiben das Wachstum von Rissen als Moving
boundary Problem.

Man sicht, daB die Propagation einer Rifioberfliche mit Hilfe einer sehr speziellen Regel
“von Hand” in dieses Modell eingefiihrt wurde, um das tatséichliche Verhalten eines Risses
zu beschreiben. Besonders im Ingenieurbereich sind dagegen eine Vielfalt von verschiede-
nen Bruchkriterien bekannt [74], die benutzt werden, um verschiedenste Materialverhalten
moglichst realistisch zu beschreiben. Um dagegen Einsicht in das kollektive Phinomen des
Rifwachstums zu erhalten, scheint es sinnvoll, méglichst einfache Bruchregeln zu studieren.
Das oben beschricbene Moving-Boundary Problem ist kanm analytisch zu 16sen, so dall nume-
rische Losungsmethoden unerldBlich sind. Besonders im Ingenieurbereich sind kommerzielle
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Finite-Elemente-Programme weit verbreitet [75], die allerdings im wesentlichen als einfache
Black-Box benutzt werden und kaum Einsicht in die physikalischen Vorgénge des RifBwachs-
tums gestatten. Hier sollen daher statt dessen die Gittermodelle beschrieben werden, die meist
in der physikalischen Erforschung von Rifiph#nomenen Anwendung finden.

In diesen Modellen wird das untersuchte Medium mit Hilfe eines Gitters an einer endlichen
Anzahl von Plitzen diskretisiert. An jedem Gitterplatz wird das Medium durch Angabe
des Displacement-Vektors # und evil. einer lokalen Rotation ¢ beschrieben. Auf dieser
endlichen Menge von Gitterpldtzen werden dann mogliche Diskretisierungen der elastischen
Gleichungen numerisch gelost.

Im wesentlichen werden drei Diskretisierungen betrachtet: das Central-Force Modell [76],
das Bond-Bending Modell [77] und das Beam-Modell [78].

In dem Central-Force—-Modell werden die einzelnen Gitterpldize durch einfache Hookesche
Federn, die frei rotieren konnen, verkniipft. Das Bond-Bending Modell erhélt man aus diesem
Modell dadurch, da man das freie Rotieren der elastischen Federn durch eine weitere Feder
verhindert. Hier muB man beachten, daB man kein Quadrat-Gitter in einem Central-Force-
Modell benutzen darf, da dieses Gitter kein Schermodul besitzt.

In dem Beam-Modell werden die frei rotierenden Hookeschen Federn durch elastische Stidbe
ersetzt, die nicht nur Zug- und Druckkrifte, sondern auch Scherkrifte und Drehmomente
zwischen den Gitterplitzen iibertragen konnen. Da hier lokale Rotationen beriicksichtigt
werden, kann man die mit diesem Modell die aligemeinere Cosserat-Elastizitdt simulieren.
Das Bruchwachstum wird in diesen Modellen dadurch implementiert, da die elastischen
Konstanten von Federn oder Stiben, die iiber die Materiaifestigkeit hinaus belastet werden,
zu Null gesetzt werden und somit keine Last mehr tragen konnen. Verschiedene Variantien
dieser Regeln wurden untersucht, die sich alle dadurch unterscheiden, welche Bonds zum
Brechen ausgewihlt werden. Eine Moglichkeit ist es, den jeweils am stiirksten belasteten Bond
auszuwihlen und zu brechen, wodurch man ein deterministisches Bruchwachstum erhilt [79].
Eine andere Moglichkeit besteht darin, die in jedem beiasteten Bond gespeicherie elastische
Energie E; zu bestimmen und die Bonds dann alle mit einer Wahrscheinlichkeit p;

pi o< exp(~E; [k T)

zu brechen [80]. Dieser Bruchmechanismus gilt in solchen Materialien, in denen RiBwachstum
durch thermisch induzierte Unordnung, statt durch rdumliche Unordnung, ausgeldst wird.
Louis und Guinea [81] betrachten eine Variation, in der in einem Central-Force Modell die
Streckung &; eines Bonds als Wahrscheinlichkeit p; interpretiert wird, daB dieser gebrochen
wird

o &

i X .
pi S5
Realistischen Materia‘lien weisen eine rdumliche Unordnung auf, die alle am Riflwachstum
beteiligten GroBen wie Kohdsionskrifte und elastische Moduln betrifft. Diese Unordnung wird
in numerischen Simulationen als “quenched disorder” der Modellparameter berticksichtigt, d.
h. die elastischen Konstanten und Festigkeiten der einzelnen Gitterbonds werden zu Beginn
der Simulation anhand einer vorgegebenen Verteilung zufillig bestimmt. Demgegeniiber steht
‘die “annealed disorder” in solchen Modellen, in denen die Wahrscheinlichkeit, ob ein Bond
gebrochen werden soll, in jedem Schritt neu berechnet wird.
Diese ‘Modelle werden auf einem Computer auf folgende Weise implementiert: zunéchst
definiert man ein reguldres zweidimensionales Gitter, welches typischerweise von der Gréfe




2.2 RISSWACHSTUM 19

100 x 100 ist. Dann legt man eine vorbestimmte #uflere Last (z. B. uniaxialen Zug) an und
equilibriert das System ins Gleichgewicht. Danach bricht man einen Bond entsprechend dem
gewihlten Bruchkriterium und relaxiert das System wieder ins Gleichgewicht. Dieser Vorgang
wird wiederholt, bis im wesentlichen die zur Verfiigung stehende Rechenzeit verbraucht und
ein Rif mit typischerweise 102 — 10° gebrochenen Bonds generiert ist.

Ein wesentliches Ergebnisse der neueren RiBforschung ist die Fraktalitét der beobachteten
Risse. Obwohl sie numerisch [82,83,79] durch Messung des Radius of Gyration der gene-
rierten Cluster und experimentell [84] z. B. durch Messung der Oberflédchenrauhigkeit eines
Risses bestitigt wurde, ist der Ursprung dieses fraktalen Verhaltens und deren Konsequenzen
noch nicht geklirt. Die beobachteten fraktalen Dimensionen variieren sehr stark und reichen
von Dy = 1 in einem Central-Force-Medell unter einachsigem Zug [83] bis hin zu Dy ~ 1.6
fiir ein Central-Force-Modell unter isotropem Zug {81].




Ein verbesserter Algorithmus wurde benutzt, Off-Lattice DLA in zwei Dimensionen zu
simulieren. Er gestattet uns, Cluster mit 50 X 10% Teilchen zu generieren, welches die bisher
groften simulierten DLA Cluster sind. Das Dichteprofile in zwei Dimensionen wird auf die
Multiscaling-Form ¢(r, Rg) = =%+ . C(z) hin untersucht, wobei z = r/R¢g bedeutet,
r der Abstand vom Clusterzentrum und R der Radius of Gyration des Clusters ist. Wir
untersuchen 100 Cluster mit jeweils 1.000.000 Teilchen und kénnen frithere Untersuchungen
an wesentlich kleineren Clustern bestitigen. AuBerdem finden wir, da# Multiscaling sehr
empfindlich auf Anisotropien des Clusters reagiert und durch diese vollkommen zerstort wird.

3.1 Einleitung

Wachstumsph#nomene werden zur Zeit wegen ihrer Relevanz fiir viele verschiedene Felder un-
tersucht. “Diffusion Limited Aggregation” (DLA) [9] ist ein besonders interessantes Modell,
welches Phinomene wie Dielectric-Breakdown, Viscous-Fingering oder Elekirodeposition be-
schreiben kann. Einige dieser Anwendungsgebiete werden z. B. in {27,26] zusammengefaBt.
Eine sehr interessante Frage zn DLA ist im Moment dic interne Struktur der entstehenden
Cluster. Es ist wohlbekannt, daB Off-Latiice DLA Cluster eine fraktale Struktur mit einer
Dimension I = 1.715 = 0.004 [42] haben, welche durch die Abhéngigkeit der Clustermasse

M vom Radius of Gyration R, definiert ist
t

M « RY (20)

Vor kurzem wurde vorgeschlagen, daB DLA Cluster eine reichere Struktur besitzen. Es wurde
vermutet, daf die Teilchendichte in verschiedenen konzentrischen Schalen eines DLA Clusters
mit unterschiedlichen Exponenten skalieren, welche durch eine Multiscaling-Dimension Dfz)
beschrieben werden und die kontinuierlich vom relativen Abstand & = r/R, vom Clusterur-
sprung abhingen [86]. Multiscaling hat in diesem Zusammenhang nichts mit Multifraktalitét

+  Veroffentlicht in Physica A 176, 454 (1991) [43], erscheint in Physica A (1993) [85]

20
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Abbildung 7 DLA mit variabler Schrittlinge. Die verschiedenen Gitter deuten die unter-
schiedlichen Diskretisierungsstufen an.

von DLA Clustern zu tun. In der vorliegenden Arbeit wollen wir das Verhalten von D(z)
fiir sehr groBe DLA Cluster mit 10° Teilchen studieren.

Im Abschnitt 3.2 prisentieren wir eine detaillierte Beschreibung des Algorithmus, mit dem wir
groBe Cluster von 108 Teilchen leicht auf Workstations generieren konnen. Im Abschnitt 3.3
prisentieren wir einige Gedanken zur statistischen Selbstéhnlichkeit von groBen DLA Clustern
und im Abschnitt 3.4 prisentieren wir unsere Resultate der Multiscaling-Dimensionen.

3.2 Modell und Methode

Der zugrundeliegende ProzeB zur Generierung von Off-Lattice DLA Clustern ist der folgende:
Anfangs wird ein Seed-Teilchen an eine feste Stelle — z. B. der Ursprung des Koordinaten-
systems ~— plaziert. Danach wird im Unendlichen ein einzelnes Teilchen gestartet, welches
einen Random-Walk ausfilbrt indem es um einen Teilchenradius in eine zufillige Richtung
springt, bis es auf das erste Teilchen trifft und dann an diesem Teilchen haftet. Dieser Proze}
wird wiederholt, bis ein Cluster der gewiinschten Masse generiert ist. Dieser ProzeR ist jedoch
nicht sehr effizient, da die Walker immer die gleiche Schrittlinge haben.

In allen neueren Algorithmen [87,42) werden die Walker nicht im Unendlichen, sondern auf
einer Hyperkugel, die den bestehenden Cluster gerade umschlieft, gestartet. Sie werden ange-

3 : 1+ ‘ani‘

halten, wenn sie entweder den Cluster berlinren, oder sie sich zu weit fort von ihm befinden.
In beiden Fillen wird ein neuer Walker an einer zufilligen Stelle auf der einhiillenden Hy-
perkugel gestartet. Offensichtlich ist es ausreichend, dafl diese Hyperkugel nur unwesentlich
grofler als der Cluster selbst ist. '

Der wichtigste Punkt bei der effizienten Generierung ist es, die Schrittlinge wéhrend des
Random-Walks dynamisch zu verdndern [34,42]. In den freien Bereichen zwischen den
Clusterarmen oder in Bereichen weit weg vom Cluster ist es nicht notwendig, eine feste,
kleine Schrittlinge zu benutzen, sondern es ist vorteilhaft, grofle Schritte machen zu konnen, -
solange man darauf achtet, daB keine Zweige des Clusters tibersprungen werden (vgl. Abb.
7). Daher ist es wichtig, die grofiten freien Bereiche um die jeweilige Position des Walkers
herum zu ermitteln, um eine gute Abschétzung fiir die groBtmoglich Schrittldnge zu erhalten.
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Um dies zu erreichen wird der Cluster im wesentlichen auf Gittern mit unterschiedlicher
Lingenskala diskretisiert (vgl. Abb. 7). Wenn der Walker einen Sprung ausfiihren mdchte,
betrachtet man zunichst die grobste Diskretisierung. Wenn man hier findet, daf sich der
Walker auf dieser Lingenskala in einem freien Raumbereich befindet, wird der Sprung
ausgefithrt, ansonsten wir die néchst feinere Diskretisierung untersucht. Dieser Prozefl wird
wiederholt, bis entweder eine Diskretisierungsstufe erreicht wird, auf der ein Sprung mdglich
ist, oder eine untere Cutoff-Lingenskala erreicht ist. Auf dieser untersten Langenskala enthilt
jeder Diskretisierungspunkt einen Pointer zu einer verketteten Liste der exakten Koordinaten
aller Teilchen, die wihrend des nichsten Sprunges beriihrt werden konnten (vgl. als Beispiel
die Abb. 8 und besonders die Bildunterschrift).

Nach dieser groben Beschreibung der Methode werden wir nun einige Details der tatsidchlichen
Implementierung beschreiben. Um die Position des Walkers festzustellen, beginnen wir
mit einer groben Diskretisierung, die aus einem N? dimensionalen Giiter von Pointern
besteht, wobei N, die Anzahl der Gitterpunkt pro Raumdimension ist. Jedes Gitterelement
reprisentiert einen bestimmten Raumbereich der GroBe L§. Wenn dieser Pointer einen
besonderen Wert NIL beinhaltet, bedeutet dies, daB sich kein weiteres Teilchen in oder
nahe diesem Raumbereich befindet. Ansonsten zeigt dieser Pointer auf eine Struktur von
weiteren 2¢ Pointern, von denen jeder einen bestimmten Unterbereich der GroBe (Lo/ 2)
darstellt. Auf dieser Ebene bedeutete wieder jeder Pointer, der NIL enthtlt, einen leeren
Raumbereich, wihrend ein anderer Eintrag auf die nichste, feinere Ebene zeigt. Diese
Strukturierung wird bis auf die unterste Cutoff-Ebene fortgesetzt. Auf dieser feinsten Ebene
enthilt jedes Gitterelement einen Zeiger auf eine verkettete Liste von Koordinaten. Fir die
Menge von Teilchen, die in jeder Liste enthalten sein sollen, wurden zwei Moglichkeiten
vorgeschlagen [42]:

1. Alle Teilchen, deren Mittelpunkt in dem jeweiligen Raumbereich liegen.
2. Alle Teilchen, die von einem Walker berithrt werden konnten, dessen Mittelpunkt in dem
betreffcnden Raumbereich liegt.

Fiir Simulationen von grofen Clustern { > 5 100 Teilchen ) ist es nmwendw die ersie
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Moglichkeit zu implementieren, um den gesamten Speicherbedarf, der das Hauptproblem bei
der Simulation ist, zu reduzieren. Hier muf betoni werden, dal das Hauptproblem der DLA
Simulation mit dieser Methode nicht die Rechenzeit, sondern der benétigte Speicherplatz
ist. Zwar mag ule ob..,n vorgest: I}LtU Pciqter=8"rukt ir sehr aufwendig erscheipen, aber sie 1'sf
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Ein weiterer Parameter — mit dem man das Verhaitms von Rechenzeitbedarf zu Spmcherpiatz-
hedarf hastimmen kann — igt dac Verhiltnie von Teilchendurchmesser 4 und Cutoff—Lange
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Imin der feinsten Disxcretxswrung Ein kleines Verhdltnis — z. B. d = [, — flihrt zu
schnellen Simulationen mit hohem Speicherbedarf, wihrend ein groBes Verhiltnis — z. B.
d ~ lp:n /10 — zu langsamen Simulationen mit niedrigem Speicherbedarf fiihren.

Mit dieser Implementierung bendtigt eine Simulation eines Clusters mit 108 Teilchen 14
MByte Hauptspeicherplatz und 9 Stunden Rechenzeit auf einer SPARCstation 1. Wir miissen
betonen, dafB alle beschriebenen Simulationen auf Workstations durchgefiihrt werden kdnnen
und keinerlei Supercomputer bendtigt werden. Fiir die Simulation wesentlich groferer Cluster
mit 50 x 108 Teilchen muB man zusitzlich noch eine spezielle Speicherverwaltung benutzen,
bei der man ausnutzt, daB nur ein geringer Teil des gesamten DLA Clusters aktiv am Wachstum

beteiligt ist [88], da das Wachstum von DLA Clustern im wesentlichen am Rand stattfindet.
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Abbildung 8 Schematische Darstellung der in DLA benutzten Datenstruktur. Ganz links sieht
man einen Teil eines Zweiges mit insgesamt 17 Teilchen, der in einem gegebenen Raumele-
ment (groBes Quadrat) enthalten ist. Dieses groBe Quadrat enthilt vier Unter-Bereiche: Die
oberen beiden Unter-Quadrate — markiert als (01) und (11) — sind leer, wéhrend die unteren

beiden — (00) und (10) mit Teilchen besetzt sind. Dies spiegelt sich in der Pointer-Struktur.

wieder, die diesen Raumbereich reprisentiert und die daneben gezeigt ist. Jede Struktur
enthilt vier Pointer — einen fiir jeden der vier Unter-Quadrate. Leere Raumbereiche werden
durch einen besonderen Wert NIL dargestelit. Also enthalten die Eintrdge (01) und (11) der
ersten Pointersirukiur gerade diesen speziellen Wert. Ist ein Unter-Quadrat besetzt, so zeigt
der entsprechende Pointer — in diesem speziellen Beispiel {00) und (10) — auf diejenige
Pointerstruktur, die diesen entsprechenden Unterbereich représentiert. Dieses hierarchische
Ordnungsschema wird bis zu einer unteren Cutoff-Linge fortgesetzt. Auf der feinsten Ebene
enthilt ein Raumelement entweder kein Teilchen und der entsprechende Pointer enthilt NIL,
oder. dieses Raumelement ist besetzt und dann. enthdlt der Pointer einen Zeiger auf eine
verkettete Liste der Teilchen, die swh in diesem Raumelement befinden. Diese verketteten
Listen sind fiir die Raumbereiche, in denen jeweils drei Teﬂchen durch emen Kre1s marklert

sind,.im unieren Jeil der Fxgur angedel.tet
Zur Illustratlon betrachte man z. B. die Abbildung 1. Man sieht dort deuthch daﬁ DLA

Cluster in “Schichten” wachsen und nur eine duferer aktiver Bereich am Wachstum beteiligt
ist. Es reicht daher, lediglich einen Bruchteil der gesamten Koordinaten im Speicher zu halten,
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was hier sehr wichtig ist, denn der Versuch, alle Teilchenkoordinaten gleichzeitig resident zu -

haiten, wiirde alleine fiir die Koordinaten 400MB. Speicher verschlingen. Wir wenden daher
‘eine “least-recently-used” Strategm an -bei der nur. che letzten bcnougten Koordmaten 1m
Speicher gehalten werden. ' : - L S
Dabei betrachten wir einen Stack von Teilchenkoordinaten, in dem msgesa.mt Ns Koordinaten

gespeichert werden konnen. “Sobald die Koordinaten eines bestimmten ‘Teilchens bendtigt
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Abbildung 9 GroRenabhingigkeit der Laufzeit, des Speicherbedarfs und der Paging Aktivitdt
eines 6 x 10° Teilchen Off-Lattice DLA Clusters, simuliert auf einer SPARCstation 2 mit 8MB
Hauptspeicher. Die Benutzer CPU-Zeit ist in Sekunden gemessen, der Hauptspeicher-Bedarf
ist fiir die Speicherung der Diskretisierungs-Karten gemessen. Die Einheit ist hier 12 Byte.
Die Paging-Aktivitdt ist die benuntzte System-Zeit und wird in Sekunden gemessen.

werden, werden diese entweder von der Platte gelesen oder von ihrer momentanen Position im
Stack entfernt und auf die Spitze des Stack gelegt. Da der Stack nur eine begrenzte Zahl von
Koordinaten beinhalten kann, miissen alle anderen Koordinaten im Stack um eine Stelle nach
unten riicken und die Koordinaten, die sich ganz am Ende des Stack befindet und somit am
seltensten benutzt wurde (“least-recently-used™) werden auf die Platte zurlickgeschrieben. Zur
Generierung eines 50 Millionen Teilchen Clusters werden so z. B. lediglich die Koordinaten
vont 7 Millionen Teilchen im Hauptspeicher gehalten. Hier ist der gesaimte Speicherbedarf
120MB und die Laufzeit betriigt ca. vier Wochen auf einem SPARCserver 670MP.

Eine interessante E1genschaft unserer Implementierung ist, dafl sowohl die benttigte CPU
Zeit, als ‘auch der Spelcherbudarf linear von der Clustermasse M abhingen. Dies wird
in Bild ' fiir ein Cluster ‘mit 6 x_10° Teilchen demonsiriert. Aus ‘diesen Daten erhalten

wir -e¢ine Potenz Abhéingigkeit der Laufzeit mit einem Exponenten v = 1.047 £ 0.005 und

mdinn A llaile vislrace - T v o A oo —
eine Abhingigkeit des Speicherbedarfs mit einem Exponenten vy, = 0.994 % 4 0.005 von der

Clustermasse. Das Laufzeitverhalien #indert sich drastisch fiir sehr groBle Cluster, fiir dic mehr
Teilchen aktiv am Wachstum beteiligt sind, als effektiv im Hauptspeicher gehalten werden
konnen. Hier setzt.ein starkes System-Paging ein, durch welches sich die gesamte Laufzeit
drastisch ‘erhht (vgl. -auch Bild 9). Man erkennt hier deutlich ein Crossover Verhalten vom
linearen zum superlinearen Verhalten, Dieses Problem triit allerdings nur auf Maschinen mit
_stark begrenztem Hauptspeicher auf. Die Simulation des Clusters mit 50.000.000 konnte auf
- einer Maschine mit 64 MB Hauptspeicher ohne wesentliche Probleme durchgefiihrt werden. -

'_Leider_'éxistieren bisher weder parallelisierte noch vektorisierte DLA Algorithmen. Alle
_'bish_er-' geschilderten Methoden eignen sich lediglich fiir skalare Rechner. Trotzdem haben
‘wir. unser ‘Programm auf eine -Vielzahl -von -Maschinen portiert, um die dort erzielbaren
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Abbildung 10 Laufzeitverhalien des DLA Algorithmus auf verschiedenen Maschinen.

Maschine Laufzeit fiir 1024 Teilchen
in Sekunden

Sun SPARCstation 2 59
IBM RS6600/330 40
CRAY-Y-MP8/832 3.6
Intel iPSC/860 6.9
Parsytec GCel 49.3
Parsytec SC 85.3

Tabelle 1 Laufzeiten fiir die Anlagerung von 1024 Teilchen.

Leistungen vergleichen zu konnen. In Figur 10 zeigen wir die Laufzeit in Abhingigkeit
von der Clustermasse fiir einen kleineren Cluster mit 105 Teilchen und im folgenden werde
ich die Ausfithrungszeiten mit den auf einer Sun SPARCstation 2 gemessenen vergleichen.
In der Tabelle '1‘s__in_c_i die Zeiten, die man zur Anlagerung von 1024 Teilchen bendtigt,
zusammengefaft. o '

Auf einer SPARCstation 2 betriigt die minimale Zeit, die man fiir die Anlagerung von 1024
Teilchen bendtigt ca. 6 Sekunden, so dafl ein Cluster mit 102.400 Teilchen leicht in ca. 10
Minuten generiert werden kann. Zusitzlich mufl man bedenken, daf ca. 30 Sun-Workstations
— nicht alle davon sind SPARCstation 2, sondern auch SPARCstation 1 — im HLRZ-Cluster
- verfiigbar sind, so.dall man sehr schnell, sehr viele Cluster generieren kann.

Die schnelisten Ausfiihrangszeiten haben wir auf einer CRAY-Y-MP8/832 erzielt. Da jedoch
nur unweserntliche Initialisierungsroutinen vektorisiert werden konnen, ist die Simulation hier

" nur weniger als doppelt so schnell, wie auf einer SPARC 2, was einzig auf die groflere
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Leistung der skalaren Prozessoren zuriickzufithren ist?. Auch auf einer superskalaren IBM-
RS6000/330 ist die Programmgeschwindigkeit lediglich verdoppelt, wihrend man auf einem
Prozessor einer Intel iPSC/860 MIMD Maschine sogar langsamere Programme als auf der
SPARC 2 erhilt. Beide Maschinen besitzen ihre grofiten Vorteile gegeniiber einer Sun-
Workstation bei der Floating-point Berechnung, die allerdings in diesem DLA-Programm
nur eine untergeordnete Rolle spielt, wihrend ein sehr grofer Teil der Rechenzeit fiir die
Verfolgung der einzelnen Pointer in der Karten-Struktur verbraucht wird. Fiir diese Aufgabe
ist nicht nur die Rechenleistung des Prozessors, sondern auch die Geschwindigkeit des
Hauptspeichers wesentlich, da die einzelnen Pointer nicht sequentieli, sondern an beinahe
zufilligen Stellen im Speicher abgelegt sind.

Die langsamsten Ausfiihrungszeiten wurden auf zwei Parsytec Multiprozessor-Maschinen,
die beide auf einem T800-Transputer basieren, gemessen. Im Vergleich zum iPSC/860
steigt die Laufzeit um einen Faktor 7-15 an. Dieser Geschwindigkeitsverlust kann auch
in parallelisierten und fiir MIMD Maschinen optimierien Molekular-Dynamik Simuiationen
festgestellt werden [89] und reprisentiert die relativ geringe Rechenleistung jedes einzelnen
Prozessors. Allerdings sollen spétere Maschinen-Versionen anf einem T9000-Transputer
basieren, der um einen Faktor 10 schneller als der Vorgéngerprozessor sein soll, so daf
hier mit einem iPSC/860 vergleichbare Resultate erzielbar sein soliten.

3.3 Statistische %@Eéﬁgf@éhmﬁ@ak@é@

Es ist bekannt, daB DLA auf dem Gitter ein langsames Crossover Verhalten von einer isotropen
Struktur in eine stark anisotrope, vom Gitter dominierie Struktur aufweist: Wihrend kleine
Cluster von wenigen tausend Teilchen aufgrund der starken Fluktuationen eine verzweigte
Struktur aufweisen, ist die Struktur von Clustern mit mehreren Millionen Teilchen dominiert
von der Topologie des zugrundeliegenden Gitters [32]. GroBe Cluster auf einem quadratischen
Gitter zeigen z. B. eine vierzéhlige Symmetrie.

Obwoh! nicht zu erwarten ist, dal auch Off-Lattice DLA Cluster ein soiches Crossover
Verhalten aufweisen, ist diese Frage immer noch nicht vollstandig geklért. Es gibt Anzeichen
fiir ein Crossover in eine vollkommen selbsi-dhnliche Struktur, als auch fiir ein komplexeres
Verhalten. So gab es Vorschlidge und numerische Hinweise, die auf ein gerichtetes Fraktal
[58], auf geometrische Multifraktalitdt [90] oder Multiscaling [86] hindeuten. Es sollte
daher interessant sein, ob man in Off-Lattice DLA ein Crossover in eine selbst-dhnliche
Struktur erhilt. Zu diesem Zweck wenden wir ein einfaches visuelles Kriterium an. Wir
haben Cluster mit Massen in drei verschiedenen Grofienordnungen — 500.000, 5.000.000

A KO ANA NN Tailatans amaniant 1y Anmoall A sy 812
UliG ouv.vuv.UUU LCLCHCH — ECOCTICIT Ul sie in derselben nquS‘dKlg gedruckt Dabet haben

wir nicht nur die Ausdehnung der einzelnen Cluster auf die gleiche Grofle skaliert, sondern
auch die Teilchendichte renormieri, so daf in allen Bildern dieselbe Anzahl von Punkten
gesetzt ist. Dies ist notwendig, damit nicht durch eine unterschiedliche Bildschwirzung ein
falscher Eindruck entsteht. Die Cluster sind in den Bildern 11-13 gezeigt.

Zunichst fillt besonders auf, daB die beiden Bilder der groBten Cluster bis auf statistische
Fluktuationen praktisch ununterscheidbar sind. Das bedeutet, daB geometrische Selbstdhnlich-
keit tiber eine gesamte Groflenordnung vorhanden ist. Dies ist nicht uneingeschriinkt giiltig

2 Selbstverstindlich haben wir die CRAY nur fiir kurze Timing-Laufe benutzt und keinerlei
Produktionsldufe durchgefiihrt.
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Abbildung 11 Off-Lattice DLA Ciuster mit 500.000 Teilchen.

fiir den kleinsten Cluster mit 500,000 Teilchen. Zwar sind die strukturellen Unterschiede
nur sehr gering, aber trotzdem scheinen die einzelnen Zweige mit zunehmender Clustermasse '
immer glatter- und gerader zu werden. ' R
Hieraus kann man drei SchluBfolgerungen ziehen. Zunichst scheinen Off-L'attic_e DLA

Cluster tatsichlich fiir unendliche Masse ‘geometrisch selbst-ghnlich zu sein. *Als zweites -
erfolgt offens1chtl1ch kein Crossover wie in Lattice-DLA in eine anisotrope Struktur und als -
letztes muB man sehr grofe Cluster mit wenigstens mindestens 103 Teilchen generieren, um
nicht mehr von Finite size Effekten beeinfluft zu werden. Daher ist high-quality- computmg
notwendlg, um die Selbstahnhchkelt von DLA zu testen. )
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Abbildung 12 Off-Lattice DLA Cluster mit 5.000.000 Teilchen.

3.4 Multiscaling -

Eine Eigenschaft von DLA Clustern mittlerer GriBe scheint die Existenz von vcrsch1edenen
Skalen-Exponenten fiir unterschiedliche GréBen zu sein. Bei einer Untersuchung der Breite
der aktiven Zone in DLA fanden Plischke und Réacz [88] einen Exponenten, der vom iblichen
Exponenten, der iiber den Radius of Gyration bestimmt wird, abweicht. Comgho und Zannetti
[86] schiugen vor, die fraktale DlI‘ﬂCﬂSlOB in DLA in Abhanglgkelt vom- Abstand ‘vom
Clusterzentrum zu ‘bestimmen. o : :

Zu diesem Zweck messen wir die radiale Massendichte g(r, R), welche deﬁ_n_ie_rt_ _ist__ais _ -

g(r, R)d% = dN | @D
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Abbildung 13 Off-Lattice DLA Cluster mit 50.000.000 Teilchen.

wobei diV die Anzahl von Teilchen in einem Volumenelement d% im Abstand r vom

Clusterzentrum ist. Die Masse des Clusters N ist implizit durch den Radius of Gyration -

R = R(N) gegeben.

In Analogie:mit kritischen Phénomenen nimmt man Ublicherweise _é_in Sk_al_envcrha_lten der.

Form oo . S : o ol
E L - —dtD TN : L

B 9(7.’ R) = pat f(-") : _ R (22)

S A A R/ B
mit einer Skalenfunktion f(z) und einer globalen fraktalen Dimension D an. Coniglio und
Zannetii [86] schlugen vor, die globale fraktale Dimension durch eine strukmrierte Funktion
D = D(r/R) zu ersetzen, womit die fraktale Dimension in verschiedenen Schalen bestimmt
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wird, Sie schlugen daher ein Skalenverhalten

g(r,R) =+~ PEf(g), z= (23)

T
R
vor. .
Man erwartet, daB tief in der eingefrorenen Region des Clusters fiir z — 0 die Multiscaling-
Exponenten D(0) mit der globalen fraktalen Dimension [ iibereinstimmen. Auf der anderen
Seite ist es micht moglich, a priori das Verhalten von D(z) in den duBeren Randbereichen

vorhierzusagen. | .

Vor kurzem wurde dieses Multiscaling- Verhalien mit Clustern von 10° Teilchen von Amitrano
et al. [91] numerisch untersucht. Es wurde dort gefunden, daB die Multiscaling-Dimension
- D(z) nicht konstant ist, sondern kontinuierlich von x abhéngt. Fir kieine z stimmen die
fraktale Dimension D und D{z) wie erwartet §berein, Mit zunehmendem z erhdlt man ein
ileines Maximum bei z ~ 1.4 und danach einen x(o—lunme;hcllen -Abfall zwischen z ~ 1.7
‘und = 2.1.

In unserer Untersuchung des Multiscaling haben wir 100 Off-Lattice DLA Cluster mit jeweils
108 Teilchen generiert. -Das Wachstum wurde in 10 Stufen unterteilt, in denen jeweils der |
Radius of Gyration gemessen wurde. Von Stufe zu Stufe wurde die Masse der Cluster um
einen Faktor 1.25 erhoht. In jeder Stufe wurden die Cluster in 30 Schalen unterteﬂt in denen
die Masse M(ry, R), die direkt mit der radialen Dichteverteilung

M('rn,R) = 217 g(Tn, R)AT. (24

zusammenhingt, gemessen wurde. Ein Vergleich der Radii of Gyration von aufeinanderfol-
genden Stufen liefert cinen_Skalcnfaktor {, der durch_ o

Rp-1 -
= P (25)
gegeben ist. Durch skalieren des Radius und der Dicke der Schalen mit diesem Faktor erhalt
man die fraktale Dimension innerhaib dieser Schale als

Arper =1-Ary

o1 =17
in+1 vrin 26
 rans 10 (g1, Rn1)/9(rn; Bn) 0
Dy j=d+— e
\Rn+1/ o)

Danach mitteln wir iiber die verschiedenen Wachstums-Stufen und die verschiedenen Realisa-
tionen. Die erhalienen Resuliate — fiir 100 Cluster mit je 108 Teilchen und fiir einen Cluster

mit 50 x 10° Teilchen sind in Bild 14 zusammen mit den Daten von Amitrano et al. gezeigt.
Fiir kleine « erhalten wir fiir D(z) sowohl bei M = 10° als auch bei M = 50 % 10° einen
Wert, der innerhalb der Fehler nahe der fraktalen Dimension D ist: D(0) = 1.69 = 0.02 und
D =1.71240.003. Hierbei haben wir D(0) erhalten, indem wir einen linearen least-squares-
fit an die Werte von D(z) fiir kleine z durchfithren und nach # = 0 hin extrapolieren. Fir
steigende z bleibt die Multiscaling-Dimension ziemlich konstant. Amitrano et al. finden fiir
mittlere Abstinde z =~ 1.1 einen kleinen Buckel in D(z). Dieser verschwindet in unseren
Messungen und ist daher auf Finite-size Effekte zurtickzufiihren. Fiir groBe z mufl man
die suBeren Clusterregionen messen, in denen die Dichte nur sehr ungenau zu ‘bestimmen
ist,  Daraus resultieren groBe statistische Fluktuationen fiir D(z). Trotzdem konnen wir den
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Multiscaling dimensions

2.00 ——— - . ‘ - ——— ——

+ M =1.000.000
% M = 50.000.000

D(x)

T N

050 L .
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50
X =
r/RG

Abbildung 14 Plot der Multiscaling-Dimensionen D(z) fiir 100 Off-Lattice DLA Cluster mit
108 Teilchen (+). Die Daten von Amitrano et al. sind mit X gekennzeichnet. Zusitzlich
haben wir das Multiscaling des Clusters mit 50.000.000 Teilchen bestimmt. Diese Daten sind
mit = markiert.

systematischen Abfall von D(z) fiir groBere z reproduzieren. Innerhalb der statistischen
Fehlerbalken stimmen die Daten fiir M = 10° mit den Ergebnissen von Amitrano et al.
tiberein.

Fiir den sehr grofien Cluster mit M = 50.000.000 konnen wir das Multiscaling-Verhalten
nicht nachweisen. Statt dessen finden wir lediglich statistische Fluktuationen um die globale
fraktale Dimension 2. Da hier jedoch nur ein einzelner Cluster zur Verfiigung steht, kann
dies nicht als Gegenbeweis fiir Multiscaling gewertet werden, da dic statistische Aussagekraft
zu gering ist. Allerdings ist zu beachten, da3 man seibst mit diesem einzelnen Cluster sehr
genau die fraktale Dimension des inneren Clusterbereichs bestimmen kann. Das bedeutet, dal
die fraktale Dimension an sich eine recht stabile und selbstmitieinde Grolje ist, daf auerdmgb E
die Messung von Multiscaling sechr empfindiich sein kann. : |

Um eine gewisse Vorstellung von der Grofle der Fluktuationen der D(z) bei M = 50.000.000
zu bekommen, haben wir D{z) an dem gleichen Cluster fiir M = 25.000.000 und M =
1.000.000 gemessen. Das Ergebnis ist in der Abbildung 15 gezeigt. Man findet, da die D(xz)
fiir alle drei Clustermassen im inneren Clusterbereich z < 1.5 iibereinstimmen, allerdings fur 3
z > 1.5 sehr stark fluktuieren. Man kann daher schlieBen, daB tatsichlich der interessante

Bereich fiir grole = von statistischen Fluktuationen itberdeckt ist.

In ersten Messungen konnten wir den Abfall von D(z) bei groSen Clustermassen nicht.
reproduzieren. Stait dessen erhielt man lediglich eine Fluktuation von D(z) um einen
mittleren Wert D(z) =~ 1.69. Allerdings muBie dieses Verhalten auf einen numerischen
Fehler zuriickgefithrt werden: Die Qualitit der von uns benutzten Zufaliszahlen war nicht
ausreichend, so dall der Schwerpunkt der generierlen Cluster langsam in die z-Richtung
_ drifiete. Das resultierte in einer Verzerrung, die das Auftreten von Multiscaling tiberdeckte.
Allerdings machte sich dieser Fehler erst fiir groBe Clustermassen bemerkbar: An Clustern
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Multiscaling dimensions

2.50
+ M = 50.000.000

oM =25.000.0G0
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Abbildung 15 Messung der Multiscaling-Dimensionen an einem einzelnen Cluster bel ver-
schiedenen Clustermassen.

mit 109 Teilchen konnten wir das Aufireten von Multiscaling exakt reproduzieren. Das
bedeutet, daB Multiscaling eine sehr empfindliche GriBe ist, die durch geringe Anisotropien
zerstort werden kann. Besonders die Generierung sehr grofier DLA Cluster stellt daher hohe
Anforderungen an die benuizien Zufallszahlen.

3.5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir eine detaillierte Beschreibung eines effizienten Algorithmus
zur. Generierung groBer DLA Cluster gegeben. Mit Hilfe dieses Algorithmus haben wir
100 ‘Off-Lattice DLA Cluster mit 105 Teilchen generiert und den kiirzlich vorgeschlagenen
Multiscaling-Ansatz gepriift [86]. Wir haben auch fiir groBe DLA Cluster den systematischen
Abfall der Multiscaling-Dimension D(z) bei groBen z gefunden, wie er bereits von Amitrano
et al. gemessen und von Coniglio und Zannetti vorhergesagt wurde. Daneben haben
wir versucht, Multiscaling an einem Cluster mit 50.000.000 Teilchen nachzuweisen. Hier
haben wir allerdings nur eine statistische Fluktuation um die globale fraktale Dimension
D = 1.69 gefunden. Obwoh! wir selbst an diesem einzelnen Cluster recht zuverldssig
die fraktale Dimension im Clusterinneren besiimmen, kann dies nicht ais ein Nachweis Tir
das Verschwinden vop Multiscaling bei groBen Clustermassen gewertet werden, da nur eine
unzureichende Statistik vorliegt.

Dariiberhinaus haben wir die statistische Selbstdhnlichkeit grofer DLA Cluster betrachtet. Wir
haben gezeigt, daB Off-Lattice DLA Cluster selbst fiir extrem groBe Massen keinerlei Tendenz
zu ‘einer Anisotropie aufweisen und man daher von einer geometrischen Selbsidhnlichkeit-
groBer Cluster ausgehen kann. R A ' REERREE
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Sowohl mit analytischen als auch mit numerische Methoden untersuchen wir in diesem Kapitel
die radialen Wachstumswahrscheinlichkeiten P(r, M) fiir grofe Off-Lattice DLA Cluster. Fiir
den Fall, daB P(r, M) eine GauB-Verteilung ist, zeigen wir analytisch, daB die Breite {(A) der
Verteilung nicht wie der Radius of Gyration R skalieren kann, Wir generieren weiter 1750
Cluster mit jeweils bis zu 500,000 Teilchen und messen die Verteilung P(r, M) mit weiteren
10° Random-Walkern fiir jeden Cluster. Wir zeigen, daB die gemessene Verteilung ein Potenz-
Verhalten im Inneren (r ~ Q) des Clusters besitzt und beschrieben werden kann durch den
Skalen-Ansatz P(r, M) « % . g("—%ﬁ?—), wobei g(z) eine Skalenfunktion bedeutet, die um
Null herum lokalisiert ist und eine Breite Eins besitzt. Der Exponent o wird bestimmt als
=2 2. Indem wir diese Potenzabhingigkeit einbezichen, zeigen wir, dafl es keinen Widerspruch
mehr impliziert, wenn die Breite doch wie Rg skaliert, solange > Dy =1 ist. = ...

4.1 Einieitung -

Das Wachstum von DLA [9] Clustern kann beschrieben werden durch eine Menge von Wachs-
turnswahrscheinlichkeiten {p;}, von denen jede die Wahrscheinlichkeit angibt, daB das Teil-
chen 7 von dem nichsten eintreffenden Random-Walker erreicht wird. Die Bestimmung der p;
und deren Verieilung hat in letzter Zeit grofle Beachtung gefunden _imd eine sehir kontroverse
Diskussion ausgeﬁﬁst [52,93,94,54]. - Numerische Berechnungen in diesem Gebiet werden
{iblicherweise durchgefiihrt, indem man die Laplace Gleichung exakt fiir einen bestimmten
Cluster 16st [55,53] und die Wachstumswahrscheinlichkeiten dann iiber das elektrische Feld
erhilt [11]. Allerdings beschrinkt hier die zur Verfiigung stehende Computer-Leistung die
Clustermassen auf 50.000 Teilchen. Eine weitere GroBe, die allerdings wesentlich einfacher |
in Simulationen groBer Cluster zugénglich ist, sind die integrierten radialen Wachstumswahr-
scheinlichkeiten P(r, M), die die Wahrscheinlichkeit angeben, dafl das néchste ankommende
Teilchen den Cluster der-Masse A/ in-einem Abstand 7 vom Zentrum beriihrt. Diese GroRe.

+ . Eingereicht bei J. Phys. A: Mathematical and General [92]

33
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wurde zunichst von Plischke und Réacz [88] betrachtet, die die ersten beiden Momente dieser
Verteilung bestimmten und ein GauBsches Verhalten feststeliten

2
P(r, M) o exp (-Q’;TZOL) 27

Mit Hilfe von 4000 Clustern mit bis zu 2.500 Teilchen erhalten sie ein Potenzverhalien des
Mittelwerts rp und der Breite £ dieser Verteilung '

1 o< Rg ox MY, € o MY e,

mit Exponenten v = 1/D; = 0.585, v' = 0.48, wobei Dy die fraktale Dimension und
Re den Radius of Gyration des Clusters bedeutet. Spiiter zeigten Meakin und Sander mit
Sirmulationen von wesentlich gréferen Clustern [95], dal der Exponent ' sich mit wachsender
Clustermasse v nihert und warfen dadurch die Frage des tatsichlichen Verhaltens der Bieite
¢ auf. Momentan werden drei verschiedene Moglichkeiten in Betracht gezogen

1. Die Breite skaliert mit dem gleichen Exponenten v wie auch der Radius of Gyration Rg:
E(M) o< M”.

2. Die Breite skaliert mit einem kleineren Exponenten »': {(M) o< M Voul <y

3. Die Breite skaliert mit v, hat aber zusitzlich logarithmische Korrekturen ¢ (M)
M /(in (M) -

Besonders der letzte Fall (3) hat einiges Interesse ausgeldst [86,43], da er fiir 8 = 1/2 ein

Multiscaling Verhalten der Massendichte impliziert M(z) oc 721,

Im folgenden werden wir zeigen, da8 der Fall (1) zusammen mit der Annahme einer GauB}-

Verteilung zu einer unphysikalischen Singularitit der Massendichte im Grenzfall unendlicher

ClustergroBe fiihrt. Dieses Resuitat ist eine Konsequenz der Tatsache, dafl die Gaub- Verteilung

hier nicht schnell genug zum Clusterzentrum hin abfillt, was schlieBlich dazu fiihrt, daf3

v/ = v nicht korrekt sein kann.

Andererseits finden wir numerisch, daf die GauB-Verieilung selbst keine gute Beschreibung

der Wachstumswahrscheinlichkeiten nahe dem Clusterzentrum ist, denn nahe dem Cluster-

zentrum hingen sie mit einem Potenzgesetz vom Radius r ab [96]. Des weiteren mufl man

sich klar machen, daB P(r, M) fiir groBe r nur deswegen verschwindet, weil der Cluster eine

endliche Masse und deshalb nur eine endliche Ausdehnung besitzt. Solche Effekte werden

aber iiblicherweise durch einen Finite-Size Cutoff einer universellen Funktion beriicksichtigt.

Hier untersuchen wir die Wachstumswahrscheinlichkeiten P(r, M). Wir werden zeigen, daf
die ‘numerischen Daten lediglich im Bereich um das Verteilungsmaximum herum mit einer
GauB-Verteilung konsistent sind, aber dafl diese Verteilung im Bere:ch fur kleine r nicht
korrekt ist. ‘Wir werden zeigen, daB ein anderes Verhalten P(r,M) o T - .y (;ETQ) —
wobei ¢(z) eine Skalenfunktion ist — sowohl das Maximum, als auch den inneren Abfail
fiir kleine Abstinde gut beschreibt. Eine Berlicksichtigung des Potcnzgesetzes entfernt die
eben beschriebene Singularitit. . :

Die Aufteilung dieses Kapitels ist daher die folgende. Im Abschnitt 4 2 analyswren ‘wir die
Konsequenzen fiir die verschiedenen Verhaltensweisen von {(M} auf die Massendichte. Im
Abschnitt 4.3 untersuchen wir die numerischen Resultate fiir die Wachstumswahrscheinlich-
‘keiten und im Abschnitt 4.4 untersuchen wir die Konsequenzen dleser numenschen Resultate
fiir die ‘Massendichte. ' R
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4.2 Analytische Ergebnisse

Analog zu [33] deﬁmeren wir zwei Langenskalen einen Radius T()(M ) und eine Brelte E(M),

als ro{ M) = ( = (r2) — (r)* und r = |7]. Hierbei ist{f(r)) = [ f{r)P(r, M)dr.
Im folgenden nehmen wn' an, daf P(r M) durch eine GauB- Verteﬂung beschrieben werden
kann,

P(r,M

_ 1 —(r — ro(M))?

Nun untersuchen wir, ob diese Form von P(r, M/} konsistent mit einem fraktalen Wachstum
ist. Wir beginnen mit der Bezichung

M

f

N(r,M)= | P(r, M") dM’ (30)
J
1

wobei N(r, M)dr die Anzahl von Teilchen im Intervall {r,7 + dr] in Clustern der Masse
< M ist. Gleichung (30) kann hergeleitet werden aus der Tatsache, daB jedes Teilchen, das
innerhalb des Intervalls [r,r + dr! in einem Cluster der Masse A/ liegt, in einem fritheren
Wachstumstadium (1 < M’ < M) dem Cluster zugefiigt wurde [95].

Fall (1): Nehmen wir nun an, daB 7o(M) = AMY und {(M) = BMY gilt, wobei A, B
Konstanten sind und hohere Korrekturen vernachlidssigt werden konnen. Mit Hilfe von Gl.
(30) erhalten wir

2
N(T M \/ﬁfM’y eXp (*‘W dM
(31)
— ex A . exp | — r + — 4 di’.
- /‘——“sz2 P 912 J M P 2 B2 A2 B2
1
Durch eine Variablensubstitution zu z = M'~7 erhilt man hieraus
1 / A2 N\ r 1 / 2.2 A
N{r, M) = _expf—nhzi [ —= T—m—z—i—?‘——;) dz. (32)
T /e B2 T\ 2B /M{ A i 2B B* J
Die gesamie Masse, die in der Schale [r, 7 +dr] enthalten ist, ist per definitionem N{r, M)dr.

Fiir einen festen*Wert von 7 wichst N(r, M) fiir groBere Werte von M. Besenders im
Grenzfall M — oo divergiert dieses Integral wegen der Singularitit bei z = 0, denn 1/v
ist groBer als Fins. Diese Divergenz ist inkonsistent mit der: akzepuertcn fraktalen Struktur
von DLA.

Fall (2): Betrachte nun den Fall, daB £ = BMY mit 0 < y < 1 ist. Das Gl (31)
entsprechende Integral ist nun .

. . 1 1 (T—AM’V)zw S
e [ (A gy
M) = 7o .{[ i P \ " 2R d (33)
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Substitution der Variablen zu z = M'™Y liefert nun

N(r,M) = / V=17 exp A7 z(y_l}—i:czy-i-TA =1 dz. (34)
’ u\/27rB " 2B? 982 B2 '

Im Grenzfall M — oo wird dies zu

(rz — A)2$2(y—1)) dr
(35)

1
1
L g o S Vi —
N{r, M) "o 26[9: exp( SH

o rifr-L,

Da Dy = 1/v liefert Gl (35) N{r, M) ~ rDi=1, was konsistent ist mit der Tatsache, daf}
die Cluster fraktal sind mit einer Dimension Dy.
Fall (3): Betrachte schliefllich den Fall £ = BM”/v/In M. Hier erhélt man analog

/ vin M M,_(TM’-*'--AL)Z/ZB2 M. (36)

N(r, M)
( VZWBz

Substitution der Variablen z = M’'~¥ liefert nun hieraus

T 1ju+(rz—A)*/(2vB?
N(r, M) = «/WB_/(\/ nzz" (28%) g, (37)

Da die logarithmischen Korrekturen der Breite nicht nur in der Normierung der GauB-
Verteilung, sondern auch im Exponenten erscheinen, ist das Verhalten hier gegenuber dem Fall
(1) entscheidend verdndert. Dort findet man ein Verhalten = ~1/v exp(—az -%—bw-I—c) (Gl (32)),

wihrend man hier z—1/v+42°+b2+¢ grhilt. Das Integral in Gl. (37) kann nicht in geschlossener
Form ausgewertet werden, aber trotzdem kann man einige Eigenschaften bestimmen. Zunichst
betrachte den Grenzfall M — oo. Der Ioganthrrusche Tcrm im Integranden divergiert bei
7 = 0 wenn der Exponent des Potenz-Terms (A% — 2582)/(2vB?) kleiner als —1 ist. Daher
konvergiert das gesamic Integral nur dann, wenn A% > 2(1 —»)B? gilt. Wenn das Integral in
(37) konvergiert, kann der Wert bestimmt werden, indem der In z Term als konstant betrachtet
wird. Die resultierende Gestalt ist konsistent mit der Idee von Multiscaling.

Die hier dargestellte Analyse zeigt, daB falls P(r, M) gauBformig ist, die Breite £{M) von
P('r M\ nicht wie Ro skalieren kann. Die Divergenz im Fall (1) deutet darauf hin, daf} das

Innere des Clusters nicht stark genug von den Randzonen abgeschirmt wird. Daher sollie
&(M) langsamer anwachsen als Rg wenn M gesteigert wird.
Im nichste ‘Abschnitte wollen wir numerisch untersuchen, ob die Annahme einer Gauf3-

Verteilung fiir P(r, M) gerechtfertigt ist.

4,3 Numerische Ergebnisse

N Um die Wahrscheinlichkeiten P{z, M) (hier haben wir skaliert © = r/Rg) numerisch
zu bestimmen, haben wir jeweils 150 verschiedene Cluster mit 10.000, 20.000, 50.000,
200.000 _und 500.000 Teilchen generiert und zusitzlich weitere 1000 Cluster mit jeweils
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Abbildung 16 Radiale Wachstumswahrscheinlichkeit flir verschiedene Clustermassen in li-
nearer und doppelt logarithmischer Skala.

100.000 Teiichen. Die Wachstumswahrscheinlichkeiten sind in einer statischen Messung
bestimmt worden, in der pro Cluster weitere 10° Random-Walker gestartet werden und
der Radius 7 des Auftreffpunktes gemessen wurde, ohne jedoch den Cluster wachsen zu
lassen. Mit Hilfe des vorhin beschriebenen schnellen Algorithmus [43], kann die Generierung
eines 100.000 Teilchen Clusters und die Messung von P(z, M) innerhalb von 90 Minuten
auf einer SPARCstation 2 erfolgen. Um die P(z, M) zu bestimmen, diskretisieren wir
diese GroBe fir z € [0,2.5] an 64 #quidistanten Punkten und z#hlen die Anzahl von
Teilchen, die den Cluster in einem Abstand zwischen z und z + dx vom Zentrum beriihren.
Abbildung 16 zeigt die Wachstumswahrscheinlichkeiten fiir alle Clustermassen in linearer und
logarithmischer Darstellung. Man beachte das ausgepriigte Potenz-Verhalten von Pz, M) fiir
kleine z — eine Eigenschaft, die bei GauB-Verteilungen nicht gefunden werden kann. Um
die statistischen Fluktuationen abzuschwichen zeigen wir in Abbildung 17 die integrierte

x
Verieilung [P(z, M) = [ P(z',M)dz'. Bei kleinen Clustermassen — bis zu 100.000

0
Teilchen — sieht man deutlich eine systematische Abnahme der Breite der Verteilung. Fur
A

die groBten Massen kann solch ein systematisches Verhalten nicht direkt becbachtet werden.

Die Verteilungen fiir 200.000 und 500.000 Teiichen liegen direkt aufeinander.

Ein quantitative Messung der Breite ¢ erfolgt auf zwei Methoden. Bei der ersten bestimmt
man die Breite durch eine direkie Messung des ersten und des zweiten Moments der Verteilung

und bestimmt die Breite als £/ Rg = 4/(z2) — (z)” und bei der zweiten Methode benutzen wir
eine nichtlineare Fit-Routine, um direkt eine GauB3-Verieilung an unsere Daten anzupassen.
Mit beiden Methoden erhilt man &hnliche Resultate fiir das Verhalten der Breite

- &Moments X fig - M 00440008

€Ganss Ry - g~ 0-0500.003

)
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Abbildung 17 Integrierte Wachstumswahrscheinlichkeit.
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Abbildung 18 Skalenverhalten der Breite der Verteilung (bestimmt durch direkte Messung der
beiden ersten Momente). Die durchgezogenen Linien bezeichnen die Fits eines Potenzgesetzes
und einer Abhidngigkeit 1/vIn M an unsere Datcn Dlese beiden Moghchkeiten werden durch
die ‘Fille (2) und (3) vorgeschlagen. ' : :

Wir pru_fe_n_ auch, ob L_ms_er_e Daten konsistent i’hjt_dem Fall (3) sind und finden -~~~

Exfoments X o
Moments ™ "1 =707 . 3)

(39)

In Bild 18 zeigen wir die Daten fiir die Breite {pjoments/ Ra in Abhingigkeit von der Cluster
Masse. Die durchgezogenen Linien sind die Resultate eines Fits eines Potenz Gesetzes und
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Abbildung 19 Breite der aktiven Zone in einem einzelnen Cluster mit 50 - 10° Teilchen. Die
durchgezogene Linie zeigt dcn Fit einer Funktion {/Rg o« 1/v/In M an die Daten kleinerer
Cluster.

eines 1/+v/In M Verhaltenis an unsers Daten. Dies entspricht den oben vorgeschlagenen Fillen
(2) und (3). Fiir Cluster mit bis zu 200.000 Teilchen sieht man eine gute Ubereinstimmung
mit der Annahme einer logarithmischen Korrektur. Unsere Daten scheinen daher nicht mit
dem Fall (1) v/ == v konsistent zu sein, sondern scheinen mit den Fillen (2) und (3)
ibereinzustimmen.

Neben diesen Daten haben wir zusitzlich die Breite £ in einem einzelnen Cluster mit
50-10° Teilchen gemessen. Allerdings konnten wir hier keine statische Messung vornehmen,
sondern haben £ wihrend des Wachstums bestimmt. Dazu wurde fiir jeweils 5.000 (bei
M < 500.000) bzw. 2.000.000 (bei 500.000 < M < 50.00.000) eintreffende Teilchen
die Grofe ¢ = r/R, bestimmt und /Ry durch die Mittelwerte < z > bzw. < z? >

bestimmt als {/Rg = 4/ (z2) — )2 Das Resuitat ist in der Abb. 19 in Abhéngigkeit von
der Clustermasse M gezeigt. u1e durchgezogene Linie ist dort der eben bestimmte Fit der
Funktion 1/v/In M. Den interessanten Bereich dieser Daten findet man bei groflen 3. Hier
scheint die relative Breite £/ Rg nicht weiter zu failen, sondern um einen konstanten Wert zu
fluktuieren. Allerdings kiinnen diese Fluktuationen nicht zur Bestimmung eines statistischen
Fehlers benuizt werden, da sie von korrelierten Daten stammen: Sie stammen alle von einem
einzelnen Cluster, dessen Gestalt fiir verschiedene Massen stark korreliert ist. “Allerdings
kann man diese Daten als einen Hinweis darauf werten, daB die relative Breite fiir sehr groBe |
Cluster doch méglicherweise gegen einen konstanten Wert ~ 0.2 strebt. -
_Als__eme Konsequenz dieser Ergebnisse kann man nun fragen, ob die Annahme einer gauBfor-
migen Verteilung gerechtfertigt ist. Diese Annahme basiert vollig auf den frithen Messungen
~von r¢ und £ von Plischke und Racz [88] und wird nicht notwendig durch a.nalytlsche Argu-
mente gefordert Daher nehmen wir ein Skalenverhalten der Form
Plo M % f{:c-—m‘o\ (40)
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an, mit einer Skalenfunktion f(z). Das hier angenommene Verhalten legt ein groBeres
Gewicht auf den Potenzabfall fiir kleine = im Vergleich zum Gaufischen Ansatz, der ein grofles
Gewicht auf das Maximum der Verteilung legt. Dieser Ansatz wird dadurch motiviert, daf der
Abfall von P(z) fiir groBe z lediglich auf die endliche GroBe des Clusters zuriickzufiihren ist.
Dieser Effekt wird iiblicherweise durch einen Skalenansatz der obigen Form berticksichtigt.

Um unsere Daten anzupassen benutzen wir zundchst einen einfachen, ad hoc gemachten
Ansatz fiir die Skalenfunktion

2
f{z) =tanh (—% . sign(m)) +1 (41)

welcher die wesentlichen Ziige einer Cutoff Funktion aufweist — f(z) — const. fir z < 1
aber f(z) — O fir z 3> 1 — aber zusétzlich ein gauBformiges Verhalten in den Flanken
besitzt*. In Bild 20 vergleichen wir die Fits der beiden Test-Funktionen — GauB-Verteilung
und Power-Law X cutoff — fiir die 100.000-Teilchen Daten. Fiir Gl. (40) haben wir einen
gewichteten Fit durchgefithrt, wihrend der Fit der GauB-Verteilung sowohl gewichtet als
auch ungewichtet durchgefiihrt wurde.
In einem ungewichteten Fit liefert die GauB-Verteilung eine gute Beschreibung fiir das Maxi-
mum der Verteilung, aber auf der logarithmischen Skala findet man deutlich, dall der innere
Bereich fiir kleine z nicht beschrieben wird. Man findet eine starke Aufwirtskriimmung, die
ein Resultat der Tatsache ist, daB die GauB-Verteilung bei z = 0 im Gegensatz zum Potenzge-
setz nicht verschwindet. In einem gewichteten Fit sind dagegen weder dieser Schwanz, noch
das Maximum der Verteilung korrekt beschrieben. Unsere ad hoc Annahme (41) dagegen
liefert eine gute Beschreibung der Daten sowohl im Maximum, als auch in der Flanke fiir
kleine z.
In den Tabellen 2-3 zeigen wir die Ergebnisse filr die Parameter zg, {/R¢ und « fiir unsere
verschiedenen Ansitze und die verschiedenen Fit-Verfahren.  Der Fit der Gaufl-Verteilung
zeigt deutlich die wohlbekannte Tatsache, dafl die Position des Maximuins proportional zum
Radius of Gyration ist, wihrend die relative Breite der Verteilung langsam abnimmt. Selbst
fitr unsere ad hoc Annahme (41) nimmt die relative Breite £ mit der Clustermasse ab. Es ist
jedoch erstaunlich, daB man fiir die Flanke des Potenzabfalls einen relativ groen Exponenten
« findet, der logarithmisch mit der gesamten Clustermasse zunimmt (Bild 21). Das bedeutet,
daf das Innere des Clusters sehr stark durch die Randbereiche abgeschirmt wird. Analytische
Rechnungen fiir N-armige Sterne und Simulationen von Kieinen Clustern bestitigen dieses
Ergebnis [96]. Andererseits zeigt der langsame Anstieg von  mit wachsender Clustermasse,
daf die ad hoc gewéhlte_Skalenfunktion (41) den Exponenten beeinflut und daher modifiziert
werden muBl.
Um dies zu beriicksightigen fijhren wir nun einen vollsiéindigen Daten-Kollaps fiir die Ska-
lenform (40) durch. Wir benutzen hier fiir die relative Breite {/Rg und die Position des
Zentrums o die Werte aus der Tabelle 2 und variieren den Exponenten o.  Den besten
Daten-Kollaps, der in Bild (22) gezeigt ist, erhalten wir fiir einen Wert = 2.0 +0.4, welcher
wesentlich kleiner ist als der vorher gemessene und auch wesentlich kleiner als der in [52]
gefundene. Der vorher bestimmie Wert war daher aur ein “offensichilicher” Weri, der einen
“Anteil aus der Potenz-Komponente der Skalenfunktion beinhaltet.

4 Die exakte Form von f(z) ist nicht wichtig, solange die ersten beiden Momente endlich
sind. -




4.4 KONSEQUENZEN 41

Probability distribution

10 ¢ -— ~— T — x

2 f , : 3 |+ M= 100,000
10 £ 7 B
P ¥ 3 E
E 10 - i o 3
4 E Weighied x *Cutoff 3
LF ;
F w0k ¢
AN sF i
= . Weighted gaussian 3
= 0 3
B 3
S 107 .
S :
A 10 S~ Unweighted gaussian 3
I ;
167 3
-10 i

107 L ’ ; R

107 10"

Radius xzr/RG

Probability distribution
0.10 ’ T r T v T : - .
i Weighted x“*Cutoff | |+ M= 100,000

0.09 -
0.08 —
006 |-
oos |

0.04 =

Probability P(x,M)

0.03

©
S

0.10 0.58 1.06 1.54 202 2,50
Radius XI/RG

Abbildung 20 Vergleich der drei durchgefiihrten Fit-Prozeduren: Ungewichteter Fit einer
GauB-Funktion, gewichteter Fit einer Gauf-Funktion und gewichteter Fit des Ansaizes {(41).
Figur 20a zeigt die Fits in doppelt logarithmischer Skala, wihrend 20b die Fits in linearer
Skala zeigt.

4.4 Konseguenzen

‘Nachdem die Existenz des Potenzabfalls der Verteilung P(r, M) feststeht, wollen wir den
EinfluB auf die Resultate ans Abschnitt 4.2 untersuchen. Wir nehmen daher an, daB P(r, M)
durch Gl. {40} mit einem Normierungsfaktor Ny beschrieben werden kann. Im folgenden

mbge der Mittelwert von f{z) Null und deren Breite eine endliche Konstante sein. Wir
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mass To ¢/Rg

10.000 1.47420.003 0.23240.003
20.0600 1.475+0.003 0.223+0.003
50.000 1.480+0.003 0.215£0.003
100.000 1.481+£0.003 0.203£0.003
200.000 1.480x£0.003 0.197£0.003
500.000 1.485+0.003 0.192+0.003

Tabelle 2 Breite und Zenirum der GauB-Verteilung fiir einen ungewichteten Fit.

mass zo ¢/Rg %

10.000 1.08£0.01 0.348+0.005 7.45£0.04
20.000 1.02+0.01 0.366+0.005 8.05+0.04
50.000 1.06+0.01 0.345+0.004 8.44+0.05
100.000 1.13420.004 0.307+0.001 8.56+0.02
200.000 1.16x0.01 0.2921+0.004 8.83£0.06
500.000 1.16£0.01 0.285+0.006 9.10+0.08

Tabelle 3 Breite, Zentrum und Exponent o eines gewichteten Fits mit dem einfachen

Skalen-Ansatz (41).

Exponent of tail
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Abbildung 21 Verhalten des Skalen-Exponenten o mit wachsender Clustermasse.

betrachten zunichst Fall (1). Da P(r, M) normiert sein muf, gilt

OON o
0 T T — 70 _
[ (7) (=) o=

=

0

TS
Cluster mass M

I

16°

(42)




4.5 ZUSAMMENFASSUNG 43
Scaling function

> 10 — ] T [ 1
? = M = 10.000
AP 3
L& 107 F < {M=20.000
F \ ] [z
& § ] |M=100000
el TTTTITTATTTTIY, ] M=200000
I ; ggg E 1 M =500.000
= ) = R ) ooty
~ 10 & 0.40 ! —3
><© i 0.30 = E
x i 0.20 ) j 3
*?-. 10 - /."’ g:ég P S 4 N IV N i
T I ! 8.00 -6.00 4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00 E
TR et N S R ISR S N
L -8.00 -6.00 -4.60 22,00 0.00 2.00 4.00
Y= (X"XO)/ %

Abbildung 22 Plot der Skalenfunktion ¢(y) o< P(§ -y +zo, M) - € - (£-y + z0)". Sowohl
das Maximum der Verteilung, als auch die innere Flanke fallen gut aufeinander.

Nach -Substitution der Integrationsvariablen zu z = r/Rg liefert Gl. (42)
o0
No /:L‘af(ﬂ': —zp)ds =1, (43)
0
mit zg = 79/Rg. Da dieses Integral konstant ist, sollte Ny wie {/Rp skalieren. Die
Gleichung, die Gl. (31) entspricht, ist

M
N(r, M) O‘f'élg(ﬁic) f(T:T9> dM
1

\ ¢
.y (44)
x jf M (1+0)/Ds e f(T ?“’) dM

Der eine Divergenz erzeugende Termn in (44) ist M~ (1+2)/Ds | da alle anderen Terme fiir festes
r konstant werden. Daher divergiert das Integral (44) nur, wenn der Exponent (1 4 «)/Dy
kleiner als Eins ist, was a > Dy — 1 entspricht. Da der numerische Wert von o aber
offensichtlich groBer als o > Dy — 1 =~ 0.71 ist, wird unser Ansatz nicht langer durch cin
Selbst-Konsistenz Argument ausgeschlossen. Auf dhnliche Weise zeigt man, daf} die Existenz
eines Potenz-Abfalls konsistent mit den beiden anderen Fillen (2) und (3) ist.

4.5 Zusammenfassung

Wir haben die radialen Wachstumswahrscheinlichkeiten P(r, 1) fiir groBe Off-Lattice DLA
‘Cluster untersucht und gezeigt, daf die iibliche Annahme einer GauB-Verteilung zu unphysika-
- lischen Divergenzen fiihrt, wenn man annimmt, daB die Breite £ und das Zentrum r( der Ver-
- teilung beide mit demselben Exponenten skalieren. Wir haben in umfangreichen numerischen
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Simulationen gezeigt, daB tatsiichlich die Annahme »' = » mit unseren Daten inkonsistent ist
und daB die Fille (2) und (3) bevorzugt werden miissen. Weiter haben wir gezeigt, dal} die
Verteilung P(r, M) einem Potenzgeseiz fiir kleine r gehorcht, welches inkonsistent mit der
iiblichen Annahme einer GauB3-Verteilung ist. Wir haben daher ein Skalenverhalten der Form
P(r,M) x 1‘; f (%Q vorgeschlagen, welches die oben beschriebene Singularitét entfernt.
Dieser Ansatz beschreibt sowohl den Bereich des Maximums als auch das Potenz-Verhalten.
Wir haben gezeigt, daR man explizit die Massenabhingigkeit der Breite der Verteilung in der
Skalenfunktion f(z) beriicksichtigen mu8, um den korrekten Exponenten o = 2. bestimmen
zu konnen. Ein einfacher ad hoc Ansatz bzw. eine einfache Messung des Potenz-Verhaltens
liefert lediglich einen effektiven Exponenten, in dem der tatstichliche Anteil und ein Beitrag
der Skalenfunktion vermischt sind.

Leider gestatten unsere Daten nicht, Schlufifolgerungen iiber die kleinsten Wachstumswahr-
scheinlichkeiten, die z. B. in [54] studiert werden, zu ziehen. Unsere Daten sind bereits Mit-
telwerte der lokalen Wachstumswahrscheinlichkeiten, gemittelt liber eine ringférmige Schale
des Clusters. Wir besitzen daher nur Informationen tiber die riumliche Verteilung der Wachs-
tumswahrscheinlichkeiten, und nicht aber iiber die Verteilung »{ P} der einzelnen Wahrschein-
lichkeiten selbst. Eine direkte Messung der interessanten Eigenschaften dieser Verteilung ist
mit Hilfe von Random-Walkern nicht moglich. Dazu muB man das Verhalten der klein-
sten Wachstumswahrscheinlichkeiten studieren, welche im Bereich ppy;, &~ 1071 liegt. Ein
derartiger Bereich ist selbst mit hochoptimierten Random-Walker Methoden nicht zugénglich.




Wir benutzen ein hierarchisches Ordnungsschema, um DLA Cluster mit 10° Teilchen syste-
matisch in Zweige verschiedener Ordnung aufzuteilen. In jeder Ordnung bestimmen wir die
Anzahl, Masse, Linge und Breite der Zweige. Wir finden, dall alle diese Groflen exponentiell
von der Zweigordnung abhingen. Das bedeutet, dafl das Verhiiltnis aller GréBen untereinan-
der konstant ist. Indem wir die Lingen, Breiten und Massen der verschiedenen Ordnungen
miteinander vergleichen finden wir, daB sowohl die Linge, als auch die Breite der Zweige
mit dem gleichen Exponenten vy = v = 0.60 = § ~ 1/D von der Masse der Zweige
abhingen. Durch Betrachtung der Verzweigungsmatrix R;; finden wir, dafl die einzelnen
Zweigordnungen in einer selbstidhnlichen Art verteilt sind. Dariiberhinaus messen wir die
Winkel, die Zweige verschiedener Ordnung miteinander einschlieBen. Wir finden, dafl diese
Winkel gegen einen Grenzwinkel von ungefihr 38° streben. Alle diese Ergebnisse deuten
eine statlstlscne Selbstahnhchkelt zw1scnen Zweigen verschledener Ordnungcn an.

S.1 .Eéﬁ%@ééﬁmg

Vor kurzem wurden verschiedene Ansétze vorgeschlagen, mit denen die Morphologie von
DLA Clustern beschrieben werden soll: Zu nennen sind hierbei eine Analyse der Verzwei-
gungsstruktur [98], eine Analyse der Zweig-Crdnungen [99], ein gerichtetes Fraktal [58] oder
Untersuchungen der zeitlichen Korrelationen [100]. Wegen der auffallenden baumartigen
Struktur der DLA Cluster ist insbesondere der Zweig-Ordnungs Zugang besonders interes-
sant. Bei diesem Ansatz wird der gesamte Cluster in Teile zerschnitien, die Blédttern, Zweigen
und Asten eines Baums entsprechen. Hinrichsen et al. [99] fanden z. B. daR das Bifur-
kationsverh#ltnis er, welches das Verhilinis der Anzahl von Zweigen aufemanderfolgender
Ordnung ist, konstant ist. Weiter wei man, dal ebenso das Verhdltnis der Lingen von
Zweigen aufeinanderfolgender Ordnungen ry konstant ist. Dies filhrt sofort auf eine einfa-
che exponentielle Abhingigkeit der Lingen und Anzahlen von der Zweigordnung. Gerade
wegen dieser Einfachheit der Resultate scheint das Konzept der. Zweigordnungen besonders
interessant zu sein.

- In.dem hier benutzten Formalismus wird jeder Zweig bestimmt durch einen eindeutigen Pfad,

der an der Spitze eines Zweiges — d. h. einem Teilchen ohne Nachfolger — beginnt und an -

~dem niichsten Zweig einer hotheren Ordnung endet. Die Klassifizierung ist dabei die folgende:

* Verdffentlicht in Phys. Rev. A 45, 1058 (1992) [97]

45
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Jeder Zweig, der keine Seitenzweige besitzt — wie ein Blatt eines Baumes — ist von der
Ordnung Null. Jeder Zweig, der lediglich Seitenzweige der Ordnung Null besiizt, ist von
der Ordnung Eins. Wenn nun N Zweige der Ordnungen n; ...ny zusammentreffen, wird
der langste von ihnen als Hauptzweig interpretiert und alle anderen als dessen Seitenzweige®.
Dieser Hauptzweig erhilt dann eine neue Zweigordnung n; = max (ng,ng +1...nx5 + 1),
wihrend die Zweigordnung der Seitenzweige nicht geéindert wird. Dementsprechend hat jeder
Zweig der Ordnung n lediglich Seitenzweige mit einer kleineren Ordnung.

Auf einem Computer kann dies sehr effizient mit einem Burning-Algorithmus [101] imple-
mentiert werden: Da Off-Lattice DLA immer schleifenfreie Cluster generiert, kann jedem
Teilchen ein eindeutiger Vorginger zugeordnet werden. Daher ist es moglich, fiir jeden
Zweig einen eindeutigen Pfad von seiner Spitze bis zu seiner Wurzel zu finden. Methodisch
geschieht das auf folgende Weise: Man markiert schrittweise alle Teilchen, die zu demselben
Zweig gehoren. Im ersten Zeitschritt markiert man alle Teilchen an den Spitzen des Clusters,
im zweiten Schritt alle Vorginger der Spitzen und so fort. In jedem Zeitschritt beachtet man
den Abstand von der Zweigspitze und die Ordnung des jeweiligen Zweigs. An jedem Ver-
zweigungspunkt — welches alle Teilchen mit mehr als einem Nachfolger sind — wird das
Markieren angehalten, bis der letzte und damit léngste aller Zweige, die hier beginnen, in
diesem Punkt eintrifft. Die Zweigordnung dieses Zweigs wird dann entsprechend den vorigen
Regeln gedndert und das Burning wird an diesern Punkt fortgesetzt.

Dieses Ordnungsschema fithrt nur fiir Zweige von niedriger Ordnung zu stabilen Resultaten,
denn nur hier sind die statistischen Fluktuationen der einzelnen Zweigeigenschaften — wie
Masse und Linge — relativ gering. Fiir Zweige mit hoherer Ordnung ist dieses Schema
weniger scharf. Dies hat zwei Griinde. Zundchst héngt die tatsdchliche Zweigordnung
der groften Zweige sehr empfindlich von der Struktur der Cluster nahe am Zentrum ab:
Hier miissen notwendigerweise alle grofien Zweige zusammenlaufen und dadurch kann die
Zweigordnung stark verindert werden. Daher ist die Ordnung der groRen Zweige nicht sehr
gut definiert. Um dieses Problem zu vermeiden, werden die innersten 1024 Teilchen eines

jeden Clusters entfernt, so daB die groften Zweige nicht mehr zusammentreffen. Der zweite

Grund ist, daB man nur wenige Zweige hoher Ordnung findet und daher starke Fluktuationen

und eine nicht ausreichende Statistik zu schlechten Resultaten fiir die groBen Ordnungen
fiihren. Trotz allem muB man beachten, daf die grofte vorkommende Zweigordnung in
einem Cluster mit 10% Teilchen typischerweise lediglich 10 betriigt. Das bedeutet, da3 diese

Definition der Zweigordnungen sehr stabil gegeniiber Fluktuationen an den Spitzen ist.
. g & Y

Fiir diese Arbeit haben wir 109 Off-Lattice DLA Cluster mit jeweils 10% Teiichen generiert.

Im Abschnitt 5.2 studieren wir die Anzahl, Masse und geometrische Ausdehnung der verschie-
Adanan 71::91gnrdnnz‘l0‘pn Tm Ahschnitt 5.3 hetrachien Wﬂ' die Winkel zwi ischen den Zwelgen
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verschiedener Ordnung und im Abschnitt 5.4 untersuchen wir den EinfluBl der Deﬁmnon der
Zwe1gordnungen auf‘ die Skalenergebnisse.

§2 Amahi Magges Linge und Breite

Im folgenden présentieren wir die Ergebnisse, die wir filr insgesamt 47 DLA Cluster mit
“jeweils 108 Teilchen gewonnen-haben. Die am einfachsten zu bestimmende GroBe ist die

6 Als LingenmaB benuizen wir die “chemische Linge”, also eigentlich die Masse des
Zweiges.
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Abbildung 23 Anzahl von Zweigen einer bestimmten Ordnung in Abhéngigkeit von der
Clustermasse. Der asymptotische Bereich entspricht einer linearen Abhéngigkeit. :

Anzahl von Zweigen einer bestimmten Ordnung. Hinrichsen et al. haben dies bereits
fiir kieinere Cluster mit bis zu 2.5x10° {99] Teiichen gemessen. Die Ergebnisse unserer
Messungen der Anzahl in Abhingigkeit von der totalen Masse sind in Bild 23 gezeigt’.
Man sieht deutlich ein Verhalten, daB man auch bei allen anderen gemessenen Grdfien
wiederfindet: Man kann deutlich fiir jede Zweigordnung zwischen einem mittleren Regime
und einem asymptotischen Regime unterscheiden. Letzteres bezeichnet den Bereich, in dem
die gemessenen Groflen stabil gegeniiber Anderungen der Clustermasse und nur kleinen
statistischen Fluktuationen unterworfen sind. Ersteres bcze:lchnet den Crossover Berelch

in dem Fluktuationen noch eine wichtige Rolle spielen.

Im Falle der Anzahl der Zweige ist der asympiotische Bereich gekennzeichnet durch eine
lineare Abhéngigkeit der Zweigzahl N, einer bestirnmten Ordnung n von der Clustermasse M

Np = an = M. (45)
Die Steigungen der jeweiligen Geraden a, hidngen exponentiell von der Zweigordnung n ab
' o (0.2345:0.002)”-. SR (46)
Das B1furkat10ns-Verhaltn1s N 1st demnach gegcben durch ™~ = Nis1/Np = apyifon =
0.234 £ 0.002. - RIEREL R
Eine detailliertere Beschreibung der Verhdltnisse erhdlt man durch die Verzweigungs-Matrix
R,k, welche fiir DLA und Viscous-Fingering von Vannimenus und Viennot [98] eingefiihrt

wurde. Wenn Ny die Anzahl von Seitenzweigen der Ordnung 7 ist, welche auf einem
H_auptzweig der Ordnung & s1i_:zen (beachte, daB immer ¢ < k sein -muB), dann deﬁme:en.

70 TYia A 1¢ ] i
* Pie doppelt logarithmische Skala ist bi

deutlich zeigen zu kénnen. .~

LV a2

t hier gewshlt, um die NV, iiber fiinf GroBenordnungen
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Abbildung 24 Wahrscheinlichkeiten Ro, daB ein Zweig der Ordnung 0 auf einem Zweig der
Ordnung k sitzt. Ym asymptotischen Grenzfall streben alle Ry, einer fiir die Zweigordnung

charakteristischen Konstanten zu.
wir

: Nig
> N o .
3i>i S @

Il

R
Ry =

1e kleinere Ordnung besitzen als deren Hauptzweige,

Da Seitenzweige notwendigerweise nere

ein
muB notwendigerweise Ny = 0 fiir ¢ > k gelten. Mit dieser Deﬁmhon 1st die Verzwe1gungs—
matnx R,k bereits korrekt normiert

> Riy=) Ri=1 (48)

Jhi>i $i<k

und hat eine einfache geometrische Interpretation. Fiir ¢ < k beschreibt sie die Wahrschein-
lichkeit, daB ein Zweig einer bestimmten Ordnung ¢ auf einem Hauptzweig der Ordnung
k sitzt, wihrend sie fiir ¢ > k die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dal ein Hauptzweig der
Ordnung % Seitenzweéige der Ordnung ¢ besitzt.  In Bild 24 zeigen wir exemplarisch die
Wahrscheinlichkeiten Ry, fiir verschiedene Zweigordnungen & in Abhéngigkeit von der Clus-
termasse. Auch hier kdnnen wir deutlich zwischen dem asymptotischen Bereich, in dem Ry
gegen cinen konstanten Wert strebt, und einem mlttleren Bereich unterscheiden Em ahnhches :
Verhalten findet man auch fiir alle anderen- Ryp. R
Tn den Bildern 25 und 26 fassen wir in halb-logarithmischer Darstellung die Verzweigungs-

mairizen fiir feste Stamrn Ordnungen Ry; bzw. feste Zweig Ordnungen R, zusammen. In_

UGJ.UGJ.I Cxayuuu ist 7 < k nnA 3.116 V‘fel’{f‘. svnrl Fn-r aine {-‘nefp Rﬂneep A/f — Tnﬁ gpnnms’ppq_

‘Die _Wahrscheinl_ichkeiten_ Ry bzw. Ry; hingen ebenfalls exponentiell V_on_ den. Ordnungen
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Fixed stem order k

L L T B B B B

10

ot e v T
o 1 2 3 4 5 & 1 8 9

Branch order i

Abbildung 25 Zusammenfassung der Ry; fiir feste Stamm-Ordnung k und Cluster der Masse
10%, Da die Ordnung eines Seitenzweigs stets kleiner als die Ordnung des entsprechenden
Hauptzwelgs ist, findet man fiir ¥ = 1 lediglich einen einzelnen Punkt Rp; = 1.

Hixed b anch order 1

10° ¢
+i=0
Ki_:—-l
xi_: 2
A 0i=3
i0 DE:_L@
° i_: 5
Q-i: Aj=
16 °i=38
103 i | | N I | ! j |
1 3 - 4 5 6 7 8 g 10
Stem orderk

oy

Abbildung 26 Zusammenfassung der R;; fiir feste Zweigordnung <. Da immer k£ > ¢ gelten
muB, fallen die einzelnen Kurven nicht zusammen. o o R

i-bzw.: 'k ab S
R o (0.63 = 0.02 ) ! bei fester Zweigordnung i - o | 49)
Ry o< (0.37 % 0.03)° bei fester Stammordnung k

-Das bedeutet, dafl man ein selbstdhnliches Verhalten der verschiedenen Zweigordnungen

e:halt.
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Bei DLA auf dem Gitter gab es Untersuchungen der Abh#ngigkeit der Lange L und der Breite
W der Hauptzweige von der Gesamtmasse des Clusters. Man hat gefunden, daB beide mit
unterschiedlichen Exponenten skalieren

L oc M
W o MY+ 0
wobei vy ~ 3 2und vy ~ [32] gemessen wurde. Ahnliche Exponenten wurden fiir Diffusion-

Limited-Deposition [102] und bei Dielectric-Breakdown mit » = 1 in einer Streifen-Geometrie
[103] gefunden. Das zeigt, daB diese Wachstumsmodell eher selbst-affine Strukturen mit un-
terschiedlichen Skalen-Exponenten statt vollkommen selbst-dhnlicher Strukturen generieren.
Allerdings haben Simulationen von Noise-reduzierten DLA Clustern auf dem Gitter gezeigt,
daB dieses Verhalten nur ein Crossover Effekt ist, der fiir grole Ciuster verschwindet. [38].
Hier findet man v ~ v = %

In allen diesen Simulationen auf dem Gitter existiert jedoch eine ausgezeichnete Wachstums-
richtung, die zu einer starken Anisotropie der Cluster fiihrt, wodurch eine Bestimmung der
Hauptzweige sehr einfach wird. Fiir Off-Lattice DLA existiert eine solche Anisotropie je-
doch nicht, so daB bisher noch keine systematische Messung der Breite und Lénge einzelner
Zweige existiert. Wir haben daher die Breite, Linge und Masse der Zweige einer jeden
Ordnung getrennt bestimmt, Diese Grofien werden sowohl fiir einen gesamten Zweig —
inklusive aller seiner Seitenzweige — als auch nur fiir den Backbone eines Zweiges, der
lediglich vom nackten Stamm ohne Seitenzweige gebildet wird, gemessen. Linge und Breite
werden {iber einen “skalierten” Trigheitstensor I;; bestimmt, der nicht mehr von der Masse
N der Zweige abhingt.

N
1
L’;ﬁ = —]\_7 E 52'}';""2 — XLk, (51)
j=1

Die Wurzel des jeweils grofieren bzw. kleineren Eigenwerts bestimmt die Linge bzw. Breite
des Zweigs.

In Bild 27 zeigen wir die Daten fiir die gemittelte Breite eines gesamten Zweiges einer
bestimmten Ordnung in Abh#ngigkeit von der gesamten Clusiermasse. Wieder kann man
den asymptotischen Bereich, in dem die Daten konstant werden, von einem mittleren Bereich

unterscheiden. Die Breite ist hier exemplarisch gezeigt, da sowohl die Zweigiéngen, als auch
die Zweigmassen qualitativ exakt das gleiche Verhalten aufweisen. Tn Bild 28 haben wir
daher die Werte fiir die Linge, Breite und Masse der Zweige fiir eine gesamte Clustermasse
von - 10° Teilchen in'Abhingigkeit von der Zweigordnung bestimmt. Fir jede der Grofien
erhalt man wieder ein Verhaiten y, oc 7. Lediglich die Zweige mit der groften Ordnung

gehorchen aus den oben genannten Griinden nicht dieser Regel.

Dieses einfache Gesetz bedeutet, daB nicht nur die Lingen- und Bifurkations-Verhiltnisse, 7
und 7y, sondern auch die Breiten- und Massen-Verhéltnisse, W, und 7z, konstant sind, denn
sie werden fiir jede GroBe yn bestimmt als

e S (52)
Yn
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Abbildung 27 Breite der gesamten Zweige als Funktion der Clustermasse. Der asymptotische
Bereich entspricht konstanter Breite. Im mittleren Bereich findet man ein Skalenverhalien der

jeweils groften Zweigbreite mit einem Exponenten § = .585, welches durch die gestrichelte
Linie angedeutet ist. Die Zweigbreite ist hier exemplarisch gezeigt, alle anderen GroRen

zeigen exakt das gleich Verhalten.

Branch order n

+ Number of branches
% Mass backbone

o Lenglh branch
© Width backbons

2 Width branch

1. .2 - 3. 4 5 6 7 8 9 10

Abbﬂdung 28 Abhingigkeit der Anzahl, Masse, Linge und Breite der Zwelge — gctrennt_

‘nach kompletten Zweigen und Backbones — von der Zwelgordnung

Die verschiedenen Verhiltnisse — jeweils fir den Backbone und den Gesamtzweig — sind
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in der folgenden Tabelle zusammengefaBt:

Backbonemasse: 1y, = 2.46 £ 0.07
Backbonelaenge: r; = 2.43 £ 0.07
Backbonebreite: 1, = 2.10 £ 0.08
Zweigmasse: 737 = 4.22 +0.04
Zweiglaenge: r7, = 2.39 = 0.07
Zweigbreite: riy = 2.39 & 0.07

(33)

Aus diesen Verhiltnissen haben wir verschiedene Skalen-Exponenten bestimmt, die die Linge,
Breite und Masse der Zweige verkniipfen. Fiir die gesamten Zweige erhalten wir:

L oc MY mit v = 0.60 +0.04
W oc MY+ mit vy >~ 0.60 £ 0.04 (54)
W o Lf mit £ ~ 1.00 % 0.06

Man findet also, daB die Linge und Breite der Zweige beide mit demselben Exponenten
skalieren, der innerhalb der Fehler mit 8 = 1/D ~ 0.585 — also der fraktalen Dimension des
gesamten Clusters [42,43] — iibereinstimmt, Das heiBt, daB hier die individuellen Zweige
serst-éhr}lich und nicht selbst-affin sind.

Die Analyse der Backbones der Zweige liefert folgendes Skalenverhalten:

I oc m¥ mit vy =~ 0.98 £0.04
w oc mPt mit vy ~ 0.82 £0.05 (55)
w oc 1€ mit € ~ 0.83 £ 0.05

Hier findet man also folgendes Verhalten: Lingen und Breiten der Backbones sind noch nicht
proportional zueinander. Da die Lange der Backbones proportional zu ihrer Masse ist, sind
sie im wesentlichen eindimensionale Objekte. Dies stimmt Uberein mit einem Exponenten
diip = 1, der den “chemischen” Ic und den euklidischen I Abstand zwischen zwischen
zwei verschiedenen Cluster Pldtzen verkniipft

d_.:
I, o< Lfoin, (56)

und bereits frilher von Meakin et al. [104] bestimmt wurde. Der Exponent v scheint
dagegen auBerordentlich groB zu sein. Wenn man z. B. annimmt, daf} die Spitze eines
jeden Zweiges einen eindimensionalen Random-Walk ausfithri, solite man einen Exponenten
v, =~ 1/2 erwarten. Allerdings muB man hier beriicksichtigen, da die Daten fiir Linge,
Breite und Masse der Backbornes kein exakt exponentielles Verhalten, sondern eine leichte
Kriimmung aufweisen, die sogar eine weitere Erhhung von v bewirkt. Wir glauben, daf
dieser groBe Exponent ein Hinweis darauf ist, daB im asymptotischen Grenzfall nicht nur
die. Lange sondern auch dle Brelte der Backbones proportlonal zur Backbonemasse 1st_
Y =V X 1. ' : : SRR
‘Wie man deutlich in Bild 27 erkennt -gehorcht die Breite der Zweige der jeweils. groBten
Ordnung einem Potenzgesetz :

w o b, (57)
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Width of the whole branch
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Abbildung 29 Direktes Skalenverhalten von Linge und Breite der Zweige. a) zeigt die Daten
fiir den gcsamten Zweig, wihrend b) die Daten filr die Backbones zeigt. Die Plateaus bei
—1.00 sind ein Resuliat der Binning Methode., Die systematische Kriimmung der Daten fur

die. Backbones lleﬁe auch einen Exponenten § = 1 zu.

welches durch die gestrichelte Linie angedeutet ist. Das gleiche Verhalten findet man auch
fiir die Masse, Linge und Breite der Backbones und fiir die Lénge und Breite der gesamten
Zweige. Eine ‘Ausnahme bildet lediglich die Masse der gesamten Zweige: Statt eines
Exponenten -3 findet man hier, dal die Masse der grofiten Zweige direkt proportional zur
Masse des gesamten Clusters ist. Wir méchten hier betonen, da8 der Exponent wieder durch

= 1/D; gegeben ist, d. h. auch die geometrischen Eigenschaften der griSten Zwelge_ o

_skaheren mit der fraktalen Dimension von DLA.
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Abbildung 30 Mittlerer Winkel zwischen Haupt- und Seitenzweigen flir verschieden Zwei-
gordnungen.

Um unsere Resultate zu iiberpriifen, vergleichen wir nun die Lingen und Breiten einzelner
Zweige direkt miteinander, ohne die jeweiligen Zweigordnungen zu betrachten. In Bild 29
zeigen wir die Breite in Abh#ngigkeit von der Zweiglinge sowohl fiir die gesamten Zweige,
als auch fiir die Backbones. Fir kleine ZweiggroBen findet man ein kleines Plateau mit
starken Fluktuationen, welches ein Artefakt der benutzten Binning Methode ist. Fiir mittlere
ZweiggroBen findet man allerdings ein Skalenverhalten w I¢ mit Exponenten

¢ =0.79 £ 0.01 bei den Backbones

58
£ =0.98 = 0.01 bei den gesamten Zweigen (58)

Dies ist in guter Ubereinstimmung mit den vorhin erhaltenen Resultaten. Allerdings zeigen die
Daten fiir die Breite der Backbones wieder eine Abweichung vom exakten Skalenverhalten,
so daB wieder ein groBerer Exponent als der gemessene moglich ist. Im Bereich grofler
Zweige ist sogar ein Exponent Eins moglich, was mit der oben vermuteten Selbstéhnlichkeit

der Backbones {ibercinstimmt.

5.3 Winkel |
Die Messung des Trigheitstensors liefert neben Linge und Breite auch Informationen tiber die

Richtung der Zweige und damit iiber die Winkel zwischen Zweigen verschiedener Ordnung. -

Wir haben daher fiir jeden Zweig der Ordnung 7 den Winkel gemessen, den dieser mit seinem
'Hauptzweig einschliefit Die gemittelten Winkel ©n sind in Bild 30 in Abhéngigkeit von der

.Abfall zu emcm Grenzwmkel von (pm = 38 * 3 Grad

'son—cpoooc(o.s?)ﬂ:o.m) S (sg
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Abbildung 31 Analyse des Winkels ¢, zwischen Seitenzweigen gegebener Ordnung n
und deren Hauptzweigen im asympiotischen Bereich. ‘Die durchgezogcne Lmle entspricht
—38.4 « 0. 53", . e L

Dieser Abfall ist in Bild 31 ger-igt.

Dartiberhinaus findet man den foigenden globalen Trend: die Bldtter eines jeden Zweiges

bilden ungefihr einen rechten Winke!l mit dem jeweiligen Hauptast, da ¢g ~ 90°. Eine

Abnahme der Winkel bedeutet, daf die einzelnen Zweige mehr und mehr paratlel werden,

bis der Winkel bei ungefihr 38° sittigt. Es gab Spekulationen, ob man im asymptotischen

Grenzfall unendlicher Clustermasse méglicherweise einen Ubergan g in ein radiales Wachstum
mmnilal

finden kénnie, was einem Grenzwinkel von 0° entspricht {105]: Aue Lwc1ge wachsen pcu allel.
Unsere Daten widersprechen jedoch einer solchen Vermutung.:: Coas A

Trotz allem } befinden sich ahe Vinkel auf jeden Fall in einem Bereich zwischen 0° und 90°,
was auf jeden Fall einem gerichteten Wachstum entspricht: Seiten- und deren Hauptzweige
wachsen im wesentlichen in die gleiche Richtung. Diese Beobachtung unterstiitzt ein Modell
fiir DLA von Mandelbrot und Vicsek [58], in dem ein gerichtetes Fraktal zugrunde gelegt
wird. ‘Wir glauben daher, daB eine Beschrelbung von DLA ahnhch zu der emes genchteten
Fraktals am erfolgversprechendsten ist. - ' T :

Im folgenden mochten wir zwei weitere Untersuchungen, die sxch mit der rage eines
ausgezelchneten ‘Winkels: und einer dadurch bedmgten Symmetnebrechung beschafugen
diskutieren. - . :

Derrida und Haklm [106] studxeren ein Modell eines N -armigen Sterns, in dem N Nadeln
— die alle den gieichen Winkel § = 27 /N einschliefien — von einem gemeinsame Ursprung
ausgehend radial nach auflen wachsen (vgl. Abbildung 32). Sie-1osen a.nalytisch die Laplace
Gleichung ‘A® =0 mit den entsprechenden Randbedingungen — @ = 0 auf dem Stern
und &{r) o logr fiir ¥ — 0o — mittels konformer- Transformation. - Mlt einer linearen
Stabilitiitsanalyse finden sie, da fiir N < 6 kleine periodische Storungen der Amplitude &
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Abbildung 32 Schematische Darstellung eines in [106] benutzten N -armigen Sterns. In dieser
Abbildung (N = 8) haben alle Arme die gleiche Linge L. In der linearen Stabilititsanalyse
werden diese Lingen leicht gesiort L — L + e,

der Zweiglingen geddmpft werden

= X —¢ (60)

wihrend fiir N > 6 diese Geometrie instabil ist und man eine spontane Brechung der
Symmetrie findet: Einige Zweige beginnen, wesentlich stirker als andere zu wachsen. Der
Fall N = 6 stellt gerade einen marginalen Fall dar, in dem Geometrien mit unterschiedlichen
Nadellingen stabil sein konnen. Das bedeutet aber, daB der Fall N = 5 die stabile
Geomefrie mit den meisten Seitenarmen ist und da hier der Winkel zwischen den Armen
gerade # = 27/5 =~ 2 - 36° betrigt. Es ist aber nicht klar, ob ein derartiges Modell zur
Erkldrung der hier gefundenen 38° Winkel benutzt werden kann, da dieses Modell erstens
sehr idealisiert ist und zweitens keinerlei Unordnung enthilt, die. ubhcherwelse sehr stark dxe
Modelleigenschaften beeinfiufit.

Neben diesern Modell kommen Ameodo et al. [107] sogar zu dem Resultat direkte Hmwexse

auf eine fiinfzihlige Symmetrie in Off-Lattice DLA gefunden zu haben. Dies stiitzt sich auf
drei Beobachtungen, die erst dargestellt und dann kommentiert werden sollen. o

1. Eine Wavelet-Transformation [108] wird dazu benutzt, systematisch die feinen Details
- groBer Off-Lattice DLA Cluster zu ’verschmieren’, damit die groben Strukturen und die
~Hauptzweige deutlich sichtbar werden [109]. An dieser Struktur wird die Verteilung der
‘Winkel zwischen benachbarten Zweigen gemessen. Man erhélt eine breite Verteilung

mit einem Mittelwert bei § = 36° = 27/10. Dieses Resultat stimmt. mit der von uns
-.-gemachten Beobachtung tiberein. Nun wird geschlossen, daf sich dieser lokale Winkel

~1~tnt ~lA [FUR. JP. g PR i, S — Y Thno haot:rrmaafa ‘]ﬂrﬂ'nt1 TV T T um von R0

giopar dis Auiauuuyic bemerkbar macht. Das bestimmite vvzu.-uuu5muam;uuu; VOO GU7

_ hat den gleichen Ursprung, wie die von uns gemessenen Winkel. Allerdings kann man aus
“der lokalen Anisc;tropie keine Schlufolgerungen iiber das globale Verhalten ziehen kann,
denn das globale Verhalten wir sehr stark davon beeinfluBt, daB alle grolen Zweige von
einem gemeinsamen Zentrum radial nach aufen wachsen und daB die Random-Walker

. isotrop aus dem Unendlichen herandiffundieren. Zusétzlich muf3 bezweifelt werden, daB

. ‘eine derartige Anisotropie die von den Random—Walkem 1nduz1erte Unordnung uberdeckt
*+ und ‘die globale Struktur -dominiert. L TR e
2..Bei der Simulation von Saffmann—Tay]or Fmgem durch Latt1ce-DLA in einer Strexfen
“Geometrie findet man neben dem dominierenden Finger noch einen abgeschirmten Unter-
. grund, dessen Einhiillende nach einer Mittelung iiber viele Simulationen niherungsweise-
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einen Winkel # ~ 72° = 2« /5 mit der Haupiwachstumsrichtung einschlieBt. Hieraus
wird auf einen charakteristischen Abschirmwinkel fiir Laplacesches Wachstum geschlos-
sen, was sich wiederum als fiinf-zhlige Symmetrie niederschldgt. Bei diesem Resultat
muf man allerdings beachten, dafl es gewonnen wird durch Uberlagerung vieler auf dem
Gitter erzeugter Cluster. Mit exakt der gleichen Methode — allerdings nicht in einer
Streifen-Geometrie — zeigien Meakin ot al. [32] iiberzeugend, daB man fiir Lattice-DLA
bereits an kleinen Clustern die vom Gitter hervorgerufene Anisotropie nachweisen kann.
Daher ist es nicht iiberzeugend, wenn ein ghnliches Argument hier benutzt wird, eine
fiinfzahlige Geometrie in Off-Lattice DLA zu begriinden.

3. An einer Wavelet Transformation groer DLA Cluster findet man, daB die einzelnen
Zweigordnungen im Mittel einer Fibonacci-Vorschrift gehorchen: Aus jedem Verzwei-
gungspunkt wachsen zwei Zweigarten heraus, die A- und B-Zweige genannt werden.
Wihrend die A-Zweige instabil sind und sich spalten, sind die B-Zweige zunéchst stabil
und spalten sich erst spiter. Dies kann man formell durch die Abbildung

A— AB, B— A (61)

beschreiben, was nichts anderes als eine Fibonacci-Abbildung ist. Von der Fibonacci-
Reihe

Fn=Fn—1+F—27 FG:F1:1 (62)
weifl man aber, daB das Verhiltnis aufeinanderfolgender Werte gegen den “Goldenen
Schnitt” konvergiert

lim Fn = 2cos(m/5) =~ 1.618 (63)

n=ee Fpal

welcher mit den Abmessungen eines Pentagons in Verbindung steht. Aus der Verbindung
von DLA und der Fibonacci-Reihe wird wieder auf die fiinf-zdhlige Symmetrie geschlos-
sen. Hier mufl man mehrere Punkte entgegenhalten: Die Verbindung, die zwischen DLA
und der Fibonacci-Reihe gezogen wird, ist sehr vom subjektiven Standpunkt abhéngig und
‘kann nicht quantisiert oder systematisiert werden. AuBerdem basiert die Argumentation
auf einer Messung der fraktalen Dimension [110], die zumindest umstritten ist [111].

AbschlieBend mdchte ich die eben beschriebenen Resuliate so bewerten, dal man eine
Instabilitdt der Laplace Gleichung beobachtet, die zu einer Symmetriebrechung fiihren kann,
daB aber die numerischen Hinweise darauf keinesfalls {iberzeugend sind. Wir glauben daher,
daB die hier gemessenen Winkel nicht als Nachweis fiir eine mogliche fiinfzéihlige Symmetrie
benutzt werden konnen. AuBerdem ergeben umfangreiche numerische Simulationen (vgl.
Kapitel 3) keinertei Hinweis auf ein derartiges Verhalten. '

5.4 Stabilitit der Definition der Ordnungen

Die hier benutzte Definition der Zweigordnungen weicht leicht von der Definition ab, die in
einer anderen Arbeit benutzt wird [99]. Um unsere Ergebnisse direkt vergleichen zu kénnen
und um die Stabilitit der Ergebnisse gegeniiber Anderungen der Definition zu priifen, haben
wir weitere 62 Cluster mit jeweils 10° Teilchen generiert und analysiert. Dabei haben wir die
Definition der Zweigordnung leicht verindert: Wenn sich mehrere Zweige treffen wird nicht

notwendigerweise der lingste Zweig als Hauptzweig angesehen, sondern derjenige mit der bis
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dahin hochsten Ordnung. Lediglich wenn Zweige der gleichen Ordnung n aufeinandertreffen,
wird der lingere als Hauptzweig angesehen und erhilt die Zweigordnung n + 1. Mit dieser
Definition, die mit der in [99] benutzten iibereinstimmt, erhalten wir keine implizite Sortierung
der Zweigordnungen nach Zweiglingen, wie in der ersten Definition.

Die hiermit erzielten Resultate unterscheiden sich nur quantitativ von den vorher erhaltenen.
Das fiihrt im wesentlichen nur zu verinderte GréBenverhiltnissen, die in der folgenden Tabelle

zusammengefallt sind.

Anzahl von Zweigen: 7y = 0.194 £ 0.002

Backbonemasse: 7, = 3.00 £ 0.06

Backbonelaenge: r; = 2.94 4= 0.06

Backbonebreite: 7, = 2.41 =0.01 (64)
Zweigmasse: 7 = 5.36 £ 0.03

Zweiglaenge: rp = 2.86 £ 0.05

Zweigbreite: r = 2.80 £ 0.06

Das Branching- und Lingenverhltnis 7 und 7 stimmen nun mit den Werten in [99] liberein.
Der Unterschied zwischen den beiden Definitionen betrégt ungeféihr 10-20 Prozent

Wir berechnen mit diesen Verhiltnissen nun wieder die entsprechenden Exponenten, die
Lingen, Breiten und Massen verkniipfen. Fiir die gesamien Zweige finden wir:

L o< M*I mit Y| ~ 0.63 £0.01

65
W o M"* mit v; ~0.61 +£0.01 (65)

und fiir die Backbones erhalten wir:

! o< m*t mit v o 0.98 £0.02
w o mPt mit v =~ 0.80 £ 0.03 (66)
w o 1€ mit € ~ 0.81 &+ 0.05

Obwohl also die erhaltenen Verhiltisse unterschiediich sind, dndert dies nichts an dem Ska-
lenverhalten der Langen und Breiten. Das deutet an, daf diese Skalenrelationen unabhéngig
von den Details der-Definition sind.

5.5 Zusammeniassung

In diesem Kapiiel haben wir die Baum-Struktur von Off-Lattice DLA Clustern untersucht.

Wir haben gezeigt, daB nicht nur die Bifurkations- und Lédngen-Verhditnisse 7 und vz kon-
stant sind, sondern atich die Massen- und Breiten-Verhiltnisse 7y und 7pr. Mit Hilfe dieser
Ergebnisse haben wir das Skalenverhalten der Lingen und Breiten der Zweige betrachtet
und gefunden, daB in Off-Lattice DLA die Exponenten »|| und v _iibereinstimmen. Durch
Messung der Verzweigungsmatrix R;; haben wir das Wechselspiel zwischen Haupt- und Ne-
benzweigen untersucht und gezeigt, daB auch Ry einfachen Exponential-Gesetzen gehorcht.
Weiter. haben wir die Winkel zwischen Haupt- und Nebenzweigen gemessen und Hinweise
dafiir gefunden, daB diese Winkel gegen einen asymptotischen Wert von ca. 38° streben. Alle
diese Beobachtungen deuten darauf hin, da8 man bei Off-Lattice DLA fiir den asymptotischen
Grenzfall unendlicher Clustermasse einen Crossover in eine selbst-Zhnliche Struktur erhdlt.




Wir uniersuchen numerisch das Wachstum von Rissen in elastischem Materialien unter dem
EinfluB einer wandernden Schockwelle. Wir beschreiben die Implementierung eines schnellen
Algorithmus, der perfekt auf Daten-Parallele Multiprozessor Computer zugeschnitten ist. Mit
Hilfe von umfangreichen Simulationen auf der Connection Machine CM2 generieren wir
Risse mit mehr als 10000 gebrochenen Bonds auf einem 1024 x 1024 Gitter. Wir zeigen,
daR die resultierenden Strukturen fraktal sind mit einer Dimension, die je nach Wahl des
Bruchkriteriums zwischen 1. und 2. liegt . | o

6.1 Einleitung

Wie bricht ein Festkérper unter einer angelegten Last? Das ist in vielen Bereichen e¢ine
wichtige Frage und hat starke Einfliisse z. B. in Materialforschung, Ingenieurwesen oder
Geophysik. Sie wird seit langer Zeit extensiv sowohl Imt numerlschen expunmentellen und -
analytischen Methoden studiert {63-65] -

Wenn man den Festkdrper als linear-elastisches Medium ansieht, kann d1e Forrnullerung cueser '
T3’2:1,gﬁ mit Hilfe der Lamé-Gleichung ausgedriickt werden '

=V VVE=00 T (6]

welche die Verschiebung 4 eines kleinen Volumen-Elements von seiner Gleichgewichisposi-
tion beschreibt. Die Poisson-Zahl v ist eine Material-Konstante, welche folgende Bedeutung -
besitzt: Wenn man eine uniaxiale Kraft auf einen clastischen Balken der Linge T und Quer-
schnitt- W x W anwendet, wird sich nicht nur dir Linge um AL in Richtung der Kraft, sondern
auch die Breite um AW ‘senkrecht zur Kraftrichtung 4ndern.. Die Pmsson—Zah} erhdlt man
dann als Verhaltms der relaﬂven Langenandcrungen et - L

AW/W
ALIL

. :(68_) ;

'Aufgrund thermodynamischer Argumente muf} v m dem Berelch 1 < 1/ < O 35 hegen, Beton__;' o

hat zum Beispiel eme Poisson-Zahl v = 0. 2

““Wird verdffentlicht in Int. J. Mod. Phys C [112]

59
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Ein Rif kann dann in einem solchen System als zus#tzliche kraftfreie Oberfldche angesehen
werden, was mit Hilfe des Spannungstensors ¢ ausgedriickt wird als zus#tzliche Randbedin-
gung -

g-n=10 (69)
wobei 77 ein Oberfiichenvektor ist. Ein Ri wichst nun, wenn die Spannung parallel zur
RiBoberfliche o eine bestimmte, materialabhingige Festigkeit ¢ tiberschreitet. Da kein first-
principles Argument fiir die Wachstumsgeschwindigkeit bekannt ist, nimmt man oft heuristisch
folgendes Verhalten der Wachstumsgeschwindigkeit an

v o (o —a¢)" (70)

wobei 1 oft einfach auf Eins gesetzt wird. Diese Gleichungen (79), (80) und (70) formu-
lieren das RiSwachstum als nicht-lincares Moving-Boundary Problem, welches wesentlich
schwieriger zu l6sen ist, als die Lamé-Gleichung bei vorgegebenen Randbedingungen seibst.
Allerdings fehlt hier immer noch ein wesentlicher Faktor, welcher im folgenden einfach als
“Unordnung” beschrieben werden soll. Mikroskopisch sind damit Abweichungen von der
perfekten Gitterstruktur gemeint, wie Leerstellen, Versetzungen oder Korn-Grenzen. Auf ma-
kroskopischer Lingenskala werden diese Fehlstellen einfach auf eine rdumliche, stochastische
Verteilung der Material-Parameter wie Poisson-Zahl oder Festigkeit reduziert.
In numerischen Simulationen des RiBwachstums diskretisiert man oft das elastische Medium
auf einem Gitter und 16st die entstandenen Gleichungen numerisch [113,76,78]. Entsprechend
den gewihlten Randbedingungen und den angelegten Kriften relaxiert man das System ins
Gleichgewicht. Danach wird ein oder mehrere Bonds entsprechend der gewihlten Bruchregel
— zum Beispiel der Bond mit der grofiten Last — ausgewihlt und gebrochen. Dadurch
entsteht ein neuer Rand, der wieder eine Relaxation ins Gleichgewicht und damit eine
komplette Neulosung des Problems erfordert. Dieser ProzeB wird iteriert, bis ein RiB der
gewlinschten GroBe generiert ist. Die Unordnung wird in solchen Simulationen implementiert,
indem die elastischen Parameter oder die Festigkeit der einzelnen Bonds variiert werden. Da
man mit dieser Methode mit jedem Zeitschritt immer nur zu Gleichgewichtspositionen gelangt,
ist eine solche Methode nur in der Lage, quasi-statische Prozesse oder “Slow-Cracking” zu
beschreiben.

Ailerdings gibt es andererseits Phinomene — wie Explosionen oder Schockwellen — welche

nicht in diesem quasi-statischen Grenzfall betrachtet werden soliten und in welchen dic Rela-

xationszeit ins Gleichgewicht vergleichbar mit oder ldnger als die Wachstumsgeschwindigkeit

eines Risses ist. Dies wirft das Problem der sehr unterschiedlichen. Zeitskalen auf, die im

RiBwachstum auftreten kénnen. K

Zundchst muf man beachten, dal Viskositit ein Phinomen ist, daBB von einer charakteristischen

Zeitskala beherrscht ‘wird, Das wird ganz deutlich in den Versuchen von Van Damme et

al. [68]: Je nach Druck des Wassers, welches in den Ton hineingeprefit wird, verhilt sich

dieser wie eine viskose Fliissigkeit oder wie ein Festkorper. Auflerdem sei erwihnt, dafl in

Geophysikalischen Modellen auf hinreichend grofer Zeitskala auch die Erdkruste als Material

mit endlicher Viskositiit betrachtet wird.

- Daher ist es offensichtlich wichtig, auf welchen Zeitskalen man ein Riphénomen studieren
will. Bei einer schockartigen Anregung — z. B. wenn man mit einem Hammer auf eine
'_Glasplatte schligt — wird dem elastischen System wesentlich mehr Energie zugefiihrt, als fiir

_.das Wachstum eines Risses benotigt wird. Die iiberschiissige Energie geht teilweise in die
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kinetische Energie des propagierenden Risses, der sich deshalb sehr schnell forwirtsbewegt.
Allerdings muf man beachten, dafl beim Rifiwachstum selbst elastische Energie frei wird,
die hauptséchlich durch Rayleigh-Wellen entlang der Rifloberfiiche zur Rispitze transportiert
wird. Diese Wellen haben eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit v &~ (1.5~4) x 103m/s.
Wenn die Wachstumsgeschwindigkeit des Risses diese Geschwindigkeit iiberschreitet, kann
die freiwerdende Energie die Rifspitze nicht mehr erreichen und akkumuliert an den Seiten
des Risses. Diese akkumulierte Energie fiilhrt dazu, das weitere RiBoberfléiche gebildet wird
und Seitenzweige entstehen, die iiblicherweise kurz sind und daher “Micro-Zweige” genannt
werden. Wenn die Riigeschwindigkeit den Wert v2v tiberschreitet, kann sich die RiBspitze
spontan spalten [114] und zwei Risse propagieren gleichzeitig (“Macro-Branching”). Solch
eine Situation resultiert also in Rifstrukturen mit vielen Seitenzweigen, die auch hinter der
RiBspitze entstehen, weil die freiwerdende Energie nicht schnell genug dissipiert werden kann
[114,115]. Im folgenden wollen wir numerisch solch einen Prozef, in dem man offensichtlich
die dynamischen Aspekte beriicksichtigen muf, untersuchen.

Die Einteilung dieses Kapitels ist daher die folgende: Im Abschnitt 6.2 wollen wir das
benutzte Modell vorstellen, dessen Realisierung auf der Connection Machine im Abschnitt
6.3 dargestellt wird. Im Abschnitt 6.4 beschreiben wir Details der Simulationen und im
Abschnitt 6.5 werden wir die Ergebnisse darstellen.

6.2 Das Modell

Als Modell des elastischen Materials betrachten wir ein Dreiecksgitier masseloser Hookescher
Federn, welche Massenpunkte der Masse 'n verbinden. Ein Dreiecksgitter ist hier fiir die
Simulation notwendig, da ein einfaches Quadratgitter kein Scher-Modul besitzt und damit
beliebig unter Scherung verformt werden kann. Dieses Modell ist als “Central-Force” Modell
bekannt [76]. Die Rinder dieses Gitters werden festgehalten. Auf jedem Gitterplatz hat man
zwei kontinuierliche Freiheitsgrade, die Verschiebungen v, und u, des Massepunkies von der
Gleichgewichtsposition 7). Da wir das dynamische Verhalten dieses Gitters studieren wollen,
bendtigen wir die Zeitentwicklung der Verschiebungen, welche wir durch Newton's Gleichung
erhalten. Entsprechend einem Vorschlag von Chopard [116,117] benutzen wir einen diskreten
Hamilton-Formalismus, um die Dynamik auszudriicken. Der Hamiltonian dieses Systems ist
gegeben durch.
I

N
H@y...on, .. Fy) = o+ Usi(7%,75) (71)

=

1

=12 2 i,j=1
wobei ; und.7; Ort und Impuls des Gitterplatzes ¢ sind und U;; die elastische Wechselwirkung
zwischen den Nichsten-Nachbar-Plétzen i und j beschreibt. Da wir Hookesche Federn haben,

ist
: k . - k . - . .
Usj = —L(|f; = 7] = a)* = =2(|% + 7oi — @5 — 7o;] — a)’
2 s (712)
2%(’5,’5—@'-{-(17‘” —a)

-mit Kopplungskonstanten k;; zwischen den Pldtzen ¢ und 7. d_;*z- ; = T0; — 7oy ist der Gittervek-
tor-zwischen Gleichgewichispositionen und ¢ ist die Gleichgewichtsldnge der verbindenden
Federn {man beachte, daf} n’v" hier keine Differentiale, sondern den Differenzenvektor bedeu-

Teaem lillaaly

tet) “In unseren Slmulatlonen werden wir den Fall ¢ = 0 betrachten, wihrend wir dr;; = 1
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festhalten. Das entspricht dem Fall eines vorgespannten Netzwerkes, wie z. B. einem ge-
spannten Fell tiber einer Trommel.

Die diskretisierten Hamiltonschen Gleichungen sind dann

0H 7i(t)

T m
) 3 SH (73)
n(t) —pi(t—1) = Ty

Tt +1) = 7i(f)

wobei wir vektorielle Ableitungen als Symbole fiir die entsprechen Gradienten benuizen. Die
Zeitentwicklung des Verschiebungsfeldes kann schiieBlich geschrieben werden als

i} o 1 0H
Tyt + 1) — 2%(8) + Ti(t — 1) = 0]
B B T 1 (74)
= Z kij -55J' . (1 - G/ 6ijD

Jj=NN(D)

mit 5;:]' = 4;(t) — 4;(t) + dr;;. Diese Gleichung definiert eine einfache Update-Regel,
welche die Verschiebungen zur Zeit ¢ + 1 mit den Verschiebungen bei ¢ und ¢ — 1 verbindet.
Obwoh! diese gewishlte Dynamik recht grob im Vergleich zu z. B. Molekular Dynamik
erscheint,'kann man tatsichlich zeigen, daB sie den Gesamtimpuls und eine Art Gesamt-
Energie erhilt. Dariiber hinaus erhdlt sie alle Eigenschaften der Schockwelle, die wir zur
Generierung von Rissen bendtigen: Ein aufgeprigtes Wellenpaket wandert mit nur klsinen
Forminderungen mit einer definierten Geschwindigkeit durch das Gitter. Aulerdem gestattet
sie, grofie Rifistrukturen relativ schnell zu simulieren.

6.3 Das Modell auf der CM

Da die Update-Regel (74) gleichzeitig in jedem Zeitschritt auf alle Gitterplidtze angewendet
wird, und da die Topologie des zugrundeliegenden Gitters — im Gegensatz zur Molekular
Dynamik — nicht durch Teilchen Umordnung verdndert wird, bietet eine single-instruction-
multiple-data (SIMD) Maschine wie die Connection Machine eine hervorragende Plattform
zur Implementierung dieses Problems: Jeder Gitterplatz wird auf einen virtuellen Prozessor
abgebildet und alle Gitterplitze werden parallel neu berechnet. Inter-Prozessor Kommunika-
tion wird lediglich fiir die Kraftherechnung in (74) bendtigt. Da jedoch ein Dreiecksgitter
auf-ein Quadrat-Gitter mit Uberniichsten-Nachbar Verbindungen abgebildet werden kann, ist
eine einfache GitterKommunikation mit Hilfe von CSHIFT Kommandos ausreichend und
man benétigt keine langsame Router-Kommunikation, was dieses Gitter-Modell schaell und
effizient macht.

In der tatsichlichen Implementierung benutzen wir die folgende Datenstruktur der
Haupt-Variablen: Jeder Prozessor speichert die Verschiebungen zur Zeit ¢ und # — 1, UT
und UTM1, welche beide als komplexe Zahlen reprisentiert werden. Da wir ein ungeordnetes
System ‘mit quenched disorder simulieren wollen, weisen wir jedem Bond eine unterschied-
liche, zufillige Kopplungskonstante zu. Daher miissen wir auf jedem Gitterplatz die sechs
Kopplungen K zu allen Nachbarn speichern. Dadurch benutzen wir zwar zu viel Speicher, da
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jedes k;; zweimal gespeichert wird — am Platz ¢ und am Platz j — allerdings sparen wir so
unniitige Kommunikation. Die Datenstruktur der Hauptvariablen ist daher

COMPLEX , ARRAY (NXY, NXY} ;3 UT, UTHM1

RERL , ARRAY {Z, NXY, NXY¥) :: K
CMF§ LAYOU? UT(:NEWS, :NEWS)

CMF$ LAYOUT UTHL(:NEWS, :NEWS)
CMF§ LAYOUT K(:SERIAL, :NEWS, :NEWS)

Die LAYOUT Direktive fiir K wird hier benutzt, um die Kopplungen eines Gitterplatzes auf
einer seriellen Dimension auf einem einzigen Prozessor zu speichern. Das ist notwendig, da
sonst der Compiler alle Kopplungen auf verschiedenen Prozessoren verteilt, was zu unndtiger
Kommunikation fithrt. Mit diesem Layout kann ein Schritt von (74) elegant in CM FORTRAN
implementiert werden

.. GET VECTORS TO NEIGHBORS
COMPUTE NEW PARTICLE POSITION AND MOMENTUMN
NN is a help field to store r_i-r_j. It has the same layout as

naon

ut and utml.
‘MM{1l,:,:) = CSHIFT(UT,1,1)
Wi{2,:,:) = CSBIFTI(UT,2,1)
N = CSHIFT(UT,1,-1} iget displacements
NN(5,:,:} = CSHIFT(UT,2.-1) lof nearest neighbors
MN{3,:,:} = CSHIFT(NN(4,:,:},2,1)
MN{5,:,:) = CSHIFT(NN(1,:,:),2,-1}

;1.3 =UT+DR_1

1} -UT+DR_2
¢, 3)=UT+DR_3
, 3,2} =UT+DR_4 tcaleculate difference vector

¢ 3,2} =-UT+DR_3
¢ s} =UT+DR_6

UTH1 = SUM(MN* (K* (1.-AL/ABS(MN)}}, DIM=1)/H + 2.*UT - UTM]

Die CSHIFT Kommandos werden benutzt, um die Verschiebungen zwischen benachbarten
Prozessoren zu kommunizieren. Dadurch, dafl bereits komnmunizierte Daten weiter benutzt
werden, kann die Anzahl der Kommunikationen auf insgesamt sechs reduziert werden. Da
wir hier komplexe Zahlen und keine volle Nichste-Nachbar Kommunikation benutzen, ist
eine Benutzung von stencil Operationen, die speziell fiir Finite-Differenzen Methoden fiir
die Connection Machine entwickelt wurden, nicht angeraten. Die globale Summe entlang der
ersten Feld-Dimension berechnet die von den Nachbarn auf jeden Gitterplatz ausgetibte Kraft.
Da die ersten Dimensionen des Arrays k und der Vekioren zu den nichsten Nachbam NN
alle als : serial Dimension auf denselben Prozessor gelegt sind, erfordert die Berechnung
der SUM keinerlei Kommunikation. | ' '

Leider liefert diese einfache Implementierung noch nicht die optimale Performance. Der
Compiler alloziert und dealloziert unndtig viele temporédre Felder und generiert sogar globale
CM_send Router Kommunikation, welche taisfichlich 43% der gesamten Rechenzeit bendtigt!
Um eine bessere Performance zu erhalten, haben wir das gesamte obige Programm-Fragment
in PARIS {(PARaliel Instruction Set) codiert. Dadurch haben wir eine vollstiindige Kontrolle
tber die Speicherzuteilung, die Kommunikation und kénnen explizit durch eine Pipeline ver-
kniipfte Kommandos wie CM_£f_sub_const_mult_always benuizen, die die Connection
Machine Hardware besonders gut ausnutzen. Nun wird tatsiichlich die meiste Rechenzeit —
38% — fiir die Berechnung von |7 — ;| aufgewendet. Der Kommunikationsanteil kann nun

vernachldssigt werden und ergibt lediglich 5.8% der Rechenzeit.

Diese Verbesserungen resultieren in einer groBen Beschleunigung um einen Faktor fiinf. Man
erhilt auf 8K Prozessoren einer CM2 eine Update Rate von 1.1 “Millionen von Updates. pro
Sekunde” (MUPS) und eine Geschwindigkeit von 110 MFLOPS. Irn Vergleich dazu erhilt
man fiir einen typischen Spin Zellularantomaten mit Multispin-Coding mehr als 1600 MUPS

auf ‘einem Prozessor einer NEC-5X3 [118] und auf einer CM2-32K lduft ein Q2R Zellular




64 KAPITEL 6. SCHOCKWELLEN AUF GITTERN

Automat mit 1600 MUPS [119]. Fiir eine komplette Molekular Dynamik Simulation auf einer
CM?200-8K erreichen Hedman and Laaksonen 0.2 MUPS {120] und fiir eine MD Simulation
auf einer CM2-16K erreichen Mel‘€uk et al. eine Update Rate von 4.5 KUPS [121]

6.4 Die Simulation

Alle Simulationen wurden auf einem 1024 x 1024 Gitter durchgefithit und wir benutzten
3000 und 5000 Zeitschritte. Zu Beginn der Rechnung wurden die Kopplungen zofillig aus
einer uniformen Verteilung mit einem Mittelwert kp = 0.005 und einer typischen Breite
von 50% gezogen. Wir brechen anfangs alle Bonds zwischen dem zentralen Gitterplaiz 7
und seinen Nachbarmn., Danach wird dem Gitter ein Anfangs-Impuls aufgeprigt: Wenn 7
der zentrale Gitterplatz ist, dann werden alle seine néchsten Nachbarn 71 ...7s radial um
100 Gitterkonstanten nach anBen verschoben, wihrend alle anderen Gitterpliize festgehalten
werden. Diese Verschiebung scheint zunichst sehr groB, aber da wir ein exakt harmonisches
Potential benutzen, ist die tatsichliche Grofe dieser Verschiebung nicht relevant. Wir wollen
nur sichierstelien, daB die aufgeprigte Welle stirker als das durch die zuftlligen Kopplungen
aufgeprigte Rauschen ist. Zur Zeit ¢ = 0 werden alle Gitterplitze freigelassen und das
System kann sich frei entwickeln. Danach wird nach jedem zweiten Zeitschritt der Bond mit
der groBten Auslenkung I, bestimmt und alle Bonds gebrochen, deren Auslenkung gréBer
als o+ I, ist — wobei « ein freier Parameter ist — und welche auf der Oberfliche des bereits
genericrien Risses liegen. Alle diese Bonds werden gebrochen, indem man die entsprechenden
Kopplungen k;; auf Null setzt. Man mufl beachten, daB diese Wachstumsregel keinerlei
Kommunikation bendtigt und vollkommen paraliel auf den Pldtzen ¢ und j durchgefiihrt
werden kann, da jeder der beiden beteiligten Gitterplétze eine lokale Kopie von k;; besitzt.

Wir betrachten also ein relatives Bruchkriterium statt eines absoluten, was folgende Griinde
hat: Bei einem absoluten Kriterium wiirde man alle Bonds brechen, deren Ausdehnung einen
kritischen Wert [, iiberschreitet. Andererseits nimmt die Amplitude der nach aufien laufenden
Welie mit zunchmendem Abstand ab. Wenn also die Welle uispriinglich eine Amplitude
oberhalb des kritischen Wertes hat, bricht die Welle alle Bonds, die sie erreicht, und nachdem
die Amplitude unter den kritischen Wert gefallen ist, werden keine weiteren Bonds gebrochen.
Man erzeugt auf diese Weise lediglich ein strukturloses Loch im Medium.

Ein #hnliches Modell wurde bereits von Louis und Guinea [81] studiert. Sie lsen ein quasi-
statisches Problem, filhren dabei allerdings nur ein paar Relaxationsschritte durch, um das
Gleichgewicht in deren Gittersystem zu ermitteln. Da sie jedoch eine Overrelaxation-Methode
benutzen, hat in ihrer Rechnung jeder Zeitschriit eine andere dynamische Bedeutung, als in
dieser Methode und kann nicht mit einer tatséchliche Zeitentwicklung in Verbindung gebracht
werden. " Eine weitere Parallele findet man bei der Wachstumsregel. Louis et al. wihlen
Bonds, die gebrochen werden sollen, mit einer Wahrscheinlichkeit aus, die proportional zur
Bondlinge ist P;; « |7; — 7;]. Dies entspricht einer annealed disorder, die als thermisch
angeregtes RiBwachstum interpretiert werden kann. . S '

é% Resultate

Um zu demonstrieren, daf die gewihlte Dynamik (74) verniinftige Resultate liefert, betrachten

‘wir: zundchst den Fall eines kontinuierlichen Wellenpaketes, daf durch ein System ohne
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Abbildung 33 Schnitt durch eine Schockwelle nach 200 Zeitschritten.

Unordnung und ohne Risse wandert. Dazu wihlen wir einen kontinuierlichen initialen Puls

der Form
4(t) = ip - (1 ~ COS (21r . ;)) (75)

mit 0 < £ < 7 und %(¢) = 0 bei ¢ > 7 wihrend sich alle anderen Gitterplitze frei bewegen
konnen. Die Periode ist gewihlt als 7 = 100.

Fig. (33) zeigt einen Schnitt entlang der z-Achse durch die aufgepriigte Welle zur Zeit £ = 200.
Man findet tatsichlich den initialen Puls wieder, der von einer weiteren kleinen Welle begleitet
wird, die durch die Trigheit des ausgelenkten, zentralen Platzes verursacht wird. Bei einer
Messung der Geschwindigkeit des Wellen-Maximums findet man die Gruppengeschwindigkeit
einer radialen Welle mit Frequenz w = 2% /7 auf einem Dreiecksgitter.

Nachdem wir iiberpriift haben, daB diese Welle das erforderliche Verhalten aufweist, préigen
wir nun einen singuliren Puls auf, der dem Fall 7 = 2 entspricht.

In den Bildern (34-36) zeigen wir verschiedene Beispiele von Rissen, die fiir verschiedene

Biuch-Schwellen generiert wurden: « = 1 (10934 sites) — hier wurde nur genau der jeweils

am sizrksten belasicte Bond gebrochen —, o = 0.88 {16038 sites) und o = 0.95 (35837

h 3

sites). In Klammem steht die Anzahi der Gitterpliiize, die zu gebrochenen Bonds gehoren.
Alle Risse zeigen eine sternartige, fraktale Struktur. Fiir abnehmendes o sind die Sirukturen
mehr und mehr verzweigt. Das ist einfach zu verstehen, denn mit abnehmendem o liegt
die Last von wesentlich mehr Bonds oberhalb der Materialfestigkeit und kdnnen gebrochen
werden. AuBerdem mufl man beachten, dal wir ein vorgespanntes Netzwerk simulieren:
Jeder Bond, der gebrochen wird, ist Ausgangspunkt einer weiteren Welle. ~Fiir kleines o
konnen auch diese Streuwellen wieder zum Wachstum von Rissen beitragen und somit ein
lawinenartiges Anwachsen der gebrochenen Bonds nach sich ziehen. Man kann daher zwei |
verschiedene Bereiche unterscheiden: Fiir o nahe bei Eins wiichst der Riff im wesentlichen an
den Rif3spitzen, welche im wesentlichen mit der Front der aufgepragten Welle iibereinstimmen..




66 KAPITEL 6. SCHOCKWELLEN AUF GITTERN

F

Abbildung 34 RiBstruktur generiert fiir o = 1.

Abblldung 35 RlBstrukLm genenert fur o= 0 98

Die Seltenzwelge hmter der Front bIelben inaktiv. Fur klemeres o beglnnen anch che Rlsse o

'_hmter der Schockfront . wachsen und spalten sich- auf, und letztendhch wir der gesamte
.R113 raumfullend R SRR SERRELHER S . S
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Abbildung 36 RiBstruktur generiert filr o = 0.95.
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Abbildung 37- Scaling der Anzahl der gebrochenen Bonds mit :dgm__-Radi_u_s.Of Gyration.

Dariiberhinaus stellt man fest, daB mit kleinerem ¢ die Struktur des verwendeten Gitters immer
mehr an Einfluf gewinnt und der Rif letztendlich eine sechszihlige Symmetrie aufweist. .-
Eine quantitative Beschreibung erreicht man durch das Studium der fraktalen Dimension, die
hier tiber den Radius of Gyration Rg bestimmt wird. In Fig. (37) zeigen wir das typische
'Abhingigkeit der Anzahl der gebrochenen Bonds vom Radius of Gyration. Exemplarisch -
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Abbildung 38 Abhingigkeit der fraktalen Dimension vom Bruch-Schwellwert .

zeigen wir die Daten fiir o = 0.98, fiir die iiber vier verschiedene Risse gemittelt wurde.
Man sieht sehr schén das Skalenverhalten

N o« RY (76)

und fiir dieses spezielle Beispiel erhilt man eine fraktale Dimension Dy = 1.15. Wie
cben angesprochen variiert diese Dimension mit dem «. In Bild (38) zeigen wir daher die
Abhingigkeit der fraktalen Dimension fiir verschiedene «. Auch in diesem Graphen haben
wir zur Bestimmung der fraktalen Dimension jeweils tiber vier Cluster gemitteit. Man findet
eine lineare Abhingigkeit

Dj(e) = —(2.06 £ 0.05) - & + (3.19 £ 0.05) L an

D. h. mit abnehmendem « nihert man sich einer raumfiillenden Siruktur, die man fiir einen
kritischen Wert a =~ (.58 erreichi.

6.6 Zusammenfassung

Wir haben die Implementierung und die Resultate einer Simulation von Riwachstum mit
diskreten Zeitschritteh diskutiert. Wir benutzen ein einfaches Central-Force Modell und un-
tersuchen die schnellen RiBprozesse (“Fast-Cracking™) anstatt der iiblicherweise betrachteten
quasi-statischen Vorginge (“Slow-Cracking”). Mit Hilfe einer vereinfachten Dynamik, die
trotzdem die wesentlichen Eigenschaften zur Riflerzeugung erhilt, sind wir in der Lage, Risse
mit mehr als 10000 Pldtzen auf einem 1024 x 1024 Gitter zu generieren. Wir erhalten frakiale

‘RiBmuster mit einer fraktalen Dimension, die llnear von der Matenalfesngkelt e abhangt und_ o

' emen Berclch zwxschen 1 1 and 2. 0 abdeckt




In enger Analogie zu Diffusion Limited Aggregation (DLA) und angeregt durch eine Arbeit
von Roux, konstruieren wir einen Random-Walk Algorithmus, mit dem das Rifwachstum
in elastischen Medien simuliert werden soll. Im Gegensatz zu den iiblichen Gittermodellen
wird hier das Spannungsfeld nicht im gesamten Medium bestimmt, sondern wir benutzen
Random-Walker, um diejenigen Punkte auf der RiBoberfliche zu bestimmen, an denen
die groBte Spannung herrscht. An dieser Stelle wird das Spannungsfeld mit Hilfe einer
analytisch berechneten Green-Funktion bestimmt. Die komplizierte Randbedingung an der
RiBoberfliche wird berticksichtigt, indem Walker immer wieder in das System zurlickgeschickt
werden. Mit dieser Methode kOnnen wir Risse generieren, die bis zu 20.000 Teilchen
enthalten. Alle Simulationen kénnen auf konventionellen Workstations innerhalb relativ
kurzer Zeit durchgefiihrt werden. Wir simulieren mehrere verschiedene Randbedingungen
wie einachsigen Zug, reine Scherung oder isotrope Dilatation. Dartiberhinaus studieren wir
den EinfluB der verschiedenen freien Modell-Parameter wie Noise-Reduction und Ermiidungs-
Effekte. Wir untersuchen weiter den EinfluB eines anisotropen Random-Walk, bei dem ein
Bias aus dem lokalen Spannungsfeld bestimmt wird. Mit diesem neuen Modell gelingt
es uns, typische Rifstrukturen aus Experimenten und anderen numerischen Rechnungen zu
reproduzieren und die wesentlichen Eigenschaften von realistischen Cracks zu simulieren. -

7.1 Einleitung

Das Studium von Nicht-Gleichgewichts Wachstumsmodellen ist in den letzten Jahren extrem
populir und erfolgreich gewesen. Besonders das durch die Laplace-Gleichung bestimmte
Wachstum wurde eingehend untersucht und eine Vielzah] von Anwendungen kann auf den
verschiedensten Gebieten gefunden werden. Als Beispiele sollen hier Elektrodeposition [16],
Verdrangung viskoser Fliissigkeiten Displacement [13] oder das Wachstum von Bakterienkolo-
nienf15] angefiihrt werden. Ein Grund fiir die Popularitit ist, daB eine numerische Simulation
sehr effizient mit Hilfe von Diffusion Limited Aggregation (DLA) [9] moglich ist. Mit Hilfe

+ HLRZ-preprint[122]

6%
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von optimierten Programmen [42,43] ist es moglich, sehr groBe Cluster mit 30 oder sogar 50
Millionen Teilchen zu generieren [123,124].

Dieses Kapitel wird sich jedoch nicht mit DLA beschéftigen. Statt dessen werden wir —
angeregt durch einen Artikel von Roux [10]— in enger Analogie zu DLA einen Algorithmus
konstruieren, mit dem das Problem des RiBwachstums in elastischen Medien studiert werden
soll [63,65,64]. Bei diesem Problem wird eine bestimmte Kraft auf ein elastisches Medium
angewendet, in dem sich daraufhin Risse ausbilden, so daB das Material in mehrere Teile
auseinander brechen kann. Obwohl bereits viele optimierte und wohlbekannte Methoden —
die im wesentlichen auf Gittermodellen basieren — existieren [125,83], bleibt die numerische
Simulation des Rifwachstums selbst auf modernsten Supercomputern ein extrem zeitaufwen-
dige Aufgabe, so daB immer noch nur kleine Systeme mit wenigen tausend Gitterplitzen und
dementsprechend nur Risse mit einigen hundert bis zu wenigen tausend gebrochenen Bonds
simuliert werden konnen. Deswegen werden neue Algorithmen und Methoden, die vielleicht
sogar die Simulation von Riwachstum auf Workstations ermdglichen, dringend benofigi.

Wie bereits von mehreren Wissenschaftlern aufgezeigt wurde [126,127], findet man einige
bemerkenswerte Parallelen zwischen dem vektoriellen Elastizitdtsproblem — das durch die
Lamé-Gleichung bestimmt wird — und dem skalaren Problem der Elektrostatik — welches
von der Laplace-Gleichung bestimmt wird. Roux hat sogar exakt gezeigt [10], daB es
formal moglich ist, die Green-Funktion der Lamé-Gleichung mit Hilfe eines vektoriellen
Random-Walks zu konstruieren, und damit die wohlbekannte Methode zur Bestimmung
des elektrischen Potentials mit Hilfe von Random-Walkern erweitert. Allerdings ist die
tatsichliche Implementierung und Interpretation eines Random-Waik Algorithmus im Falle
der Laplace-Gleichung wesentlich einfacher als fiir das Elastizitdtsproblem. Obwohl Roux’s
Arbeit [10] den Weg einer konkreten, praktischen Realisation seiner Ideen deutlich aufzeigt,
ist bisher keine Urnsetzung seiner Arbeit in eine numerische Simulation erfolgt, und es gibt
auch keinerlei Uberpriifung, ob ein derartiger Algorithmus iiberhaupt prakiikabel ist.

In der vorliegenden Arbeit werden wir Roux’s Gedanken und Ergebnisse diskutieren und
erweitern und einen darauf basierenden neuen Algorithmus vorstellen, mit dessen Hilfe wir
das RiBwachstum in elastischen Medien angehen wollen. Zu diesem Zweck werden wir
eine DLA-artige Random-Walker Methode einfithren, in der die Walker dazu benuizt werden,
diejenigen Punkte auf der RiBoberfliche zu bestimmen, an denen die grofte Spannung herrscht
und an denen somit ein Rif weiterwachsen wird. “DLA-artig” ist hier nicht in dem Sinne
von “probabilistisch” zu verstehen, wie er in [81,82,128,129] benutzt wird., Dort ist im
wesentlichen ein Wachstum analog zum DBM Modell von Niemeyer et al. [14] gemeint.
Wir verstehen unter DLA-artig die Benutzung von Random-Walkern, um Informationen iiber
angelecte Krifte an die RiBoberfliche zu transportieren.

Pwivipve LRl el AT IRUSUY algaiit. 20

Der Aufbau dieses Kapitels ist der folgende. Im Abschnitt 7.2 werden wir eine systematische
Einfiihrung in das Problem des RiBwachstums geben. Wir werden kurz die Ideen und Resultate
von Roux [10] wiedergeben und erweitern, und wir werden die Griinde diskutieren, warum
eine ‘direkte Umsetzung in eine numerische Methode nicht praktikabel ist. Im Abschnitt
7.3 werden wir ein neues Modell fiir das RiBwachstum vorstellen, bei dem wir uns von
Roux’s urspriinglichen Ideen und dem DLA Algorithmus leiten lassen werden. Wir werden
~auch die besondere Behandlung der Rifoberfliche diskutieren, was sich als das wesentliche
Problem - dieser Methode herausstellen wird. Danach werden wir im Abschnitt 7.4 die
mit diesem Modell erzielten Resultate vorstellen. Wir werden verschiedene Variationen
studieren, um den EinfiluB der verschiedenen Parameter zu verstehen und die Anwendbarkeit
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auf realistische Félle zu untersuchen. Diese Ergebnisse werden wir mit verschiedenen
analytischen, experimentellen und anderen numerischen Resultaten vergleichen. Im Abschnitt
7.5 werden wir dann alle Vorteile und Probleme dieser Methode kritisch diskutieren und
unsere Ergebnisse zusammenfassen.

7.2 Zusammenhang zwischen dem Rifiwachstum
vnd Random-Walkern

Betrachte ein d dimensionales unendliches elastisches Medium mit einer Poisson-Zahl v. Die-
ses System kann beschrieben werden durch ein Spannungsfeld g, welches im Gleichgewicht

Divg = 0 (78)

erfiillt. In Verbindung mit dem Hookeschen Gesetz kann dies ausgedriickt werden durch das
Verschiebungsfeld # und man erhilt die Lamé-Gleichung

(1=v(d-1)V%E+V(V-4)=0. ) (79)

Ein RiB kann in einem solchen Systern als eine zusétzliche krifiefreie Oberfliiche beschrieben
werden und daher hat man an ihm die zusdizliche Randbedingung
g-n=0. (80)

Hier muf} betont werden, daB diese Randbedingung durch das Spannungsfeld ausgedriickt
wird — dies entspricht im DLA Fali dem elektrischen Feld —— und nicht durch das Verschie-
bungsfeld — was im DLA Fall dem elektrischen Potential entspricht. Dieser Unterschied
macht es erforderlich, daf die Rioberfliche anders behandelt werden mu8, als bei DLA.
Neben diesen allgemeinen Gleichgewichisbedingungen, kann die Bedingung fiir das Rilwachs-
tum mit Hilfe der Komponente des Spannungstensors parallel zur RiBoberfidche o) formuliert
werden. Diese hat einen kritischen Materialparameter o, zu iiberschreiten, welcher direkt mit
den intermolekularen Kohgsionskrifien verkniipft ist, und die Wachstumsgeschwindigkeit v,
eines Risses ist in dieser Darstellung bestimmt durch

Tp X (0'“ - G’c)n. (81)

Die GroBe n ist ein heuristischer Parameter, der oft der Einfachheit halber auf Eins gesetzi
wird. ‘Die Gleichungen (79, 80, 81) formulieren zusammen das Rilwachstum als ein nicht-
lineares Moving-Boundary Problem.

Das Bruchkriterium (81) entspricht einem erweiterten Griffith-Kriterium, welches fiir sprode
Materialien giiltig ist. Neben dieser einfachen Regel existieren noch weitere Kriterien, die
z. B. die Biegung eines Materials berticksichtigen. Besonders im Ingenieurbereich sind noch
eine Vielzahl weiterer Bruchkriterien heuristisch bestimmt worden, die alle fiir bestimmite
Materialklassen giltig sind (vgl. [74]). Von diesen sei hier nur noch das von-Mises-
Kriterium erwihnt, welches das Einsetzen von plastischer Deformation in polykristallinen
Korpern beschreibt. Es kann formuliert werden als

2

~

r o R .
I.(Sl — 52)2 + (59 = b'3}2 + {51 — 53)

1

16

> k2 (82)

| S— ]
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wobei Sy, Sz und S3 die Hauptschubspannungen — also die Eigenwerte des Spannungstensors
— sind und k eine kritische Materialfestigkeit bedeutet, die in einem uniaxialen Zugversuch
bestimmt werden kann.

Um ein vollstindige Einfiihrung in das Problem zu geben, werden wir nun kurz die wesentli-
chen Gedanken von Roux [10] zusammenfassen, um sie danach erweitern und kommentieren
zu kénnen. Der grundlegende Gedanke seiner Arbeit besteht darin, einen Markov Prozef} zu
formulieren, der einen vektoriellen Charakter besitzt und letztendlich auf eine Green-Funktion
der Lamé-Gleichung fithrt, Dies wird in enger Analogie zu der einfachen skalaren Diffusion
durchgefiihrt, die man letztendlich als Grenzfall in der folgenden Herleitung wiederfinden
wird.

Betrachte daher ein elastisches Material in dessen Innerem ein (unbekanntes) Verschiebungs-
feld 7 herrscht, welches ein Ergebnis der am Rand angelegten Verschiebungen ist. Dieses
Verschiebungsfeld soll am Punkt ¥ bestimmt werden. Zu diesemn Zweck betrachte den fol-
genden Markov ProzeB: Ein Random-Walker startet an einem Punkt Z und fiihrt einen ersten,
elementaren Schritt der Linge 7 in die Richtung é1 durch. Nach einer Mittelwertbildung iiber
alle moglichen Richtungen é) definiert man in Z einen neuen Vektor

@)@ = (Q@) 3@ + 7)), )

€1

wobei die elementare Schrittmatrix Q(€) definiert ist als
Q(")z; (- 1+(1-a)- doé‘@é‘)i. =(a & +{1—a) d-ee;) (84)

und « ein Parameter ist, der spiter noch definiert wird. Hierbei ist € R e die Pro;ekuonsmatnx
(E® &) = e e

Wie iiblich in Markov Prozessen wird dieser elementare Schritt iteriert. Daher definiert man
nach NV unabhingigen Schritten — wobei jeder von der Lénge r ist — an der Stelle T den
neuen Vektor '

(@F)(@) = (Qew) -+ Q&) - AE +ra + -+ réw)) - (85)

61...;':‘\’

Durch Fourier Transformation in den Impuls-Raum

(¥8)(7) = [ (@Fa) @ (i) e =¥ ()-2(F) o)

I\/ A

kann man den Grenzfall verschwindender Schritiweite 7 — 0 und divergierender Anzahl von

e TT: mem rmmaadeein F

- - P - . E) [ ar 9 n 2 1 I .
Schritten N — oo bestimmen, wobei ¢ = Nr° fesigehalten wird, Mit Hilfe des zentralen
G_re_nzw_e_rt :Satzes erhilt man

1

Jim @ () =2'(F)
T 87)

= exp (—m [(2(1 +d)k%1 +2d(1 - a)k ® E]) = exp (M).

‘Man sieht leicht nach der Ricktransformation in den Ortsraum, daf die Funktion

/""\
N-
3

'-...
H

Q') (%) =Jfg(~) (F + 7) dir (88)
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Abbildung 39 llustration des einfachsten Algorithmus: Ein Walker startet am Rand bei 7
erreichi ‘einen Rif} bei 7y. Wihrend des Walks muB man das Produkt der Schnttmatnzen

Q(en) -~ (61) bestimmen.
eine Losung einer “zeitabhingigen” Lamé-Gleichung ist

8(Q'a)(Z) _ B+ )V (QHE) () + 2d(1 = )V(V - (Q*E) (D)) (89)
a3t 2d(d + 2) '

Im stationdren Grenzfall 8(Q'%)(Z)/8t = 0 erhdlt man offensichtlich ein Losung der Lamé
Gleichung, wenn « korrekt gewihlt wird. Durch einfachen Koeffizientenvergleich findet man
auch eine Bestimmungsgleichung fiir den Parameter a

d(1 - 2v(d - 1))

Sd+1—dv(d—1)) G0

Zusammenfassend kann man festhalten, daBl in dieser Formulierung die Bestimmung einer
zeitabhéngigen Green-Funktion Q’j(v“), die in (88) bendtigt wird, mit Hilfe von vekioriellen
Random-Waikern ausgedriickt ist. Offensichtlich zeigt Gl. (85) den Markov Prozef, den man
dazu durchzufithren hat. Im folgenden werden wir aber zeigen, dal es nich_t praktikabel ist,
einen tatséchlichen Algorithmus direkt anf (85) aufzubauen. '
Eine direkte und naive Implementierung von (85) wiirde die folgenden Scnrxtte Dsmha.ltcu Ein
Random-Walker wiirde am Rand an einer Stelle 7; = £ 7, an der eine bekannte Verschiebung
# herrscht, gestartet werden. Dieser Walker mdge nach einem isotropen Random-Walk einen
Rif} an der Stelle 7y = Z beriihren. Wihrend des Walks berechnet man gleichzeitig das Produkt
der elementaren Schrittmatrizen Q( éx )+ Q(&1) und schlieBlich mittelt man in T dber alle
eintreffenden Vektoren Q(ely) - (el) u(r,) Die erhaltenen Daten miissen extrapoliert
werden zum Grenzfall 7 — 0 — was wenigstens in dieser Implementierung automatisch den
Grenzfall N -» co nach sich zieht — und entsprechend der Gl. (88) ergibt dieser Prozef
schlieBlich die benétigte Losung.

 Aber obwohl dieser ProzeB stark an die Konstruktion einer Green-Funktion der Laplace-
"Gleichung erinnert, existieren mehrere Unterschiede, die letztendlich einige Schwierigkeiten
-nach sich ziehen. Im Gegensatz zu DLA ist hier die Geschichte der einzelnen Walks extrem
wichiig, Die Produktmatrix hingt explizit von jedem einzelnen Schritt €; dieses Walks
. ab und daher ist der tatséchliche Weg, auf dem der Walker von seinem Start- zu scinem
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Endpunkt gelangt, essentiell wichtig. Da aber exponentiell viele mogliche Wege von 7 nach
7¢ existieren, muB der Beitrag eines einzelnen Walkers zum Miitelwert (85) beliebig klein
werden.

Andererseits ist es notwendig, die entsprechenden Grenziiberginge N — oo durchzufiihren
und daher wichst die Anzahl der Faktoren in der Produktmatrix schnell an. Da jedoch die
Eigenwerte von (&) ungleich von Eins sind, hat die Produktmatrix @(€x)---Q(€1) eine
unkontrollierbare Norm, die mit der Schrittzahl exponentiell divergiert oder verschwindet.
Aus diesen Argumenten folgt, da der Betrag des Vektors Q(&x)---Q(&1) - @(7;) nicht
kontrollierbar ist. Ahnliche Argumente fithren sofort zu dem SchluB, daB nicht nur die
Norm, sondern auch die Richtung des resultierenden Vektors exponentiell stark fluktuiert. Das
Resultat dieser Uberlegungen ist also, daf} eine naive Implementierung eines Algorithmus, wie
er durch Gl. (85) vorgeschlagen wird, enorime statistische Fluktuationen sowohl des Betrages
als auch der Richtung von (Qf.v @) (&) nach sich zieht, die in numerischen Simulationen nicht
unterdriickt werden kénnen.

Eine weitere wichtige Schwierigkeit ist, da der eben beschriebene Algorithmus die Gegenwart
eines Risses, also eines kraftfreien Randes, der das Spannungsfeld stark beeinfluBt, véllig
vernachlissigt. Dariiberhinaus ist es auch nicht leicht mdglich, die Randbedingung (80)
einzubeziehen, denn sie ist mit Hilfe des Spannungsfeldes o formuliert, welches nicht in der
vorhergehenden Betrachtung beriicksichtigt ist. Zwar ist es mdglich, diese Randbedingung
mit Hilfe des Verschiebungsfeldes # auszudriicken, aber dies zieht die Bestimmung von
riumlichen Ableitungen des Verschiebungsfeldes nach sich, welche noch weniger zugiinglich
sind, als die Verschiebungen selbst.

Trotzdem zeigten die vorhergehenden Uberlegungen, daB ein Zweck der Random-Walker
darin besteht, die Matrix Q__t(v'"‘), die die Grundlage von (88) ist, zu konstruieren. In einem
unendlichen System kann diese Matrix, die bereits den Mittelwert iiber alle Produktmatrizen
von Walks, die im Ursprung starten und in 7 enden, analytisch bestimmt werden. Somit kann
man (88) direkt mit Hilfe von Random-Walks auswerten, wobei die Walks jetzt lediglich
dazu benutzt werden, einen Start- und Endpunkt £ und T + 7 zu bestimmen. Hierbei
ist der explizite Weg eines jeden Walks nicht mehr relevant und daher hat man nicht die
vorhin beschriebenen grofen Fluktuationen zu erwarten. Deswegen werden wir jetzt kurz die
Riicktransformation von (87) in den Ortsraum und die Bestimmung von Q*(7) darstellen, um
die daraus entstehenden Probleme diskutieren zu konnen o

Da. du—‘- Mamx M im Exponenten von (87) symmetrisch ist, kann sie leicht diagonalisiert
werden, und daher kann Q ( ) in geschlossener Form berechnet werden. Man erhélt in zwei
D1mcnsxonen

R 1 ( k?expy+kfex k1ko{exps — exp1} o
Ot = — 1 €Xpg TRy €XPy 1K2{€XP2 P1 o
g ( ) 2 (kle{Esz —exp;}  k}exp, +k3 exp, ©h

wobeil exp; = exp (—-t/\z-i-c?) gilt und A; und As die Eigenwerte

20 +d
2d(d + 2)
3d + 2a(1 - d)

2d(d + 2)

M =
(92)
Ao =
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von M sind. Die Transformation in den Ortsraum

= -\ Ak
$ __ t JEdin .
g (1) = /_Q_ (k) exp (zkr) (%)2 (93)
erfordert dann die Berechnung von Integralen der Form
kik; g =\ d2k
—~exp | —tAk" ) ex zk'r) . 94
f L2 P ( ) P ( (gﬂ-)? ©4)
Mit Hilfe von
Bk () anar=r (o) ©5)
sin @ sin @y

iiefert die Berechnung der Winkel-Integration Begsel Funktionen der ersien und zweiten Art,
J()(.’B)__ und_ JQ(ZE)

2%

/C082 @ - exp (ikr - cos (¢ — ) dp = w{Jo(kr) — cos (2¢,)Ja(kr)]
0

2

fsinz @ - exp (1kT - cos (¢ — @r)) dp = w[Jo(kr) + cos (29, )Ja (k)] (96)
0

27
/sin pcos @ - exp (1kr - cos (p — ¢y )) dip = w{—sin (2, ) Ja(kr)]
0

Die verbleibende r-Integration erfordert Integrale von Bessel und Gauf Funktionen und
schlieBlich erhdit man [130]

1 F@T

~ 1
i"(f“’) = E—W[fs(r, )+ falr )] 1L — Qﬂf“("” £).2 : o7
wobei. gilt |
e f (T a = €Xp (—7"2/4)\11‘,) exp (_,7.2/4>\2t) ;
o Bty Aot (08}
fo(rit) = (l + ait exp (=72 /4M1) 14 adgt\ exp (—r2/4dot) T
alfs - ‘ “}"2 4,\1t ‘T‘2 4A2t -

Dieses Resultat kann unter verschiedenen Gesichtspunkten diskutiert werden. _

Man kann an der Struktur von fs(r,t) und f,(r,t) erkennen, daf der zugrundeliegende
elementare Prozef ein Random-Walk ist. Sie enthalten Gaull Funktionen, die das Resultat der
freien Diffusion von Teilchen in einem unendlichen Gebiet sind. Den Grenzfall der reinen
Laplace-Gleichung erhilt man durch » — —oo und in diesem Fall reduziert sich Qt(f) Zur
Green-Funkiion des entsprechenden Laplace-Problems, welches ein einfache GauB~Funktion
ist. "

Da man fordert, da t = N 72 endlich bleiben soll, filhrt man eine neue Variable ein, die
natiirlich als Zeit interpretiert werden kann. Allerdings basieren alle neuen und effizienten
DLA Algorithmen darauf, daB die Schrittweite eines Random-Walks dynamisch variiert wird
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und somit ist es nicht moglich, in diesen Algorithmen eine sinnvolle Zeitskala einzuftihren.
Dies ist allerdings kein Nachteil, da fiir DLA Zeit irrelevant ist. Hier ist es offensichtlich
nicht so, denn man findet eine explizite Zeitabhiingigkeit! Dariiberhinaus muf} man beachten,
daB Gl. (88) erst im Grenzfall £ — oo eine Losung der Lamé-Gleichung liefert. In diesem
Grenzfall verschwindet jedoch Q*(F) identisch, so daB man die triviale Losung @(7) = 0
erhilt. Dies kann man in Analogie zur einfachen Diffusion leicht so interpretieren, daf in
diesem Grenzfall eine urspriinglich vorhandene Verschiebung komplett “wegdiffundiert” ist.

Das eben bestimmte Q°(7) gilt lediglich in einem unendlichen Gebiet ohne Rénder, denn in
(85) mittelt man im wesentlichen iiber alle Walks, die einen gegebenen Start- und Endpunkt
verbinden. Man vernachlissigt, daB in der Gegenwart eines zusitzlichen Randes solche Walks
von der Mittelung ausgenommen werden miissen, die diesen Rand berithren, bevor sie den
Endpunkt erreichen. Prinzipiell kann man dies korrigieren, indem man den Mittelwert (85)
nur aus jenen Walks bestimmt, die einen bestimmten Raumbereich nicht verlassen (“First-
passage”). Allerdings ist dann eine geschlossene Bestimmung von Qt('F) nicht mehr mdglich.

Zusammenfassend kann hier gesagt werden, daf3 ebenfalls eine numerische Simulation von
(88) — obwonhl technisch mdglich — nicht prakiikabel ist, da im wesenilichen die Einftihrung
der neuen Zeitvariablen ¢ nicht interpretiert werden kann. Zum Verstéindnis der folgenden
Uberlegungen muf betont werden, daB die Matrix Qt(f') in (89) die Rolle einer zeitabhéingigen
Green-Funktion spielt. Demnach filhrt der gesamte urspriingliche Algorithmus auf die
Berechnung einer zeitabhingigen Green-Funktion in einem unendlichen Medium mit Hilfe
von Random-Walkern! Diese Green-Funkiion ist aber analytisch direkt zugénglich, so daf}
deren Konstruktion nicht mit Hilfe von Random-Walks erfolgen mufl. Auf diesem Resultat
werden wir nun einen neuen Algorithmus aufbauen

7.3 Algorithmus

Aus den vorhergehenden Abschnitien ist kiar geworden, da8 die urspriingliche Methode immer
auf die Berechnung einer Green-Funktion des Verschiebungsieldes mit Hilfe von Random-
Walkern hinauslduft. Da allerdings sowohi die Randbedingung, als auch die Bedingung fiir
das RiBwachstum mit Hilfe des Spannungsfeldes ausgedriickt ist, ist es natiirlich, direki eine
Green-Funktion fiir das Spannungsfeld zu benutzen und daraus einen Algorithmus dhnlich
den oben vorgestellten zu konstruieren.

Betrachte daher eine unendlichen elastischen zweidimensionalen Korper, der im Unendlichen
festgehalten werden soll @{oc) = 0. Im Ursprung wird eine punktfSrmige Kraft F angelegt,
welche ein Spannungsfeld g*(7) erzeugt, das durch Divg® = = F . §(F) bestimmt ist. Dieses
Feld kann mit Hilfe der Methode von Kolossov-Mushkelishvili [131,132] bestimmt werden.
Diese Methode ist im Anhang A skizziert. Man erhilt so folgendes Spannungsfeld

ot = ( oz 7 ) (99)

- mit den Komponenten
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Opp = 2%(2{) + ?R(z? + ﬁ:z>
c - _
o3 =2R(5) - ;R(gg + mg) (100)
TF = -—%(f; + EE)
F4 z
Hierbei sind alle Vektoren als komplexe Groflen dargestellt
z=x 4y
Fp 41,
R o
k=3 —4v

und R(z) bzw. I(z) bezeichnen den Real- bzw. Imaginérteil von z.

Zusitzlich muB man beachten, daB die Wahrscheinlichkeit, da ein Random-Walker, der im
Zentrum eines Kreises mit Radius 7 gestartet wurde, ein bestimmtes Fldchenelement r - dy
auf dem Rand erreicht, gerade durch pdy = dy/2nr bestimmt ist. Dieser Faktor muf} aus
(100) herausdividiert werden, da wir dieses Spannungsfeld mit Hilfe von Random-Walkern
auswerten wollen und so diesen Term automatisch durch die Random-Walker integrieren.
Wir erhalten somit eine Green-Funktion

g =2m|z{ g (102)

die wir im folgenden in unserer Simulation benutzen werden. _
Mit Hilfe dieser Green-Funktion wollen wir das Riwachstum mit folgendem Algorithmus

[~} ;m 1 -
siinulieren:

Incoming walker

launiched at . with F Spurious ¢, and 1 components.
S i i’

So refaunch walker with new force Fy, .

.

/

* Stress tensor determines postion.
of new particle

Abbildung 40 Schematische Darstellung des benuizten Algorithmus.
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I. Da (78) linear ist, erhdlt man die Losung fiir mehrere angelegte Randkrifte durch
Superposition der elementaren Losung (102). Wie in DLA, wo jeder Punkt, der auf
einem nichi-verschwindenden Potential festgehalten wird, eine Quelle fiir Random-Walker
darstellt, wird auch hier von jedem Punkt, an dern eine duflere Kraft anliegt, ein Random-
Walker gestartet. Von jedem Punkt 73, an dem eine Kraft £ anliegt, wird mit gleicher
Wahrscheinlichkeit jeweils ein einzelner Walker gestartet, der einen isotropen Walk
ausfiibrt, bis er auf ein Teilchen eines Risses bei 7 trifft. Danach berechnet man nach

(100-102) den Spannungstensor g | 75 — 73, ﬁ;) und akkumuliert diese Spannung in einem
Zihler des entsprechenden Oberflachenelementes

2. Ein Rifl wird dargestellt als ein Cluster von Teilchen mit Radius Eins. Wie in DLA
wird das Wachstum eines Clusters initiiert durch Anfangs Teilchen, die als Micro-
Cracks fungieren. Da wir starke Fluktuationen wihrend des RiBwachstums erwarten,
miissen wir einen Mechanismus einfiihren, mit dem wir diese Fluktuationen unterdriicken
kénnen, damit wir eine bessere Abschéitzung fiir das tatséichliche Spannungsfeld erhalten.
Da allerdings aus DLA bekannt ist (vgl. auch Kapitel 2), dal jegliches Brechen der
Isotropie des Raumes, sei es durch eine Antennenmethode [39,100] oder auch durch
Einfithrung eines Gitters [32], die Struktur der entstehenden Cluster stark veridndert,
miilen wir sorgfiltig darauf achten, keine Raumrichtung zu bevorzugen. AuBerdem
miissen wir betonen, dafl gerade im Laplaceschen Wachstum auf einem Gitter eine Noise
Reduction zur Unterdriickung der statistischen Fluktuationen zu extremen Anisotropien
fiihrt [36,37,39]! Zwar ergeben Untersuchungen von Ri3wachstum, bei denen eine Noise-
Reduction Prozedur benutzt wird, keinen Hinweis auf starke Gittereffekie [133], allerdings
kénnen wir den EinfluB der Random-Walks nicht abschitzen. Um mdégliche Gittereffekte
zu vermeiden, formulieren wir daher unsere Methode zur Unterdriickung statistischer
Fluktuationen richtungsunabhingig. Daher wird der Crack wie in Bild 40 angedeutet
aufgebaut: Jedes Teilchen reprisentiert zwei Zihler — jeweils einer fiir eine RiBoberfliche
-—, in denen die Spannungen akkumuliert werden, die eintreffende Walker mitbringen.
Lediglich ein Teilchen an einer RiBspitze reprisentiert nur einen Zihler, da hier eine
Definition zweier Riflseifen nicht sinnvoll erscheint.

3. Die korrekte Randbedingung (80) wird durch die eben berechnete Spannung (102) im
aligemeinen offensichtlich nicht erfiillt, sondern eine unkompensierie Kraft F’;mba; =g-i
wirkt auf die Cberfléche. Daher legen wir eine virtuelle, kompensierende Krait B

Fy=-g-1 (103)

an dem entsprechenden Oberflichenelement bei 7 an, welches exakt die iberfliissige
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kompensiert. Daher ist es prinzipiell ausreichend, lediglich die Spannungskomponente
parallel zur Riffoberfliche o) in dem Oberflichen-Zihler zu akkumulieren. Aber wir
werden spéter zeigen, daf es notwendig ist, auch die Scherkomponente zu akkumulieren,
damit die oben beschriebenen Anisotropie-Effekte vermieden werden. Also werden
sowohl 7 als auch o akkumuliert. Wie wir oben gesagt haben, soll ein Walker von
jedem Punkt gestartet werden, an dem eine Kraft angelegt ist. Somit muf3 der Walker von
_ 'F + aus neu gestartet werden, diesmal allerdings mit der neuen Kraft ﬁ‘bag. Dieser Prozef3
des Neu-Startens wird wiederholt, bis der Betrag der Kraft .ﬁbag unter einen kritischen
“Wert gefallen ist und nur noch einen vernachlissigbaren Beitrag zur Gesamtsumme
liefert. Dieser Wert ist in unseren Simulationen typischerweise auf 10°8 gesetzt. Danach
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wird dieser Walker vernichtet und eine neuer Walker vom Rand aus gestartet. Dieser
wiederholte Vorgang kann interpretiert werden als eine Methode, die Spannungen auf
der Rifjoberfliche zu relaxieren. Er kann am einfachsten mit Hilfe einer Rand-Integral
Methode verstanden werden [44]. Eine dhnliche Situation kommt auch in DLA bei
Simulationen von Viscous Fingering mit nicht-verschwindender Oberfidchenspannung
[134-136] oder in Simulationen von Elektrodeposition mit endlichem Anodenwiderstand
[137] vor. Beide Fille koénnen auf eine Sticking-Probability-DLA abgebildet werden,
bei der die Wahrscheinlichkeit, daB ein Walker nicht an der Clusteroberfliche haftet,
sondern wieder in das System zuriickgeschickt wird, durch den Krimmungsradius bzw.
die Oberfiichenladungsdichte bestimmt wird. Physikalisch kann man diesen Vorgang
als eine Mehrfachstreuung der Walker an der Riloberfliche interpretieren, wobei jeder
Streuvorgang einem Term hoherer Ordnung in der Randintegral-Methode entspricht.

4. ' Als niichstes haben wir die Wachstumsregel zu definieren. Es muf} betont werden, da8
“diese Regel nicht davon bestimmt werden darf, wie oft ein bestimmter Zihler von ei-
nem Walker erreicht wird, sondern alleine die akkumulierte Spannung soll bestimmen,
wann der Crack wachsen soll. Da der Spannungstensor symmetrisch ist, kann man re-
elle Eigenwerte und orthogonale Eigenvektoren bestimmen, welche die Hauptspannungen
Sr und Spr und die Hauptspannungsrichtungen definieren. Die Eigenwerte erlauben es
auch, Druck- und Zugspannungen zu unterscheiden, die ein entgegengesetztes Vorzeichen
haben. Diese beiden Hauptspannungen werden nun mit kritischen Spannungen fir Zug
o3 und fiir Druck o, verglichen. Diese Spannungen reprisentieren die Materialfestigkeit
gegeniiber den beiden Belastungsarien, die wie oben bereits erwihnt direkt mit den Koha-
sionskriften verbunden sind. Wenn einer der beiden kritischen Spannungen iiberschritten
wird, wichst der Riff indem ein Teilchen zu dem Crack in der Richtung des anderen
Eigenwertes hinzugefiigt wird!%. Diese Bruchregel ist so gewhlt, daB ein Rif3 unter unia-
xialer Last in der Richtung senkrecht zu dieser Last wichst. Man mul anmerken, daB
in dieser Regel lediglich die Hauptspannungen berticksichtigt werden. Diese Situation
ist vergleichbar mit dem Central-Force Modell [76], in dem auch nur die reine Zug-
oder Druckbelastung eines Bonds relevant ist und ebenfalls Scherkrifte erst durch Ein-
filhrung eines Dreiecksgitters in Zug- oder Drucklasten iibersetzt werden miissen. Diese
“Bruchregel stimmt im wesentlichen mit einem erweiterten Griffith-Kriterium {74] {iberein.
~Allerdings haben wir die Mohr-Coulomb-Regel

St_fmy g (104

o: O N

die ein Rruchkriterinm fiir solche Volumenelemente darstellt, die in einer Richtung unter
Drucklast und in der dazu senkrechten Richtung unter Zuglast stehen, nicht beriicksich-
tigt. Der Grund hierfiir ist, da8 zunichst die prinzipiellen kollektiven Eigenschaften dieses
neuen Modells studiert werden sollen, bevor in einer weiteren Entwicklung feinere De-
tails implementiert werden. In der Bruchregel benutzen wir die Eigenvektoren des Span-
‘nungstensors zur Bestimmung der Wachstumsrichiung. Diese Eigenvekioren bestimmen
" aber ‘gerade jene Richtungen, in denen die AuBerdiagonalelemnente des Spannungsten-

-'sors, also die Scherkomponenten, verschwinden. Physikalisch bedeutet dies, da8 bereits

10 GroBere Festigkeiten implizieren, da8 mehr Walker ein Teilchen erreichen miissen, bevor
der Rif wachsen kann. Damit sind die Festigkeiten in einer DLA-pahen Sprache mit dem
“Noise-Reduction” Parameter m verkntipft.
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Abbildung 41 Simulierte Geometrien: a) uniaxialer Zng, b) Scherung, c) isotrope Dilatation.

beim Rifwachstum lokal das Auftreten von Scherlast auf der Rifloberfliche verhindert
wird. Hier wird nun klar, warum es essentiell wichtig ist, auch die Scherkomponenten
zur Bestimmung der Wachstumsrichtung zu benutzen. Wiirde lediglich oy benutzt und
7 vernachlissigt, so wiirde die Wachstumsrichtung vollkommen durch die Oberfidchen
des bereits exisiierenden Risses bestimmt und die Isotropie des Raumes wire massiv
gebrochen.

5. 'Sobald eine der Hauptspannungen Sy oder Syy die Festigkeit tiberschreitet, wird dem
Cluster ein Teilchen hinzugefiigt. Allerdings mufi durch diese RiBpropagation lokal
Spannung relaxiert werden, was durch Loschen von Spannungzihlern geschehen soll.
Wir werden zwei Simulations-Varianten untersuchen.

o In der ersten Variante wird die Spannung nur lokal relaxiert, d. h. nur genau jener

~ Zihler geloscht, der die Festigkeit tiberschritten hat. Alle anderen Spannungen werden

‘nicht relaxiert. Man beachte, daB in dieser Variante unser Simuliertes Medium ein

‘S_ehr starkes “Spannungs-Gedichtnis” hat, so dafl selbst kleine Spannungen, die iiber

" einen langen Zeitraum wirken, das Material brechen konnen. Physikalisch kann dies

_als ein irreversibler Korrosionsvorgang interpretiert werden, bei dem ein Material
durch eine andauernde {auch kleine) Spannung ermiidet.

e In der zweiten Variante wird neben dieser lokalen Relaxation, die in jedemn Bruch-
vorgang durchgefiihrt wird, nach jeweils M angelagerten Teilchen der gesamte Ri3
global relaxiert, indem alle Zahler geldscht werden und das gesamte Spannungsteld
neu bestimmt wird. Der Ermiidungs-Parameter M wird als freier Parameter benutzt.
Man beachte, daB sich die erste Variante auf natiirliche Weise als M = oo darstellen

- 1dBt.

7.4 Resultate

Im folgenden werden wir die Resultate vorstellen, die wir in Simulationen mit der eben
beschriebenen Methode erhalten haben. Wir haben dabei mehrere verschiedene Randbedin-
gungen Studiert: uniaxialen Zug, Scherung und isotrope Dilatation (Abb. 41). Um unsere.
‘Methode mit experimentellen Ergebnissen vergleichen zu konnen, haben wir zusitzlich zwei

in Experimenten iibliche Geometrien simuliert [75,138]. Dartiber hinaus haben wir den Ein-
_ﬂuB m__ehrerer Modell-Parameter untersucht.
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Abbildung 42 Uniaxialer zﬁg. Zghler werden nach jeweils 10 Teilchen geldscht. Der Rif8
hat hier eine einfache, eindimensionale und faden-artige Struktur.

Grundlegende Resultate

Im folgenden werden wir die Resultate zeigen, die wir in Simulationen von uniaxialem Zug,
Scherung und isotroper Dilatation erhalten haben. Die kritischen Spannung sind dabei gewéhlt
als o = 20 und Oc = —20. Wir simulieren hier also ein Material, da gleichermaBen unter
DPruck wie ‘unter Zug bricht. Da die Spannungs-Komponenten parallel zur RiBoberfliche,
die ein Walker zum gesamten Mitielwert beitrdgt, typischerweise in der GréBe von 0.5 ist,
miissen wenigstens N = 40 Walker einen bestimmten Platz erreichen, bevor ‘der Rif8 dort
wachsen kann. Als Quelle fiir das RiBwachstum werden zwei Teilchen bei 7 =(0,0.5) und
= {0, —0.5) als Micro-Cracks benutzt. - Die ‘erzielten Resultate hingen jedoch nicht von
dieser speziell gewihlten Anfangsgeometric ab. Man kann eine beliebige andere Geometrie
wihlen, ohne. die Ergebnisse zn dndern. Die Poisson-Zahl ist in diesen Simulationen gewihlt -
als v = O 2, was der realen Poisson-Zah]l von Beton entspricht. - Den Ermiidungs-Parameter - -

hnlan ‘ala AL TN Cpmaneihle oong  ade T mimmrmominifl Adasarallt Aa aien Lblaimas A4 Ais
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bendtigte Simulationszeit raplde anstelgen 1aBt Alle RlSSC wumen bIS - elner GroBe von :
6.000 Teilchen gewachsen. =~ = R LT
In Bild 42 zeigen wir ein typisches Resultat der . Slmulation eines emachmgen Zuges D1e
externen Kréifte sind dabei entlang der beiden Linien 7 = (£2000,), y € [—2000, 2000]
angeordnet ‘und zeigen alle in die positive bzw. negative z Richtung. . Man erhilt einen
schmalen geraden RiB, der senkrecht zur Lastrichtung wichst. Dieses Resultat entspricht.

der physikalischen Erwartung und kann leicht in anderen Simulationen und Experimenten - . |

beobachtet . werden [128,138]. Im Gegensatz zu DLA. Simulationen,  ist die Bildung. von .
Seitenzweigen stark Unmffh‘ucki — d h m dlesef Geomeme und in- dzeser RLBQI‘OBC 1st sm
vollkommen vcrhmdert ' ' : : i : e
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Abbildung 43 Scherbelastung. Zihler werden nach jeweils 10 Teilchen gelGscht.

In Bild 43 zeigen wir ein typisches Ergebnis einer Simulation mit reiner Scherlast. In dieser
Rechnung sind alle Krifte wieder entlang der Linie 7 = (£2000,y) angeordnet, aber die
Kraftrichtung ist jetzt die positive bzw. negative y Richtung. Obwohl wir eine Anfangs-
geometrie wie in der vorherigen Simulation benutzen, ist die Form des Risses hier vollig
veriindert, was eine Folge des vektoriellen Charakters der Lamé-Gleichung ist. Der entstan-
dene RiB zeigt im wesentlichen zwei senkrecht aufemander stehende gekreuzte Hauptrisse,
die im Winkel von 45° zur Lastrichtung wachsen. Hier erhiit man eine symmetrische Struktur -
der beiden gekreuzten Hauptrisse, da wir symmetrische Druck- und Zugfestigkeiten gewihlt
haben ¢, = —o;. Diese Struktur der gekreuzten Risse bei symmetrischen Festigkeiten ist
auch in anderen Simulationen von kleineren Gittermodellen beobachtet worden [82,83]. Ex-
perimentell beobachtet man hauptsichlich immer nur ein diagonales Scherband, da in realen -
Materialien die Druckfestigkeit melst wesenthch groBer als die Zugfestlgkeﬁ 1st Auf dlesen :
Fall wird spiiter noch elngegd.ngen R : '
Neben den ‘gekreuzten. Hauptnssen beobachtet man zusatzhch noch kleine Seitenrisse, die
senkrecht auf ‘den Hauptrissen stehen. Wir ‘miissen hier betonen, daB dieses Resultat die -
erste bekannte 'Simul‘ation ist, die kein Gitter benutzt und trotzdem ein derart ausgeprigtes
Verhalten zeigt. In fritheren Simulationen von RiBwachstum auf dem Gitter ist der Effekt
des Side-Branching zwar zu beobachten, allerdings 'sind die hier auftretenden ‘Winkel nicht -
sehr genan definiert: Dle 51muherten RlBgroﬁen smd v1el zu klem um wohldeﬁmerte kael
beobachten zu kdnnen. < : : AL S : '

-AuBerdem muB darauf hingewiesen werden, da.B die hier beobachteten Winkel nicht auf G1tter- "

effekte zuriickgefiihrt werden konnen. Die benutzte Wachstumsregel ist isotrop mit Hilfe der =~ "
Hauptspannungen formuliert, und auch fiir die Bestlmmung der Wachstumsrichtung werden.

mcht nur. dle Spannungen o parallel zur RJBooerﬁachc sondem auch d1e Scherspannungen: _- '
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Abbildung 44 Isotroper Zug. Zihler werden nach jeweils 10 Teilchen gelGscht. -

7 benutzt. Dadurch wird ein triviales Wachstum senkrecht zur urspriinglichen Rifrichtung
vermieden.

Die Ausbildung rechtwinkliger Seitenzweige ist aus physikalischer Sicht wohlbegriindet
und wird von der Randbedingung (80) gefordert: Da keinerlei Riickstellkrifte auf die
RiBoberfliche wirken, sind die einzigen Spannungen, die sich entlang der Rifoberfliche
ausbilden konnen, parallel zu dieser gerichtet. Daher kann ein Seitenril anfangs auch lediglich
senkrecht aus einem Hauptri herauswachsen. - Erst ab einem gewissen Abstand zu der
Oberfliche des Hauptrisses macht sich dessen relaxierende Wirkung nicht mehr bemerkbar,
und ‘der Seitenri kann seine Richtung dndern oder -selbst. wieder Seitenrisse entwickeln.
Dieses Verhalten kann sehr deutlich in Experlmenten von Van Damme et al.. [65} beonacmet
werden. . S . - S

in ‘der “Abbildung 44 zeigen ‘wir ein  typisches Resultat einer’ ‘Simulation unter - isoiroper

Dilatation. ‘Dieser Fall ist besonders hervorzuheben, denn hier wird durch die Anordnung -

der Krifte keine zusitzliche Anisotropie.eingefiihrt, die-moglicherweise die resultierende

Struktur beeinfiussen konnte. Die Krifte sind hier entlang eines Kreises mit Radius R = 2000
angeordnet und weisen radial nach auBen. Ein typisches Resultat dieser Simulation ist in Bild
47 gezeigt. ‘Man erhilt eine verzweigte, isotrope Struktur, die Eigenschaften aufweist, die
sie klar von DLA abgrenzt. ‘Man findet keine fiir DLA typische Tip-Splitting Instabilitit und
die Bildung von Seitenzweigen ist stark unterdriickt. ‘Die Seitenzweige scheinen auch hier

zuniichst senkrecht aus-den Hauptzweigen herauszuwachsen, Erst nachdem sie eine gewisse '
‘Linge erreicht haben st der EinfluB der Randbedingung (80) nicht mehr dominierend, und. -

sie konnen die Richtung fndern. Allerdings kann kein derart ausgepragtes Verhalten zur
Bildung rechier Winkel wie im Fall. der Scherung beobachtet werden. *Simulationen unter -

“isotropem Zug wurden bisher nur ‘mit -_Wcsentlich kleineren Systemen durchgefiihrt.[82,83].
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Abbildung 45 Ergebnis unter uniaxialem Zug.

Die dort generierten Strukturen zeigen gewisse Ahnlichkeiten mit unseren Rissen. Ein d1rekter
Vergleich scheint wegen der GroBenunterschiede allerdings nicht sinnvoll.

Ermiidungs Effekte -

Die eben geschilderten Resultate wurden fiir einen Ermiidungs-Parameter M = 10 durch-
gefiihri und in diesern Abschnitt wollen wir dessen EinfluB untersuchen. Dazu setzen wir
hier, wie auch in ‘allen folgenden Abschnitten M = oo, halten aber alle anderen Parameter
fest, d. h. o¢ = 20 und o, = —20. Aufgrund des gréBeren Ermiidungs-Parameters kénnen
wir nun wesentlich grofiere Risse simulieren. Eine Erhthung des Ermiidungs-Parameters bei
gleichbleibender Festigkeit ‘bedeutet physikalisch, daB sich im Material im Laufe der Zeit
Ermiidungsbriiche entwickeln kénnen, da auch kleinere Lasten, die das Material nicht sofort -
brechen, es aber trotzdem schidigen, sich zu Rissen akkumulieren konnen. Aus rein techni-
schen Griinden — ‘die Simulation mit .M = co benétigt wesentlich weniger Rechenzeit als -
M-=10 — konnen wir hier groBere Risse generieren und zeigen im folgenden Risse mit-
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einen geraden schmalen HauptriB, der senkrecht zur Richtung der-angelegten Kraft wichst. -
Neben dem “dominierenden Hauptri8 beobachtet man noch viele kleine Seitenrisse, die alle -
in einem:ziemlich -genauen rechten Winkel aus dem HaupiriBl heraus -wachsen. Hier ‘muB
wieder betont werden, daf3. diese stabilen rechten Winkel nicht hervorgerufen werden durch
irgendeine zugrundeliegende -Anisotropie, sondern wichtiger Bestandteil des ‘benutzten Mo--
dells sind. Allerdings werden sie wie eben gezeigt durch Ermiidungs-Effekte hervorgerufen.

Weiter fallt auf, daf ‘selbst-die- Seitennsse w1eder weltere Seltennsse erzeugen konnen dle_ c

parallel zum- Hauptril wachsen. ST 5 S
Unter Scherlast (Abb. " '46) ﬁndet man wieder zwei. gckreuzte im kael von 45° Zur
_Lastr_lch_tung s_te;he_n_de_ Hauptrisse. .W;e.bercﬁs in der vorigen Geometrie fiihrt auch hier die-
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Abbildung 46 Ergebnis der Scherbelastung,

Abbildung 47 Ergebnis der isotropen Dilatation.

89

Einfithrung von Materialermiidung zur Ausbildung vieler kleiner Seitenrisse, die sehr stabil
‘im rechten Winkel auf den Hauptrissen stehen. Besonders interessant ist die Stabilitdt der
‘Seitenrisse, die der Gesamtstruktur ein dendritisches Aussehen geben.
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Sehr interessant ist das Ergebnis unter isotropem Zug (Abb. 47). Wie in den beiden vorigen
Geometrien findet man auch hier einen HauptriB, der mit einer Vielzahl von klemen Seiten-
rissen iibersit ist. Allerdings muB man beachten, daf einige Details auch diesen Rif8 deutlich
von einem DLA Cluster gleicher GroBe unterscheiden. Zun#chst fehlt die fiir DLA typische
Tip-Splitting Instabilitit, sondern alle Zweige scheinen erst zu einer bestimmien Linge an-
gewachsen zu sein, bevor Seitenzweige hinter der Rifispitze auftauchen. Diese Seitenzweige
wachsen auch hier senkrecht aus den Hauptzweigen heraus. Erst nachdem sie eine gewisse
Linge erreicht haben ist der EinfluB der Randbedingung (80) nicht mehr dominierend und
sie konnen die Richtung dndemn. Zusitzlich scheint es, da die Seitenzweige von stark ge-
kriimmten Hauptzweigen im wesentlichen auf der Auflenseite der Krimmung auftauchen.
Alle drei Beobachtungen sind in Ubereinstimmung mit experimentellen Resultaten. Wir hal-
ten es fiir sehr wichtig, daB unser Modell diese Eigenschaften, die Grundeigenschaften von
realen Cracks sind, aber in dieser Form in bisherigen Gittermedellen noch nicht beobachtet
wurden, reproduziert.

Variation der Festigkeiten

In diesem Abschnitt wollen wir den EinfluB der Materialfestigkeiten oy und o, auf die Resul-
tate der Simulationen studieren. Eine erhohte Festigkeit filhrt — in unserer Random-Walker
Interpretation — dazu, daf eine griBere Anzahl von Walkern ein bestimmtes Clusterteilchen
erreichen muB, bevor der Rif dort wachsen kann, In einer DLA-nahen Sprache heifit das,
daR der “Noise-Reduction!! Parameter” erhtht wird. Als Beispiele diskutieren wir die ex-
tremen Fille ¢, = 0; = 0 bzw. 0, = —o0y = —100. Physikalisch bedeutet eine Variation
der Festigkeiten, daB das simulierte Material erst ab einer verinderten Gesamtlast bricht. Da
wir wieder M = oo benutzen, muBl man beachten, daB sich auch kleinere Lasten zu Rissen
akkumulieren konnen.

In den Bildern 48-50 zeigen wir die Ergebnisse fiir o, = 0; = 0. Wenn beide Festigkeiten
verschwinden, wichst der RiB sobald er von einem Random-Walker bertihrt wird. Diesen
Fall kann man als DLA-Grenzfall des RiBwachstums ansehen, da das RiBwachstum vom
Diffusionsfeld der Walker bestimmt wird. Man muB aber beachten, daf die Richtung des
Wachstums immer noch von den extern angelegten Kriften bestimmt wird und daher eine
Anisotropie beim Wachstum vorhanden sein muB. Unter vniaxialem Zug (Abb. 48)

erhalt man im wesentlichen wieder die schmale langgestreckte RiBform der oben dargestellten
Simulationen, aber die feine Struktur und Anzahl der Seitenzweige ist verfindert. Sowohl die

gerade und langgestreckte Form der Seitenrisse, als auch die bemerkenswerten rechten Winkel
zwischen Haupt- und Seitenrissen sind verschwunden. Die Risse sehen jetzt DLA Clustern

mit anisotroper Wachstumswahrscheinlichkeit sehr dhnlich [139].

In Simulationen unter Scherspannung (Abb. 49) bleibt die globale Form der Risse mit
zwei gekreuzten Hauptzweigen und dendritischen Nebenzweigen immer noch vorhanden. Im
Gegensatz zur vorherigen Simulation sind die beobachteten rechten Winkel sehr stabil und
verschwinden auch im Grenzfall verschwindender Festigkeit nicht. Erstaunlich ist, da8 auch
die dendritische Form selbst in diesem Grenzfall stabil ist und nicht zerstdrt wird.

1 Der Begriff Noise Reduction wird hier so wenig wie moglich verwendet, da er aus DLA
Rechnungen vorbelastet ist und meist mit Gittereffekten in Verbindung gebracht wird. Es
mufB daher betont werden, daf§ in unseren Simulationen keine Gittereffekte auftreten kGnnen,
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Abbildung 48 Uni

Abblldung 49 Schersparmung bei verschwmdender Festxgkmt

Im Fall isotroper Dilatation (Abb. 50) sind alle RiReigenschaften, die wir vorher so. betont
haben, verschwunden. Man findet weder rechte Winkel, noch Side Branching, noch ein
.ADbuuﬁ‘ﬂeﬂ von gem timmten Riggen. Der: Pntefzmdcnc RIB ahnelt ledlghch einem typlschcn

DLA. Cluster R e o
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Abbildung 50 Isotrope Dilatation bei verschwindender Festigkeit.

Zusammenfassend kann man festhalten, dal im Grenzfall verschwindender Festigkeit unser
Modell nicht mehr nur durch Material-Spannungen, sondern stark durch die Diffusion der
Random-Walker bestimmt wird und damit im wesentlichen eine anisotrope Version der wohl-
bekannten DLA darstellt. Allerdings bleibt der vektorielle Charakier der zugrundeliegenden
Physik erhalten. Das sieht man deutlich an den Resultaten fiir Scherung bzw. uniaxialen Zug:
Man erhilt grundsitzlich verschiedene Strukturen, obwohl lediglich die Richtung der dufieren
Krifte verschieden ist. Hier sicht man, daB man immer noch eine wesentliche Erweiterung
der skalare DLA vorgenommen hat. o

In den Bildern 51-53 sind die Resultate fiir |6.| = |o¢] = 100 gezeigt. In der Scherlast-
Simulation (Abb. 51) erhilt man auch hier die frither beobachtete dendritische Gestalt, die
offensichtlich sehr stabil ist, da sie sowohl fiir sehr kleine, als auch sehr grofe Festigkeiten
beobachtet werden kann. Weder die Dichte noch die Form der Nebenrisse hat sich gegeniiber
den Resultaten fiir [o.| = Jo¢| = 20 gedindert. Auch fiir den Fall des einachsigen Zuges
(Abb. 52) hat sich die gesamie Struktur der Risse kaum gelindert. Man findet selbst fiir diese

hohe Factickeit immer noch sine Vielzahl Lieiner Seitenrigsse und auch die Risse parallel

ARaSS pria fiivl

ha
LVl 1L WwabigDirdl ILLLEIWA LIWVALL Wl AL AL IMAWALLIWE R/ WA ALL S Ll {avawria

zum Haupt Crack sind nicht verschwunden. In der isotropen Dilatation (Abb. 53) findet
man, daB sowohl die Hauptrisse, als auch die Seitenzweige wesentlich gerader geworden
sind und der gesamte Crack wesentlich weniger verzweigt ist. Ebenso findet man, dafl die
rechtwinklige Struktur zwischen Haupt und Seitenzweigen wesentlich ausgeprégter ist. Wir
werden uns spiter noch einmal quantitativ mit dieser “rechtwinkiigen” Struktur beschiftigen.
Obwohl die einzelnen Zweige weniger stark verzweigt sind, hat die Anzahl der Seitenzweige
-allerdings nicht abgenommen, - Statt dessen scheinen nun alle groBeren Zweige mit feinen.

Insgesamt ‘findet man, -daf die Struktur der Resultate besonders fiir die Fille Scherung
und uniaxialer Zug kaum von der Materialfestigkeit beeinflut werden. Das Auftreten von .-
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Abbildung 51 Scherlast bei hoher Festigkeit.
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Abhi_ld_“‘.lgﬁz Uniaxialer Zug bei hoher Festigkeit. o

unphysikalischen ‘Seitenzweigen kann nicht durch eine ‘vergroferie Festigkeit unterdriickt
werden. - Dieser Effekt ist jedoch dadurch dominiert, daB das simulierte Material stark von
Ermiidungsprozessen geprigt ist, die dazu fithren, dafl auch kleine Lasten sich zu Rissen
akkumulieren konnen. - Daher muB ‘man festhalten und. betonen, dal unter dem-Einfluf
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K

Abbildung 53 TIsotrope Dilatation bei hoher Festigkeit.

von Ermiidungsprozessen die Materialfestigkeit in unserem Modell lediglich eine Zeitskala
bestimmt, wann ein Material unter einer angelegten Last bricht und keine Spannungsskala
definiert, unter welcher Mindestlast das Material bricht: Das simulierte Material wird wegen
Materialermiidung selbst unter der kleinsten Last brechen.

Asymmetrische Festigkeit
Nach der Untersuchung der Fille mit symmetrischen Festigkeiten, wollen wir nun den Fall

5 in tvnischervweise in realistischen Materialien
- AN Cdbhrk LELlAWrE

atrianhar Ta 1 atnn
ao_yuuuuu.inuuul LUBLIEI\UIL ol.ud;e?vu, wie er in LYPISCICTWELS 1SCI

auftritt. Hier findet man Ublicherweise eine hohere Festigkeit unter Druckbelastung als unter
Zuglast |o.| > |oy|. Als Spezialfille wollen wir hier die Fille 0, = —oo, 0; = 20 bzw.
o3 = 00, 0, = —20 betrachten. Das enispricht pitysikalisch den Fillen, dal das simulierte
Medium nur unter Zug bzw. nur unter Druck und nicht unter der jeweils anderen Belastung
bricht. Der Fall unendlicher Zugfestigkeit ist natiirlich zuniichst rein numerisch interessant.
Da hier aber Zug- und Druckiasten lediglich ein unterschiedliches Vorzeichen haben, kann
man den Fall einer Zuglast bei unendlicher Zugfestigkeit als Simulation einer Drucklast bei
endlicher Zugfestigkeit interpretieren.

Den stirksten Einflufk auf die Resultate erhilt man fiir den Fall der reinen Scherung (Abb. 54).
Sobald hier ein Festigkeitsparameter betragsméBig von dem anderen verschieden ist — bereits
eine geringe Asymmetrie geniigt — erhilt man sofort eine asymmetrische Rifiform, und im
Grenzfall unendlicher Festigkeit bleibt lediglich einer der beiden Hauptzweige {ibrig und alle
Nebenzweige verschwinden. Konsequenterweise ist nun auch die ausgeprigte dendritische
. Struktur verschwunden. Welcher der beiden Hauptzweige erhalten bleibt, wird eindeutig durch
die Festigkeiten festgelegt und stimmt mit anderen numerischen Simulationen [82] iiberein.
_‘Ahnliche Beobachtungen kann man bei .uniaxialem Zug durchfiihren (Abb. 55). Bei unendli-
cher Druckfestigkeit verschwinden alle Seitenzweige und man erhilt lediglich einen einzelnen
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Abbildung 54 Scher-Simulation bei unendlicher Druckfestigkeit. Die systematische Riflkriim-
mung ist eine Folge von Randeffekien, da dieser RiB bis in die Nihe der a.ngelegten Krifte
gewachsen ist. . o

Abbﬂdung 55 Unlamaier Zug bel unendhcher Druckfestlgkelt Der R1[3 hat hmr eme glatte
emdmenszonale Gestalt : RS :

geraden RlB Im anderen Fall — der unendlichen Zugfest1gke1t — ﬁndet man einen emzelnen
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Abbildung 56 Isotrope Dilatation bei unendlicher Druckfestigkeit.

geraden, unverzweigten Rif, der vom gewshlten MikroriB ausgehend parallel zur Lastrichtung
wichst. Dieses Ergebnis kann sofort mit Hilfe des Young-Experiments erklirt werden: Ein
langgestreckter Balken, der an seinen Enden einer Zuglast ausgesetzt ist, ist in seinem Inneren
nicht nur einer Zuglast, sondern auch einer Drucklast ausgesetzt, die dazu fiihrt, da sich der
Querschnitt des Balkens verkieinert. Diese Druckkomponenie fiihri zu dem beobachteten RiB.
Hier muB allerdings erwihnt werden, daB man in realen Materialien auch ein anderes Verhal-
ten beobachten kann, weil viele Materialien unter Druck entlang der Linien mit der grofiten
Scherlast brechen. Dies kann besonders in Materialien mit plastischer Deformierbarkeit beob-
achtet werden und z. B. durch das Mohr-Coulomb Bruchkriterium beschrieben werden. Fir
Beton kann man dagegen das hier beschriebene Verhalten finden. Diese Bruchmode werden
wir spiter in ciner Simulation tatsichlicher Experimente wiederfinden.

Eine unendliche Druckfestigkeit hat den geringsten EinfluBl im Fall der isotropen Dilatation

ki

¥ Tortamean

(56). Man findet hier keinen Unterschi
dort hervorgehobenen Eigenschaften sind auch hier wiederzufinden.

ied zum Fall s ri’hmnfi‘ie(‘hﬂi‘ Festi crirmfen (45) und alle

{dulil AALLLwr bR LiF Al

Quantitative Analyse

Eines der wesentlichen Ergebnisse von Untersuchungen von Rifbildungsphénomenen ist, da
sowohl Computersimulationen von probabilistischen RiBmodellen [82,81,83], als auch deter-
ministische Modelle [79] und Experimente [84,140] eine fraktale Struktur sowohl der gesam-
ten Risse als auch der RiBoberflichen zeigen. Hier ist ein Unterschied zurn Laplaceschen
‘Wachstum besonders hervorzuheben: Im Grenzfall unendlicher Noise-Reduction liefert das

skalare Laplacesche Wachstum auf dem Gitter keine fraktalen Strukturen, wahrcnd man in. '

‘dem entsprechenden Elastizitttsproblem tatséchlich fraktale Risse findet {1331, _
‘Auch in unseren Simulationen erhalten wir fraktale Strukturen, die wir mit Hilfe der {iblichen

und auf DLA angewendeten Methoden charakterisieren wollen. Dazu betrachten wir zunichst
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Abbildung 57 Abhingigkeit des Radius of Gyration von der Clustermasse bei uniaxialem
Zug. Die Symbole + markieren den Fall 1., wihrend die Symbole & den Fall 2. markieren.

den Radius of Gyration der generierten Risse. Wir haben ihn in allen drei simulierten Geome-
trien — uniaxialer Zug, Scherung und isotrope Dilatation — gemessen, wobei jeweils tiber 5
verschiedene Cluster gemittelt wurde. Dabei wurden fiir jede Geometrie zwei verschiedene Si-
tuationen simuliert, bei denen jeweils die Material-Festigkeiten und der Ermildungs-Parameter

unterschiedlich sind;

1. hohe Matérialfestigkeit ot = £100., aber Materialermiidung M = co.
2. niedrige Festigkeit o4 = £30., aber keine Materialermiidung M = 10.

In den folgenden Abbildungen 57-59 ist fiir jeden der Fille die Abhiingigkeit des Radius of
Gyration von der Clustermasse gezeigt.  Man findet in allen Fillen ein Potenzverhalten

Re oc MY# (105)

mit 3 = 1/Dy. Die fraktalen Dimensionen Dy der verschiedenen Fille sind in der folgenden

Tabelle zusammengefaft. Zusitzlich zeigen wir hier die in {82] gemessenen Dimensionen fiir

die entsprechenden Fille. Wie man am isotropen Zug erkennt, produziert der Fall 1. Risse,

“Geometrie Fall 1. Fall 2. Dimension aus [82]

uniaxialer Zug 1.8930.02 ©L00£0.01 ¢ | " |
Scherung 1.51+0.01 0.99+0.02 162

isotroper Zug | 1.5620.02 1.10£0.01 7 151

deren fraktale Dimension mit bisherigen Ergebnissen, aber innerhalb der Fehlergrenzen nicht
mit der fraktalen Dimension von DLA tbereinstimmt. Eine ghnliche fraktale Dimension findet
man auch fiir den Fall der Scherung. Fiir den uniaxialen Zug erhilt man eine erstaunlich grofie
fraktale Dimension, was dadurch begriindet ist, daB man hier langgestreckte Risse erhilt, die
nicht gut durch eine isotrope- Gréfie wie den Radius of Gyration:beschrieben werden konnen.
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Abbildung 58 Abhingigkeit des Radius of Gyration von der Clustermasse bei Scherung. Die
Symbole + markieren den Fall 1., wihrend die Symbole e den Fall 2. markieren.

Isotropic tension
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Abbildung 59 Abhingigkeit des Radius of Gyration von der Clustermasse bei isotropem Zug.
Die Symbole + markieren den Fall 1., wihrend die Symbole & den Fall 2. markieren.

Wie man anhand der vorhin gezeigten Bilder bei Reduktion des Ermiidungs-Effekts schon
qualitativ feststellen konnte, unterdriickt eine niedriger Ermiidungs-Parameter M sehr stark
die Bildung von Seitenzweigen, was sich in einer wesentlich niedrigeren fraktalen Dimension
_niederschligt. Alle Risse mit M =10 sind im wesentlichen eindimensionale Strukturen ohne
Seitenzweige, T T R R . S R T

Fiir den Fall M = co kann man einen wesentlichen Unterschied zwischen DLA und dem hier
untersuchten Rifmodell feststellen. Dies ist die ausgeprégie Eigenschaft von Seitenzweigen,
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Abbildung 60 Mittlerer Winkel zwischen einem Seitenzweig der Ordnung n und seinem
Hauptzweig.

senkrecht zu ihren Hauptzweigen wachsen. In der Abbildung 60 zeigen daher wir analog zur
Abbildung 30 den mittleren Winkel zwischen einem Seitenzweig und seinem Hauptzweig in
Abhingigkeit von der jeweiligen Zweigordnung. Die strenge Strukiur abnehmender Winkel,
die bei DLA festgestellt werden konnte, ist hier verschwunden. AuBerdem sind die einzelnen
Winkel groBer als bei DLA und fluktuieren um 90°. Dariiberhinaus erkennt man, daf die
Anzahl der Zweigordnungen im Vergleich zu DLA wesentlich kieiner ist, d. h. die Bildung
von Seitenzweigen ist sehr stark unterdriickt.

Vergleich mi
Neben den Simulationen einfacher Geometrien, die wir oben beschrieben haben, haben wir

auch versucht Rifistrukturen aus realistischen Experimenten zu reproduzieren. Dazu werden

wir unsere Resultate des “Vier-Punkt Scher-Experiments” [75] und des sogenannten “Last

Weg 2" Experiments [138] mit den experimentellen Ergebnissen vergleichen.

Im “Vier-Punkt Scher-Test” wird ein Beton-Teststiick mit zwei Schiitzen als definierten

Sollbruchstellen an vier Punkten — wie in Bild 61 angedeutet — belastet. Hier muB

erwihnt werden, da im Experiment naiiirlich endliche Teststlicke benutzt werden, welche

neue Randbedingungen aufprigen, wihrend wir in der Simulation mit vier Kriften in einer

unendlichen Ebene rechnen. Allerdings kénnen wir zeigen, daff diese Vereinfachung keine

wesenilichen Unterschiede hervorrufen. Zur weiteren Vereinfachung beschreiben wir die

beiden Schlitze, die im Experiment als Sollbruchstellen dienen, durch zwei Teilchen:an

den entsprechen Siellen des Materials (Abb. 61). Die geometrische Abmessungen und
Relationen zwischen Kaptenlangcn Posn:mn und Grofe -der . angrexfenden Krafte st1mmen

mit ‘den Experimenten -iiberein. - : - : SRR '

Der Vier-Punkt Scher-Test ist einer von mehreren Experimenten, dle im Ingemeurberemh stan-

dardisiert sind, damit Experimente unterschiedlicher Gruppen miteinander und mit Computer-

WL L Oikikdy LY EE W 0L

simulationen verglichen werden kdnnen. Kommerzielle Finite-Elemente Programme miissen
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Abbildung 61 Geometrie des “Vier-Punkt Scher-Tests™. F entspricht der insgesamt am
Teststiick angelegten Kraft.

Abb_ildung _62 :Si_mulation des ‘.‘Vier—Punkt SCher-Te_sts’-’._ : :_' . -
’ i

in der Lage sein, dlesen Vler-Punkt Scher- Test reprodumeren zu konnen, um akzeptxert wer-
den Zu konnen v PR . :

Das Ergebnis. des “Vier-Punkt Scher-Tests” ist in Bild 62 wwdergegeben wahrcnd ein -
_experimentelles Resultat in Bild 63 gezeigt ist. Qualitativ zeigen beide Resultate das gleiche
~'Verhalten: Man erhélt einen gekriimmten RiB, der zunéchst ungeféhr mit einem 45° Winkel
_begmnt und spéter in einen .geraden Rif} iibergeht. Dieses Resultat kann kommentiert werden,
_indem man die verschiedenen Bruchstadien interpretiert. “Im Anfangsstadium wird der Rif -
durch ein Scherfeld bestimmt, welches von den nahe den-Schlitzen gelegenen Kréften erzeugt:
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ROTATING
d=300

Abbildung 63 Experimentelle Ergebnisse des “Vier-Punkt Scher-Tests” (reproduziert .éu_s
[75D. :

Abbildung 64 Simulation des “Last Weg 2" Experiments. . -

wird zu einem 45° Winkel fiihrt. Wenn der Ri wichst, erhilt man einen Uberga_ng 1in ein
reines Druckfeld, welches dann fiir das gerade RiBwachstum verantwortlich ist. = :

Eine shnlich gutes Resultat erhdlt man im “Last Weg 2” Experiment.- Bei ihm wird ein Beton-
Teststiick, welches wieder mit zwei Schlitzen versehen ist, zunéchst einer Zug-Last ausgesetzt,

-

bis.ein Rif3 einer bestimmten Grofle erzeugt ist und danach einer Scherlast. ausgesetzt. Ein



98 KAPITEL 7. RISSWACHSTUM MIT RANDOM-WALKERN

(b)) 8-01 (15¢ ym) {c)

front face 7
S

=

\resr face

-"_,.h_raar tace tront face
A

fr~rear fate

i 17-04 {65 pm)! 17-62 {200 pm)

(@i e.) (f)

rear face

-

front face

front face

p '\*rear face
rear face

|

18-02 (225 e 17-05 (250 pm) | 18-04 (250 prm) |

Abbildung 65 Experimentelle Ergebnisse des “Last Weg 2” Experiments” (reproduziert
aus[138]). Die Teststiicke wurden zunichst uniaxial belastet, bis sich ein Riff mit einer
bestimmten Breite gebildete hat. Die Offnungsweite ist in der verschiedenen Bildern
angegeben und variiert zwischen 65um (a) bis 250um (f). Die beiden Kurven “front face”
und “rear face” zeigen die Risse, die auf den beiden Stirnseiten des Tesistiicks beobachtet

werden kOnnen.

Resultat unserer Simulation ist in Bild 64 gezeigt und kann mit den experimentellen Resultaten
in Bild 65 verglichen werden. Man beobachtete zundchst einen langen, geraden RiB, der
wihrend der Zugphase erzeugt wird. Wihrend der zweiten Phase, der Scherphase entstehen
dann die diagonalen Scherrisse.

¥

AKHSGEE‘GQS Random-Walks

In dem bisher diskutierten Modell spielie der vektorielle Charakter des Elastizitdtsproblems
lediglich an der RiBoberfliche und in der Bruchregel eine Rolle, der Random-Walk selbst
blieb jedoch davon unberiihrt und war weiter isotrop, wie in der skalaren Diffusion. Dies ist
in Ubereinstimmung mit dem urspriinglichen von Roux konstruierten Modell. Die natiirliche
Modifikation dieser Regel besteht darin, einen anisotropen Walk zu betrachten, bei dem der
vektorielle Charakter der Lamé-Gleichung einen Bias einfihrt. Allerdings wurde dieser ani-
sotrope Random-Walk nicht in der originalen Definition des Wachstumsmodells eingefuhrt,
sondern als Erweiterung dessen, da im Gegensatz zu dem urspriinglichen Modell die phy-
sikalische Interpretation des anisotropen Walks noch nicht klar ist. Allerdings mul} betont
werden, daB die Einfilhrung des anisotropen Walk ein letzter Schritt zur Generierung realisti-
scher Risse zu sein scheint und der benutzte Anisotropie-Parameter der wesentliche Parameter
zur Generierung unterschiedlicher, physikalischer Strukturen ist.

Dle Emfuhrung emes amsotropen Walks kann durch mehrere Uberlegungen begriindet werden

o Die Laplace- und die Lamé-Gleichung weisen ein unterschiedliches Abschirmverhalten

“-auf. Die Wahrscheinlichkeit, daf ein reiner Random-Walker in einen vorgegebenen Raum- _
. bereich hineindiffundiert, wird durchdie isotrope Laplace-Gleichung gegeben. Durch
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Einfithrung dieses Bias kann der anisotrope Charakter der Lamé-Gleichung berticksich-
tigt werden.
o In Roux’s urspriinglichem Algorithmus spielte die Schrittmatrix Q(é") (@-1+(1-
a)-d-EQ €) eine zentrale Rolle. Sie verdndert sowohl die Rlchtung, als auch den
Betrag eines initialen Vektors (vgl. 7.2). Stellt man Q(€) dar als ein Produkt aus
einer langenerhaltenden Drehmatrix D(€) und einer richtungserhaltenden Skalierung s(&),
dann kann die Skalierung bei korrekter Normierung als richtungsabhingige Sprung-
Wahrscheinlichkeit interpretiert und abgespalten werden (vgl. Gl. 85):
(@a)(@) = (Qaw) -+ Q@) - WE+re +--- )
= -
= (s(&x) - 5(81)) g,y [R(EW) -+ D(&) - (T + 781+ - +7EN)]
(106)
Um den Mitelwert [...]s..z, zu bilden, wird die Wahrscheinlichkeit, in die Richtung
€ zu springen, nicht mehr isotrop, sondern gemil p(&) o s(&) gewdhlt. Dies 14Bi sich
leicht berechnen, denn

€ =1+ 8—— 3= z '
é’)oc‘Q “)u =148 0o 2y)2 cos” () (107

wobei ¢ den Winkel zwischen der Sprungrichtung € und « darstellt. Man beachte, da}
diese Schreibweise lediglich eine Umformulierung von Gl (85) darstellt und da man
daher fiir diesen anisotropen Walk immer noch exakt zeigen kann, da er gegen die
Lamé-Gleichung konvergiert. Allerdings bietet dieser Walk den Vorteil, da durch den
Bias ein “Importance Sampling” durchgefithri wird, in dem hauptsichlich solche Walks
beriicksichtigt werden, die einen groBen Beitrag zu (QY #@)(Z) liefern.

o Diskretisiert man die Lamé-Gleichung auf einem Quadratgitter mit Hilfe der tiblichen
Differenzen-Ausdriicken [141] der Differential-Operatoren, so erhilt man

wB-Wwyie = . {(1-v)l+& 08} &

ij=NN(00)

L S S (108
-1 ) Lji_ i & £ij } Uij

$§=NNN(G0)

wobei NN(00) bzw. NNN(00) die nichsten bzw. iibernichsten Nachbarn des Gitter-
platzes {00} und die é;; die Einheitsvektoren zum Gitterplatz (¢7) darstellen. Interpretiert
man den Betrag der einzelnen Beiirige der nichsten bzw. {ibernéchsten Nachbarplitze
als Sprungwahrscheinlichkeiten s(€), so erhélt man

Y J( 1+ 2= 3 2” cos ((p)) bei naechsten Nachbarn

&) (109)

__ 1 (1 + cos? ( ©)) " bei uebernaechsten Nachbarn

;__wobex gc w1eder der Winkel zwischen der Verschiebung ;; und €;; darstellen. Man

. beachte, daB die Sprungwahrscheinlichkeiten in dieser Diskretisierung die gleiche Struktur

~wie in Roux’s Kontinuum-Rechnung besitzen. Man findet also richtungsabhéngige

- Sprungwahrscheinlichkeiten, wobei Spriinge zu néchsten- bzw. ibernichsten Nachbarn

unterschiedlich gewichtet werden. Allerdings muB man beriicksichtigen, dal nichste- und

. .Uiberndchste Nachbarn nicht dquivalent sind, da sie ja einen unterschiedlichen Abstand von

" 'dem zentralen Platz haben. Ich mochte nur darauf aufmerksam machen, daB man fiir beide

. Nachbarn eine. dhnliche Struktur der Anisotropie vorfindet. Diese gemeinsame Struktur-
_-werden wir spiter nutzen.
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Dies zeigt, da die Einfithrung eines anisotropen Random-Waik mit Hilfe des Verschiebungs-
feldes eine Vereinfachung und Beschieunigung der Berechnung liefern, da man sich auf die
wichtigen Walks mit groBem Gewicht beschrinkt.

Fiir unsere Simulationen sind diese Rechnungen noch kein grofler Gewinn, da hier nicht das
Verschiebungs-, sondern das Spannungsfeld die zentrale Rolle spielt. Allerdings 148t sich
auch fiir das Spannungsfeld ein physikalischer Bias motivieren, welcher aus dessen Norm
abgeleitet werden soll. In dem vorigen Fall bot sich natilirlich die euklidische Linge des
Verschiebungsfeldes als Norm an. Fiir eine Matrixnorm hat man dagegen grofere Freiheiten
und deswegen wollen wir uns auf zwei physikalische Argumente stiitzen, um sinnvolle
Ausdriicke fiir einen Bias zu begriinden.

» Die in einem gespannten System gespeicherte potenticlle Energie ist zwar eine globale
‘GroBe, allerdings kann man formal wie in der Elektrostatik eine Feldenergiedichte ein-
fithren, die von dem lokalen Spannungsfeld ¢ bestimmt wird und angibt, welche Arbeit
ein lokales Volumenelement bei einer bestimmten Verzerrung gegen das Spannungsfeld
verrichten muB (Clapeyronsche Formel)

1
U= '2‘5i3'0'i_;' (110)

Fiir linear elastische, isotrope Medien, in denen man eine Punktkraft F im Ursprung
anwendet, reduzieri sich diese Gleichung auf

(2—“("13:)”%;—”)(:03 (v) (11D)

Ux1+2
wobei ¢ der Winkel zwischen der angelegten Kraft und der Sprungrichtung ist.
o Das von uns gewihlte Bruchkriterium beruht auf den beiden Hauptspannungen .57 und
Srr. Mit deren Hilfe bestimmen wir den Bereich mit groBer Gesamispannung, den wir
durch S2 + S%; definieren, und wihlen dies als Basis fiir unseren Bias. Man erhilt

14+ v

S:4 8% o1+ 4(1‘ ‘ ? cos? (¢p) (112)

-V

Auch in diesen Uberlegungen findet man eine Anisotropie, welche die Struktur
p{p) o 1+« - cos? () (113)

begitzt. Wir wollen daher im folgenden eine Modellvariante untersuchen, bei der die Walker
keinen isotropen, sondern einen Biased Random-Walk ausfithren, bei dem die Wahrscheinlich-
keit, in eine bestimmte Richtung zu springen durch (113) gegeben ist. Seizt man in die oben
vorgeschlagenen Formeln ein Poisson-Verhéltnis » = 0.2 ein, erhdlt man immer einen Wert
o 7-10. Dieser Wert bietet sich also zuniichst an und soll in den folgenden Simulationen be-
nutzt werden. Es scheint jedoch sehr interessant zu sein, diesen Parameter als freien Parameter
zu betrachten und seinen Einfiuf auf das hier vorgeschlagene Rimodell zu studieren.

‘Einen groBen Einflu auf die Simulationsergebnisse hat zusitzlich eine strukturelle Verdn-
derung der vorgeschlagenen Anisotropie p(p). Mit der oben vorgeschlagenen Form eines
Bias wird ein Random-Walker bevorzugt in Richtung einer angelegten Kraft diffundieren.

Wie wir gleich erldutern werden, ist dies von Bedeutung fiir Walker, die an den von auflen
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angelegten Kriften starten. Fiir Walker, die allerdings an einem RiB neu gestartet wurden,
kann die Form (113) jedoch zu einem absolut unerwiinschten Verhalten fiihien. Da auflerdem
der exakte Einfluf} des Bias noch nicht vollkommen verstanden ist, médchten und deswegen
wollen wir auch die Variante

o) xl+oa- sin® (¢) (114)

betrachten.

Das bisher studierte Modell soll daher derart modifiziert werden, dafl ein Walker an der Stelle
7 startet und einen Biased Walk ausfithrt, bei dem er mit der Wahrscheinlichkeit p(¢) in die
Richtung ¢ springt und an der Stelle 7 auf den RiB trifft. Dort wird entsprechend Gl. (102)
die herrschende Spannung bestimmt. Die im Walk benutzten Sprungwahrscheinlichkeiten
diirfen nun nicht doppelt gezdhlt werden und daher miissen wir an der RiBoberfliche nicht

o, sondern

Zskaliert = Z/P(P)

akkumulieren, wobei ® der Winkel zwischen der angelegten Kraft und 7; — 77 ist.

Ein anisotroper Walk schldgt sich im wesentlichen in zwei Punkten nieder. Der erste offen-
sichtliche Effekt ist, da Walker, die am Rand starten bevorzugt in bestimmte Raumrichtungen
diffundieren werden. Allerdings findet man noch einen zweiten Effeki, welcher fiir Walker
auftritt, die an der RiBoberfliche neu mit einer Kraft ﬁbal gestariet werden. Diese Kraft weist
im wesentlichen senkrecht zur Rifloberfliche. Der grundlegende Prozed ist folgender: Der
Walker muf sich — entsprechend dem Bias — solange durch den Raum bewegen, bis er
wieder auf die Rifoberfliche trifft. Betrachtet man nun exemplarisch den Fall eines geraden
Risses, wie er unter uniaxialem Zug auftritt, so mul der Walker trotz seines Bias an einer
Stelle den Rif} wieder beriihren, die senkrecht zur urspriinglichen Kraftrichtung liegt

7 — 7 L F (115)
Betrachtet man nun einen Cosinus-artigen Bias liefert dies allerdings
p(B) =0 (116)
und damit

Zexaliert — (117)
Diese Argumente machen klar, daR ein zweiter Effekt des Bias darin besteht, das Gleichge-
wicht zwischen * exteme-l” Walks, die am Rand gestartet werden, und “internen” Walks, die
am Rif} neu gestartet werden, zu verschieben.

In den Abbildungen 66 und 67 zeigen wir zwel typische Ergebnisse fiir Simulationen unter
isotropem Zug, bei denen wir die Spannungs-Zihler nach jeweils zehn Teilchen 16schen.
Die Simulation mit Cosinus-artigem Bias liefert sehr scharfe, Nabel-artige Cluster. Die
Zweige sind im Gegensatz zu Simulationen mit hoher Materialfestigkeit extrem gerade und
zeigen keine Tendenz zu Kriimmungen. Derartige Risse sind durchaus schon experimentell
realisiert worden ' '

voll_sta_nd1g! Man erhalt ein verwobenes Netzwerk von stark gekriimmten Zweigen, die immer
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Abbildung 66 Rifstruktur bei isotroper Dilatation und einem Bias p(¢) oc 1 + 10 - cos*(¢)
Der Rif} enthdlt ca. 2000 Teilchen.
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Abbﬂdung 67 RiBsiruktur bei isotroper Dilatation und einem Bias p(¢) « 1 + 10 - sin (qD)
Der Rif} enthalt ca. 6000 Teﬂchen

neue: Seuenz_wmge ‘produzieren. Besonders interessant ist hier, daR man sehr ausgeprigt
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Biased Walks
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Abbildung 68 Abhingigkeit der Clustermasse vom Radius of Gyration bei Biased-Walks. Die
fraktalen Dimensionen sind: Dy = 1.03 fiir Cosinus-Bias und Dy ~ 1.23 fiir Sinus-Bias.

wesernitliche Merkmale der Rilbildung findet: Alle Seitenzweige wachsen zunéchst senkrecht
aus den Hauptzweigen heraus, um sich erst spéter zu kriimmen und aufeinander zuzuwachsen.
Noch interessanter ist dagegen die Eigenschaft, daB Seitenrisse offensichtlich nur auf der
AuBenseite von gekriimmten Armen entstehen. Dies ist vollkommen in Ubereinstimmung
mit éxperimentellen Ergebnissen von Lemaire und van Damme [68] und kann direkt mit den
in der Einleitung gezeigten Rissen verglichen werden.

Auch von diesen Rissen soll wieder die frakiale Dimension bestimmt werden. In der
Abbildung 68 zeigen wir die Abhéngigkeit der RiBimasse von dem Radius of Gyration, jeweils
fiir einen Cosinus- bzw. Sinus-artigen Bias. Die entsprechenden fraktalen Dimensionen sind

D¢ =1.03x0.05 Cosinus-artiger Bias

Dy=123£0.04 Sinus-artiger Bias (118)

Ein Cosinus-artiger Bias fiihrt also wieder auf eindimensionale, nadelartige Struxturen wih-
rend ein Smas artlger Bias verzweigte und fraktale Risse erglbt - S

7.5 @%g&mmmﬁa%@@g und Diskussion

In chesern Kapitel haben wir die Moglichkeiten studiert, RiBwachstum mit Hilfe von Random-
Walkern zu simulieren. Ausgehend von einer Arbeit von Roux haben wir mehrere mogliche
stochastische Algorithmen diskutiert und dabei gezeigt, dall eine direkte numerische Simula-
tion der vorgeschlagenen Methoden nicht prakiikabel ist, weil es nicht méglich ist, die starken
numerischen Fluktnationen zu unterdriicken. Allerdings wurde dort gezeigt, dal} es tatséich-
lich moglich ist, das Elastizititsproblem auf Random-Walker abzubilden. Angeregt durch den
verwandten DLA Algorithmus — welcher sehr erfolgreich bei der Simulation Laplacescher
‘Wachstumsprozesse benutzt wird — haben wir eine neue Methode konstruiert, Rilwachstum
in elastischen Medien zu simulieren. Die Benutzung eines Random-Walk Algorithmus fiihrt
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darauf, daB diese neue Methode auf solche Materialien angewendet werden kann, die eine
“quenched disorder” aufweisen.

In dieser Methode werden die Random-Walker nicht ldnger dazu benutzt, eine Green-Funktion
zu konstruieren, sondern werden dazu benutzt, die stark belasteten Spitzen eines Risses zu
finden. Dabei sind alle wesentlichen Einzelheiten des Prozesses — der Walk und die Wachs-
tumsregel — vollstindig im Kontinoum formuliert, um alle unerwiinschten Gittereffekte, die
die Struktur der Risse beeinfiussen konnten, zu vermeiden. Mit dieser neuen Methode kon-
nen bekannte numerische und experimentelle Resultate reproduziert werden. Alle Simulatio-
nen koénnen auf konventionellen Workstations durchgefiihrt werden und keine Supercomputer
werden bendtigt.

Zundchst muB als wesentliches Resultat und als wesentlicher Vorteil hervorgehoben werden,
daB mit dieser Methode realistische Rifistrukturen von einer Grofe bis zu mehreren zehntau-
send Teilchen simuliert werden konnen, was bisher nicht moglich war. Wir haben verschie-
dene Geometrien simuliert und die dort generierten Riffstrukturen qualitativ und quantitativ
mit anderen Simulationen verglichen. Wir konnten bereits bekannte Strukturen reproduzieren
und zeigen, daf8 die resultierenden Risse fraktal sind.

Wir haben streng darauf geachtet, mégliche Gitteranisotropien, welche wenigstens in DBM
bzw. DLA ecine exireme Auswirkung auf die Resultate haben, zu vermeiden: Sowohl der
Walk, als auch das Bruchkriterium und die Wachstumsregel sind ohne Benutzung eines Git-
ters formuliert. Daher konnen wir davon ausgehen, daf3 die von uns beobachteten Anisotro-
pieeffekte nicht auf Symmetriebrechungen zuriickzufiihren sind, sondern einen tatsdchlichen
physikalischen Ursprung haben. Tatsichlich sind ja z. B. die rechten Winkel zwischen Haupt-
und Nebenzweigen wichtiger Bestandteil der Physik dieses Problems und es ist wichtig, daf
dies richtig beschrieben wird. Dies steht im Gegensatz zu z.B. Noise-Reduced DLA Clustern
auf dem Gitter [38], die eine Anisotropie aufweisen, die den hier generierten Scherrissen sehr
ahnlich ist. Dort ist allerdings die Anisotropie ein Artefakt der Methode und ist vollkommen
bestimmt durch das zugrundeliegende Gitter, wihrend Anisotropien in diesem Modell einzig
eine Folge des vektoriellen Charakters der Problems und vollkommen physikalisch sind.

Dariiberhinaus muB besonders hervorgehoben werden, daB hier ein einziges Modell ausreicht,
eine grofe Vielfalt experimentell realisierte RiBeigenschaften zu reproduzieren. Durch Ein-
fiihrung eines anisotropen Random-Walks ist es zusitzlich moglich, noch eine weitere Klasse
von RiBstrukturen einzobeziehen.

Besonders muf hervorgehoben werden, daf man mit dieser Methode in der Lage ist, expe-
rimentell beobachtbare Risse zu simulieren, wie im Absatz 6 “Vergleich mit Experimenten”
des vorherigen Abschnitts gezeigt wurde. Besonders der “Vier-Punkt-Scher Test” ist hervor-
zuheben, da er einen Standard-Test im Ingenieur-Bereich darstelit. Ebenfalls miissen wir die
Simulationsergebnisse des anisotropen Walks hervorheben. Hier konnen wir mit einem reinen

Off-Lattice Modell sehr komplexe realistische Strukturen simulieren.

Als weiteres muBl erwihnt werden, daB alle Rechnungen auf Workstations durchgefithrt wur-
den und keine Supercomputer benétigt werden. Das hier benutzte Programm ist eine Weiter-
entwicklung des bisher benutzten DLA Programms, das um einige vektorielle Komponenten
erginzt wurde. Eine typische Rechnung fir einen RiB mit 20.000 Teilchen bendtigt nicht
mehr als SMB Hauptspeicher und ca. 10-15 Stunden Rechenzeit auf einer SPARCstation 2.
Je nach Wah! der Festigkeits- und Ermiidungs-Parameter kann sich diese Zeit jedoch stark
verlidngern ‘oder auch verkiirzen.
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Ein Nachteil unserer Methode besteht bisher darin, daf} lediglich Krifte und Spannungen, aber
keine Verschiebungen # beriicksichtigt werden konnen. Deswegen ist es bisher nicht méglich,
Spannungs-Verzerrungs Relationen oder Eigenschaften der freiwerdenden Spannungsenergie,
die natiirlich wichtige physikalische Eigenschaften beschreiben, zu messen. Aus dem gleichen
Grund ist es auch nicht moglich, experimentelle Situationen zu simulieren, in denen nicht die
Last, sondern die Verschiebung kontrolliert wird. :

Ein Problem ergibt sich durch die Randbedingung an der RiBoberfliche (80). Hier kann
man keine Analogie mehr zu DLA ziehen, wo die {ibliche Bedingung ¢ = 0 fiir die Crack
Oberfliche leicht als absorbierende Oberfiiche interpretiert werden kann. Hier erfordert die
Randbedingung (80) eine Mehrfachstreuung der Walker an der Rioberfliche, wobei jede
Streuung einen Effekt hoherer Ordnung reprisentiert. Formal 146t sich jeder Streuvorgang als
einzelner Relaxationsschritt in einer Randintegral-Rechnung interpretieren. Da hier die Rela-
xation nicht systematisch, sondern stochastisch durchgefiihrt wird, findet man zusétzlich zum
Rauschen durch die Walker noch ein Rauschen in der Randbedingung, dessen Unterdriickung
viel Rechenzeit erfordert. Hier konnte die Einfithrung des Bias einen Losungsweg aufzeigen,
und es ist sicherlich interessant, dies eingehender zu studieren.

Der letzte Punkt, der diskutiert werden soll, ist die Tatsache, daB} der Walker einen einfachen
Random-Walk ausfiihrt, in dem sich Details der Lamé-Gleichung nicht wiederfinden. Dies ist
in Ubereinstimmung mit dem urspriinglichen Algorithmus von Roux. Der vektorielle Charak-
ter des Elastizititsproblems wird bei einem isotropen Random-Walk erst an der Riloberfliche
sichtbar. Der vektorielle Charakter und die spezielle Randbedinung an der Rifloberfliche fith-
ren dazu, daB der Walker stindig an der Oberfliche gestreut werden mufl. Jeder Streuprozel
reduziert jedoch das statistische Gewicht, so da8 eine Relaxation der Oberflichenspannung
nur sehr langsam erfolgt. Daher haben wir als Variante einen anisotropen Walk betrachtet,
in dem in jedem Schritt das erzeugte Spannungsfeld berticksichiigt wird. Zun#chst war diese
Variante dazn gedacht, die Simulationsgeschwindigkeit zu erhdhen. Es stelite sich jedoch
heraus, daB in Abhingigkeit von der gewdhlten Anisotropie die gesamte RiBstruktur geéindert
wird. Damit wird der Anisotropieparameter o zum wichtigsten und interessantesien Parameter
des Problems, dessen physikalische Relevanz noch untersucht werden sollte.

Aber selbst eine einfache Diffusion fithrt nicht zu unphysikalischem Verhalten. Man muB
beachten, daB Risse wegen des singuldren Verhaltens der Spannungen bevorzugt an der
RiBspitze wachsen. Dieses singuldre Verhalten findet man jedoch auch im Elektrostatischen
Fall: ‘Das elektrische Feld divergiert an Polspitzen. Also werden Random-Walker im Mittel
bevorzugt Rifspitzen erreichen und sind deswegen geeignet, die “hot sites” eines Clusters, an_
denen eine grofle Spannung herrscht, herauszufinden und -abzutasten. o
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iskussion

In dieser Dissertation wurde ein neues stochastisches Modell zum Wachstum von Rissen in
elastischen, ungeordneten Medien konstruiert und numerisch studiert. Der Grundgedanke
dabei war, den engen Zusammenhang zwischen der Laplace-Gleichung und der Lamé-
Gleichung auszunutzen und in Analogie zum erfolgreichen DLA Modell fiir das Laplacesche
Wachstum Random-Walker zu benutzen, um Informationen iiber die an den dufleren Rindern
angelegten Krifte zu einer Rifioberfliche zu transportieren. Durch die Verwendung von
Random-Walkern ist in diesem Modell bereits eine “annealed disorder” enthalten, so daf
dieses Modell fiir ungeordneie Materialien giiliig ist. Das bedeutet keinerlei Einschrinkung
sondern im Gegenieil einen Vorieil, da Unordnung ein wesentliches Charakteristikum realer
Materialien ist und experimentell beobachtete Riffvorgiinge von dieser dominiert werden.

Dieses neue Modell verzichtet vollkommen auf die Benutzung eines Gitters, welches fiir an-
dere numerische Simulationsmethoden typisch ist. Dadurch kénnen typische Gittereffekte,
wie sie besonders im Laplaceschen Wachstum bekannt sind, ausgeschlossen werden. Durch
die Verwendung eines erweiterten DLA Algorithmus konnen sehr effiziente Simulationen auf

n oeliunoen realictieche piﬂefﬂ'lbhl_
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ROTMaien yvorKstauons uh'fCuéuxuhﬁ werden. Es ist uns so geangen, reaisuscad

ren in einer GroBe von mehreren tausend bis wenigen zehntausend Teilchen durchzufiihren.
Die so generierten Strukturen sind etwa um eine GroBenoranung gréfer, als bisher bekannte-
Risimuiationen. B
Wegen der wesentlich groferen Anzahl von aggregierten Teilchen, ist es schwierig, unsere
Simulationen mit den bisher durchgefiihrien numerischen Rechnungen mit wesentlich we-
niger gebrochenen Bonds zu vergleichen. Man findet in allen simulierten Geometrien eine
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ten RiBstrukturen. Dariiberhinaus weisen unsere Simulationen alle wesentlichen Eigenschaften
auf, die man bei realen Rissen beobachten kann: In allen Simulationen findet man eine aus-
geprigte Tendenz, daB Seitenzweige senkrecht aus den Hauptzweigen herauswachsen, wie
es die Randbedingung der Lamé-Gleichung fordert. Dies ist besonders bemerkenswert und
wichtig, da unsere Methode vollkommen “Off-Lattice” ist und dieses Verhalien durch keinen
Gittereffekt ausgeldst wird.

Wir finden weiter, dall die Rilspitzen nicht mehr die ausgepriigte Tip-Splitiing Instabilitét
von DLA aufweisen, sondern erst eine gewisse Linge erreicht haben miissen, bevor sie
Seitenzweige ausbilden konnen. Dies stimmt mit experimentellen Beobachtungen tiberein, bei
~der man auch Side-Branching als dominierende Verzweigungsart beobachten kann. Zusitzlich
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finden wir, daf Seitenzweige auf der AuBenseite von gekriimmten Zweigen erscheinen, was
ebenfalls mit experimentellen Beobachtungen {ibereinstimmt und besonders bei Van Damme
und Lemaire [68] beobachtet werden kann, Aus der Unterdriickung des Tip-Splitting resultiert
schlieBlich auch, dafl die fraktale Dimension der erzeugten Cluster geringer als die fraktale
Dimension von DLA ist, was ebenfalls mit anderen Beobachtungen {ibereinstimmt.

An den generjerten Rissen wurden mit Hilfe des Radius of Gyration die fraktalen Eigen-
schaften bestimmt. Es konnte gezeigt werden, dal die generierten Riflstrukiuren fraktal sind
mit einer fraktalen Dimension, die deutlich unter der Dimension von DLA liegt. In einigen
Simulationen werden sogar nur eindimensionale Strukturen generiert.

In diesem Modell werden im wesentlichen vier freie Parameter benutzt, von denen sich be-
sonders zwei als wesentlich fiir die Generierung von Rissen mit korrekten Eigenschaften
herausgestellt haben. Die ersten beiden Parameter o, und oy représentieren die Materialfe-
stigkeit unter Druck und unter Zug und sind direki mit den physikalischen Koh#sionskriften
verkniipft.

Die beiden wesentlichen Parameter sind dagegen der Ermiidungs-Parameter M und der Bias-
Parameter v, Der Ermiidungs-Parameter kontrolliert direkt die Ausbildung von Seitenzweigen,
da er bestimmt in welchem Ausmalfe eine kleine Last durch Materialermiidung zur Bildung
eines grofen Risses filhren kann.

Den wesentlichsten Einfluf} auf die globale Struktur der entstehenden Risse hat der Bias-
Parameter ¢, mit dem die Anisotropie der Random-Walks gesteuert wird. Hier ist allerdings
die physikalische Interpretation noch nicht klar. Urspriinglich wurde er eingefiihrt, um die
Simulationen im Sinne eines Importance-Sampling zu beschleunigen. Allerdings stellte sich
heraus, daB er sehr stark das relative Gewicht der duBeren und der inneren Randbedingungen
verschiebt. Der Bias sielit eigentlich den einzigen freien Parameter dieser Methode dar, da nur
er in der Lage ist, eine wesentliche strukiurelle Verinderung der Risse hervorzurufen. Hier
sind sicherlich weitere Studien interessant und sinnvoll, damit seine physikalische Bedeutung
exploriert werden kann,

Besonders muf} hervorgehoben werden, dal man mit diessm Modell in der Lage ist, expe-
rimentell beobachtbare Risse zu simulieren, wie im Absatz 6 “Vergleich mit Experimenten”
des Kapitels 7 gezeigt wurde. Besonders der “Vier-Punk Scher-Test” ist hervorzuheben, da er
einen Standard-Test im Ingenieur-Bereich darstellt, Ebenfalls miissen wir die Simulationser-
gebnisse des anisotropen Walks hervorheben. Hier k6nnen wir mit einem reinen Off-Lattice
Modell sehr komplexe realistische Strukturen simulieren.

Neben diesem Rifimodell haben wir in Kapitel 6 ein Gitiermodeli studiert, welches das Wachs-

tum von Rissen unter dem Einfiuf} einer Schockwelle beschreibt. Dazu benuizen wir eine
Methode, die wegen der diskret gewihlten Zeitschritte stark an Coupled-Maps erinnert. Die-
ses Modell ist interessant, da trotz seiner Einfachheit nicht-triviale und realistische Resultate
erzielt werden kénnen. Wir haben auf einem 1024 x 1024 Gitter eine singuliire Schockwelle
im Gitterzentrum angeregt, worauf sich eine Schockwelle ausbildet, die radial nach auflen
wanderi. In jedem Zeitschritt werden die jeweils am stdrksten belasteten Bonds gebrochen.
In umfangreichen Simulationen auf einer Connection Machine CM2-16k haben wir mit die-
ser Methode Risse mit mehr als zehntausend gebrochenen Bonds generiert und gezeigt, dal3
die so erzeugten Risse fraktal sind, deren fraktale Dimension linear von der Festigkeit der

Bonds abhéngt.
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Die Untersuchung von Rifstrukturen mit Hilfe eines stochastischen Algorithmus erfordert
sehr effiziente Methoden zur Generierung grofler DLA Cluster. Daher wurde ein Programm
entwickelt, welches die Generierung extrem grofer DLA Cluster auf Workstations erlaubt.
Mit diesem Programm wurden DLA Cluster mit 50 Millionen Teilchen simuliert. Dies ist
ein Rekord fiir die Simulation von Off-Lattice DLA Clustern. In den Kapiteln 3-5 haben wir
diese Moglichkeiten ausgenutzt uns daher mit drei Fragestellungen iiber DLA beschiftigt.

Im Kapitel 3 wurde die Frage des Multiscaling in DLA untersucht. Es wurde gezeigt, daf in
DLA Clustern die in Schalen enthaltenen Massen mit unterschiedlichen Exponenten, die mit
zunehmendem Abstand von Clusterursprung abnehmen, skalieren. Damit haben wir gezeigt,
daB die bisher an kleinen DLA Clustern mit 100.000 Teilchen gewonnenen Ergebnisse auch
fiir groBe Cluster giiltig sind. Zusitzlich haben wir Multiscaling an einem sehr groBen Cluster
mit 50 Millionen Teilchen gemessen. Hier haben wir einen Hinweis gefunden, daf} fiir sehr
groBe Cluster der Ubergang der Multiscaling-Dimensionen wesentlich schirfer als bei kleiner
Clustern ist. Wir haben bemerkt, daf die Messung von Multiscaling sehr empfindlich auf die
Isotropie von DLA Clustern reagiert: Ein schlechter Zufaliszahlengenerator kann Multiscaling

zerstoren.

Multiscaling ist eine Konsequenz des besonderen Skalenverhaltens der radialen Wachstums-
wahrscheinlichkeiten p(r). Plischke und Rdcz [88}haben diese Verteilung an kleinen Clustern
gemessen und eine gaufformige Verteilung gefunden. Wir haben im Kapitel 4 bestitigt, da3
das Maximum der Verteilung gut durch eine Gauf3-Form beschrieben wird und mit umfang-
reichen Messungen and groBen Clustern gefunden, dal die Breite £ dieser GauB-Kurve ein
Verhalten der Form {/Ry o< 1/vIn M oder {/Ry &x M v aufweist. Eine Unterscheidung die-
ser beiden Moglichkeiten ist mit unseren Daten nicht moglich. Durch Messung der relativen
Breite an einem Cluster mit 50 Millionen Teilchen haben wir einen Hinweis darauf gefunden,
daB die relative Breite fiir sehr grofle Clustermassen gegen einen konstanten Wert strebt. Wir
haben weiter p(r) im Clusterinneren — also fiir  — 0 — untersucht und bestétigt, dafl man
im Inneren ein Potenzverhalten findet. Wir haben daher zwei Skalenansitze fiir p(r) getestet
und so gezeigt, dal der Exponent des inneren Teils wesentlich kleiner ist, als in bisherigen

Messungen: Dort wurden lediglich effektive Exponenten gemessen.

Lildhy A dialaiisdl

Im Kapitel 5 haben wir die auffillige, baumartige Struktur von DLA Clustern mit einem
hierarchischen Ordnungsschema analysiert. In diesem Schema werden PLA Cluster unterteilt
in Zweige verschiedener Ordnung, die man mit Bldttern, Zweigen, Asten und Stimmen
in Bdumen vergleichen kann. Wir haben bestitigt, dafl sowohl die Linge, als auch die
gehorchen. Zusitzlich haben wir die Breiten und Massen der Zweige studiert und das gieiche
Ordnungsschema gefunden. Wir konnten so zeigen, daB in Off-Lattice DLA selbstihnliche
Zweige existieren, deren Linge und Breite mit demselben Exponenten skalieren. Bisher war
dieses Ergebnis lediglich fiir Lattice-DLA bekannt. Besonders interessant ist die Untersuchung
der Winkel zwischen Zweigen verschiedener Ordnung. Wir konnten zeigen, da auch
diese Winkel einem -strengen Ordnungsschema gehorchen und im Grenzfall unendlicher
Clustermasse gegen einen asymptotischen Grenzwinkel von ca. 36° konvergieren. Dieses
Verhalten unterscheidet sich vollig von dem Verhalten der Rifistrukturen, bei denen 90° Winkel

~zwischen Zweigen verschiedener Ordnung dominieren.




A.1 Der slizemeine Formalismus

Die Methode der komplexen Spannungsfunktionen beruht auf der Eigenschaft, daB alle Ver-
schiebungsfelder 4, die Losungen der Lamé-Gleichung sind, auch Losungen der Bipotential-
gleichung

AAL =0 (119)

sind. Das kann man leicht durch Bildung der Divergenz und durch Anwendung des Laplace-
Operators auf die Lamé-Gleichung (79) verifizieren. Da das Verzerrungsfeld ¢ und das Span-
nungsfeld ¢ durch Linearkombination von Ortsableitungen des Verschiebung_sfeldes gebildet
werden, erfilllen sie notwendigerweise auch eine Bipotentialgleichung. Die Bipotentialglei-
chung spieit somit eine fundamentale Rolle in der Elastizititstheorie.

Um den Zusammenhang zwischen den Spannungs- bzw. Verschiebungskomponenten und
den komplexen Spannungsfunktionen herzustelien, kann man von der Formel von Goursat
ausgehen. Sie besagt, daB sich eine beliebige reelle biharmonische Funktion F(z,Z) in der
Ebene durch zwei analytische komplexe Funktionen ¢(z) und x(z) darstellen 148t und lautet

F(z,2) = ®{z - ¢(2) + x(2)} (120)

Die Menge der moglichen Spannungsfunktionen F(z,Z) kann man erheblich einschrinken,
denn man weif, dafl das Spannungsfeld in Abwesenheit von #uBeren Volumenkriften die
Gleichgewichtsbedlingung Divg = 0 zu erfitllen hat. Diese Bedingung kann identisch erfiillt
werden durch die sogenannte A_;irysche Spannungsfunktion F(z,y), die man gemif

L _oF _8F __®F
T By v = B2 ey = Bxdy

definiert. Mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes und der Definition des Verzerrungsfeldes ¢ kann
man nun zelgen daB in zwei Dimensm-len das Spannungsfeld selbst einer Potennalglexchung_ -

genugen muB

(121)

A(amm+ayy)=o | S a2
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und dal daher auch die Airysche Spannungsfunktion einer Bipotentialgleichung gentigt

O'F 8iF O*F

527 + 250787 T 5T = (123)

AAF =

Also kann man die Airysche Spannungsfunktion mit dem oben definierten F(z,z)__identiﬁ—
zieren und erhilt aus (120) und (121) die ersten beiden Kolossovschen Formeln '

Oxz + Oyy = 43%(¢!(3)) 194
Cze — Oyy + 21Ty = —Z(zgé”(z) +—7,!_}T(—£)_) (124)

mit den komplexen Spannungsfunktionen ¢(z) und ¥(z) = x'(z). Mit Hilfe dieser Formeln
und dem Hookeschen Gesetz kann man nun die Verbindung zwischen den Verschiebungen und
den komplexen Spannungsfunktionen herstellen und erhélt die dritte Kolossovsche Formel .

2l + tuy) = k(z) — 2¢'(2) — (z) (125)

Die Konstante x« unterscheidet hier zwischen ebenen Spannungs- (ESZ) und ebenen Verzer-
rungszustinden (EVZ)

3—-4r bei EVZ

Die Formeln (124) und (125) bilden die Grundlagen der Methode der komplexen Spannungs-
funktionen.

Man erkennt, daB ebene Probleme der Elastizitdtstheorie auf die Ermittlung zweter analytischer
komplexer Funktionen ¢(z) und ¢(z) zuriickgefithrt worden sind. Die Mdglichkeiten bei der
Wahl dieser beiden Funktionen wird durch die Angabe der Randbedingungen eingeschrinkt.
Aus (125) erhilt man bei vorgegebenen Randverschiebungen (s) = (uz, uy) = {g1(s), g2(s))
sofort die Bedingung ' S

 w(z) — 2B — B = 2l +igo) a2

Fiir vorgegebene Randspannungen § = {p;, p,) pro Linienelement ds erhdlt man ans (121)
und dem Kriftegleichgewicht ¢ - @ = p - ds die Beziehung

i)+ T+ TF] = [ v ds )

Fiir den Kraftflu, d. h. die Resultierende fA 5 der duBeren Krifte an einemn endlichen
Randstiick AB, lautet die Randbedingung dementsprechend

_ — B B -
~i[8(e) + 5 + 907, = f (pe + ipy) ds = Fiz (129)
_ A . . .

Den eben hergeleiteten Formalismus Werden wir nun daiu benutzen, das Spannungsfcid zu
bestimmen, da} in einem elastischen Kreis vom Radius R von einer Punktkraft 7'(0) =
(Fy,Fy) hervorgerufen wird. Der Rand des Kreises moge dabei festgehalten sein: 4(R) =0.
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A.2 Punktkraft im elastischen Kreis

Den cben beschriebenen Formalismus wollen wir nun dazu benutzen, das Spannungsfeld
zu bestimmen, daf in einer elastischen Kreisfliche vom Radius R von einer Punktkraft
F(0) = (Fy, Fy) im Kreismittelpunkt erzeugt wird. Der Rand des Kreises moge dabei
festgehalten werden Z(R) = 0.

Da man durch die Punktkraft einen singuliiren Punkt im Ursprung erhilt, ist das betrach-
tete Gebiet zweifach zusammenhédngend und damit lauten die allgemeinen Ansitze fiir die
komplexen Potentiale ¢(z) und (z)

¢(z) = cln(2) + do(2)
P(z) = —keln (2) + vo(z)

mit zwei analytischen Funktionen ¢o(2) und o(z). Aus der Randbedingung (129) kann die
Konstante ¢ bestimmt werden zu

(130)

(Fp +1iF,) o
= e -(131
(1 + x) - @3
Aus der Randbedingung (127) erhélt man fiir ¢o(2z) und (=)
= ,2
(64
do(z) = —2cln (R) + ——=5
2 - i | (132)
dolz) = —2— "
woraus schliefSlich die beiden komplexen Potentiale folgen
T 22
#(z) =cln(z) — 2cIn(R) + ~=
* (133)

4:) = ot (2) - 2)

Mit Hilfe der ersten beiden Kolossovschen Formeln (124) kann man nun leicht das Span-
nungsfeld bestimmen. S e _
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Im folgenden soll das komplette DLA Programm gezeigt werden, mit dem eine Simulation -
von Off-Lattice DLA Clustern mit bis zu 50.000.000 Teilchen mdéglich ist. Obwohl das
Programm sehr umfangreich ist, habe ich mich entschiossen, nichit nur Auszlige abzudrucken,
da der Code wegen der benutzten Datenstruktur sehr komplex ist. Leider gibt es keine
Maoglichkeit, Off-Lattice DLA in dieser Groflenordnung in einem kleineren und einfacheren
Programm zu implementieren.

Das Programm ist kompiett fiir Simulationen auf SPARCstations unter SunOS ausgelegt und
einige System-Calls werden benutzt, die nicht unbedingt mit Standard-UNIX kompatibel sind.
Allerdings sind dies kleinere Calls, die nicht wesenilich sind, sondern Timing und Interrupt-
Behandlung durchfiihren.

Der wesentliche Punkt zom Verstdndnis des Programms ist die Kenninis der benutzten Daten-
struktur, wie sie im Kapitel (3) beschrieben ist. Das Feld map__ enthélt die Kartenstruktur, in
der der Cluster in immer feinerer Auflosung beschrieben wird. Das Feld site_ enthilt die
verkettete Liste aller jener Teilchen, die sich innerhalb einer bestimmten Box befinden. Die
Koordinaten der Teilchen sind im Feld cluster__ gespeichert. Allerdings werden nicht alle
Koordinaten im Speicher gehalten, sondern mit einer “least-recently-used” Strategie verwaltet.
Die Verwaltung der residenten Speicherseiien erfolgt mit Hilfe des Feldes stack_.

In der gezeigien Programmversion ist zweidimensionale DLA mit Teilchen mit Konstantem
Radius gezeigt. Allerdings kann das Programm leicht auf hohere Dimensionen erweitert

werden. Ebenso sollte die Simulation von DLA mit Teilchen mit variablem Radius mébglich

sein.
Das gesamte Programm ist auf verschiedene Queil-Files aufgeteilt, die mit einem Makefile

o

zusammengebaut werden. Fiir jedes File ist daher der im Makefile benutzte Name
angegeben. .

Dies ist common .dflt. Hier werden alle globalen Variablen deklariert. Diese Datei muf}
erst mit dem cpp Préprozessor {ibersetzt werden, bevor sie benutzt werden kann.

/* pipe through cpp to install defaults */
/* ¢cpp =P common.dflt > common.f */
/* this is autcmatically done in the makefile */

/* supply cpp defaults */
- #ifndef M_CLUSTER
#define M_CLUSTER 1000
fendif
$#ifndef M_MAP N =
#define M_MAF 200
#endif
| #ifndef BUFFERED_PAGES
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fdefine BUFFERED_FPAGES 500

#endif

#ifndef D_PARTICLE

#define D_PARTICLE 1.40/4.40%length 0
#endif

/* defaults stripped by ¢pp */

T LR LA L LR L L bt

(=4
=]
(=}
<
<
<
]
[=]
c
c
<
c
=]

this is common.dfit

it contains a lot of global definitions

concerning parameters and arrays

it has to be in¢luded into every function or subroutine via

include ‘common. £

the resulting code is not compatible with nermal fortran-77 code
due to the include command above.

P T e R R L R R LR ey

PR e L e e bt A e AL b

[
<
[+

general parameters

e L e e AL AR bbb

character version*(*)
parameter {version='15"})

charag¢ter rng _name* (*}
parameter (rmg_name='irand{3F) with shuffled table’}

character path*(*)
parameter (path='data/‘}

integer stdin, stdout, stderr
parameter (stdin=5%, stdout=§, stderr=0}

integer cluster_unit, site_unit, stat_unit, next unit, count unit
parameter {cluster_unit=20,

site _unit=21,

stat wnie=22,

next_unit=23,

count. Mnle=24)
integer £d_cluster, f4 site, £d_count

oo R

integer Xbyte
parameter {kbyte=1024)

this are the allowed signals recognized by 'output’
integer
statistics,
update,
initislize,
end_of_simulation,
interrupt,
info_request
parameter {
statisties=-3,
update=-2,
inicialize=-1,
end_of_simulation=90,
interrupte2,
info_request=30)

R R

B

integer xO0£ff,x0f
parameter (x0f=2+**8-1,x0E£f=2%"30~-1}

double precision pi, zweipi

parameter (pi=3,1415526535857932384626433d0, zweipi=2.40*pi})

P R L L e e i e Rl L e L b

<
o simulaticn parameters
=
c*iillli'i)'ﬁ' EANTETR kb REE kkd kAR TN RN R TR F R WIS
e dimension t
integer 4
parameter (d=2)
< intended cluster mass
integer m_cluster
parameter (m_cluster=M_CLUSTER*kbyte)
=3 maximum number of occoupied map sites
integer m_map
paramekter (M _mzap=M¥ MaP*kbyte)
c . size of paging space
integer page_size, buffered pages
parameter (page_sizeszkbyte/2, buffered_pages=BUFFERED_PAGES"2)
[ nurber of map levels
¢ if you change this you have to change the unrolilied do lcop

4 touch particle’

113
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integer maplevels
parameter (maplevels=5)

c dim 0 number of lattice sites on the lowest map level
integer dim_0
paramster (dim 0=2**{(maplevels+1}+7}]

c length_0 lattice constant on map level §
double precision length_0
parameter {length _0=1,40}

c particle radius and diameter
double precision rparticle, dparticle
parameter {dparticlesD_PARTICLE,
& rparticle=0.5d0*dpartisle)

z size of sin/cos-table
integer gc_size, sc_bits
parameter (sc_bits=1d, sc_size=2**sc¢ bits-1)

P R e AL LA R e AL e sl el s
=]

a workspace declaration
c

P e e R e At Al i e bt Al

< seed of random number generator
integerrd seed

n_cluster is the current size of the cluster

cluster_ contains the exact particle positions

site_ contains the index of the next particle in a list
next_ contains the index ¢f each particles parent particle
integer n_clustexr

real cluster_(d, 0:page size-1,buffered pages)

integer*4 site (0:page_size-1,buffered pages)

integer*d next_{0:page_size-1!}

aaonan

translation tables for paging management

only a finite number of particle has to be kept in
memory. The stack is organized as a linked list!
Therefore it is very easy to remove or insert pages
integer page_map(C:(m_cluster-1)/page_size)
integer root, tail

parameter {root=0, tail=puffered pages+l)

integer number, £lag, previous, next

paramater {(number=0, flagsl, previous=2, next=3)
integer stack_{number:next,root:tail)

integer unchanged. changed

paramater {unchanged=0, changed=1)

integer on_disk, never_used

parameter {on_disk=-2, never_ used=-1)

Q0 a0

n_map is the current size of the map-itabhle

c map_ conrtains the map-wood

-] base_ contzins the roots of the trees in the map-wopod
integer n_map

integer*d map_{0:1,0:1.0:m_map)

integer dim_base

parameter {(dim basesdim, 0/2*%* {maplevels+l))

integer base_{0:dim_base-1,0:4im base-1)

]

3 length {...} is the lattice constant on = given map lavel
double precision length_(0:maplevels)

c locaticn of the seed of the cluster
double precision r0{d}

c table of sine and cosine
double precision sin (0:sc¢ sizel,cos (0:sc_size)
integer phi, theta

< measurement variables
real etime, dtime, etarray(2)}, dtarrayi(2). etme, dime
integer access_faultrs :
double precision avg_site, avg_site_2, n_avg
double precision Tclustsr, xymin, xymax
COIImon
sin_, cos_,
base_. next_,
cluster_, '
page_map, stack.,
0,
length_,
rcluster, xymin, xymax,
avg_site, avg_site 2, n.avy,
etarray, dtarray, etme, dtme,
phi, theta,
seed,
access_faulta,
fd_cluster, fd_site, fd_count,
n_cluster, n_map,
map_, site_
external etine, dtime

MEPMRERDRAPRTDR R DR

Dies ist dla. f. Im wesentlichen enthélt es nur Initialisierungsroutinen und eine Loop liber
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alle Teilchen, die aggregiert werden sollen.
CREERHE LR B R TS B R RS R L PR LR R R R G H R SRR SR R L RN S R R

simulation of cff-lattice dla
in 4 dimensicns
currently only d=2 is implemented

the common declarstions are in file
common, 4f1t
and are processed by C preprocessor

nNaonnonnaon

CHRHBBESF LI R ABABRERIERAUFAIR BB RS LR AR RS P ERL SRRV R R BB L LN SR RUR R R BB

program dla
include fcommon.f*

double precisicn pihalbe
pazameter (pihalbe = 0.530*pi)

doubkle precision r{d), drand
integer touch_index, n_clid, i, iarge

c do some intialization stuff
call output(initialize)
call init{)

store the seed

<
< you can also doc multi-seed dla by specifying the number of seeds
¢ and specifying the range, over which the geeds should be distribukted
[} { see the J*dparticle<!...} }
doi=1,1
r{i) = r0{l}+0*dparticle* {drand(0}-0,540}
r{2) = r0(2)+0*dparticle* (drand{0)-0.5d0)
call storeir,0)
enddo
< Here comes the whole DLA stuff :-) As easy as this!
< 4o the walk and store the particle
n_old = -1

4o while(n_cluster-1.lt.m_cluster}
call walkir,touch_index)
yeall storelr, touch_index)
if (medin_cluster-1,page_sire).eq.0.and.n_old.ne.n_cluster}! then
call cutputistatistics)
n.old = n_cluster
endif
endde
if (modin_cluster-1,page_size) .ne.Q) then
call output{statistics)
endif

call output{end of_simulation)
stop .
end

in
initialis i ert und die Interrupt-Handler aufgesetzt.
CHERENS RS R AT HLR PO A SRR B LRRA S SRR S 4R BE B AR R ARG RA S SR LR UL HE R SRR ES
4 initizlise fields and parametezs

SRR R RN AR AR R RN RS L R ARG B H R R R R RS R SR SR AR SV R MR SR R RS

subroutine init{}
c inciude common variables
include ‘common. £’

double precisgion x, dx

integer irand, lnblnk, hostnm

integer i, j, sigmal, access, time, getpidh, getfd
integer irand, zufall

character fdate*24, name+*80

external output, fpe

integer is, id

double precision sinhelp, coshelp

zufall ()=rshift{izand{0), 3l-sc_bits)

< startup message
i=hostnm{name}
write{stderr, *}
write{stderr,*) ’*+** DLA-',version,’' started at *,fdate(},
& * on ! ,name(:lnblnk{name))
writeistderr, ‘{a,i5.5)") * Process-id is *,getpidn(}
write{stderr,*} * The cluster size will be *,m_cluster

if (m_cluster.gt.xDf££} then

write({stderr,*) ' Sorry, cluster size too large!!’
stop
endif
< look for data subdirectory

all the data is written to a subdirectory called data
if {access(path,’ '}.ne.0} then

Ltl

115

it.£. Hier werden die benutzten Variablen und der Zufaliszahlengenerator
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write{stderr,*} ‘' Sorry, can’‘t access the *,
& path, * subdirectory.’
stop
endi £

install output{) as ctri-c handler

c
¢ the program can be interrupted with a 'kill 2° command
[ the data already generated is not lost but written to disk
if f(signal(interrupt,output,-1).1t_0} then
write{atderr.*) * Sorry., <¢an’’‘t install signal’,interrupt
stop
else
write{stderr,*} * Interzupt installed as signal ’,interrupt
endif
< imstall *kill -30' as information handler
< during a program run the program ¢an be checked using
< ‘kill -30 program-id-
if {signal{info_request,ocutput,-1}.1t.0) then
write{gtderr,*] ' Serry, can’‘t install signal’,info_request
stop
else
write({stderr,*) * Info installed as signal *,info_request
endif
L] init parameters
[ get file descriptors
c they are needed since I write some of the cutput
c using operating system calls {(only in C-libraries)

£4_cluster=getfd(cluster vnit) i
fd_site=getfd{site_unit)
c initialse timing ;
etme=etime {etarray) :
dtme=dtime {(dtarray)
[ initialise paramaters like map- and clustersize
n_cluster=1
n_map=1
avg_site=0.d40
avg_site_2=0,40
n_avg=0.d0
xymin=1.d30
xymax=-1.d30
rcluster=0.d0
access_faults=0

random number generator started with some ’‘random’ nunber
consisting of the time and the process-id
irand is supposed to produce a 31 kit integer number
this has to be considered in ‘zufall’ where I reduce this
31 bit number to a random number of appropriate size
se.8ize = 2¥*s¢ _kits-1
seed=and{time{) *getpidh{},2**31-1}
izirand{zesd)
& doc some warmup
do j =1, 10000
i = zufall()
enddo

naoocaoon

I do not want to calculate trigonometric functions all the time
c 50 use table of trigonometric functions o
dx=zweipl/ {sc_size+1)
do i=0,sc_size

x = dble{i)*dx

call d_sincos{x,sin_{(i),cos_[1)}
endde

[t]

the built in RNG might produce bad numbers
[ make sure that the center of mass of the cluster doss not move
c this problem is removed by shuffling the table
do iw0,10*sc_size
id = zufall()
is = zufall()
coshelp & cos_(id)
cos_(id} = cos. (is)
cos_{is} = coshelp
sinhelp = sin_(id)
sin, (14} = sin_(is)
sin_(is) = sinhelp
enddo . - et L . k £y

0

init paging management‘

[ all pages in memory are empty

do i=root,tail
stack, (nurber,i}=-
stack_(flag,i)=unchanged
stack_{previocus,i}=i-1
stack_{next,i)=i+1

enddo

do i=0, (m_cluster-1} /page_size
page_map{i}=never_used

enddo

n

c " init lattice constants of each map_level
’ length_{0)=length O
~do i=l,maplevels
length_{i}=2.d0"length_{i-1}
- enddo :
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c init seed position
do i=i,d
roi{i}=length 0*cdim _0/2.40
endde
return
end

Dies ist output. f. Hier werden Meldungen geschrieben, Interrupts behandelt und Daten

geschrieben.
LR RS SR e e S dia bt ad sl T a o g s EE L S ot b E LS S o

(=4
c cutput routine

< open and update the necessary output files

c this routine is called if you send a kill or info signal
< to the program

<

[+

FEERFETHRERSBURF RN ERE R RSB R BR R E R RE S AR ASVERE R LA R RS RS R AR VAR I B R RS RIS

subroutine gutput{signal}
include ‘common. £°
integer sigmal

integer this_page, page, offset, particle
integer getpidh

integer wr_, fsesk, ¥

chazacter pid*5, fdate*24

integer BOF, EOF

paramater (BOF=0, EOF=2)

double precision sqgr, x

5QT K} =®*x

c get the process-id to identify the different jobs
c the process-id is used to identify the correct data
[ clusters are grown in parallel

writelpid,  {i5.5}’} getpidh{)

e print some statistics
if (signal.eq.statistics.or.signal,eq.interrupt) then
etme=etime{etarray)
dtme=dtime{dtarray)
write(stat_unit,859) n_cluster-1,
access_faulrs,
etarray{l},
etarray(2),
avg_site/n_avg,
sqrti{avg_site_2/n_avg-sqriavg_site/n_avgl),
a_Hap
writel{next_unit,
rec=(n_cluster-2)/page_size+l}
{next_{i}, i=0,page_size~1}

TERR R D

an
oo

write newest data...
particle = {n_cluster-page_size/2)
page = particle/page_size
call get_page(particle, ofifset, this_page)
r = fseek{cluster_unit,page*(page_size*d*d},BOF)
r=wr_{fd_cluster, cluster_(1,0,this_page), page_size*d+*4)

annnaan

avg_site=0.40
avg_site_2=0,40
n_avg=0.,d0
[ flush buffer
call flushi{stat_unit)
99% format(lx,2i8,1p,4g13.7,i8}

endif
c initialize and open output files
if {signal.eq.initialize) then
c first setup paging strategy of 08

call ancmalous_paging()
open{unit=stat_unit,

& file=path// ‘statisticg, "/ /pid}
r=fseek{stat_unit,Q,EQF)

write({stat_unit, ‘ (a}’}

& + *** gtatistics file for DLA-',version,
& f run ',pid., ' of ‘,fdate()

write(stat unit,*) ‘particles access.faults ./,
& ‘user sys avg_site varianz n_map’

open{unit=¢cluster_unit,
file=path//’cluster.'//pid,
form=‘unformatted’,
access=‘direct”,
recls4*d*page_size)

)

open(unit=site unit,
form= unformatcted-,
acgess="dirscn’,
recl=4*page_size,
status=’scratch’)

Ll
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cpeniunit=next_unit,

& file=path// ‘next.’//pid,

& form='unformatted’,

& aceags=‘direct”,

& recl=d*page_size}

endif
< terminate simlation

if (signal.eqg.end of simulation.or.signal.eq.interrupt) then
c first set again normal paging stratagy

call normal_pagingi{)

c write the information file

opan{l3,file=path// ' readms, '/ /pid)

write{l3,*)

write{l3,*) r*¢* Dascription file for DLA~‘,version.’ of ‘,fdatel(}

write{13.%)

write(13,1000) ’‘Dimension’,d

write{13,1000) ‘RNG seed’, seed

write(13,*) * Generator is ‘//RNG_name

write{13,1000) ‘Maximal clustersize’,m cluster

writae{i3,1000) *Actual clustersize’,n_cluster-1

write{13,1000) ‘Record length’, page_size

write(13,1008) °‘Haximsl mapsize’,m_map

write{13,1000) ‘Actual mapsize’,n _map-1

write(13,1001) ‘Total time’,etime(etarray)

write(i3,1001) *User time' etarray(l}

write{13,1001) ’System time’,etarray(2}

write{13,1000) ‘Number of maplevels'.maplevels

write{13,1000) ‘Murbker of sites in the lowest level'.dim 0

write{12,1800) ‘Humber of access faults', access faults

write{13,1001) ‘Edge length in the lowest level is’,length C

write{13,1001) *The particle diameter is’, dparticle

write{13,1601) ‘Radius of the cluster is’ recluster

write{13,1001) ‘Smallest xy cocrdinate is’,xymin

wrkite{13,1001) ‘Largest xy coordinate is’, xymax

write(i3,*)

write{l3,*) * The coordinates are written to cluster.‘//pid

write(13,*) - To read them please use’

write(l3i,*} - do page=i,’, (n_cluster-1-1}/page_size+l

write(13,*} * read{unit, rec=page) f{c_xi{i),c_y{i)}’,
& , +i=0,',page_size-1,')"

write{13,*} - enddo”

write(l3,*}

closa(l3)

c close all cutput files
close{site_unit)
elose{stat_unit)
close (next_unit)

c write the data in memory
do page=0, Im.cluster-1) /page_size
this_page=page_map(page}
if {this_pzage.ne.on disk.angd.
& this_page.ne.never_used) then
1f {stack_{£flag,this_page).ne.unchanged} then
r=£fseek{cluster_unit,page* (page_size*d*4),BOF)
r=wr_{fd_cluster.
& ¢luster_(1,0,this_page),
& page_size*d*4)
endif
endif
enddo
close(cluster_unit)

stop
1000 format{lx,a,t45,1i11}
1001 format {1x,a, £45,920.7)
2000 write{stderz,*) **** Sh.,., there was an error Juring the finsl output '
write{stdery,*} “*** Aborted...’
endif
< write some information stuff about the current simulation

{E {micnal.sc. infs Dosies an
if {zignal.zg.infc_zeguest) then

wrike{stderr,*)

write{stderr,*) ¢ **+ Infermation for DLA-’,version,’ run ’,pid
" write{stderr, *)

write{stderr.*) °‘Hi Y, are you curiocus about what I'‘m doing?’
write{stderxy,*} ¢ The cluster is *,

& n_cluster-1, " {*,m.cluster,’}] particles big.’
write(stderr,*} - The map has *,n_map,’{‘,m_map,’} entries.’
write{stderr,*) ¢ There were ‘,access_faults,’ access faults.’
write({atderr,*) * The smallest (largest) xycoordiantes are ’, xymin, -xymax
write{stderr,*) * The radius of the cluster is ‘, rcluster PO
write{stderr,*) ‘ I''m a workcholic¢ ge don’’t disturb me!’
write({stderr.*) ’'Bye bye baby...’ . .
write(stderr,*}
return

endif

return
end

~ Dies ist walk. £. Hier wird ein Random-Walk bis zum Cluster-Rand hin durchgefiihrt. r ist
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die endgliliige Position des Walkers und touch_index der Index des beriihrten Teilchens.

CHEFRFERS IR RS B E LR R R S LR R SRR RS R BT R R SR R B RN R R R R U R R

<]

c perform & new Random-wWalk

< return the peosition r of the particle after having touched
-] a particle of the cluster {touch_index)

c
CHER B HF SRR E PR RS RS G R SR R R B R S SRR R PR RS S SRR SRR SR B B AR bR

subroutine walkir, touch_indax)
include 'common. £!

double precision r{d)

integer touch_index

double precision length, lengthQ
double precision cutoff, cutoff2, dist2
integer il, 4i2

integer level

integer m_ index

legical teuch

double precision sgr, x

integer bit, 3, k, 1, map,
& irand, normalize, zufall

< double precision kias, drand

sgr{x) =x*x

pit(j, k) =andirshift (3, .k}, 1)
zufall{)=rshift{irand{0},21-sc_bits)
normalize(x)=int{x)

to save memory Space map,, is of type byte*3
combine everything to give a full integer word
map(i, k. 1} =map_(3,k,1)

0o

create a new Random-Walker

start on a circle around %he cluster with a radius that is
somewhat larger than the cluster itself

the cutoff circle is somewhere far away

lengtho = roluster+5.d0*dparticle

cutoff = 10.40*r¢luster+10.d40%dparticle

cutoffZ = sgr{cutoff)

nnnao

9399 length=length0
r{li=xb{l}
r{2)=r0({2)

2 continue

c choge direction
phi = zufall(}
r{l) = ri(l)+length*cos_(phi}
r{2) = r{2)+length*sin_{phi}

AR R R R R AR A L B B R R S B B B S L L LR S RS S E SR RS S B R R B LR R R B R R S
-] start a new step of the walker
CHBFHFHEEEH BT RS R IR R R R R G R R R R SR R R R F TR L R B R R R B U RS SR BN R
[ search the top level
100 level=maplevels

il = normalize{x(1})

iZ = normalize(r(2)}

c did the particle travel too far away
dist2 = sqri{r(l)-r0(l))+sqrix{2)-rbi2))
if (dist2.gt.cutoeffl} goto 9383
if (il.lt.0.or.il.ge.dim D.ov,i2.1t 0.0v.i2.ge.dit 0} then

¢ particle fell cff the edges of the mapped area
length = sgrt{dist2)-length
gote 2
endif
& get the first pointer. if there ig no particle around
< then periorm the stsp

m_index = base_(rshift(il,maplevels+l), rshifc(i2,mzplevels+i})
if (m_index.eq.0) then
length = maxllength_{level), sgrri{dist2)-lengthd}

goto 2
&ndif
1 continve
¢ check all the levels. if there is no particle around
< then perform the step.
m_index=map(bit(il,level),bit{iz, level),m_index)
if (m_index.eq.Q) then
length=length_{level)
goto 2
endif
c on the lowest level do & fine check

if {level.ec.0) then
if {(touchi{r,touch_index)}! then
return
else
gote 100
endif
endif
level=level-1
goto 1

end
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Dies ist touch. f. Hier wird exakt getestet, ob ein Random-Walker bereits ein Teilchen des
Clusters berithrt. Wenn der Walker ein Teilchen beriihit, dann wird touch=. true. gesetzt
und r und touch_index beinhalten die letzte Position des Walkers bzw. den Index des

berithrten Teilchens.

CHEFRBERRRSSERFEHSRFETRRSARINHAF SRR R AR R R R LR SR E B R HR SRR AR RERRR Y
c

c check if a particle has touched the cluster

¢ gcaleulate the exact contact poeint of two moving discs

c
CHEFRESSFE RS R RAIASSF R R AR B NS RT RS SRR B LR R R R R R

logical function touch{r,touch_index)
include ‘commen.f”

double precision rid)

integer touch_index

deuble precision dr(d),deltaid}
double precision t, tmin. length
double precision dr2, dist2
logical hit

integer ¢_index

integer il, 12, imin{d), imax{d)
integer page, offset

integer

irand, zufall,

bit, normalize,

3, ok 1,

site, map, map 0,

ievel, killme, kill, getpid
double precision sqr, x

ROBoAOR R

sqr(x)=x*x

zufall (}=rshift{irand(0},3i-sc_bits)
bit(3, k! =and(rshifs(j, k). 1)
noxrmalize (x}=int{x)
killme(}=kill(getpid(), interrupt)

map (i, k1) =map_{j, k,1)

< this is an unrolled de loop to calculate the index
c of a particie on the lowest {7th) map level.
map_0(i1,i2)=map(bit(il,0),bit(iZz, 0},
map{bit(il,1),bit(i2,1},
map(bit{il,2) ,bit{iz2, 2},
map(bit{il,3), bit(i2,3),
map{bit(il, 4).bit(L2,4),
mapi{bit(ii,5),bit(i2,5),
- maplbit{il,&).bit{i2. 6},
base_(rshift{il, maplevels+i},
rehift{i2, maplevels+i})idd}il)

PR R R R

site(j.k)=site (3. k}

hit=. false.
tminsrparticle

c determine jump direction
phi=zufall(}
dr(l}=cos_{phi}
dr{2}=gin_{phi}

o determine the area to search
length=tmin+dparticle
imin{l)=normalize{r{i}-length)
imax(l)=normalize(r{l)+length}
imin(2)=normalize{r{2)-length)
imax{2)=normalize{r{2)+length)
do 20 i2=imin(2}, imax{2)

do 10 il=imin{l}, imax(l)

c this is an unreolled do-loop
c_index=map_0(i},i2}

c check every particle that is recorded
do while {c_indexjgt.0.and.c_index.lt.xDfff)
< find particle data in virtual memory...

call get_page{c_index,offset,page)
delta(l)=dkle{cluster_(1,0ffset,page}}-r{l)
delta({2)=dble{cluster_(2,cffset,page}}-r{2])
drz=sqgr(delta{l) j+sgrideltai2))
t=delta(l) *dr{1)+delta(2) *dr {2}
[} security check for particle overlap
if (dr2.le.sgri{dparticle}} then
write{stderr,*) rd#ferror: particle overlap’
level=killme ()
stop
‘endif
if (dr2.le.sqri{abs{tmin)+dparticie).and.t.gt.0.40) then
dist2=dr2-sqr{t)
¢ is this particle close enocugh
if {dist2.le.sqridparticie)) then

t=sign{abs{t) -sqre(sqr{dparticle)-dist2),t}
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if ({abs(t).lt.absi{tmin)) then
tminst
touch_index=c_index
hit=.crue.

endif
andif
endif
¢_index = site{offset,page)
enddo
10 centinue

20 centinue

ok... niow we checked all the particles...
c tmin contains now the step lengthk...
r{ly=r{l}+tmin*dr{l)

r{2)=r(2)+tmin*dr(2)

touch=hit

o

return
end

121

Dies ist store.f. Hier wird ein Walker gespeichert, der das Cluster-Teilchen

touch_index berithit hat und nun am Ort r sitzt.

CREREFRFHEFHRRRRERTRARAF AR I PR IR LA LH ARSI R R SR SRR FH AR H RV ES AR HEERRE
<
e create new entries in the maps

c
CHEESPRIERRR LA R RS PR U LR LR LR S R R L BRSNS P RS R R R R R AR A LR R R

subroutine store{r, tcuch_ index)
include ‘common.f”

double precision r(d)

integer touch_index

double precision sgr, x
sqr (x}=x*x

c mark new particle in the map structure
call mark_maps(r}

< insert the new particle into the list of particles
call mark_site(r, touch_index)

< d0 some on-line statistes

reluster=max{rcluster,sqrt{sqr{r{ll-ro{l)}+sqrir{2}-c0(2}1)}
xyminsmin{xymin, r(1), x{2}}
xXymaxzmax (xymax, r(l), r(2)}

return
end

Dies ist mark_maps.£. Hier wird ein neues Teilchen am Ort r in die Kartenstruktur

P R e e e L A s

c this routine marks the position of the new
c particle in all map levels
<
<

D L L T P L L A AT L

subroutine mark_maps(r)
include ‘common.f-
double precision r{d)

integer il, 12, imin(d), imax(d)
integer step

integer level, i

integer m_index, h_index

double precision length

double precision 1_1, 1.2, 1_level

integer j, k, I,

normalize,

bit, byt,

map,

killme, kill, getpid
double precisien x, sqr

R

sqr {x)=x"x
killme () =kill{getpid().interrupt)
get the discretized position of the particle with a

c
[ precigsion of k integer bits, where k is the number of
c map levels

normalize(x, k)=ishift{rshift(inti{x),k) .k}

bit(j.k} = and(rshift{j, %}, 1}

“bye(d, k) = andi{rshife(d, k*8},x0f)

map(j.k, 1}=map_{j.k.1}
c scan through all the maplevels

do 108 lavel=msplevels, d,-1
length=length_{level)+dparticle
‘stepsnormalize{length_{level), level)}
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imin{l)=normalize(r(l)-length, lavel)
imax{l) =nocrmalize(r(1}+length,level)
imin{2)} =normalize(r(2)-length, level}
imax{2}=normalize(r{2)+length, level)
1_level=sqr{length+agrt (0. 5d40) *length_(level))

c mark on each level all the surrounding sites
do 20 iZ=imin{2), imax{2), step
1_2=sqr(dble(i2)+0.540%length_(lavel)~r(2})
do I0 il=imin({i), imax(l}, step
1_lssqgridble(il)+0.540*length (level)-r(1})
if (1_1+1_2.gt.1l_lewvel)} goto 10

get or set the root of the pointer tree
¢ if necessary create a new entry in the maps
m_index=base_(rshift{il,maplevels+l}, rshift(iZ,maplevels+l)) L
if {(m_irdex.eg.0) then E
bage {yrshift(il,maplevels+l), rshift(i2,maplevels+1i))=n_map
m_index=n_map
n_map=n_map+1
endif

n

mark the position of the particle in all higher map levels
c 1f necessary create a new entry in the maps
do 1 is=maplevels,level, -1
h_index=map_(bit(il,i),bit(i2,i),m_index!}
if (h_index.eq.() then
if {i.ne.Q) then
h_index=n_map

n

n_maAp=n.map+l
else
h_index=x0fff
andif
map_(bit(il,i),bit{i2,i},m_ index}=h_index
endif
m_index=h_index
1 continue
10 continue
20 contimie
100 <continue
c de a security check

if (nomap.ge.m map) then
write(stderr,*) ’##derror: map coverflow’
iskillme ()
stop

endif

return
end

Dies ist mark_site.f. Hier wird cine neues Teilchen, das am Ort r sitzt und das
Cluster-Teilchen touch_index bertihit in die Liste der bekannien Teilchen emgetragen
Ebenso wird dieses Teilchen in das Feld cluster_ eingetragen.

P R L R T T L T T e T T T T TR P T TR e 2
c write the position of the new particle to the lowest level map
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subroutine mark_site{r,touch_index)
inglude ‘copmon. £’

double precision r{d}

integer touch_index

integer m_index, s_index
integer il, i2

integer level

integer page., offset

integer j. k.
& bit, byt,
& map,

& normalize
integer sgr, i
double precision x

sqr(i)=i¥i 1

I3 see mark_maps.f for comments
normalize(x,k)=lshift{rshift{int(x).x).k}
bitl{j.k)=and{rshife{j, k), 1)
byt (i, x)=and{rshife(j, k*8},x0£}

< ¢aleulate discretized pesition of the particle
ii=normalize({r(l),0)
iZ=noxrmalizelr(2),0})

] get position on the lowest map level
. moindexszbase_{rshift{il,maplevels+l),
& rshift(i2,maplevels+l}}
do level=maplevels,1,-1
’ m_index=map_(bit{il,level),bit{i2, level) . m_index)
enddo
s_index=map_(bit(il,0},bit(i2,0),m_index)
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< store the particle positien in the arrays
call get_page{n_cluster,offset,page)
stack_(£flag,page)=changed
cluster_(1,cffser,page}=real({r({l)}
cluster_(2,offset,page)=real (ri{2))
site_{offset,page)=s_index
next_{offset)=touch_index

map_{bit{il, 0),bit{i2, 8),m_index)=n_cluster

e d¢ some statistics
if {(s_index.ne.x0fff) then
avg_site=avg_site+dble{touch_index)
avg_site 2Z=avg_site _2+dble!touch indexr)**2
n_avg=n,_avg+l.d0
endif

c the clustern hag growm...
n_cluster=n _¢luster+l

return
end

Dies ist paging.f. Hier wird die gesamte Verwaltung der im Speicher gehaltenen Koor-
dinaten durchgefiihrt. Die Routine get_page benuizt den index des bendiigien Teilchens
als Input, Hest evtl. Daten von Platte. Schliellich wird die Speicherseite page, in der sich
das Teilchen index befindet, und der of£set, an welcher Stelle sich das Teilchen in der 3
betreffenden Seite befindet, zuriickgeliefert. Teilchen kénnen NIEMALS nur tiber deren Index
adressiert werden, sondern. nur iiber diese virtuelle Speicherverwaltung.

*

P L T T L T T R L T TR e - PRSI T L
these routines do z virtual mamory mapagement . :
the data is organized in differemt pages. these routines T :
handle a stack of a certain amcunt of pages. if one page X

is accessed the stack ig consulted if this page is in nemory.
if it is not, the page at the bottom of the stack is written
to disk and the new page is read from disk.

in any case the requested page becomes the new top of the

stack.
P LT LT D T L LT T T TR TP P
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subroutine write_page{this_page)
integer this_page
inciude ‘common. £

integer page

integer BCF -
parameter (BOP=0)
integer fseek, wr_, T
external write

page=stack_(numbar, this_page)
if (stack_(flzg,this_page}.ne.unchanged} then
c write{stdout,*} n_cluster, ’ write: ‘.page

r=£fseek(cluster_unit,page* (page_sizev2*4),BOF)
r=wr, {fd_cluster, cluster_(1,0, this_wpage}, page_sgizeri*d)
¥=fseek{site_unit,page*{page_size*{*1l),B0F)
r=wr, (fd_site,site_{0,this_page),page_gizend*l)

endif

if (page.ns.never_used.and.page.ne.on_disk) then
page _map(page)=on_disk

endif

return

end . . . |

e L R R LI T T T e ]

subroutine read page{this_page.page)
integer this_page, page
include 'common. £

integer BOF
payameter (BOF=0) ?
integer fseek, re_, r
external read

access_faults=zaccess_faults+l

c write{stdout,*} n_cluster,’ read: ’,page
stack_{flag, this_page}=unchanged
stack_ (number, this_page)=page
page_map{page)=this_page D
r=fseek{cluster_unit,page* (page_size*2*4},EOF)
r=re_([£fd4_cluster,cluster_{1.,0, thxs_page),paga_s:.ze'2*¢)
r=fseekisite_unit,page* (page_size*d*1) ,BO¥F) B
r=re_{fd_site,site_(0,this_page) ,page_: szze'vl)
return
end

L b b R L Lt o

subroutine get_page (index,cffset, base}
integer index
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integer base,cffset
include ‘common.f”

integer next_page, this_page, previous_page
integer div, j. k
div(j, k}=i/k

base = diviindex-1,page_size)
cffset = mod{index-1,page_size)
this_page = page_map(base)
if {(this_page.eg.on_disk) then
this_page = stack {previous,tail)
call write_page{this_page)
call read page (this page, base}
page_map (base) =this_page
elseif (this_page.eg.never_used} then
this_page = stack_{previocus,tail)
call write_page{tiiis_opage)
stack_{number, this_page)=base
page_map{base) =this_page
endif
next_page=stack_(next, this_page)
previcus_page=stack_ _(previocus, this_page)
if (previous_page.ne.root) then
T stack_{next,previdus_ page)=pext_page
.stack_(previcus,next_page)=previcus_pagas
stack_(next,this_page)=stack_(naxt.root)
.stack_(previcus, this_page}=root
stack_(next,stack_(previcus, this_page))=this_page .
stack_(previous, stack, (next, this_page) )=this Dage
endif L . :
base=this_page
return
and

Dies ist 10. ¢. Der gesamte Platten-input/ouput wird nicht iiber FORTRAN read undwrite
Operationen durchgefiihrt, sondern die etwas schnelleren UNIX System-IO Routinen werden
aufgerufen. Diese kleinen Routinen stellen ein Interface zu diesen Routinen her.

/* this is a small ¢ routine for direct calling the UNIX
read and write functions. It is slightly faster than the
built in fortran read write functions */

int re_ (d,pbuffer.n bytes}
int *d, *n_byres;
char *huffer;

{
read(*d,buffer, *n_bytes);
3

int wr__{d,buffer.n bytes)
int *d, *n_bytes;
char *buffer;
{

write{*d,buffer,"n_bytes);
3

#include <sys/vadvise h>

/* this is a ¢ interface to the vadvise function
use anomalous paging strategy... */

void anomalcus_paging_{}

{vadvise (VA_FLUSE} ;vadvise {VA_NORM) ;return; }

void noxrmal_paging.{)
{vadvise (VA_NORM) ;return;}

Schlieilich und endlich kommt das benutzte makefile, mit dem alle Teile zusammengebaut
werden kénnen. Das gesamte Paket kann mit make -k iibersetzt und installiert werden.

# The size of the cluster will be M _CLUSTER*1024
# Thus, for a one millicn particle DLA cluster set M_CLUSTER = 1400

M_CLUSTER = 10

BUFFERED_PAGES defines how many particles of the cluster will actually be held in
memory. For small clusters of a few thousand sites (say M_CLUSTER = 100) you can keep
all particles in memory (BUFFERED_PAGES = 100).

For cluaters larger than that vou ¢an reduce this number, But BUFFERED PAGES should
always be at least half of M_CLUSTER... (Although smaller numbers also work, you only
have to wait lenger...) g E
BUFFERED_PAGES = 100

= e W W

¥ M_MAP defines the memory used to diseretize the cluster, The simulation will step
# when you run out of memory. You can check, whether you define enough memory ... E
¥ by inspecting the file readme.??7?? Look at the lines 'Actual mapsize ...’

# and 'Maximal mapsize ...‘. Only when the actual mapsize is close to the maximal: .
# mapsize you might run into trouble. k | .
M _Map-= 200

# D_PARTICLE defines the diameter of the particles. Large particle diameters (like
# 1.40/1.d0*length 0) give a fast simularien which wges a let of memory. Small particle
# diameters {i.d0/5.d0*length 0} give relatively slow simulation which require very.

# few memory...
E ATTENTION: make sure that you use the correct syntax here. i.e. something like




DLA PROGRAMM

# a.d0/b.d0*length_0, where a and b are some numbers:!i!

D_PARTICLE = 1.40/1.G0*length 0

4 Here are some typical settings...
¥

# ¥_CLUSTER BUFFERED_PAGES H_MAP
¥ 10 10

¥ 20 20

¥ - ..

& 100 1d¢

* 500 500

# 1060 500

¥

#

4 A last remark: Memory and run-time consumption of this program scale almest linearly

# with the cluster mass M_CLUSTER. Thus you can easily check, whether your
# M_MAP is $et properly

% To run the program you generate a directory ‘src’,
# and this makefile and a directory ‘data’, in which all simulation data will be written.
# Whenever you make any changes to the previcus parameters you have to build a new program
# by typing 'make’ in the directory ‘sre¢’. This will generate a new progranm...

OUTFILE = ../dla.grow.$ (M_CLUSTER)
COMPILE =

200
200
200
200
200

D_PARTICLE
31.d0/1,80*length 0
1.d0/1.d0%length_0
1,40/1.40"length 0
1.40/5.¢0*length 0
1.40/5.80%1length_0

£77 -u -e -04 -dalign -libmil -Bstatic -cg3s
LOCAL_DEFINES = -Di,_ CLUSTER=§{} CLUSTER) -DM_MAP=§5(M_MAP) -DBUFFERED_PAGES=3$ (BUFFERED_PFAGES) -DD_PARTICLE=$(D_PARTICLE}

dla: common.f dla.o init.o cutput.o walk.o touch.o paging.o\

store.o mark site.o mark _maps.o application.c io.o makefile

$(COMPILE) 4la.o init.o putput.o walk.o touch.o paging.o\

store.o mark _site.o mark maps.o application.c io.o -o ${OUTFILE)

strip $(OUTFILE)
gommon. £: common . dflt makefile

cpp -P $(LOCAL_DEFINES) common.dilt > common. £

dla,o: dla.f common.f makefile
${COMPILE) -c dia.f

init.o: init.f common.f makefile
${COMPILE) -¢ init.f

autput.o: output.f coamon. £ makefile

S{COMPILE) -c output.f
walk.o: walk.f common.f makefile
5(COMPILE) -c walk.§

touch.o: touch.f commen.f makefile

S{COMPILE) -c touch.f

paging.o: pzging.f common.f makefile

$ (COMPILE) -c paging.f

store.o: store.f common.f makefile

${COMPILE) -& store.f

mark_site.o: mark_site.f common,.f makefile

§ (COMPILE} ~-c mark_site.f

mark_maps.¢: mark_maps.f commen.f makefile

${COMPILE) -c mark_maps.f

application.o: application.f common.f makefile

S{COMPILE) -¢ application.f
ioc.o: ie.¢ common.f makefile
e -0 -¢ io.c

clean:
Tm *.0 common,f *7

in which you keep all the sources
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