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Kurzfassung

Messung mechanischer Eigenschaften
von Salzgrus und Uberlegungen
zur semihydrostatischen Einlagerung
von Abfallgebinden in tiefen Bohrléchern

von Walter Feuser

Bei der semihydrostatischen Einlagerung von Abfallgebinden in unverrohrten, ver-
tikalen Bohrl6chern in Salzstocken werden die Gebinde unkontrolliert im Bohrloch
abgesetzt und jeweils vollkommen von Salzgrus umhiillt. Zur Berechnung der Druck-
verteilung im verfiillten Teil des Bohrlochs wird im theoretischen Modell die aus
Gebinden und Salzgrus bestehende Fiillung des Bohrlochs naherungsweise als homo-
genes Medium behandelt. Einlagertypische Salzgrusparameter wurden experimentell
bestimmt. Die Berechnungen zeigen, daB nach dem semihydrostatischen Modell der
maximale Druck im Bohrloch fiir ein 400-1-Abfallgebinde 110 kPa nicht {ibersteigt.

Abstract

Measurements of mechanical properties
of crushed salt and considerations
on the semihydrostatic disposal technique
for waste packages in deep boreholes

by Walter Feuser

The semihydrostatic disposal technique for waste packages in unlined vertical bore-
holes in a salt repository envisages to emplace the packages undefined in the borehole
and thereby embedding them totally in crushed salt backfill. For the analysis of the
pressure distribution in the filled borehole it is assumed in the theoretical model that
the filling consisting of packages and crushed salt can be considered as a homogeneous
medium approximately. Typical disposal parameters of crushed salt were measured.
Numerical evaluations show that in the semihydrostatic model the maximum pressure
in the borehole for a 400-1-waste-package does not exceed 110 kPa.



Im Forschungszentrum Jilich (KFA) wird seit 1983 an einem Vorhaben zur "Weiterentwickiung
der Bohrlochtechnologie fir die Endlagerung radioaktiver Abfélle im Salz am Beisplel von
Feedkldrschlamm, Brennelementhilsen, Strukturtellen und HTR-Brennelementen® gearbeltet.
Das Projekt wird vom Bundesminister fiir Forschung und Technologie unter dem Kennzeichen
KWA 5302 B6 gefordent und tragt den Kurztitel "MAW.- und HTR-BE-Versuchseinlagerung in
Bohrléchern® (Projekt MHV).

Gesamtziel des Vorhabens ist die Entwickiung geeigneter Methoden fiir die Endlagerung der
genannten Abfille in Bohridchern im Salz und deren Erprobung in der Schachtanlage Asse.

Die wissenschaftliche und organisatorische Leitung des Projekts liegt beim Institut fiir Che-
mische Technologie (ICT) der KFA - Forschungszentrum Jilich GmbH.

Das Institut fiir Tieflagerung (T) der GSF - Forschungszentrum flir Umwelt und Gesundheit
GmbH Ist fiir die geomechanischen und bergmannischen Arbeiten im Projekt zustandig, es
betreut die in situ-Versuche und ist als Eigner der Schachtanlage Asse Antragsteller fiir die
Versuche gegeniiber den Genehmigungsbehdrden.

Geomechanische Rechnungen werden von der Bundesanstalt fliir Geowissenschaften und
Rohstoffe (BGR) durchgefiihrt.

Das Bundesamt fiir Strahlenschutz (BfS), die Gesellschaft fir Nuklear-Service (GNS), dle
Deutsche Gesellschaft zum Bau und Betrieb von Endlagem flir Abfallstoffe (DBE) sowie das
Projekt Hochtemperaturreaktor-Brennstoffkreislauf (HBK) beraten die Projektieitung und tra-
gen dafilr Sorge, daB die Randbedingungen der Abfallverursacher und des Abfallbeseitigers
(Gorlebenplanung) beriicksichtigt werden.
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Ym N/m? mittlere Wichte
¥s N/m3 Salzwichte
vs(z) N/m? ortsabhangige, iiber den Querschnitt gemittelte
Schiittwichte
r - HilfsgroBe nach Gl. (6.48)

- Winkel der inneren Reibung

Sw - Wandreibungswinkel
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Variable | Dimension | Bedeutung
€ - Pdrengehalt
€nmk - antisymmetrischer Einheitstensor
n - Verhiltnis aus dem Produkt bz und Rpg
U - Haftreibungsbeiwert
p(2) - ortsabhangiger Reibungsbeiwert
UF - Reibungsbeiwert zwischen Salzgrus und FafBober-
flache
Kgleit - Gleitreibungsbeiwert
i - innerer Reibungsbeiwert
I - Hilfsgr6Be nach Gl. (6.10)
0 - Verhiltnis Radialkoordinate r zu Bohrlochradius Rp
o(Fn) kg/m? druckabhingige Schiittgutdichte
OKorn kg/m? Korndichte
Oik N/m? Komponenten des Spannungstensors )
O g N/m? maximal zuldssige Zugspannung
5 N/m? Spannungstensor
i) - Verhiltnis Vertikaldruck p,, zu maximalem Vertikal-
druck p,
w - Winkel zwischen dem Ortsvektor zum Punkt (7o, 20)
und der r—Richtung
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Die technische Aufgabe

Bei der Herstellung und dem Verbrauch von Giitern enstehen Abfille, die schadlos
beseitigt werden miissen. Dies gilt auch fiir die friedliche Nutzung der Kernenergie
und die Anwendung radioaktiver Stoffe in Industrie, Forschung und Medizin. Die
dabei anfallenden radioaktiven Abfille sollen in der Bundesrepublik Deutschland so
behandelt, gelagert und beseitigt werden, dafl der Mensch und seine Umwelt vor ihren
Gefahren moglichst geschiitzt sind.

Wirmeentwickelnde Abfille sollen in der Bundesrepublik Deutschland in unter-
irdischen Steinsalzformationen, raumlich getrennt von solchen mit vernachlissigba-
rer Warmeentwicklung, in unverrohrten vertikalen Bohrléchern endgelagert werden.
Zu den warmeentwickelnden Abfallen zihlen die mittelradioaktiven Abfille (MAW =
Medium Active Waste) wie Hiilsen, Strukturteile und Feedklarschlamm aus der Wie-
deraufarbeitung von Leichtwasserreaktor-Brennelementen. Dazu gehoéren aber auch
die verbrauchten Brennelemente aus Hochtemperaturreaktoren (HTR-BE), die ohne
Wiederaufarbeitung direkt endgelagert werden sollen. '

Die bei der Wiederaufarbeitung anfallenden mittelradioaktiven Abfille werden
in Zementstein fixiert, indem das Abfallgut in Einsatzbehéltern mit diinnflissigem
Zementleim vergossen wird. Sobald der Zementstein abgebunden ist, werden die
Einsatzbehilter in Rollensickenfasser eingesetzt und anschliefend mit einem Deckel
verschlossen.

Nachdem es anfinglich fiir notwendig gehalten wurde, bindemittelverfestigten Ver-
satz fiir die Wiederverfiillung der erstellten Hohlrdume im Salzstock einzusetzen, steht
nunmehr fiir das Konzept einer grofraumigen Verfiillung die Verwendung von locker
eingebrachtem Versatzmaterial im Vordergrund. Wahrend ein schnell abbindender
und anschlieBend starrer Versatz durch Gebirgskonvergenz schadliche Spannungsum-
lagerungen fir die Abfallgebinde erzeugen kann, erméoglicht ein Lockermaterial (Salz-
grus) einen langsam anwachsenden Kraftschlufi zwischen umgebendem Gebirge und
eingebrachtem Versatzmaterial. Die geforderte Steifigkeit des Versatzes baut sich im
Laufe der Zeit durch Kompressionswirkung von aufien auf.
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Steinsalz
Strecke ) )
Einlagerungsmaschine
6m IR

Abschirmbehélter

Bohrochschieber

gefillt und verschlossen wahrend der Befiillung

Abb. 1.1: Unverrohrte vertikale Bohrlocher fiir die Einlagerung von wirmeentwickeln-
den, radioaktiven Abfillen in unterirdischen Steinsalzformationen

Die Gebinde sollen von einer Sohle des Salzgebirges aus in senkrechte Bohrlécher
mit Tiefen von etwa 300 - 600 m abgesetzt und jeweils mit Salzgrus umhiillt werden
(Abb. 1.1).

Zur Einlagerung der Abfallgebinde existieren finf verschiedene Varianten, die
detailliert in Abschnitt 1.2 vorgestellt werden. Hier soll zunidchst zum besseren
Verstindnis auf die Einlagertechnik eingegangen werden.

Die Abfallgebinde werden die Strecke vom Abfallhersteller bis zum Endlager in
Sammel- oder Einzeltransportbehaltern transportiert. Das derzeitige Referenzgebinde
fir die Abfalle ist ein 400-1-Standard-Rollsickenfal mit Innenbehélter zur Aufnahme
der zementierten Wiederaufbereitungsabfille (Abb. 1.2 nach [32]).

Untertage erfolgt der Transport in Abschirmbehaltern. Ein Hubwagen nimmt das
Gebinde auf und setzt es auf dem Bohrlochschieber des zur Befiillung vorgesehenen
Bohrlochs ab. Dann werden gleichzeitig der Bodenschieber des Abschirmbehilters
und der Bohrlochschieber gedffnet und das Gebinde kontrolliert in das Bohrloch ab-
gelassen. Nach dem Aufsetzen des Gebindes unten im Bohrloch wird der Gebin-
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fe——— 075 m —]
==, —— Pilzkopt
A = 1 verstirkter Deckel

Einsatzbehalter

1,08m zementierte Hollrohrstiicke

Abb. 1.2: 400-1-Standardgebinde mit zementierten Brennelementhiilsen

degreifer gel6st und wieder in den Abschirmbehaélter zuriickgezogen. Bodenschieber
und Bohrlochschieber werden gemeinsam verschlossen und der leere Abschirmbehilter
entfernt, so dal der nachste Abschirmbehalter mit Gebinde auf dem Bohrlochschieber
abgesetzt werden kann.

1.2 Einlagervarianten

1.2.1 Gebindestapelung ohne Lastabtragung

Die technisch einfachste Losung zur Einlagerung von Abfallgebinden in unverrohr-
ten Bohrléchern stellt die Variante ”Gebindestapelung ohne Lastabtragung”dar
(Abb. 1.3). Bei ihr werden die Gebinde unkontrolliert aufeinander gestapelt. Die An-
wendung dieser Technik stellt aber an die Gebinde hohe Anforderungen. Die Gebinde
miissen so stabil sein, da sie wiahrend der Einlagerungsphase durch die Stapelkrifte
nicht undicht werden. Eine instantane Freisetzung von radiolytisch gebildetem Was-
serstoff in das Bohrloch darf nur gering sein, damit wahrend der Betriebsphase im
Bohrloch nie eine so hohe H;-Konzentration erreicht wird, daB eine Explosionsgefahr
entsteht.

1.2.2 Stiitzelemente

Zur Reduzierung der Beanspruchung fiir die unteren Gebinde sind mechanische Stiitz-
elemente (Abb. 1.4) denkbar. Das Stiitzelement wird am Pilzkopf mit dem Gebinde-
greifer gefafit und mit der Einlagerungsmaschine in das Bohrloch abgelassen. Beim
Aufsetzen auf das zuvor eingelagerte Gebinde spreizt sich das Stiitzelement durch
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— Abfallgebinde

Bohrlochwand

umgebendes Salzgebirge

Abb. 1.3: Gebindestapelung ohne Lastabtragung

Abfaligebinde

/ Bohrlochwand

Stiitzelement
umgebendes Salzgebirge

Abb. 1.4: Stiitzelement, das sich bei zunehmender Beladung mit Gebinden in die
Wand krallt und bei steigender Belastung von dem darunter liegenden Gebinde abhebt

sein Eigengewicht, bis die Spannpratzen sich in die Bohrlochwand festklemmen. Bei
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weiterer Belastung durch eingelagerte Behalter hebt die Aufsetzplatte vom unteren
Gebinde ab, so daB eine Entkopplung von der unteren Behéltersiule erreicht wird.
Mit diesem Konzept kann das Bohrloch abschnittsweise verfiillt werden. Ein Ab-
schnitt besteht aus einem Stiitzelement und einer gewissen Anzahl von Gebinden.
Die Anzahl richtet sich nach der Tragkraft des untersten Behalters eines Abschnit-
tes. Die zulissige Anzahl der Gebinde eines Stapels ist bei gegebener Gebindeaus-
legung von der Art der Stapelung abhingig. Sie ist umso gréfer, je exakter und
gleichmaBiger die Gebinde gestapelt werden. Fiir eine optimale Bohrlochausnutzung
sowie eine Minimierung der Anzahl der Stiitzelemente miissen bei dieser Variante die
Gebinde kontrolliert gestapelt werden. Ein grofler Nachteil dieser Art der Stapelung
der Gebinde ist, dafl die Gewichtsabtragung der Stapelkrifte durch Fremdkérper im
Bohrloch erfolgt und daB deren Verhalten bei Gebirgskonvergenz ungeklirt bleibt.

1.2.3 Salzgruspfropfen |
Bei der Einlagervariante mit Salzgruspfropfen (Abb. 1.5) wird die Behaltersiule eben-

Abfaligebinde

Salzgrus

Bohrlochwand

Trennplatte

umgebendes Salzgebirge

Abb. 1.5: Salzgruspfropfen, der soviel Gewichtskraft in die Bohrlochwand abtrigt,
daB die Beanspruchung der Gebinde unter dem zugelassenen Wert bleibt

falls wie bei der Stiitzelementmethode in Abschnitte (Schiisse) mit begrenzter Sta-
pelhohe eingeteilt. Die Schiisse sind voneinander durch Schichten aus Salzgrus (Pfrop-
fen) getrennt, die die Funktion der Stiitzelemente ibernehmen. Infolge Eigengewicht
und Auflast soll der Propfen eine Querdehnung erhalten, durch die ein horizontaler
Druck auf die Bohrlochwand entsteht. Dieser Druck in radialer Richtung aktiviert
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mit der Befiillung eine Wandschubspannung entgegengesetzt zur Gravitation und da-
mit ein Mittragen des umgebenden Salzgebirges. Alternativ zur oben beschriebenen
Variante kénnen auch die Trennplatten entfallen.

1.2.4 Ringspaltverfiillung

Einen ihnlichen Bohrlochnutzungsgrad wie die Gebindestapelung ohne Lastabtra-
gung weist die Variante Ringspaltverfiillung auf (Abb. 1.6). Die Lastabtragung soll

Abfallgebinde

Salzgrus

Bohrlochwand

umgebendes Salzgebirge

Abb. 1.6: Ringspaltverfiillung, bei der eine Lastabtragung iiber Mantelreibung auf
das Verfiillmaterial und iiber Scherverbund auf das umgebende Salzgebirge erfolgen
soll :

dabei liber Mantelreibung auf das Verfiillmaterial und iiber Scherverbund auf das um-
gebende Salzgebirge erfolgen. Grundsatzlich sind die Gebinde mittig im Bohrloch zu
positionieren, um einen radial und axial gleichméafBigen Ringspalt zwischen Gebinde
und Bohrlochwand zu erhalten. Damit sich in vertikaler Richtung Scherkrafte im
Versatz aufbauen, muf} eine axiale Relativbewegung der Behilter zum umgebenden
Salzgrus und von diesem relativ zur Bohrlochwand stattfinden.

1.2.5 Semihydrostatische Einlagerung

Bei der semihydrostatischen Einlagerung werden die Gebinde ungeordnet im Bohr-
loch abgesetzt und jeweils vollkommen in Salzgrus eingebettet (Abb. 1.7). An die
Genauigkeit der Positionierung werden dabei keine besonderen Anforderungen ge-
stellt. Abfallgebinde mit unterschiedlichen geometrischen Abmessungen kdnnen im
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Abfaligebinde

Salzgrus

Bohrlochwand

umgebendes Salzgebirge

Abb. 1.7: Semihydrostatische Einlagerung der Abfallgebinde, bei der Gebinde mit
unterschiedlichen geometrischen Abmessungen ungeordnet und schief im Bohrloch
abgesetzt werden konnen

selben Bohrloch deponiert werden. Ziel dieser Arbeit ist es, die Beanspruchung der
Abfallgebinde bei dieser Art der Einlagerung im Salzstock abzuschitzen.

Bei der theoretischen Behandlung wird in erster Naherung von einem homogenen
Stoff ausgegangen und dessen Drucktensorverteilung an Hand von Modellen betrach-
tet. Dabei wird angenommen, daB Rotationssymmetrie vorliegt und keine Krifte in
azimutaler Richtung vorkommen. Die Hauptachsen liegen dann jeweils in axialer,
radialer und azimutaler Richtung. Die Eigenwerte des Drucktensors hingen von der
Tiefe z im Bohrloch und dem radialen Abstand r von der Bohrlochmitte ab. Diese
Art der Einlagerung wird semihydrostatisch genannt.
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Kapitel 2

Der Drucktensor

2.1 Der Drucktensor auf Hauptachsen

Im folgenden werden einige Gleichungen und Funktionen, die zur Berechnung von
Driicken in Schiittgiitern notig sind und auf die in weiteren Abschnitten zuriickgegrif-
fen wird, zusammengefafit.

Den duBeren Kriften und Momenten auf eine Schiittung halten im Inneren der
Schiittung entsprechende Reaktionskrafte das Gleichgewicht. Durch jeden Punkt
in der Schiittung lassen sich unter unendlich vielen Richtungen elementare ebene
Schnittflichen legen, deren Richtung jeweils durch den Normaleneinheitsvektor n =
nzex + nyey + n.e, gekennzeichnet wird.

Zur Beschreibung des Druckzustandes verwendet man den Drucktensor P oder
den Spannungstensor X:

Pzz Pry Pzz Orx Try Tz:
P = Puz Py Pyz | === Tyr Oy Ty |- (2.1)
Pzx Pzy DPzz Tz Tzy Oz

Hier wird der Drucktensor bevorzugt, da im Salzgrus seine Eigenwerte alle positiv

definit sind. Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht auf-

einander, zu vielfachen Eigenwerten konnen sie senkrecht aufeinander gewahlt werden.
Aus den normierten Eigenvektoren 1t sich eine Drehmatrix:

D = (n1,nz,ng) (2.2)

bilden. In dem gedrehten System 1’5&’ = x mit x' = DTx - wobei T auf den transpo-
nierten Tensor hinweist - sind der Tensor und die zugehérige quadratische Form:

Q = x,Px = DX, PDx’ = x/, DTPDx/ (2.3)
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mit:
n 0 0
DTPD=| 0 p 0 - (2.4)
0 0 ps

auf Hauptachsen [13, 42].

2.2 Die Eigenwerte und die Eigenvektoren des
Drucktensors

Im folgenden soll gezeigt werden, daB alle Eigenwerte von P reell sind, und dafl die
drei reellen Richtungen der Eigenvektoren orthogonal zueinander sind oder orthogonal
gewahlt werden konnen. Es sei X~ ; ! die k—Komponente des j —ten Eigenvektors von

P. Die Elgenwertglelchung lautet dann mit dem Eigenwert p;:
Y Pk Xini = pi Ximj. (2.5)
k

Multipliziert man Gl. (2.5) von links mit dem Komplexkonjugierten X, und sum-
miert iiber den Index i, so erhilt man:

Z X.~(?:I:Xk~1 pJ Z |~1Xf~j' (2'6)

Die Summe auf der rechten Seite ist gleich Rl‘Rj, dem Skalarprodukt des Komplex-
konjugierten des [—ten Eigenvektors mit dem j—ten Eigenvektor. Das Komplexkon-
jugierte von Gl. (2.5) der entsprechenden Eigenwertgleichung fiir p; ist:

zpk. it = P Xt (2.7)

Multipliziert man jetzt mit X ; und summiert iber k, so erhalt man:

Z XitPeiXini = P ZXI:~IX’¢~J (2.8)

1,k

Sie Summe auf der rechten Seite ist wieder RjR;. Da der Tensor P reell und sym-
metrisch ist, folgt pix = p;;. Die linken Seiten der Gl. (2.6) und Gl. (2.8) sind daher
gleich. Somit folgt fiir die Differenz der zwei Gleichungen:

(p; — P/ )R{R; = 0. (2.9)

!Anm.: Indizes, die sich nicht auf die Koordinaten beziehen, sind durch ~ getrennt
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Wenn [ gleich j ist, dann gilt RfR; = |R;|? > 0. Demnach kann Gl. (2.9) in diesem
Fall nur dann erfiillt werden, wenn p; = p; ist. Das beweist, daf} die Eigenwerte von
P reell sind.

Im anderen Fall, wenn [ und j verschieden sind und fiir die Eigenwerte p; # pf
gilt, kann Gl. (2.9) nur dann erfilllt werden, wenn RjR; = 0, d. h. wenn R; und R;,
die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten, senkrecht aufeinander stehen.

Fir den Fall, dafl zwel der drei Eigenwerte gleich sind, brauchen die entsprechen-
den Eigenvektoren nicht orthogonal zueinander zu sein. Aber jede Linearkombination
dieser zwei Eigenvektoren ist auch ein Eigenvektor zu P zum gleichen Eigenwert.
Daraus folgt, daB alle Vektoren in der Ebene, in der die beiden urspringlichen Vek-
toren liegen, ebenfalls Eigenvektoren zum entsprechenden Eigenwert sind. Derjenige
Eigenvektor, der zum dritten, von den beiden ersten verschiedenen, Eigenwert gehort,
mufl deshalb senkrecht zu der aufgespannten Ebene liegen. Wahlt man nun in dieser
Ebene zwei beliebige, senkrecht zueinander stehende Vektoren, so ergeben diese mit
dem dritten zu der Ebene senkrechten Vektor die drei gesuchten orthogonalen Achsen.

Sind alle Eigenwerte gleich, dann sind alle Vektoren im Raum Eigenvektoren.
Dann ist aber P von Anfang an diagonal, und eine Diagonalisierung ist nicht mehr
notig.

2.3 Geometrische Deutung
Im dreidimensionalen Raum stellt die Gleichung:

Q=x, f’gc_ = const. (2.10)

eine Flache zweiten Grades dar. Den Drucktensor kann man sich geometrisch mit Hilfe

der Tensorfliche Q = 1 = x,Px = ) zxpinz» veranschaulichen. Auf ein Flichenele-
kn
ment auf der Oberfliche eines Gebietes, dessen Normale ins Innere weist,

X
dA— 2.11
] (211
ergibt sich die Kraft dF zu:
dF = P 244, (2.12)
x|

oder in Koordinatenschreibweise zu:

dF; = Zp,k \/Z—

0
— = kzn: E:v_;zkpk"z" =2 ;p;nmn, (2.14)

(2.13)

Andererseits gilt:
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oder anders geschrieben:

vQ = 2Px. (2.15)
Einsetzen in Gl. (2.12) ergibt:
dA
dF = VQ2—|£|. (2.16)

Der Gradient V@ = 2133 steht auf der Fliche Q = 1 senkrecht. Die Kraft dF
wirkt also jeweils in Richtung der Normalen der Tensorfliche im Punkt x. Eine
Flache zweiten Grades besitzt im dreidimensionalen Raum drei aufeinander senkrecht
stehende Hauptachsen, die dadurch gekennzeichnet sind, daB auf ihnen der Ortsvektor
x und der Normalenvektor Px in die gleiche Richtung fallen. Es ist also die Aufgabe
gestellt, in der Gleichung:

Px = pix (2.17)

die noch unbestimmten Parameter px zu bestimmen. Gesucht sind jene der Matrix
P eigentiimlichen Richtungen x, fiir die der transformierte Vektor Px nur auf das
pr—fache gestreckt wird, also seine alte Richtung beibehilt. Anders geschrieben
lautet die vorangegangene Gleichung:

(P-pE)x =0, (2.18)

wobei E fiir den Einheitstensor steht. Als homogenes Gleichungssystem besitzt
GL. (2.18) genau dann nichttriviale, d. h. nicht identisch verschwindende Lésungen x,
wenn seine Koeffizientendeterminante verschwindet. Diese sogenannte charakteristi-
sche Determinante:

D(pi) = det(P — pE) (2.19)

ist ein Polynom 3-ten Grades in pg:

D(px) = —pi+ hpi —Lpe + I (2.20)

I = sp(P) = p1 + p2 + p3,
I = pyp; + p1p3 + paps, (2.21)

i~

I3 = det(P) = p1p2ps.
Die Groflen I; (z = 1, 2, 3) sind Invarianten des Drucktensors P, da sie fir alle

Bezugssysteme den selben Wert annehmen. 5
Damit laBt sich nun die Flache zweiten Grades @ = x,Px = 1 schreiben als:

Q=Y pmazl=pel+pzi+pai=1, (2.22)
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woraus man durch Vergleich mit der Gleichung eines Ellipsoids:

2 2 2
Iy , T3 , T3
S+t +t5=1 (2.23)

ay a; a3

mit den reellen Halbachsen a; die anschauliche Deutung der Eigenwerte p; als Kehr-
werte der Halbachsenquadrate, p; = 1/a?, ablesen kann. Die Eigenwerte bestimmen
die Linge der Achsen des Ellipsoids nach Gl. (2.23). Wenn zwei der drei Eigenwerte
gleich sind, dann hat das Ellipsoid zwei gleiche Achsen und ist ein Rotationsellipsoid
(achsensymmetrischer Fall). Wenn alle Eigenwerte gleich sind, entartet das Ellipsoid
zur Kugel (isotroper Fall). Ist einer der Eigenwerte gleich Null, wird das Ellipsoid zur
Ellipse und das Problem reduziert sich auf den ebenen Fall.

2.4 Die Eigenwerte des Transformationstensors
Eine quadratische Matrix A 18t sich als lineare Abbildung:
y= Ax (2.24)

in einem bestimmten Koordinatensystem verstehen. Werden nun die Vektoren x und
y durch eine neue Transformation T mit:

x =Tx (2.25)
und

y=Ty (2.26)

transformiert, dann transformiert sich Gl. (2.24) mit 'i‘_)‘_'_ = AT% auf:
y =Bx (2.27)

mit der neuen Abbildungsmatrix B = _T'IKT. Zu zeigen bleibt nun, dafl bei einer
solchen Transformation die charakteristische Gleichung und die Eigenwerte p; der
Matrix A unverindert bleiben. Es gilt:

det(B — p;E) = det(i“lxi‘ ~pE) = det[’.?["‘l(z — pE)T] (2.28)
= det(T~!)det(T)det(A — p:E) = det(A — peE).  (2.29)

Damit ist gezeigt, dafi sowohl die charakteristische Gleichung als auch die Eigen-
werte kennzeichnende Eigenschaften der durch die Matrix A dargestellten linearen
Abbildung sind. Damit erweisen sich also, wie bereits in Abschnitt 2.3 erwahnt, die
Koeffizienten [; als gegeniiber Koordinatentransformationen invariante Gro8en.
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2.5 Die Mohr-Coulombsche Bruchbedingung

Bei der semihydrostatischen Behandlung des Problems wird davon ausgegangen, daf
das Bohrloch systematisch von oben gefiillt wird. Innerhalb der Schiittung kann da-
her der Vertikaldruck nach unten immer nur zunehmen. Nur fir eine stetige Fiillung
diirfen stetige Zusammenhange angenommen werden, insbesondere zwischen den ver-
tikalen und den radialen Komponenten des Drucktensors und dem Scherdruck, und
nur dann lassen sich analytische Berechnungsmethoden verwenden.

Innerhalb einer Schiittung stellt sich im allgemeinen die Druckverteilung unste-
tig ein. Es existieren verschiedene, metastabile Gleichgewichtszustinde. Erst wenn
innerhalb einer Schiittung die Scherspannung eine Schwelle iiberschreitet, setzt eine
Relativbewegung ein, die in einem neuen Gleichgewichtszustand endet. Die Schwelle
ergibt sich ndherungsweise aus dem Coulombschen Gesetz. So setzt beim bekannten
Scherversuch in einer Scherzelle die Bewegung des aufgelegten oberen Ringes, der mit
Sand gefiillt ist, erst ein, wenn die Scherspannung einen vom Normaldruck abhiangigen
Wert p,, liberschritten hat. Im einfachsten Fall lautet das Coulombsche Gesetz:

Pzz = P2z tan d. (2.30)

Hierbei bezeichnen p., den in Richtung der Normalen der Gleitebene wirkenden Druck
und 6§ den Winkel der inneren Reibung. Man kann sich das Coulombsche Gesetz
anh einem einfachen Experiment (Abb. 2.1) veranschaulichen. Ein Kérper auf einer

Abb. 2.1: Krifte auf einen Korper beim Ubergang aus Haft- in Gleitreibung; p,,
ist die vertikale Druckkomponente, p, die aus Gewichtskraft und auflerer Kraft re-
sultierende Druckkomponente; erst wenn der Winkel zwischen der aus Gewichtskraft
plus dufleren Kriften resultierenden Druckkomponente p, und der Richtung der ins
Innere des Bodens weisenden Flichennormalen einen Grenzwert o = é iiberschreitet,
beginnt der Kérper zu rutschen

planen Ebene rutscht erst dann, wenn der Winkel a zwischen der aus Gewichtskraft
plus dufleren Kriften resultierenden Druckkomponente p, und der ins Innere der
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Ebene weisenden Normalen einen Grenzwert § iiberschreitet. Erst bei o = § ist der
Grenzzustand des Ubergangs aus Haft- in Gleitreibung erreicht. Fiir diesen Fall gilt
dann das Coulombsche Gesetz tan a = tan § = p../p.,. Sobald a > é wird, setzt eine
Bewegung auf der Ebene ein.

Im allgemeinen Fall lautet das Gesetz:
Prz =C+ p; tand = (a + p;;)tané (2.31)

Der Ausdruck ¢ wird gewdhnlich Kohédsion genannt. Das ist die Scherspannung
zwischen den Schiittgutpartikeln fiir den Fall p,, = 0, die sich allein aufgrund der
Haftkrafte zwischen den Schiittgutteilchen ergibt. In der zweiten, weniger gebrduli-
chen Formulierung des Coulombschen Gesetzes wird a = ¢/ tan § als sogenannte At-
traktion bezeichnet und stellt den Normaldruck in einer Schuttgutprobe ohne dufler-
liche Belastung (p,, = 0) dar.

2.6 Der Seitendruckbeiwert

Die Beschreibung der Druckverteilung in Schiittungen setzt die Kenntnis der Driicke
und Verformungen innerhalb der Stoffe voraus. Aufgrund der Vielzahl der Parameter,
die die mechanischen Eigenschaften der Stoffe bestimmen, ist aber eine systematische
und analytische Beschreibung bisher noch nicht méglich.

Der einfachste Fall ist der, da8 auf eine Schiittgutprobe, die sich in einem oben of-
fenen, wiirfelformigen Kasten mit starren Seitenwinden befindet, von oben mit Hilfe
eines Druckstempels, der biindig mit den Seitenwinden des Kastens abschlieit, ein
Normaldruck aufgebracht wird. Bei starren Winden des Kastens erfolgt die Verfor-
mung nur in Richtung des wirkenden Normaldrucks. Aus dem Normaldruck p,, in ver-
tikaler Richtung resultiert ein Druck p.. in horizontaler Richtung. Alle senkrecht zur
Druckrichtung auf die Wandungen des Kastens sich einstellenden Horizontaldriicke
sind gleich grofl. Das Verhaltnis zwischen den Driicken p;,; und p..:

Pz
k== 2.32
. - (2.32)

wird Seitendruck- oder auch Ruhedruckbeiwert genannt.

In der Literatur existiert eine Reihe von Arbeiten tiber den Seitendruckbeiwert,
die sich aber in der iiberwiegenden Mehrheit mit der experimentellen Bestimmung
der GesetzmaBigkeit fiir ein bestimmtes Schiittgut befassen. Ein allgemeingiiltiger
Zusammenhang zwischen Seitendruckbeiwert und innerem Reibungswinkel ist im An-
hang B zu finden.
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2.7 Ubersicht iiber die Literatur

2.7.1 Experimentelle Untersuchungen

Bereits in der alteren Literatur sind Werte fiir den Seitendruckbeiwert in Abhangigkeit
von dem Porenanteil n zu finden. So hat TERZAGHI 1925 [40] fiir losen Sand k =
0,45 — 0,5 und fiir dichten Sand k = 0,4 — 0,45 ermittelt.

KJELLMAN [20] beschreibt in seiner Arbeit ein Gerit, mit dem die drei Haupt-
spannungen gleichzeitig und unabhingig voneinander auf eine wiirfelfsrmige Probe
aufgebracht werden kénnen. Bei seinen mit Sand durchgefiihrten Versuchen war der
Seitendruckbeiwert beim Entlasten (k = 1,5) wesentlich gréBer als beim Belasten
(k=10,5).

MUuHs [29] fiihrte an einer rund 24 m hohen, starren Wand, die mit Sand hinterfiillt
war, Erddruckmessungen durch. Er fand fiir £ = 0,44.

BERNATZIK [3] gibt aufgrund von durchgefiihrten Versuchen die in Tabelle 2.1
enthaltenen Werte fiir Sand an.

Tabelle 2.1: Seitendruckbeiwert von Sand nach den Versuchen von BERNATZIK

Porenanteil n | Seitendruckbeiwert &

0,375 0,49
0,411 0,52
0,444 0,64

BISHOP [4] und SIMONS [36] verwendeten bei ihren Untersuchungen ein sogenann-
tes Triaxialgerat. Das ist ein Doppelmantelrohr, bei dem im Ringspalt der Druck so
vergroflert werden kann, dafl der innere Zylinder sich nicht verformt. Mittels elek-
trischer Kontakte wurde versucht, horizontale Probenverformungen festzustellen und
durch geeignetes Nachfahren der Belastung zu eliminieren.

JANKE, MARTIN und PLEHM [16], die ebenfalls ein Triaxialgerdt einsetzten, un-
terdriickten die horizontale Verformung der Probe durch eine die Probe umgebende
Flissigkeit, deren Volumen konstant gehalten wurde. Fir Sand mit Porenanteilen
zwischen n = 0,33 und n = 0,42 wurden k—Werte von 0,23 bis 0,36 angegeben.

KJELLMAN und JAKOBSON [21] entwarfen ein Gerdt, in dem grobkornige
Schiittgiliter bei verhinderter Seitendehnung untersucht werden kdnnen. Fiir vier
verschiedene Kiese wurden k—Werte zwischen 0,39 und 0,46 gemessen.

HENDRON [14] entwickelte ein Gerit, bei dem sich das Schiittgut innerhalb einer
dehnbaren Haut befindet. Diese ist von einem Metallring umgeben. Die Dehnung
des Ringes bzw. die seitliche Verformung der Probe wird iiber Dehnungsmefstreifen
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Tabelle 2.2: Seitendruckbeiwerte verschiedener Materialien bei unterschiedlichen Po-
renanteilen, die aus unterschiedlichen Normaldriicken resultieren, nach den Versuchen
von ANDRAWES und EL-SOHBY

Material Porenanteil n | Seitendruckbeiwert &
Glaskugeln 0,411 - 0,502
Glaskugeln 0,364 0,375
Sand 0,411 0,425
Sand 0,352 0,343
gebr. Feldspat 0,495 0,424
gebr. Feldspat 0,407 0,360
Kupferpartikel 0,439 0,435
Kupferpartikel 0,376 0,341

registriert und durch Oldruck in einer den Ring umgebenden Kammer riickgingig
gemacht. Der Oldruck entspricht dabei unmittelbar dem Seitendruck.

ANDRAWES und EL-SOHBY [1] haben ebenfalls verschiedene granulare Materialien
bei unterschiedlichen Porenanteilen, die sie durch unterschiedliche Driicke auf die
Materialien realisierten, mit Hilfe eines Triaxialgerates untersucht. Die Ergebnisse
sind in Tabelle 2.2 zusammengefafit. '

SUNDARAM und CowiIN [38] haben mit einem aus zwei Halbschalen bestehenden
zylindrischen StahlgefaB (Abb. 2.2) die Anderung des Seitendruckbeiwertes k fiir
verschiedene Schiittgiiter als Funktion des aufgegebenen Normaldrucks p,, untersucht.
Die Halbschalen wurden durch Spangen zusammengehalten und iiber deren Dehnung
mittels Dehnmefstreifen die Verformungen und die Driicke registriert. Sie ermittelten
fiir verschiedene Getreidesorten eine lineare Zunahme von k£ mit p,,, d. h. fir 0 <

p.: < 168 kN/m?:
k(p:2) = ko(1 + mp..). (2.33)

Dabei sind ko der Seitendruckbeiwert bei p,, = 0 und m eine materialtypische Kon-
stante, die, je nach Getreidesorte, im Bereich von 5,43 bis 9,19 MPa™! liegt. Fir
Kohle fanden sie im Bereich bis etwa 40 kN/m? einen stirkere Zunahme von k mit
dem aufgegebenen vertikalen Druck p,, als im Bereich 40 kN/m? < p,, < 168 kN/m?,
wo sie fiir m = 0,8 MPa~! ermittelten.

Bei Scherversuchen mit Haldensalz [19] in einer einfachen Scherzelle wurden bei
unterschiedlichen vertikalen Driicken p,, Winkel der inneren Reibung ¢ fiir verschie-
dene Wichten v ermittelt. Mit dem haufig in der Schiittgutmechanik verwendeten
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Druckplatte
Spangen
zylindrische DehnmeBstreifen

Halbschalen

Abb. 2.2: Mefigerat zur Bestimmung des Seitendruckbeiwertes nach SUNDARAM und
CowIN

Zusammenhang zwischen k£ und §, den JAKY hergeleitet hat (vgl. Abschnitt 2.7.2),
ergaben sich die Werte nach Tabelle 2.3.

Tabelle 2.3: Seitendruckbeiwerte fiir Haldensalz bei unterschiedlichen Schiittwichten
v, die durch unterschiedliche Normaldriicke p,, realisiert wurden; der innere Rei-
bungswinkel § wurde mit einem Schergerat bestimmt

P2z [KN/m?] | 7 [kN/m?®] | n [-] | innerer Reibungswinkel 6 [Grad] | k =1 —siné
70 10,00 0,48 48 0,257
150 11,28 0,41 48 0,257
210 11,87 | 0,38 52 0,212

SUNDARAM und COWIN [37] haben die Ergebnisse experimenteller Untersuchun-
gen weiterer Autoren zusammengefafit.

Fazit der auszugsweise aus der Literatur zusammengestellten Ergebnisse ist fol-
gendes: wenn nicht gerite- oder versuchstechnische Mangel fiir die zum Teil betracht-
lichen Streuungen der Werte fiir ¥ verantwortlich gemacht werden kénnen, muf} der
Schlufl gezogen werden, daB eine allgemeingiiltige Abhangigkeit des Seitendruckbei-
wertes allein von dem Porenanteil n oder dem Kornspektrum nicht angegeben werden
kann. Man kann z. B. gleiche Porenanteile entweder durch unterschiedliche Nor-
maldriicke auf ein Schiittgut oder aber durch unterschiedliche Kornspektren realisie-
ren, und dennoch wird der Seitendruckbeiwert bei beiden Versuchen nicht der gleiche
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sein. Um auf empirischem Weg einer Klarung der Zusammenhénge ndherzukommen,
sind systematische Untersuchungen in grolem Umfang erforderlich.

2.7.2 Analytische Ansitze

Einen Zusammenhang zwischen k¥ und dem inneren Reibungswinkel é hat JAKY [17]
hergeleitet. Er betrachtet einen keilférmig angehduften Sand. Der Keil ist in der
dritten Raumrichtung unendlich ausgedehnt, die Betrachtung erfolgt also fiir den
zweidimensionalen Fall. Zur Herleitung wird die ad-hoc-Annahme gemacht, dafl die
Schubspannung quadratisch mit der z—Koordinate zunimmt. Der Wert der JAKY-
Formel resultiert vornehmlich daraus, daB iiber Ubereinstimmungen mit experimen-
tellen Untersuchungen in der Literatur (vgl. [4, 14, 21, 36]) berichtet wird. Die Formel

lautet: | — sind 0
_1—sin 2.
k= TTens [l + 3 smé] . | (2.34)
Der Faktor:
2 .
1+ 3 sin é _ sin &

1+siné _1—3+3sin6 (2.35)

wird im iblichen Bereich des inneren Reibungswinkels von é ~ 20° —40° nicht kleiner
als 0,87. Wird dieser Faktor durch eins ersetzt, so wird der relative Fehler bei der
Berechnung von k nicht grofier als 13 %. Naherungsweise gilt also:

k=1-siné. (2.36)

Das JAKY-Modell zur Berechnung des Seitendruckbeiwertes k behandelt das
kornige Material als Kontinuum. Fir das Material werden ideale Eigenschaften wie
Homogenitdt und Isotropie vorausgesetzt. Auferdem werden Volumeninderungen
vernachlassigt und eventuelle Forminderungen erfolgen nur durch Gleitungen. Als
einzige einschrinkende Bedingung wird angenommen, daBl im Material der Winkel
zwischen der grofiten und kleinsten Hauptspannung einen bestimmten Wert, den
Winkel der inneren Reibung, nicht {iberschreitet.

Neben diesem Kontinuumsansatz von JAKY existieren in der Literatur eine Reihe
von Arbeiten, bei denen bei der theoretischen Behandlung versucht wird, die Eigen-
schaften eines Schiittgutes anhand der Eigenschaften der einzelnen Kérner und deren
geometrischer Anordnung zu beschreiben, d. h. hier steht die diskrete Struktur der
Ko6rner im Vordergrund. Um aber die Eigenschaften der Schiittgiiter mit mathema-
tisch vertretbarem Aufwand darzustellen, werden Ersatzmodelle, etwa Schiittungen
aus gleich groBen, elastischen Kugeln betrachtet. Hierzu seien vor allem die Un-
tersuchungen von LEUSSINK und WITTKE [25], ROWE [33] sowie THURSTON und
DERESIEWICS [41] aufgefiihrt.

HENDRON [14] versucht ebenfalls anhand von idealisierten Erdstoffmodellen eine
Relation zwischen dem Seitendruckbeiwert k£ und dem Winkel der inneren Reibung é
aufzufinden. Er untersucht Kugelpackungen aus elastischen, gleichgrofien Kugeln,
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die kubisch flichenzentriert angeordnet sind. Grundlage seiner Herleitung sind die
Arbeiten von HERTZ [15], MINDLIN [27] sowie MINDLIN und DERESIEWICS (28], in
denen die Driicke und Verformungen in den Beriihrungspunkten zweier Kugeln, die
durch Normal- und Tangentialkrifte beansprucht sind, beschrieben werden. Er erhielt
folgende Beziehung zwischen k und dem Winkel der inneren Reibung é (Abb. 2.3):

14+ -2 giné

k=s T g . (2.37)
2. V6 3V3 .
1_T+ 3 sin 6

Zur Uberpriifung seiner analytischen Ergebnisse filhrte HENDRON Versuche an vier

1
0.8
< | \
206
Q
L
x |
S \
S N
5 0.4 ~]
©
n Hendron
Coulomb \Jaky |
~ \\
0O l l n/4 . n/2
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Abb. 2.3: Der Seitendruckbeiwert als Funktion des Winkels der inneren Reibung nach
den Modellen von JAKY, HENDRON und COULOMB

verschiedenen Sanden durch, und fand bei rundkérnigem Sand, der dem Rechenmodell
beziiglich der Kornform am néchsten kommt, eine im Hinblick auf die Idealisierung bei
der analytischen Behandlung erstaunliche Ubereinstimmung mit der Kennlinie nach
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Gl (2.37). In Abb. 2.3 sind die Seitendruckbeiwerte nach JAKY (Gl. (2.34)) und
HENDRON (Gl. (2.37)) als Funktion des Winkels der inneren Reibung zum Vergleich
dargestellt. Mit wachsendem Reibungswinkel § wichst der Unterschied der Seiten-
druckbeiwerte nach den Modellen von JAKY und HENDRON und ist fir § = 7/2
maximal. Es sollte aber beriicksichtigt werden, daf, wie oben bereits erwahnt, der
innere Reibungswinkel im Bereich § ~ 20° — 40° liegt.

Der Zusammenhang zwischen dem Reibungswinkel und dem Seitendruckbeiwert,

_ 1 —siné

= —
1+siné’

(2.38)

der im Rahmen der klassischen Mechanik ohne zusatzliche Annahmen allein aus den
Erfahrungssatzen, die zum Coulombschen Reibungsgesetz und zum Begriff des Sei-
tendruckbeiwertes fiihren, hergeleitet wird (s. Anhang B), ist ebenfalls in Abb. 2.3
eingezeichnet. '

2.8 Schiittgiiter bei wechselnder Beanspruchung

Experimentelle Untersuchungen bestitigen einen Zusammenhang zwischen dem Win-
kel der inneren Reibung é und dem Seitendruckbeiwert k. Sie stimmen aber nur
niherungsweise mit der Formel nach Gl. (2.34), die JAKY fiir kohéisionslosen Sand
hergeleitet hat, {iberein.

Das Erscheinungsbild des verminderten Horizontaldrucks bei gegebenem Verti-
kaldruck unterscheidet sich grundlegend von der Druckausbreitung in Fliissigkeiten.
Da die Flissigkeitsmolekiile leicht gegeneinander verschiebbar sind, konnen hier auch
keine Scherkrifte bei vertikaler Kompression iibertragen werden. Dies erklart bei
Fliissigkeiten, daB die Druckausbreitung isotrop und hydrostatisch erfolgt, denn es
gilt immer Vertikaldruck = Horizontaldruck, so daB sich fiir Flissigkeiten immer
k =1 ergibt. _

Andere experimentelle Untersuchungen aus der Literatur zeigen, daB der Seiten-
druckbeiwert k von der Vorbehandlung des Schiittgutes abhingt. So kann bei einem
Matrial, das stark komprimiert und anschlieBend wieder entlastet wurde (z. B. die Bo-
denschichten unter einem abschmelzenden Gletscher), der Horizontaldruck den Verti-
kaldruck iibersteigen, d. h. & > 1. Nach den Theorien von JAKY, HENDRON und
CovuLoMB kann k& maximal den Wert 1 erreichen. Fiir einen lockeren Boden, etwa
Sedimentationen, wird man den Horizontaldruck kleiner als den Vertikaldruck erwar-
ten diirfen. Sogar fir das gleiche Material ist der Seitendruckbeiwert abhiangig von
der vorausgegangenen Behandlung des Stoffes. Wird die Oberfliche eines mit Sand
gefiillten Halbraumes gleichmiflig belastet, dann steigen auch die Horizontaldriicke.
Nach einer Entlastung vermindert sich der Horizontaldruck auf den urspriinglichen
Wert. Sobald aber in dem Sand die elastische Grenze bei der erstmaligen Kompres-
sion iberschritten worden ist, vermindert sich der horizontale Druck bei Entlastung
nicht oder nur in geringem Mafle.
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In Abb. 2.4 ist die relative Volumenabnahme iiber dem Vertikaldruck p,.. fir den
Fall wiederholter Be- und Entlastung dargestellt. Es zeigt sich, dal nach einer Be-
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Abb. 2.4: Die relative Volumenabnahme von Sand als Funktion des aufgegebenen ver-
tikalen Drucks p,, in einem Kompressions- und Entlastungsversuch bei einem Verhalt-
nis Probenhohe zu Probendurchmesser ~ 0,3

lastung das Material bei Entlastung nicht in den Ausgangszustand zuriickkehrt, daB
also Verformungsenergie im Material gespeichert bleibt. Diese plastische Verformung
wird durch eine irreversible Verschiebung der einzelnen Partikel gegeneinander und
durch Zerkleinerung verursacht. Bei erneuter Belastung iiber die Erstbelastung hin-
aus geht die Setzungskurve ndherungsweise wieder in den Ast der Erstbelastung iber,
s0, als wire der Sand nie entlastet worden. Nach einer weiteren Entlastung bleibt wie-
derum ein Teil der zur Verformung aufgebrachten Energie als plastische Verformung
im Material zuriick. '

Abb. 2.5 zeigt Druck-Setzungskurven eines Sandes, der zyklisch in einem Odo-
meter be- und entlastet worden ist. Der aufgebrachte Druck wurde dabei zwischen
50 kN/m? und 750 kN/m? wiederholt erhéht und gesenkt. Die bleibende Hohen-
abnahme wird mit jedem Belastungs- und Entlastungszyklus groer. Bei zyklischer
Wiederholung von Be- und Entlastung sind, um die gleiche Verformung wie bei den
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Abb. 2.5: Druck-Setzungskurven fiir Sand wéihrend wiederholter Be- und Entla-
stung in einem Odometertest bei einem Verhaltnis Probenhéhe zu Probendurchmesser
von ~ 0,3

vorhergehenden Belastungen zu erzielen, immer kleiner werdende Driicke aufzubrin-
gen.

Wie sich anhand von Druck-Setzungskurven (Abb. 2.6) feststellen 1a8t, wird bei
einer Kompression eines Materials mit konstanter Belastung der Endzustand nicht
augenblicklich erreicht. Nach einer anfanglich raschen Setzung, in der bereits rund
90 % der Endsetzung erreicht werden, schliefit sich ein nahezu stationires Kriechen
an, das sich iiber Stunden oder Tage erstreckt. In diesem Zeitraum wird dann die
Endsetzung asymptotisch erreicht. Fir die meisten Anwendungen kann aber davon
ausgegangen werden, dafl die priméiren Setzungserscheinungen bereits abgeschlossen
sind.

Quintessenz aus den oben beispielhaft gezeigten Ergebnissen experimenteller Un-
tersuchungen ist, daf sich der Quotient aus Horizontaldruck und Vertikaldruck keines-
wegs durch eine einfache Konstante ausdriicken 1aBt. Da aber gerade dieses Verhaltnis
dariiber Auskunft gibt, welcher Anteil einer vertikalen Belastung horizontal in die um-
gebende Wand abgeleitet wird, ist eine Apparatur entwickelt und gebaut worden, mit
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Abb. 2.6: Gemessener zeitlicher Verlauf der Setzung fiir ein Schiittgut in einem
Kompressionsversuch mit konstanter Belastung

der sich dieses Verhaltnis unter Variation verschiedener Parameter bestimmen 1afit.
Diese Apparatur soll im nichsten Abschnitt vorgestellt werden.




Kapitel 3

Experimentelle Untersuchungen
zum Seitendruckbeiwert

3.1 Der Priifstand zur Ermittlung des Seiten-
druckbeiwertes

Wie im vorangegangenen Kapitel dargelegt wurde, gibt es zur Ermittlung des Sei-
tendruckbeiwertes fiir ein bestimmtes Schiittgut nur den Weg der direkten Messung,
da keine allgemeingiiltige Berechnungsmethode existiert, die alle materialtypischen
Parameter beriicksichtigt. Daher wurden eine Apparatur zur direkten experimen-
tellen Bestimmung des Seitendruckbeiwertes aufgebaut und Messungen an Salzgrus
durchgefithrt. Der Salzgrus wurde freundlicherweise vom Institut fiir Chemische Tech-
nologie des Forschungszentrums Jiilich zur Verfiigung gestellt.

Zwischen zwel zur Gewichtseinsparung kreuzférmig ausgeschnittene Stahlplat-
ten wurden ebene, senkrecht stehende Stahlplatten verschraubt (Abb. 3.1). Die
Wandstéarke der verwendeten Stahlplatten betrigt 30 mm, fiir die Schraubverbindun-
gen wurden M16-Schrauben verwendet, so dafl bei den in Frage kommenden Kraften
von einem Durchbiegen oder einem Verziehen der MeBapparatur abgesehen werden
kann. Das Kreuz hat eine lichte Weite von 142 mm, in seinem Zentrum befindet sich
zwischen vier seitlichen Druckstempeln der Salzgrus. Die Druckzylinder besitzen eine
maximale Druckkraft von 100 kN und einen maximalen Hub von 25 mm. Mittels einer
Olhydraulikpumpe kénnen die zwei in z—Richtung liegenden Zylinder gemeinsam mit
Druck beaufschlagt werden, ebenso mit einer zweiten Pumpe die in z—Richtung lie-
genden Zylinder. Die Belastung wird jeweils iiber zwei elektronische Kraftaufnehmer
und die Verformung iiber zwei Wegaufnehmer gemessen.

Bei sich in z—Richtung aufeinanderzu bewegenden Stempeln 1 und 3 (Stempel-
paar I) und feststehenden Stempeln 2 und 4 (Stempelpaar II) wird eine eingefiillte
Schiittgutprobe komprimiert. Der Schwerpunkt der Schiittgutprobe bleibt dabei bei
einer synchronen Bewegung der Stempel 1 und 3 raumfest. Mit den zwischen Hydrau-
likzylinder und Stempel eingebauten Kraftaufnehmer kénnen die Kréfte bzw. Driicke

25
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Abb. 3.1: Aufsicht auf den Priifstand zur experimentellen Bestimmung des Seiten-
druckbeiwertes bei gleichbleibender Druckrichtung

auf die Schiittgutprobe gemessen werden. Mit den an den Stempeln angebrachten
Wegaufnehmern konnen die Verformung und damit bei bekannter Masse und bekann-
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tem Ausgangsvolumen die Dichte als Funktion der aufgebrachten Krifte bestimmt
werden.

3.2 Der Seitendruckbeiwert bei gleichbleibender
Druckrichtung

Fir die im folgenden beschriebenen experimentellen Untersuchungen ist der Salz-
grus in der Form eingesetzt worden, wie er spiter fiir die Endlagerung im Salzstock
Verwendung finden soll. Abb. 3.2 zeigt das K6rnungsspektrum.
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Abb. 3.2: Kérnungsspektrum des bei den Versuchen eingesetzten Salzgruses

Nachdem der Priifstand fiir ein bestimmtes Ausgangsvolumen eingestellt ist, wird
der Salzgrus bei abgeschraubter Deckplatte in den Druckraum zwischen die Stempel
eingefiillt. Der Salzgrus wird gleichméBig im Druckraum verteilt, so dafl beim Aufle-
gen der Deckplatte keine Hohlriume im Salzgrus zuriickbleiben. Er soll biindig mit
den oberen Kanten der Stempel abschliefen. Nach dem Verschlielen des Druckraums
kénnen liber die zwei gegenlaufigen Stempel in z—Richtung in beliebigen Schrittweiten
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Driicke p,. auf die Salzgrusprobe aufgebracht und die in z—Richtung resultierenden
Driicke p,, gemessen werden.

In Abb. 3.3 ist das Verhiltnis ¥ = p;,/p.: und in Abb. 3.4 die Dichte g als
Funktion des aufgegebenen Drucks p., fiir drei verschiedene Probenhéhen Hp, .. auf-
getragen. Der k—Wert nimmt in einem Druckbereich, der sich von 120 kN/m? bis
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Abb. 3.3: Gemessener Seitendruckbeiwert von Salzgrus als Funktion eines einseitig
aufgegebenen Drucks bei drei unterschiedlichen Anfangsprobenhéhen (I = Hp,op =
47 mm, Il = Hp,op. = 68 mm, III = Hp,se = 100 mm)

etwa 170 kN/m? erstreckt, von k& = 0,38 stetig ab. In diesem Druckbereich ist auch
die Anderung der Dichte mit dem aufgegebenen Druck am gréBten. Die Abnahme von
k im unteren Druckbereich ist wohl auf folgendes zuriickzufithren: bei den zu Beginn
der Messung noch kleinen Kraften rutschen die einzelnen Kérner aneinander vorbei
in neue Gleichgewichtspositionen. Dabei verringert sich der mittlere Abstand der
Korner, da die von aufien aufgebrachten Krafte ausreichen, die Reibung zwischen den
Salzpartikeln zu iiberwinden und sie in die nach dem Verfiillen noch iibriggebliebenen
Zwischenrdume zu schieben. Das heifit, die von aufien aufgebrachten Krifte bewirken
durch Gleiten und Rollen des einen Korns auf dem anderen auch Krifte in andere
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Abb. 3.4: Gemessene Dichte von Salzgrus als Funktion eines einseitig aufgegebe-
nen Drucks bei drei unterschiedlichen Anfangsprobenhéhen (I = Hp,ppe = 47 mm,
II = Hprope = 68 mm, IIl = Hp,ope = 100 mm)

Richtungen. Als Schmiermittel zwischen den Salzkristallen dient feiner Salzabrieb,
der sich in die Spalten und Ritzen der grofleren Kristalle setzt und so den Scherwi-
derstand der einzelnen Kérner aneinander durch Abrunden der dufieren Oberfliche
verringert. Aufgrund der leichten Verschiebbarkeit der Salzkorner relativ zueinander
kann auch der aufgebrachte Druck p.. leicht in die Mefirichtung p., weitergegeben
werden. Daraus ergibt sich ein zundchst gréfleres k¥ im unteren Druckbereich (bis
120-170 kN/m?). Mit diesem Gleiten und Rollen, d. h. mit wachsenden Kriften,
vergrofern sich die Anzahl der Kontakte und damit die Kontaktflachen zwischen den
Salzgruskérnern. Die Kérner verzahnen sich stirker und sorgen fiir einen festeren
Gefiigewiderstand. In die jetzt in weit geringerer Anzahl vorhandenen Hohl- und
Zwischenraume konnen einzelne Korner nicht mehr allein dadurch gelangen, dafl sie
sich aneinander vorbeischieben, sondern sie miissen sich drehen, heben und senken.
Die hierzu notwendigen Krafte sind wesentlich hoher als die, die nur ein Rutschen
verursachen. Die anfanglich steil abfallenden Kurven des Seitendruckbeiwertes iiber
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dem aufgegebenen Druck verlaufen nun horizontal. Mit den hoheren Kraften tritt
eine Kornzerkleinerung durch Kornbriiche auf. Die Kornzerkleinerung kiindigte sich
wihrend des Versuches durch ein Knirschen innerhalb der Salzgrusschiittung an. Die
kleineren Bruchstiicke setzen sich in die noch zwischen den gréfleren Kornern iibrig-
gebliebenen Liicken.

In Abb. 3.5 sind die Seitendruckbeiwerte aus zwei Mefireihen mit gleichen An-
fangsprobenhohen aufgetragen. Es zeigt sich, daB sich die Werte fiir k£ im gewahlten
Druckbereich gut reproduzieren lassen. Die maximalen relativen Abweichungen der
gemessenen Seitendruckbeiwerte betragen rund 10 %, wobei die Abweichung bei den
kleineren Driicken gréfer ist als im oberen Druckbereich.
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Abb. 3.5: Gemessener Seitendruckbeiwert von Salzgrus als Funktion eines einseitig
aufgegebenen Drucks bei gleichen Anfangsprobenhdhen von Hp,q. = 68 mm

Eine Abhingigkeit des Seitendruckbeiwertes vom Verhiltnis Probenh6he zu Pro-
bendurchmesser Hp,ope/ Dprote War im Rahmen der MeBgenauigkeit nicht festzustellen
(Abb. 3.3). Auf der einen Seite ist ein kleines Verhiltnis (Hprope/Dprose < 0,3 laut
Literatur) vorteilhafter, da sich mit wachsender Probenhdhe die Wandreibung mehr
und mehr bemerkbar macht und die Messung des Seitendruckbeiwertes verfalscht.
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Auf der anderen Seite mufl aber beriicksichtigt werden, daf der minimale Abstand
der Druckstempel, d. h. die minimale Probenh6he Hp, ., nicht kleiner als der maxi-
male Korndurchmesser Dkorn von etwa 32 mm (Abb. 3.2) sein kann. Als minimaler
Abstand wurden hier 47 mm und als maximaler Abstand 100 mm gewahlt. Damit
ergeben sich die wahrend der experimentellen Untersuchungen gewahlten Kombina-
tionen von HProbc/DProbe und HProbe/DKorn:

e 0,165 < (ﬂ’—") < 0,35;
Probe

Korn

e 0,73 < (fl‘”—"—) < 1,56.

Zu bemerken ist noch, daf§ es sich bei den in der Literatur beschriebenen Mefgeriten
fir den Seitendruckbeiwert um zylindrische Gefife zur Aufnahme des Schiittgutes
handelt, daB also Dp,.. den Durchmesser des Zylinders bzw. der Probe darstellt. Bei
den eigenen Messungen wurde der Druckraum quadratisch gewahlt, um den Druck
auch aus wechselnden Richtungen auf die Schiittung aufbringen zu kénnen. Hier ist
also Dp,q. die Seitenldnge des quadratischen Querschnittes. Der Unterschied liegt
aber nur darin, daB beim Zylinder die Mantelflache proportional zu 7 Dp,o5e und beim
Prisma proportional zu 4Dp, e ist. Bei gleichem Dp, o ist daher die Mantelrelbung
im zylindrischen Gefal um den Faktor 7 /4 kleiner.

Der theoretisch maximal im Bohrloch vorkommende Druck ergibt sich bei Ver-
nachléssigung jedweder Wandreibung und Lastabtragung in die Bohrlochwand bei
einer Bohrlochhéhe von hp = 600 m und einer Wichte der Salzgrusschiittung von
4s = 13 kN/m? auf der Bohrlochsohle zu 7,8 MN/m?. Der wihrend der Messungen
fir den Seitendruckbeiwert erfaBte Druckbereich erstreckt sich bis etwa 1 MN/m?2.
Da sich aber, wie in Abschnitt 6.4 noch gezeigt wird, durch Lastabtragung ein um
eine GroBenordnung geringerer Vertikaldruck einstellt, ist der erfafite Druckbereich
bis 1 MN/m? als ausreichend anzusehen. |

Die Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen kénnen wie folgt zusammen-
gefafit werden:

1. Das Verhaltnis Horizontaldruck zu Vertikaldruck ist im Rah-
men der Mefigenauigkeit im untersuchten Bereich von 0,165
< Hprope/Dprobe < 0,35 unabhingig von dem Verhiltnis Pro-
benhéhe zu Probendurchmesser.

2. Fiir kleine Driicke (0 kN/m? < p,, < 120-170 kN/m?) nimmt
der Seitendruckbeiwert stetig mit dem aufgegebenen Druck ab.

3. Fiir hohere Driicke (p,, > 120-170 kN/m?) stellt sich ein vom
aufgegebenen Druck unabhangiger Seitendruckbeiwert ein.
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Abb. 3.6: Gemessener Seitendruckbeiwert von Salzgrus in Relation zum Porenanteil,
der mit dem aufgegebenen Druck p,, abnimmt

In Abb. 3.6 sind fiir einen Vergleich mit den Literaturwerten aus Abschnitt 2.8
der aus den eigenen experimentellen Untersuchungen ermittelte Seitendruckbeiwert
als Funktion des Porenanteils:

Vgesamt - VKorn (31)

" ‘/gesamt

aufgetragen. Dabei bedeuten Vjesom: das Gesamtvolumen und Vk,,» das Kornvo-
lumen des Salzgruses. Die Messungen an Salzgrus bestitigen die in der Literatur
beschriebene Abnahme von k mit abnehmendem Porenanteil. Als Einwand gegen
die hier vorgestellte experimentelle Bestimmung von k kann geltend gemacht werden,
daB bei der Messung ein Teil Ap,, des aufgebrachten Drucks p,, durch Reibung an
den Wanden des Priifstandes abgetragen wird, der Druck also von den Druckstempel-
oberflichen zur zentralen Ebene hin abnimmt. Da hierdurch aber das gemessene k nur
klein werden kann, befindet man sich mit der Messung auf der sicheren Seite, da da-
mit der vertikale Druck im Bohrloch und damit die Beanspruchung der eingelagerten
Fésser zu grofl abgeschiatzt wird.
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3.3 Der Seitendruckbeiwert bei Wechsel der Druck-
richtungen

3.3.1 Die Problemstellung

In Abschnitt 3.2 ist experimentell untersucht worden, welche Abhangigkeiten sich fiir
den Seitendruckbeiwert & als Funktion der Probenabmessungen, der Dichte und des
beaufschlagten Drucks ergeben. In Abschnitt 2.8 ist aber bereits an Beispielen aus der
Literatur herausgestellt worden, daB k nicht nur von der Grée des herrschenden Ver-
tikaldrucks, sondern auch von der Vorgeschichte der Schiittung abhangt. Es stellt sich
die zentrale Frage, welche Seitendruckbeiwerte sich bei wechselnden Druckrichtungen
einstellen. Es ist daher zu klaren, ob die Beziehung:

Pzz = klpzz, ‘ (32)

wobei p,. den aufgebrachten und p.; den auf die Fliche z = const. resultierenden
Normaldruck darstellen, auch dann noch Giiltigkeit besitzt, wenn nach einer ersten
Belastung aus z—Richtung zusatzlicher Druck nun aus z—Richtung aufgebracht wird
und auf der Stempelfliche z = const. der resultierende Normaldruck gemessen wird.
Was mit Sicherheit nicht stattfinden wird, ist ein plétzlicher Wechsel der Zuordnung,
daB also statt Gl. (3.2):

Pzz = klpzz (33)

gilt. Um die gestellten Fragen zu kliren, sind mit dem in Abschnitt 3.1 vorgestellten
Priifstand Belastungsversuche mit Salzgrus durchgefiihrt worden, bei denen die Kraft
aus wechselnden Richtungen auf die Salzgrusprobe aufgebracht wurde.

3.3.2 Durchfithrung und Ergebnisse der Messungen

Vor Fillung des Druckraums mit Salzgrus werden die Stempel in z—Richtung in eine
solche Position gebracht, daB sie, je nach Versuchsbedingung, noch maximal bis zu
1,3 mm ausgefahren werden kénnen, ehe sie mit den Seitenwidnden biindig stehen.
Die Stempel aus z—Richtung stehen von Anfang an biindig mit den Seitenwinden.
Auf diese Weise werden Scherbewegungen des Salzgruses um Ecken der Seitenwinde
herum unterdriickt. Die Messung der Krifte erfolgt wieder mit Hilfe von Kraftaufneh-
mern, die zwischen Stempel und Hydraulikzylinder angebracht waren. Zu Beginn wird
bei den Messungen der Druck kontinuierlich aus z—Richtung auf die Salzgrusprobe
aufgebracht und der resultierende Druck in z—Richtung gemessen. Nach Erreichen
der Nullebene, d. h., sobald die Stempel in z—Richtung biindig mit den Winden ste-
hen, wird das Stempelpaar in z—Richtung mechanisch arretiert und der Druck p,, mit
der zweiten Olpumpe kontinuierlich erhéht. Eine DruckerhShung in z—Richtung kann
jetzt nur aus einem erhohten Druck in der Salzgrusschiittung resultieren. In Abb. 3.7
ist die zeitliche Abfolge der Stempelfunktionen skizziert. Bei dem einmaligen Wechsel
von Druck- und Mefirichtung kann analysiert werden, wie sich das Druckverhéltnis k&
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P, wird erhdht Wechsel von Druck- P, Wird gemessen

und MeBrichtung .
P, Wird gemessen P, Wird erhdht

F ruhender Stempel X
« bewegter Stempel LZ

Abb. 3.7: Zeitliche Abfolge der Stempelfunktionen zur Ermittlung des Seitendruck-
beiwertes bei wechselnden Druckrichtungen

andert, wenn die Rollen der Stempel - als druckfiihrender und als druckaufnehmender
- vertauscht werden.

In Abb. 3.8 sind die Driicke p,, und p,, gegeneinander aufgetragen. Zunichst
wird p,, erhoht. Ab etwa p,, = 100 kN/m? ist das Verhiltnis ky = p,z/p,. auf den
konstanten Wert k; = 0,28 gefallen. Nachdem p,. bis auf etwa p,,, = 132 kN/m?
(Bereich I) hochgefahren worden ist und dabei von den Stempeln gerade die Nullebene
erreicht wurde, werden die Stempel in z—Richtung festgeklemmt. In z—Richtung
resultiert jetzt ein Druck prr. = 37 kN/m? Mit der zweiten Hydraulikpumpe wird
die Kraft auf die z—Stempel, auf die bereits 37 kN/m? lasten, nun kontinuierlich
erhoht. Trotz zunehmender Belastung auf die Stempel in z—Richtung verharrt der
Druck in z—Richtung auf 132 — 134 kN/m? (Bereich II), und das, obwohl sich, wie
anhand der Wegaufnehmer fiir die Stempel festzustellen war, das Probenvolumen mit
zunehmender Kraft bestandig verringerte, die Dichte monoton anstieg. Nachdem p.,
den Wert von p,, iiberstiegen hat, beginnt p,. sich mit wachsendem p,, zu erhéhen.
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Abb. 3.8: Gemessene Driicke in zwei zueinander senkrechten Richtungen bei Wech-
sel der Druckrichtungen mit (pyrq;pzza) = (0,087 MN/m? 0,132 MN/m?) und
(Pez,c; Pazc) = (0,72 MN/m?; 0,14 MN/m?) (Bereich I: p,, wird erhdht, p,, gemessen;
Bereich II und III: p,, wird erhdht, p,, gemessen)

Dieser langsame Anstieg setzt sich bis pyz = pzz = 720 kN/m? fort, wihrend p.. bis
dahin den Wert p,, = p,,. = 140 kN/m? erreicht hat. Ab etwa p,, = 720 kN/m?
steigt p,, proportional mit an (Abb. 3.8). Das proportionale Anwachsen bleibt bis
zum maximal wihrend der Messung erreichten Druck von prymez = 1,11 MN/m?
bestehen. Dabei hat sich der Seitendruckbeiwert:

ky = P22 (3.4)

Pzz

von 0,28 im Bereich I auf 0,23 im Bereich III verringert.

In Abb. 3.9 ist der von den Stempeln jeweils zuriickgelegte Weg in Relation zum
Druck aufgezeichnet. Anhand der zuriickgelegten Wege kann die Verdichtung der
Salzgrusprobe beim jeweils herrschenden Druck berechnet werden. Es kann folgendes
festgehalten werden:
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Abb. 3.9: Der von den Stempeln in z— und in z—Richtung zuriickgelegte Weg bei
einem Abstand der Stempel von der Nullebene von 1,3 mm in Relation zum jeweiligen
Druck p,. und p.; in halblogarithmischer Auftragung; an den mit einem senkrech-
ten Pfeil gekennzeichneten Stellen wurden die Stempel in z—Richtung arretiert und
die Stempel in z—Richtung druckbeaufschlagt (Kurvenaste 1: p,, wird erhoht, p,,
gemessen; Kurveniste 2: p,, wird erhoht, p,, gemessen)

1. Im Bereich I, in dem p,, von auBlen auf die Schiittung aufge-
bracht wird, wachst p,, proportional mit p,. an: p,, = k1p..

2. Bei einem Wechsel von Druck- und MeBrichtung (Bereich II)
bleibt p,, trotz einer Erhéhung von p,, zunichst konstant.

3. Ab einem Schwellwert p,, . ergibt sich wieder ein proportionaler
Anstieg des resultierenden Drucks p,, mit dem aufgegebenen
Druck p.. (Bereich I1I): p,, = kap,.-




3.3. DER SEITENDRUCKBEIWERT BEI WECHSEL DER DRUCKRICHTUNGEN 37

3.3.3 Interpretation der Ergebnisse

Wie ist nun die Abhingigkeit des Seitendruckbeiwertes vom aufgebrachten Druck bei
wechselnden Druckrichtungen, vor allem in den Bereichen II und III, zu erklaren?
In Abb. 3.10 sind die Ergebnisse aus drei Mefireihen mit unterschiedlichen
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Abb. 3.10: Gemessene Driicke in zwei zueinander senkrechten Richtungen bei un-
terschiedlichen Verfiillungen und damit unterschiedlichem Druckaufbau, d. h. unter-
schiedlichen Erstbelastungen p,.,, beim Einschieben der Stempel bis zur Nullebene
(Bereich I: p,., wird erhoht, p;, gemessen; Bereich II und III: p,, wird erhoht, p,.
gemessen)

Abstinden der Stempel von der Nullebene beim Verfiillen und damit unterschied-
lichen Anfangsdriicken p,,, dargestellt.

Zu Beginn der Messung, wenn der Druck aus z—Richtung aufgebracht wird, sind
die Salzgruskorner noch leicht gegeneinander verschiebbar. Aufgrund der Bewegung
der beiden Druckstempel in z—Richtung werden die Salzgruskérner im Druckraum
verschoben und die anfangliche Isotropie ist zerstért, denn jetzt ist in die z—Richtung
der Salzgrus vorverdichtet worden. Werden Druck- und MeSBrichtung vertauscht,
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muBl das Stempelpaar II die Salzgruskorner gegen eine in z—Richtung verdichtete
Schiittung schieben. Der jetzt in z—Richtung resultierende Druck p.. steigt erst dann
wieder mit dem aufgegebenen Druck p., an, wenn das Verhiltnis zwischen ihm und
dem treibenden Druck p,. ndherungsweise bis auf den Seitendruckbeiwert gefallen ist.

In den Abb. 3.11 - 3.13 sind die Seitendruckbeiwerte, die sich aus Abb. 3.10 erge-
ben, iiber dem Druck p,, aufgetragen. An der mit einem senkrechten Pfeil gekenn-
zeichneten Stelle fand der Wechsel von Druck- und Mefirichtung statt. Hier wurden
die zunachst druckfithrenden Stempel in z—Richtung arretiert und die Stempel in
z—Richtung mit Druck beaufschlagt.
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Abb. 3.11: Der gemessene Seitendruckbeiwert bei Wechsel der Druckrichtungen iber
dem Druck p,.; an der mit einem senkrechten Pfeil gekennzeichneten Stelle wurden
die zunachst druckfiihrenden Stempel in z—Richtung arretiert und die Stempel in
r—Richtung mit Druck beaufschlagt; fiir 0 < p,, < 0,037 MN/m? gilt: k& = pzz/p..
und fiir p;; > 0,037 MN/m?: k = p,./pz=

Fiir 0 < p,, < 0,037 MN/m? (0,053 MN/m?; 0,068 MN/m?) gilt:

k= Pe= (3.5)
Dz
und fir p,, > 0,037 MN/m? (0,053 MN/m?; 0,068 MN/m?):
k=22 (3.6)

pz':z:
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Abb. 3.12: Der gemessene Seitendruckbeiwert bei Wechsel der Druckrichtungen iiber
dem Druck p;;; an der mit einem senkrechten Pfeil gekennzeichneten Stelle wurden
die zunéchst druckfithrenden Stempel in z—Richtung arretiert und die Stempel in
z—Richtung mit Druck beaufschlagt; fiir 0 < p;, < 0,053 MN/m? gilt: k = p,./p..
und fiir p,, > 0,053 MN/m?: k = p,./pss

Tabelle 3.1: Zusammenstellung der Ergebnisse aus Messungen des Seitendruckbei-
wertes bei wechselnden Druckrichtungen mit jeweils unterschiedlichen Anfangsbedin-

gungen, d. h. unterschiedlichen Abstinden von der Nullebene (Driicke in kN/m?)

Mefreihe | p.2a | Poza | Paze | Poze | k1 [] | k2 [£]
I 132 { 37 140 | 720 | 0,28 | 0,23

II 192 | 53 | 205 | 947 | 0,28 | 0,22

II1 243 | 68 | 270 | 1265 | 0,28 | 0,21

Alle drei Kurven zeigen einen dhnlichen Verlauf: vor dem Wechsel von Druck-
und MefBrichtung fallt der Seitendruckbeiwert k¥ = p../p.. mit wachsendem Druck p,,
und geht anschlieflend in einen konstanten Wert k; = 0,28 iiber. Nach dem Wechsel
von Druck- und Mefirichtung nimmt das Verhaltnis p,,/ps, aus resultierendem Druck
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Abb. 3.13: Der gemessene Seitendruckbeiwert bei Wechsel der Druckrichtungen
in Relation zum Druck p.,; an der mit einem senkrechten Pfeil gekennzeichneten
Stelle wurden die zunichst druckfithrenden Stempel in z—Richtung arretiert und die
Stempel in z—Richtung mit Druck beaufschlagt; fir 0 < p,, < 0,068 MN/m? gilt:
k = pzz/p.. und fir p;, > 0,068 MN/m?: k = p,./ps:

und treibendem Druck soweit ab, bis es ndherungsweise auf den Seitendruckbeiwert
k; = k; gefallen ist. :

In Tabelle 3.1 sind einige Daten aus den zuvor beschriebenen Messungen zusam-
mengestellt.

Die hier vorgestellten Ergebnisse belegen eindeutig, daB die Druckverteilung in
Schiittungen, d. h. der Drucktensor, nicht nur vom Material, sondern auch von der
Vorgeschichte und insbesondere von der Reihenfolge und der Richtung der wirkenden
Krifte abhangt.




Kapitel 4

Reibungsbeiwerte

4.1 Die Reihenfolge der Lastaufbringung

Ein grundlegendes Problem fiir die Berechnung des Drucktensors innerhalb einer
Schiittung ergibt sich daraus, dafl dieser nicht nur von der vorliegenden Massenver-
teilung, sondern auch von der zeitlichen Abfolge des Aufbringens der Krafte abhiangt
(vgl. BLOCK und FEUSER [5]). So ergibt sich zum Beispiel beim Verfiillen eines Ring-
spaltes zwischen zwei koaxialen Zylindern, dal sich die Fillung an beiden Wanden

abstiitzt (Abb. 4.1).

Abb. 4.1: Krifte auf die Wandungen eines Ringspaltes vor und nach dem Verfiillen
mit einem Schiittgut

Auf beide Wande wirken Krifte, die auch eine Tangentialkomponente nach unten
haben.

Wird die Reihenfolge des Einbringens vertauscht, also zuerst die Schiittung und
dann der zentrale Zylinder eingebracht, so ergeben sich Tangentialkrafte auf die Wan-
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dungen des zentralen Zylinders, die sich von denen aus dem ersten Fall nicht nur nach
ihrem Betrag, sondern teils auch in der Richtung unterscheiden (Abb. 4.2).

Abb. 4.2: Verteilung der Krafte auf die Wandungen vor und nach dem Einbringen
eines inneren Zylinders

Wird in der zuvor beschriebenen Anordnung (Abb. 4.1) der mittlere Zylinder ein
Stiick durch den Boden gezogen, so dreht sich am inneren Zylinder die Richtung der
Tangentialkrifte um (Abb. 4.3).

Abb. 4.3: Verteilung der Krifte auf die Wandungen vor und nach dem Durchziehen
eines inneren Zylinders durch ein Schiittgut

Die Druckkomponenten im Medium héngen also entscheidend davon ab, in wel-
chem zeitlichen Verlauf Kréafte gewirkt und Verschiebungen stattgefunden haben. Sie
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kénnen innerhalb des Mediums nicht allein aus der Dichteverteilung bestimmt wer-
den. Ahnlich wie die Reibungskrifte bei der Bewegung eines Kérpers durch ein Fluid
der Bewegungsrichtung stets entgegengesetzt sind, wirken auch im Bohrloch die Rei-
bungskrifte der Bewegung nur entgegen. Vorangegangene Relativbewegungen sind
notwendig, damit Reibungskrifte auftreten kénnen. In dem unten und zu den Seiten
hin abgeschlossenen Bohrloch finden wahrend der weiteren Beladung innerhalb des
bereits gefiillten Raumes, der abgesehen von der oberen Seitenfliche fest begrenzt ist,
um so starkere Relativbewegungen zwischen den Gebinden und dem Salzgrus statt, je
mehr sich die Kompressibilitdten der beiden Medien unterscheiden. Der ungiinstigste
Fall ist der, dafl die Fasser zentral iibereinander stehen und eine nur wenig kompres-
sible Saule bilden.. LaBt sich das Salz im Ringspalt stirker komprimieren, wird bei
weiterem Eintrag von oben das Salz im Ringspalt nach unten zusammengedriickt und
sich dabei auch noch auf der wenig komprimierten Saule aus Fassern abstiitzen. Zur
Vermeidung einer zu grofen Beanspruchung der Gebinde muf aber die Last in umge-
kehrter Richtung tibertragen werden, d. h. von den Fassern {iber den Salzgrus in die
Bohrlochwand.

Wird durch technische Vorkehrungen, wie etwa kompressible Kissen an den
Fafiboden, erreicht, daB sich die Gebinde stirker stauchen lassen als der umgebende
Salzgrus, dann ist es sogar moglich, die einzelnen Gebinde selbsttragend einzulagern.
Der hierzu hinreichende vertikale Druck im Salzgrus zwischen Behiltermantel und
Bohrlochwand ergibt sich aus der Bedingung, daf8 die iiber die Mantelfliche des Fas-
ses 2r Rp Hp, wobei Rr der Radius und HF die Hohe des Fasses bedeuten, iibertragene
Reibungskraft grofer als das Fafigewicht ist. Werden die Giblichen Ansitze aus der Li-
teratur ibernommen, daf der Wandreibungsdruck p,, proportional zum Normaldruck
prr 1st, also

Pzr = PUFPrr, (4.1)

und daB bei, wohlgemerkt, einseitig aufgebrachtem Druck p.. in senkrechter Richtung
ein proportionaler Druck:

. Drr = kpzz (42)
herrscht, so gilt im Gleichgewicht:
p,pkpzz27TRFHF = GF. (43)
Damit folgt:
=t (4.0
Pzz = ZWRFHFqu. )

Hierbei sind p,, die Reibungskraft pro Fliche in z-Richtung, die auf eine Zylin-
derfliche r = const. wirkt, ur der Reibungsbeiwert zwischen FaBl und Salzgrus,
prr die Normalkraft pro Fliche in r-Richtung, k der Seitendruckbeiwert, p,, die Nor-
malkraft pro Fliche in z-Richtung und G das FaBgewicht. Uber die vertikale Druck-
komponente p,, wird bei einer vertikalen Fillung auch die radiale Druckkomponente
p.r vorgegeben. Die Reibungskrifte auf eine Bohrlochwand und auf den FaBmantel
ergeben sich dann jeweils entsprechend der vorangegangenen Relativbewegung.
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Nach Gl. (4.4) mufl also zwischen FaB und Salzgrus eine hinreichend grofie Rei-
bung bestehen, um bei vorgegebenem Fafivolumen das Gewicht in die Bohrlochwand
abzutragen. Der Reibungsbeiwert up liefle sich im Prinzip durch FafBsicken oder
Aufrauhen der Gebindeoberfliche steigern. Da es sich aber bei den fiir die Einlage-
rung vorgesehenen Behaltern um Stahlfisser aus gewohnlichem Baustahl mit glatten
Oberflaichen handelt, ist zu erwarten, dafl ein Abscheren zuerst an den FaBoberflichen
und nicht im Salzgrus erfolgt. Zur Abschatzung der maximalen Beanspruchung fir
die Fasser liefert ein kleiner Reibungskoefhzient, nimlich der zwischen Salzgrus und
glattem Stahl, eine obere Schranke fiir den zum vollstindigen “Tragen” der Fasser
notwendigen vertikalen Druck. Deshalb ist ein Priifstand aufgebaut worden, der es
erlaubt, den Reibungsbeiwert zwischen Salzgrus und Stahl bei unterschiedlichen Nor-
malkriften zu bestimmen. In der Literatur [11] ist fiir die Berechnung der maximalen
Beanspruchung der Behalter fiir den Reibungsbeiwert der Wert des inneren Reibungs-
koeffizienten von Salzgrus p; = 0,47 angenommen worden.

4.2 Der Priifstand zur Ermittlung des Reibungs-
beiwertes

Fir die experimentellen Untersuchungen wurde der bereits in Abschnitt 3.1 vorge-
stellte Priifstand in modifizierter Form verwendet. Das Stempelpaar II wurde durch
starre, unbewegliche Stahlplatten ersetzt. Durch rechteckige Offnungen in Deck- und
Bodenplatte, die bei der Messung des Seitendruckbeiwertes durch aufgeschraubte
Stahlflansche verschlossen waren (Abb. 4.4), wurde bei angelifteter Abdeckplatte eine
Zugprobe aus Stahl (St37) geschoben, die auf beiden Seiten glatt geschliffen war.
Zwischen Zugprobe und Deck- und Bodenplatte sind nach Ausrichtung an allen vier
Seiten noch jeweils 0,5 mm Luft. Dieser Abstand reicht aus, damit beim Zugversuch
zum einen kein Salzgrus herausrieselt und zum anderen die Zugprobe nicht am Rand
der Offnung schleift. Die Zugprobe unterteilt den Druckraum zwischen dem Stempel-
paar I in zwei gleichgrofie Halften, die jetzt beide mit Salzgrus gefiillt werden. Die
ebene Salzgrusoberfliche schlieBt biindig mit den Oberkanten der seitlichen Wiande
ab. Anschliefend wird die Abdeckplatte aufgeschraubt.

Das Stahlblech wurde mit dem verfahrbaren Querhaupt einer Instron 1382-
Universal-Zug-Priiffmaschine iiber eine Gewindestange verschraubt. Zwischen Gewin-
destange und Querhaupt sitzt ein elektronischer Kraftaufnehmer mit Widerstands-
DehnungsmeBstreifen (DMS), die zur Temperaturkompensation zur Wheatstoneschen
Vollbriicke zusammengeschaltet sind. Die Wheatstonesche Briicke wird mit Wechsel-
spannung gespeist. Solche sogenannten Trigerfrequenzbriicken, die einen Oszillator-
teil zur Erzeugung der Speisespannung, eine Schaltung fiir den Betrags- und Phasen-
abgleich und einen Wechselspannungsverstirker enthalten, zeichnen sich durch eine
hohe Mefigenauigkeit und einen stabilen Nullpunkt aus. Die Frequenz der Speise-
spannung fiir die Instron betragt 8 kHz. Die analogen Spannungswerte der Instron
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Fr
/Zugprobe Wegaufnehmer

)

v

\ j / Kraftsensor Druclzylinder

Druckstempel

Hydraulikpumpe

Abb. 4.4: Seitenansicht des Priifstandes zur experimentellen Bestimmung des Rei-
bungsbeiwertes

fir Kraft und Fahrweg des Querhauptes werden iber eine A/D-Karte in einen PC
eingelesen, weiterverarbeitet und auf eine Festplatte gespeichert.

Uber das Stempelpaar kann die Schiittung im Druckraum mit einstellbaren Nor-
malkraften Fiy beaufschlagt und gegen die Zugprobe geprefit werden. Wird das Quer-
haupt samt Druckkasten mit konstanter Geschwindigkeit nach unten gefahren und die
Stahlplatte aus der Schiittung gezogen, ergeben sich Reibungskraft-Querhauptweg-
Diagramme bei unterschiedlichen Normalkraften Fy. Zur Ermittlung des Reibungs-
beiwertes wurden die Normalkrifte in 1 kN-Schritten erhdht und fiir jede Kraft jeweils
ein Zugkraft-Querhauptweg-Diagramm aufgenommen. Hard- und softwaremiBig be-
dingt, kann der PC etwa 500 Werte pro Sekunde einlesen, digitalisieren, die Digital-
werte in physikalische Groflen umrechnen und im RAM ablegen. Am Ende der Mes-
sung erfolgt die Speicherung der im RAM abgelegten Werte auf einen Massenspeicher.
Wie sich herausgestellt hat, liefert bei einer Zuggeschwindigkeit von 0,0067 mm/s eine
Mittelung iiber 50 eingelesene Digitalwerte eine ausreichende Auflésung, um auch mit
hoherer Frequenz ablaufende Vorginge, etwa Amplitudenschwankungen der Zugkraft,
noch zu erfassen. Damit werden also pro Sekunde 10 Kraft- und WegmeBwerte vom
Rechner eingelesen, oder, anders ausgedriickt, zwischen zwei Messungen fiir Kraft und
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Weg rutscht die Zugprobe um 0,67 pm weiter durch die Schiittung.

4.3 Ergebnisse der Zugversuche

4.3.1 Die Kraft-Weg-Diagramme

Die Normalkrifte fiir die Zugversuche lagen im Bereich 1 kN bis 11 kN. Das ent-
sprach bei einer Stempelfliche von 202 cm? Schiittungsdriicken von 49,5 kN/m? bis
544 kN/m?. In Abb. 4.5 sind beispielhaft drei Kraft-Querhauptweg-Diagramme bei
drei unterschiedlichen Normalkraften F dargestelit.

3-5 S I i L] v LI 1 v I v 1 ML v 1 M ]
FN=5.879kN |
3 i oo™,
- 25F -
<
T -
S 2
4 Fn=2,945 kN .
& 15+
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2
L
¢ 1t i
FN=0.976 kN ]
0.5F -
0 A 1 A 1 " 1 A L " ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Querhauplweg s/mm

Abb. 4.5: Gemessene Reibungskraft als Funktion des Querhauptweges beim Durch-
ziehen einer Platte durch Salzgrus mit konstanter Geschwindigkeit fiir drei unter-
schiedliche Normalkrifte; die normaldruckbeaufschlagte Fliche betrigt 202 cm?

Zu Beginn der Messung mufl die Zugmaschine die Wege, die durch Spiel im Ge-
winde und in der Aufhingung zwischen Querhaupt und Zugprobe vorhanden sind,
zuriicklegen. Dann werden beim weiteren Verfahren des Querhauptes ein Zug und
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die Reibungskraft 2Fg aufgebaut, bis plotzlich das Rutschen der Zugprobe im Salz-
grus einsetzt. Die Versuche wurden mit verschiedenen Normalkraften durchgefiihrt.
Abb. 4.5 zeigt die Ergebnisse bei den drei Normalkraften Fxy = 0,976 kN, 2,945 kN
und 5,879 kN. Alle drei Kurven liegen bei kleinen Querhauptwegen noch zunichst
deckungsgleich iibereinander (s = 0 — 0,03 mm) und knicken dann mehr oder weniger
stark ab. Bei der kleinsten Normalkraft Fy = 0,976 kN ergibt sich ein plateaudhnli-
cher Verlauf bis zum Ende des Zugweges. Bei der mittleren Kurve mit Fjy = 2,945 kN
bildet sich ein breites und flaches Maximum heraus, das dann bei Fy = 5,879 kN,
wesentlich schmaler und héher geworden, deutlich in Erscheinung tritt. Hinter diesem
Maximum verlaufen die Kurven parallel zur Zugachse.

Ein Maximum 1Bt sich physikalisch durch den Ubergang von der Haft- zur Gleit-
reibung erkliren. Bei kleinen Normalkriften rutscht die Zugprobe auf einer durch
Abrieb erzeugten Salzschicht durch die Salzgrusschiittung. Dabei ist ein Ubergang
von der Haft- zur Gleitreibung nicht festzustellen. Wird die Normalkraft gesteigert,
verzahnen sich die Salzkristalle sowohl untereinander als auch mit mikrofeinen Rillen
in der Zugprobe und bewirken eine grofiere Haftung auf der Metalloberfliche. Der
Verzahnungswiderstand wird erst bei einer gewissen Zugkraft iiberwunden, und der
Ubergang zum Gleiten erfolgt dann plétzlich. Dabei werden die Verzahnungsbriicken
zwischen Stahlplatte und Salzkristallen zerstért, so dafl jetzt wieder ein Rutschen auf
einer feinen Salzabriebschicht stattfindet und die Zugkraft konstant bleibt. Weiterhin
zeigt Abb. 4.5, daBl die Zugkrifte jenseits des Maximums, d. h. fir s > 0,8 mm,
kleinen Amplitudenschwankungen unterliegen, die mit wachsender Normalkraft deut-
lich zunehmen. Die Oszillationen um einen Mittelwert sind als kurzzeitig aufeinan-
derfolgende Haft- und Gleitzustinde zu deuten, im englischen Schrifttum auch als
slip-stick-Verhalten bezeichnet,

4.3.2 Der Reibungsbeiwert als Funktion des Porengehaltes

Zur Ermittlung des Haftreibungsbeiwertes zwischen Salzgrus und Stahl wird der ma-
ximale Wert der Reibungskraft aus dem Kraft-Weg-Diagramm herangezogen, d. h.:

IRma:z:
H= 7 (4.5)

Da dieser Punkt im Kraft-Weg-Diagramm den Ubergang von Haft- zu Gleitreibung
signalisiert, stellt das so berechnete u den Haftreibungswert dar.

In Abb. 4.6 ist g als Funktion des Porengehaltes ¢, also des Verhiltnisses Zwi-
schenvolumen zu Kornvolumen:

qusamt - VKorn — OKorn
VK orn Q(F N )

dargestellt. Hierbei bedeuten px,rn die Kornmassendichte und o( Fy) die bei der
jeweiligen Normalkraft Fy gemessene Massendichte der Schiittung. Bei Abnahme des
Porengehaltes, d. h. bei Zunahme des Normaldrucks, steigt 4 an. Verursacht wird

-1, (4.6)

E =
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Abb. 4.6: Gemessener Haftreibungsbeiwert zwischen Salzgrus und Stahl in Relation
zum Porengehalt, der mit dem aufgegebenen Druck abnimmt

dies durch eine Zunahme der Anzahl der Salzgruspartikel-Zugprobe-Kontakte und
eine bessere Haftung der Salzkristalle auf der Metalloberfliche. Das Anwachsen der
Adhésionskrifte zwischen Metalloberfliche und Partikel bedeutet eine Zunahme des
zu liberwindenden Reibungswiderstandes, wenn eine Bewegung lings der Oberflache
einsetzen soll. ,

Werden die Verzahnungswiderstinde zwischen den Salzkristallen und der
Oberflache der Zugprobe gebrochen (Ubergang von Haft- zur Gleitreibung), rutscht
die Zugprobe auf feinem Salzabrieb. Abb. 4.7 zeigt den Gleitreibungsbeiwert pgieit
zwischen Salzgrus und Stahl in Relation zum Porengehalt. Der Unterschied zwischen
den Werten der Haft- und der Gleitreibung ist, wie sich bei den Versuchen herausge-
stellt hat, gering. Er wachst mit steigenden Normalkraften Fi.

Eine Anderung der Hohe Hp,. der Salzgrusschichten zwischen Druckstempel
und Zugprobe, die im Bereich zwischen 36 mm und 142 mm variierte, hatte im
gewahlten Druckbereich keine Anderung der Reibungsbeiwerte g und gyt zur Folge.
Fiir die Zuggeschwindigkeit des Joches wurden minimal 0,5 mm/min und maximal
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Abb. 4.7: Gemessener Gleitreibungsbeiwert zwischen Salzgrus und Stahl in Relation

zum Porengehalt, der mit dem aufgegebenen Druck abnimmt

20 mm/min gewahlt. Damit wird der bei einfachen Scherversuchen im Translations-

oder im Ringschergerat empfohlene Geschwindigkeitsbereich von 2-5 mm/min sicher
abgedeckt. Eine Anderung der Reibungsbeiwerte konnte dabei nicht festgestell wer-
den. Dies steht mit Angaben aus der Literatur im Einklang. Die experimentellen

Ergebnisse lassen sich daher wie folgt zusammenstellen:

1. Der Haftreibungsbeiwert u steigt bei einer Abnahme des Poren-
gehaltes von 70,5 % auf 63 %, die Folge einer Druckerhéhung
1st, von 0,219 auf 0,248.

2. Bei kleinen Normalkraften F ist kein Unterschied zwischen
den Haft- und Gleitreibungsbeiwerten x und pgei; festzustellen,
der Ubergang zur Gleitreibung erfolgt hier stetig.

3. Der Gleitreibungskoefhizient pgi.i: ist im untersuchten Porenge-
haltintervall von 63 % bis 70,5 % nahezu konstant.
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Zu Punkt 1 muB jedoch noch folgendes bemerkt werden: die relative Abnahme des
Haftreibungskoeffizienten p betrigt im untersuchten Porengehaltintervall nur rund
12 %. Die Streuungsbreite der Einzelmefiwerte liegt bei rund 11 %. Die Abnahme
von u kann also im Porengehaltintervall zwischen 63 % und 70,5 % in Relation zur
Mefligenauigkeit nicht als bedeutend angesehen werden.

Werden jeweils fiir 4 die extremalen Werte herangezogen, so ergibt sich im Rah-
men der durchgefiihrten Untersuchungen, dafl bei einer Anderung des Porengehaltes
von 63 % auf 70,5 % als Folge einer Druckerhéhung der Haftreibungsbeiwert im Be-
reich zwischen 0,183 und 0,277 liegt. Fiir eine sicherheitstechnische Beurteilung wird
der kleinste Reibungsbeiwert zugrunde gelegt, der hier an einer véllig glatten und po-
lierten Metalloberfliche bestimmt wurde. Durch Aufrauhen der Gebindeoberfliche
1aBt sich der Haftreibungsbeiwert wesentlich steigern. DAU [10] hat festgestellt,
dafl Oberflichenbehandlungen an St37-Stahl, etwa Lackieren, Polieren oder Ver-
chromen, gegeniiber walzrauhem, unbehandeltem Stahlblech fiir die verschiedensten
Schiittgiiter (mit Ausnahme von Quarzsand) den Reibungsbeiwert senken kdnnen.
Falls an den Einsatz solcher MaBnahmen gedacht wird, sind weitere Experimente
durchzufiihren. Bei einem hoheren Haftreibungsbeiwert zwischen Gebinde und Salz-
grus kann eine groflere Lastabtragung iber den Salzgrus in die Bohrlochwand erfol-
gen. Fiir sicherheitstechnische Abschitzungen ist daher der kleinste Wert, hier also
g = 0,183 zu wihlen. Der in der Literatur [11] zur Berechnung des maximalen ver-
tikalen Drucks angegebene Wert yu; = 0,47 als Reibungsbeiwert der inneren Reibung
ist 2,6-fach so groB und liefert damit in Modellen mit einer vollstindigen Lastabtra-
gung in die Bohrlochwand einen 2,6-fach kleineren Wert fiir den maximalen vertikalen
Druck.

4.3.3 Das Produkt aus Reibungs- und Seitendruckbeiwert

Uber experimentelle Untersuchungen des Produktes aus Reibungsbeiwert u und Sei-
tendruckbeiwert k& berichtet W. K. LEE [24]. Er mifit die Krifte, die gerade nétig
sind, um eine Platte aus einer Schiittung, die sich in einem zylindrischen Behilter
befindet, herauszuziehen. Durch verschiedene Einbautiefen der Platte realisiert er
unterschiedliche Vertikalkomponenten p,, des Drucks in der Umgebung der Platte.
Das Produkt pk erhilt er durch Vergleich seiner je Fliche gemessenen Zugkrafte mit
der nach der JANSSEN-Formel [18] ermittelten Vertikalkomponente p,, des Druck-
tensors. Nach seinen Messungen fillt das Produkt pk mit dem Durchmesser des
Versuchsbehilters. Dies ist aber ein fragwiirdiges Ergebnis, denn der Reibungs- und
der Seitendruckbeiwert sind Materialgrofien des eingesetzten Schiittgutes, die nicht
von der geometrischen Grofle des Untersuchungsgeriates abhiangen. Die Messungen
konnen daher allenfalls dazu dienen, die Giltigkeit der JANSSEN-Formel in Frage zu
stellen.

Eine dhnliche Technik beschreibt B. L. LEE [23]. Aus Zugkraft-Weg-Diagrammen,
die er durch Herausziehen einer Stahlplatte aus einer Schiittung gewinnt, ermittelt
er, ebenfalls fiir verschiedene Einbautiefen, das Produkt pk durch Vergleich mit der
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JANSSEN-Formel. Fiir alle untersuchten Materialien fand er eine Abnahme von pk
mit dem Porengehalt €. Unterschiedliche Porengehalte realisierte er aber durch un-
terschiedliche Kornmischungen und nicht, wie bei den vorliegenden Versuchen, durch
unterschiedliche Driicke auf die Schuttung

Fir Salzgrus wird aus den hier vorgestellten Messungen eine lmeare Zunahme von
pk mit dem Porengehalt im untersuchten e-Intervall von 63 % bis 70,5 % um 16 %
(Abb. 4.8) festgestellt. Zu den Versuchen von LEE ist allerdings zweierlei zu bemer-
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Abb. 4.8: Das Produkt pk aus Reibungs- und SeitendruckbeiWert fiir Salzgrus, das
aus den Messungen des Reibungs- und des Seitendruckbeiwertes bestimmt wurde, als
Funktion des Porengehaltes, der aus unterschiedlichen Normaldriicken p,, resultiert

ken: zum einen lockert beim Herausziehen der Platte aus dem oben offenen Behalter
das Material auf und es ergeben sich véllig andere Bedingungen als zu Versuchsbeginn,
zum anderen ist die Kraft, die er zur Ermittlung von pk heranzieht, die Gleitreibungs-
kraft, die nétig ist, um die Bewegung der Platte aufrecht zu erhalten. Er erhalt also
aus seinen Kraft-Weg-Diagrammen nicht gk, sondern vielmehr das Produkt pgitk
aus Gleitreibungs- und Seitendruckbeiwert. Bei dem in Abschnitt 3.1 vorgestellten,
nach oben hin geschlossenen Priifstand hingegen herrschen von Anfang bis Ende der
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Zugversuche gleiche Bedingungen. Ein weiterer Nachteil von LEE’s Technik besteht
darin, dafl er die primére in der Ebene der Zugplatte vorhandene Druckkomponente
anhand der JANSSEN-Theorie gewinnt, wahrend bei den vorliegenden Messungen u
und k direkt und unabhingig voneinander bestimmt wurden. Allein diese beiden ge-
nannten Griinde lassen diese Messungen als eine verlafilichere Grundlage erscheinen.




Kapitel 5
Das Scheibenmodell

5.1 Die Janssen-Theorie

Der Vertikaldruck p,, und der Horizontaldruck p,,, den kornige Schiittgiiter auf un-
nachgiebige lotrechte Wande, etwa von Silos, ausiiben, werden heute noch oft nach
der einfachen Theorie von JANSSEN [18] berechnet. Diese Theorie geht davon aus, daf
die vertikalen Driicke auf der Querschnittsfliche gleichmiBig verteilt sind. An den Sei-
tenflichen wirkt zwischen Schiittgut und Wand die volle Reibung und das Verhaltnis
Horizontal- zu Vertikaldruck wird gleich einer empirischen Konstanten angenommen.
JANSSEN zerlegt die Schiittung in Scheibenelemente und bilanziert die Krifte, die
auf die Scheibe wirken. Darauf, dafl der Drucktensor auch Scherkomponenten p,,
hat, p,; und p,, also keine Hauptspannungen sind, wird im JANSSEN-Modell nicht
eingegangen.

In Abb. 5.1 ist ein Modellkorper fiir das JANSSEN-Modell dargestellt. Die
Schiittung wird simuliert durch einzelne Schichten, die zwischen starren Platten lie-
gen. In dem Raum zwischen den Platten und den Wanden befindet sich ein kompres-
sibles Fluid. Bei zunehmender Belastung von oben auf die starre Platte wachst der
Fluiddruck auf die umgebenden Winde und damit die zugehorige Reibungskraft. Bei
der folgenden mathematischen Behandlung des Problems werden die radiale und die
azimutale Ausdehnung der Scheibe beibehalten, wihrend die Hohe infinitesimal wird.

Zur Herleitung der Grundgleichungen fiir ein rotationssymmetrisches Problem in
Zylinderkoordinaten (r,¢,z) wird eine Scheibe mit der Héhe Az und dem Radius Rp
des Bohrlochs betrachtet, die sich im Inneren der Schiittung befindet. Die Koordi-
nate z wird positiv von der Oberfliche der Schiittung nach unten gezahlt (Abb. 5.2).
Fiir die Scheibe ergibt sich die Gleichgewichtsbedingung fiir alle in z-Richtung wir-
kenden Kréfte aus folgenden Betrachtungen: Auf die Oberseite der Scheibe wirkt in
z-Richtung die Kraft:

Fopen = p2z(2)7TRE (5.1)

und auf die Unterseite die Kraft:

Funten = _pzz(z + AZ)WRzg (52)

53



54 KAPITEL 5. DAS SCHEIBENMODELL

T e

Abb. 5.1: Mechanische Ersatzkonstruktion fiir eine Scheibe des JANSSEN-Modells

Die Gewichtskraft der betrachteten Scheibe betragt:

Ge = ystR3Az, - (5.3)
wobei vs Wichte des Schiittgutes bedeutet. Vertikaldruck p,, und Radialdruck p,,
stehen in einem festen Verhaltnis zueinander:

Prr = kpzz, : . (5.4)
wobei k£ den Seitendruckbeiwert darstellt. Der gegen Verschiebungen wirkende Wand-
reibungsdruck p,, hiangt wiederum linear vom Radialdruck ab, so dafl die Gleichung;:

. Dzr = UPrr - (5.5)

gilt. Der Reibungsbeiwert u wird als konstant angenommen. Fir die Wandreibung
ergibt sich somit: _
D = Pkpzzy (56)

Bohrlochwand
e

Y:

Abb. 5.2: Bohrlochgeometrie
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und fiir die Reibungskraft an der Wand einer Scheibe mit dem Radius Rg und der
Hohe Az:
Fp= —pkp,.2r RpAz. (5.7)

Aus der Bedingung, daf8 die Summe der lotrechten Komponenten der auf die Scheibe
wirkenden Krifte gleich Null sein mu$, ergibt sich die Gleichung:

Fopen + Funten + GG + Fp= 0) (58)
oder eingesetzt:
RB[p..(2) — po(z + Az)] + vsRpAz — 2pkAzp,,(z) = 0. (5.9)

Aus einer Taylorentwicklung bis zu linearen Termen erhilt man folgende Differential-
gleichung fiir den Vertikaldruck p..(z):

dp..
dz

pZZ -
Rp

+ 2uk 7s- (5.10)

Mit der Bedingung einer gleichmafig verteilten Auflast po an der Oberfliche:

Pzz(z = 0) = po (5.11)

erhalt man durch Integration die Lsung:
F4 z
—2uk— —2puk—
P:2(2) = poe Rp 4 ﬁ’ys |:1 —e Rp | . (5.12)

Der Vertikaldruck setzt sich aus einem exponentiell auf Null abklingenden Anteil aus
der Auflast und einem gegen den Grenzwert p,:

R
P2z = 0) = 5;77&:-75 = p. (5.13)

strebenden Anteil aus dem Eigengewicht der Schiittung zusammen. Mit den Ab-
kiirzungen: ‘

pk = b, (5.14)
bz
E; = 9 (5.15)

1aBt sich Gl. (5.12) auch schreiben als:

peo(n) = pe — (Pc — po)e 27, (5.16)

Der Druck als Funktion der Tiefe wird in der Abb. 5.3 in dimensionslosen Gréen
veranschaulicht. Als Beispiel wird pp = 0,5p. angenommen.
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0.8 b

0.2

1

Abb. 5.3: Der normierte vertikale Druck p,./p. nach JANSSEN als Funktion der
bezogenen Tiefe n = pkz/Rp mit po = 0, 5p,

Wenn weiterhin angenommen werden kann, daf die Gebinde in der Schiittung fest
eingebettet sind und wie ein Teil der Schiittung behandelt werden kénnen, kann eine
mittlere Wichte:

_ Vs + Vr

(5.17)

zugrunde gelegt werden. Hierbei stellen Vs den Volumenanteil des Salzgruses, Vr den
Volumenanteil des Fasses und 4f seine Wichte dar.

Fir den Reibungsbeiwert an der Bohrlochwand wird vorausgesetzt, dafl dieser
sich durch die Einbettung der Gebinde im Mittel nicht dndert. Dies ist in der Re-
gel eine Abschitzung zur sicheren Seite hin, denn wenn die im Verhéltnis zur Salz-
grusschiittung starren Gebinde sich gegen die Wand verkanten, ist zu erwarten, da8
der mittlere Wandreibungsbeiwert ansteigt. '

In Abb. 5.4 ist der Verlauf des vertikalen Drucks p,, fiir ein technisches Beispiel
veranschaulicht. Dabei werden die Werte eines 400-1-Gebindes angesetzt mit:
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po/kNm2

22

Abb. 5.4: Der vertikale Druck p,, nach JANSSEN als Funktion der Tiefe z mit
Rp = 0,5m, pk = 0,054, 7 = 23,21 kN/m?, p. = 107,46 kN/m? und po = 0, 5p;

Rp
Hp
Rr
Vr
Gr
F

Vs

s

0,5m

I,I1m

0,375 m
0,475 m®

15 kN

31,58 kN/m?
0,389 m?

13 kN/m?
0,054

Bohrlochradius

Behélterhhe

Behilterradius

Behaltervolumen
Behiltergewicht -

Behalterwichte

Salzspaltvolumen in der Umgebung
eines Behilters
Salzgrusschiittwichte

Produkt aus Reibungsbeiwert
und Seitendruckbeiwert nach den

vorliegenden Messungen

/

"

2.7

54 81

10.8
z/m
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Damit ergeben sich aus Gl. (5.13):

pe = 107,46 kN/m? (5.18)
und aus Gl. (5.17): ,
m = 23,21 kN/m®, (5.19)
Fiir die horizontalen Komponenten des Drucktensors gilt in Zylinderkoordinaten:
Prr = Do = kpzz~ (520)

Beide Komponenten sind also nur von der z2-Koordinate abhiangig und proportional
zum vertikalen Druck.

5.2 Modifikationen der Janssen-Formel

Als Erweiterung zum JANSSEN-Modell wird von verschiedenen Autoren die Zunahme
der Dichte mit dem Druck berficksichtigt. Je nachdem, welcher Zusammenhang zu-
grunde gelegt wird, 1a8t sich die Differentialgleichung fiir den Vertikaldruck p,, ge-
schlossen oder nur numerisch integrieren.

LATINCSICS [22] nimmt an, daB in dem iblichen Bereich die Schiittdichte linear
mit dem Vertikaldruck p,, zunimmt:

'7'(Pzz) =75+ Klpzz- (5.21)
An die Stelle von: ok
ol atid
= (5.22)
tritt dann: - -
L K=K, (5.23)
Rgp A
Die Losung fiir p,.(z) lautet:
o —Kz A5 (, _ —Ksz
pzz(z) = Dot + K2 (1 € ) (524)

Hierbei ist der konstante Term K, von den Materialeigenschaften u, k, K; und vom
Bohrlochradius Rp abhangig. Dies mufl hier erwdhnt werden, da LATINGCSICS ver-
sucht, diese Gréfle zur Materialcharakterisierung heranzuziehen. Eine Materialeigen-
schaft, hier in diesem Fall die Kompressibilitidt, die von den geometrischen Abmes-
sungen abhingen soll, ist aber in der Art, wie der Autor sie interpretiert, zumindest
fragwiirdig.

Auch andere Querschnittsformen lassen sich mit den Grundannahmen aus dem
JANSSEN-Modell behandeln. SHAHINPOOR [35] verallgemeinert das Modell von JANS-
SEN, indem er statt des Radius den Umfang U(z) und den Querschnitt A(z) als
Variable einfithrt. Mit einer iiber den Querschnitt gemittelten Wichte:

) _
7s(z) = A0 / /A " vs(z,y)dzdy (5.25)
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schreibt sich dann die Differentialgleichung fir den mittleren Vertikaldruck p;;:

Die allgemeine Lésung:

4

0

hangt vom Verlauf von:

mit der Vertikalkoordinate z ab.

CoWwIN [7, 8, 9] stellt eine Differentialgleichung fiir den {iber den Querschnitt ge-
mittelten Vertikaldruck p;, auf, 148t aber die Einschrankung fallen, da Seitendruck-
beiwert und Wichte des Schiittgutmaterials wiahrend der Fiillung konstant bleiben.
Er setzt an:

k = ko[(1+ mpzz) + fi],

(5.29)
7= 75[(1 + qﬁ) + fZ],

wobei kg und s Seitendruckbeiwert und Wichte fiir das unbelastete Schiittgut und
m sowie ¢ (beide groBler Null) Materialkonstanten und f, sowie f; Funktionen von z
darstellen. Mit der Abkiirzung:
Rg
2ﬂk0 N

lo (5.30)

lautet die Differentialgleichung fiir den mittleren Vertikaldruck p;;(2):

zZ 1 + - l —_— —
dp + fl s quzz + Epzzz -, = f2. (5’31)
dz b l
Dabei wird:
g > (yslo)™" (5.32)

vorausgesetzt, da sonst fir f; —» 0 und m — 0 die vertikale Druckkomponente p,,
nach unten hin abnehmen wiirde.
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Fir f; = 0 und f; = 0 lautet mit den Abkiirzungen:

V(1 = 7sloq)? + 4vslom,

o~ -

S7

lo

p1=2—mi’

1
pir = 5—(1 = 7slog),
2m (5.33)

P=:(2 = 0) = po,

_Pr—pPu—po
pr+pi+po’
1 - Je—?/1
1+ Je=2/!
die Losung der Riccati-Differentialgleichung (5.31):
P:z(2) = p1B(z) — pu1- (5.34)
Der Unterschied zwischen p;; (Gl. (5.34)) und p,, (Gl (5.12)) wachst mit zunehmen-

dem Bohrlochradius Bg. Die Differentialgleichung stimmt fir ¢ = 0, m = 0 oder fiir
g = m mit der von JANSSEN nach Gl. (5.10) iiberein und es ergibt sich:

-1<5J

B(2) =

—— vsRp
*(0,0) =~vslp = .
pzz( O) Ysto 2[1.]0

Im Falle gleicher Konstanten ¢ = m kompensieren sich die Beitrige von k(p;;) und
v(Pzz). Eine allgemeine Ldsung von Gl. (5.31) 1aBt sich aber nur dann angeben,
wenn f, und f; als Funktion von z bekannt sind, denn je nachdem, wie die beiden
Funktionen von z abhingen, ergeben sich vollig andere Losungen.

Die Annahme, daf} einzelne Schichten, wie beim JANSSEN-Modell erlautert wurde,
als Einheiten beschrieben werden diirfen, ist nur solange zutreffend, wie Schiittungen
in schlanken, starren Behailtern betrachtet werden. Es ist daher die Frage zu stellen,
ob eine JANSSEN-Formel nicht auch fiir beliebige koaxiale Zylinder gelten mu8 und ob
dann jeweils auch noch die Bedingung gilt, dal am Rand der Schiittung die maximale
Tangentialkraft herrscht. Dabei kommt man leicht an die Grenzen einer physikalisch
noch konsistenten Losung. Deshalb ist es nicht verwunderlich, dafl verschiedene Au-
toren Korrekturen an der JANSSEN-Theorie vorgenommen haben. Die Vielfalt der
Ansitze ist groB. Hier soll aber darauf verzichtet werden, sie im einzelnen zu disku-
tieren. Meist werden ad-hoc-Annahmen getroffen [6, 31, 39], allgemeine Rechnungen
durchgefithrt und dann die Parameter an experimentelle Ergebnisse angepafit. Auf
diese Weise konnen MeBergebnisse beschrieben werden, aber nicht, wie hier gefordert,
die Zusammenhange ohne, meist einschrankende, ad-hoc-Annahmen hergeleitet und
damit allgemeine Erkenntnisse gewonnen werden.

(5.35)




Kapitel 6

Das Ringmodell

6.1 Kriftebilanz

Die Einschrankung sowohl im JANSSEN-Modell als auch in den erweiterten Model-
len, daB8 der vertikale Druck p.,(z) in allen horizontalen Ebenen einer homogenen
Schiittung konstant ist, gilt nur in erster Ndherung und nur bei sehr schlanken Silos.
Die Annahme, dal Rotationssymmetrie vorliegt, ist jedoch allgemein ndherungsweise
erfiillt. Im folgenden wird daher das Scheibenmodell zu einem Ringmodell [5] erwei-
tert. Bei diesem werden konzentrisch angeordnete Ringe mit infinitesimaler Hohe Az
betrachtet, bei denen iiber die Mantelseiten Krafte in radialer und in azimutaler Rich-
tung iibertragen werden kénnen. In Abb. 6.1 ist eine mechanische Ersatzkonstruktion
des Ringmodells zu sehen. Die einzelnen Ringe haben jeweils feste Deckel und Boden.

Abb. 6.1: Mechanische Ersatzkonstruktion fiir das Ringmodell

Die Mantelinnenseiten der Ringe lassen sich in axialer Richtung dehnen, sind aber in
radialer Richtung starr. Zwischen den Ringen kénnen daher iiber die Mantelseiten
Reibungskrifte nur in axialer Richtung {ibertragen werden. Ein Fluid im Inneren
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der Ringe stellt sicher, daBl der Druck, der iiber die Mantelflichen iibertragen wird,
proportional zum vertikalen Druck ist. Zusatzlich wirken in vertikaler Richtung wie
beim Scheibenmodell zwischen Deckel und Boden jeden Ringes innere Federn.

Die schon von JANSSEN getroffenen Annahmen werden im Ringmodell nur auf klei-
nere Bereiche iibertragen, so daB das Modell als Fortentwicklung ohne grundsatzlich
neue Annahmen angesehen werden kann.

Im Ringmodell wird zugelassen, daf§ sich der Vertikaldruck mit der axialen und
mit der radialen Koordinate dndert:

Pz = Pzz(T, 2). (6.1)

Zur Ableitung der Kriftebilanz (Abb. 6.2) werden statt einer Scheibe koaxiale
Ringe betrachtet [26]. Fir ein infinitesimal kleines Volumenelement eines solchen
Ringes lautet die Kriftebilanz in z-Richtung:

P, (r.z)raras

PL(r.z+a2/2)rapAZ P4 (r+Ar,z+az2/2)(r+arapAz

P, (r.z+aZ)ra rad

Abb. 6.2: Oberflichenkréfte in axialer Richtung auf ein herausgegriffenes Volumen-
element des Ringes

rdrdd(p..(r, z) — pzz(r, z + dz)]
+ rdédzp,.(r,z + dz/2) — [r + drldddzp,.(r + dr,z + dz/2)
+ rdrdgdzys = 0. (6.2)

Werden die Funktionen in ihre Taylorreihen entwickelt und Differentiale vierter und
héherer Ordnung vernachlassigt, so ergibt sich die partielle Differentialgleichung:

d 22 a zr
roez 4 Per + rLr = rys. (6.3)

Analog zum JANSSEN-Modell wird nun angenommen, daf} sich an den Mantelseiten
der Ringe jeweils die volle Scherspannung ausbildet:

Pzr = uprr = pkp,.. (6.4)
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Aus den Scherkraften ergibt sich eine Tragkraft, die bei gegebenem Normaldruck auf
die Wande nicht iiberschritten werden kann. Mit der Annahme Gl. (6.4) vereinfacht
sich Gl. (6.3) zu einer partiellen Differentialgleichung fiir die vertikale Druckkompo-
nente p,.: A

Op::

a zz
Pz | pk [pzz +r o ] = rvg. (6.5)

0z
Neben den schon in Abschnitt 5.1 eingefithrten Abkiirzungen:

r

b= uk,
_ 1sBs 6.6
pc - 2b ) ( )
_ bz
7? - RB

werden zur Vereinfachung der Schreibweise die dimensionslosen Gréflen:

r
0= 5
Rp (6.7)
o= 2=
Pc

eingefithrt. Mit der neuen unabhingigen Variablen:

P=pb= gl—"z (6.8)

c

lautet die Differentialgleichung fiir die vertikale Druckkomponente Gl. (6.3) in dimen-
sionsloser Form: ' '
oP 0P

—a; + 3_9 = 2p. (6.9)

Sie wird im néachsten Abschnitt geldst.

6.2 Losung der Differentialgleichung fiir den Ver-
tikaldruck

Die allgemeine Losung der im vorigen Abschnitt hergeleiteten Differentialgleichung
lautet:

P(e,n) = 0> + II(n — o), (6.10)

oder in den urspriinglichen Koordinaten:

pzz(r,z) _r Rg b_z _r_)
———pc _RB+ . H(RB ) (6.11)
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Sie setzt sich zusammen aus der Lésung der homogenen Differentialgleichung:

Rp bz r

die eine beliebige Funktion IT enthalt, die nur von der Differenz der bezogenen Tiefen-
und der normierten Radialkoordinate abhingt, und einer partikuldren Losung:

r
—_— .1
- (6.13)
der inhomogenen Differentialgleichung. Die Funktion II(n—p) muB anhand von Rand-
und Nebenbedingungen bestimmt werden.

6.3 Rand- und Nebenbedingungen

Je nachdem, wie auf eine Schiittung Krifte aufgebracht werden, ergeben sich, wie be-
reits diskutiert, ganz unterschiedliche Druckverteilungen. Entsprechend der gestellten
technischen Aufgabe der Einlagerung der Gebinde ist hier jedoch eine Abfolge der
Vorginge vorgegeben: Einzelne Lastabschnitte werden sukzessive eingebracht. Jeder
Lastabschnitt besteht aus einem Fafl und Salzgrus, der in die Hohlrdume verfiillt wird
und das Gebinde {iberdeckt. Doch soll hier im Modell die gesamte Fiillung ersatz-
weise als ein homogenes Medium behandelt werden. Damit sind zugleich auch die
Randbedingungen festgelegt. An der Bohrlochwand und am Boden ist die Form der
Schiittung vorgegeben. Sie wird durch die als starr angenommene Bohrlochwand und
den festen Bohrlochboden begrenzt.

An der Oberfliche einer freien Schiittung gilt die natiirliche Randbedingung, da8
der Druck gleich Null ist. Hier wird der Fall betrachtet, daf die freie Oberfliche eben
ist, also:

pzz(r,z = 0) =0 (614)

gilt. Die Vorgabe eines konstanten Druckes ungleich Null an der Oberfliche soll
hier nicht betrachtet werden, da hierzu Krifte in anderer Reihenfolge und in anderer
Richtung eingeleitet werden miissen. An der ebenen Oberfliche kann nur der Druck
Null vorgegeben werden. Im folgenden wird daher davon ausgegangen, dafl auf die
Oberflache keine zusétzliche Kraft wirkt, daf§ also po = 0 gilt.

Bei der technischen Aufgabe der Fillung des Bohrlochs ist die Oberfliche der
Schiittung natiirlich nicht immer eben. Die Belastung ist ungleichmafig. Dadurch
konnen im Inneren der Schiittung Gleit- und Rutschbewegungen ausgelost werden.
Es ergeben sich Druckverteilungen, die nur bei einer vollstindigen Analyse des Fiill-
und Einlagerungsvorgangs bestimmt werden kénnen. Da zusatzliche Verfestigungen
wihrend des Einbringens der Fasser die Lastabtragung erhdhen, ergibt das Modell
eine sichere Abschatzung fiir die Maximalwerte des Vertikaldrucks.
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Mit der ersten Randbedingung an der Oberfliche der Schiittung p,.(r,z =0) =0

liefert Gl. (6.11):
r RB r
=—+4+ —Il{-=]. 6.15
0 RB + r ( RB> ( )

(4~

Die allgemeine Losung lautet damit:

Hieraus folgt:

&=o- %m o, (6.17)

oder anders geschrieben:
, :
MﬁzL_L(E’:_l), (6.18)

Ersetzt man:
= btanw, (6.19)

so ergibt sich mit Gl. (6.7) eine zweite anschauliche Darstellung:

HGL) = pbtanw(2 — btanw). (6.20)

P

Das ist eine Darstellung der Losung als Zahlenwertgleichung in Kegelkoordinaten
(o,w), bei denen die Abstinde in Vielfachen des Bohrlochradius gemessen werden.
Der Winkel w stellt den Winkel zwischen dem Ortsvektor zu einem Punkt eines Kegel-
mantels und seiner Projektion auf die ebene Oberfliche der Schiittung dar (Abb. 6.3).
Aus der Darstellung Gl. (6.20) 148t sich ablesen, daB auf jedem Kegelmantel der Druck
proportional zum Radius und damit auch proportional zum Abstand vom Ursprung
des Koordinatensystems ist. Der Giiltigkeitsbereich dieser Lésung ist durch weitere
Nebenbedingungen beschrankt. Als allgemeine Nebenbedingung ist zu fordern, daB
der Druck fiir endliche Tiefen auch endlich bleibt. Entsprechend der hier angenom-
menen Fiillung des Bohrlochs von oben kann der vertikale Druck p,, in einer festen
Tiefe des Bohrlochs bei weiterer Fiillung nur zunehmen:

0p..
2 5. )
5 20 (6.21)

Diese Bedingung ist auch an die nahe der Oberfliche giiltige Lésung Gl. (6.18) zu

stellen. Aus ihr folgt: _
- (b_z - 1) > 0. (6.22)

r
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Abb. 6.3: Die Kegelkoordinaten (g,w) mit p = r/Rp und tanw = z/r

Die verschiedenen Darstellungen der Losung nach Gl. (6.18) oder Gl. (6.20) kénnen
also nur fir:

2=btamw=£,-z-gl (6.23)
0 r
gelten. Fiir btanw > 1 verliert die Losung ihre Giiltigkeit und der Term:
RB bz r
—II|=—-= 6.
Ll ( = RB) (6.24)

in Gl. (6.11) muB neu bestimmt werden. Dabei sind die folgenden Forderungen an die
Funktion zu stellen:

1. auf dem Kegelmantel tanw = -15 muf sie verschwinden und

2. tberall, also auch bei r = 0, beschrankt sein.

Il (b—z) = 0. (6.25)

Die Losung im Bereich btanw > 1 ergibt sich damit zu:

Aus 2. folgt unmittelbar:

Px(0,w) =p (6.26)
DPe
und ist unabhéingig von der Tiefe z im Bohrloch.
Die Druckverteilung lautet also allgemein in den Gréen p und #:

- :
2n — — fiir n < p (Bereich A),
P | 2177 firnse(BereichA) (6.27)

De 0 fur /] 2 0 (Bereich B),
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oder in den urspriinglichen GréBen:

2.2
2—”—1?—2—@—-2—— fiir bz < r,

Pe _ 0 Bs Rp 1 (6.28)
Pe ];—B fiir b2 > r.
1 ——
0.9 2 ‘
L 0=0,8
08 ///’—
pd
0.7 —<r
0 } 0=0,6
o 1 ///
£05 Ao
a 0=0,4
0.4 o
0.3
0=0,2
0.2
0.1
0

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
1

Abb. 6.4: Nach dem Ringmodell berechneter normierter vertikaler Druck p,./p.
als Funktion der bezogenen Tiefe n = pkz/Rp fir verschiedene normierte Radien

e=r/Rg

Im Bereich 5 < p lautet die Gleichung der Isobaren ® = const.:

p”=q>=n<2-3), (6.29)
Pe o
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n=1,0

n=0.8
1=0,6

Abb. 6.5: Nach dem Ringmodell berechneter normierter vertikaler Druck p../p.
als Funktion des normierten Radius ¢ = r/Rp fiir verschiedene bezogene Tiefen

n = ukz/Rp

oder aufgel6st nach p:
2
__n
0= s (6.30)

Im Bereich n > p gilt hingegen:
e=29. (6.31)

In Abb. 6.4 ist der normierte vertikale Druck p,,/p. als Funktion der bezogenen
Tiefe n = pkz/Rp fir verschiedene, normierte Radien ¢ = r/Rp aufgetragen und in
Abb. 6.5 als Funktion des normierten Radius p fiir verschiedene, bezogene Tiefen 7.
Abb. 6.6 zeigt die Isobaren.

In axialer Richtung (r = const.) steigt nach Abb. 6.4 der Druck unterlinear an
und geht an der Stelle » = p in einen konstanten Wert iiber. In radialer Richtung
(z = const.) steigt, wie Abb. 6.5 zeigt, der Druck fiir p < 75 linear an. Im Bereich
n < p < 1 wird der Anstieg mit zunehmendem ¢ kleiner.
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Abb. 6.6: Nach dem Ringmodell berechnete Isobaren p,./p. = ® = const. in einem
zentralen Langsschnitt des Bohrlochs

Nach Abb. 6.6 verlaufen die Isobaren in groferer Tiefe in vertikaler Richtung und
biegen auf dem Kegelmantel = p zur Wand ab. Auf dieser Grenzfliche gehen’
die beiden Druckverlaufe aus den Bereichen 7 < p und 7 > p stetig differenzierbar
ineinander {iber und besitzen den Wert:

D2z = '7—ST = 7_52- (632)

Diese Formel gilt natiirlich nur fiir den Kegelmantel im Inneren des Bohrlochs bis zur
Bohrlochwand.

6.4 Die vertikale Druckkomponente
Im Gegensatz zur JANSSEN-Theorie zeigt die Losung des Ringmodells die Existenz

zweier Bereiche A und B, in denen der Vertikaldruck in Abhangigkeit von Radial- und
Tiefenkoordinate einen unterschiedlichen Verlauf aufweist. Abb. 6.7 zeigt den Verlauf



70 KAPITEL 6. DAS RINGMODELL

120
100 r=0,5m L —"" |
' /ﬁw
80
(:‘E | /// r=0,3m
< 60 ——
! |
a / r=0,2m
40 /,_ '
r=0,1m
20
O 1ssz 3708 /' 5556 7.408 9.2
z/im

Abb. 6.7: Nach dem Ringmodell berechnete vertikale Druckkompoﬁente P als
Funktion der Tiefe z fiir verschiedene Radien r mit uk = 0,054, Rg = 0,5 m und
Ym = 23,21 kN/m?

von p,. als Funktion der Tiefe z im Bohrloch fiir verschiedene Radien r und Abb. 6.8
als Funktion des Radius r fiir verschiedene Tiefen z mit uk = 0,054, Rg = 0,5 m und
Tm = 23,21 kN/m?3,

Fiir einen Vergleich beider Modelle geniigt es, aus dem Ringmodell nur den gré8ten
Wert des vertikalen Drucks in einem Querschnitt, den Wert an der Bohrlochwand,
zugrunde zu legen. An der Bohrlochwand ¢ = r/Rg = 1 ergibt sich fir n = pkz/Rp <
o = r/Rp die vertikale Druckkomponente p., nach Gl. (6.28) zu:

z k
P2z = 2pcuk7{; (1 - §l;2—32) . (633)

Im Bereich > p bleibt die vertikale Druckkomponente an der Wand auf dem kon-
stanten und zugleich maximalen Wert:

vsRp
>z - maz = e = . . 4
P =P =P = G (6.34)
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Abb. 6.8: Nach dem Ringmodell berechnete vertikale Druckkomponente p,. als Funk-
tion des Radius r fiir verschiedene Tiefen z mit uk = 0,054, Rg = 0,5 m und
Ym = 23,21 kN/m? |

Wird zur Abschiatzung der maximalen Beanspruchung fiir die Gebinde in Gl. (6.34)
statt der Salzgruswichte vs die mittlere Wichte =y,,, der Schiittung samt eingeschlosse-
nen Gebinden und fiir das Produkt gk der aus den experimentellen Untersuchungen
kleinste ermittelte Wert von 0,054 eingesetzt, so ergibt sich fiir den maximalen verti-
kalen Druck ein Wert von: '

pre® =1,07-10° N/m’. (6.35)

Das ist ein Druck, der sich technisch beherrschen 1afit. Selbst wenn zur Abschitzung
die Behilterwichte v = 31,58 kN/m? statt der mittleren Wichte angesetzt wird,
ergibt sich der maximale Druck zu nur 1,46 - 10° N/m?.

Der Wert p. wird nach der JANSSEN-Theorie erst fiir = oo erreicht. Somit ist
im unteren Bereich des Bohrlochs fiir > 1, also fiir 2 > Rg/pk und r = Rp der
nach der JANSSEN-Theorie ermittelte Druck immer kleiner als p.. Das Ringmodell
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liefert also in diesem Bereich eine h6here Beanspruchung der Fisser. Der maximale
Druck pl*** wird bereits in der endlichen Tiefe zo = Rp/uk = 9,26 m erreicht.

z

6.5 Die Kompressibilititen

Bereits in Abschnitt 4.1 ist festgestellt worden, dafl sich eine Lastabtragung der
Behaltergewichte tiber den Salzgrus in die umgebende starre Bohrlochwandung bei
der vorgesehenen Art des Einlagerns nur dann entwickeln kann, wenn die Kompressi-
bilitdt der Fafisiule wesentlich grofler als die Kompressibilitit der Salzsdule ist. Der
Salzgrus muf bei Verdichtung, d. h. bei weiterem Eintrag von oben in das Bohrloch,
eine hinreichende Tragfahigkeit entwickeln, ohne daB eine zu grofie Setzung stattfin-
det. Die Fasser hingegen sollen sich wesentlich besser als der Salzgrus stauchen lassen,
damit sie sich in den umgebenden Salzgrus einhangen konnen.

Zur Abschitzung der Kompressibilitaten wird nun ein zentrisch im Bohrloch ste-
hendes Gebinde betrachtet, das vollkommen von Salzgrus umhillt ist. Die Héhen
des Gebindes und des ringformigen Salzgrusringes betragen Hr = 1,1 m. Auf das
Gebinde und den ringférmigen Salzgrusspalt wirke der in Abschnitt 6.4 ermittelte
maximale vertikale Druck von:

pre® = 1,46 - 10° N/m’. ~ (6.36)

Aus den Druck-Dichte-Messungen an Salzgrus ergab sich bei diesem Druck eine
relative Setzung von 6 %. Der ringférmige Salzspalt mit einer Hohe von 1,1 m wiirde
um 66 mm gestaucht. Bei dem Material der Gebinde handelt es sich um gewdhnlichen
St37-Stahl, fir den nach DIN 17100 eine maximale Zugfestigkeit von etwa:

oFer =400 -10° N/m’ (6.37)

angenommen werden kann. Zwischen Fafideckel und den zementierten Abfillen be-
sitzen die Gebinde ein freies Volumen, in das radioaktive Gase und Radiolysegase
aus dem Zementsteinprodukt freigesetzt werden konnen. Bei einer gleichmaBigen
Belastung mit p*® = 1,46 - 10° N/m? wird sich also im einfachsten Fall der Fafi-
deckel nach innen in das freie Volumen einwélben. Nach der Theorie der diinnen
Schalen [30] betrigt die minimale Wandstirke w fiir eine am Rand eingespannte,
kreisformige Platte mit Radius Rp, die einer Belastung von p7** ohne Zerstérung

zz
standhalt,

maz 2
w = %88%_3&’ (6.38)
aZu.g

Mit dem Fafiradius Rr = 0,375 m und den oben angegebenen Werten fiir pJ:** und
0Zer erhilt man aus Gl. (6.38): '

w =5 mm. (6.39)
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Fiir einen St37-Stahl mit 5 mm Wandstirke errechnet sich eine maximale Durch-
biegung fm.c in Plattenmitte bei Belastung mit p** = 1,46 - 10° N/m? nach [30]
von:

0,171p"** R},

fmaz = T Ew ' (6.40)

Bei einem fiir gewShnlichen Baustahl angenommenen E-Modul von E = 2 -10'! N/m?
ergibt Gl. (6.40):
fma:c = 20 mm. (641)

Nach diesen Betrachtungen wiirde sich also bei dem maximal im Bohrloch auf-
tretenden Druck von p™2® = 1,46 - 10° N/m? der ringférmige Salzgrusspalt um rund
46 mm stirker stauchen lassen als das eingebettete Gebinde. Fiir eine Lastabtragung
ist aber eine groflere Kompressibilitit der Fasser gefordert, da sonst der Ringspalt
aus Salzgrus die Fasaule belastet.

Um nun diesem grundsatzlichen Nachteil Rechnung zu tragen, mufl entweder der
Salzgrus beim Einbringen jeweils verdichtet werden oder aber die Kompressibilitit
der Fasser erhoht werden. Hierzu kann an Kissen zwischen den Behiltern gedacht
werden, die ihre Festigkeit erst bei einem Grenzdruck verlieren und dann ein Setzen
der Behalter innerhalb des Salzgruses erméglichen. Dadurch wird im Prinzip, dhn-
lich wie in Abb. 4.3, eine Verinderung der Tangentialkrifte erreicht und damit die

notwendige Lastabtragung.

6.6 Der optimale Bohrlochradius

Aus dem Verlauf des vertikalen Drucks im Bereich B,

vs
22\Th 2 ) = T 6.42
P z(r z) /.l-kr ( )
geht hervor, dafl der Bohrlochradius Rg bei konstanter Schiittwichte s méglichst eng
zu wahlen ist, da der maximale Druck proportional zu Rp ist:

maz _ VBB

Bei der semihydrostatischen Einlagerung der Fasser wird im Modell von einer
Schiittung mit einer mittleren Wichte ausgegangen. Die mittlere Wichte setzt sich
entsprechend den Volumenanteilen der Schiittwichte des Salzgruses 45 und der Wichte
der eingelagerten Fasser vr zusammen. Auch wenn die Fasser bei der semihydrostati-
schen Einlagerung ungleichmiBig im Salzgrus ruhen, wird im folgenden fir die Berech-
nung der Volumenanteile zur Veranschaulichung und zugleich als spezieller Grenzfall
eine senkrechte Stapelung zugrunde gelegt.

Stehen die Fasser aufeinander, so gilt:

Ym =5 + (V7 — 75) <%> : (6'.44)
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Betriagt die Hohe des einzelnen Fasses Hr und die der Salzgrusiiberdeckung Hg, so
gilt:
Rr\® Hp
= s+ S (vp — ~q). 6.45
Tm =78 (RB) Hr+ 85 F =) (6.45)

Da nun diese mittlere Schiittwichte +,, selbst eine Funktion des Radius Rjp ist, bleibt
zu untersuchen, ob es einen optimalen Radius Rg gibt, fiir den:

mar __ 7‘mRB

und damit die Beanspruchung der Fisser minimal wird. Mit den Abkiirzungen:

Rgp
= =, A4
o u (6.47)
Hp
—(yf — =T 6.48
Hr g He 7P~ s) (6.48)
erhilt man aus Gl. (6.46) durch Einsetzen von 7, aus Gl. (6.45):
maz __ RF r
P.: = 2ﬂk (75 + uz) u. (649)
Ein Extremum ergibt sich aus: 5
=22 _ (. .50
e 0 (6.50)
Dies fiihrt auf: r
Uopt = ;; v (6.51)
2pmaz
Da —;;— > 0 ist, liegt ein Minimum vor.

Das optimale Verhiltnis Bohrlochradius zu Fafiradius betragt also mit Gl. (6.47)
und Gl. (6.48):
Rp _yr—1vs Hr
— = . 6.52
Rr vs Hr+ Hs (6.52)
Damit die Stelle des Minimums aufierhalb des Fabereiches liegt, mufi:

H
VF 2 7s (2 + ﬁi) (6.53)
F

gelten. Anderenfalls ist nach dieser Betrachtung Rp mdglichst eng zu wahlen. Hier
ergibt sich dann eine andere Schranke: der Spalt zwischen Gebinde und Bohrlochwand
muf sich noch zuverlassig mit Salzgrus fiillen lassen. '

In Tabelle 6.1 sind bei einer Schiittwichte des Salzgruses von v5 = 13 kN/m? - die
Schiittwichte hangt natiirlich stark vom Kornspektrum ab - und einer Fahéhe von
Hr = 1,1 m Werte fiir das optimale Verhaltnis Bohrlochradius zu Fafiradius nach
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Tabelle 6.1: Das optimale Verhdltnis Rg/Rp fiir verschiedene Fawichten yr und
verschiedene Héhen Hg der Salzgrusiiberdeckung bei Einsatz von Fassern mit Hp =
1,1 m und einer Salzgruswichte von s = 13 kN/m3; den in Klammern gesetzten
Werten kommt keine physikalische Bedeutung zu, da hier Rg/Rr < | wire

vF [kN/m’]
21,05 | 25 | 30 |421
0 |(0,62) | (0,92) | 1,31 | 2,24
0,1 |(0,57) | (0,85) | 1,20 | 2,05
0,2 | (0,52) | (0,78) | 1,11 | 1,89
Hs [m] 0,3 (0,49) [(0,73) | 1,03 |1,76
(
(

0,4 | (0,45) | (0,68) | (0,96) | 1,64
0,5 | (0,43) | (0,63) | (0,90) | 1,54
0,6 | (0,40) | (0,56) | (0,85) | 1,45

Gl. (6.52) fiir verschiedene Hohen der Salzgrusiiberdeckung Hgs zusammengestellt.
Bei einem vorgegebenen Behiltergewicht Gr zwischen 10 kN und 20 kN und einem
FaBvolumen Vg = 0,475 m® (400-1-Gebinde) sind fiir die FaBwichte 21,05 kN/m? bis
42,1 kN/m?® zugrunde zu legen. Bei Einsatz anderer Gebindetypen (200-1-Gebinde,
Cogema-Gebinde oder BNFL-Gebinde), die sich in Gewicht, Hohe und damit in der
Falwichte v unterscheiden, ergeben sich entsprechend andere Werte fiir das optimale
Verhiltnis Bohrlochradius zu Fafiradius. Da der Bohrlochradius Rp nicht kleiner
als der FaBradius werden kann, kommen, wie bereits oben erwdhnt, nur die Werte
Rg/Rr > 1in Betracht.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Die in dieser Arbeit vorgelegten Untersuchungen sind als Grundlagenstudie zur Vor-
bereitung technischer Entscheidungen zu verstehen. Sie gelten zur Abschitzung
der Abtragung der Stapelkrifte von Abfallgebinden, die in senkrechte unverrohrte
Bohrlécher abgelassen und vollkommen von Salzgrus umhiillt werden.

Werden Fasser mit mindestens gleich grofier Kompressibilitdt wie der umgebende
Salzgrus und in richtiger Reihenfolge mit der Salzumbhiillung in das Bohrloch einge-
bracht, so kann das Gesamtsystem naherungsweise wie eine einheitliche Schiittung
behandelt werden.

Zwei theoretische Modelle, das Scheibenmodell und das Ringmodell, werden zu-
grunde gelegt. Die zugehorigen Stoffeigenschaften sind der Literatur entnommen oder
experimentell bestimmt worden.

Bei der Herleitung der JANSSEN-Formel wird angenommen, dafl am dufleren Man-
tel einer Scheibe jeweils eine Scherkraft proportional zur radialen Druckkomponente
herrscht. Im Ringmodell wird vorausgesetzt, dafl eine solche Beziehung fiir die duBlere
Mantelfliche jeden Ringes gilt.

Der maximale vertikale Druck ergibt sich nach beiden Modellen zu:

maz 7"1RB
P.: = Pc= 2[1,](7 . (71)
Er wird nach dem Scheibenmodell asymptotisch mit der Tiefe z im Bohrloch ange-
strebt, nach dem Ringmodell aber schon in relativ geringer Tiefe erreicht. Er herrscht
am Rand des Bohrlochs, wohin die Gebinde nur gelangen kénnen, wenn sie exzen-
trisch eingelagert werden. Damit ist auch die maximale Beanspruchung der Gebinde
definiert.

Sowohl in das Scheiben- als auch in das Ringmodell gehen geometrische Abmes-
sungen, Form, mittlere Wichte und elastische Eigenschaften der Abfallgebinde ein. Sie
kénnen aber, wie die Untersuchungen zeigen, in weiten Grenzen frei gewéahlt werden,
ohne dafl die Gebinde zu stark beansprucht werden.

Die maximale Beanspruchung steigt mit der Fafiwichte an. Da diese aber in jedem
Fall beschrankt ist, 1aBt sich mit einer oberen Abschitzung auch eine obere Schranke
fiir die Beanspruchung angeben.

(i
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Kritischer sind die elastischen Eigenschaften der Gebinde. Die vertikale Kompres-
siblilitit der Fasser einschlieflich einer unmittelbaren Uberdeckung aus Salzgrus soll
grofer als die des umgebenden Salzgruses sein.

Die Oberflichenstruktur der Gebinde spielt keine Rolle, solange z. B. durch Sicken
oder eine grofiere Rauhigkeit der FaBloberfliche gewahrleistet ist, dal Abscherungen
eher im Salzgrus als an der Fafloberfliche erfolgen.

Die geometrische Lage der Gebinde nach dem Absetzen - zentrisch, exzentrisch,
schief, verkantet - geht in das Ringmodell nicht ein, wenn sichergestellt werden kann,
dafl die Fasser als Teil einer einheitlichen Schiittung behandelt werden kénnen.

Von den Eigenschaften des Salzgruses gehen im wesentlichen die Dichte, die Kom-
pressibilitdt und das Produkt aus Reibungsbeiwert und Seitendruckbeiwert ein. Zur
genauen Bestimmung dieser drei Parameter wurde ein Priifstand aufgebaut, mit dem
alle drei separat als Funktion des Drucks untersucht wurden. Dabei wurden folgende
Erkenntnisse gewonnen: '

1. Der Seitendruckbeiwert k¥ = p,;/p,. nimmt bei gleichbleiben-
der Druckrichtung mit zunehmenden Vertikaldruck zunichst ab
und bleibt dann bis zum Ende des untersuchten Druckintervalls
konstant.

2. Bei wechselnden Druckrichtungen hangt das Verhaltnis
Pzz/P2z = k von der Vorgeschichte ab, d. h. bei unterschiedli-
chen Belastungen ergeben sich unterschiedliche Relationen zwi-
schen Horizontaldruck und Vertikaldruck.

3. Der Reibungsbeiwert p zwischen einer glatten Metalloberfliche
und Salzgrus fallt im untersuchten Druckbereich mit wachsen-
dem Normaldruck monoton ab. '

4. Das Produkt pk nimmt im untersuchten Druckbereich mit
wachsendem Druck um 16% ab und erreicht einen minimalen
Wert von (gk)min = 0,054. Er ist damit nur halb so grof wie
der in der Literatur diskutierte Wert von (uk)L;; = 0,108 [11].

Im Modell wurde ein gleichmafiges Aufbringen der Fiillung zugrunde gelegt. Bei
Aufbringung eines Normaldrucks p,, nur aus einer Richtung wurden fiir die beiden
anderen dazu senkrechten Druckkomponenten die phanomenologischen Beziehungen

DPrr = kpzz (72)
und
P = kp:: (7-3)

angesetzt. Dieser Zusammenhang darf nur fiir das Hauptachsensystem und nur bei
Druckaufbringung in stets der gleichen Richtung angenommen werden. Selbst bei
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Beibehaltung des Hauptachsensystems und einem Aufbringen eines Drucks aus ab-
wechselnden Richtungen kénnen die anschlieBenden Druckverteilungen nicht allge-
mein vorausgesagt werden, da, wie unter 2. aufgefiihrt, die Druckkomponenten in den
Richtungen senkrecht zum eingeleiteten Druck von der Vorgeschichte abhingen.

Doch auch mit den ungiinstigsten Stoffparametern 138t sich, wie aus der Arbeit
hervorgeht, die Beanspruchung der Gebinde im technisch beherrschbaren Rahmen
halten, wenn die Reihenfolge der Beschickung eingehalten wird und die Kompressi-
bilitdt der Gebinde in Relation zur Kompressibilitdt des Salzgruses hinreichend grof3
ist.
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Anhang A

Krafte- und
Momentengleichgewicht

A.1 Kriaftegleichgewicht in kartesischen Koordi-
naten |

Im Hinblick darauf, daB8 alle Annahmen oder Vernachldssigungen bei der Behandlung
des vorliegenden Problems nachvollziehbar und iberpriifbar sein sollen, werden im fol-
genden die Grundlagen zusammengestellt. Dabei wird die Schiittung als Kontinuum
behandelt und die diskrete Struktur der Partikel auler acht gelassen.

In jedem beliebigen Teil einer Schiittung herrscht nur dann Gleichgewicht, wenn
die Resultierende aller angreifenden Krafte und die Resultierende aller Drehmomente
gleich Null sind. Auf einen beliebig herausgegriffenen Teil einer Schiittung wirken
Oberflichenkrifte dF° und Volumenkrifte dF,Y. Als Kraft, die im Volumen angrelft
kommt nur die Schwerkraft:

dFY = pg:dV : (A.1)
in Betracht, so dafl sich die Kraftebilanz:

dF? + [ dFY =0 (A.2)
gars+ |

- j{Pidek + /QgidV =0 (A.3)

aG G

hier als:

schreibt 1 Dabei sind pix die Komponenten des Drucktensors, dAx die Komponenten
des ins Auflere weisenden Oberflichenelementes des betrachteten Gebietes G, p die
Schiittdichte des Gutes, g; die Komponente der Erdbeschleunigung in :—Richtung und

tAnm.: Nach der Einsteinschen Summationskonvention ist iiber doppelt auftretende Indizes zu
summieren.
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86 ANHANG A. KRAFTE- UND MOMENTENGLEICHGEWICHT

dV ein Volumenelement. Es wird angenommen, da8 die Komponenten des Druckten-
sors p;r sowie die ersten partiellen Ableitungen stetige Ortsfunktionen sind. Mit Hilfe
des Gaufischen Satzes 1aBt sich das Oberflichenintegral als Volumenintegral darstel-

len: 5 v
Pak
/ / pivdAy = / / 6zk (A-4)

Damit folgt fiir die Kriftebilanz die Gleichung:

/ / / <gg, ‘9”"‘) dv = 0. (A5)

Da das Integrationsvolumen beheblg gewahlt werden kann, folgt wegen der Stetigkeit
der Integranden:

aP:k
- —_— = A.
o9 5 | (A.6)
oder anders geschrieben:
og—V-p=0. (A.7T)

Hierbei ist V - p die Divergenz des Drucktensors p. Ausgeschrieben lauten die Glei-
chungen fiir die Kraftebilanzen:

apz:c ap:r:y apa-‘z _
"o "oy 0z
Opy:  Opyy  Opy:
09~ "or ~ dy Oz =0, (A-8)
0, — Opsz _ 0Py _ O _
Oz dy 0z
Wird das Koordinatensystem so gelegt, dafl die z-Achse in Richtung der Erdbeschleu-
nigung zeigt, und der Spannungstensor o;x = — p;; eingefithrt, so erhdlt man die
Kriftebilanzen in der Form, in der sie gew6hnlich in der Literatur angegeben werden:

00, + Oogy + 00,

Oz dy 9z 0,

0oy, 0oy Oo, . A9
oz + Jy 0z 0, (A.9)
00 ;¢ + 00,y + do,. + o0 =0

oz dy 5z YT

Im ebenen Fall sind bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems die partiellen Ablei-
tungen nach y gleich Null und die Scherspannungen o, und o,,, die auf Fliachen y =
const. wirken, ebenfalls. Fiir den ebenen Fall lauten die Gleichgewichtsbedingungen
also:

9z ' 0z (A.10)
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A.2 Momentengleichgewicht in kartesischen Ko-
ordinaten

Greift eine Kraft F mit dem Hebelarm r an, so ergibt sich ein Drehmoment:
M=M?*=rxF. (A.11)

Hierbei ist M ein schiefsymmetrischer Tensor zweiter Stufe, der auch als axialer
Vektor M2 reprisentiert werden kann. Fiir die Komponenten gilt:

M,: = Cnmk.l‘ka, (A.l2)

wobei der vollig antisymmetrische Einheitstensor (Levi-Civita-Tensor) €,m, definiert
wird gemaf:

1, falls die Anzahl der Permutationen von {nmk} gerade istv;
€nmk = § —1, falls die Anzahl der Permutationen von {nmk} ungerade ist;
0 sonst.

Im Gleichgewicht mufl das Drehmoment aller Oberflichenkrifte:

dF% = —pydAg © (A.13)
und aller Volumenkrifte:
dF) = pg:idV (A.14)
gleich Null sein: _
fgx@s+/gxd_l?‘_v=0. (A.15)

Mit GI. (A.12) 148t sich Gl. (A.15) in der Form:

- / / EnmITmPLidA; + / / / EnmiTmogidV =0 (A.16)
S v

darstellen. Mit dem Gaufischen Satz:

// EnmiTmPlidA; =
; d
/ / / o (eomtimpr) AV =
Opi;
/// Enmi (a i + ma’;'t) dv = (A.17)
Op

/// 611.'111.1( m;ph+zma ‘>dV—
/// Enml (le + zm%) dV

174 Oz;
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folgt:

/// €nml (xmggl Pim — Tm gph) dV = 0 (A.].S)

Mit der Kraftebilanz Gl. (A.6) fiihrt dies auf:

/// enmlplde =0. (A.19)
v

Da Gl. (A.19) fiir jedes beliebige Volumenelement gelten mu8, ergibt sich wegen der
Stetigkeit des Integranden:
€nmiPim = 0. (A20)

Gl. (A.20) besagt, daBl der Drucktensor symmetrisch sein mufl und dal von den neun
Komponenten nur sechs Komponenten voneinander unabhangig sind. Die Symmetrie
ist eine Folge des Drehmomentengleichgewichts.

Sieht man die Dichte als gegeben an, so bleibt die Aufgabe, diese sechs Komponen-
ten zu bestimmen. Hierfiir liefert die Gl. (A.6) lediglich drei Bestimmungsgleichungen.

A.3 Krafte- und Momentengleichgewicht in Zylin-
derkoordinaten

Da das Problem der Druckverteilung im Bohrloch rotationssymmetrisch ist, werden
die Grundgleichungen aus Anhang A.1 und A.2 im folgenden in Zylinderkoordinaten
dargestellt. Dabei wird die z-Achse in Richtung der Erdbeschleunigung gelegt. Dann
wird aus Gl. (A.6):

31’1/:

sz 0 .

sk _ (A.21)
6.’8k

ap3k

Ozk =17s.

Der Drucktensor p;; ordnet jedem Flichenelement homogen linear ein Kraftelement
zZu:

dF = —5dA. (A:22)
In Zylinderkoordinaten lautet Gl. (A.22):

dFT prr Pr¢ prz dAr
dFy | == | Psr Pss Ps: dA, | - (A.23)
dF: z DPzr Pzp DP:z dAz
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In Zylinderkoordinaten sind die Richtungen ortsabhingig. Daher wirken Krifte,
die in unterschiedlichen, gleichnamigen Koordinatenebenen angreifen, nicht in jedem
Fall in die gleiche Richtung.

Fir die Aufstellung der Kraftebilanzen werden die Richtungen im zentralen Punkt
des Volumenelementes, auf den das Volumen zusammengezogen werden soll, zugrunde
gelegt (Abb. A.1). In die r-Richtung an diesen zentralen Punkt wirken auch Krifte,

Abb. A.1: Volumenelement in Zylinderkoordinaten

die nominell in ihren Angriffspunkten keine Komponenten in r-Richtung haben. Fiir
die zentrale r-Richtung gilt folgende Bilanz der Krifte:

[pre(r — AT/2, 6, 2)(r — Ar/[2) — pre(r + AT /2, 8, 2)(r + Ar/[2)] A¢Az
+[pro(rs ¢ — A8$/2,2) = prg(r, & + A$/[2,2)] cos(A¢/2)ArAz

+[pra(r, 6,2 — A2[2) = pra(r, ¢, 2 + Az/2)|rArAS

+[pas(r, & — A9/2,2) + pgs(r, ¢ + A/2)] sin(A¢/2)ArAz

+rArA¢Azf, = 0.

Hierbei ist f, die im Inneren in radialer Richtung wirkende Kraftdichte. Nach Tay-
- lorentwicklungen bis zum linearen Glied folgt:

1 Oprr  10pr¢  Opr: | Pos
Y Y, 5. T+ T fr=0. (A.24)
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Die Kraftebilanz in ¢-Richtung lautet:
[Por(r — AT/2, 8, 2)(r — Ar/2) = psr(r + Ar/2, 8, 2)(r + Ar/2)| AgA2
+[Pos(r, & — AB/[2,2) — pag(r, ¢ + A$/2,2)] cos(A¢/2)ArAz
+[pge(r, 6,2 = Az[2) — psu(r, ¢,z + Az/2)|rArAS (A.25)
—[pro(r, & — AD[2,2) — prg(r, ¢ + D4/2)] sin(A¢/2)ArAz

+rArA¢Azfy = 0.

Hieraus folgt unter Verwendung der Symmetrie des Drucktensors:

Opsr  10pss 0Pz Por _
T 9r  r 0 0z _21' +/s=0. (A.26)

Die Kriftebilanz fiir die Kraftdichte in z-Richtung lautet:
[pz,(r - Ar[2,¢,2)(r — Ar[2) — p,.(r + Ar/2,,2)(r + Ar/2)]A¢Az

+[po(r, ¢ — A8/2,2) — pog(r, é + A4/2,2)| ArAz

(A.27)
+ [pzz("'a ¢,z — Az/2) - Pu(rv ¢,z + Az/?)] rArA¢
+rArA¢Azf, = 0.
Hieraus folgt wie oben:
18 10p:s  Op.. _
-—;-a—;(r ar) ~ 9%  0s + f:=0. (A.28)

Zu den drei partiellen Differentialgleichungen (A.24), (A.26) und (A.28), die auch
in der Literatur [12] angegeben sind, miissen noch Randbedingungen definiert werden,
damit das System eindeutige, technisch interessante Losungen liefern kann. Beim
vorliegenden Problem gelten folgende Vereinfachungen:

1. Es liegt Rotationssymmetrie vor, so dal die Ableitungen nach
dem Winkel ¢ verschwinden.

2. Die vektorielle Kraftdichte hat nur eine z-Komponente, d. h.
f: = og.

3. Aus Symmetriegriinden sind die Komponenten py, und py.
gleich Null.

Damit reduziert sich der Drucktensor auf vier unabhangige Komponenten.




AnhangB

Der Seitendruckbeiwert und der
innere Reibungswinkel

Die experimentelle Erfahrung lehrt, dal aus einem vertikalen Druck p, = p., inner-
halb einer Schiittung oder einer Fliissigkeit ein horizontaler Druck py = pz = py, =
kp.. resultiert. In erster Niherung ist der Proportionalitatsfaktor k fiir jedes Mate-
rial eine Konstante und wird Seitendruckbeiwert genannt. Die Kraftausbreitung in
den Richtungen senkrecht zum eingeleiten Druck findet in Schiittungen durch Gleiten
innerhalb der Schiitttung statt. Dabei erfolgt immer gerade dann ein Rutschen, wenn
an einer Fliche die Coulombsche Bedingung:

Pzz = Psztané (B.1)

erfiillt ist.
Herrscht in der Schiittung auf ein Gebiet, dessen Normaleneinheitsvektor n ins
Innere des Gebietes weist, der Drucktensor p;x, dann wirkt iiber das Flichenelement:

dAy, = dAny | ~ (B2)

die Kraft:
dF, = dAp,-knk. (B3)

Die Kraft auf das Flichenelement laBt sich in eine Komponente parallel zur inneren
Normalen der Flache:

dN,' = dAp,knknm,- (B4)
und in eine Komponente in tangentialer Richtung zur Flache:
dT; = dF; — dN; (B.5)

zerlegen. Ein Gleiten innerhalb der Schiittung findet immer dann statt, wenn das
Verhaéltnis des Betrages aus Tangentialkraft zu Normalkraft grofler als der Reibungs-
beiwert wird, mit anderen Worten, falls

(dF — dN)?

dN)? > tan®§ (B..6)
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gilt. Da dF senkrecht auf AN steht, gilt fiir das Produkt dF - dN = 0. Damit
vereinfacht sich Gleichung (B.6) zu:

(dF)? - (dN)?
(dN)?
Wirkt auf eine unbeschrankt ausgedehnte, zuvor druckfreie Schiittung ein Druck in

vertikaler Richtung, dann ist die vertikale Richtung Hauptachsenrichtung mit dem
Eigenwert: ‘

> tan?é. . (B.7)

D3 = Py, (BS)

und zwei aufeinander senkrecht stehende, horizontale Richtungen zum gemeinsamen
Eigenwert:

PL=P2=ph (B.9)
kdnnen als weitere Hauptachsenrichtungen gewahlt werden. Der Quotient:
Pn :
—=k B.10
B (B.10)

definiert den Seitendruckbeiwert k. Legt man zur Vereinfachung fir die weiteren
Rechnungen das lokale Hauptachsensystem zugrunde, d. h.:

; firi =k,
Pik = { g fiir i & k, (B.11)
so folgt: _
(dE)? = dA?(pins)? = dA*(pin? + pin] + pin3) (B.12)
und ‘
(dN)? = dA*(pinini)® = dA*(pin] + panj + pan3). (B.13)

Fiir den Fall einer ausgedehnten, einseitig belasteten Schiittung, in der die Glei-
chungen (B.8), (B.9) und (B.10) gelten, folgt damit mit der Coulombschen Bedin-
gung (B.7), daB fir:

k*(n] +n3) + n3 2

[b(n + n) £ nl)? <tan“6+1 (B.14)
kein Gleiten erfolgt. Diese Bedingung mufl im Gleichgewicht an jeder Stelle und
fiir jede Richtung in der Schiittung erfiillt sein. Da n? + n + nZ = 1, folgt mit
v=n2=1—(n? 4+ n?) aus (B.14):

f(v) = [’2: ((11_‘ :)3]’; < tan?6+ 1. (B.15)

Innerhalb der Schiittung findet solange Gleiten statt, bis an allen Stellen diese Bedin-
gung gilt. Sie ist allgemein erfiillt, wenn sie auch fiir das Maximum von f(v) gilt. Die
Ableitung:

of (1 —k)[k—(1+k)]
- [k+(1- kP (B.16)
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verschwindet fur

_k
Umar = l—-{'—'_k
Da die zweite Ableitung an der Stelle vy, negativ ist, liegt ein Maximum vor. Im
Maximum gilt:

(B.17)

f(Vmaz) = tan®6 + 1. (B.18)
Einsetzen von v,,,, aus (B.17) liefert:
1—siné
= 1+sims (B.19)
Der Seitendruckbeiwert fallt also monoton mit dem inneren Reibungswinkel
(Abb. 2.3).
Fiir das Produkt aus Seitendruckbeiwert k und Reibungsbeiwert p = tané
(Abb. B.1) ergibt sich:
1 —siné '
ku = . .
b= ans tan § (B.20)

Die Funktion steigt von 0 bei § = 0 bis zu seinem Maximalwert v/3/9 bei § = 7 /6 und
fallt dann wieder auf 0 bei § = /2. Da die Lastabtragung monoton mit pk steigt,
gibt es einen Reibungswinkel é, bei dem die Lastabtragung maximal ist.

0.2

w1
T <

0.08 '
A\

| \
0.04

0.12

ky

o ' B ‘ T
Winkel der inneren Reibung &

Abb. B.1: Das Produkt kyu als Funktion des Winkels der inneren Reibung
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