Numerische Berechnung
von elastischen
Streuproblemen in 2D

Jul-4413

9 JULICH

Mitglied der Helmholtz-Gemeinschaft Forschungszentrum



Berichte des Forschungszentrums Jilich 4413







Institute for Advanced Simulation (IAS)
Julich Supercomputing Centre (JSC)

Numerische Berechnung
von elastischen
Streuproblemen in 2D

Ann-Cathrin Weger



Berichte des Forschungszentrums Jilich
Jil-4413 - ISSN 0944-2952

Institute for Advanced Simulation (IAS)
Jillich Supercomputing Centre (JSC)

(Master, FH Aachen, Campus Jiilich, 2018)

Vollsténdig frei verfigbar Gber das Publikations-
portal des Forschungszentrums Jilich (JuSER)
unter www.fz-juelich.de/zb/openaccess

Forschungszentrum Jilich GmbH - 52425 Jilich
Zentralbibliothek, Verlag

Tel.: 02461 61-5220 - Fax: 02461 61-6103
zb-publikation@fz-juelich.de
www.fz-juelich.de/zb

This is an Open Access publication distributed under the
terms of the Creative Commons Attribution License 4.0,
which permits unrestricted use, distribution, and

@ reproduction in any medium, provided the
original work is properly cited.



Zusammenfassung

Die Masterarbeit befasst sich mit der numerischen Berechnung von elastischen
Streuproblemen in 2D mit der Randintegralgleichungsmethode. Elastische Streu-
probleme spielen beispielsweise bei der zerstorungsfreien Werkstoffpriifung eine
wichtige Rolle, da sie zur Untersuchung der inneren Beschaffenheit eines Objek-
tes von Nutzen sind. Dabei konnen anhand des am Objekt gestreuten Feldes von
elastischen Wellen Riickschliisse auf die Beschaffenheit des Objektes gezogen wer-
den.

In der Arbeit wird zunédchst die Randintegralgleichungsmethode mit den entste-
henden Randintegralgleichungen und Operatoren beschrieben. Im Anschluss daran
wird die Diskretisierung der Operatoren erldutert und der Integralalgorithmus von
Beyn vorgestellt.

Den Hauptteil der Arbeit bildet die Bestimmung der Randintegraloperatoren fiir
den statischen und dynamischen Fall mit besonderer Behandlung der Diagonalele-
mente und ihrer Singularitdten. In diesem Zusammenhang wird eine Singularitéa-
ten-Subtraktion durchgefiihrt und verschiedene Integrale werden als Cauchyscher
Hauptwert oder Hadamard finite part integral bestimmt.

Die in MATLAB implementierten Operatoren werden fiir verschiedene Punkte im
betrachteten Gebiet getestet und auf Konvergenz untersucht. Auferdem erfolgt ei-
ne Anwendung der Operatoren bei der Bestimmung der Eigenwerte von elastischen
Streuproblemen bzw. Transmissionsproblemen mithilfe des Integralalgorithmus von
Beyn.

The master thesis deals with the numerical calculation of elastic scattering problems
in 2D using the boundary integral equation method. Elastic scattering problems,
for example, play an important role in nondestructive material testing because they
are useful for studying the internal structure of an object. The field of elastic waves
scattered on the object can be used to draw conclusions about the condition of the
object.

In this thesis the boundary integral equation method with the resulting boundary
integral equations and operators is described. Afterwards the discretization of the
operators is explained and the integral algorithm of Beyn is introduced.

The main part of the thesis is the calculation of the boundary integral operators
for the static and dynamic case with special treatment of the diagonal element
and their singularities. In this context, a singularity subtraction is performed and
various integrals are determined as Cauchy principle value or Hadamard finite part
integral.

The operators implemented in MATLAB are tested for various points in the consi-
dered domain and examined for convergence. In addition, the operators are used to
determine the eigenvalues of elastic scattering problems or transmission problems
using Beyn’s integral algorithm.
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1 Einleitung

Das Ziel der Werkstoffpriifung ist es, die innere Beschaffenheit eines Werkstoffes
zerstorungsfrei zu untersuchen. Dazu wird der Aspekt ausgenutzt, dass auf ein Ob-
jekt treffende Wellen gestreut werden (siche Abbildung, wodurch Riickschliisse
auf die Beschaffenheit des Objektes gezogen werden konnen. Werden zeitharmo-
nische, elastische Wellen zur Untersuchung verwendet, handelt es sich um das in
dieser Arbeit thematisierte elastische Streuproblem in 2D.

TU = Us + Up

- /
— /

—
N \
—

einfallende Welle \4

Abbildung 1.1: Die einfallende Welle trifft auf das Objekt 2 und es entsteht das

gestreute Feld u aus Longitudinal- und Transversalwellen.

Das gestreute Feld u von zeitharmonischen, elastischen Wellen ist eine Uberlagerung
von Longitudinal- u, und Transversalwellen u,

1
Up = 2 grad dive und u,=u—u,,
P
mit den dazugehorigen Wellenzahlen

2 2
2_ Y und k?zw—
PN+ 2 i

Dabei sind g und A die Lamé-Konstanten, die die Elastizitat eines Materials be-
schreiben und den Bedingungen

A>—p und p>0

geniigen. Der Parameter w steht fiir die Frequenz der Welle.
Ein solches gestreutes Feld ist Losung des elastischen Streuproblems, das aus der
Navier-Gleichung

pAu + (A + p) grad divu + w?ou =0 in Q
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und den entsprechenden Randbedingungen besteht. Der Parameter o beschreibt
hierbei die Dichte des Objekts. Es wird sowohl der statische (w = 0) als auch der
dynamische Fall (w # 0) betrachtet. Das Gebiet 2 C R? ist ein offenes, zusammen-
hingendes Gebiet mit dem Rand 92 € C2. Dabei lisst sich zwischen einem Innen-
und einem Aufenraumproblem unterscheiden (siche Abbildung|1.2).

0
7

7
7000000
o0 %/////%/// Z
/7
/7
/777777
%

77
7 7
7/
%// i /////
7 7

Abbildung 1.2: Links dargestellt: Exemplarisches Gebiet fiir ein Innenraumpro-
blem. Rechts dargestellt: Exemplarisches Gebiet fiir ein Aufsen-
raumproblem.

Ist das Gebiet €2 unbeschrankt (Aufenraumproblem), so muss das gestreute Feld
zuséatzlich die Kupradze Ausstrahlungsbedingungen

lim /7 (% - ikpup) =0, lm+r <8u3 — iksus) =0, r=|z

r—00 r—00 87"

erfiillen. Die Bedingungen konnen als Randbedingungen im Unendlichen interpre-
tiert werden und sichern die Eindeutigkeit der Losung [5].
Als Randbedingung des elastischen Streuproblems wird zum einen

u=f auf 0N
und zum anderen die Randbedingung
T(u) =g auf 0Q
mit dem Traktionsoperator
T(2) = Adiv(z2) v +2u (v' grad) 2z + pdiv(Qz) Qu

gewahlt. Hierbei ist v der normierte, nach aufsen gerichtete Normalenvektor auf 0f)

und @ die Matrix
01
o-( )



Fiir die Losung des elastischen Streuproblems wird in dieser Arbeit die Randin-
tegralgleichungsmethode verwendet, bei der das Randwertproblem, unter Verwen-
dung der jeweiligen Fundamentallésung, auf eine Randintegralgleichung zuriickge-
fiihrt wird. Die Methode reduziert somit das urspriingliche 2D-Problem auf den
Rand und damit auf ein 1D-Problem. Daher muss lediglich der Rand diskretisiert
werden, wahrend bei der Finite Elemente Methode eine Diskretisierung des gesam-
ten Gebietes notig ist. Durch diese Reduzierung ist es auflerdem einfach moglich
unbeschriinkte, beliebig geformte (solange 92 € C? gilt) Gebiete zu betrachten.
Auch dies stellt einen wesentlichen Vorteil gegeniiber den Finiten Differenzen und
der Finite Elemente Methode dar.

In dieser Arbeit wird, neben der numerischen Berechnung von elastischen Streupro-
blemen, die Anwendung der Randintegralgleichungsmethode bei der Bestimmung
von inneren, elastischen Transmissionseigenwerten beschrieben. Innere Transmissi-
onseigenwerte konnen dazu genutzt werden, die Integritéit (Unversehrtheit) eines
homogenen Materials zu priifen. Die numerische Berechnung dieser Eigenwerte ist
allerdings schwierig, da das Problem weder elliptisch noch selbstadjungiert ist (vgl.
[10]). Fiir das akustische und elektromagnetische Transmissionsproblem wurden
bereits verschiedene Methoden zur Berechnung der inneren Transmissionsprobleme
erforscht (vgl. |13} [14]). Das elastische Transmissionsproblem wurde bisher jedoch
nicht in diesem Umfang untersucht und es gibt nach jetzigem Kenntnisstand noch
keine Veroffentlichungen dazu. Es ist kiirzlich ein Preprint erschienen, der sich mit
dieser Thematik befasst [10].

Das innere elastische Transmissionsproblem besteht darin, nichttriviale Losungen
(u,v) € L*(D,C?) fiir das Randwertproblem

pAu 4 (N + p) grad divu + w?u = 0 in D,
pAv + (A4 p) grad dive + w?ov =0 in D,
U=uv auf 0D,
T(u) =T(v) auf 0D

zu finden, bei denen w der entsprechende Transmissionseigenwert ist. Fiir die Dif-
ferenz der Losungen gilt zusétzlich

u—v € HD,C?

mit

Hi(D,C?) = {u e H*(D,C?); u=0und T(u) =0 auf 9Q} .
Das Gebiet D C R? ist dabei offen und zusammenhingend mit dem Rand 9D.
Um die Transmissionseigenwerte zu bestimmen, wird das von Cossonniére und Had-
dars [7] aufgestellte System von Randintegralgleichungen verwendet und das resul-
tierende nichtlineare Eigenwertproblem mit dem Integralalgorithmus von Beyn [3]
gelost. Dabei wird das nichtlineare Eigenwertproblem mittels des Keldysh Theorem
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auf ein lineares Eigenwertproblem kleinerer Dimension reduziert und geldst.

In Kapitel [2| wird sowohl die Randintegralgleichungsmethode fiir das elastische
Streuproblem als auch die Diskretisierung der erhaltenen Randintegralgleichun-
gen beschrieben. Aufserdem wird der Integralalgorithmus von Beyn vorgestellt. Im
folgenden Kapitel werden die aus der Randintegralgleichungsmethode ermittelten
Operatoren jeweils fiir den statischen und dynamischen Fall hergeleitet und appro-
ximiert. Im vierten Kapitel werden die in MATLAB implementierten Operatoren
exemplarisch getestet und auf Konvergenz untersucht. Das darauffolgende Kapi-
tel beinhaltet einige Anwendungsbeispiele fiir die Berechnung einer Losung u und
anschliefsender Bestimmung der dazugehorigen Eigenwerte. Dazu gehort auch ein

Beispiel fiir ein elastisches Transmissionsproblem. Eine Zusammenfassung mit Fazit
und Ausblick schliefst die Arbeit ab.
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In diesem Kapitel wird die Losungsmethode fiir das elastische Streuproblem im
statischen und dynamischen Fall beschrieben. Anschliefend folgt die Erlauterung
der Diskretisierung der erhaltenen Randintegralgleichungen. Zusétzlich wird der
Integralalgorithmus von Beyn vorgestellt, der zur Losung von nichtlinearen Eigen-
wertproblemen genutzt wird.

2.1 Randintegralgleichungsmethode

Die Idee der Randintegralgleichungsmethode besteht darin ein Randwertproblem
in eine Randintegralgleichung zu iiberfithren. Dazu muss das entsprechende Gebiet
Q) C R? einfach zusammenhiingend, der Rand 99 glatt genug (im Folgenden ist
90 € C?) und die Fundamentallésung des Differentialoperators bekannt sein. Im
Falle des elastischen Streuproblems ist der Differentialoperator gerade die linke
Seite der Navier-Gleichung

L(u) = pAu+ (A + p) grad divu + w’ou

mit konstanter Frequenz w. Sowohl fiir den statischen, das heifft w = 0, als auch
fiir den dynamischen Fall ist die Fundamentallésung bekannt (vgl. [5]). Die Funda-
mentallosung fiir den statischen Fall ist gegeben durch

A3 A+

Qo(z,y) = — =V (2,y)1 m

— J . RQX?
A (X + 2p) (v=y) € ’

U(z,y) = log (ﬁ) TFEY .

Die Matrix [ ist die Einheitsmatrix und J das dyadische Produkt von w € R?\ {0}
und der zugehorigen Transponierten w':

J(w) =

=7 -
[[w]];
Entsprechend gilt fiir die Fundamentallésung des dynamischen Falls:
i

O, (2,y) = @Hé” (ksllz — ylla) I

i
+ 2 grad, grad H(()l) (ks||lz — yll2) — Hél) (kyllz —yll2)| € C**2.
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Dabei ist Hél) die Hankel-Funktion 1. Art der Ordnung 0 und I die Einheitsmatrix.
Die Wellenzahlen k; und £, héingen im Wesentlichen von der Frequenz w # 0 der

Welle ab:

2 2
= wd R = ——
1 A+ 2p
Eine Losung fiir das Randwertproblem kann sowohl aus dem Einfach- als auch
aus dem Doppelschichtpotentialansatz der Potentialtheorie bestimmt werden (vgl.
[15) Seite 25]). Fiir den Einfachschichtpotentialansatz der Navier-Gleichung mit der
Dichte ¢ gilt:

ulz) = (SLu) (x) = / (e g)0l) dsly) . T ER\ID, ke (0w},

Es kann gezeigt werden, dass u fiir x € R?\ 9Q Losung der jeweiligen Gleichung
ist (vgl. |2, Seite 105 ff.]). Analog gilt fiir den Doppelschichtpotentialansatz der
Navier-Gleichung

u(r) = (DLyy)(x) = /m (T, (Dx(2,9)] Oy) ds(y) . =€ R*\OQ, ke {0,w)

mit der Dichte 1. Der Traktionsoperator 1" ist gegeben durch
T,(2) = Adiv(z) v+ 2u (v' grad) z + pdiv(Qz) Qu

und wird an dieser Stelle beziiglich y gebildet. Hierbei ist v der normierte Norma-
lenvektor auf 02 und ) die Matrix:

@z(_? (1))

Auch in diesem Fall ist u fiir z € R? \ 9Q Losung der jeweiligen Navier-Gleichung
(vel. 15]).
Zur Bestimmung der Losung u muss fiir beide Ansétze zunachst die Dichte ¢ ermit-
telt werden. Dazu wird, unter Verwendung einer entsprechenden Randbedingung,
x an den Rand 0f) angenédhert. Mit dem Ansatz des Einfachschichtpotentials und
der Randbedingung

u=f auf 09

ergibt sich bei Annédherung von z an den Rand die folgende Randintegralgleichung;:

(Sk)(x) = f(x)

die zur Bestimmung von ¢ gelést werden muss. Dabei ist

(S () = / iz, y)d(y) ds(y) mit k€ (0,0}

o0
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das Einfachschichtpotential auf dem Rand. Fiir den Doppelschichtpotentialansatz
muss bei Anndherung von x an den Rand die Sprungrelation von v beriicksichtigt
werden. Dabei wird zwischen den beiden Fallen

ST=Q032—>2€00 bzw. ST=R*\Q3z—x€
unterschieden [2] Seite 105 ff.]. Bei den betrachteten Integralen handelt es sich im

Folgenden um Cauchysche Hauptwerte (CH). Mit der Definition des Doppelschicht-
potentials auf dem Rand

(D) (x) = CH aQ[Ty (Pr(z,))] ¥ (y) ds(y)

ergeben sich die folgenden Randintegralgleichungen:

—S0(@) + (D)) = f(a), FazeS,
S0) + (Du)(e) = f(@), fa xSt
Handelt es sich hingegen um die folgende Randbedingung
T(u) =g auf 0,
wird bei der Verwendung des Einfachschichtpotentialansatzes
u(z) = (SLp)(x) , =€ R*\ 9N
und Annéherung von x an den Rand 0f) die Unterscheidung notwendig:
ST=Q32z—>2€0Q bzw. ST=R*\Q2>z—2€0Q.

Auf dem Rand gilt daher der Zusammenhang;:

T, (u(e)) = T, (Sit () & 33(x)

Die Traktion des Einfachschichtpotentials kann aufgrund von ¢ € L?(99, C?) wie
folgt umgeformt werden:

(DI4)(@) = T (Se(a)) = T ( [ e ds<y>)

=CH » Ty (Pr(z,y)) ¥(y) ds(y) -

Q
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Daraus ergeben sich die folgenden Randintegralgleichungen

S(a) + (D[9)(@) = g(x) , fawes
—%w(x) +(DIY) (@) = g(z), fa zeSt,

die zur Berechnung von ¢ dienen.
Fiir den Doppelschichtpotentialansatz

u(z) = (DLy)(z) , = €R*\ 00
ergibt sich bei Anndherung von x an den Rand 0f) die Gleichung:

T, (u(z)) =T, (Diy(x)) .

Die Traktion des Doppelschichtpotentials hat die folgende Form

(M) (&) = Ty (Dyto(a)) = T (CH T, (@, )] () ds<y>)

o

und ergibt die Randintegralgleichung;:

(Ne)(z) = g() .

Fiir eine iibersichtlichere Darstellung werden die Cauchyschen Hauptwerte im Fol-
genden als einfache Integrale geschrieben.

2.2 Diskretisierung

Es werden im weiteren Verlauf Integralgleichungen der Form

s(z) + [ K(z,y)¥(y) ds(y) = f(z)

o0N

mit dem Kern K (z,y) betrachtet. Dabei handelt es sich fiir s = 0 um eine Inte-
gralgleichung erster Art und fiir s # 0 um eine Integralgleichung zweiter Art. Der
Faktor s ist abhéngig von dem betrachteten Potential und stellt im Fall des Doppel-
schichtpotentials bzw. der Traktion des Einfachschichtpotentials die Sprungrelation
dar. Fiir das Einfachschichtpotential und die Traktion des Doppelschichtpotentials
hat s den Wert 0 (vgl. Seite 3).

Zur Losung der genannten Integralgleichung muss der Gebietsrand 0€2 mit n Stiitz-
punkten diskretisiert werden.



2.2 Diskretisierung

Wird als Gebiet ein Kreis bzw. eine Ellipse mit den Halbachsen a und b gewéhlt,
kann die Parameterform

[ acos(yp)
r(p) = ( bsin(,p) ) , wel0,2n], a,beRy
zur Diskretisierung genutzt werden. Dazu wird der Parameter ¢ diskretisiert

21

und fiir die Stiitzpunkte auf dem Rand gilt: y

w=rten = (5000 )

Der jeweilige Kreisbogen wird mit A; bezeichnet und fiir die urspriingliche Inte-
gralgleichung gilt:

sh(z) + f{(x,y>w<y>ds(y)::s¢wx>+-j£jt/“.anay>w<y>ds<y>::f<x>.

o0

Jeder Kreisbogen A; wird als Gerade

gj = (1 — t)Uj + t?}j+1

durch den Anfangs- und Endpunkt des jeweiligen Kreisbogens approximiert:
swle) + 3 [ Kleit) dsty) = fa)
j=1"79i

Fiir die weitere Betrachtung wird angenommen, dass die gesuchte Dichte ¢ auf der
Geraden g; konstant ist:

V(y)lg, = () mit v; Mittelpunkt von g; .

Somit handelt es sich um eine konstante Interpolation der Dichte und sie ist unab-
héngig von der Integrationsvariable y:

sy (x) + Z K(z,y) ds(y) (@) ~ f(2) .

Anschliefiend wird das Integral iiber die Gerade g; als Linienintegral auf ein Integral
tiber den Bereich [0, 1] transformiert:

[ K asto) @) = [ Ko 0) g0, ae o)
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Mit der Ableitung der Geraden g;

2 2
1951, = V05510 = 030)% + @341 = 0300 = 0500 = v3ll, = J;

ergibt sich fiir die urspriingliche Gleichung der Zusammenhang:
+Z/ K(z ;4 tojer) J; dt (6;) ~ f(x) .

Fiir die Bestimmung der Dichte (v;) werden n verschiedene Integralgleichungen
aufgestellt. Als Kollokationspunkte = werden dazu die Mittelpunkte v; der Segmente
genutzt. Daraus ergibt sich fiir ¢ = 1,...,n das System:

+Z/ K (4, (1= t)oy + tog1) J; dt 9(5) = f(0y) -

Da der Kern K(x,y) eine 2 x 2 Matrix ist, miissen fiir jedes ¢ bzw. j vier Integra-
le berechnet werden. Wird das System als lineares Gleichungssystem dargestellt,
erhélt man eine quadratische Matrix der Dimension 2n x 2n. Die Funktion f(x)
auf dem Rand muss entsprechend vektorwertig sein. Zur Verdeutlichung wurde fiir
den ersten Kern K (01, ¢g;) die Matrix eingetragen und mit einem Kasten als solche
hervorgehoben:

[ K (00, g (8) Jidt [ K2 (01, g (8)Jidt]- - [ K2 (01, go(t)) Judt
fol K21(1A)1, 91 t Jldt fO ’017 gl<t>>J1dt cee fol K22(1A21, gn(t>>Jndt

S[2n+ : : . .
f1 K" (0, g1(8)) 11dt [ K2 (0, g1 (8)) J1dt -+ [) K2 (6, g (t)) Tt
[ K2 (0, g1 (1)) 1dt [ K20, 1(8) 1dt -+ [ K2 (0, ga(t)) Judt

B A€ f{?n“" J
1 (1) fi(?1)
V(1) fo(01)
. ¢2(@n) N f2<@n)
z eVK2n b eVK%

Mit K wird im statischen Fall der Korper der reellen Zahlen R und im dynamischen
Fall der Kérper der komplexen Zahlen C bezeichnet.
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2.2 Diskretisierung

Die Berechnung der Diagonalelemente der Matrix A wird fiir jedes Potential be-
schrieben, wihrend die Nebendiagonalelemente fiir alle Operatoren mithilfe der
MATLAB-Methode quadgk berechnet werden. Die Methode basiert auf der adapti-
ven Gauss-Kronrod-Quadratur, einer Variante der Gauss-Quadratur. Durch Hinzu-
nahme zuséatzlicher Stiitzstellen ist eine Schrittweitensteuerung bei dieser Methode
moglich (vgl. [16]).

Die gesuchten Werte ¢(0;) sind in dem Vektor z enthalten und ergeben sich als
Losung des Gleichungssystems:

(SIQn + A)Z =b.

Dabei ist die Matrix I, eine Einheitsmatrix der Dimension 2n.

In Abhéngigkeit des gewahlten Ansatzes kann nun wu(z) approximativ bestimmt
werden. Dazu wird der Gebietsrand, wie bereits zuvor, diskretisiert und die Inte-
grale tiber die Gerade g; auf Integrale iiber das Intervall [0, 1] transformiert.

Fiir den Einfachschichtpotentialansatz ergibt sich damit der folgende Zusammen-
hang

u(x):/aDCDk(my Z/Cbk:py ) ds(y )w

z

_ Z/ Pi (1= 1) + t0510) Jy A1 (0,)

z

der sich auch als Matrix-Vektor-Multiplikation schreiben lasst:

01(61)
)= ( Jo @i (0) di Ty [ @ gn(0) di T, ) e
u\x . :
fo q)il z, g1(t)) dt Jy V fol D22 (z, g, (t)) dt J, e
C € K2x2n ¢2(@n>
z € K2n

Wird der Ansatz mit dem Doppelschichtpotential verwendet, gilt fiir die Berech-
nungsvorschrift von u(x):

u(z) = / L@l v Z / (@) ds(s) 9(0y)

z

:;/0 Ty (Pp(x, (1 —t)vj +tvjpq))] J; dtw .

z

11



2 Grundlagen

Diese kann auch als Matrix-Vektor-Produkt geschrieben werden:

¢1(1:)1)

u(z) = (fo g1(8))){; dt Jy - fo gn(O)]T, dt J) 1/12(:7)1)
b N0)) R R ) 9O At ) |y

C € k2x2n bali)

Die auftretenden Normalenvektoren beziiglich y lassen sich mithilfe der jeweiligen

Gerade
o _ U'Jrl,a: - Uj,x Uj,x
g-—l—tv»+tv-1—t( J )+( )
5= (1= tuy - tuge N Uy = v )\ iy

p

berechnen. Da der Normalenvektor senkrecht auf der Geraden g; steht, muss das
Skalarprodukt aus Normalen- und Richtungsvektor den Wert 0 haben:

2 _ D2 | Yitiy — Uy
Ny =0 = n, = = )
<p y> Y < —P > ( Vjz — Vjt+l,a )

Der Normalenvektor wird zusatzlich noch normiert:

n, = 1 . ( /UJJFLy /ij
Yy
2 2 Vjx — Vj+l,x
\/(UjJrLy —Ujy)” + (Ve — Vji10)

_ 1 . ( Vjtly ~ Uiy ) _ 1 ( Vjtly ~ Uiy )
[vj41 = vsll \ Vjw = Uy Ji \ Viz = Uyt
Fiir die Normalenvektoren beziiglich x gilt der gleiche Zusammenhang, da der Nor-

malenvektor n, senkrecht auf dem jeweiligen Mittelpunkt der Segmente und damit
der Geraden steht:

n., = 1 . ( UH—LZJ Uz7y
.=
2 2 Vig — Vitlx
\/ (Vit1y = Vig)” + (Vi = Vit1a)
_ 1 o Vitly T Uiy | _ i o Vitly T Uiy
[vigr —vill  \ Vie = Vitra Ji \ Viz — Vit1e

2.3 Integralalgorithmus von Beyn

Der Integralalgorithmus von Beyn dient zur Losung von nichtlinearen Eigenwert-
problemen. Dabei sei m > 1, Q C C ein zusammenhéngendes Gebiet und T eine
lineare, komplexwertige Funktion. Ein nichtlineares Eigenwertproblem lésst sich
dann wie folgt definieren:

12



2.3 Integralalgorithmus von Beyn

Definition 2.1 (Nichtlineares Eigenwertproblem):
Sei T': 2 C C — C™ ™ eine holomorphe Abbildung.
Gesucht ist ein A € €, sodass

T(MNv=0 fiireinveC™\ {0} (2.1)
gilt.

Bemerkung:

Dabei ist A ein Eigenwert von 7" und v der dazugehorige (Rechts-)Eigenvektor. Die
Menge aller Eigenwerte, auch Spektrum von 7' genannt, wird mit o(7") bezeichnet.
Als Komplement des Spektrums bzgl. Q wird p(T) = 2\ ¢(T") bezeichnet, man
spricht auch von der Resolventenmenge.

Eine holomorphe Abbildung ist eine matrixwertige Funktion, die in jeder Kompo-
nente holomorph ist. Das heiftt, jede Komponente ist in jedem Punkt aus {2 komplex
differenzierbar.

Im weiteren Verlauf werden nur einfache Eigenwerte in die Betrachtung einbezogen.
Definition 2.2 (Einfache Eigenwerte):
Ein Eigenwert A von T heiftt einfach, falls
N(T(N)) =span{v} , v#0 und
T'(Nv ¢ R(T (X))

erfiillt sind.

Mit N(T'(N)) = {u € C™ : T(AN)u = 0} wird der Nullraum von 7" an der Stelle A
und mit R(T'(N)) = {o € C™ : Ju € C™, T(N)u = o} das Bild von T an der Stelle
A bezeichnet.

Die Ableitung 7" ist hier komponentenweise zu verstehen.

Uber die adjungierte Matrix T ist es moglich fiir einfache Eigenwerte die Linksei-
genvektoren von 7' zu bestimmen:

Definition 2.3 (Linkseigenvektor):
Sei A € Q ein Eigenwert von 7" und v € C™ \ {0} der zugehorige (Rechts-)Eigen-
vektor. Falls

N (TH(N)) = span{w} , w #0 und
wh T (A\)w # 0

fiir einen Vektor w € C™ \ {0} gilt, heift er Linkseigenvektor.

13



2 Grundlagen

Es ist moglich, die Links- und Rechtseigenvektoren so zu wihlen, dass sie ein nor-
miertes Paar bilden. Dann gilt:

wT' (A\)v = 1.

Fiir das weitere Vorgehen ist die folgende Eigenschaft der Eigenwerte, die aus [3]
Theorem 2.2| entnommen wird, notwendig.

Satz 2.4 (Getrennte Eigenwerte):
Jeder Eigenwert A von 7' ist isoliert, das heiftt fiir alle Eigenwerte A € o(7") existiert
eine Umgebung U C €2, sodass

AeUd und UN\{A} Cp((T).

2.3.1 Losungsansatz zur Losung des nichtlinearen
Eigenwertproblems

Im Folgenden wird das nichtlineare Eigenwertproblem auf ein lineares Eigenwert-
problem reduziert.

Die Uberlegungen basieren auf den Ergebnissen von Keldysh ([11], [12]) und fiihren
zunéchst zu folgendem Theorem, welches aus [3] Theorem 2.4] entnommen wurde:

Theorem 2.5. Sei C C Q2 kompakt und enthalte nur einfache Eigenwerte \,, von T
firn =1,...,k. Die zugehérigen Rechtseigenvektoren v, und Linkseigenvektoren
w, sollen jeweils ein normiertes Paar bilden.

Dann existiert eine holomorphe Funktion R : U — C™ ™ auf einer Umgebung
U C Q von C, sodass

vawy + R(2) (2.2)

() =Y

n=1 n

fir zeU\ {1, ..., \} gilt.

Mithilfe des Theorems lésst sich das folgende Theorem zu einem Konturintegral
beweisen.

Theorem 2.6. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen aus dem vorherigen Theorem sei
[' C Q eine Kontur auf der keine Eigenwerte von T liegen, d.h. T No(T) = (. Die
FEigenwerte \,,n =1,...,k liegen im Inneren von I' und die Abbildung f : Q) — C
set holomorph.
Dann gilt:
k
L T e = 3 FOw) vt (2.3)
n=1

21 Jp
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2.3 Integralalgorithmus von Beyn

Hierbei ist die Integration komponentenweise zu verstehen.

Beweis. Die Gleichung (2.2) wird mit f multipliziert und es gilt der Zusammen-
hang:

k
Sy L R

z
=1

Wird die erhaltene Gleichung durch 27i dividiert und anschliefend entlang der
Kontur I' integriert, ergibt sich die Gleichung;:

1 (2) H 1
5 Ff( sz T nwndz—l—ﬁ/rf(z)R(z)dz

Summation und Integration konnen in diesem Fall vertauscht werden, da es sich um
eine endliche Reihe handelt. Das Integral in der Summe kann mittels der Cauchy-
schen Integralformel (vgl. [6] Seite 83 ff.|) fiir jedes n = 1,..., k berechnet werden,
da die Integration in der Summe unabhiingig von v,w! 1st:

£

2_71'i I‘Z_)\n

= f(>‘n) :

Im zweiten Summanden wird in jeder Komponente eine Integration iiber das Pro-
dukt zweier holomorpher Funktionen ausgefiihrt. Da das Produkt holomorpher
Funktionen ebenfalls holomorph ist, es sich um ein zusammenhéngendes Gebiet
(Elementargebiet) €2 und eine geschlossene Kurve I" handelt, gilt nach dem Residu-
ensatz (vgl. [6] Seite 112 ff.]):

o | R

Damit ergibt sich die gesuchte Formel. O

Aus der Formel 1) geht hervor, dass in der Summe bereits alle Informationen iiber
die Eigenwerte und -vektoren implizit enthalten sind. Wie diese aus der Summe
gefiltert werden und eine Funktion f gewahlt wird, gilt es im weiteren Verlauf zu
klaren.

Annahmen

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Anzahl k der in der Kontur I
enthaltenen Eigenwerte kleiner ist als die Dimension m des Problems. Fiir grofe
Probleme soll sogar k < m gelten.

Die Rechtseigenvektoren v, und Linkseigenvektoren w, werden in den Matrizen
V € C™** bzw. W € C™** als Spalten zusammengefasst:

V=(vy o) und W= (wy -~ wy) .

15



2 Grundlagen

Aufierdem wird eine Zufallsmatrix V € C™, mit ¢ € N und k < ¢ < m gewéhlt,
sodass

WHY e € mit  rank(WHV) =k
gilt und der Rang von W demzufolge k ist. Es kann ebenso angenommen werden,
dass rank(V') = k ist.
Beyn [3] Abschnitt 3] gibt an, dass es zwar einfach ist nichtlineare Eigenwertproble-
me zu konstruieren, fiir die W rangdefizient ist, diese im Allgemeinen jedoch nicht
in typischen Anwendungen auftreten.

Reduktion auf ein lineares Problem

Als holomorphe Funktionen f werden zum einen f(z) = 1 und zum anderen f(z) =
z fiir das Konturintegral li gewahlt. Zusatzlich werden diese von rechts mit V/
multipliziert und man erhalt:

k

1 . 5 .

Ag= 5= | T(2)"'Vdz =D v,whV =VW"V
n=1

27 Jp

k
_ 1 R HYr _ HY;
A = omi ), 2T(2)" Vdz = 321 Anpw,, V =VAWSV |

Dabei ist A = diag (\1,...,A\x) € C** die Diagonalmatrix mit den gesuchten
Eigenwerten \q,..., A\, auf der Diagonalen und Ay € C™¢ sowie A; € C™*,
Da die Matrizen V und WHV jeweils den Rang k haben, folgt fiir die Matrix Ag:

rank (Ag) =k .
Wird die (reduzierte) Singuldrwertzerlegung auf A, angewendet, ergibt sich
VIV = Ay = VoW

mit Vo € C™** 3y = diag(oy,...,06) € CP* und Wy € C™*. Da die Matrix Ay
den Rang k hat, gilt fiir die Eigenwerte:

012..'20k>020_k+1:"'20l-

Unter Beriicksichtigung der orthonormalen Spalten von Vj und Wy gelten die Zu-
sammenhénge: Vi'Vy = I und W'W, = I;. Aus der Rangbedingung folgt zusitz-
lich:

R(V) =R(Ao) = R(Vo) -

Daher lisst sich eine Transformationsmatrix S € CHF* mit det(S) # 0 finden,
sodass

V=WSs

16



2.3 Integralalgorithmus von Beyn

und unter Verwendung der orthonormalen Spalten von 1}
S =Vjv

gilt.
Wird die Transformation V' = VS genutzt, so gilt fiir die Matrix Ay:

Ay = VoSWHY = Vpm Wil .

Bei der Multiplikation dieser Gleichung von links mit V' sowie der Inversen von S
und Ausnutzung des Zusammenhangs V1V, = I ergibt sich:

Wiy = s—in it (2.4)
Fiir die Matrix A; gilt unter Verwendung von V' = VS der Zusammenhang;:
Ay = VAWHY = V,SAWHY

Wird die Gleichung eingesetzt, ergibt sich die Vorschrift

Ay = VoSASTIS Wi,
die mit V' von links multipliziert werden kann:

VolA; = SAST'S Wt .
AbschlieRend wird die Multiplikation von rechts mit Wy%;" durchgefiihrt

SAS™' = VA WSS,

wobel X invertierbar ist, da rank(Ag) =k .

Die erhaltene Matrix B = SAS™ = VHA, W ¥, € C*** kann direkt aus A; und
der Singuldrwertzerlegung von Ay berechnet werden. Sie ist offensichtlich diagona-
lisierbar und hat dieselben Eigenwerte wie A und damit wie 7.

Somit wurde das nichtlineare Eigenwertproblem auf ein lineares reduziert und kann
theoretisch berechnet werden. Zur numerischen Berechnung des linearen Eigenwert-
problems ist es jedoch nétig, die Konturintegrale auszuwerten.

Numerische Berechnung der Konturintegrale

Die Auswertung der Konturintegrale erfolgt numerisch und wird im Folgenden néher
beschrieben. Es wird davon ausgegangen, dass die Parametrisierung der Kontur I'
glatt und 2m-periodisch ist. Dies soll durch

p € C'(R,C), o(t+2m)=¢p(t) VteR

17



2 Grundlagen

gegeben sein. Entsprechend werden N + 1 dquidistante Punkte

2

t :%j mit j =0,...,N

im Parameterbereich entlang der Kontur gewéhlt.

Wird z durch ¢(t) sowie dz = ¢'(t)dt ersetzt und der Integrationsbereich an die
Parametrisierung angepasst, folgt fiir das Konturintegral Ag:

1 . 1 2w R
Ag=— [ T(z)'Vdz = — T ((t))" ' V' (t) dt .
2m Jp 2m Jq
Wird die summierte Trapezregel (vgl. |4, Seite 200]) auf das parametrische Kontu-
rintegral angewendet und die Periodizitdt der Parametrisierung ¢ beachtet, es gilt
o(to) = p(tn), ergibt sich die folgende Néherung:

N-1

Aym Aoy = > T (p(t) Vi (ty)

Die Approximation des Konturintegrals A;

=

1
1 P
A= AN = N T(So(tj)) ! V@(tj)SO,(tj)

J

Il
o

ergibt sich durch ein analoges Vorgehen.

2.3.2 Der Algorithmus

Die zuvor beschriebene Losung und Berechnung des nichtlinearen Eigenwertpro-
blems lésst sich in die folgenden sieben Schritte gliedern:

Schritt 1: Einen Index ¢ < m auswéahlen
Schritt 2: Zufillige Matrix V € C™*¢ anlegen
Schritt 3: Ap y und A; y berechnen
Schritt 4: Singuldrwertzerlegung (SVD) Ay = VEWH berechnen
Schritt 5: Rang Test: k bestimmen fiir das gilt:
01> 20 >tk >0~ ..o =0

— Falls &k = ¢: ¢ erhohen und bei Schritt 1 starten

18



2.3 Integralalgorithmus von Beyn

— sonst: Vo=V (1:m,1:k), Wh=wH1:01:k),
ZO :diag(al,...,ak)

Schritt 6: Matrix B = V1 A; WS, ! berechnen
Schritt 7: Eigenwerte von B berechnen

Bemerkung:

Da es im Allgemeinen numerisch nicht moglich ist fiir die Singulédrwerte o, mit
n > k von Ay n exakt den Wert 0 zu erreichen, wird eine Rangtoleranz tol,anx > 0
vorgegeben.

Bemerkung:
Aus den Eigenvektoren sy, ..., s, € C* von B konnen die Eigenvektoren mittels der
Transformation

Up=VoSn, n=1,...,k

berechnet werden.

Der Aufwand des Algorithmus setzt sich im Wesentlichen aus drei Komponenten
zusammen:

e Berechnung von Ay y und Ay n
— N -/ lineare Gleichungssysteme 16sen fiir Ay ny: /N verschiedene Matrizen
T(p(t;)) und ¢ verschiedene rechte Seiten.
— Losungen der Gleichungssysteme fiir die Berechnung von A; y verwenden.

e Berechnung der Singuldrwertzerlegung fiir Ay y € C™** .

e Berechnung der Eigenwerte von B € CF<,
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3 Randintegraloperatoren

Dieses Kapitel dient zur Beschreibung der in Kapitel aufgestellten Operato-
ren fiir den statischen und dynamischen Fall. In diesem Zusammenhang wird der
Kern des jeweiligen Operators bestimmt und die Elemente der aus der Diskreti-
sierung resultierenden Matrix ermittelt. Ein besonderes Augenmerk wird dabei auf
die Diagonalelemente der Matrix gelegt.

3.1 Statischer Fall

Im statischen Fall ist der Differentialoperator gegeben durch
L(u) = pAu+ (A + p) grad divu
und fiir die dazugehérige Fundamentallosung gilt (vgl. Seite:

A+ 3

d =V 1

A+

- R2><2 )
47TM(>\—|—2,u)J(x v) €

3.1.1 Einfachschichtpotential

Das Einfachschichtpotential auf dem Rand

(o) () = / Bo(z,y)(y) ds(y)

o9
hat nach der Diskretisierung mit n Stiitzstellen die folgende Form:

n

> [/01 Do (5, (1 — t)vj + tvj1) J; dt (o;)| .

=0

Fiir die Zeilen ¢ und Spalten j der resultierenden Matrix miissen die entsprechenden
Integrale berechnet werden, bevor das Gleichungssystem nach 1 aufgelost werden
kann.

Da die Funktion ®y(x,y) eine 2 x 2 Matrix liefert, werden jeweils vier Integrale
berechnet und in die Matrix A eingetragen (vgl. Seite . Aus der Definition der
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3 Randintegraloperatoren

Funktion

Bo(y) = M H 3 10g<: 1 ) ( 10 )
o\A4s -
Amp(A + 2p) [z =yll,/ \ O 1

A u 1 ( (x1 —11)? (1 —y1) (T2 — y2) )
Amp(A +2p) ||z — yl|3 (w1 = y1)(z2 — v2) (z2 — 32)°

ergibt sich fiir die vier Integrale und damit fiir die Eintrage in die Matrix A:

1 1
A+ 3u 1
Ai-:/®”%-ldzl/ b(A )
2i—1,2j-1 ; o (0i; 95)J; 7 )y drp(h + 2p) & [0 — g1l
A (Vg — gja)®
Amp(A +20) |0 — g5l

1 1 . .
3 Ap (Oie = 9ja)(0iy — gjo)
Agi_125 = / q)m(vz';g')J' dt = J-/ ) AJ’ Y ) gt
j . 0 33 T Jo Amp(\+ 2p) |0; — gj”g

?

1 1 ~ N
A Atp (Dig — giw) iy — Giy)
Ai;:/ém%‘J&:J/ vt SRR IWUE dt
2i,2j—1 ; o ( 9]) J J o Amp( + 2p) ||@z‘_9j||§

1 1
A+ 3 1
2i,2j ) 0 (0i, 95)J T Jo Amp(\+ 2p) 10 = g,

A (Diy — gjy) A&t
~ 2 N
Amp (X +20) |9; — gll5

Daraus lésst sich erkennen, dass die Nebendiagonalelemente von ®(x,y) identisch
sind und das entsprechende Integral nur einmal berechnet werden muss.

Diagonalelemente

Bei der Berechnung der Matrixelemente werden insbesondere die Diagonalelemen-
te, das heifst der Zeilen- und Spaltenindex stimmen iiberein, ndher betrachtet. In
diesem Fall liegen die Kollokationspunkte

~ 1 _ 1 Vi x _'_Ui—l-l,m
Ui =g (v +vig1) = B} < Uiy + Vir1y (a)

auf der Geraden g;, fiir die der Wert des Integrals bestimmt wird. Fiir die Differenz
0; — g; mit g; = (1 — t)v; + tvy, ergibt sich daher:

. 1 1
Vi — g; = 5(1)1 + Ui+1) — Uz(]- — t) — Ui+1t = (5 — t) (Ui—l—l — Ui) . (b)
Unter Verwendung von
Vi1 — vill2 = J; (c)
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3.1 Statischer Fall

gilt fiir die Norm entsprechend:

. 1
o= ol = | (5 ) G = 0

Wird dieser Zusammenhang in der Funktion ®¢(?;, g;) ersetzt, gilt:

1
— = —t

2 ‘2 J. o (d)

|vig1 — vill, = ‘5 —t

Dot — 31 1 Loy, _Atnm
o\Yi, gi _47T/L()\+2M) & |%_t‘JZ 01 471',[1()\4‘2/1)

2

) (% — t) (Vit1,0 = Vig)® (Vit1,0 = Vi) Wit1y — Viy)
1412 72 \ (Vi1e — Vi) (Vis1y — Viy) (Vit1y — Viy)? '
|§ — t‘ - J; i+la i,a)\Vi+1,y iy i+ly 1,y

Mit den Umformungen

1_¢)? 1 1
(2 ) =1, log ‘1— = —log (‘5 —tD —log(J;) fur0<t<1
2

=i ~i

konnen die Integrale des Diagonalelementes vereinfacht werden:

A+ 3u ! 1
Apiotoig = —22t 7 [ og (1= =] ) = log (1) dt
2i—1,2i—1 dmp( + 20) /0 0g (‘2 > og (Ji)
Arp (N +2) " o J7
A+ /1 (Vit1,0 — Via) Wit1y — Vi)
Ai— = 5 s Y Y dt:Azz—
B TG 2y 7 .

A+ 3p ! 1
Agjoi = ————J; —1 ——t| | —log(J;)dt
= iy e, e ([ ) s

_Ate / sty
Amp(A+2p) " Jo

Der Integrand von
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3 Randintegraloperatoren

ist an der Stelle t = % singular, sodass eine Grenzwertbetrachtung durchgefiihrt
wird:

1 1 , 3¢ 1 L 1
frre(la= )= | bg('é"f’)d”/;;()g(\é"f\)d’f]
= lim log(l—t)-<t—l)—t+l}28
em0t | 0\ 2 2 2],
i [ (11 (t_1>_t+1]1
0t 2 2 21,
+

= lim (—2log(e)e

e—0t

= —log(2) —

Die verbleibenden Integrale konnen analytisch gelost werden, da der jeweilige Inte-
grand eine Konstante ist. Fiir die Diagonaleintréage der Matrix gilt daher:

A+ 3u A (Wigre — Vig)®
Agi 1951 =———"TJlog(2)+1—1 )] Ji ’ ’
2i—1,2i—1 477,“()\ T 2,“) [ Og( ) + og (Jz)] Jz + 471',[1()\ T 2/1) Jz )
A (Vi1 — Vig)(Vig1y — Viy)
Agi_19i = ’ : i 2 = Agigie
A+ 3u A (Vi1 — Vig)?
T dmp(N + 2p) log(2) = 1= log ()] /i dmp(A + 2p) Ji

3.1.2 Doppelschichtpotential

Fir das Doppelschichtpotential auf dem Rand

(Do) (z) = /a (Bl )] 60 dsty)

gilt nach der Diskretisierung mit n Stiitzstellen der Zusammenhang:

n

3 [ [ @t (1= 0+ o) e 0

j=1

Bevor das Gleichungssystem nach 1 aufgelost werden kann, muss die Berechnungs-
vorschrift fiir den Kern T}, (®¢(x,y)) bestimmt werden.
Der Traktionsoperator T ist gegeben durch

T,(2) = Adiv(z) v+ 2u (v' grad) z + pdiv(Qz) Qu
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3.1 Statischer Fall

und wird an dieser Stelle beziiglich y angewendet. Die Matrix () hat die Form

o- (1)

und v ist der normierte, nach aufen gerichtete Normalenvektor auf 0f2.
Wird der Traktionsoperator auf die Fundamentallésung der Navier-Gleichung an-
gewendet, ergibt sich die folgende Berechnungsvorschrift:

T, @0(a.0) = e T, (Wa)D) +

A+

Da es sich jeweils um Matrizen handelt, ist die Auswertung des Traktionsoperators
spaltenweise zu verstehen.

Die Berechnung von 7}, (®y(x, y)) orientiert sich an 5| Seite 604] und wird an dieser
Stelle durch Beweise und ergénzende Rechenschritte vervollstandigt.

Zunéchst werden einige Rechenregeln mit den entsprechenden Beweisen fiir den
Traktionsoperator aufgestellt und anschliefend die Bestimmung von T}, (®o(x,v))
durchgefiihrt.

Regel 3.1. Fir eine stetig differenzierbare Funktion f : (0,00) — C gilt:

f'Ulz = yll2)

Lo(fle =ylla)D) = = — 0

(@)@ —y) " + ple —yv(e)'
+uv(a) ' (z — y)I]

_ fl(Hx_yH2>U1(x’y> ]

Beweis. Fiir die Ableitung von f:r € D — f(r) € W gilt:

0
=L

Im Folgenden wird fiir eine einfachere Darstellung
a=x1—1y; und b=2x9—1ys

gewahlt, wodurch

2
lo = yli3 = (Vo =97 + (22 = 12)?) = a® + 17

gilt.
Mit r = ||z — y|| gilt fir die Ableitung nach z:
_of or a
fxl(Hx_yHQ)_ or O _f(H:U yHZ)Hx_yHZ
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3 Randintegraloperatoren

bzw. nach x,:

of or b

for(llx = yll2) = ar Oy = f'(llz - 31"2)_—2

Bei der Bestimmung von T,(f(||x — y||2)I) muss beriicksichtigt werden, dass der
Traktionsoperator spaltenweise angewendet wird:

n”wm_”””:[n(fmIEWﬂ)f”(fmxgwa)]'
Fiir die erste Spalte ergibt sich der Zusammenhang:
E(fmxamw)
::Adw(fwwamm>y@y+%{w@T<5§>](fmxamm>

Oxa

(3] (4 )

— F'llz = yll2) a (’/1(37)> _Mf'(HfB—?/Hz) b< 1/2(35)>

le ol \uala) le ol "\ -nil2)
L o ( () 2zl ngz(x)aﬂgmynn )
U=yl (m@a  fle—ull) [ ()b
R (w@m) S (—muw)
il = yll) v (e)a+ o)
L P < 0 )'

Analog gilt fiir die zweite Spalte der Zusammenhang:

ﬂ(fmxgmm>

\f Uz = yll2) < vy ()b ) ﬂbf/(llﬂf —yll2) ( va(w)a )

lz =yl \ va(x)b lz =yl \ —n1(@)a

ol o ).

|z — yl|2 vi(z)a + va(x)b

f(lz=yll2)

Werden die beiden Spalten in eine Matrix geschrieben und der Faktor e
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3.1 Statischer Fall

ausgeklammert, gilt:

T (f(lx = yll2)T)
f'lz = yll2) {A( vi(z)a vi(x)b ) +u( ()b vy(r)a )

|z — yl|2 vo(z)a wvo(x)b

I ( mil@)a N el n(z)a 3 v ()b )} '

Die zweite Matrix kann wie folgt zerlegt werden:

(o o)
(ylgxga v (2)b ( x)a + vo(z)b 0 )

va(z)a va(x)b 0 vi(x)a+ va(x)b

= (z—y) @) —v@) (@-yI.

Setzt man diesen Zusammenhang in die obige Darstellung ein und formt die ver-
bleibenden Matrizen um, so gilt:

(e = oot = HEEE o) )T 4 2@ @ -
+ o= yl@) = ) (o = 1]
= P e =) o) -

+oplr -]

Regel 3.2. Fiir x € R? gilt:
Tx-z2")=3\v(@) 2" +2uv@) -2 +pz-vie) +pv@) ol .

Beweis. In diesem Fall muss ebenfalls spaltenweise vorgegangen werden:
T x? 129 x? T1T2

T(z-2")=T L 5 | =T L) T 5 :
T1To x5 T1T2 )
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3 Randintegraloperatoren

Fiir die erste Spalte gilt der Zusammenhang:

r( o
1T

v (), v (z)xy ) < v (z)xy )] ( vo(x) o )
= 3\ +2 + + :
< vo(z)xy > H [( vo(z)xy v ()2 H —vp(T)xs
Analog ergibt sich fiir die zweite Spalte:
T1T9

(o )+ (o) = (o )]+ (oo )

Werden die Ergebnisse in einer Matrix zusammengefasst, ergibt sich die folgende

Darstellung:
T(o-aT) = 30 ( ulgxgxl ;Egij ) +2M( V1(x;x1 v (2)s )

vi(z)ry ve(z)z vo(x)re —va(x)ay
+ 2 + :
H ( v (z)ry ve(x)zy H —v(x)xe  vy(T)Xy
Mit der folgenden Zerlegung der letzten Matrix
ve(x)xe —1o(T)Tq
—v(x)re  wv(T)ay

(Vl(x)xl + ()2 0 ) - (Vl(x)xl VQ(x)xl)

0 v1(z)x1 + va(T)xs

3
S

H
X

= v(x) 2l —zv(z)’
ergibt sich fiir T'(z - z7):
T(z-z')=3\(z)z" +2uv(z)z’ + 2uzv(z)" + plv(z) ol — av(z)']
=3\(x)z" +2uv(z)x" + pav(z)" + pv(z) T2l .
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3.1 Statischer Fall

Mithilfe der ersten Regel kann nun T}, (¥ (||z — y|2)]) berechnet werden. Die Funk-

tion qqr>:10g<%>

ist stetig differenzierbar und fiir die Ableitung gilt:

U'(r) = —% .

Wird dies in die erste Regel eingesetzt, ergibt sich:
T, (¥ (llz = yll2)1)

V(|| —
Vel
[l = yll2
1
= ngaﬁwa@—xf+u@—xwwf+umwwy—mn.
2
Die Berechnung von T} (J(x — y)) gestaltet sich komplizierter. In diesem Fall muss
die Produktregel des Traktionsoperators fiir eine Funktion f und eine Matrix G

angewendet werden:
T(fG)=T(fD)G + [T(G) .

Aus der Definition von

(z—y)(z—y)"
|z — yl[3

geht hervor, dass fiir die Funktion f und die Matrix G gelten muss

s G- = (4 i)

J(x —y) =

EEF
mit
a=x1—1y , b=xo—1y und |z—yl3=a®+b>.
Mithilfe der ersten Regel und der Ableitung von f
1 , 2
f(r)= 3 f(r) 3

kann T (fI) berechnet werden:

1
(o)
Iz = yll3

2 1
_ 3 U'1
[z = yll3 [l =yl
2

= i @@ =) e = @)+ @) @ -]

(z,9)
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3 Randintegraloperatoren

Aus der zweiten Regel ergibt sich fiir T(G):

To((z —y)a —y)7)
= 3w(e)(r— )T+ 2u(@)( — ) + plx — (@) +p (@) (@ -yl

Somit gilt aufgrund der Produktregel:

T,(J(x —y) = —mw(x,w (w—y)(@—y)"
o
e

+ p(r = ()’ + () (z—y)I] .

+ [B\w(@)(z —y) " +2uv(z)(z —y)"

Um die gleichen Nenner zu erhalten, wird der erste Teil naher betrachtet. Fiir den
ersten Summanden ergibt sich

v(@)(z—y)'
Iz — 13

B 1 1(x)a vi(z)b a®> ab
T2+ 02\ w(r)a w(x)b ab b

()
()

1 vi(x)a® + vy
(4

(z—y)z—y)'

S

_ (x)ab® vi(x)a®b + vy (z)b? )
a2+ 02\ w(z)a® + n(x)ab® vy(z)a®b + vo(x)b?

_ L 2y ((n@a w(@b\ _ T

B a2+b2( +) ( vo(z)a vo(x)b ) =v(@)(z—y)

und die verbleibenden Summanden koénnen zusammengefasst werden:

(@ —yw(@) +v@) (= -yl

= ylI3

= (0 6 ) (5 oo )]

a®> ab
ab b?

B 1 ( 20311 (x) + 2a%bva(x)  2a%bvy () + 2ab*vs(x) )

T

(z—y)(z—y)

a2 + b2 \ 2a%bv(z) + 2ab?ve(z)  2ab*vy(x) + 2631, (x)
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3.1 Statischer Fall

Werden diese beiden Zusammenhénge substituiert, so gilt:

T =) = o [ 200 =)+ e = y)ela)”
+ p(z) (z—y) (I —4J(z —y))]
1
= MU2(377?J)'

Nun ldsst sich die Berechnungsvorschrift fiir T}, (®o(z,y)) aus den beiden Teilen
T, (V(x,y)I) und T, (J(x — y)) aufstellen:

T, (o, )
R N TENY

A+
+ -
A (N + 2p) AT (N 4 2p)
1 ( A+ 3

T 20 \ oy WO+l =)

A+
|z —yll3
+ w(y) (y—o)I —4J(z—y))]) -

T, (J(z —y))

+ oy (y— )] + [(A+2u)v()(y — )" +ply —x)v(y) "

Nach dem Kiirzen und Zusammenfassen der Terme ergibt sich der Zusammenhang:

T, @0(r9) = geoger— [ ) =) =y — )"

— w(y) (y— )] =200+ pv(y) (y — ) J(z —y)] .
Zur Vereinheitlichung werden an dieser Stelle
c=y—xr1=—a und d=ys —x3=—b

definiert.
Es kann gezeigt werden, dass
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3 Randintegraloperatoren

gilt:

V) (y—2)T = (y—2)(y)T = ( vi(y)e Vl(y)d) ( E ))c va(y)e >

va(y)e va(y)d

= (o s "570")
= (o mdg@l ‘)

= [1() (51 — 1) + 02(y) (32 — 22)] ( —(1) (1) )
= 0(y) (y—2)Q.

Der Vektor # kann als Tangentenvektor auf dem Rand 0f) interpretiert werden.
Wird der obige Zusammenhang in T}, (®o(z, y)) substituiert, gilt:

1
2m(A + 2u)l|2 — yl13

T, (Po(z,y)) = [10(y) " (y — 2)Q — pv(y) " (y — x)1

=2+ vy (y —2)J (@ —y)] -
Da fiir die Normalenableitung von W(x,y)

oV (x,y) 1

iy v(y) - Vy¥(z,y) = —ml/(y) (y — )
und fiir die Tangentenableitung
OUEY) _ g\ TV () = — 0T (y —
ae(y) - e(y) quj( ay) Hx . y“%e(y) (y )
gilt, ergibt sich fiir T}, (®o(z,y)):
Ty (o) = s (100 4200+ = ) G g2

Fiir die Losung der Integralgleichung ist es nétig, die Transponierte von T}, (®o(z, y))
zu bestimmen. Dabei wird berticksichtigt, dass die Transponierte einer Summe die
Summe der einzelnen Transponierten ist und sowohl die Normalen- als auch die
Tangentenableitung skalare Werte sind:

T, @, y)] = — (WT +2\+p)J(z —y)] —a‘;’,ff?;)y)

21(A +2p)
2y
1Y 500) ) |
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3.1 Statischer Fall

Da die Einheitsmatrix I und das dyadische Produkt J(z—y) symmetrische Matrizen
sind, kann auf das Transponieren verzichtet werden. Fiir die Transponierte der
Matrix @) gilt:

e () () (2)e

Wird dieser Zusammenhang in die obige Gleichung eingesetzt, so gilt:

oV (z,y)
v (y)

1

1, @olo)]” = gy (W04 200 ) = )]

)

Aus der Berechnungsvorschrift ergibt sich mit den approximierten Kreissegmenten
und zugehorigen Normalenvektoren (vgl. Seite fiir die Eintrédge der Matrix A

(vgl. Seite :

1
Agi_19j-1 :/ [Ty(q)owng))]L Jj dt
0

8‘11(7}“ g])
on,

(A — 9j, 30)2

19 = 5115

dt |

1
AQi—l,Zj :/0 [Ty<@0(@i7gj))]1T2 Jj de

_ Jj /1 20\ + 1) (Vie — gj) (Diy — gjy) OV (B3, g;)
2m(A +2p) |0; — g4 ||2 ony

8‘1’(?}“ gj)

ot

+ 1

Aaizyor = [ 1@l gl T

J; /1 2\ + 1) (Vi _gjﬂf)(vly gjvy) aqj(@i’gj>
2 (A +2p) |05 — g; H2 ony

(A gjy)2 aqj(@iagj)

dt .
1oi = gill; | Oy
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3 Randintegraloperatoren

Diagonalelemente

Mit den bekannten Zusammenhéngen (a) — (d) (vgl. Seite[22[f.) fir die Diagonal-
elemente ergibt sich fiir T, (P (v;, g5)):

(-3’

1
T, (Po(6i, gi) = ——————

1
— 5 L [ vig1,y —vi
2 T i+1y Y
—(Ui-l-l - Ui)

pl +2(A+ p) (Vig1 = v3) - (vig1 — i) T

|%_t}2ji2 Ji \ Vig — Vit1z

_ Q;%(. _ .)Ti(. — ;)

H |l _t‘2J2 Vi+1 Vj Jz Vi1 Vj .

2 )
Wird

(L —1)° t—1 1

2 =1, o= — fir0<t<1
|5 — 1| st 2

verwendet, lésst sich die Berechnung von T), (®¢(?;, g;)) vereinfachen zu:

Ty (Po(04,9:)) = m QMI + 2()1]—;”(%“ —v) (Vig1 — Uz’)T}

—1 3(Ui+1 — Ui)T ( Vitly Yy )

Uiz — Vitl,z

- MQ(t_;l)J?)(UHl - Ui)T@iH - UZ)>
2 i

1 1 2N+ p)
= I+ —-—"
2m(A+2u) (t— 1) J3 ([“ J?

(vigr —v3) ( vy~ ) — 1Q (Vi1 — vi) " (Vi1 — Uz)) :

Uiz — Vitl,z

(Vi1 = v3) (Vi1 — Ui)T}

Aus der letzten Darstellung ergibt sich, dass bei der Integration lediglich der Term

1
t—

N[ =

berticksichtigt werden muss, da die anderen Terme unabhéngig von ¢ sind.
Da der Integrand an der Stelle ¢t = % eine Singularitéit besitzt, wird der Wert des
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3.1 Statischer Fall

Integrals als Cauchyscher Hauptwert ermittelt(vgl. [8] Seite 155 ff.]):

| , ERE | L
/ rdt = lim / 1dt+/ rdt (3.1)
0 t—§ e—=0t 0 t—§ %+Et—§ ]
1 %75 1 1
= i 1 t—— 1 t——
g { Lo (3] P (- 3))],

= lim [log(s) — log G) +log (%) — log(é)}
- 0.

Da das Integral den Wert 0 annimmt, haben die Diagonalelemente der Matrix A
ebenfalls den Wert 0:

Agi19i-1 = Agi—19i = Agiic1 = Azigi = 0.

3.1.3 Traktion des Einfachschichtpotentials
Die Traktion des Einfachschichtpotentials auf dem
(DF0)a) = To (Subla)) = | T (@ala.9) w(w) ds(y)
hat nach der Diskretisierung des Randes 02 mit n Stiitzstellen die folgende Form:

n

) {/0 Ty (Po(z, (1 — t)v; + tvji)) J; At (9;)| .

=1

Zunéchst wird die Berechnungsvorschrift fiir den Kern 7}, (®o(z, y)) bestimmt, um
anschlieffend das Gleichungssystem nach ) aufzulosen.
Der mit T, bezeichnete Traktionsoperator

T.(2) = Adiv(z) v+ 2u (v grad) z + pdiv(Qz) Qv
wird an dieser Stelle beziiglich x angewendet. Die Matrix ) hat die Form
01
()

und v ist der normierte Normalenvektor des Kollokationspunktes z, der ins Aufsen-
gebiet zeigt.
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3 Randintegraloperatoren

Bei der Anwendung des Traktionsoperators auf die Fundamentallosung der Navier-
Gleichung ergibt sich der folgende Zusammenhang:

A+ 3p

T, (®o(z,y)) = me (V(z,y)I)

A+ p
+ -
A (N + 2p)

T, (J(x —y)) -

Die Berechnung von T, (®o(z,y)) erfolgt auf die gleiche Art und Weise, wie die
Berechnung von T}, (®y(x,y)) fiir das Doppelschichtpotential der Navier-Gleichung.
Mithilfe der Regelléisst sich T, (¥(z,y)I) bestimmen. Die Funktion

i - 1o (1)

ist stetig differenzierbar und fiir die Ableitung gilt:

P

r

Wird dies in die erste Regel eingesetzt, ergibt sich:

T, (Y(llz = yll2) 1)

y’ —
= T o) =)t rle)” gl = )]
1
= e (@) (@ —y)" + p(z —y)v(e) " + pv(e)" (z = y)I] -
2
Der Term T,(J(x — y)) wurde bereits fiir das Doppelschichtpotential hergeleitet
und es gilt:

T, (J(z —y)) (A +2p)v(@)(@ —y)" + pl = y)r(z)'

EERIE
() (x—y) (I —4J(x —y))] -

Aus den beiden Teilen kann nun die Berechnungsvorschrift fiir 7,, (®o(z, y)) aufge-
stellt werden:

T, (®o(z,y)) = M:&—i’gmn (U(z,y)]) + mn (J(z— )
N 47m()\1+ 21) (_ ||/;t?/ﬁ% w(z) (@ —y)" + p(z —yv(z)"
+ pv(n) (@ = y)I]
P Ok 20w =)+ ke~ o)’

+ () (z —y) (I -4z —y))]) .
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3.1 Statischer Fall

Nach dem Kiirzen und Zusammenfassen der Terme ergibt sich der Zusammenhang:

1

Yk@d%w)::2ﬂA+mmm_y%waxx—wT—u@—yW@f

— (@) (x =yl =200+ pv(z) (- y)J(x —y)] .

Analog zu

v(y)y— )T — (y— 2)ly)” =) (y - 2)Q an:@ez(fZ)

kann gezeigt werden, dass

v(z)(z — y)T — (z — y)y(g;)T - H(gg)T(a; —y)Q mitv=0Q0= ( _9;1 )

gilt. Dabei kann der Vektor # als Tangentenvektor in dem Kollokationspunkt x
interpretiert werden.
Der obige Zusammenhang wird in T}, (®o(x,y)) substituiert und es ergibt sich:

T (@) = g ) (@ = 9@ — @) = )T

= 2+ pr(z) (@ —y) (@ —y)] .

Wird berticksichtigt, dass fiir die Normalenableitung von W(x,y)

oV (zx,y) 1

— T . e — T J—
und fiir die Tangentenableitung
alll(x’ y) _ T _ 1 T .
gilt, so ergibt sich fiir T, (Po(z,y)):
1 ov(z, ov(z,
T (Po(z,y)) = Ot 20 ([Mf + 2\ + p)J(z —y)] ﬁ - MQ#) :
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3 Randintegraloperatoren

Mit der aufgestellten Berechnungsvorschrift gilt fiir die Integrale und damit fiir die
Eintrdge in die Matrix A (vgl. Seite|10):

1
Agi_12j1 :/ Trll[q)()(@iagj)] Jj dt

0
(ﬁi,x - gj,a:)2 8\1[(6179]) dt ,
on,

w200+ p)

1
A2i—1,2j :/ Tiz[éﬂ(@ijgj)] Jj di
0
Jj ) /1 ()\ i )(@z,x - gj@)(ﬁi,y - gj,y) 8\11(’&“9])
0

N 2r( A+ 2u ||0; — gj||§ Ong

1
Aginj1 = / T2 [®o (04, 95)] J; dt
0
_ Y / (>\+M)( o = 9, )( v i) é ;)
2m(A+2p) Jo 1: — 95115 Ny

ov Ai? ]
+“—E‘; 9;) dt

1
Aginj = /0 T2 o (05, 95)] J; dt

Jj /1 (Diy — Gjy)?
= ——— A+ 2N 4 p)—= :
2(N +2p) Jo [0 — g;1I” Ong

Diagonalelemente
Unter Verwendung der Zusammenhénge (a) — (d) (vgl. Seite |22|f.) fiir die Diago-

nalelemente ergibt sich fiir T, (®o(z,y)):

pl +2(\ + M)LIS)Q(UPA — ;) - (Vi1 — 2]z‘)T]

R 1
T, (Po(04,9:)) = 2O+ 20 ( 1z |2

1t 1
2 (U Y )T Vitly — Uiy
T i+t1 — Vi)
| _ 42 Ji \ Vig — Viy1z

i

-
Tt 1
— pQ —m (Vigr — v3) ji(viJrl — ;)
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3.1 Statischer Fall

Werden die Zusammenhénge
: 1
= fir0 <t <1

verwendet, ldsst sich die Berechnung von T, (®o(x,y)) vereinfachen zu:

2(N 4 p) (Vit1 —v;) - (Vi1 — ;) ]

N 1
a : (Vig1 — U')T ( Vitly = Viy )
(% - t) JZS o ' Vijxz — Vitlz
Q ( ! ) ( )T( ))
- M o Vit1 — Vi) (Vig1 — Ui
(3-1) 7
! 1 2(\+ p)
N I+ ———(viy1 — i) (Vi1 — v;
27(A + 2p) (t — %) J3 <[,u - T2 (Vig1 — vi) (Vig1 — v5) ]
T ([ Vit1y — Viy -
(Ui—l-l - Uz’) ( oy, > - MQ(UZ'_H — UZ-) (Uz‘+1 — U,))
Uiz Vit1,x

Aus dieser Vorschrift ergibt sich, dass bei der Integration lediglich der Term

1
t—

N[

berticksichtigt werden muss, da die anderen Terme unabhéngig von ¢ sind.

Aufgrund des Zusammenhangs

kann das beim Doppelschichtpotential berechnete Integral (3.1) verwendet werden.
Da das Integral den Wert 0 hat, gilt fiir die Diagonalelemente der Matrix A:

Agi19im1 = Agi—19i = Agiii1 = Agini = 0.

3.1.4 Traktion des Doppelschichtpotentials

Fiir die Traktion des Doppelschichtpotentials auf dem Rand

(No)(x) = T (Dow(s)) = T ( [ @ vl ds<y>)
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3 Randintegraloperatoren

kann unter bestimmten Vorraussetzungen (siehe dazu |5, Theorem 2]) die Vertau-
schung

12 ([ el o) asto)) = [ 2. (15t n)l") o) dst)

vorgenommen werden. Nach der Diskretisierung des Randes 02 mit n Stiitzstellen
gilt daher der Zusammenhang;:

n

> {/01 1 ([Ty (Do (i, (1 —t)v; + tUj+1))]T> J; dt @D(@j)} :

j=1
Der mit T, bzw. T, bezeichnete Traktionsoperator
T.(2) = Mdiv(z) v+ 2u (v grad) z + pdiv(Qz) Qv

wird an dieser Stelle sowohl beziiglich x als auch beziiglich y verwendet. Der Vektor
v ist der entsprechende normierte Normalenvektor, der ins Aufengebiet gerichtet

ist und @ die Matrix:
0 1
o=(10)-

Fiir [T, (®o(z,y))]" wurde bereits beim Doppelschichtpotential eine Berechnungs-
vorschrift hergeleitet

1y (ol = g | o+ 3 2
A+ -
o3 )
mit
V) = -
Uiy, z) = Mw(y)y—=z)" +ply—z)v(y) " +uwy) (y—o)I
und

Us(y,z) = (A+2u)v(y)(y—=2)" +puly —z)v(y)"
+ p(y) (y—a) [l —4J(xz—y)] .

Die Berechnung von T}, ([T, (®o(z,y))] ") orientiert sich an [5] Seite 607] und wird
durch Beweise und ergéanzende Rechenschritte vervollstdndigt. Dabei werden bereits
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3.1 Statischer Fall

bekannte Regeln aus Kapitel verwendet und spéter durch eine weitere Regel
erganzt.
Mit der Produktregel des Traktionsoperators fiir eine Funktion f und eine Matrix

G

gilt fiir die Anwendung des Traktionsoperators bzgl. = auf die obige Vorschrift:

T ([T, (®o(z, )]
- ;) ((A +3p) [Tm (MI> Ui(y, )"

AT\ + 2p [z =yl
V(s = yll) . i .
= R RN (e L
1 T
! nx—m€”“5@“>ﬁ)‘

Mithilfe der Regel

. (f(le = ylla)1)
= B [ = )74t = ete) vt e = )]
£l = k)
o=yl

konnen die Terme

V(|2 — 1
T, <MI) baw. T, (—21>
[l = yll2 Iz = yll3

berechnet werden. Fiir die Ableitung von

v'(r)

r

Ul('ruy)

mit r = ||z — yl|2 gilt:
o V() W'(r)  W(r)
or r  r r2
Dies bedeutet fiir den ersten Term:

(S| _ (Vs ¥lle= ) i)
2 =yl Iz = yll2 le=ylz / llz =yl
Werden die Ableitungen durch

U'(r) = ! bzw. U'(r) = 1

r 72
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3 Randintegraloperatoren

ersetzt, so ergibt sich:

T <ﬂ/(Hx-—yH2)I>:: ( L, 1 3) Gy _ 2 5y

[l = yll2 lz=yll3 Nz =yl lz =yl lle—yll;

Die Berechnung des zweiten Terms wurde bereits fiir das Doppelschichtpotential
durchgefiihrt und lieferte

1 2
T (—I) = ———Ui(z,y) .
Iz = yli3 Iz = yll3
als Ergebnis.

Fiir die Berechnung von T, (U1 (vy, x)T) und 7}, (Ug(y, {B)T) wird an dieser Stelle eine
weitere Regel vorgestellt und bewiesen.

Regel 3.3. Fiir einen konstanten Vektor a € R? und einen belicbigen Vektor x € R?
qilt:

i) Ty (z a”) =20M+ p)v(z)a’ ,
it) Ty (a 27) = Av(z)a” + pav(z)" + pv(z)Tal |
iti) T, (a"xI) =T, (az") .
Beweis. (i) Die Matrix za' hat die Form:

T _ [ T _ [ T1G1 T1G2
xa —(1;2)((11 az)—(x2a1 x2a2) .
Fiir die Anwendung des Traktionsoperators auf die erste Spalte ergibt sich:
m(m) = ()
Toaq )

x 2 x

= {Adiv( ! )V(m)—f—Q,u (V(ZL‘)T( oz1 )) ( ! )
T2 Dz T2

+  pdiv (Q ( o )) V(a:)]
T2

= a2\ v(z)+ 2p v(x)] .

Analog gilt fiir die zweite Spalte

7;(1““2>::@7;(i1>::a2@xmx)+2umxﬂ.

P10
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3.1 Statischer Fall

Damit ergibt sich fiir die Anwendung des Traktionsoperators auf die gesamte Ma-
trix:

T, (za") =2\ +p) (awv(z) aw(z) ) =2A+ pv(z)a’ .
(i) Fiir die Matrix az " gilt:

() (o )= ()
a2 A1  QA2X2
Wird der Traktionsoperator auf die erste Spalte angewendet, ergibt sich:
o
a1y . a1y T Oz1 a1
T, = Adiv viz)+2u | vix 1
() = e () (e () ()
. a1y
+ pdiv (Q ( i )) v(x)

= daw(z) + pi(z)a + plaiv(x) + asva ()] ( (1) ) :

Analog gilt fiir die Anwendung auf die zweite Spalte

a1 . alxr % a1
T, ( . ) _ )\dlv< i, )u(as) +ou (u(:c)T ( Zi )) ( o, )
+ pdiv (Q ( Z;Z )) v(x)

= Aagr(z) + pa(x)a + playvi(x) + agva()) ( (1) )

und somit insgesamt:
T, (az") = A(z)a’ + pav(z)" + p(z) " al .
(ii7) Fiir die Matrix a' 21 gilt:

CLTZL’I _ aixri; + asxs 0
0 aivy(x) 4+ age(z) ) -

Bei der Anwendung des Traktionsoperators auf die erste Spalte ergibt sich:

T$ ( aixr1 + asx2 )
0
_0_
— Adiv| @™ T a0 v(z) +2u(v)" | 2% M1+ AT )
0 s 0
+ pdiv (Q ( @t ?)— 22 >) v(x)

= A aw(@) +pn(@)a+ p o (@) + asve(e)] ( é ) _ T, ( 01 ) .
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3 Randintegraloperatoren

Fiir die zweite Spalte gilt analog

A
a1 + Ao
R (& :
= )\d1v< @1 + an )V(x) +2p (y(x) ( 8%2 )) ( a1 + Aok )
+ pdiv | Q 0 v(r)
K a1T1 + A2

= Aav(x) + pva(w)a + p [ () + agrs(2)] ( (1) ) T ( 122 )

und daher insgesamt

T, (aTx]) =T, (a:pT) .

Wird der Traktionsoperator auf

Ur(y,z)" = Ay —2)v(y)" + )y —2)" +uwy) (y— )]

mit a = v(y) angewendet, so gilt unter Verwendung der vorgestellten Regel der
Zusammenhang:

T (Ui(y,2)") = =ATu((@ = y)v(y) ") — nTelvy)(@ —y)") = wuTe(v(y) ' (z - y))
= =2AA + pv(a)v(y) " =20 Pv(@)v(y) " + p(y)r(z)’
+ pv(w) v (y)l]
= =2\ + 2u)v(2)v(y) " = 20® [v(y)v(e) " +v(z) v(y)l] .
Fiir die Anwendung des Traktionsoperators auf

Us(y, )"
= (A +2u)(y—2wly) " + )y —=)" +ur(y) (y—o) [ —4J(z - y)]
ergibt sich der Term:
T, (Us(y,)") = —(A+ 2u) (( —yv(y)") —ul (v(y) (@ —y)")

— uTy (v(y )+4uTx( ) (z—y)J(z—y))
= —2(A+ 2#)(/\ + u) (@)v(y)"
— 2u[w(@)(y)" +p(y)v(e)" + () v(y)]
+ dp w(@)v(y) "+ pe(y)v(e)' + () Tv(y)l] J(z —y)
+ du(y) (z — y)Tu(J(z = y)) -

T
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3.1 Statischer Fall

Beim Doppelschichtpotential wurde gezeigt, dass

1

Iz — ylI3

T.(J(r —y)) = Ua(z,9)

mit

UQ(x7y>
= A +2pv(z)(z—y)" +ple—yv()" + () (@ —y) [ —4](z —y)]

gilt. Mit diesem Zusammenhang ergibt sich fiir den obigen Term:

L. (Ualy, ) ") = —4pv(y) ' (y - 17)%

= 2p [M(@)v(y) " + pr(y)v(e)" + pv(e) v(y)I] [I-2J(x —y)] .

— 200+ p) A+ 2)v(2)(y)”

Im Folgenden werden die berechneten Terme nicht durch ihre Berechnungsvorschrift
ersetzt, da dies zu einer linglichen Darstellung von T, ([T} (®o(x,y))]") fithren
wiirde. Insgesamt ergibt sich mit r = ||z — y||» der Zusammenhang:

13 (1 @) = O30 | S0 )0 = T, Ghla)7)]
+ (/\ + M) |:_TE4U1($’ y)U2(y7 x)T + %Tx (U2(ya x)T):|
= ZU(y) [0+ 30005 2) — O )Ui(a: )]

O BT (Uig.0)T) — O+ )T (Ul ) T)]

Fiir die Eintrdage in Matrix A (vgl. Seite gilt:
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3 Randintegraloperatoren

Diagonalelemente

Fiir das Skalarprodukt n, Ty — x) bzw. n] (z — y) gilt aufgrund der Zusammen-
hénge (a) — (d) (vgl. Selte .f ) und den aus der Diskretisierung resultierenden

Normalenvektoren n, und n, (vgl. Seite
.
nT(gi _ @Z) _ i Vit1,y — Viy t— 1 Vit — Vig
Y Ji \ Vig — Vitis 2 Vitly — Viy
=-—n, (6 —g:)=0.

Damit kénnen die auftretenden Matrizen wie folgt vereinfacht werden:

Ur (05, gi) = Mg (0 = g2) T+ (0 — gi)n,.
Ui(gi, 03) = Any(gi — 0:) " + pulgi — i)ny,
Us(gi, 1) = (A + 2p)ny (g — 05) " + pu(gs — Uz)
T, (Ur(gi, ;) T):—2)\)\+2u)nx — 2% [nyn, +n, nyl} ,
T, (Us(gi, ) ") = —2(A + 2u) (A + ,u)ngm;jr — 2p [Angn,, + pnyng + png nyl|

+4p [Anan, + pnyn, + pngnyI] J(6; — g;) -

Die Berechnungsvorschrift wird im Folgenden in zwei Teile zerlegt
) b = 4U1(Uzv gl) [()\ + 3:“)U1(g'w ?}Z)T - (A + :U’)UQ(g’H @Z)T} )

die jeweils integriert werden.
Zunéchst wird der erste Term umgeformt

2 . R .
th = . Ur(04, 9:) [(A + 3)Us(gs, )T — (A + 1)Uz (gi, 0:) 7]

Ui (93, 9:) [N (U1 (95 03) T — Ua(gi, 0) ") + 1o (3U1(gi, 0:) T — Ua(gi, ) T)]

vy
2
A
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3.1 Statischer Fall

und anschliefsend die Definitionen der jeweiligen Funktionen eingesetzt:
2 . .
ty, = FUl(Uiagi) [—2Au(g; — 0i)n,

+ W (2)\(91' - @z)n; + 2pmy (i — ;)" — 2u(g; — 0

2 U 3 Lol A
4p? ) ) )
= | (80— ) Try (9 — 0) " = Mg (85 — 93) T (s — D)y
r %/—/
=0
+ (05— gi)ngng(gi — 0:) T — p(i — gi) ny (g — 0) n;
=0
_4_,LL2 N\ | '_A'T_)\ S NT( AN T
= [M(vz Gi)ny ny(gi — 0;) nz(0; — ;) (95 vz)ny]

Da die Normalenvektoren n, und n, normiert und fiir das Diagonalelement identisch
sind, gilt:
n;:rny =1.

Auferdem gilt der Zusammenhang
(6= 90) (01 = 90) = 1o = gills = *

womit sich die obige Funktion weiter vereinfachen lasst:

41““2 2 T ~ AT
t, = gy [)\7“ ngn, — w(0; — gi)(gi — 0) ]
_ 4,[12 n nT . /JJ(@Z - gz)( gz)
10: — gill3 Y 19: — gill3
4/,L2 T N
- —||Uz ol [)\nxny — pd (0 —gi)} .

Da die Matrix

b, — 1_ _ — )T
J(0; — g;) = (0 — g:) (0 — gi) " % T (i1 — i) (Vip1 — vi) = J(vig1 — v;)
2

16: — gill3 - Vi1 — vill3
nicht vom Parameter ¢ abhéngt, liegt in diesem Fall fiir ¢ = % eine — - Singularitéat
vor:
Ap® T
tl = m [)\nxny — /,[/J(UIL'+1 — Uz):| .
2 7
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3 Randintegraloperatoren

Das entsprechende Integral

! - t!
kann als Hadamard finite part integml berechnet werden, da der Cauchysche Haupt-

wert von .
1
/ T
o |31l
existiert (Vgl. 19]):

TR | 1 1 2
= 1 dt+/ dt — —
|t i i“</ PR TL R P P )

2

Fir den zweiten Term
1 .
to = 2 (A + 30T, (Ui(gi,03) ) — (A + )Ty (Ua(gi,9:) 7))

ergibt sich aus der Definition von T, (U1 (94, ﬁi)T) und T}, (Ug(gi, @i)T), dass nur der

Vorfaktor
1 1
2 2
N

von t abhéngt. Der Wert des Integrals iiber den zweiten Teil ist entsprechend:

/ | _ t‘ J? dt [=(\ +3u) T (Ur(9i,0:) ") + (A + ) T (Ua(gi, 03) )]

- _JA [ ()\+3'M)T (Ul(gia'ai)T) + <)\+/’L)Tx (U2(g¢,@i)T)] .

1

Damit gilt fiir das Diagonalelement insgesamt:

J; / T,(®o (5, gl))]T) dt

16u
J?

)

[)\n:c - MJ(Uz‘+1 - 'Uz)] Ji

+ % (A +3u) T, (Ui(gi 0) ") — (A + )T (Us(gi, 0:)7)] i -

)
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3.2 Dynamischer Fall

3.2 Dynamischer Fall
Der Differentialoperator fiir den dynamischen Fall hat die Form
L(u) = pAu + (A + p) grad divu + w’ou

und fiir die dazugehorige Fundamentallosung gilt:

i

(e y) = 7 (hllz = ylla) 1
i T [ (1) 2%
+ 5 erad, grad] [HY (killo = yll2) = B (ylla — yllo)| € €22

Hierbei ist Hgl) die Hankel-Funktion 1. Art der Ordnung 0 und [ die Einheitsmatrix.
Die Wellenzahlen ks und k, héngen im Wesentlichen von der Frequenz w der Welle

ab:

2 2
=2 und K=
L A+ 2p

Fiir das weitere Vorgehen wird zunéchst die Funktion ®,(x,y) ndher betrachtet.
Die zweifache Anwendung des Gradienten kann mit folgender Matrix

02 02
9212 D210
grad, grad, = ( ‘! wee )

92 9?2
O0xo0z1 Oxo?

als Matrixmultiplikation dargestellt werden:

52 52
Ox12 0x10x 1 1
< 62 ;2)[mﬂ%ﬂx—mg—ﬂy@wx—mm].

O0xo20T1 092

Als erstes werden die Ableitungen fiir Hél) (k||z — yl|2) fiir ein beliebiges k beziiglich
x1 bzw. x5 bestimmt:

0

k(zy — ) HY (k|2 —

o, =l |
0 v k(s — ) B (Kl = o)
—H; 7 (k||lz — = - :
5o HEY (klle = yll) [zl

Daraus kénnen nun die zweiten Ableitungen unter Verwendung der Produkt-
(21 . 22)/ = 21/ ) + VARN ZQI

und Quotientenregel
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3 Randintegraloperatoren

berechnet werden.
Fiir die doppelte Ableitung nach z; gilt mit r = ||z — y||2:

32
8$12

81’1
_ é (—Hgl)(kr) C(n —ry1)2 (kH(()l)(kT) B Hgl)(krr)>>

r

HOGK ) = (_km—yl) H?)(kr))

r

N2
+ k(‘rlr—?)yl)Hg”(kr)

2(xy — y)® HY () K2 (zs — yo)? HGY (k)  KHE (kr)

73 72 r

Analog ergibt sich fiir die zweifache Ableitung nach x,:

82

8.1'22

8952
k(s — yo)? HY (k) K2(xg — yo)? B (k1) KHY (kr)

o 2

r

O ) = 2 (_’f(ﬂﬂfz—yz) H&”(lm)

r3 r r

Die gemischten Ableitungen sind identisch und haben die Form:

0 (9 zo
s (8—%}10 (’W)>

0 (_k(xl — ) H§”<kr>>

0xs r

Bws = y1) (22 — ) (D (k) = B (kr) L)

2

r

k(1 — 1) (22 — yo)H" (k7)
7’3

2k(z1 — 1) (@2 — yz)Hﬁl)(kr) _ k(21— yn) (22 — yQ)Hél)(k"’)
7"3 7”2

0 ([ kwa—yo) H (k) 0 O 4O (k)
0x4 r Ory \ Oxy ° '

Somit ergeben sich fiir die Matrix
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3.2 Dynamischer Fall

die folgenden Eintréige:
k,HY (k,r) — kHY (kyr) . (21 — )2 (k2H (k1) — K2HS) (ko))

g =

r r?
L 2Am - y1)?(kHY (kgr) — kY (Ryr))
r3 ’
(21 — y1) (@2 — o) (R2HS) (kyr) — K2HS (kyr))
gi2 = @go1 = r2
2w — ) (e — o) (kY (er) — B HY ()
r3 ’
B HO () — o HO () (@2 = 020 [ () = K20 (k)|
g2 = + 2
T T
2<372 - 3/2)2 [kngl)(ksr) - kagl)(ka)]
+ Tg °

Mit der Matrix
1 (21 —3)° (@1 — y1)(z2 — ¥2) )
Jrx—y)=———
=) Iz —yll3 ( (1 = y1)(z2 — 2) (72 — y2)?
und der Einheitsmatrix I kann g geschrieben werden als:
by () — kaH ()
g =
,

1

2 <kSH§”(kSr) - kpﬂg”(kpr))

r

+ [ B2HEY (k) — K2HY (ko) + J(z—y) .

Fiir die Funktion &, (x,y) ergibt sich mit r = ||z — y||2:
ik HY (k) — R HY (ko)

1
u(ay) = P HY (k) T+ ; I
1
+ o [H () = B ()] J(@ = )

i

(e (k) = kB (k)| (o = )

202y

= Oy () + Do(r)J(z —y) .

3.2.1 Einfachschichtpotential

Das Einfachschichtpotential auf dem Rand

(S0 (x) = / B, (2, y)ly) ds(y)

o0N
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3 Randintegraloperatoren

kann nach der Diskretisierung des Randes 02 mit n Stiitzstellen folgendermafsen
berechnet werden:

n

> Uol D, (03, (1 — t)v; + tvjg) J; dt (05|

Jj=0

Fiir die Losung des Gleichungssystems nach 1) ist es notig die Integrale und damit
die Eintrage der Matrix A zu berechnen.
Aus der Definition der Funktion

D, (05, 9;) = D1(]|0: — g;1|2)1 + Do([|6: — g12) T (8 — g5)

Bi(r) = 3 B8 (hor) = g [RHE (hor) = R ()|

4w?y

i i
By(r) = 55 [k (k) = kB ()| + 5 [R2HE” (kyr) — K2HE (o)

und

z:(; 2), I —y) ;Q (51— )’ <x1—y1><x2—y2>>

Tl —yZ \ @ =)@ —ys)  (w— )

ergibt sich fiir die vier Integrale und damit fir die Eintrége in die Matrix A (vgl.

Seite :

1 g r s B (5 (@Z.’v _gjx)2
A2i_1’2j_1 - (I)W (Ui’ gJ)J] dt :JJ q)l(via gj) + (1)2(Ui7 gj) - —— dt )
0 0

|9: — g5ll3
b 12 P (B = g50) (Diy — )
A2i—1,2j = P, (Uz'>gj)<]j dt =J; ‘192(%9') - 3 dt
0 0 10: — 95113
1 1 . .
N ~ N Ui, — gy, U’i, — 9,
Agigj-1 :/ 2 (0, 9;)J; dt :Jj/ @2(%‘;93')( . gfxx 2 9i) dt ,
0 0 |9 — 9j||2
' 'z = (Vi — )’
Agioj = / @32(@i79j)<]j dt :Jj/ (05, 95) + @2(@'79]‘)?}—“42 dt .
0 0 |0; — 9j||2

Daraus lédsst sich erkennen, dass die Nebendiagonalelemente von @, (x,y) identisch
sind und das entsprechende Integral nur einmal berechnet werden muss. Fiir die
Eintréage in der Matrix A gilt daher:

~

15: — 9113

1 . .
=N Uiz — G5,2)\Viy — G5,
Agii19j = Agioj1 = Jj/ ‘1)2(%‘79]‘)( ) iy i) dt .
0
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3.2 Dynamischer Fall

Diagonalelemente

Es werden wieder die fiir das statische Einfachschichtpotential bestimmten Zusam-
menhénge (a) — (d) (vgl. Seite 22| f.) bei der Berechnung der Diagonalelemente
berticksichtigt.

Die Betrachtung der Diagonalelemente wird durch separate Analyse der Integrale

1 1 1
/éam%nma/@MM—wam+/¢wm gilla) I — g1) dt
0 0 0

durchgefiihrt. Fiir die Funktion

By (r) = —HO (ko) + [ka§1>(kpr)—kSH§”(ksr)

4wy

mit

Ji

r=loi-gl= o~ 3

wird das Integral zerlegt in:

L 1
/th(]t_i\@) at

it 1
= 4— Hy ' (ks|t—=|J; ) dt
" 2

) } ks HY 1
o [ (o 2 ) - e (2

Die Hankel-Funktionen erster Art konnen als Linearkombination der Bessel-Funk-
tionen erster und zweiter Art

H)Y (2) = J,(2) + 1Y, ()

1

t— = t—
2

formuliert werden. Diese Darstellung wird im Folgenden zur Bestimmung der Inte-
grale genutzt. Fiir das Integral gilt daher:

i 1H(1) L A
dp o 0O\ 20"
i 1 1

= kolt — =| J; iYo [ kot —=|J; | dt
4p Jo JO( QJZ)MO(S QJZ)
1 [t 1 1

= — | i lklt—==1T) =Yook |t —=|J)dt.
4uolJ0(S 2JZ) 0<5 Q‘JZ>

Die Bessel-Funktion erster Art Jy ist an der Stelle ¢t = % glatt und kann daher
problemlos integriert werden. Die Bessel-Funktion zweiter Art Y, besitzt an der
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3 Randintegraloperatoren

Stelle t = % jedoch eine Unstetigkeitsstelle und das Integral muss entsprechend
angenahert werden.

Fiir die Bessel-Funktion zweiter Art gilt fir + — 0 die Néherung (vgl. [1} Seite
360])

Yo(z) ~ %log(x) .

Wird dies auf den urspriinglichen Integranden iibertragen, gilt:

1 1
—— Yo k|t — 2|,
A ()( 2 )
1 1
~ ——log k|t — =| J;
27 Og( 2 )

)]

1
- ] -
= log(ks) + log ('t 5

)

wird als Singularitdt vom urspriinglichen Integranden subtrahiert und anschliefend
wieder addiert:

Der von t abhéngige Term

L (1
om0 2

1
1 1
Ll
0 2T 2
Der erste Integrand ist aufgrund der oben genannten Néherung glatt und kann nu-

merisch, mittels der Methode quadgk, integriert werden. Das zweite Integral wurde
bereits fiir das Einfachschichtpotential des statischen Falls berechnet:

I (’ 1
——— [ log||t—=
2w Jo 2

JZ) dt = —ﬁ (log(J;) —log(2) — 1) .
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3.2 Dynamischer Fall

Fiir den ersten Teil von ®; gilt damit:

_ IH(l) I A
51 = 4,U o 0 s 2 [
1 [t 1 1 2 1
= — [ iJolkilt—==|T )= |Yolkslt—=|J)—=1 t—=|J; )| dt
g, 90 (=3 = Yo (e 5] ) = Zres (j 5] )]

IR 1
- — log (‘t——‘Ji) dt
2mp Jy 2

. 1
1
= = [ W (k; t— =
4 Jo
1

2 1
| P =
2 JZ) - Og(‘ 2

- 27TM(log(n’) log(2) — 1) .

Ji) dt

Bei der Bestimmung des zweiten Integrals

sy = — /1 o g0 (4 7)) = P g (g J; ) dt
2T aag o T\ Tt B el

wird wieder die Linearkombination fiir die Hankel-Funktion erster Art genutzt:

1
2

1

t— t—=
2

i bk, 1 ks 1
g ), gt (- al) - g (s e 1)
1 ks 1
[ (e 3 e (2]

Mit der Reihendarstellung fiir die Bessel-Funktion erster Art (vgl. [} Seite 360])
1\ ' (—32)"
J == N 47 )
(@) (Q:E) n;)m!(m—l—l)!
kann gezeigt werden, dass der erste Integrand auf dem Intervall [0, 1] glatt ist:

by (ky £ — 8] ) — ks (ks [t~ 3] 7)

[t =3l
s (R ey s (SRR
C o2t -4 & mim 1) 21017 2= mlm T 1)

S

2
242~ ml(m+1)

m=

I 4F) e (ARl -4
)
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Da die Bessel-Funktion zweiter Art an der Stelle ¢t = % eine Unstetigkeitsstelle
besitzt, ist der zweite Integrand nicht glatt und muss durch eine Singularitaten-
Subtraktion geglittet werden. Fiir die Bessel-Funktion zweiter Art gilt der Zusam-
menhang (vgl. [1] Seite 360])

2 2 T T
Yi(w) ~ —— + ~log (5) Tiw) = 5oe+ O?) |

wobei ¢ konstant ist. Wird dieser Zusammenhang in die Differenz eingesetzt und
r= ‘t — %! J; zur einfacheren Darstellung verwendet, ergibt sich:

ksYl (ksr) - kal (kPT)
T

1 2 2 ksr kyr
~ ; |:I{ZS (_ﬂ'kjsr + ;log ( ) Jl(ksT’) — 5 C)

2 ™

2 2 r k,r

— k(= | 2N T (ko) — 222
p( 7T]€pT+7T0g(2) (k1) 2 )}

_ 2 {log (T)kle(ksr) —kilhyr) <k_ ) Ty (kyr)
s r 2 r
ky\ J1(kpr) c

Wie oben gezeigt ist der Term

kSJl(ksr) — ]{Ile(ka)

r

auf dem Intervall [0, 1] glatt und mit der obigen Reihendarstellung fir J; gilt dies
auch fiir den Term:

Jl(ksr) bzw Jl(kpr>
r ) r ’

Da der letzte Summand unabhéngig von r und damit von t ist, liegt fiir den be-
trachteten Term

ksJq (ksr) — kpJy (kpr)

r

eine logarithmische Singularitat vor. Fiir die Singularitdten-Subtraktion geniigt es
das erste Element der Reihendarstellung der Bessel-Funktionen erster Art zu be-
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3.2 Dynamischer Fall

trachten:
2 1| E2r S (—L12e)" k2 & 1k2 2
7r r| 2 —Zm(m+1)! 2 &~ m'(m+1)

) e ()"
1 — m!(m+ 1)!

2 K2k 1
~ o log(r) — ?p} = —log(r) [k — k] .

Durch Subtraktion und anschlieffender Addition dieser Singularitit

/1 kY1 (ks |t — %} Ji) —kyYy (kp ‘t — %’ Ji) dt
: =

/1 KX (ks [t = 5| 1) = Yo (plt = o[ ) KE— K (‘t 1
0 |t_%}Ji "

k2 -k 1 1
+ —/log t——|J;|dt
T 0 2

ist der erste Integrand nun glatt und der Wert des Integrals kann numerisch berech-
net werden. Das zweite Integral wurde bereits berechnet und fiir den urspriinglichen

t—l‘JZ)— tk H{ (k

Term gilt:

ik L
S9 = 4w2J~/ ‘t—l Hl (kp

1
t—=|Ji)dt
1)

: t—3
1 ks o) 1
t—=|Ji) - HY (K|t — 2| J;
4w /‘t— ( 2‘ > |t—% ! ( 2‘ >
(k2 — k2) 1 ik - k2)
A TR, P 1 log(2) — 1] .
(|t g i) A+ [log(J;) —log(2) — 1]

Somit kann das Integral iiber ®;(r) berechnet werden als:

. 1
/@1(’t——‘Ji>dt:Sl+82.
0 2

Nun wird das Integral

/0 Bo(|[6; — gill2) T (0; — g:)
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3 Randintegraloperatoren

mit
by (r) = 2% [ksH§1>(ksr) k0O (k, 7“)] 4— [k2H(1)(k,,r) —kﬁﬂg”(ksr)] ,
wer
r =10 — gill2
und
(b — gi) = (0 — Qi)(fz‘ —g)" _ (= 3)” (Vi — 12h+1 —v)"
" [t~ 3] I

_ (Vi1 — vi) (Vi1 — Uz)T
J?

= J<Ui+1 - Ui)

naher betrachtet. Dazu wird die Darstellung der Hankel-Funktionen als Linearkom-
bination der Bessel-Funktionen erster und zweiter Art verwendet. Auferdem wird
sowohl fiir die Bessel-Funktion zweiter Art der Ordnung 0 als auch der Ordnung
1 die entsprechende Néherung subtrahiert und anschlieftend addiert. Das Integral
kann ebenfalls zerlegt werden:

b 1 1
Oy ([t=2| 0 )T (|t==| ) at (3.2)
0 2 2
o 1
= /q)g (‘t——‘JZ>dt J(Ui+1_vi)
0 2

— i 2H _ — k%H _ 1 ;
a [4002/0 k ( ' ‘ > M < ! 2 Jl) &
+ 2(,02J,L~ /0 |t dt J(/UiJrl — Ui) .

Dabei lasst sich das erste Integral schreiben als:

: 1

_ 2p7(1) 1 (1) 1

i , 1 , 1

= kJO (kpt—ﬁ‘Ji)—ksJo (k: t—3 Ji)dt
it 1 ) 1

+ ml/o k'pYo (k'p t— 5 JZ> — ]{?SYO (k’s t— 5 JZ> dt .

Da die Bessel-Funktion erster Art an der Stelle t = % glatt ist, kann das Integral
numerisch bestimmt werden. Zur Integration der Bessel-Funktion zweiter Art wird
wieder die Subtraktion und Addition der Naherung

Yo(z) ~ % log(x)
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3.2 Dynamischer Fall

fir x — 0 verwendet. Fiir £ = k, bzw. k = k, gilt:

1 2 1 2 1
T 2 T 2

2
Es wird lediglich der von ¢ abhéngige Term
2 1
| _
2o (-3 %)
fiir die Singularitdten-Subtraktion genutzt und es ergibt sich:
b 1 2 1
kYo | Ky t—§ Ji | — kYo | ks t—§ J; | dt
0
! 2 1 2 1
= B2 Yo | Ji] ——1 t——=|J; —1 t——=|J;
G DR (s DR D)
e [YO <k Ji)}dt
1
=1 [ v (k;p
0
1
— kK / Yo (k
0

2k2 [t 1 2k2 1 1

™ Jo ™ Jo

1

1
t— =
2

1
t— =

+

Die Integrale {iber die Bessel-Funktion zweiter Art konnen nun numerisch berechnet
werden, da der Integrand aufgrund der eingefiigten Naherung ausreichend glatt ist.
Das Integral

/01 log ('t — %‘ Ji> dt = log(J;) — log(2) — 1

wurde bereits berechnet und kann entsprechend ersetzt werden. Unter Verwendung

des Zusammenhangs

w2

A2

o
Toop

ergibt sich mit dem Vorfaktor ﬁ:
t— =

. 1
_ 1 21D 1 211(1) 1
S3 = 4—&}2/0 kaO (kp t-g’Jz) _ksHO (ks B Jz) dt
t— =

k2t 1 1 2 1
_pP ; ) - _ =
12 /0 iJo (kp 5 Jz) + - log (‘L‘ 5

und k; =

t— =

5 Ji) ~ Y, <k,,




3 Randintegraloperatoren

/{32 1
- = iJo (ks

2
4w /o

1
t— =

t— =
2

Ji) - Y (ks
1
!5

. 1 A
1 9 9 21
+ m(kp_ks)/ ;log(‘t——

i ! 2i 1
— — k2| 8WY (& ) = Zog [ |t ==
4w2[p/0 0 \" 2J . 2

2 1
Ji) + —log (‘t— —
T 2

JZ) dt

Ji) dt

! 1 2i 1
_ 2 H(l) _ . _ 1 — .
kS/OO holt = 5| Ji ) = log (|t = 5| ) di
A+
— 2 P (log(J;)) —log(2) — 1) .
27TMAJFQM)(og(J) 0g(2) — 1)

Das zweite Integral der Gleichung |i wurde bereit~s im ersten Teil berechnet und
kann nun eingesetzt werden. Fiir das Integral iiber ®5 gilt daher:

I

Setzt man die beiden Teile zusammen, ergibt sich fiir die Diagonalelemente:

Jz) dt = S3 — 282 .

1
Ji/ D, (04, 9;)dt
0

1 1
= Jz’/ Dy (J|0; — gill2) dt I+ Ji/ Do ([0 — gill2)dt J(vigr — vi)
0 0

Ji [81 + 82] I + Jz [33 - 282] J(UZ‘+1 - Uz‘) .

3.2.2 Doppelschichtpotential
Fiir das Doppelschichtpotential auf dem Rand

(D) (z) = / T, (@, 9)] () ds(y)

oD

gilt nach der Diskretisierung des Randes 0€2 mit n Stiitzstellen der Zusammenhang:
n 1 .

S| [ @t (= 0+ o7 gy (e

j=1 L0

Vor der Bestimmung von ¢ wird die Berechnungsvorschrift fiir den Kern
T, (P (z,y)) ermittelt. Der durch

T,(2) = Adiv(z) v+ 2u (v' grad) z + pdiv(Qz) Qu
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3.2 Dynamischer Fall

gegebene Traktionsoperator 7' wird an dieser Stelle beziiglich y angewendet. Dabei
ist v der nach auften gerichtete, normierte Normalenvektor auf dem Rand 0f2 und

() die Matrix:
0 1
o=(10)-

Bei der Anwendung des Traktionsoperators auf die Fundamentallosung der Navier-
Gleichung ergibt sich die folgende Berechnungsvorschrift:

7, @l )] = [T, (Bl —yl)1)] + [T (Eallle vl I~ )]

Mithilfe der Produktregel des Traktionsoperators fiir eine Funktion f und eine
Matrix G
T(fG)=T(f1)G+ [T(G)

lasst sich die Berechnungsvorschrift umformen zu:

17, @ )] = [T, (81— ul)1)] 4 [T (Bl — 1) T~ )]
+ (e =yl [T, U= )] -

Fiir die Berechnung der ersten beiden Summanden wird die in Kapitel fiir
stetig differenzierbare Funktionen bewiesene Regel

Sz = yll2)
|z —ylla
+ pw(x) (z —y)I]

T (f(llz = yll2)]) (@)@ —y)" + ple —y)v(z)"

verwendet. Daher geniigt es die Ableitungen von ®; und ®, zu bestimmen, um die
Anwendung des Traktionsoperators zu berechnen. Dabei gilt fiir die Ableitung der
Hankel-Funktion 1. Art der Ordnung 0 bzw. 1:

OH (kx)

(1) (1)
D) a9 ) b, 20 ) H_<k>>
X

_ (1) _
or k (HO (kz) kx

Fiir die Ableitung von ®; ergibt sich unter Verwendung der Quotientenregel:

ke, HY (kyr) — B HSY ()

8@1(7”) _ik’s 9 D

— —ZHP(k,
87" 4,& 1( T)

1
4wy

r

- kgHg”(kerkgHg”(ksr)} .
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3 Randintegraloperatoren

Analog gilt fiir die Ableitung von Dy

kagl)(kpr) - kngl)(ksT)
T

Dy (r) i

5. S | FHY (ker) — kgHG" (Kyr) + 2

i

_|_ -
42

R (k) — B3 ()|
Mit der Matrix:

Ui(y,z) = w(y)(y — )" + puly — 2)v(y) "+ pe(y) (y — o)1

und 7 = ||z — y||2 ergibt sich fiir die ersten beiden Summanden:
- T
7, (@)1 )]
o,/ (r
= 2 g7
' ; (1) _ (1)
ks HO () — — o Rty (kyr) — kHY (ksr)
dpr 4w2y? r

= RH (r) + R2H (k)] ) Uiy )T

7, (@:(0)1) J(x— )| :

= 20 )i -y

B 1
N Qw22

b (RO - B 0] ) B0 )T

kagl)(ka) - kngl)(ksr)

r

K2HY (kor) — K2H (k1) + 2

Dabei gilt fiir das Matrix-Produkt:
Uiy, 2)J(z = y)]" = J(z —y) Ui(y,2)" .

Da die Matrix
(z—y)(z—y)"

I = ylf3

jedoch symmetrisch ist, lasst sich das Produkt vereinfachen zu:

J(z—y) =

Uiy, 2)J(z —y)]" = J(z —y)Us(y,z)" .
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3.2 Dynamischer Fall

Mit dem Zusammenhang

T, (I — )T = = [+ 20y — )T + uly — 2)o(y)"

r

+ w(y) (v —2) (I~ 4 —y)]
= ?;2 UZ(?/?‘T)T ’

der bereits fiir den statischen Fall hergeleitet wurde, kann auch der dritte Summand
bestimmt werden:

(DQ(T)

1, )] = 20 ()T

_ l <2w2 (B (k) = i (k)|

+ g B0 ) = 280 )] ) Uaty)”

Damit ergibt sich fiir die Anwendung des Traktionsoperators auf die Fundamental-

l6sung;:

_|_

_|_

(T, (®u(z,9))]

ik, ) i
_ kor) —
< dprt (o) 4w?r?

KZH (yr) + K2 (o) ) Uy, )T

<2w2 2

[k3H D (kyr) — kg’Hgl)(kpr)D J(z —y)Ui(y,z)T

ke, B (kyr) — K HSY (kyr)
T

2-L

k,HY (k,r) — kHY (kyr)
T

K2PHGY (ko) — k2HY (k) + 272

4w2

l(w [k:H (kyr) — k,HO (, T)}

o [k:;H (kyr) — k?Hél)(lgsr)]) Un(y.z)"

Aufgrund der komplexen Berechnungsvorschrift von [7}, (®,,(z, y))]T wird lediglich
die Einordnung der Eintrége in die Matrix A (vgl. Seite dargestellt:

1 1
A2i71,2j71 = Jj/o [Ty<®w(@lagj))];|—1 dt ) A2i71,2j = J]/O‘ [Ty(q)w(@lagj»]]; dt 3

1 1
Aginj1 = Jj/o [T, (D, (B3, 95))] g A, Agig; = Jj/o [T)(®o (04, g7))]9y At -
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3 Randintegraloperatoren

Diagonalelemente

Aufgrund der Zusammenhénge (a) — (d) (vgl. Seite 22| f.) und der Definition des
Normalenvektors n, (vgl. Seite D gilt fiir das Skalarprodukt n, (y — z):

1 /(o v i 1 v v
T AN +1l,y = Viy i+1l,x = Vix .
ny (9: = %) Ji ( Vig — Vitle > ( 2> ( Vitly — Viy )
Damit konnen die Matrizen U (y, x), Ua(y, ) und Uy (y, z)J(z — y) zu
Uiy, 2) = My (gi — )" + (g — ) n,

1
= (t — 5) |:>\ny (Vig1 — Ui)T + 1 (Vig1 — ;) nﬂ ;

Us(y,z) = (A+2u)ny (g, — o) + plgi — 05)n,)

= (t - %) [(z\ +2u)ny (Vi = vi) "+ p (Vi1 — ) ”H

und

. 1
Ur(y,2)J(x —y) = Any(g; — 0;) | = (t — 5) Ay (Vi1 — )

vereinfacht werden. Nach dem Ersetzen der obigen Definitionen und Vereinfachun-
gen in der Berechnungsvorschrift fiir [T} (®,,(¢;,¢;))]" und anschliekender Sortie-
rung der Terme, gilt:

[T, (®u(05, 9:))]
ik 1 (kg [t — 1| )

= — _1 AT N, T T
— g () Dt T =]
_ iﬂkagl) (kp ‘t - %‘ Ji) — k‘ngl) (k‘s ‘t — %‘ Ji) o 1

ol =3 2 2

.
[(Uiﬂ — Uz)”; + ny(vig1 — Uz’)T]

i 0 e 120 10 =40 )
+ ] t— =
2.7 (e 2
[('Ui-i-l - Uz)n;— + 1y (Vi1 — Uz‘)T]T
BHY (k|6 = L 7)) — BBY (K, [t — 1] J; 1 T
n = i | 2‘ ‘t)_ %ﬁ]@ i P‘ 2‘ ) <t— §>[>\ny(vi+1 —v;)"]

64



3.2 Dynamischer Fall

Da die Berechnungsvorschrift sehr langlich ist, werden im Folgenden die Summan-
den einzeln betrachtet.
Fiir den ersten Summanden muss das Integral

1 t — 1
/ ) (k JZ) 1 2. dt
0

1
t— 3
bestimmt werden. Dazu wird die Darstellung der Hankel-Funktion H(ll) als Linear-
kombination der Bessel-Funktionen erster und zweiter Art

1

t— =
2

HY (2) = J1(2) +1Y1(2)

genutzt.
Aufgrund der Reihendarstellung der Bessel-Funktion erster Art (vgl. [1] Seite 360])

LV (3
Til) = (5”3) ]; K%+ 1)
besitzt der Integrand von

! 1 t—1
/0 Ji (k t—E‘Ji) = |dt

keine Singularitdt an der Stelle ¢t = % Mithilfe der Aufteilung des Integrationsbe-
reichs und anschlieffender Substitution von ¢ = 1 — s ergibt sich:

1
/Jl(ks
0
2 1 o1 1 1 f_1
= /2J1<k’s(——t>Ji>l 2dt+/J1<ks(t——)J,-) 2 dt
0 2 §—t 1 2 t—§
2
> 1 1

o) (-2

= 0.

t—

Il
— o
=
VR
ol
vy
VR
w
|
o |
~_
>

-

Da die Bessel-Funktion zweiter Art an der Stelle t = % eine Singularitéit besitzt
wird die Naherung (vgl. |1} Seite 360])

Y1 ([E)

2
|
|
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3 Randintegraloperatoren

vom Integranden subtrahiert und anschliefend wieder addiert:

L 1 t—1
/Y1 (k: = Ji) 2 dt
: 2| ) T3]
1
= / Yl (ks
0

1 _1
/ 2 it BPTY
0 kslt—%|7TJZ’t—l

2

! 2 t—% 9 1
/0 k|t — | mi |t = §] dt_ksm]i/o t_%dt

wurde fiir das Doppelschichtpotential des statischen Falls als Cauchyscher Haupt-
wert berechnet und hat den Wert 0.

Durch Subtraktion der Néherung ist die Bessel-Funktion zweiter Art ausreichend
glatt und der Wert des Integrals kann ermittelt werden:

/IY(k; JA)+ 2 L= g
o |\ ) k|t =L g | |t -4
3 1 2 t—1
— Y Z_ . 2
/0 1<ks (2 t) Jl) TR JﬂT] 1t «

1 2 t—1
Y (ks (t—=)J ) + 2 dt
' ( ( 2) ) ks (t - %) Jiﬂ-] - %

t —

t —

1 2 t— 3
2 JZ)*;fs)t_;\m] o

Das Integral

1
2

t —
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3.2 Dynamischer Fall

Das Integral des ersten Summanden nimmt somit den Wert 0 an und fiir den ersten

Summanden gilt damit:
S1 — 0.

Fir den zweiten Summanden
i R (ky [t = 3].0) — kHE (b [t~ 3].0)

o (G
(t - %) [(vier = vi)y + my (i — )]
wird im Folgenden der Wert des Integrals
R HE ([t~ 3] 0) — kO (ko= 4 0] 14
i t—3f

1
/
bestimmt. Fiir den ersten Bruch wurde bereits beim Einfachschichtpotential des
dynamischen Falls gezeigt, dass er lediglich eine logarithmische Singularitét besitzt

(vgl. Seite [55| ff.). Daher kann der Bruch durch Subtraktion und anschliefender

Addition von

1
-1 k?
—log(7)

mit k = k, bzw. k = k; geglattet werden. Nach dem Kiirzen des zweiten Bruchs

t—3 1
=5t

gilt fiir das Integral:

/1 e, 1Y (e |t — 3| ) —
o | ’t_%|
[l 300 ) = 1)
| t—3
i(k2 — k2) 1 1
05— (- )] Ly
'k2_k,2 1
+ M/log(ﬂt—l’) 11dt.
o 2|)t—1

™

D (et —1]7)] ¢—1
kHY (K, |t 2‘JZ)]‘t 2|2 y
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3 Randintegraloperatoren

Da der erste Integrand lediglich eine %-Singularitéit besitzt, kann das Integral als

Cauchyscher Hauptwert berechnet werden:

/

kB (e |t — 3] ) — kHY (B [t — L] )

: k?_k.2
Mlog(ﬁ-
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3.2 Dynamischer Fall

Fiir das zweite Integral kann ebenfalls der Cauchysche Hauptwert berechnet werden:

! 1 1
log <J,- t— —D dt
/O 2|) t—3
= i %_61 J L
= g [ e (5

! 1
- g [ (e-3)

2

= lim0=0.

e—0t

Somit nimmt das gesamte Integral des zweiten Summanden den Wert 0 an und
daher auch der Summand selbst.
Fiir den dritten Summanden

i kgl (ky |t = 3| Ji) = K2 (k. |t = 3] )
e £ 32

S3 =
1 T 71T
t— 2 [(Uz‘+1 —vi)n, + ny(vig — v;) }
gilt es den Wert des folgenden Integrals zu bestimmen:

! 1 t—1
/ K2HY ( &, Ji) = k2HY (ko |t = 2|, 2 dt
0 2 [t = 3l

Die Hankel-Funktion 1. Art der Ordnung 0 kann als Linearkombination aus den
Bessel-Funktionen erster und zweiter Art dargestellt werden:

1
t— =
2

H{" (2) = Jo(z) + iYo(z) .

Wie fiir das Einfachschichtpotential gezeigt, kann die Singularitit der Bessel-Funk-
tion zweiter Art durch Subtraktion und Addition des Terms

2 1
(11
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3 Randintegraloperatoren

ausgeglichen werden. Damit gilt fiir das urspriingliche Integral mit k = k,, k,:
1

1

/ KHY (k ‘t - -

0 2

= k2/1 HO (&=L 7) = Ziog (fe— 2

o L ° 217')  m 2

2ik2 1 1 1
T og (‘t—— Ji) i

T Jo 2 —%

1
t—3

Ji) ——2 at
) =3I

1
J)} — dt
t—3

Da der Integrand des ersten Integrals nach der Singularitdten-Subtraktion nur noch
eine %-Singularitéit besitzt, kann der Cauchysche Hauptwert des Integrals bestimmt

werden:
1 1 2i 1 1
H(l) Bl I A I | 7
[ () =T (e 3] | 2
37e 1 % 1
= 1 HY (k(=—¢) 7 ) - 21 )
g {7 [0 (6 (5-0) 1) - 2 ((5-1) 2)
+/1 O (g (L) 7)) = 2y A
I o)) T w8 2 )
1. .
> 1 2i 1 1
o (1) RN T 1) g _
= Eli)%}r{/l [HO (k(s 2) Jz) 7rlog(<s 2) Jl)} %—5( 1) ds

! 1 2i
+ / [Hé” (k: (t — —) JZ») — = log
1., 2 7T
2

Das zweite Integral wurde bereits als Cauchyscher Hauptwert ermittelt und ist
ebenfalls 0. Da beide Integrale den Wert 0 annehmen, hat das gesamte Integral und
damit der dritte Summand den Wert 0.

Aus dem vierten Summanden

KUY (k¢ — 2| 7)) — kHY (k, |t — 2| J, 1
o 1 ( ‘ 2‘ |t)_l‘3- 1 ( p| 2| ) (t——> [)\ny(viH—Ui)T}T
2 (2

Sq4 =
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3.2 Dynamischer Fall

muss der Term

EHD (k |t - 3] ) — R (k, [t — 1] ) (t . 1)
t—1] 2

tiber das Intervall [0, 1] integriert werden. Wird die Differenz auseinander gezogen,
ergibt sich der folgende Zusammenhang:
1 t— =
- J)
[ \

1 ) t—— 1 1
k3/0 H{ (k; J) ‘ k:;’/o H{ (k;p

Fiir den ersten Summanden wurde bereits gezeigt, dass mit k = k,

! 1 t—1
/ HY (k‘t——‘Ji) 2 dt=0
0 217/ =5l
gilt. Somit gilt der gleiche Zusammenhang auch fiir k£ = k, und das Integral des
vierten Summanden nimmt den Wert 0 an. Daher hat auch der vierte Summand
den Wert 0.

Somit nehmen alle Summanden den Wert 0 an und fiir die Eintrage in die Matrix
A ergibt sich:

1
i

Agi19i-1 = Agi—12i = Agiii1 = Azigi = 0.

3.2.3 Traktion des Einfachschichtpotentials
Die Traktion des Einfachschichtpotentials auf dem Rand

(Do)(x) = T (S () = /im T (Pu(2,y)) ¥ (y) ds(y)

hat nach der Diskretisierung des Randes 02 mit n Stiitzstellen die folgende Form:

n

Z |:/0 T; ((I)w(‘ra (1 - t)Uj + tl)j+1)) Jj dt 77/](@])

j=1
Der bereits bekannte Traktionsoperator
T(z) = Adivz v+ 2u (v grad)z + pdiv(Q 2)Q v

wird an dieser Stelle beziiglich x angewendet. Dabei ist  der nach aufien gerichtete,
normierte Normalenvektor des Kollokationspunktes x und ) die Matrix:

o-(_14)
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3 Randintegraloperatoren

Bevor das lineare Gleichungssystem nach v aufgelost werden kann, wird die Be-
rechnungsvorschrift fir den Kern 7, (®,,(z,y)) bestimmt.

Bei der Anwendung des Traktionsoperators auf die Fundamentallésung der Navier-
Gleichung ergibt sich der folgende Zusammenhang:

L (@u(ay) = T (®illle = yl)]) + T (P2l = yl)1) I~ y)

+ Py ([lz —ylo) T (J(x —y)) -

Fiir die Berechnung der ersten beiden Summanden wird die Regel fiir stetig
differenzierbare Funktionen, die bereits in Kapitel bewiesen wurde, verwendet:

Sz = yll2)
|7 —yll2

+ u(z) (z—y)I] .

T (f(llz = yll2)]) (@)@ —y)" + pla —y)v()'

Die Ableitungen von ®; und ®, wurden bereits fiir das Doppelschichtpotential
berechnet und kénnen an dieser Stelle genutzt werden:

1
4wy

a@l(r> _ _&Hgl)<ks/r_)

Sy () — R HY (k)
or 4p

r

— K2 () + 2 (k)|

Ps(r) i 2er(l) 2er(1) kB (kyr) — B HSY ()
i
+ 1 [kagl)(ksr)—kgHgl)(kpr)} .

Mit der Definition der Matrix

Ui(z,y) = A(z)(@ —y)" + ple —y)v(e)" + pr(z)" (@ —y)I
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3.2 Dynamischer Fall

und r = ||z — y||2 ergibt sich fiir die ersten beiden Summanden:

T, (9:()1)
o, (r
= 17"( )U1<l’,y)
ks H(l)(k ") - i 2kij§1)<kp’r) — ke, HY (k)
4pr bV 4w?r? r

— 2R (hyr) + 21 (k)] ) U,

T, (ég(r)f) J(z —y)

= %;(T) Ur(z,y)J (x —y)

B 1
N 2272

1
+ o KD () kgng(kpr)D Ur(w,y)J (x —y) .

k1YY () — ke HY (o)
T

K2HY (ko) — k2HY (k) + 2

Da fiir den statischen Fall der Zusammenhang

T~ y) = 5 [0+ 2@ e— ) +ule — o)
b () (e ) (1~ 4T~ )]
= %UQ($7y)

bereits hergeleitet wurde, kann auch der dritte Summand bestimmt werden:

by ()T (e —) = "2 0(w,y)

L
—— <—1 [k;SH(ll)(k:Sr)—ka(ll)(kpr)]

r2 \ 2wy

+ o [/c?Hg”(k;pr) - k§H§)1>(/<;sr)D Us(z,y) .

4w2 p

73



3 Randintegraloperatoren

Damit gilt fiir die Anwendung des Traktionsoperators auf die Fundamentallosung:

T, (®u(,y))

iky 1) i
= | ——H; (k) —
( dpr (sr) 4uw?r?

= BH () + B2 (k)] ) U, )

1
+ <2w2r2

1
+ o KD k) - kgH§1>(kpr)D Us(z,)J (x — y)

kagl)(kﬂ") - kngl)(ksm

r

ke, HYD () — ke HY (ko)

r

K2PHSY (ko) — K2HY (k1) + 2

1 i
+ (wr [ H (k) = i (k)|

i
t 12 [’fﬁHél)(ka) - kﬁﬂél)(ksr)]) Us(z,y) .

Aufgrund der komplexen Berechnungsvorschrift wird an dieser Stelle lediglich die
Einordnung der Eintrdge in die Matrix A dargestellt:

1 1
Agiq9j-1 = Jj/ T @y (05, g;)] At Agi19; = Jj/ T2[®,,(0;,95)] dt
0 0

1 1
Agigj1=Jj / TP, (05, 95)] At ,  Agioj = Jj / T2 (@, (05, 9;)] dt .
0 0

Diagonalelemente

Das Skalarprodukt n] (9; — ¢;) nimmt aufgrund der Zusammenhiinge (a) — (d) (vgl.
Seite|22|f.) den folgenden Wert an:

-
TLT(@ . g) o l Vit+ly — Uiy l ¢ Vit1,z — Vix 0
3 K - - .
v Ji \ Vig — Vig1g 2 Vitly — Viy

Damit vereinfachen sich die Matrizen zu

Ui(z,y) = Ang(0; —g:)" + (0 — g:)ngy
1

N (5 - t) [/\nx<vi+1 —v) "+ p(vir — Uz)”ﬂ ’

A+ 2m)na (0 — g) " + pln — gi)n)

= <% — t) (A + 20)n0 (vigs — v3) " + p(viga — vi)n, |

U2(£> y)
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3.2 Dynamischer Fall

und

1

U)o =) = A= 07 = (5= ) Analen = )"

Werden die obigen Definitionen und Vereinfachungen in der Berechnungsvorschrift
fir T, (®, (04, g;)) ersetzt und die Terme sortiert, so gilt:

T, (®o,(0i, 95))
ik, 1

- 5 = t) Ma(is =) " + p(viss — vi)n,
T (o ) P = i vn

i LY (0 3 = 8] ) — R (i |3 — o] 1)
o -

1
(5 - t) (Vi1 — vi)n, + ng(vigr — v;) ']

i KpHG” (ky |3 —t] Ji) — KM (k|5 — 1] 1)

27 -
1
<§ — t) [(Ui—i-l — vz)n;r + ng;(’UH_1 — UZ')T]
RBHY (k| =t i) = B3HY (K, |2 =t ) /1
+ e s 71 ( |2 | l)_ﬂpj'l (P‘Z ‘ ><§_t))\na¢(vi+1_vi)T
2 (2

Da die Berechnungsvorschrift sehr langlich ist, werden im Folgenden die Summan-
den einzeln betrachtet.
Fir die Berechnungen werden der folgende Zusammenhang

und die Umformung

verwendet.
Fiir das Integral des ersten Summanden gilt:

3t L)
Ji)f—dt — (—1)/ H| (k:
|3 — 1| 0

-1
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3 Randintegraloperatoren

Dies wurde bereits bei der Berechnung des Doppelschichtpotentials bewiesen. Das
Integral des zweiten Summanden kann durch Umformung ebenfalls auf ein beim
Doppelschichtpotential verwendetes Integral zuriickgefiihrt werden:

[ G L ) =t
o - 17

2_ dt
=3l [t -4

oy [l g0 R (e ) )
0

= (-1)-0.

L t
2

Fiir das Integral des dritten Summanden gilt die Umformung
1

1 1 1_¢
/ {k}%Hg) (k;p JZ-) — k2HgY (k: 5 —t‘ J)} 2 dt
0 31|

1
= (-1) / {kgﬂg” (k;p t—5 Ji) — k2 (k:
0

1 t—=

)] e
|t - 5\

Das erhaltene Integral wurde bereits fiir das Doppelschichtpotential berechnet und

hat den Wert 0 (vgl. Seite . Das Integral des letzten Summanden

/1k3H(1)k:1 i) —euo (5|1 J %_tdt
o Lot \lz ) e Ul ) TR

hat nach der Umformung die Form
t— 1
-1 J)}
[t =3l |

-t

1
t——

1
1
o [ [ (o= 5] 2) - e (i,
und nimmt, wie bei dem Diagonalelement des Doppelschichtpotentials gezeigt, den
Wert 0 an.
Da alle Integrale den Wert 0 annehmen, haben die zugehorigen Summanden und

damit die gesamte 2 x 2 Matrix den Wert 0. Fiir die Eintrage in die Matrix A gilt
daher:

Agi19im1 = Agi—19i = Agiii1 = Az = 0.

3.2.4 Traktion des Doppelschichtpotentials
Die Traktion des Doppelschichtpotentials auf dem Rand hat die Form

(Now)(2) = Tb (Doth(a) = T ( [ et o) ds<y>)
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3.2 Dynamischer Fall

und kann auch mithilfe der Traktion des statischen Doppelschichtpotentials be-
schrieben werden:

(Vo) (x) = (Notp) () = (Noy)() + (Not) () -

Da die Differenz (N,v)(x) — (No)(z) nach |5} Seite 611] eine logarithmische Sin-
gularitét besitzt, kann eine Vertauschung von Integration und Differentiation vor-
genommen werden. Fiir den verbleibenden Term (Ngi)(x) ist unter bestimmten
Voraussetzungen (vgl. [5) Theorem 2]) eine solche Vertauschung ebenfalls moglich.
Im weiteren Verlauf wird die Differenz

(N ) (@) = (Neoy ) ()

betrachtet und gezeigt, dass eine logarithmische Singularitéit vorliegt.
Zunachst wird lediglich N, betrachtet, um den Kern herzuleiten. Nach der Dis-
kretisierung des Randes 0f2 mit n Stiitzstellen gilt daher der Zusammenhang:

n 1
> [/ 1 ([Ty (Do, (03, (1 = t)v; + tUjJrl))]T) Jy dt w(@ﬁ} :
j=1 /0

Der Traktionsoperator

T,(2) = Adiv(z) v+ 2u (v grad) z + pdiv(Qz) Qv

wird an dieser Stelle sowohl beziiglich y als auch beziiglich x angewendet. Dabei ist

@ die Matrix
01
(1)

und v der entsprechende, normierte Normalenvektor, der ins Aufsengebiet gerichtet
ist.

Die Berechnungsvorschrift fiir [T}, (®,,(z,y))]" wurde bereits beim Doppelschicht-
potential hergeleitet und es gilt

1y @) = Py a7 2R g7
Bafllr —yll), o
RN
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3 Randintegraloperatoren

kagl)(ka) - kngl)(ksr)

r

B/(r) = — O -

2
Ap

4wy
— k2 (k) R2H (k)]

i e HY (k) — k,HW (K,
By() = o K2 (k) — KB (k) 2t ) Rl ()

1
42

,
[ () — (D ()|
und
Uiy, ) = (y)(y — )" +puly —2)v(y)" +pv(y) (y — )1,
Us(y,x) = (A + 2w (y)(y — 2) "+ ply — 2)v(y) "+ pv(y) (v — o)l —4J(z —y)].
Unter Verwendung der Produktregel fiir eine Funktion f und eine Matrix G
T(fG) = T(f1)G + fT(G)
gilt fiir die Anwendung des Traktionsoperators auf die obige Vorschrift:
T, (IT(Pu(z,y))]")

&) "l — &) "(|lx —
Tz MI Ul(y7 x>T + MTCE (Ul(y’ I)T)
lo =yl I =l

+

‘i’2'(||$—y||2) T
T, | ———I1 | J(x—y)Uy(y,x
( lo—gle ) 779G
&' (|| = yll2)
[z —yll2

Do ([l — yll) T, Palllz —yll2) T
tL ( EETE I) Gl + Ty =)

Die Berechnung von T, ([T, (®.(z,y))]") orientiert sich an [5 Seite 607] und wird

durch weitere Rechenschritte ergdnzt. Dabei werden die in Kapitel |3.1.2|und |3.1.4]

bewiesenen Rechenregeln und Ergebnisse verwendet.

Bei der Bestimmung der Traktion des Doppelschichtpotentials fiir den statischen

Fall wurden bereits die Zusammenhénge

T, (Ui(y,2)") = =2 A+ 2u)v(x)v(y)" — 207 [v(y)v(z)" + v(z) "v(y)I] |

1 Uan)) = ) (= o) 20

— 20 Pwla)u(y) T + (@) + () vy [ - 20 (z — y)

L T, (J(x — y)Ui(y,2)7)

200 + ) (A + 2p)v(2)r(y)
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3.2 Dynamischer Fall

mit
Us(w,y) = A+ 2pv(@)(x —y)" + ple —y)v(a) " + () (z - y) [I - 4J(z - y)]
hergeleitet (vgl. Seite [44). Das Produkt

Uiy, ) J(x —y)

= [y —2)" +uly—2)v)" +wly) (y— )] @)l —v)”

lz = ylI3

kann, wie fiir das Doppelschichtpotential im statischen Fall gezeigt (vgl. Seite ,
vereinfacht werden zu:

Ur(y,z)J(x —y) = w(y)(y —2)" +2uv(y) " (y —2)J(z —y) .

Nach dem Transponieren

J(@—yUily,z)" =My —2)v(y)" +2u(y) (y — 2)J(z —y)

kann der Traktionsoperator angewendet werden und es gilt:

T, (J(z — y)Ui(y,2)")
= M ((z—yv(y)") — 20T, (v(y) (@ —y)I) J(z — y)
+ 2u(y) (y — 2)To(J(z — y))

= 2 M+ p)r@@)v(y)" +2uv(y) (y — ) Uaf2,y)

|z —yll3
— 2u w(e)v(y) "+ (y)v(z)' + pe() vy)l] J(@—y) .

Fiir die Bestimmung von

/(| — By (|2 —
(M) e imr v (Bl

[l = yll2 I —yll3

wird die in Kapitel vorgestellte Regel [3.1]

o (F(lz =yl D) = H (@)@ — 9)T + e — ()T
© ) (@ — )]
(- yll)

Ui(z,y
le—glz @Y
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3 Randintegraloperatoren

fiir stetig differenzierbare Funktionen verwendet. Die Terme haben daher die Form

- (MQ B (émnx—ynz))’ U (2. )

Hm—ME H$—Mb Hx—ﬂb

& (lx —ylla)  ®/(lx —yll2) | Ui(z,y)
|z —yll2 lz—yl3 | lz—yll2’
bzw.
~ ~ /
o (Sllz—yl) )\ _ (P2llz—yl2) ) Uilzy)
Iz —yl13 |z —yll3 |z =yl
O/l —yll2)  2®2(llz —yll2) | Uiz, y)
|z —yll3 |z —yl3 |z = yll2

Fiir die Berechnung der zweiten Ableitungen wird die Ableitung der Hankel-Funk-
tion 1. Art der Ordnung 0 bzw. 1

OHY (k) W oHY (kx) W HY (k)
e = —kH (kz) bzw. =k | H (kx)—T .

w?

verwendet. Unter Anwendung der Quotientenregel und des Zusammenhangs p1 = %5
ergibt sich fiir die bendtigten Ableitungen

~ 0d,(r
(131”(7“) _ alr()
ik ) i1 317(1)
=~ k) = 5 (5 [k Gyr) — 2620 (k)|
3 6
b [ 0r) — 2] - % [0 ) i )] )
bzw.
) b,
CDQ”(’T‘) _ 882T(T)
i 3
- = (kéHé”(lfsr) — kg HE ) + 5 [ (k) — R2HL )|
6 7 opr) 211 12 (1) (1)
+ [kaO (k) — k2H (ksr)] -3 [kal (k) — k HS (ksr)] .

Im Folgenden werden die Ableitungen jedoch nicht durch ihre Berechnungsvor-
schrift ersetzt, da dies zu einer sehr komplexen Darstellung von 7T}, <[Ty(CI>w(x, y))]T)
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3.2 Dynamischer Fall

flihren wirde.

Insgesamt ergibt sich mit r = ||z — y||2 die Berechnungsvorschrift:

mit

1
ﬁUl(xvy)Ul(ywr)T 9
T, (Uily,0)") = WP (@,y) |
1
ﬁUI(I,y)J<I',y)U1(y,SL’)T 3
1
Tx (‘](‘27 - y)Ul(y7 x)T) + T_QUl('T7y)U2(ya x)T - WQ(Q)(xay) )

T:c (UQ(yvx)T) - %U1<J],y)U2<y,l‘)T .
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3 Randintegraloperatoren

Es wird lediglich die Einordnung der Eintrige in die Matrix A (vgl. Seite dar-
gestellt, da die Berechnungsvorschrift sehr komplex ist:

Diagonalelemente

Da die Indizes 7 und j identisch sind, sind die aus der Diskretisierung resultierenden

Normalenvektoren n, und n,, (vgl. Seite im Diagonalfall ebenfalls identisch. Fiir

die Skalarprodukte n, (g; — 0;) bzw. n] (0; — g;) gilt aufgrund der Zusammenhinge

(a) — (d) (vel. SeitePIL):

-
. 1 Vit1y — Ui 1 Viglz — Uj .
ny (gi—0;) = —-( T t— = e M) = g (0 —gi) = 0.
J; Viz — Vitlz 2 Vitly — Viy

Damit kénnen die zur Darstellung der Berechnungsvorschrift verwendeten Funktio-
nen

WM (x,y) j=12, k=0,1,2

vereinfacht werden. So gilt fiir die Funktion

WI(Q)(‘Tay) = QUl(xvy)Ul(yax)T

|z —yll3
mit

Uy, z)" = My —a)n, +puny(y—z)" + pun, (y —x)I ,
Ui(z,y) = Ing(z—y)" +plx —y)n, + pn, (z —y)I
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3.2 Dynamischer Fall

der Zusammenhang:

Wl(z) (171'7 91;)

1 . R
= ——— Ui (9, 9:) Ui (g5, 9) "
”Uz' - gi||2
1 . R
= . 2 [/\nx(vi —gi) "+ p(®; — gi)n;;r]
10 — gill;
[Mgi — 0i)n,, + pny(g: — 0:) "]
1 . . . .
- 1~ 2 N1 (D; — gi)T(gi - Uz)n;,r + Apng (0; — gi)Tny(gi - Uz‘)T
o~ 9l —rr
+ (D — gi) ng (g5 — 0) ny, 4 12 (0 — gi)ng ny (g5 — o)
=0
1 . .
— BT e—— [A2n$(vi — gi>T<Ui — gz)n;
||Uz‘ - gz‘||2

+ (0 = gi)ngny (0 —g:) ']
Da die Normalenvektoren n, und n, normiert und fiir das Diagonalelement identisch

sind, gilt:
=1.

Auferdem gilt der Zusammenhang
~ T/~ ~
(0 — 1) (0 — gi) = [[o: — gill
womit sich die obige Funktion weiter vereinfachen lasst:

ot —g) (0 —gi)"

2) /A ~
Wi (05, g1) = —Nngny — oo —Nngn, — 2 J(0; — gi) -
7 i)

Die Funktion
2
Wi (@, y) =T, (Ui(y,2)7) = WP (z,y)

mit
T, (Ui(y,z)") = =2X(\ + 2p)ngn,, — 24° [nyn, +n nyl|
kann mit den oben gemachten Annahmen ebenfalls vereinfacht werden:
Wi (i, gs)
= T (U1(9i,@i)T) - W1(2)(ﬁiagi)
= —2\(\+ 2,u)nzn; —20% [nyn, +ngn,l] + /\2715571;/r + 12 J (05 — g;)

1
= —N'ngn, —4A\pngn, — 2" |nyn, +1— §J(@z‘ — 9i)

83



3 Randintegraloperatoren

Fiir die Funktion WQ(Q)(x, y) gilt analog:

1

2) . ) .
Wz( )(Uz’agi) . HA—QUl('Uiagi)‘](vi — g)Ur (g, 0:) "
v; — 9i||2
1 A N i — g:) (0 — gi) "
= ————— (0 — i) " + (i — gi)n, | ( - ) 5 )
10; = gill5 10: — gill3
[A(gi — 0i)ny + pny(g; — 7) ]
= —)\ann; )

Die Funktion

1
Wél)(x,y) =T, (J(z —y)Ui(y,2)") + m(ﬁ(% y)Us(y,z)" — WQ(Q)(%Q)
2
mit
UQ(ZL‘7y)
Iz = ylI3

—2p1 [Angny, + pnyng + pmgnyl] J(z — y)
Us(y,2)" = (A +2u)(y — x)ny + pmy(y — )" + pmy (y — ) [I — 4J (z — y)]

T, (J(m — ) U1 (y, x)T) = =2 \(A + ,u)nxn; + 2/m;(y — )

kann ebenfalls vereinfacht werden:

X . . 1 N N
Wit (0n,9) = To (J(6: — g)Us(gi,0) ) + m(ﬁ(%gi)%(% 0;) "
7 7112

- Wz(z) (9, 9:)
= =2MA+ p)nan, — 2u [Angn,, + pnyn, + pngngl | J(0; — g;)

1 . .
Ao — 6 4 o — g

[+ 20) (g — Di)ny, + pny (g — 0) ] + Nngny
= _2/\27%”; - 6/\,Lm$n;/r — 312 (05 — gi) -
Fiir die letzte Funktion WQ(O) (x,y) gilt mit

UQ(xa y) o
lz —yl3

— 2u [)\nwn;/r + pnyn, + pngn, 1| [I —2J(x — y)]

T, (Us(y,x)") = —4un,(y — =) 20\ + ) (A + 2p)ngmy,
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3.2 Dynamischer Fall

der Zusammenhang:
2

m(ﬁ(@u 9:)Us(gi, ;)"
= 2+ p)A+ Qﬂ)nwn;— — 24 [)\nggn;r + pnyn) + ,unznyl}
2
o= gill3
(X +20) (g5 — i)ny + pny(gi — 0:) ']
= —4/\,unggnz;r — 6u2nxn; — 20T 4 62T (05 — gi)

WQ(O)("[H —g) = T, (Uz(guﬁi)T) -

[ —2J(; — g;)] [Ang (6; — i) + (o — gz)nﬂ

Da der Term

(0 — 9:) (0 —gi) " (3 — t)2 (Vigr — vi) (Vi1 — i)

J(0s — gi) =

10: — gill3 a |§—t}2JZ?
_ (Vit1 — vi)(vig1 — ;)"
= e

unabhéngig von ¢ ist, sind alle W-Funktionen unabhéngig von ¢ und miissen bei
der Integration nicht beriicksichtigt werden.

Da die Traktion des Doppelschichtpotentials starke Singularitdten besitzt, wird im
Folgenden die Differenz

(N ) (@) = (Nuy ) ()

fiir zwei verschiedene Frequenzen w; und w, betrachtet:
1
(Vo)) = (Ney)o) = [T (I 1 = s+ 0]

= T ([T (@ (81, (1 = )y + toya))]T) Jj dt

Es geniigt diese Differenz zu betrachten, da bei der spiteren Anwendung beim
Transmissionsproblem eine solche Differenz benotigt wird.
Zwischen den Frequenzen gilt dabei der Zusammenhang:

Wy =+ow, mit o>1.

Fiir die Wellenzahlen ergibt sich damit:

Wi ow? w3 ow?
2 =2 =" =0k bzw ki =-—2—= L =k .
S2 ,U/ IU/ o S1 Al P2 )\+2,U )\+2/1‘ o P1
Da die W-Funktionen unabhéngig von der Frequenz w sind, kann mithilfe der Be-

rechnungsvorschrift

T, ([T (@ (z,9))])T) = ) W (2, y) + & ()W Pz, y)

@' (r)

72 r

W (z,y) + &" ()W (z,)
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3 Randintegraloperatoren

der Integrand der obigen Differenz wie folgt dargestellt werden:

T, ([Ty((D\/Ew<x7y))]T) -1 ([Ty(q)w(aja y))]T)

_&)\/gwyll(r) — (i)%l,(?”)]
r

W0 (@, ) + (€ (r) = Bua”(r)| W (2,)
_i’\/&u,z(” - (I)w,Q(T)]

0
= Wi (z,y) +

b /o' (1) — @wg'(r)]

(B (r) = B0 ()| W (2,)

Fiir die Differenzen der Funktionen gilt:

D sz (1) — Bui/(1)
T

- [\FH( (ko) = B (k)|

- ijrg [TH“ (kpv/r) —Hy (k, )} +% {%HP(@\/&) —H(ll)(ksr)]
+ 4ii§r2 [ (1)(k Vor) - H(l (kp )] - 412%2 [ (()1)(]{:8\/57«) - H(()l)(ksr)] )

(i)fw 1”(7‘) - q’w,l”(?“)

= LB () — B ()]

L o) — B 0] + L5 [V ko) — B

+ 435;2 [ (ko) = Y (k)| - f—fi (i /a7) = Hél)(kpr)]

bt S ) — B )| - s | ) - 1 )|
¢fw,2(T2“2 D, 5(r)

- 253?3 L/‘ (ks /r) — HY Gk, rﬂ—ﬂi’;g [ﬁﬂﬁ”wmr)—ﬂ&”(kpm]

+ 41/;2 [ (kp/or) = B ()| 4301232 1 (keov/7r) = B (k)]
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3.2 Dynamischer Fall

T ) — B )] - o (B9 ) — B
+—jﬁgk%HP%pam—HP@wﬂ—;iliémwk¢7> V)]
o O ) — B ()] 2 [V () — B )]
By (r) — (1)

= oM ) — )] — 1 [ ) — )]

b I [V o) 0] — SR [ o ) — )
b o [ )~ H )] — ke [ k) — Y )

b O | e e - 1| - 5 | S tvEn) - B )|

Die Terme des Integranden werden nun mithilfe der zuvor angegebenen Differenzen
zusammengefasst und sortiert. Mit r = ’% — t| J; gilt:

T, (ITy(® mu(z, )] ") = T ([T,(Rulz. y)] ")

ikg’ oHM ko\/or —gWw kor
_ Ik o \/_T> L )[—Wfl)(x,y)+2wf2)(x,y)

4w?

+ Wi (x,y) — 3w (a, y)}

ik3 /oHY (ky/ar) — HY (kyr)
S A— — [—Wf2)(x,y) — Wi (w,y) + 3W2(2)(x7y)]

%HWW@%&WW»;@%%MM—%%m)
2

4?2 r2 4w? r
ik,

xy—mn(xm+wg@ywawﬁuymwwgwyﬂ

( LY (ko) — §W&ﬂ_m¢%H9%m@ﬁ—mW%ﬂ>

4w 73 4?2 73

[Py - WP (@) + 2 () - AW (@) + 1200 (@, )|
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3 Randintegraloperatoren

ikt T 1T
5 [P ko) = B )| [ (@,9) + Wi (@)
ik, 1 ) O

o [ (eov/or) = B ()| |~ )|

ikd | 1T

=5 [ (kev/or) = B ()| [~ (@) + W (2, )|
ik, 1 ) W A @

% [oH (eov/or) = B ()| | =4 ()|

ik? oM (ko /or) — A (kor

e VO ) = R D [ (e, ) + 202,

Wi (x,y) — 3W37 (x, y)]

iky oH (ky/or) —HY (kyr) W
r

w) = Wi (w,y) + 30 (2, )|

402
iky HYY (kp/or) — 1y (kyr) k2 Y (ko/or) — H (kor)
4w? 72 4w? 72

2ik, J=HY (kev/ar) — HY (her) 21, J=HY (hyv/ar) — HY (k)
4w? r3 402 73

[Wfl)(x, y) = 3 (@, y) + W3 (w,y) — 23 (2, y) + 6057 (z, y)} '

Da die W-Funktionen unabhéngig von ¢ sind und somit bei der Integration nicht
beriicksichtigt werden miissen, geniigt es die von r = |% — t‘ J; abhéangigen Terme
zu betrachten.

Fiir die Hankel-Funktionen erster Art gilt die Linearkombination der Bessel-Funk-
tionen erster und zweiter Art

Hle)(x) = J,,(a:) + iYV(x) )

die im Folgenden zur Bestimmung der Integrale genutzt wird.
Fiir die ersten beiden Terme gilt daher mit k& = k; bzw. k = k:
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3.2 Dynamischer Fall

Die Bessel-Funktion erster Art Jq ist an der Stelle ¢t = % glatt und kann daher
problemlos integriert werden. Die Bessel-Funktion zweiter Art Y, besitzt an der
Stelle t = % jedoch eine Unstetigkeitsstelle und das Integral {iber die Differenz

muss entsprechend angenahert werden.
Wie fiir das Einfachschichtpotential gezeigt (vgl. Seite , kann die Singularitat
der Bessel-Funktion zweiter Art durch Subtraktion und Addition des Terms

2 1
Zlog (|- —t|
2o (5 =114)

ausgeglichen werden. Fiir das Integral iiber die urspriingliche Differenz ergibt sich

damit:
1
Ji) -Y (k: ‘5 —1 Ji) dt

1
/UYQ(
0
! 1 2 1
0 2 m 2

2/1 (’1
+ — | log||z—t
T Jo 2

Der Integrand des ersten Integrals ist nun glatt und kann numerisch berechnet wer-
den. Der Wert des zweiten Integrals wurde bereits fiir das Einfachschichtpotential
des statischen Falls berechnet (vgl. Seite :

L
712

Ji) (0 —1)dt

1
o|l=——1
2

1
/ log Q% — t‘ Ji> dt = log(J;) —log(2) — 1.
0

Fiir das Integral iiber den ersten Term der urspriinglichen Gleichung gilt mit & =
ks, kp:

ikt 1 (1) 1

N
\/
(o}
~

4w? J, 2

ik4 1) (1) 1
AT

21 1 ik* 2i
— ;log <’§ — t‘ Ji> (0 —1)dt+ e (0 — 1) [log(J;) —log(2) — 1] .
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3 Randintegraloperatoren

Fiir den dritten und vierten Term mit k = k; bzw. k = k, ergibt sich unter Ver-
wendung der Linearkombination fiir die Hankel-Funktion erster Art:

i3 o\ (kv L —t] ) -1 (k|2 —t] )

dw? 1=t Ji
ik3 | VoJy (kvo |15 —t| i) = Ju (k|3 —t| i)
S| B
VA (1R = ) < Y (k[ 1] )
2=t %

Der erste Term ist dabei fiir ¢t = % glatt. Dies wurde bereits bei der Berechnung des
Einfachschichtpotentials unter Verwendung der Reihendarstellung fiir die Bessel-
Funktion erster Art gezeigt (vgl. Seite .

Da die Bessel-Funktion zweiter Art an der Stelle ¢t = % eine Unstetigkeitsstelle be-
sitzt, ist der zweite Term nicht glatt und muss durch Singularitdten-Subtraktion
geglattet werden. Da bei der Bestimmung des Einfachschichtpotentials ein dhn-
licher Term betrachtet wurde, konnen die Ergebnisse auf den vorliegenden Term
iibertragen werden und es gilt der Zusammenhang:

VoY (kyv/or) =Yy (kr)  k

~ ;log(r) o —1] .

Durch Subtraktion und anschlieffender Addition dieser Singularitét

[ )l

3=

1 1_ ) — i - j
) /ﬁYl(kﬁ|2 lt}Jz) Yy (k|3 t|Jz)_E10g<’1_t‘Ji> o — 1] dt
0 ‘E_t‘Ji i ’
ko[ 1
+ ;/0 log(i—tJi)[U—l]dt

ist der erste Integrand nun glatt und der Wert des Integral kann numerisch berech-
net werden. Das zweite Integral wurde zuvor bereits berechnet und fiir das Integral
iber den urspriinglichen Term gilt mit k = ks, k,:

ik? /1 Vo (v |5 — ) 1) —HY (k5 =t )
42 0

IQ(k) = |l _tl T

t

o 7y ey ) = )
0

4w2 % — tl JZ
ik 1 ik3 ik
- = log (’5 —t Ji> [0 —1]dt + yER (0 — 1) [log(J;) —log(2) — 1] .
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3.2 Dynamischer Fall

Der verbleibende Term

iky 0 (kpv/ar) — I (kyr) k2 HY (ko/ar) — HY (kyr)

4w? 72 4uw? 72

oik, 5 H (kov/or) = H{ (ker)  2ig) SHY (hy/or) — HY (k1)

4?2 r3 - A2 r3 (3'3)
mit r = ‘% — t! J; wird zunéchst mithilfe der Rekursionsbeziehung (vgl. [1} Seite
361])

H )y (@) = —H (@) — H)Y, ()

umgeformt. Mit v =1 und z = k‘\/Er bzw. z = kr sowie dem Vorfaktor

ik?
4w?r?
gilt fiir den urspriinglichen Term:
ik? 1 (koy/or) — Hy (kor) k) ) (kyy /o) — HY" (k)
402 72 42 r? '

Wird dieser Zusammenhang als Linearkombination der Bessel-Funktionen darge-
stellt, so ergibt sich mit r = ‘% — t‘ Ji:

ik? Jo(kov/or) = Ja(ker)  iky Ja(kp/ar) = Ja(kpr)

4w? 72 4w? 72
k2 Yo (koy/or) — Yo(ker) N k2 Yo(ky/ar) — Ya(kyr)
40?2 r? 40? r? i

Mithilfe der Reihendarstellung fiir die Bessel-Funktion erster Art (vgl. [1} Seite

360]) N ( 1 2)m
Ta(x) = (5) mzzom!(;—i-m)!

kann gezeigt werden, dass der entsprechende Anteil aus der Linearkombination fiir
t= % mit k = ks, k, glatt ist:

o (yals =) Koly—of a2 g (Co R 13 1)

11— 2 4\%—t|2(]i ml(2+m)!

m=0

oo ( 1k320'<]2}2 _t‘2>m
- Z m!(2 +m)!

m=
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3 Randintegraloperatoren

Der Anteil der Bessel-Funktion zweiter Art besitzt an der Stelle t = % jedoch
eine Unstetigkeitsstelle und muss daher durch eine entsprechende Singularitaten-
Subtraktion geglittet werden. Fiir die Bessel-Funktion zweiter Art gilt die Darstel-
lung (vgl. [1} Seite 360]):

Vi) =~ (145 )+ 2iog (2) o)

22 A U(m A1)+ U (m+3) [ 1 ,\"
47r m!(2 +m)! <1x> '

Dabei ist ¥(j) die Digamma-Funktion, fiir die gilt

1
U(l)=—y bzw. Y(j+1)=V()+ 3
und v = 0.5772156649 die Euler-Mascheroni-Konstante ist (vgl. [1} Seite 258|).
Verwendet man die obige Darstellung fiir den urspriinglichen Term, so ergibt sich
nach einigen Vereinfachungen und Umformungen:

ky Ya(kpv/or) = Ya(kyr) k2 Ya(ke/or) — Yy(kr) (3.4)
4w? r? 4w? r? '
k2 4 kior? Vor
_ M | p 4 P
T 4w? [ k2orim (1 * 4 ) Tl < ) T2y /o)
B /{;12707‘2 U(m+1)+ ¥Y(m+3) __kg " " 4 14 k%TQ
dmr? e m!(m + 2)! 47 k2rdm 4
2 k,r k2r? SN W(m + 1) + U(m + 3) "
— —log | 2| Jo(k - ——k‘2 2
7r? Og(Z) 2 pT)+47rr2mX::0 ml(m + 2)! ( 4" )
k2 4 k2or? 2 ks/or
 4w? [_ k2orim (1 o 4 ) - ng ( ) Ja(ks /o)
k20r? G~ U(m + 1) + ¥(m + 3) " 4 k2r?
o s ——k‘2 1 s
4r? Z m!(m + 2)! ( 4°° ) +k§r47r( L )
2 kqr BEr2 SR U(m+1)+¥(m+3) [ 1 "
| S s T 1.2,.2
w2 8 ( 2 ) Tahksr) + Ar? n;) ml(m + 2)! < 4ksr )
2k2 Vor k,r
_ r_ | P loo [ 2"
s [ (22070 ) ) -t (%)t
2k? kg/or kgr
S [log( 5 ) o(ks\/or) — log( 5 )Jg(ksT):|

92



3.2 Dynamischer Fall

k, Ui U(m+ 1)+ ¥(m+3) (—lkz(TTQ)m

LM lai\p(m+1)+\p(m+3)(__k2 )m

ml(m + 2)! 1"

In diesem Fall tritt in den ersten beiden Termen eine Singularitiat auf, wéahrend die
restlichen Terme bei der Singularitdten-Subtraktion vernachlassigt werden kénnen.
Da bereits gezeigt wurde, dass
JQ(]{?\/ET) JQ(I{?T)
r2

bzw. 5

r

glatt ist, liegt eine logarithmische Singularitit vor. Entsprechend muss der erste
Teil des Terms

Qf ; {log (k”\z/gr) Jo(ky/or) — log (kz ) To(k, r)}

4w?mr?
N 455# {log <k \/_r> Ta(kev/or) —log <k T) Ja (ks r)]
2y oy 2 ) D) otk /) )
+ 452]?37«2 [1og (k,,f) Ja(kp/or) —log (k ) Jo(k,y T)}
- 4w22k7§7’2 {log (k f) Ja(ks /o) = log (k > Ja(k, 7‘)}

betrachtet werden. Wie bei den vorherigen Berechnungen wird jeweils nur das erste
Element der Reihendarstellung fiir die Singularitdten-Subtraktion verwendet. Dies
bedeutet in diesem Fall, dass der Term

1
2k? log(r) sk2or? B skor? B 22 log(r) tkZor?s B Tk2r?
4w?m 42 42 4w?m 42 42
1 4
= Ton log(r) (o — 1) (k; — k7)
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3 Randintegraloperatoren

subtrahiert und anschlieffend wieder addiert werden muss. Fiir die Integration des
urspriinglichen Terms gilt damit:

I3

_ / ik? HY (/@ |5 — 1] Ji) — 15" (ka5 — ] )

Ao 5 -1’ Jf
iky Hy (kpv/@ |5 — 1] 7)) = Hy (k[ — ] )

s -

oc—1 1
o 1 - . 4 14
6. 108 (‘2 t’ Jl) (k, — k) dt

o—1 (! 1
] — —t| J; ) dt (K* — kY)Y .
* 16w27r/0 Og('? Jz) (ky = k2)

Der erste Integrand ist nun glatt, kann jedoch aufgrund von Rundungsfehlern nicht
mit quadgk numerisch integriert werden. Daher wird an dieser Stelle fiir die Bessel-
Funktion zweiter Art die obige Darstellung mit ¢ + 1 Summengliedern ver-
wendet, bei der die endlichen Reihen zu einer Reihe zusammengefasst werden:

k2 YQ( p\/—r) Yo(kpr) k2 Ya(ksv/or) — Ya(ker)

4w? 72

e 2 o (- () )
- () i () ]
_ 16;)2 m O\If(m - !1(>m++\1f2<;;+3> (-iﬁ)m (o1 — 1) (kzmﬂ—kgm*“)] -

Das zweite Integral wurde fiir die vorherigen Terme bereits berechnet und es gilt:

! 1
(R
0 2

Damit wurden alle Terme soweit umgeformt bzw. durch eine Singularitdten-Sub-
traktion geglittet, dass eine Berechnung von

Ji) dt = log(J;) —log(2) — 1.

I - /0TI([Ty@ﬁw(@i,ﬂ—t)vi+tvi+1))f)

— T, ([T (®u (B3, (1 — t)v; + tvg))] ) dt
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3.2 Dynamischer Fall

moglich ist:
I = k) [-W ) + W ()]
+ k) WP (e y)]

+ Lk [~ @ y) + 20 (@) + W () - 3WED ()|

+ L(ky) [-WP (2,y) — Wi (w,y) + 3057 (x,y)
+ kﬁﬂ%%w—NWW%M+W§%nw—MWW%M+MWW%M]-

Hierbei muss beriicksichtigt werden, dass das letzte Integral mit der oben vorge-
stellten Variante approximiert wird:

e [ B =) Y (312
3 pu—
0

i i
ik H3 (/7 |5 — 1] Je) — 13" (ky |3 — 1] )
A |% _t‘QJiZ
ol Lol ) et - g
6 log (‘2 t Jl) (k, — kg) dt

N /1 k2 Jy (kav/@ | L — ¢ 1)) = Ja (ks |2 —t] )
0

w [
ik2 Jo (kpv/o |5 — t\J)—JQ(k 13—t J;) "
4w2 —t‘ J?
L2k ky k
+ 1 5 [ ( \/_T) Jao(kpr/or) — log Lr) Jg(kp’/’):|
0 w2mr 2
2k?2 s
7 Bk /) —log (228 ) 3y (k)
4e?mr?
q m
1)+ W¥(m +3) 1, m+1 2m+4 2m+4
o | g (i) e )
o—1 1 4 14
— - — 1
6 log ‘2 t Jl) (k, — k) d 3(q)
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4 Numerische Tests

Im Folgenden wird die Implementierung der verschiedenen Operatoren in MATLAB
getestet. Dazu wird in Abhéngigkeit von der Randbedingung eine Funktion auf dem
Rand 02 vorgegeben. Handelt es sich um die Randbedingung

u=f

wird die erste Spalte der Fundamentallosung der Navier-Gleichung als rechte Seite
f verwendet. Hat die Randbedingung die folgende Form

T(u)=yg

wird die erste Spalte der Traktion der Fundamentallosung fiir g verwendet. Zusétz-
lich wird als Gebiet ) der Einheitskreis festgelegt. Fiir einen gewéhlten Punkt x
wird zunéchst eine Referenzlosung s, hier die erste Spalte der Fundamentallosung
der Navier-Gleichung, bestimmt. Die Referenzlésung wird anschliefsend mit der be-
rechneten Losung w,(z) fiir verschiedene n verglichen. Mit n wird in diesem Fall
die bei der Diskretisierung des Gebietsrandes verwendete Anzahl von Stiitzstellen
bezeichnet. Die Berechnung der Losung erfolgt in zwei Schritten. Zunéchst wird die
jeweilige diskretisierte Randintegralgleichung als Gleichungssystem nach 1 aufge-
16st (vgl. Kapitel . Fiir einen beliebigen Punkt x kann anschlieffend mit dem
gewéhlten, diskretisierten Ansatz die gesuchte Losung w,(z) bestimmt werden.
Der absolute Fehler wird mittels der Vorschrift

en = |lun(2) = sll2

berechnet. Auferdem wird die Konvergenzordnung tiber den Zusammenhang

1 | En
O R
log(2) & Eon
bestimmt.

Es werden sowohl fiir den statischen als auch fiir den dynamischen Fall die folgenden
drei Problemstellungen betrachtet:

(A) Test des Einfachschichtpotentials:
Zunachst wird das Gleichungssystem

Sez=b, ke{0,w} (A1)
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4 Numerische Tests

gelost, bei dem S, die aus der Diskretisierung resultierende Matrix darstellt,
der Vektor z die gesuchte Dichte ¢ (0;) und der Vektor b die Dichte f(v;) in
den Kollokationspunkten 0; (vgl. Seite beinhaltet.

Fiir den Punkt (5,5)" im AuRengebiet (R?\ Q) wird anschliefend die Losung
berechnet:

un(z) = (SLgz)(z) . (A.2)

Test des Doppelschichtpotentials:
Da der Punkt (0.5,0.5)7 im Gebiet Q gewihlt wird, gilt fiir das zu l6sende
Gleichungssystem (vgl. Seite:

(Dy — %Ign)z =b, ke{0,w}. (B.1)

Entsprechend ergibt sich fiir die Berechnung der Losung:

up(z) = (DLgz)(z) . (B.2)
Test der Traktion des Einfachschichtpotentials:
Fiir das zu 16sende Gleichungssystem gilt
1
(D} — 5IQ,L)Z =b, ke{0,w}, (C.1)

da der Punkt (5,5)" im Aufiengebiet gewithlt wird (vgl. Seite. Die Losung
lésst sich dann mittels des Zusammenhangs

up(z) = (SLiz)(x) (C.2)

berechnen.

4.1 Statischer Fall

Im statischen Fall gilt fiir die Fundamentallosung der Navier-Gleichung

A+ 3p A p
) =V I+———— —
1 ww "
LG =1 _— d J = .
(#:) =log (Ilw—ylb) und )=

Hierbei wird fiir x die erste Koordinate und fiir y die zweite Koordinate des gewahl-
ten Punktes verwendet. Fiir die Lamé-Konstanten werden fiir die folgenden Tests
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4.1 Statischer Fall

die Werte A =1 und p = 1 gewéhlt.
Fiir den Testfall (A) wird als Referenzlosung die erste Spalte von
1 -1 1 1+1 T
+3 log ( ) I + (5,5)'(5,5)
Ar(1+2-1) 15,5) "l dr(1+2-1) 1(5,5) "l

verwendet, die den Wert
~( —18101x 107!
"7 26526 x 102

hat. Es wird das Gleichungssystem (A.1) geldst und die Losung mittels (A.2) berech-
net. Daraus resultiert die folgende Fehlerentwicklung, die quadratische Konvergenz
vermuten lasst.

n u,((5,5)7)" abs. Fehler ¢,, | Konvergenzordnung
10 | (—1.8557 x 1071,2.7176 x 1072) | 4.6005 x 103 2.2492
20 | (—1.8197 x 1071,2.6664 x 1072) | 9.6766 x 10~* 2.1635
40 | (—1.8123 x 1071,2.6557 x 1072) | 2.1600 x 10~* 2.0948
80 | (—1.8106 x 1071,2.6533 x 1072) | 5.0567 x 1075 2.0511
160 | (—1.8103 x 1071,2.6528 x 1072) | 1.2202 x 107° 2.0266
320 | (—1.8102 x 1071,2.6526 x 1072) | 2.9948 x 107° 2.0135
640 | (—1.8101 x 1071,2.6526 x 1072) | 7.4172 x 10~7 2.0068
1280 | (—1.8101 x 1071, 2.6526 x 1072) | 1.8455 x 1077 2.0034
2560 | (—1.8101 x 1071,2.6526 x 1072) | 4.6029 x 1078 2.0017
5120 | (—1.8101 x 1071,2.6526 x 1072) | 1.1493 x 1078

Tabelle 4.1: Fiir den Testfall (A) berechnete Losung u,, im Punkt (5,5)" sowie die
entsprechenden absoluten Fehler und die Konvergenzordnung.

Da fiir den Testfall (B) im Inneren des Kreises eine Singularitit vorliegt, wird der
Punkt in beiden Koordinaten um 3 Einheiten nach links bzw. unten verschoben
und die Referenzlosung ist die erste Spalte von
143 o 1 n 1+1 (=25,-2.5)"(-2.5,—2.5)
47(1 4+ 2) & |(—=2.5,—2.5) ", 47(1 4 2) |(=2.5,—2.5) ", ’

die den Wert
[ —1.0747 x 107!
5= 92.6526 x 102
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4 Numerische Tests

annimmt. Nach dem Losen des Gleichungssystems (B.1) kann die Losung mit (B.2)
bestimmt werden. Die vierte Spalte der Tabelle zeigt, dass lineare Konvergenz vor-
liegt.

n u, ((—2.5,—-2.5)T)T abs. Fehler ¢, | Konvergenzordnung
10 | (—1.0897 x 1071,2.6258 x 1072) | 1.5248 x 1073 1.8355
20 | (—1.0783 x 1071,2.6298 x 1072) | 4.2722 x 1074 1.2677
40 | (=1.0761 x 1071,2.6420 x 1072) | 1.7743 x 1074 1.2225
80 | (—1.0753 x 1071,2.6478 x 1072) | 7.6034 x 107° 1.1255
160 | (—=1.0749 x 1071,2.6503 x 1072) | 3.4850 x 107° 1.0669
320 | (—1.0748 x 1071,2.6515 x 1072) | 1.6636 x 10~° 1.0345
640 | (—1.0747 x 1071, 2.6520 x 10~2) | 8.1214 x 10 1.0175
1280 | (—1.0747 x 1071,2.6523 x 10-2) | 4.0116 x 10~° 1.0088
2560 | (—1.0747 x 1071,2.6524 x 1072) | 1.9935 x 10~° 1.0044
5120 | (—1.0747 x 107%,2.6525 x 1072) | 9.9370 x 1077

Tabelle 4.2: Fiir den Testfall (B) im Punkt (—2.5,—2.5)" berechnete Losung u,,
unter Verwendung des statischen Doppelschichtpotentials sowie die da-
zugehorigen absoluten Fehler und die Konvergenzordnung.

Fiir den Testfall (C) wird als Funktion auf dem Rand die Traktion der Fundamen-
tallssung vorgegeben und fiir die Referenzlosung im Punkt z = (5,5)" gilt:

[ —1.8101 x 107!
5= 2.6526 x 1072 |

Die Tabelle zeigt fiir die Parameter A = 1 und g = 1 die mit (C.1) und (C.2)

berechnete Losung, die dazugehdrigen absoluten Fehler und die Konvergenzordnung
1.

Die Traktion des Doppelschichtpotentials konnte aufgrund der starken Singulari-
tdat — Berechnung der Integrale als Hadamard finite part integrals — nicht getestet
werden.
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4.2 Dynamischer Fall

n u,((5,5)7)7 abs. Fehler ¢, | Konvergenzordnung
10 | (—1.8835 x 1071,2.7621 x 1072) | 7.4213 x 1073 1.4029
20 | (—1.8379 x 1071,2.6949 x 1072) | 2.8066 x 1073 1.2024
40 | (—1.8222 x 1071,2.6712 x 1072) | 1.2196 x 1073 1.1019
80 | (—1.8157 x 1071,2.6613 x 1072) | 5.6820 x 1074 1.0512
160 | (—1.8128 x 1071,2.6568 x 1072) | 2.7419 x 1074 1.0257
320 | (—1.8115 x 1071,2.6547 x 1072) | 1.3468 x 10~* 1.0129
640 | (—1.8108 x 1071,2.6536 x 1072) | 6.6740 x 10~° 1.0064
1280 | (—1.8105 x 1071,2.6531 x 1072) | 3.3221 x 1075 1.0032
2560 | (—1.8103 x 107%,2.6528 x 1072) | 1.6574 x 1075 1.0016
5120 | (—1.8102 x 107*,2.6527 x 1072) | 8.2776 x 10~°

Tabelle 4.3: Fiir den Testfall (C) berechnete Losung u,, im Punkt (5,5)" sowie die
entsprechenden absoluten Fehler und Konvergenzordnungen.

4.2 Dynamischer Fall

Fiir den dynamischen Fall gilt fiir die Fundamentallésung der Navier-Gleichung;:
i
fl@) = ZoH (o)) T+
Wird fiir die Frequenz der Welle der Wert w = 24/2 und fiir die Lamé-Konstanten
die Werte A\ = 3 sowie p = 2 gewahlt, so gilt fiir die Wellenzahlen:

i

L erad, grad [HYY (ko) — HYY (b, llz]l)| -

o= _2v2 und k:i:&:Q
TUVA+2 VT VTRV

Fiir den Testfall (A) wird als Referenzlosung die erste Spalte von

i
L 59, 1

b erad, graa] [ (5,]|5.5)7,) - B (k, (5.5)7],)]

verwendet, die den Wert

[ —1.1702 x 1072 + 1.4015 x 1072 i
~\ 7.0784 x 1073 — 4.1433 x 1073 i
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4 Numerische Tests

hat. Es wird das Gleichungssystem (A.1) gelost und die Losung u, mittels (A.2)
bestimmt. Aus der Tabelle lésst sich erkennen, dass quadratische Konvergenz
vorliegt.

n un((5, 5)T) abs. Fehler ¢,, | Ordnung
11510 x 10-2 + 1. 10-2 |
10 o105 10774 L3998 X 1071 4 | o 1 pis w104 | 2.3565
7.0047 x 103 — 4.0822 x 103 i
11661 x 102 + 1.4011 x 10~2 i
20 X AU % ") | 42065 x 1075 | 2.0088
7.0718 x 103 — 4.1439 x 10-3 i

11692 x 102 + 1.4014 x 102 |
10 0925 10774 LADIA > 071 g 0001 1076 | 2.0234
7.0780 x 103 — 4.1453 x 103 i

—1.1700 x 102 + 1.4015 x 102 | )
80 A0 VU 24155 x 1075 | 2.0050
7.0784 x 10~3 — 4.1440 x 103 i

—1.1701 x 1072 4+ 1.4015 x 1072 i
160 + ? 6.0180 x 10~7 | 2.0008
7.0784 x 1073 — 4.1435 x 1073 i

—1.1702 x 1072 + 1.4015 x 102 i
320 * 1 1.5036 x 10~7 2.0000
7.0784 x 1073 — 4.1434 x 1073 i

—1.1702 x 1072 4+ 1.4015 x 1072 i
640 + . ! 3.7500 x 1078 | 1.9999
7.0784 x 1073 — 4.1434 x 1073 i

—1.1702 x 102 + 1.4015 x 102 §
1280 <0 ) ] 93083 % 1079 | 2.0008
7.0784 x 103 — 4.1433 x 103 i

“1.1702 x 102 + 1.4015 x 102 §
2560 XA TN ] 23483 1079 | 1.9954
7.0784 x 103 — 4.1433 x 103 i

“1.1702 x 102 + 1.4015 x 102 §
5120 XA ) ] 58895 x 10710
7.0784 x 1073 — 4.1433 x 103 i

Tabelle 4.4: Die fiir den Testfall (A) berechnete Losung u,, die dazugehérigen ab-
soluten Fehler und die Konvergenzordnung.

Fiir den Testfall (B) wird der Punkt um 3 Einheiten nach links bzw. unten verscho-
ben, um die Singularitét im Inneren des Gebietes zu umgehen. Als Referenzlosung
wird die erste Spalte von

D ([|(—2.5,—2.5) T[|2) T + @a([|(—2.5, —2.5) T[|2) J((—2.5,—2.5) )
verwendet, die den Wert

_{ —1.0212 x 1073 + 1.1546 x 1072 i
| 76527 x 107% — 25817 x 1072 i
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4.2 Dynamischer Fall

annimmt. Die Berechnung von u,, erfolgt nach dem Losen des Gleichungssystems
(B.1) mit der Vorschrift (B.2)). Die entsprechende Fehlerentwicklung kann der Tabel-
le[4.5]entnommen werden. Die vierte Spalte zeigt, dass lineare Konvergenz vorliegt.

n U, ((—2.5,—2.5)") abs. Fehler ¢,, | Ordnung
_ —3 2.
" 20713 % 107 + 1113 x 10720\ [ ol
7.5787 x 10-3 — 2.5637 x 10~2 i
_ -3 2.
2 12007 x 1078+ LISAT x 1072\ | 0 o
7.8007 x 10~3 — 2.5517 x 10~2 i
_ -3 2.
0 09 x 105+ L1553 x 1020\ [
7.6878 x 103 — 2.5694 x 10~2 i
Y 103 + 1.1549 x 10-2 i
80 0569 > 10754 11549 > 10720 ) 1 o 105 | 1.1484
7.6602 x 103 — 2.5763 x 10~2 i
— 3 DN
i LOB6T < 1075 + 11547 x 1020\ | oo o
7.6538 x 103 — 2.5792 x 10~2 i
_ 3 2 .
120 10283 1075+ 11547 x 1020\ | o
7.6526 x 10~3 — 2.5805 x 10~2 i
_ 3 9 .
" L0246 x 1075 + L1546 x 10725\ | oo o
7.6524 x 1073 — 2.5811 x 1072 i
T 1.0229 x 103 + 1.1546 x 10-2 i
1280 0229 > 10754 1146 X 10750 4 g o) 17 2 1076 | 1.0098
7.6525 x 1073 — 2.5814 x 1072 i
—1.0220 x 103 + 1.1546 x 10~2 i
2560 X AU x ") 116610 x 1076 | 1.0049
7.6526 x 10~3 — 2.5816 x 10~2 i
—1.0216 x 103 + 1.1546 x 10~2 i
5120 0216 > 10774 11546 X 1071 ) 1) ¢ oz o 10-7
7.6526 x 103 — 2.5816 x 10~2 i

Tabelle 4.5: Die berechnete Losung u, im Punkt (—2.5, —2.5)" fiir den Testfall (B)
sowie die dazugehorigen absoluten Fehler und Konvergenzordnungen.

Fiir die Referenzlosung des Testfalls (C) gilt:

[ —1.1702 x 1072 + 1.4015 x 1072 i
5= 7.0784 x 1073 — 4.1433 x 1073 i

und die Losung des Gleichungssystems (C.1) wird zur Berechnung von u,, verwen-

det (vgl. (C.2))). Aus der Tabelle geht hervor, dass fiir die Parameter A = 3,
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4 Numerische Tests

p =2 und w = 2v/2 fast lineare Konvergenz vorliegt. Bei der Traktion des Einfach-
schichtpotentials im statischen Fall hat sich lineare Konvergenz gezeigt. Dies wurde
auch fiir den dynamischen Fall erwartet, konnte hier aber unerklérlicherweise nicht
bestétigt werden.

n u,((5,5)") abs. Fehler ¢,, | Ordnung

11574 x 102 + 1.4704 x 102 §
10 XA V) 185468 x 107 | 0.9262
74247 x 10~3 — 4.4887 x 103 i

11657 x 102 + 1.4335 x 102 i
20 % + % ") | 44978 x 1074 | 0.9571

7.3086 x 1073 — 4.3552 x 1073 i

11685 x 102 1 14169 x 102 i
40 X AU % ") | 23168 x 1074 | 0.9801
7.2064 x 10~% — 4.2584 x 103 i

11695 x 102 + 14091 x 102 |
80 T XN 1745 < 1074 | 0.9907
7.1453 x 1073 — 4.2029 x 1073 i

—1.1699 x 102 + 1.4052 x 102 i
160 X DT % ") 159103 x 105 | 0.9956
7.1126 x 103 — 4.1736 x 103 i

—1.1701 x 1072 + 1.4034 x 1072 i
320 A0 ) 120643 x 1077 | 0.9979
7.0957 x 103 — 4.1586 x 103 i

11701 x 102 + 1.4024 x 102 §
640 <A ) 14844 x 1075 | 0.9989
7.0871 x 103 — 4.1510 x 10-3 i

11702 x 1072 + 1.4020 x 1072 i
1280 + V) | 74273 1075 | 0.9995
7.0828 x 105 — 4.1472 x 1073 i

11702 x 102 + 1.4017 x 102 §
2560 <0 ) 137150 x 1078 | 0.9997
7.0806 x 103 — 4.1453 x 103 i

—1.1702 % 102 + 1.4016 x 1072 |
5120 S T ) ] 18579 x 1076
7.0795 x 107% — 4.1443 x 1073 i

Tabelle 4.6: Fiir den Testfall (C) berechnete Loésung wu, im Punkt (5,5)" unter
Verwendung der Traktion des dynamischen FEinfachschichtpotentials
sowie die dazugehorigen absoluten Fehler und Konvergenzordnungen.

Aufgrund der starken Singularitdt bei der Traktion des Doppelschichtpotentials
wurde bei den Diagonalelementen lediglich die Differenz betrachtet und implemen-
tiert, wodurch ein Test des Operators nicht mdoglich ist.
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5 Eigenwertprobleme als
Anwendung

In diesem Kapitel werden verschiedene Beispiele vorgestellt, bei denen fiir die Lo-
sung des Problems zunéchst die Randintegralgleichungsmethode und somit die vor-
gestellten Operatoren verwendet werden miissen.

5.1 Beispiele fiir nichtlineare Eigenwertprobleme

Beispiel 1

Fiir das Randwertproblem auf einem offenen, zusammenhéngenden Gebiet D mit
Rand 0D

pAu -+ (A + p) grad div u + w?ou =0 in R*\ D
u=0 aufdD

werden die ersten Eigenwerte w gesucht. Dabei ist o ein vorgegebener Parameter,
der die Dichte des Objekts beschreibt. Fiir die Funktion u wird das Einfachschicht-
potential (SL. /)

U(l’) = (SLﬁw¢)(x) NS D
gewahlt. Wird  an den Rand 9D angenéahert, gilt der Zusammenhang:

0=u(z)=(Sm¥) (), €dD.

Bevor die Eigenwerte berechnet werden kénnen, wird das Einfachschichtpotential
diskretisiert. Dazu erfolgt die Diskretisierung des Gebietsrandes mit n Stiitzstellen
und fiir die daraus resultierende Matrix gilt:

T(w) =S/ € Cc2mxan
Somit werden die Eigenwerte des nichtlinearen Eigenwertproblems
T(w)v=0

gesucht (vgl. Definition . Fiir die Lamé-Konstanten werden die Werte p = 2
und A = 3 und als Gebiet D wird der Einheitskreis gewahlt.
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5 Eigenwertprobleme als Anwendung

Zur Losung des nichtlinearen Eigenwertproblems wird der Integralalgorithmus von
Beyn verwendet und als Kontur ein Kreis mit dem Radius 0.5 und dem Mittelpunkt
10 gewéhlt. Dieser geniigt der Parametrisierung:

o(t) =10+ 0.5¢" | t €[0,27) .

Die Auswertung der Konturintegrale wird mit N = 40 Stiitzstellen durchgefiihrt
und eine Rangtoleranz von tol . = 10~% gewiihlt.
Als Referenzlosung kann die Nullstelle der Losung der Besselschen Differentialglei-
chung

o
21+ A

verwendet werden |10} Seite 13|. Fiir 0 = 1 hat die Nullstelle den Wert 10.1377411
und die Tabelle [5.1] zeigt, in Abhangigkeit von der Anzahl der Stiitzstellen n, den
nichtlinearen Eigenwert(NLE), die relativen Fehler und die Konvergenzordnungen.

Ji(a) mit a=w

n NLE w rel. Fehler Konvergenzordnung
40 | 10.1639662 + 0.0000101i | 2.5869 x 1073 2.0054
80 | 10.1442728 + 0.0000006i | 6.4430 x 10~* 2.0021
160 | 10.1393716 + 0.0000000i | 1.6083 x 10~* 2.0008
320 | 10.1381485 + 0.0000000i | 4.0186 x 107° 2.0007
640 | 10.1378429 + 0.0000000i | 1.0042 x 107°

Tabelle 5.1: Nichtlinearer Eigenwert des mit dem dynamischen Einfachschichtpo-
tential gelosten Streuproblems, die dazugehorigen relativen Fehler und
Konvergenzordnungen fiir den Parameter o = 1.

Wird o = 4 gewahlt, ergibt sich die Nullstelle 9.2807488 und als Mittelpunkt der
Kontur wird 9.5 gewéhlt. Die berechneten Werte werden in Tabelle [5.2] dargestellt.

n NLE w rel. Fehler Konvergenzordnung
40 | 9.3047530 + 0.0000172i | 2.5865 x 1073 2.0052
80 | 9.2867283 + 0.0000011i | 6.4429 x 1074 2.0021
160 | 9.2822415 + 0.0000001i | 1.6084 x 10~4 2.0011
320 | 9.2811217 + 0.0000000i | 4.0180 x 10~° 2.0004
640 | 9.2808420 + 0.0000000i | 1.0042 x 10~°

Tabelle 5.2: Nichtlinearer Eigenwert des mit dem dynamischen Einfachschichtpo-
tential gelosten Streuproblems sowie die entsprechenden relativen Feh-
ler und Konvergenzordnungen fiir den Parameter o = 4.
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5.1 Beispiele fiir nichtlineare Eigenwertprobleme

Die Berechnung der Eigenwerte fiir verschiedene n bestétigt die beim Test des
Einfachschichtpotentials festgestellte Konvergenzordnung 2.

Alternativ kann fiir die Funktion u das Doppelschichtpotential (DL /) genutzt
werden:

u(r) = (DL f,0)(x), x€D.

Bei Annéherung von x an den Rand 0D ergibt sich der Zusammenhang:

0 =u(z) = (D zu,)(x) — %w(x) , v €ID.

Daher werden in diesem Fall die Eigenwerte zur Abbildung

1
Zw)=D g, — =1

(w> Vow 2
gesucht, mit I als Einheitsmatrix der entsprechenden Dimension. Die Diskretisie-
rung fiir D sz, wird mit den gleichen Parametern wie zuvor durchgefiihrt und die
resultierende Matrix mit D s, bezeichnet. Somit werden die Eigenwerte w zur Ab-

bildung
1
T(w) =D gz, — -1 € C*"*"
(@) =Dysu— 3
innerhalb der oben angegebenen Kontur berechnet.
Die Tabelle[5.3|zeigt, in Abhéngigkeit von der Anzahl der Stiitzstellen n, den nicht-
linearen Eigenwert des mit dem Doppelschichtpotential gelosten Streuproblems fiir

den Parameter o = 1.

n NLE w rel. Fehler Konvergenzordnung
40 | 10.1695313 + 0.0156160i | 3.4937 x 1073 1.7330
80 | 10.1457459 + 0.0070320i | 1.0510 x 1073 1.4236
160 | 10.1397821 + 0.0034073i | 3.9179 x 10~* 1.1676
320 | 10.1382722 + 0.0016865i | 1.7441 x 1074 1.0528
640 | 10.1378844 + 0.0008402i | 8.4075 x 10~°

Tabelle 5.3: Nichtlinearer Eigenwert des mit dem dynamischen Doppelschichtpo-
tential gelosten Streuproblems, die dazugehorigen relativen Fehler und
Konvergenzordnungen fiir den Parameter o = 1.

Analog ergibt sich fiir den Parameter o = 4 die in Tabelle[5.4] dargestellte Entwick-
lung.
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5 Eigenwertprobleme als Anwendung

n NLE w rel. Fehler Konvergenzordnung
40 | 9.3096233 + 0.0100270i | 3.2935 x 1073 1.9132
80 | 9.2879579 + 0.0037269i | 1.1784 x 1073 1.7050
160 | 9.2825582 + 0.0017093i | 2.6820 x 1074 1.3883
320 | 9.2812056 + 0.0008340i | 1.0246 x 104 1.1447
640 | 9.2808653 + 0.0004140i | 4.6341 x 10~°

Tabelle 5.4: Nichtlinearer Eigenwert des mit dem dynamischen Doppelschichtpo-
tential gelosten Streuproblems, die dazugehorigen relativen Fehler und
Konvergenzordnungen fiir den Parameter o = 4.

Auch in diesem Fall wird die in Kapitel [4]festgestellte lineare Konvergenz bestétigt.
Die Werte der beiden Ansétze stimmen iiberein und bestétigen damit die Realisie-
rung der beiden Operatoren im MATLAB.

Fiir jedes o lassen sich neben dem zu vergleichszwecken genutzten Eigenwert wei-
tere Eigenwerte (fiir n = 320 Diskretisiecrungspunkte) finden. In Tabelle [5.5|werden
jeweils die ersten 5 reellen Eigenwerte des elastischen Streuproblems angegeben (in
Abhéngigkeit des zur Losung verwendeten Randintegraloperators). Dabei wird in
der ersten und dritten Spalte der Imaginérteil weggelassen, da die ersten sieben
Nachkommastellen den Wert 0 haben.

c=1

S

D,

S /iw

5.0246646

5.0250995 + 0.00161491

2.5123323

2.5125852 + 0.00086331

5.0246646

5.0250995 + 0.00161491

2.5123323

2.5125852 + 0.00086331

5.4190683

5.4194090 + 0.00073001

2.7094429

2.7096536 + 0.00035651

7.6420372

7.6422537 + 0.00037051

3.8210186

3.8213521 + 0.00007341

7.6420372

7.6422537 + 0.00037051

3.8210186

3.8213521 + 0.00007341

Tabelle 5.5: Die ersten 5 reellen Eigenwerte des elastischen Streuproblems aus
Navier-Gleichung und Dirichlet-Randbedingung unter Verwendung des
dynamischen Einfach- bzw. Doppelschichtpotentials mit den Parame-
tern o = 1 sowie o = 4.
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5.1 Beispiele fiir nichtlineare Eigenwertprobleme

Beispiel 2

Als néchstes werden fiir das Randwertproblem auf einem offenen, zusammenhén-
genden Gebiet D mit Rand 0D

pAu 4+ (A + p) grad div u +w?ou =0 in R*\ D
T(u) =0 auf oD

die ersten Eigenwerte w gesucht. Der Parameter ¢ wird dabei vorgegeben. Fiir die
Funktion v wird der Einfachschichtpotentialansatz (SL./,,) verwendet:

u(r) = (SL z,0) (), €D .

Wird z an den Rand 0D angenéhert, gilt der Zusammenhang:
1
0="T(u(z)) = (D] )(x) + 5] , x€dD.

Damit werden die Eigenwerte zur Abbildung

1
Z(w) =D, + 5!
gesucht.
Fiir das Gebiet D wird der Einheitskreis und fiir die Lamé-Konstanten die Werte
= 2und A = 3 gewéhlt. Zur Berechnung der Traktion des Einfachschichtpotentials
wird der Kreisrand mit n Stiitzstellen diskretisiert und fiir D;Ew eine entsprechende
Diskretisierung berechnet. Die daraus erhaltene Matrix wird mit D\T/Ew bezeichnet
und es werden die Eigenwerte w zur Abbildung

1 n n
T(w) =Dz, + 5L € (Oates
innerhalb einer Kontur berechnet.
Als Kontur wird fiir dieses Beispiel ein Kreis mit Radius 0.5 und dem Mittelpunkt
5.5 gewahlt. Dieser geniigt der Parametrisierung:

o(t) =5.5+0.5¢" | ¢t €10,2r) .

Nach der Auswertung der Konturintegrale mit N = 40 Stiitzstellen und einer Rang-
toleranz von tol . = 10~ ergibt sich unter anderem der in Tabelleangegebene
Eigenwert. Als Referenzlosung wird die Nullstelle von

_1 o

3 ola) = Jofa)] s a=w,form—~

A+ p)ali(a) + AJ1(a) mit Ji(a)
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5 Eigenwertprobleme als Anwendung

verwendet. Unter Verwendung der Rekursionsbeziehung fiir die Bessel-Funktionen

2v
Ju+1(‘r) = ?Ju<x> - Jl/—l

wird die Nullstelle von

(A + mali(a) + Mi(a) = (A + )3 [Jo(a) = Ja(a)] +ATi(@)

= a(A+ p)Jola) = pJi(a)

genutzt [10) Seite 13].

Fiir 0 = 1 hat die Nullstelle den Wert 5.6242030 und der Tabelle kénnen der
berechnete Figenwert des mit der Traktion des Einfachschichtpotentials gelosten
Streuproblems, die relativen Fehler und Konvergenzordnungen entnommen werden.

n NLE w rel. Fehler Konvergenzordnung
40 | 5.6434542 — 0.0286388i | 6.1356 x 1073 1.1505
80 | 5.6295120 — 0.0146096i | 2.7638 x 1073 1.0428
160 | 5.6257795 — 0.0073786i | 1.3415 x 1073 1.0110
320 | 5.6247217 — 0.0037079i | 6.6570 x 10~ 1.0027
640 | 5.6243949 — 0.0018586i | 3.3222 x 10~

Tabelle 5.6: Nichtlinearer Eigenwert des mit der Traktion des dynamischen Einfach-
schichtpotentials gelosten Streuproblems, die dazugehorigen relativen
Fehler und Konvergenzordnungen fiir den Parameter o = 1.

Wird entsprechend o = 4 gewihlt, so ergibt sich fiir die Nullstelle der Wert
7.1619097 und als Mittelpunkt der Kontur wird der Punkt 7 gewdhlt. Die Tabelle
zeigt den berechneten Eigenwert, die jeweiligen relativen Fehler und Konver-
genzordnungen.

In diesem Fall kann lineare Konvergenz beobachtet werden, wie es schon bei dem
Test der Operatoren in Kapitel [4] erwartet wurde.

Die ersten 5 reellen Eigenwerte des mit der Traktion des dynamischen Einfach-
schichtpotentials gelGsten elastischen Streuproblems werden fiir n = 320 Stiitzstel-
len fiir die Parameter 0 = 1 bzw. 0 = 4 in Tabelle dargestellt.

110



5.2 'Transmissionsproblem

n NLE w rel. Fehler Konvergenzordnung
40 | 7.1841821 — 0.0124731i | 3.5643 x 1073 1.5732
80 | 7.1675275 — 0.0064833i | 1.1978 x 1073 1.2579
160 | 7.1633406 — 0.0032893i | 5.0085 x 1074 1.0808
320 | 7.1622805 — 0.0016548i | 2.3679 x 10~* 1.0211
640 | 7.1620089 — 0.0008297i | 1.1667 x 10~*

Tabelle 5.7: Nichtlinearer Eigenwert des mit der Traktion des dynamischen Ein-
fachschichtpotentials gelosten Streuproblems sowie die entsprechenden
relativen Fehler und Konvergenzordnungen fiir den Parameter o = 4.

3.3210024 — 0.00153351

2.5575310 — 0.00014251

3.3210024 — 0.00153351

2.5575310 — 0.00014251

5.1150622 — 0.00028341

3.3398638 + 0.00020741

5.1150622 — 0.00028341

3.3398637 + 0.00020761

5.6247217 — 0.00370791

4.0750286 + 0.00048751

Tabelle 5.8: Die ersten 5 reellen Eigenwerte des elastischen Streuproblems unter
Verwendung der Traktion des dynamischen Einfachschichtpotentials
mit den Parameter 0 = 1 bzw. 0 = 4.

5.2 Transmissionsproblem

Fiir das Randwertproblem

pAu + (A + p) grad divu + w?u =0 in D,
pAv + (A4 p) grad divoe + w?ov = 0 in D,
u=v auf 0D,
T(u) =T(v) auf 0D

auf einem offenen, zusammenhéngenden Gebiet D mit Rand 0D werden die Eigen-
werte w gesucht. Analog zu der in [13] vorgestellten Abbildung fiir das akustische
Transmissionsproblem ergibt sich in diesem Fall unter Verwendung anderer Be-
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5 Eigenwertprobleme als Anwendung

zeichnungen die folgende Abbildung:

Skve — Sk —Diys + Dy

D] ;= DI —Nysz+ Ny

Z(k) =

Fiir dieses Beispiel wird als Gebiet D der Einheitskreis und fiir die Lamé-Konstanten
die Werte ¢4 = 2 und A = 3 gewahlt. Die Integraloperatoren in Z werden mit n
Stiitzstellen diskretisiert. Die daraus resultierenden Matrizen ergeben die Abbildung

Sw U-_Sw _Dw 0'+Dw

DI - —D] —N,s+N,

fiir die innerhalb einer Kontur die Eigenwerte bestimmt werden sollen.
Als Kontur wird ein Kreis mit Radius 0.5 um den Punkt 4 gewéhlt. Fiir die Para-
metrisierung gilt daher:

o(t) =4+0.5e" | t€0,2m) .

Zur Auswertung der Konturintegrale werden N = 40 Stiitzstellen und eine Rang-
toleranz von tol,y = 10~* genutzt.
Ein Vergleichswert wird mit der Method of Fundamental Solution bestimmt und es
ergibt sich:

s = 4.1049075 + 0.00000011 .

Die Tabelle zeigt, in Abhingigkeit der verwendeten Anzahl von Stiitzstellen
n, den ausgewahlten Eigenwert sowie den dazugehorigen relativen Fehler und die
Konvergenzordnung mit den Parametern A = 3, y =2, 0 =4 und N = 40.

n Eigenwert rel. Fehler Konvergenzordnung
40 | 4.1151789 + 0.0000096i | 2.5022 x 1073 1.9808
80 | 4.1075097 + 0.0000006i | 6.3407 x 10~4 1.9924
160 | 4.1055615 + 0.0000002i | 1.5932 x 10~ 1.8473
320 | 4.1047511 — 0.0000925i | 4.4278 x 107

Tabelle 5.9: Reeller Eigenwert des Transmissionsproblems fiir den Parameter o = 4
unter Verwendung des Einheitskreises als Streuobjekt.

Bei der Berechnung des Eigenwertes fiir eine Diskretisierung mit n > 160 Stiitz-
stellen lieferte der Integralalgorithmus eine Vielzahl von moglichen Eigenwerten,
sodass der Rang auf k = 5 festgelegt wurde (vgl. Seitef.). Diese Unscharfe wur-
de so nicht erwartet und ist moglicherweise die Ursache fiir die Schwankungen der
Konvergenzordnung.
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5.2 'Transmissionsproblem

Es lassen sich weitere Transmissionseigenwerte mittels der Abbildung 7'(w) und ver-
schiedener Konturen finden, die fiir n = 160 in Tabelle[5.10]dargestellt werden. Fiir
die Berechnung der Eigenwerte zwei bis fiinf wurde jeweils der Rang k = 20 vorgege-
ben. Im Imaginarteil der Eigenwerte spiegelt sich wieder, dass eine Genauigkeit von
drei Stellen vorliegt, da alle folgenden Stellen gréfser 0 sind und urspriinglich reelle
Eigenwerte gesucht wurden. Die Wahl des Rangs ist moglicherweise die Ursache fiir
die geringe Genauigkeit der Eigenwerte.

Eigenwert
4.1055615 + 0.00000021
4.8138571 4 0.00263241
4.8138574 4 0.00263251
5.5656357 + 0.00501931
5.5656358 + 0.0050194i

U= [ W =

Tabelle 5.10: Die ersten 5 reellen Eigenwerte des Transmissionsproblems fiir den Pa-
rameter 0 = 4 unter Verwendung des Einheitskreises als Streuobjekt.

Es ist aufserdem moglich ein anderes Streuobjekt D zu wihlen. In diesem Fall
wurde eine Ellipse mit den Achsen a = 1 und b = 0.8 als Gebiet D festgelegt. Die
entsprechenden ersten reellen Eigenwerte fiir n = 160 und dem Rang k£ = 20 kénnen
der Tabelle[5.11]entnommen werden. Auch in diesem Fall liegt eine Genauigkeit von
maximal drei Stellen vor.

Eigenwert
4.7724825 — 0.00024731
5.2217403 + 0.00392731
5.7777265 + 0.00301191
6.1796439 — 0.00456331
6.3421354 + 0.00606581

QUi | W[ N | =,

Tabelle 5.11: Die ersten 5 reellen Eigenwerte des Transmissionsproblems fiir den
Parameter 0 = 4 unter Verwendung einer Ellipse mit den Parameter
a =1 und b = 0.8 als Streuobjekt.

Die berechneten Eigenwerte zeigen, dass weitere Parameterstudien notig sind, um
die vorgestellte Methodik zu testen und zufriedenstellende Ergebnisse zu erhalten.
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6 Fazit und Ausblick

Fiir die Bestimmung der inneren elastischen Transmissionseigenwerte war es zu-
néchst notig das elastische Streuproblem mithilfe der Randintegralgleichungsme-
thode zu 16sen. Dazu wurde unter Verwendung der jeweiligen Fundamentallésung
das elastische Streuproblem im statischen und dynamischen Fall auf eine Randin-
tegralgleichung zuriickgefiihrt. Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen erga-
ben sich mit dem Einfach- und Doppelschichtpotentialansatz vier Randintegralope-
ratoren, die zur Bestimmung der Losung des jeweiligen Randwertproblems benétigt
wurden. Dazu wurde zunéchst der Gebietsrand mit n Stiitzstellen diskretisiert und
die Dichte v (konstant) interpoliert. Daraus ergab sich ein lineares Gleichungs-
system, bei dem jedes Element ein Integral beinhaltete, welches berechnet werden
musste. Wéahrend die Integrale der Nebendiagonalelemente mit der Methode quadgk
numerisch bestimmt wurden, wurden die Integrale der Diagonalelemente genauer
betrachtet, da dort sowohl logarithmische als auch % bzw. %—Singularitéiten auftra-
ten. Diese wurden mithilfe von Singularitdten-Subtraktionen und der Integralbe-
rechnung als Cauchyscher Hauptwert bzw. Hadamard finite part integral behandelt.
Nach der Bestimmung aller Matrixelemente konnte das lineare Gleichungssystem
beziiglich der interpolierten Dichte 1 aufgelost und daraus die Losung des Rand-
wertproblems berechnet werden.

Nach der Diskretisierung und Bestimmung der Diagonalelemente wurden die Ope-
ratoren in MATLAB implementiert und getestet. Bei den Tests wurde ein Punkt
im Innen- oder Aufsengebiet gewéhlt und die berechnete Losung mit der Funda-
mentallosung als vorgegebene Referenzlosung verglichen. Fiir das Einfachschicht-
potential ergab sich sowohl fiir den statischen als auch fiir den dynamischen Fall
quadratische Konvergenz. Fiir das Doppelschichtpotential lag in beiden Fallen linea-
re Konvergenz vor. Die Traktion des Einfachschichtpotentials zeigte im statischen
Fall lineare und im dynamischen Fall fast-lineare Konvergenz. Fiir die Traktion des
Doppelschichtpotentials war aufgrund der 7%—Singularitéﬁt im statischen Fall keine
Konvergenz erkennbar. Im dynamischen Fall wurde wegen der Singularitét ledig-
lich die Differenz zweier Operatoren betrachtet, da diese Differenz fiir die spétere
Anwendung beim Transmissionsproblem geniigte.

Als Beispiele fiir die Verwendung der numerisch bestimmten Losung des elastischen
(dynamischen) Streuproblems wurde die Bestimmung der ersten Eigenwerte eines
solchen Randwertproblems beschrieben. Dabei wurde fiir die Berechnung der Lo-
sung v im ersten Fall sowohl der Einfach- als auch der Doppelschichtpotentialansatz
gewahlt. Nach der Diskretisierung des entsprechenden Operators konnte das ent-
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standene nichtlineare Eigenwertproblem mithilfe des Integralalgorithmus von Beyn
gelost werden. Dafiir wurde jeweils eine passende Kontur gewéhlt und der erhalte-
ne Eigenwert mit der dazugehorigen Referenzlosung verglichen. Bei diesem Beispiel
war — wie zuvor bei den Tests — fiir das Einfachschichtpotential quadratische und
fiir das Doppelschichtpotential lineare Konvergenz erkennbar. Zusétzlich wurden
die ersten 5 errechneten Eigenwerte fiir das betrachtete Randwertproblem angege-
ben. Im zweiten Fall wurde die Traktion des Einfachschichtpotentials verwendet,
um die Losung des Randwertproblems zu bestimmen. Die mit dem Integralalgorith-
mus erhaltenen Eigenwerte wurden ebenfalls mit einer entsprechenden Referenzlo-
sung verglichen und zeigten lineare Konvergenz. Auch fiir diesen Fall wurden die
ersten 5 Figenwerte angegeben. Da fiir die Traktion des Doppelschichtpotentials
im dynamischen Fall lediglich die Differenz betrachtet wurde, war eine Anwen-
dung dieses Operators in der beschriebenen Form nicht méglich. Als abschliefsendes
Beispiel wurde das innere elastische Transmissionsproblem gewahlt. Dabei wurden
die Integraloperatoren diskretisiert und anschlieflend der Integralalgorithmus auf
die resultierende Abbildung angewendet. Ein Vergleichswert wurde mit der Me-
thod of Fundamental Solution berechnet und eine entsprechende Fehlerentwicklung
dargestellt. Bei der Berechnung der Transmissionseigenwerte zeigte sich, dass der
Integralalgorithmus bei einer Rangtoleranz von 10~* eine Vielzahl von méglichen
Eigenwerten liefert und so eine gewisse Unschérfe entsteht. Daher wurde fiir die
Diskretisierungen n = 160 und n = 320 der Rang auf £ = 5 gesetzt. Auferdem
war die Berechnung fiir hohere Frequenzen (z.B. w > 7 ) mit n = 320 ungenau und
konnte nicht durch andere Ergebnisse bestatigt werden.

Die Ergebnisse des Transmissionsproblems zeigen, dass weitere Parameterstudien
zur Untersuchung der vorgestellten Methodik notig sind. In diesem Zusammenhang
sollte aufserdem nach Moglichkeiten gesucht werden die Traktion des Doppelschicht-
potentials zu testen. Im Rahmen der Parameterstudien sollten verschiedene Lamé-
Konstanten und Streuobjekte gewéahlt werden. Auch die Erhohung von n sollte Teil
der Studien sein, da eine hohere Genauigkeit der Eigenwerte zu erwarten ist. Da
die Laufzeit der Implementierung in MATLAB schr hoch ist (z.B. bei n = 160 ein
Tag), sollten die Operatoren und die Berechnung der Transmissionseigenwerte par-
allelisiert werden. Durch die Parallelisierung wéren Parameterstudien mit groferen
n deutlich einfacher durchzufiihren.

Nach einer zufriedenstellenden Umsetzung des Transmissionsproblems in 2D bietet
sich auferdem die Mdoglichkeit, das Transmissionsproblem in 3D zu betrachten und
die entsprechenden Operatoren zu bestimmen.
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