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Einleitung und @%emieh‘é

Viele schwingende Systeme {(mechanische Maschinen, elektrische Schwingkreise...) lassen sich erfolgreich

mit dem harmonischen Qsziliator
i+ 2r¢ +wie = asin

beschreiben. Seine Losung
z(t) = Asin{Q + @) + Be " sin(wt + x)

mit der Eigenfrequenz
w=jwg—r? (0.1)

ist analytisch gegeben, wodurch seine Dynamik vollstindig bekannt ist. Fir alle Parameterwerte und
alle Anfangsbedingungen, welche die Gré8len A, B, ¢ und yx festlegen, lduft das System in einen Grenz-
zyklus dessen Frequenz gleich der Anregungsfrequenz {} ist. Liegt die Anfangsbedingung nicht auf dem
Grenzzyklus, stirbt die Abweichung exponentiell mit dem Faktor e™™* aus. Wihrend dieses Einschwing-
vorgangs besteht die Bewegung aus der linearen Uberlagerung zweier Schwingungen mit der Eigenfrequenz
w bzw. der Anregungsfrequenz 0

Diese Beschreibung setzt voraus, dafi ~wenn man ein mechanisches System vor Augen hat- die riicktrei-
bende Kraft proportional zur Auslenkung ist, was dazu fithrt, daf das System eine von der Amplitude
unabhingige Eigenfrequenz besiizt. Diese Annahme ist in der Realitit oft nicht erfiillt, die riicktreibende
Kraft ist dann eine nichtlineare Funktion der Auslenkung.

In diesern Fall kann die Gleichung nicht mehr analytisch geldst werden. Das System besitzt keine feste
Eigenfrequenz mehr und die Lésung kann ein sehr komplexes Verhalten aufweisen.

Im Rahmen technischer Anwendungen wurde dieses _Verhaiten erstmals .von dem Berliner Ingenieur

FalaTat:] Tyrromomrar e g L IS DI o aemli 3 1701 Iy 3
=ECRG LDIUFFING am ;1111&1‘15 des 20. Jahrhunderis studiert {J.J, der. sicil u.a. Ihl scineil lavienden

Generatoren beschéftigt hat:

Jene synchronen Drehstrommaschinen waren durch Gasmaschinen angetrieben. Die Frequenz
der Antriebsimpulse und die sogenannte Eigenfrequenz waren geniigend auseinander, so dafs
nur méfiige Pendelungen aufiraten, wenn die Antriebsmaschinen im Beharrungszustand wa-
ren. Wurde dieser Beharrungszusiand jedoch nur durch einige wenige heftigere Zindungen
gestort, so wurden, auch nachdem die Verbrennung wieder regelmdfiig geworden war, die
Pendelungen immer noch gréfler und grofler, so dofi die Maschinen schliefilich auﬁer Tritt
kamen..,

Duffing glaubte, das Problem analog zum reibungsfreien mathematischen Pendel, mit elliptischen Funk-
tionen losen zu konnen, hatte hierbei aber keinen Erfolg. Er beschrieb die von ihm gefundenen Phéno-
mene, konnte sie aber nicht mit der Gleichung in Beziehung setzen und som:t keme Voraussagen ubef
das Verhalten des Systemns bet. bestlmmten Parametern machen. == DR EE SIS




4 Einleitung und Ubersicht

Diese Phinomene treten bei allen Oszillatoren mit nichtlinearer Riickstellkraft,! linearer Reibungskraft?
und periodischer Anregung auf. Das Verstindnis des Langzeitverhaltens in Abhingighkeit der Parameter
dieser Klusse von (szillateren ist das Thema der vorliegenden Arbeil.

Wir betrachien zunéchst ein einfaches System dieser Klasse, bei dem die riicktreibende Kraft eine Po-
tenziunktion mit der Potenz ¢ ist und die Anregungskraft sinusférmig ist:
E+2rz + ¥ =sinfld (0.2)

Die beiden einzigen Parameter sind die Reibungskonstante  und die Anregungsirequenz {1, bei festem
Potentialtyp. Alle weiteren mdglichen Vorfaktoren sind durch geeignetes Umskalieren eliminiert worden.

Der Ausdruck z? gilt so fiir ungerade ¢ > 1, fir beliebige ¢ > 1 miiBte er durch sgn(z}{z|? ersetzt werden,
um sicherzustellen, daf die Kraft immer riicktreibend ist (z.B. auch bei ¢ = 2} und fiir alle = definiert st
{2.B. ¢ = 1.1, z < 0). Der Einfachheit wegen wird im foigenden immer z? geschrieben, alle Uberlegungen

gelten aber fiir beliebige ¢ > 1.

Tmax

1.3 4

. _ .T=7r/ﬂ
A - o — |
B 20 : 30 40 50

Abbildung 0.1: Links: Gesamtpotential der Duffing-Gleichung zu verschiedenen Zeiten. Die durchgezoge-
' nen Linien entsprechen den Maozimalwerten der Anregungskraft, bei der gepunkteien Linie
 ist die Anregungskraft Null.

Rechts: Nichtiineare Resonmanzen. Die mazimale Auslenkung in z-Richiung in Abhdn-
 gigkeit der Umlaufzeit der anregenden Kraft T = n [§) bei festem r. Bei jedem weiteren
- Mazimum fihrt das System eine Oszillation mehr um das Minimum kas bzw. rechis aus.
" Das grafte Mazimum der “linearen” Resonanz hegt_zm Bereich T .= 0.. 20 dort folgt

" das System der Anregungsfrequenz. LT R e

Diese Duffing-Gleichung® zeigt folgende Phinomene gegeniiber dem harmonischen Oszillator:

!Eine Riickstellkraft wirkt immer der Ausienkung entgegen, d.h. V(z,1) > 0. Wir betmchien also nur. Potentiale mit

genaw etnem Minimum.
2Systeme mit nichtlinearer Re1bungskraft —wie etwa der van—der—Pol Oszﬂlator— bllden eine etgene Klasse, dle in cheser

Arbeit nicht betrachtet wird.
3DUFFENG betra.chtete verschiedene Glexchungen dleseS Typs wir bezelchnen (0. 2) als Dufﬁng Gleichung. -




(14

Nichtlineare Resonanzen Beim harmonischen Oszillator ist die Amplitude A der Schwingung in Ab-

héngigkeit von der Anregungsfrequenz eine Funktion vom Typ ((2% —w?)2 4 4720%)71/2, also

eine Funktion mit einem Maximum; die zugehérige Frequenz heifit Resonanzfrequenz.

Im nichtlinearen Fall besitzt diese Kurve viele Maxima (nichtlineare Resonanzen), die mit

abnehmender Anregungsfrequenz bel konstantem r immer flacher werden (Abbildung 0.1,

[13, RCSOD. ST

Um das Auftreten dieser Resonanzen zu verstehen, betrachten wir die Differentialgleichung
als Modell eines Massenpunktes, der sich im zettabhingigen Potential der Duffing-Gleichung

7 — z5in(Q4)

Viz,t) = o
bewegt (Abbildung 0.1). Wenn die Schwingung dieses Punktes im Potentialtopf {fiir die je-
weilige Amplitude) deutlich schneller ist als die Bewegung des Potentialminimums, so wird
er in den Zeitintervallen um die Maximalwerte von sin Qt, an denen sich das Potential am
langsamsten &ndert, mehrere Schwingungen ausfithren, bevor das Potentialminimum sich
wieder auf die andere Seite bewegt hat. Je nach Anregungsfrequenz besitzt er beim Null-
durchgang des Potentials eine bestimmte Phasenlage, was zu einer neuen Anfangsbedingung
fir die Schwingungen auf der anderen Seite fithrt. Das Zusammenwirken dieser beiden
Bewegungsmoden fithrt so zu einer Gesamtschwingung unterschiedlicher Amplitude.

Die Differentialgleichung ist aufgrund ihrer Punktsymmetrie der Halbperioden invariant ge-
geniiber der Transformation (z, &,t) ~ (~z, —&,t + 7/§). Die relevante Periodendauer, die
wir ab jetzt immer betrachten werden ist daher

T:=r/8,

die Zeit, in der sich das Potentialminimum auf jeweils einer Seite bewegt.

Die Resonanzkurve in Abbildung 0.1 kann in Frequenzintervaile zerlegt werden, in denen
das System n Schwingungen wihrend jeder Halbperiode T ausfiihrt. In jedem Intervall liegt
ein Maximum der Resonanzamplitude, die n-te nichtlineare Resonanz.

in Abbildung 0.2, oben links fiihrt das System 3 Schwingungen auf jeder Seite éus, es gehort

also in das Intervalln = 3, das um das erste Maximum in Abbildung 0.1 liegt. Abbildung0.2,

oben rechts gehort zum Intervall n = 4.

Bifurkationen Bei gewissen Parameterwerten schliefit sich die Bahnkurve nicht nach einer Anregungs-

Chaos

periode, sondern erst nack M Anregungsperioden, die im wesentlichen dem Feigenbaumsze-

nario folgen, d.h. = 2™. Durch eine geeignete Anderung der Parameter kann aus einem

Orbit der sich nach einer Halbperiode schliefit (rn = 0) ein Orbit werden, der sich erst nach

ZWei (m = 1)* und bei einer weiteren Anderung der Parameter nach 4, 8, 16 .. (m=2,3,
...) Anregungsperioden schlieft {Abbildung 0.2, unten links}). ' '

Diese Bifurkationen liegen 'fiir héhere m immer dichter im Parameterraum bis zu einem
Haufungspunkt mit m = co. Wenn dieser iiberschritten wird, verliuft die Bewegung nicht
mehr periodisch, sondern chaotisch (Abbildung 0.2 unten rechts) mit periodischen Fenstern
(Feigenbaumszenario).

*Diese erste Bifurkation ist die Symmetriebruchbifurkation bei der Betrachtung voller Anregungspenoden 2T = 217/9
Wurde die Symmetrie des Systems berelts genutzt um T als Perlode ‘U deﬁmeren, 1st dlese erste B1furkatlon eme-.

Penodenverdopplung




6 Einleitung und Ubersicht

Koexistierende Attraktoren Nach der ersten Bifurkation ist es méglich, daff das Langzeitverhalten
-nicht nur von den Parameterr, sondern auch von den Anfangsbedingungen abhingt. Je
-nach Wahl der Anfangsbedingung kann die Bewegung in unterschiedlichen Attraktoren en-
den (wahrend beim harmonischen Oszillator der Einflu8 der Anfangsbedingung exponentiell
abnimmt und die Bewegung fiir jede Anfangsbedingung im selben Grenzzyklus endet).
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-1.5 -1.0 -05 00 05 1.0 L5 —-1.5 —-1.0 -85 060 G5 1.0 1.5

z g x

1.0+ 1.0 1

0.5 0.5

i 0.0 & 0.0

—0.5- —0.5
—1.0 S — L B— — — ._ —1.0 - ST T | T |
15 -10-=05°0.0 7 05 L0- L5 15 =10 0500 “05 L0 L5

Abbildung 0.2: Phasenraumporiraits fiir 4 verschiedene Parameterwerie. - Oben links: n = 3, m =
QOben rechis: Derselbe Zustand wie oben links, jedoch die ndchste Resomenz. n =4, m
= Q. Unten links: Dieselbe Resonanz wie oben links, jedoch nach der zweiten Bifurkation
" (Symmetriebruch- und Periodenverdopplungs-Bifurkation). 'n =3, m =.1. Unten rechts:
- Chaos. n =3, m ist nicht definiert. =~ R R

0,

DUFFING stellte fest, daB die von ihm beobachteten Phinomene (wobei Ihm die Begriffe Bifurkation und
Chaos noch nicht bekannt waren) in einem Parameterbereich auftraten, in dem die Anregungsfrequenz
Q kleiner als die Frequenz der Schwingung fiir die jeweilige Amplitude ist. Die Eigenfrequenz der von




ihm betrachteten “Drehstrommaschine” war hoher als die der Antriebsimpuise der “Gasmaschine”. Im
umgekehrten Fall groBer Anregungsirequenzen folgt das System der Anregung mit abnehmender Ampli-
tude bei zunehmender Frequenz. Dariiber hinaus darf die Reibungskraft die Eigenschwingungen nicht zu
stark dimpfen, um fiberhaupt Eigenschwingungen zu ermdglichen.

Der uns interessierende Parameterbereich liegt also bei
r<1l<T, (0.3)

wobei die Frequenzen des nicht getriebenen Systems (d.h. ohne den Term sin {}# im Potential) und die zu-
gehorigen Umlaufzeiten fiir die im getriebenen System betrachteten Amplituden von der Gréflenordnung

I sind.

Neben den Untersuchungen von DUFFING wurden Methoden zur sukzessiven Approximation der Lisun-
gen entwickelt [5]. Voraussagen, bei welchen Parametern die einzelnen Phinomene auftreten, konnten

damit jedoch nicht erzieit werden.

Durch den Einsatz leistungsfahiger Computer konnten Losungen fir viele Parameterwerte numerisch
berechnet, und so empirische Phasendiagrammme angefertigt werden [3, 7], d.h. “Landkarten” des Pa-
rameterraums, auf denen die Bereiche der einzelnen Phinomene eingezeichnet sind. In Abbiidung 0.3,
rechts ist ein solches Phasendiagramm fiir die Gleichung # + 0.2z + z + z3 = f coswt gezeigt. Dieses
Phasendiagramm ist typisch fiir die betrachtete Systemklasse, Abbildung 0.3, links zeigt schematisch die
wesentlichen Eigenschaften: Die dicken Linien trennen Streifen ab, die man unterschiedlichen Resonan-
zen (n = konst.) zuordnen kann, (im rechten Teilbild nicht gezeigt). Beim Uberschreiten der (diinnen)
Linien finden Bifurkationen statt. Die Bifurkationslinien werden aufgrund ihrer Form auch “Resonanz-
zungen” genannt. Die Punkte a, b, ¢, d geben die Parameter der Zyklen aus Abbildung 0.2 an (zwischen
cund d ist die Bifurkationskaskade nicht weiter aufgeschiiisselt). Das Ziel, den Mechanismus fiir die oben
beschriebenen Phénomene 2u verstehen und ihr Auftreten in Abhéngigkeit der Parameter guantitativ
vorauszusagen, wurde durch jene Untersuchungen nicht erreicht. Die offensichtliche sehr exakte geome-
trische Ahnlichkeit verschiedener Zungen der Phasendlagramme hat den urspriinglichen AnstoB fiir die
vorliegende Untersuchung gegeben.

13 A Wbk tandand . ALt
UUI Ulb ucu.uu. VUI..I.ICB LIS IWTT) LHI2DbGlll, Clnlll uUlil LLICBC Fa Wy ¥}

zusammeniassen:

6 Bel Parametern auflerhalb des Bereichs r < 1 < T ist das. Verhalten unkompliziert, das System
- folgt hier im wesentlichen der Anregungskraft. Der Fall 7' 1 ist von linearer Resonanz geprigt
~und ist gesondert zu Denanaem Im mteressa.men Derelcn r<l< 1 treten diﬁ Obt:u Uebt.uucbr;ucu-

Phénomene a,uf ' SRR RIS S ' S

e Die Gebiete nichtlinearer Resonanzen (d.h. n=konst.) sind streifenfdrmige Bereiche im Parame-
terraum. Innerhalb der Streifen verlaufen Bifurkationslinien, die verschiedene Bifurkationsbereiche
~ {d.h. m=konst.) voneinander trennen. Je weiter oben innerhalb einer Zunge der Abbildung 0.3 die
“betrachteten Parameterpunkte liegen, desto hoher ist der Bifurkationszustand m, bis bei m = .00
chaotische Bewegung und da.ruber hinaus d1e bekanntep Phanomene des Felgenbaumszenarlos em—_

selzen.
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Abbildung 0.3: Rechts: Beispiel fir ein numerisch bestimmtes Phasendiagramm (aus [3], dort sind auch
die hier nicht interessierenden Bezeichnungen erklirt), das typisch fir die betrachieten
Oszillatoren ist. Links: Typisches Phasendiagramm (schematisch).

e (Geht man zu Resonanzstreifen mit immer héheren Werten n, werden im Parameterraum benach-
barte Zungen immer dhnlicher. Auch die Unterschiede zwischen den Orbits, die zu korrespondieren-
den® Punkten in benachbarten Zungen gehéren, werden immer geringer.

e Innerhalb eines Streifens zu festem n (Abbildung 0.3), nimmt nach rechts oben hin die Anzahl der
koexistierenden Attraktoren zu. Um das Bifurkationsdiagramm vollstindig zu beschreiben, miifite
dann eine immer gréBer werdende Anzahl {ibereinander liegender Bitter des Phasendiagramms
verwendet werden. Auf dieses Phinomen wird in der vorliegenden Arbeit nicht explizit eingegangen.

e Die so beschriebenen Phinomene treffen fiir eine grofie, Klasse nichtlinearer Oszillatoren mit pe-
riodischer Anregung und tdberall riicktreibender Kraft zu. Diese Oszillatoren besitzen ahnliche
Phasendiagramme, die Resonanzzungen haben lediglich etwas unterschiedliche Formen.

rheit gegehen wird, hetrachten wir sgrob den Me-
F€Is gSgenen wirg, oet gr

Bevor nun ein Lberhlick iiher den

chanismus der nichtlinearen Resonanzen. Wir nehmen vereinfachend an, das Minimum des Potentials
(Abbildung 0.1) ruhe links oder rechts wihrend einer halben Anregungsperiode, um dann instantan zur
jeweils anderen Seite zu kippen. Zusitzlich ignorieren wir die Abhidngigkeit der Schwingungsfrequenz
w von der Amplitude (harmonischer Oszillator). Dann wird die-Anzahl der -Umléufe n ausschlieBiich
von dem Verhiltnis der dafiir zur Verfiigung stehenden Zeit 7= x/( in der das Potentialminimum auf
einer Seite ruht, und der Zeit fiir eine Eigenschwingung = /w bestimmt. Die Schwingungsamplitude hingt
dabei neben der Stirke der Reibung r, vom Zustand am Anfang der Halbperiode T ab, der sich -als
Funktion von T aus dem Zustand am Ende der vorherigen Halbperiode ergibt. In diesem Bild wére das
r-T-Phasendiagramm perfekt periodisch, alle Resonanzstreifen wiren 1dentlsch hatten d;e Breite «/w
und verhefen im wesentlichen parallel zur - Achse e i

“#Dieser Begriff ist bis jetzt nur anschaulich —beim Betrachten des Phasendiagramms~ klar: Durch eine geeignete Trans-
formation kdnnen die einzelnen Resonanzzungen so entzerrt werden, daB ste alle dieselbe Form besitzen. Die Punkte, die
dann an der gleichen Stelie in unterschiedlichen Zungen liegen, korrespondieren. Die Orbits 2weier korrespondierender
Parameterpunkte besitzen gleiche Eigenschaften (das wird spiter genauer definiert}), bis auf die Anzahl der Umliufe.




Der entscheidende Punkt ist, daf auch im aligememen Fall die-Resonanzzungen eine quantitative geome-
trische Ahnlichkeit aufwe1sen

Es ist nun weniger interessant einzelne Resonanzzungen zu untersuchen, als ihre allgemeine Form im
Parameterraum zu kennen und kerrespondierende Punkite in den einzelnen Zungen zu identifizieren. So
an nc\snﬂaﬂzrlnn o

%CRQH daa G‘anmh: p}\aqpndlaﬂ"rnmm ALY‘{"}‘I die r‘h:\ra‘kterlshsche Q#rnktur der e}nzelr}uu Re Zunge

~saaiias LAILIL QUC LD

beschrleben werden.

Mit anderen Worten besteht das Problem darin, die Form der Resonanzzungen in Abh#ngigkeit der
Systemparameter (r, ) zu finden. Mit dieser Information kénnen bei gegebenen Parametern (r,{}) die
Attraktoreigenschaften bestimmt werden, ohne die Differentialgleichung zu integrieren. Oder —unter Nut-
zung dieser Information in umgekehrter Richtung- die Systemparameter fiir ein gewiinschtes Verhalten
kénnen berechnet werden, um z.B. Chaos oder Resonanzen zu verhindern oder aufzusuchen. Auf diese
Weise hatte DUFFING seine Maschinen gezielt verbessern kénnen.

Zur Realisierung dieser Zielsetzung ist unter anderem das Konzept der Poincaré-Abbildung {siehe [6]
fir eine Einfilhrung) entscheidend: Statt einen gesamten Zyklus als Losung cier D1fferent1a,lglelchung zZu
untersuchen, betrachten wir die Abbildung

z(to), #(t0)) == (z(to + T), &(to + T)), (0.4)

die fiir die beschriebenen Systeme eine kompakte und im wesentlichen komplette Beschreibung der Dyna-
mik darstellt (unter Benutzung der Periodizitit und Inversionssymmetrie von 0.2 kann dem Phasenraum
(z,Z,t) die Topologie R x R x & zugeschrieben werden). Die Integration iiber eine Halbperiode T
entspricht dann einer Iteration
Topr = Plza)-

Fiir die Beschreibung des globalen Verhaltens ist es sinnvoll, sich auf einen bestimmten {zunichst be-
liebigen) Referenzzeitpunkt ¢c festzulegen, um die Untersuchung zu vereinfachen. Wir suchen also die
Poincaré-Abbildung des Systems, die genau wie die Differentialgleichung zwei Parameter (r, 1) besitzt,
und deren iteration die Losung der Differentialgleichung iiber eine Halbperiode zusammenfafit. Ein
Grenzzyklus der Differentiaigleichung entspricht einem anziehenden Fixpunkt der Poincaré-Abbildung,
der nach der Symmetriebrechung zu einem Zweierzyklus wird, bei der nichsten Periodenverdopplung
dann zu einem Viererzyklus usw.

In dieser Arbeit wird eine analytische Methode zur Bestimmung der Poincaré-Abbildung entwickelt.
Sie liefert die dem Problem angemessene analytische Form mit geeignet zu bestimmenden numerischen
Konstanten, sowie die geeigneten Koordinaten des Parameterraums, die den Zusammenhang zu den
Differentialgleichungs-Parametern herstellt. Die Betrachtung der Abbildung 0.3 148t hier schon plausibel

erscheinen, dafl dies Koordinaten sein sollten, in denen das Phasendiagramm pe;IOdISCh ist..

Das Vorgehen beruht auf folgender Idee: Wie zuvor beschrieben, werden sowohl die Resonanzzungen im
Parameterraum, als auch die Zyklen der zugehérigen Losungen fiir wachsende n immer dhnlicher. Bei
Benutzung der Koordinaten (z, %) und der Parameter (r, {1) ist diese Information schwer auszuwerten {die
numerische Integration wird im Gegenteil immer aufwendiger), da diese Grofen, wie wir sehen werden,
dem physikalischen Verhalten nicht optimal angepaBt sind. Die Grundidee besteht in der Formulierung der
Dynamik in Wirkungs-Winkel-Variablen (I, ) und der Verwendung eines neuen Parametersatzes (a, 5)
(statt der alten (r,()), sowie der Betrachtung des Systems im asymptotischen Bereich n '— oo. Dort
indert sich die antreibende Kraft beliebig langsam und das System fiithrt in jeder Halbperiode beliebig
viele Eigenschwingungen durch, wobei es bei jeder einzelnen nur wenig Energie verliert. Beschreibt man
die Lésung in diesem Bereich in Wirkungs-Winkel-Koordinaten, ergibt sich eine eindimensionale. Poin-
caré-Abbildung. Eine Entwicklung um diesen asymptotischen Bereich {die, wie wir sehen. werden, -einer




10 Einleitung und Ubersicht

Entwicklung nach dem Parameter e~ entspricht), liefert dariiber hinaus die dem Problem angepaBten
Parameterkoordinaten {«, 5), mit der Umrechnung (&, 8) « (r,{1), sowie Zusatzterme héherer Ordnung
in 77, welche die dann schwach zweidimensionale Poincaré-Abbildung fiir Zungen m1t endlichem, nicht

zu klemem n auf uberszchthche We:se parametrisieren.

Diese Poincaré-Abbildung hat die Form

Pnt1 = afr Q_) + B(r, Q) cos pn + g(e—sz)

r - (0.5)
Inpp = L+ f({p,t)e"' "'}'o(e—zr }:

mit folgenden Eigenschaften:

e Die Variablen / und ¢ sind der Zeitentwicklung des Systems angepafit, in ihnen reduziert sich
die Poincaré Abbildung im asymptotischen Limes auf eine Dimension (die Koordinate I wirkt in
erster Ordnung e~ nicht auf ¢ zurfick). Deshalb kénnen sie als “natiirliche” Variablen bezeichnet
werden. In diesem Sinn erhalten wir mit o und S auch “natirliche” Parameter, in denen die

Phasendiagramme darzustellen sind.

¢ Durch Invertieren von a(r, ), 8{r, Q) erhalten wir die Funktionen r(a, 8), 2(a, ) und damit auch
die Differentialgleichung in diesen neuen Parametern.

e Das Phasendiagramm in den neuen Parameterkoordinaten (o, 8) ist 27-periodisch in a. Jeder
2m-Streifen im Parameterraum entspricht einer Resonanzzunge. Auf diese Weise sind korrespon-
‘dierende Punkte der verschiedenen Zungen bestimmt. Die eindimensionale Poincaré-Abbildung 0.5

. beschreibt also die asymptotische Gestalt der Resonanzzunge, die Funktionen a(r, ), B(r, ) liefern
- die Information, wie alle Resonanzzungen der Differentialgleichung auf diese abzubilden sind. Ge-
nauer: Die Poincaré-Abbildung beschreibt das vollstindige Bifurkationsdiagramm in einem Strelfen

im asymptotischen Limes.

. Durch die einfache Form der Poincaré-Abbildung kénnen etliche Phinomene im Lésungsverhalten
der Differentialgleichung erklart, und enalytisch in Abhingigkeit der Parameter beschrieben werden.
Es wird. beispielsweise erklirt, warum die Resonanzzungen die vorliegende Form, bestehend aus
jeweils einem breiten und einem schmalen Streifen, besﬂ:zen und bei Welchen Parameterwerten dle _
erste B:furka.tmn in. cien emzelnen Resona,nzen auftritt : '

e Die ‘Fn'nl(f'lonaip pﬁrm der Poinc rp-Alﬂl’n]dnnu‘ mit hoherpn pnfunr‘l{lnnd‘qtermen {Vn‘n denen die

‘niedrigste Ordnung exphzrt angegeben wird) bestunmt den der Bewegung angepaﬁten funktionalen
- Ansa.tz__fur nux_n_el_:_l_scht_e S;mqla.t__l(_)__nen In _d_le T_he:orle gghen }{em_e e_n_lplrls_c_hen F 1___tpar_amete_r ein,

‘¢ -Im Ra,hmen der Herleltung dieser Ergebmsse werden einige umverselle {d.h. von den Parametern r
und §) unabhéngige) Konstanten definiert, die numemsch bestimmt werden miissen. Der gesamte

. EinfluB der Nichtlinearitit auf die Losung wird also auf einen endlichen Satz fester numerischer
- Konstanten zuruckgefuhrt d1e nur, vom Potentzaltyp (be1 der Dufﬁng Glelchung also. nur.von g)

_':a,bhangen
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Ubersicht tGber die Kapitel

Kapltel

2. Kapitel

3. Kapitel

4. Kapitel

‘Bei der Herleitung der Poincaré-Abbildung sind zwei Hirden zu iiberwinden: Die ampli-
tudenabhingige Schwingungsfrequenz des Systems und die zeitliche Anderung der Anre—

gungskraft. In diesem Kapitel wird die zweite Komplikation aufler Acht gelassen und die

Dufhing-Gleichung mit Rechteck—Anr&gung betrachtet. Hier springt die Kraft zwischen 2741
und z? — 1 hin und her.

Das Kapitel hat vorrangig didaktischen Charakter, die Grundideen der Theorie werden
zunachst an dem einfachsten méglichen System beschrieben. Es wird sich herausstelien, daff
die damit bestimmte Poincaré-Abbildung dieselbe ist, wie die fiir die allgemeinere Duffing-
Gleichung, lediglich Vorfaktoren sind andere.

Dieses Kapitel fiihrt ein neues, und fiir die folgenden Uberlegungen entscheidendes Konzept
ein: Die Referenzldsung zo(f). Dieses Konzept diirfte {iber die Anwendungen in dieser
Arbeit hinausgehend von Interesse fiir die Behandlung nichtlinearer Oszillatoren sein. Die
Referenzldsung ist eine Verallgemeinerung des Grenzzyklus beim harmonischen Gszillator
(d.h. fiir den Spezialfall ¢ = 1 vereinfacht sich xp{t) zu diesem Grenzzyklus).

Eine solche Referenzldsung existiert fiir alle Parameterwerte im Bereich r < 1 < T. Sie
ist eine spezielle Lésung der Differenticlgleichung, ndmlich eine solche, die keine [Ligen-
schwingungen eusfihrt (wie auch im linearen Fall}. Im Gegensatz zu letzterem hdngen die
Referenzidsungen fir aufeinanderfolgende Halbzyklen aber nicht zusammen.

Diese Losung vermitieli insbesondere neuve Erkenntnisse {iber den Einflufl der Nichtlinearitét
auf die Lésung der Differentialgleichung (z.B. warum bei der Erhéhung von ¢ = 1 nach
g = 1.01, die ja nur eine minimale Anderung der Potentialform darstellt, eine chaotische

Bewegung moglich ist).

Mit den Informationen aus dem 2. Kapitel kann die im ersten Kapitel entwickelte Theo-
rie auf die Dufling-Gleichung iibertragen werden. Eine Methode, die Poincaré-Abbildung
fir beliebig hohe Ordnungen in e™™T zu bestimmen, wird beschrieben und bis zur zweiten
Ordnung angewendet. Die so erzielte zweidimensionale /--Poincaré- Abbildung deckt einen
auch fiir technische Anwendungen interessanten Parameterbereich ab.

Die Vorschrift zur Bestimmung der schon erwihnten universellen Konstanten wird angegebe-
nen und einige Sitze (fir verschiedene Potentialtypen) dieser Konstanten werden bestimmt.
Die Ergebnisse werden quantitativ mit Losungen der Differentiaigleichung verglichen und
der Giitligkeitsbereich der Theorie im Parameterraum iiberpriift.

Die im dritten Kapitel eingefilhrten Konstanten sind nur in einem asymptotischen Sinn,
namlich fiir Resonanzzungen zu grofen Indizes n, “universell”, fiir niedrig indizierte Reso-
nanzzungen Werden sie abhingig von den Systernpara.metern Wenn eine Poincaré- Abbildung

einstimmt, miissen Konsta.nten bestimmt werden, die fiir diesen Bereich gelten.

Hier ist zu unterscheiden zwischen einer quantitativ guten Approximation der Phasendia-
gramme fiir einen Bereich des Parameterraums und der Niherung einer einzelnen Trajektorie
fir einen festgehaltenen Punkt i Parameterraum. Eine minimale Abweichung in den Pha-
sendiagrammen, die aus kleinen Abweichungen bei der Bestimmung der Parameter resultiert,
kann an kritischen Parameterbereichen zu grofen Abweichungen in den Ldsungen fithren,




5. Kapitel

Einleitung und Ubersicht

die nichts mit der theoriebedingten Ungenauigkeit zu tun hat (extreme Parameterempfind-
lichkeit bei chaotischen Systemen).

In diesem Kapitel wird eine Methode zur Bestimmung dieser parmeterabhingigen Koeffi-

. zienten entwickelt. Die Ergebnisse der vorigen Kapitel stellen sicher, dafl die funktionale

Form der dort entwickelten Poincaré- Abbildung die geeignete Medellierung der Differential-

211 4l SRR LE

gleichung darstellt.

Zur Beschreibung des Systems in Wirkungs-Winkel-Variablen (I, ) muB die Transforma-

“tion (z,Z) «+ (I,¢) bestimmt werden. Im Fall der allgemeiner Duffing Gleichung ist dies
“eine explizit zeitabhingige kanonische Transformation, die in diesem Kapitel hergeleitet und
‘als Reihenentwicklungen formuliert wird. Sie wird zur Bestimmung der universellen Ab-

bildungskonstanten und der im 4. Kapitel eingefithrien parameterabhingigen Koeflizienten

_ benutzt.




Die Differentialgleichung
4+ 2rd 4% = 20(sin ) — 1 = %1 (1.1)

ist durch die rechteckférmige Zeitabhingigkeit der Anregungskraft eine Vereinfachung der Duffing Glei-
chung mit Sinus-Anregung. Durch die nichtlineare riicktreibende Kraft 27 ist die Schwingungsfrequenz
amplitudenabhingig. Diese Eigenschaft ist fiir die in der Einleitung beschriebenen Phinomene verant-
wortlich, unabhéngig von der Form der periodischen Anregung. Die Gleichung 1.1 zeigt deshalb im hier
betrachteten asymptotischen Parameterbereich

et k1 {1.2)

r€l«T=7/0 (1.3}

das gleiche qualitative Losungsverhalten wie die Duffing Gleichung. Diese Tatsache ist numerisch aus
Phasendiagrammen ersichtlich, sie wird spiter aus der Theorie versténdlich.

Die Anregungskraft wechselt jede Halbperiode T ihr Vorzeichen, was einem Wechsel zwischen den beiden
Potentialen V. und V_ in Abbildung 1.1 entspricht:

2 g 2 1.4
g+1 g+1 (14

Vi(:r) =

Die an sich irrelevante Konstante ¢/(g + 1) wurde so gewahlt, daB die potentielle Energie im Minimum
immer verschwindet.

'7m1=-nTncm den TTmnnL altzeitnunkten ist das O.,ng-n_q eatttinahhSnmie on Aaf wit nne in diec

VLCILLAUIIN LTI I3 Y Sl AUIUUIIG LTI RN,

ausschlieflich auf den Einfiufl von Nichtlinearitit und Dissipation konzentrieren kéunen.

In dem durch (1.2} und (1.3) definierten Parameterbereich fithrt das System in jeder Halbperiode viele
Oszillationen (die Zeit fiir eine Oszillation hat die GréBenordnung 1 < T') mit jeweils schwach abfallender
Amplitude (r < 1} aus, wobei am Ende der Halbperiode die Amplitude kiein geworden ist (e=™7 < 1).
Dann wird durch das Umschalten des Potentials {Kick)! dem System schlagartig Energie zugefiihrt und
eine weitere Dissipationsphase beginnt. Die Bedingung (1.3) bewirkt also, daB wir Parameter im Bereich
hoher Resonanzen betrachten, (1.2} wird spiter als natiirlicher Entwicklungsparameter in Erscheinung
treten.

Im folgenden werden wir zunéchst durch geeignete Koordinatentransformationen das System in problem-
angepaften Gréfen formulieren. In diesen Koordinaten wird die Poincaré-Abbildung hergeleitet. . Ein
zusitziiches Ergebnis der Herleitung ist die Einfiihrung problemangepafiter Pammeterkoordinaten, sowWie

'Unter dem Kick wird in diesem System ein Zuwachs an potem:eher Energze verstanden, im Gegensa.tz zum geklckten
Rntator [9], wo beim chk }Lmetlsche Energte zugefiihre wu-d T S v o : e S

3
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Abbllduﬁg 1.1; Bin Zyklus begmne im Punkt P des ‘Potentials V, . Er ende zur Zeit T in einem Punki Q
Cheiz =14 y1. Durch den Kick wird die Bewegung tm Potential V_ forigesetzt, was einer
.- Erhéhung der Energie auf den Punkt R entspricht. R ~ R ist die kinetische Energie, die
. durch den Kick nicht gedndert wird. Der nédchste Ayklus ende. im. t’unki 5. f’ammeter
g=3, r—00375 Q.= 0.07, T = 45, e'T = 0.18.

Umrechnungsformeln zu den Parametern (r, ) der Differentialgleichung. Diese Ergebnisse kénnen dann
auf die Differentialgleichung angewendet und der Giiltigkeitsbereich der asymptotisch exakten Theorie
iiberpriift werden, indem die Ubereinstimmung des Verhaltens der Poincaré- Abbildung und der Lésun-
gen der Differentialgleichung fiir endliche (r, {2) verglichen wird. Am Ende des Kapitels werden Phasen-
dlagra.mme mlt den neu emgefuhrten Pa,ra_metern gezelgt sow1e (a.ls Bexsplel fir die Lelstungsfah1gke1t
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unserer Beschreibung durch Poincaré-Abbildungen) die Korrektheit einiger einfacher Ergebnisse, die mit
der Poincaré-Abbildung erzielt werden, fiir die Differentialgleichung mit entsprechenden Parameterwerten

demonstriert.

Durch die Aufteilung in Dissipationsphase und Energiegewinn ist bei dem System (1.1) der zur diskreten
Abbildung fithrende Mechanismus leicht zu verstehen: Die Energiemenge, die beim Kick dem System
zugefiihrt wird, hdngt von der Koordinate z unmittelbar vor dem Kick ab:

AE = Vi(z) -V (g},

es wird also nicht bej jedem Kick dieselbe Energiemenge zugefithrt. Die Koordinaten am Ende jeder
Halbperiode werden in Abhdngigkeit von r und {) bestimmt und daraus die Gréfie des Kicks und die
Anfangsbedingung fiir die nachste Halbperiode berechnet. So ist der Zyklus geschlossen und die Poincaré-
Abbildung, mit der das Phasendiagramm vollstdndig beschrieben wird, kann angegeben werden.

1.1  Transformation in ein hamiltonsches System

Die Bedeutung der Bedingungen (1.2) und (1. 3) 1aBt sich durch die Transformatmn in ein hamiltonsches
System prazisieren. Zuerst wird die Ersetzung -

yi=x—1x9; To:=20(in)~1=%1 _ (1.5)

durchgefiihrt. In y-Koordinaten bewegt sich das System in einem Potential, dessen Minimum immer bei
y = 0 liegt, und das keinen linearen Term enthilt:

1
Valy) = m(yﬂ:l)q+l {yil)ﬂ‘—_ﬁ

92,9¢-1) 5 qlg—1)(¢-2) . | (1
SV ET ey 51 T (1.8}

Jetzt kann mit der weiteren Transformation

z = eﬂy (1 7)
der Dissii_)at_!\) turm ehn’nnlni‘f urerden nnr D]’I lagenranm unrd nm :‘]ao L\/ftnlrr}n?p 1N a Anm \n‘f ﬁ jergréﬁerﬁ_
in dem sich der Radius der Spirale in Abbildung 1.1 verkieineri: Wir betrachten das System wihrend

8
einer Halbperiode T' durch ein exponentiell starker werdendes Vergxoﬁerungsglas

Einsetzen in (1.1} liefert die Gleichung

i+{(qg— rz)z +age 2t 4 eV 4 =0, (1.8)
P _1\. _1\/ _2\ o .
:imf, g :—-f-—(-?----—---é—t—-q—--—-—“-wwj-.

Sie stellt ein hamiltonsches System Z + W"(z,1} = 0 dar mit dem Potential

Welat) = 5lg —r%)s + e Siltoway o ag
und der Hamiltonfunkiion 1 .- ._ . . e e e o o
R F(z,é,i)=§é2+W(z,t). e s e (110)
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In diesen Koordinaten ist das System reibungsfrei, aber mit einem zeitabhdngigen Potential versehen,
dessen nichtquadratische Anteile exponentiell mit Potenzer von e~ aussterben.

Der Faktor vor dem quadratischen Term ist um r? kleiner als in y-Koordinaten, dies spiegelt die reduzierte
harmonische Eigenfrequenz (0.1) im Potentialminimum des dissipativen Systems (1.1) wieder.

Die Transformation auf y-Koordinaten ist essentiell fiir das Folgende. Ohne sie enthielie das Potential
W({z,t) noch einen exponentiell anwachsenden Term a,e*™'z, der die weiteren Schritte undurchfihrbar
machen wiirde. Im Fell der Rechteck-Anregung ist diese Transformation trivial (da zp = +1), spéter
wird sie durch eine Funktion zo(t) zu ersetzen sein.

Abbildung 1.2 zeigt die Trajektorie aus Abbildung 1.1 in z-Koordinaten.

Abbildung 1.2: Zyklus in z-Koordinaten. Durch das exponentielle Aussterben der Nichilinearitét ndhert
sich der Zyklus einer Ellipse (=harmonische Bewegung) an. Perameter wie in Abbil-

dung 1.1: ¢ =3, r = 0.0375, @ = 0.07, T = 45, e7"7 = (.18.

Die Bedingungen (1.2}, (1.3) haben in dieser Sichtweise folgende Bedeutung: Wegen e~ <« 1 ist das
System spitestens jeweils am Ende einer Halbperiode praktisch harmonisch. In den folgenden Schrit-
ten kann immer nach Potenzen dieser Gréfie sortiert werden. Im Fall, daB (1.2) gut erfillt ist, kann
man sich auf die niedrigsten Potenzen beschranken; dariiber hinaus liefert die Theorie eine systemtische
Entwicklung in e77. Der Anwendbarkeitsbereich dieser Theorie ist etwa durch e=™7 < 0.3 begrenzt.
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Der Kick in z-Koordinaten wird durch das Zuriicksetzen der Zeit ¢ = T nach jeder Halbperiode auf den
Wert ¢ = 0 realisiert, durch den Kick wird auch die Nichtlinearitdt des (mittlerweile linearen) Systems

schlagartig wieder eingeschaltet.

1.2 Wirkungs-Winkel-Variablen

Wegen der mit (1.3) vorausgesetzten langsamen expliziten Zeitabhingigkeit des Potentials kann das Adia-
batentheorem benutzt werden, das folgenden Inhalt hat (eine vollstindige Herleitung ist in {2, S. 294 ]
gegeben): Wir bezeichnen die explizite Zeitabhiingigkeit mit 7, um sie von der impliziten Zeitabhingig-
keit zu unterscheiden. Fir jeden festen 7-Wert ist die Wirkung als die Fliche definiert, die von der dann

geschlossenen Trajektorie eingeschlossen wird:
J(z,2,7) 1= %z”dz = if 2(F —W((,m))d(. (1.11)
ri

Die Wirkung hingt also von z und 2 nur iiber den Wert der Hamiltonfunktion F(z,z,7) ab, deren
konstanter Wert zugleich die geschlossene Integrationstrajektorie festgelegt.

Bet mitlaufendem 7 = £ ist diese Definition nicht mehr anwendbar, da die Trajektorie nicht mehr ge-
schlossen ist und somit auch keine Fliche einschliefit (Abbildung 1.2). Jedem Punkt (z(¢o), 2(fo)) der
Trajektorie des zeitabhangigen Systems kann dann die geschlossene Trajektorie des zeitunabhingigen
Systerns mit festem T = #o und der Hamiltonfunktion F( (tg), 2(t), to) zugeordnet und deren Wirkung
bestimmt werden. So kann mit der Definition (1.11) J(z,2,t) fiir die gesamte Trajektorie berechnet
werden. Das Adiabatentheorem besagt, dafl diese GréBe eine adiabatische Invariante des zeitabhingigen
Systems ist.

Wir betrachten also eine Folge geschlossener Trajektorien. Fir jedes ¢ durchstofit die Trajektorie des zeit-
abhingigen Systems diejenige geschlossene Trajektorie zum Parameter 7 = #. Diese Folge geschlossener
Trajektorien deformiert sich mit fortschreitendem 7, was zu Anderungen in F fiihrt, die eingeschlossene
Flache bleibt aber nach Ausweis des Adlabatentheorems konstant, wenn 2% klem ist.

Genauer: Schreibt man W als Potenzrethe in 0 W = Wy +etWh 4 ..., wobm ¢ ein Ma$ fiir die Zeit-
abhédngigkeit des Systems ist (im durch Gleichung (1.9) definierten System entspricht ¢ der Géfe r), so
garantiert das Adiabatentheorem die mittlere Konstanz von J bis zur Ordnung €% J = ae + O(¢?), wobei
a eine mit ¢ oszillierende Funktion ohne konstanten Anteil in ihrer Fourierreihe ist. Das ist der Grund
fiir die ausgezeichnete Stellung der Wirkungs-Winkel-Koordinaten (J, ).

Wir rechnen jetzt die Wirkung in 2- bzw y-Koordinaten um. Wegen der zeitabhéngigen Transformation
(L.7) ist &, die auf z-Koordinaten transformierte Hamiltonfunktion ¥, nicht gleich der Gesamtenergie

12% 4+ V(z,7). I(E) berechnet sich entsprechend der Deﬁniti_on (1.13)

I(E,r) = e J(F,7) = 1"’“1/ (E — V(¢,7))dC, (1.12)

wobei sowohl die kinetische- als auch die potentielle Energle Zusatzterme erhalten, mit denen die adia-
batische Konstanz der Wirkung erzielt wird:

E = éiz +red+ V(z,7), | (1.13)

Vo= Ven-ioo o
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Abbildung 1.3: Die Wirkungsfunktion in Abhdngigkeit der Zeit. Durchgezogen: Ein Zyklus mit den Para-
metern r = 0.14, T = 37 wurde numerisch integriert und zu verschiedenen Zeiten E und
daraus J berechnet (1.12). Nihert man sich dem asymptotischen Bereich (1.3}, verklei-

. nern sich die Schwankungen von J em Anfang der Periode. Gestrichelt: Zum Vergleich
diese Grdfie jedoch ohne den Term vz, d.h. stalt der Hamiltonfunktion wurde die Energie
in (1.12) verwendet. Hier treten Oszillationen mit doppelter Eigenfrequenz auf.

Die Integrationsgrenzen z;, z, sind die Umkehrpunkte der Trajektorie, £ = Viz) = V(z,).

Wiirde man statt der Gréfie E die Energie verwenden, erhielte man eine oszillierende Funktion, die nicht
die oben beschriebene adiabatische Konstanz besitzt. Dieser Effekt ist in Abbildung 1.3 gezeigt. Die kor-
rekt berechnete Wirkung oszilliert mit der jeweiligen Schwingungsfrequenz und exponentiell abnehmender
Amplitude, entsprechend der abnehmenden Zeitabhéngigkeit des Systems.

Auch in (1.12) wird natiirlich die implizite Zeitabhingigkeit () von der expliziten Zeitabhéngigkeit (2)
separiert. V(z, ) ist zwar im Fall der Rechteckanregung nicht explizit zeitabhéngig (deshalb wird ja dieses
System als besonders einfaches Beispiel betrachtet), die mégliche Zeitabhdngigkeit macht die Formel aber
auch fiir den allgemeinen Fall giiltig. e RS :

Die Kreisfrequenz ist durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen gegeben:

_OF(J,7)  OE(l,T) .
w= 57 =7 (1.15)

mit der Umkehrung der Funktionen zu J (F ) und ./ (E 'r) aus (1 11} und (1. 12) W1r erhalten so:
1 _ ‘ 1 dILE) 1 [ d¢ , (1.16)
w(B)  ¢(E) dE - 7, AE — V(0))

und den Winkel als Bruchteil eines Umlaufs (Abbildung 1.3), [2, S. 284]:

(B, z) = w(E) I -—--—~(~i~g~w-w-- (1.17)

w(l} und (7, z) kénnen hieraus durch Einsetzen von E(J) bestimmt werden.
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Abbildung 1.4: Die Funktion I(E) nach (1.12) [18, IOmPhi]. Links: Vergleich von I{E) mit der harmo-
nischen Gréfle I, = E/w, (gestrichelt) fir ¢ = 3. Rechts: I{E) fir verschiedene g. Von

oben: g =1.3, 2, 3, 5.

I{E) w{l}
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0.0 , ; I , B 13 T : s i f
0.0 05 1.0 15 20 - 25 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Abbildung 1.5: I(E) und w(I) im fir die Bewegung relevanien Bereich bei ¢ = 3. Io = I{Fp) = I{2) =
1.4013, w(0} = wy = /g. Fir kleine E (harm. Bereich) gili B = Iuwy.

Aus der oben beschriebenen adiabatischeg Konstanz der Gl_"éﬁe J folgt

I(8) = e(0) = ePI(0). S Cs)
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Diese Beziehung ist naheliegend auf Grund der Divergenz —2r des Flusses im Phasenraum, wonach die
mittlere Anderung der Wirkung durch / = ~2r/ gegeben sein sollte.

Die Zeitentwicklung des Winkels ist nach dem Adiabatentheorem durch w(/} allein gegeben:

0 =o0)+ [ W= )+ = [ wn (1.19)
{) = + w{ltindi = + — w(d)—, .

w(t) = o jo (I @ o jm) 7

letzteres mit Hilfe von #(7) = —L 1og(j,1(%).

Herleitung der Poincaré- Abbildung

feacsh
7]

Bei unseren spiteren Uberlegungen werden Entwicklungen nach Potenzen von e™"7 durchgefihrt, in
diesem Kapitel nur bis zur ersten Ordnung.

Wir betrachten die Zeitentwicklung beginrend bei ¢ = 0 im Punkt P (Abbildung 1.1), mit £y = 2,
Iy := I{E;). Die Trajektorie liuft in einer Spirale auf das Minimum bei +1 zu, bis sie bei ¢ = T einen
Punkt @ im harmonischen Bereich erreicht hat. Hier ist 7 = Iy = fye=T und

121 . .
Y= — —u—)—lcos ©1, g1 = v/ 2fwy sin g (1.20)
1

proportional zu €7 mit einem Endwinkel ¢; entsprechend (1.19} (w; = /g ist die harmonische Fre-
quenz). In diesem Moment schaltet das Potential zu V. um, wodurch die Energie auf den Wert R
angehoben wird. Die Differenz zu R rithrt von der restlichen kinetischen Energie her, die proportio-
nal zu y? ~ e %7 ist und somit gegeniiber der potentiellen Energie vernachlissigt werden kann. Die

Anfangsenergie des néchsten Zyklus ist F = Fy + §Fy mit
6Fg =y V. (y=2) ~ et (1.21)

in niedrigster Ordnung e~". Der nichste Zyklus beginnt bei o{0) = 8, 1(0) = Iy + 8y, wy = w(lp) mit

590{) = —uwp \.'/%I:‘)‘. = "wT’O QIgwle_TT sin @21 (122)
v i2) 2
und
of 2 [2I, _,
8o = 2= (Eo)wn VI(2)= T ;196 T cospr. (1.23)

@1 ist die zum Endpunkt der Trajektorie zur Zeit ¢ = T gehdrende Winkel-Variable gema8 Gleichung
(1173

Dieser zweite Zyklus endet etwa in einem Punkt § zu dem Winkel (siehe (1.19))

T .
S0 + -jf w(I(t))dt I (1.24)
el

“H

Ap

' 1
= bpo+wiT + .5@(1(0}),

IDie untere Integrationsgrenze ist hier #;. Um die Spiegelsymmetrie des Systems (Abbildung 1.1) auszunutzen, definieren
wir g (als Winkelv_a.riabie im Po_tentia.l V.) mit der unteren Integrationsgrenze .
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wobel =®(I(0)) die Differenz zum rein harmonischen W;nkehnkrement Ay ~ T ist.” Wenn die Inte-
gration mit [(0) = [y beginnt, erhilt man fiir diese Grdfe : TN
I

3(L) (D) )T

I(T)
= jgu(wg)_wi)if (1.25)

Die untere 1ntegrationsgrenze darf Null gesetzt werden, weil der Integrand um 0 reguldr ist {(w({) =

wy + a1f + ..., siche Abbildung 1.5) und I(T) von zweiter Ordnung in e~"7 ist.
Ta der Zyklus nicht exakt bei fy beginnt, wird um die obere Integrationsgrenze entwickelt:
B(I(0)) = B(ly) + ——51, (1.26)
Der Winkel im Punkt § hat also den Wert
o1 = bipo +unT + 5 @(IG) 1 i T YT (1.27)

Der Winkel ¢ hat die GréBenordnung ™77 wir Vernachlasmgen ihn gegentiber den anderen Terme von
der GréBenordnung T bzw. e~ ~ 1.

Betrachtet man die Wirkung am Ende des zweiten Zyklus, [;+81; = "% (Iy+61y), soist §1; jetat um eine
Ordnung e'7 kleiner als /; und kann wieder vernachlissigt werden. Dies ist der entscheidende Schritt, der
in der niedrigsten Ordnung ¢™’7 die Poincaré-Abbildung in I-¢-Koordinaten zu einer eindimensionalen
Abbildung in der Variablen ¢ reduziert. Dieser Schritt kann so veranschaulicht werden, daB in der
Relaxationsphase die Kontraktion im {I,¢)-Phasenraum zu der Linie I = I; so stark ist, da am Eude
der Periode I = I; unabhéngig vom Anfangswert angenommen werden darf.

Ein Zyklus verlduft also in den Phasen (wobei wir jetzt den Wert der Winkelvariablen am Eude des n-ten
Zyklus von ¢; in g, umbenennen) :

nl —e¢ — nT +¢ — {(n+1)T ~
.[1 e Ig + 5.[0((,0,1) e Il
on 0 —  ¢ny1(61o)

Die gesuchue Poincaré Abbildung ¢, — @11 folgt durch Einsetzen des Aasdrucks fur 510 aus Glezchung
1 09y S, ML f1 a7y,

\4. Lieg } i \_u\.i\.uulls \1 /.:lj

@nii = &+ Seospn. (1.28)

wobel die neuen Parameter o und § in jeweils niedrigster Ordnung e~ als Funktionen von r und

gegeben sind:

¢ = wlT o @(Io) .,i,
- wmw 1T \1-22)
ﬁ - Igw; 7"

Die Gleichungen (1.28), (1.29) sind das zentrale Ergebms dieses Kapitels.
Beim harmonischen Oszillator wire wo = wy = \/q - r2, @_(Ig): 0 u_n_d-fg_:: 2. -Die__zuge_ht')rige Poinc_aré- '
Abbildung ist konstant ¢, = w7 . : R : BRI o -

Die Poincaré-Abbildung (1.28) enthélt 3 “aniverselle” Konsta.nten d.h. Koenstanten, die nur vom Poten-
tialtyp, nicht aber von den Parametern r .und T abho.ngen Sse beschraben den gesamten Elnﬂuﬁ der
Nlchthnea,ntat auf die Zeitentwicklung: : L S : :
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®(ly) ist die Winkelkorrektur (gegeniiber dem harmonischen Referenzpotential) fiir die Relaxations-
phase. In Abbildung 1.2 durchlanft das System zunichst den nichtlinearen Bereich, wobel der
Winkelzuwachs von der Beziehung ¢ ~ w T abweicht. ®([;) ist die kumulierte Abweichung vom
harmonischen Verhalten {Gleichung (1.2) garantiert, daf der harmonische Bereich auch erreicht

wird).

Iy ist die Wirkung, die vom Potentialminimum ausgehend durch den Kick erreicht wird, also die
Wirkung des Systems im Punkt P in Abbildung 1.1.

1y ist die zur Wirkung 7y gehdrende Umiauffrequenz w{lp).

1.4 DNumerik

Die eben beschriebenen Konstanten sind nicht analytisch berechenbar, sie miissen numerisch bestimmt
werden, was leicht mit Standardprogrammen moglich ist {13, IOmPhi],{11]. Abbildung 1.6 zeigt die
Konstanten fiir verschiedene g.

Iy, wo @(Iﬂ)

- 0.0

q fg Wy @(Io) - —0.5
1.06120 1.0 0.0

1.1 11.9306 | 1.0356 | -0.0292

1.5 1.7312 | 1.1481 | -0.1548

2.0 | 1.5772 | 1.2449 | -0.3256

2.5 11.4751 | 1.3130 | -0.5063 1.0
3.0 | 1.4013 | 1.3632 | -0.6941

4.0 | 1.3011 | 1.4319 | -1.0842

5.0 | 1.2341 | 1.4760 | -1.4867
10.0 | 1.0797 | 1.3670 | -3.5650 N

~
50.0 ] 0.9136 ; 1.6185 | -18.887 04— | L5
1 2 3 4 5
q

Ab_bilciung 1.6: Links: Numerische Konstanten fiir verschiedene g-Werte. Rechts: Die Gréflen Iy, wy und
D (1Iy) in Abhdngigheit vong. . _—

Um die Poincaré-Abbildung mit der Differentialgleichung vergleichen zu konnen, mufl letztere in den
Parameterkoordinaten (e, ) vorliegen. Hierfiir muf} (1.29) invertiert werden, was nur numerisch moglich
ist. Das kann durch Auflésen der Gleichung fiir @ nach T und Einsetzen in die Gleichung fiir 5 geschehen.
Diese Gleichung kann dann mit einem eindimensionalen Nullstellenprogramm geldést werden [13, Koord2].

Auf diese Weise kann die ezakte Poincaré Abbildung zur Differentialgleichung (die durch Integration der -
Differentialgleichung iiber eine Halbperiode T numerisch bestimmt wird und die wir deshalb als empirische
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Abbildung bezeichnen) mit der Abbildung (1.28) verglichen und die Theorie uberpruft werden was wir
im folgenden mit drei verschiedenen Parametersitzen durchfuhren werden. - :

Pna1

2 4‘5 _ ‘Pn{-l

3 T T T T _
0 i 2 3 4 - 5
©n
A B &
oY 1072.28 64.0 8.0
B 1.2 1.2 1.2
2r 0.011 0.077 | 0.21
0 -0.0048 <] -0.074 1 0.47
T 655.4 2.4 6,
e T = .27 0.19 | &5~

. 3.5 — Prt+l

0.0 T T T 1 T |

. o . - S ©n T
Abbildung 1.7: Vergleich der Poincaré Abbildung zur Differentialgleichung (1.1) mit der theoretischen
Abbildung (1.28). Teilbild A: Parameter innerhalb des: Giltigkeitsbereichs der Theorie.
Teilbild .B: Parameter wie in Abbildungen (1.1), (1.2}, E’mzelhezten siche Text Tedbild

€: Parameter, bet denen die Theorie nicht anwendbar zst
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Abbildung 1.7 [13, Map] zeigt diesen Vergleich. Hier wurden fiir 20 @,-Werte im Bereich [0...27]
Anfangswerte fiir die Differentialgleichung mit Gleichung {1.20} bestimmt, uvnd nach Integration iiber
eine halbe Periode (inklusive dem “Kick™) der Winkel ¢,,; als geometrischer Winkel berechnet (im
harmonischen Bereich sind Wirkungs-Winkel und geometrischer Winkel identisch).

In Teilbild 1.7-A sind die Bedingungen fiir die Asymptotik (1.2} und {1.3) sehr gut erfiillt. Die Abwei-
chung der Kurven voneinander entsteht durch eine Abweichung in der empirischen Abbildung
gegeniiber dem theoretischen Wert von a, diese mufl mit dem Gesamiwert von a = 1000 in
Beziehung gesetzt werden: nach rund 170 Eigenschwingungen stimmt der Endwinkel, welcher
sich aus der Losung der Differentialgleichung ergibt, auf einen winzigen Bruchteil mit dem
durch die Theorie vorausgesagten Wert {iberein. Diese Abweichung &ndert am prinzipiellen
Verhalten nichts, sie fithrt nur zu einer Verschiebung korrespondierender Punkte im Parame-
terraum, also zu einer Verschiebung, jedoch nicht zu einer Verzerrung des Phasendiagramms

in diesem Parameterbereich.

Teilbild 1.7-B benutzt dieselben Parameterwerte wie Abbildung 1.1 und 1.2. Amplitude und Phase der
empirischen und theoretischen Kosinuskurve stimmmen gut {iberein, jedoch sind zusétzlich zu
einer Verschiebung auch héhere Fourierkomponenten in der empirischen Abbildung sichtbar.
Diese konnten erfafft werden, wenn die Korrekturen hdherer Ordnung® nicht vernachlissigt
wiirden. Die Abbildung hatte dann die Form wn,41 = a + Bcoseg, + ycos(2¢, + x). Die
Korrekturen durch héhere Fourierkoeffizienten wiren jedoch von gleicher Gréfenordnung, wie
die vernachlassigten Terme, die zur Eindimensionalitidt gefiihrt haben. Wenn diese Terme
beriicksichtigt werden sollen, muB mit der zweidimensionalen I--Abbildung gearbeitet werden
(das wird spater im interessanteren Fall der Duffing Gleichung mit Sinus-Anregung getan).

In Teilbild 1.7-C ist die Theorie (zumindest in dieser Ordnung) nicht anwendbar, die héheren Fourier-
koeflizienten dominieren. Die Abweichung koramt im Wesentlichen von einem cos 2¢,-Term
der Amplitude =~ 1/2 sowie einer kleinen Phasenverschiebung.

Bei dem eben beschriebenen Vergleich wurde nur der Anfangswert von ¢ variiert, fiir / wurde immer
mit I = Iy begonnen, d.h. es wurde nicht untersucht, inwieweit eine Variation in [ einen Einfluf auf
die Winkelabbildung hat, der die Eindimensionalitit der Abbildung zerstéren wiirde. In Abbildung 1.8
wird diese Annahme dadurch dberpriift, daB auch der Anfangswert von I variiert wurde. Dazu beginnen
wir jeden Zyklus mit Anfangswerten Iy + 61; (unmittelbar vor dem “Kick”) und priifen die Auswirkung
dieser Variation von I auf den Winkel am Ende des nichsten Zyklus. Fiir 100 n-Werte werden jeweils

5 I-Werte im Intervall 20% um I; als Anfangswerte benutzt.

In Abbildung 1.8 sind die entsprechenden @,41-Werte gezeigt, es wurden dieselben Parameter wie vorher
benutzt. Teilbild B zeigt eine geringe Streuung der -Werte, d.h. die Vernachlissigung von §; am Ende
eines jeden Zyklus ist gerechtfertigt. Teilbild A ist nicht gezeigt, hier ist die Streuung noch geringer als
bei Teiltbild B. In Teilbild C ist die Streuung nur geringfiigig hther. Der entscheidende Parameter hierfiir
ist e77, die Absolutgréfle von /T am Ende eines Zyklus. Er unterscheidet sich zwischen B und € um den
Faktor 1.5, was der Zunahme der Streuung im Wesentlichen entspricht (siche Tabelle, Abbildung 1.7).

Die bisherigen Vergleiche zeigen die Ubereinstimmung zwischen analytischer und empirischer Poincaré-
Abbildung, ‘machen aber keine Aussage dariiber, welchen Einflul-die Abweichungen auf die Zeitent-
wicklung haben, da immer nur ein Iterationsschritt betrachtet wurde. Das Langzeitverhalten wird im

* *das sind unter anderem die kinetische. Energle (y -Term} -und der V” Koeﬂiment bei. der Entwicklung des Potentials
um den Punkt Rin Abbzldung L1 S o




1.5. Globales Verhalten, Phasendiagramme

3.5 47 4574
3.0 o
I‘ 1
: i

i giity, 3.5 - * i

2.5 'I"a 1|’!! N t
] l= ! '.
] i i ]
21 _ l‘ 53 . .‘I‘
0 " 2.5 . ---;-;nmul"'
1.5 - .-. ." ._ iiii‘.
. . ‘ ait‘
1.0 _ "1' '|0' ) lII |ll
Y ,'I 1.3 ] 4
'ﬁ, ,l“ eyt
0.3 4 ""“im.mmﬁ” '
B C

0.0 T I j T T ) 0.5 T I I T T 1

0 1 2 3 4 5 6 1] 1 2 3 4 5 6

¥“n “n

Abbildung 1.8: Test der Findimensionalitit. Parameter wie in Abbildungl.7.

folgenden Test betrachtet: Hierfiir werden 164 Iterationen der Abbildung (1.28) durchgefiihrt und die
letzten 64 -Werte jeweils in Abhingigkeit von 3 aufgetragen (Abbildung 1.9). Entsprechend wurde
die Differentialgleichung tiber 164 Perioden integriert und fiir die letzten 64 Punkte der geometrische
Winkel bestimmt und ebenfalls in Abbildung 1.9 ausgegeben. Die Werte stimmen bis 8 = 1.8 sehr gut
iberein, d.h. die Theorie kann mit Hilfe der diskreten Abbildung globale Eigenschaften des Systems, wie
z.B. Bifurkationspunkie quantitativ voraussagen. '

Die Abweichungen oberhalb 8 = 1.5 treten auf, obwohi auch in diesem Bereich die Voraussetzungen fiir
die Theorie (1.2, 1.3) gut erfiillt sind. Die Ursache fiir die Abweichung liegt in den fiir gréfler werdende
B immer feiner werdenden Strukturen des Phasendiagramms (das im nichsten Abschnitt gezeigt wird)."

Fines der Haupiziele der Theorie besteht darin, globale Eigenschaften der Losungsmannigfaltigkeit der
Differentialgleichung mit Hilfe der diskreten Abbildung quantitativ zu beschreiben und vorauszusagen.
Zu diesen Eigenschaften gehdrt insbesondere das Langzeitverhalten des Systems, d.h. Eigenschaften der
Attraktoren, von denen es u.U. an einem Parameterpunkt mehrere geben kann. Um ‘die quantitative
Ubereinstimmung zwischen den Folgerungen aus der Dlﬂerentlalgielchung und der hier hergeleiteten dis-
kreten Abbildung zu priifen, sind Phasendiagramme ein geeignetes Mittel, da. sie emen guten Uberbhck
tiber das Verhalten in Abha,nglgkelt von den Systemparametern geben ST R T e

Eine aussagekriftige Gréfe fir das Langzeltverhalten der Trajektorlen sowohl der Dnoferentlalgiewhung
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Abbildung 1.9: Iterationen der diskreten Abbildung (-) und der Differentialgleichung (X ) fiir verschiedene
B-Werte. Der Wert fir o« = 1691 wurde festgehalten, die Variation des Paramelers
B won 0.2 bis 2.0 entspricht Variationen r = 0.0048...0.0078, e~"T = (.0041...0.063,

T = 647...662.

als auch der Abbildung ist der grofite Liapunovexponent

a0 o i T L 1og 1)
Ae(0)):= fim Bm 18 1)) (1.30)

(e(t) = a;(t) — z,(?) fiir zwei verschiedene Trajektorien), der es gestattet, Bifurkationsiinien A = 0 und
chaotische Gebiete A > 0.im Parameterraum abzulesen (7, 9]. Seire Dimension 1/Zeit erlaubt auch einen
quantitativen Vergleich zwischen Abbildung und Differentialgieichung.

Ein Nachteil des auf Liapunovexponenten bezogenen Phasendiagramms ist, daB es keine Information diber
den Charakter nichtchaotischer Atiraktoren enthilt. A < 0 bedeutet zwar das Vorliegen eines periodischen
Attraktors, jedoch ist die Periode aus dem Wert von A nicht abzulesen. Das ist aber wegen der Struktur
der hier betrachteten Phasendiagramme nicht notwendig, wie gleich gezeigt wird. Zu beachten ist, dall
der Liapunovexponent sich jewells auf einer bestimmten Atiraktor bezieht, und inscfern davon abhingt,
in welchem Attraktorbassin die Anfangsbedingung z(0) liegt. Liegen in einem Parameterbereich mehrere
Attraktoren zugleich vor (dies kommt mit zunehmender GrdfBe von 3 immer haufiger vor}, so wire fiir eine
saubere Darstellung eine Klassifizierung der Attraktoren notwendig, die aber bisher noch nicht erfolgt
1st. -Mit .den hier erzielten Ergebnissen konnte dies durch Benutzung der diskreten ‘Abbildung erfolgen. -

In den bisher verdffentlichten Phasendiagrammen [3] wurden als ﬁna‘bhéngige Variablen die Parameter der
Differentialgleichung benutzt. Auf diese Weise sind RegelmiaBigkeiten und Symmetrien zwar zu erkenmen,
sie werden jedoch verzerrt dargestellt, weil die “natiirlichen” Parameter « und 8 nichtlinear von rund {1

abhangen.
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Im folgenden werden nun zunichst Phasendiagramme der Poincaré-Abbildung (1.28) betrachtet, und
einige Eigenschaften der Diagramme beispielhaft mit Hilfe dieser Abbildung erklart und quantitativ be-
schrieben. Dann werden Phasendiagramme der leferentlalglelchung betrachtet und die Ubereinstimmung
mit der Pomcare—Abmldung untersucht {13, Scale5]. e

Benutzt man zur Parametrisierung des zur Differentialgleichung gehdrenden Phasendiagramms die Pa-
rameterkoordinaten (a, 8), so erhalt man ein periodisches Phasend1agramm das mit dem der diskreten

Abbildung sehr gut uberelns"lmm“

Die Parameter hab_en folgende Bedeutung:

B~ e T r steuert dic “Stirke” der Nichtlinearitit. Ab 5 = 1 kann die erste Bifurkation stattfinden.
Mit steigendem S werden alle Bifurkationskaskaden des Feigenbaumszenarios durchlaufen. Im
Gegensatz zur bloflen Verkleinerung von » wird bei der Erhéhung von S bei konstantem o der
Resonanzzustand nicht gedndert, d.h. das System fithrt bei Vorliegen eines periodischen Attraktors
eine bestimmte, nur von a abhingende Anzahl von Umldufen durch.

a = wT legt den Resonanzzustand fest. An den Punkten {a, ) und {a 4+ 27, 8) ist das System im
setben Bifurkationszustand, es fithrt lediglich einen Umlauf mehr aus. Auf diese Weise enthilt eine
Resonanzzunge im wesentlichen alle Informationen des Phasendigramms (fiir nicht zu kleine o),
alle weiteren ergeben sich durch o — a +n - 27.

Hierbei mufl beachtet werden, daB die Theorie (abhingig von «) nur bis zu einem bestimmten 3-Wert
giiltig ist: Die Bedingungen (1.2), (1.3) miissen erfiillt sein. Das kann fiir beliebig grofe # nur bei
jeweils hinreichend grofiem « erzielt werden. Wieweit die Theorie in dem fiir Anwendungen interessanten
Bereich klemer a-Werte gilt, wird in dem Kapitel itber die Dufﬁng—GIelchung mzt Slnus Anregung genauer
betrachtet. :

Verfolgen wir das eben Gesagte am Phasendiagramm der diskreten Abbildung (Abbildung 1.10 oben).
Es zeigt Liapunovexponenten in Abhéngigkeit der Parameter {«, 3), die eine zungenférmige Struktur
bilden. - Jeder Schraffurtyp bezeichnet Werte in einem Intervall, dessen Grenzen in der Zeile unter dem
Diagramm abzulesen sind. Umn diese Struktur zu erkliren, betrachten wir zwei verschiedene Pfade durch

das Dxagramm

5 =1.0 = const., a/2x = 170.6...171.6: An jedem Punkt dieser Linie, mit Ausnahme der Stellen amodr
= 7, befindet sich das System in einem stabilen Fixpunkt, der bei der Abbildung dem Schnittpunkt
zwischen dem Graphen der Abbildungsfunktion und der Winkelhalbierenden in Abbildung 1.11 ent-
spricht. Das Durchlaufen der Linie entspricht der horizontalen Verschiebung der Kosinuskurve; der
Fixpunkt variiert dabei wie cos{a 4+ ag).’ Daraus foigt die 2r- Perlodlzltat des Pnasendlagramms in
a-Richtung. : :

Der Ubergang von n Umlaufen zu n + 1 Umléufen des kontinuierlichen Systems ist im Phasendia-
gramm nicht sichtbar. Er wird beim Durchlaufen des o-Intervalls durch eine stetige Verformung
des Orbits realisiert. Die Definition wann n bzw. n + 1 Umlaufe vorliegen, ist deshalb mit einer
gewissen Willkiir behaftet. Sie bestimmt, wo der Uberga'ig in das Phasendlagra,mm emzuzelc‘men
Ware : : .
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Abbildung 1.10: Phesendiagramm der diskreten Abbildung (oben) und der Differentialgleichung (unten).

- -~ . «-Skala in 2n-Einheiten. Die Hilfslinien liegen bei o« = 171.25, B = 1. Hier sagt die

.- Theorie das Mazimum der ersten Bifurkationslinie voraus. Abbildung 1.7 A .auf S. 23
liegt bed (170.66,1.2). . SRS R

a = 2x(n + 1/4) = const., 8.=0.6...2.0: Dieser Plad entspricht einer Amplitudenénderung der Kosi-
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nusfunktion in Abbildung 1.11. Die Abbildung besitzt bei jedem 3-Wert einen Fixpunlt

| @ " =a+ Fcosyp” (1.31)
bei ©* = 7 /2. Dieser Fixpunkt wird bei 8 = 1 instabil, da der Liapunovexpone_nt dort Ni_;.l}_ i_st:

| = log|fsing®| =0 | (1.32)

Beim Uberschreiten von 8 = 1 findet eine Bifurkation statt. Der kleinstmégliche 5-Wert, an dem
A verschwindet, liegt also bel § = 1, »* = 7/2 und bestimmt das Maximum der Resonanzzunge in

G-Richtung:
(=1, a=n/24+n-2m). (1.33)

Durchlduft man eine Linie a nicht exakt bei o = 7 /2, liegt der Fixpunkt ¢* nicht am steilsten Punkt der

Kosinuskurve. Dies fiihrt dazu, dafl die Bifurkation erst bei grofierem § stattfinden kann. Das erklért die
parabolische Form der Bifurkationslinie im Phasendiagramm.

Tﬁ_ Vr41
I

1
¥n

__ﬂ _
Abbildung 1.11: Diskrete Abbildung und Winkelhalbierende. Die Fizpunkte der Abbildung liegen an den
Sehnitipunkien des Abbildungsgraphen mil der Winkelhalbierenden. Zur Untersuchung
des Verhaltens der Abbildung in Abhdngigkeit der Parameter ist es zweckmdflig, die Ab-
bildung wne1 = a+fcosp, in der Form oy = B cos{th,+a) mit ¢ = g~ 2u schreiben.
Dann kenn die Variation von a als eine horizontele. Ver‘schzebung des f‘unktwnsgmphen
angesehen werden. - - S

Die Stabilitat der Fixpunkte ist gegeben durch die Steigung des Graphen der Abbildungsfunktion an
den jeweiligen Schnittpunkten. Bei der Verschiebung der Kosinuskurve in Abbildung 1.11 um ein 27
Intervall werden 2 Maxima in der Steigung durchlaufen: ‘das zugehorige o-Intervall besitzt eine unter-
schiedliche Linge, je nachdem ob der Fixpunkt auf der an- oder absteigenden Flanke des Kosinus liegt
(Abbiidung 1. 12) Das erklart das Vorhandensem Jewelis einer breiten und schma.len Zungen in jederl

2x-Intervall.

Bei den Fixpunkten. mit de_n Werten S
) . ..;‘9;'2 =0’7r

ist A ='—o0, d.h. hier liegen superstabile Fizpunkte vor. Diese liegen auf den Geraden =

.az=¥b’, ..c.fz:B+7"r-:’.". SR e '(1.34)




30 Keapitel 1. Duffing Gleichung mit Rechteck-Anregung

Diese “superstabilen Geraden” zweler Resonanzzungen treffen sich bei § = x/2 (in Abbildung 1.10
wiirden diese Geraden mit der Steigung +5- die schmale Resonanzzunge umschliefen). Die schmale
Resonanzzunge wird also mit gréfier werdendem £ immer schmaler, bis sie bei 4 = 7/2 verschwunden ist.

In Abbildung 1.12 betrachten wir den Liapunovexponenten entlang des Schnittes 8 = 1. Sie ist spiegel-

Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit dem Funktiongraphen beim Nulldurchgang der Kosinuskurve.
Aus der Konstruktion der Abbildung 1.11 geht die Symmetrie der Fixpunkte vervor: ga*(%rr —a) =
--(p*(%’f? + @), bzw. go*(%:rr —a) = ~¢*(3x 4+ a). Diese Eigenschaft bleibt auch bei Iterationen der
Abbildungsfunktion erhalten, das Phasendiagramm besitzt diese Symmetrie also anch bei den héheren

Bifurkationslinien.

0 ,_[.)‘ ____________________________

-1+

9

-3 -

v | ia/?r
170 170.5 171

Abbildung 1.12: Liepunovexponent beim Schnitt B = 1 durch eine Resonanzzunge. Bei diesem B-Wert
liegt fir jedes a ein Fizpunkt vor. Zur Bestimmung von A wurde ¢ mit der Fizpunki-
gleichung berechnet und damit A = log|sing”| bestimmi. Das schmale Mazimum st
bei =1 spitz, weil dic ansteigende Flanke des Abbildungsgraphen dieselbe Steigung
wie die Winkelhalbierende besitzt. Die A-Skala wurde bei -4 abgeschnitien. Die Minima
entsprechen superstabilen Firpunkien, d.h. sie reichen bis —co.

Wenn £ weiter erhoht wird, durchliuft das System die Bifurkationskaskaden des Feigenbaumszenarios.
Auflerdem werden koexistierende Attraktoren méglich. Dies folgt unter anderem aus der mit 5 zunehmen-
den Anzah] der Schnittpunkte zwischen der Diagonalen und dem Graphen der Abbildung. Diese immer
feiner werdenden Strukturen innerhalb der Resonanzzunge werden in dieser Arbeit nicht untersucht.

Bei der Einschitzung dieser Art von Diagramm ist das Verfahren ihrer Erstellung zu beriicksichtigen:
Es wurden jeweils fiir 10000 Parameterwerte (100 x 100 Punkte Auflésung) die Liapunovexponenten
bestimmt und das Spekirum der ermittelten Werte in Intervalle eingeteilt, die unterschiedlichen Schraf-
furmuster zugeordnet wurden. Die Intervallgrenzen sind jeweils unter den Abbildungen angegeben. Auf
diese Weise werden artefizielle Strukturen vermieden, die durch Interpolation bei der Bestimmung von
Konturiinien entstehen kénnten. Diese Darstellung kann also nur Strukturen richtig wiedergeben, de-
ren typische Skala den Abstand benachbarter Berechnungspunkte erheblich iibersteigt. Deshalb sind die
schmalen Resonanzzungen nicht durchgingig erkennbar. Dariiber hinaus mufl beachtet werden, daf zur
Berechnung der Liapunovexponenten eine bestimmte Anfangsbedingung verwendet wurde. Beim Vorhan-
densein koexistierender Attraktoren wird daher der Liapunovexponent desjenigen Attraktors bestimmt,
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in dessen Attraktionsgebiet diese jeweilige Anfangsbedingung liegt. Dies fithrt bei gréferen 3-Werten zu
irreguldren Strukturen, die sich also als Folge des Vorhandenseins koexistierender Attraktoren erkliren.

Die Anfangsbedingungen zur Bestimmung der Liapunovexponenten bei Benutzung der Differentialglei-
chung flir die einzelnen Parameterwerte wurden wie folgt bestimmt: Fiir den jeweiligen Satz von Para-
metern wurden mit dem willkiirlich, aber ein fiir alle Mal fest gewihlten Anfangswert v; = 0.1 jeweils
10000 Iterationen der Abbildung durchgefithrt, um auf den zu diesem Anfangswert gehérenden Attraktor
zu gelangen. Aus dem so ermittelten ¢,, n = 10000 wurden mit der Gleichung (1.20) die zugehérigen z-
Koordinaten bestimmt, die dann als Anfangswerte fiir die Integration der Differentialgleichung verwendet
wurden. Diese Anfangswerie sollten in der Nihe des entsprechenden Attraktors der Differentiaigleichung
liegen, so daB nur iiber wenige Anregungsperioden integriert werden mu8, um vollends auf den Attraktor
zu gelangen. Welcher Attraktor hierbei erreicht wird, hangt bei groflen -Werten sicherlich von der Wahl

des g-Wertes ab. '

Betrachten wir jetzt das so bestimmte Phasendiagramm der Differentialgleichung, Abbildung 1.10 un-
ten. Die Lage der Bifurkationslinien stimnmen sehr gut mit denen im Diagramm der diskreten Abbildung
iberein. Ab 8 = 1.7 liegt eine kleine Verschiebung {Promille-Bereich) in o-Richtung vor. Diese Verschie-
bung korrespondiert zu der Verschiebung in Abbildung (1.7-4), die Abweichung wichst mit steigendem
. Die Parameter der Differentialgleichung liegen im Bereich: e™7 = 0.04...0.01, r = 0.0048...0.0064,
T = 664.2...650.4. Das System fithrt in diesem Bereich 171 Oszillationen in jeder Anregungsperiode
durch, der Abfall der Wirkung auf 1% bis 4% verteilt sich auf 171 Umldufe. Die Bedingungen fiir die
Theorie sind 1m gesamten abgebildeten Parameterbereich gut erfiilli.

2.0
1.5 2
| e .‘——E-g
1.0 E*_;’
0. 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.4

—0.35 = -0.1 E==S 0.05
Abbildung 1.13: Phasendiagremm der Differentialgeichung. r = 0.053...0.26, T = 1.13...16.2. a-Achse
in 2r-FEinheiten.

Fir technische Anwendungen ware wohl eher ein Parameterbereich interessant, in dem das System nur
wenige Umldufe pro Anregungsperiode durchfihrt. Abbildung 1.13 und Abbildung 1.14 zeigen Beispiele
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Abbildung 1.14: Phasendiagramm der Differentialgeichung. r = 0.031...0.05, T = 38.4...44.6 a-Achse
in 2w-Finheiten.
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fir die ersten Zungen, in denen das System weniger als zehn Umlaufe durchfiihrt. In diesem Bereich sind
die Voraussetzungen (1.2), (1.3) auf Seite 13 fiir die Anwedbarkeit der Theorie nur schlecht erfillt. Die
Abweichungen von der Gestalt der asymptotischen Zungen sind in o-Richtung besonders ausgeprégt, der
B-Wert 1.0 fiir die erste Bifurkation wird schon bei den ersten Zungen sehr gut getroffen. Die zu héheren
Bifurkationen gehérenden Konturlinien ndhern sich mit steigendem o dagegen recht langsam denen der
asymptotischen Abbildung (1.28) an. ' e




2 Der Referenzzyklus z

2.1  Transformation der Duffing-Gleichung in ein hamilton-
sches System S

in den folgenden Kapitein werden wir eine Form der Poincaré-Abbildung zur Duffing-Gleichung
&4 2r¢ + 27 = z'sin? (it (2.1)

bestimmen, die derjenigen des Kapitels 1 véllig analog ist. Die hier gegebene, gegeniiber Gleichung (0.2)
auf Seite 4 allgemeinere Form der Anregungskraft wird von der Theorie ohne grofien Aufwand abgedeckt,
falls 2p < ¢~ [ ist, fiir das Verstindnis des Folgenden kann man sich immer [ = 0, p = 1 vorstellen. Auch
nichtganzzahlige Exponenten ¢, p und [ sind zugelassen, wobel mit z? dann die Grofle sgn(z)|z{? gemeint

ist, etc.

Auch bei dieser verallgemeinerten Duffing-Gleichung werden wir uns die ausgezeichneten Eigenschaf-
ten der Wirkungs-Winkel-Variablen zunutze machen und die Poincaré-Abbildung in diesen Koordinaten
formulieren. Hierfiir ist die Transformation in ein hamiltonsches System erforderlich. Wir betrachten
zunichst eine Differentialgleichung

E+2ri+V'(z,t)=0 (2.2)
mit dem allgemelnen Potential
o8]
Vie e & g 8\ (9 23
V{z,t) = 2 —alt)s”. (2.3}
v=1

Um zu einem hamiltonschen System zu kommen wird ~genau wie im ersten Kapitel- die Transformation
auf exponentiell expandierende Koordinaten durchgefithrt, wodurch der Dissipationsterm eliminiert wird:

(1) = "e(0). T T
Dg,s.so erhaltene System z + W'(z,1) :0 besitzt -_&as _Poteni:i_a;_l. _ | . o o
W(z,t) = ¥V (e, tj _ %?"222
= a(t)etz+ é(az(‘f) — )t %as(t)e-rtzs F (2.5)
Um die Rechnung weiterfiithren zu .kax_;x_len, muf dieses Potential zwei Eig_ez_ls Cha.ften b.e;‘_s_itze.m;. L

33
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1. Alle nicht-quadratischen Terme miissen exponentiell aussterben, damit die harmonischen Niherun-
gen am Ende jeder Halbperiode angewendet werden kénnen. Daraus folgt, daB der Term a;(t)
verschwinden mu8, da er ein exponentiell anwachsendes Potential hervorrufen wiirde. Dieser Term,
der dem linearen Term im Potential V' entspricht, wurde im Fall der Rechteckanregung durch die
Transformation auf y-Koordinaten eliminiert. Das Fehlen des linearen Terms bedeutete dort, dafl
als y-Koordinate der Abstand vom Potentialminimum bei £1 gewdhlt wurde.

Um den analogen Effekt bei dem hier vorliegenden, sich kontinuierlich indernden, Potential der
Dufling-Gleichung zu erzielen, mufl die Transformation auf y-Koordinaten jetzt offensichtlich eben-
falls zeitabhingig sein:

y(8) = 2(t) — zo(?) (2.6)
Genauer: Zur Festlegung des Koordinatenursprungs darf eine Funktion zo(¢) mit beliebiger Zeit-

abhingigkeit verwendet werden. Diese Freiheit werden wir ausnilitzen, um ein Potential mit den
gewiinschten Eigenschaften zu erhalten. Die “naive” Wahl fiir die Funktion z4(%), der Ort des
Potentialminimums

z,(t) = sin® 0t (2.7)

mit dem Exponenten .
5= _E_I <= (2.8)

fuhrt deshalb nicht zum Ziel, weil beim Einsetzen in (iie leferentm}gleichung Ableitungen von xo(1)
auftreten, die fiir ¢ — 0 singulir werden:

§+ 2y + (y + 20)? — 2% — [(y + zo) — )] sin® Y = — (%o + 2rdo + = — zf sin® Of) (2.9)
Wenn wir aber fordern, dafl zo(t) selbst eine Losung der Differentialgleichung (2.1) ist, verschwindet
die rechte Seite, und wir erhalten eine Differentialgleichung, deren Potentialminimum bei y = 0 ruht:

1 a
Vi{y,zo) = Py [y + zo)™ — (g + )yaf ~ zg*"]
sin? (0

+1

[gzd™ — Isin?(Qt)zg) ¥

[(y + 20)™" = (I + Dyzg — 2] (2.10}

L
2
+=[glg = V)% — (1 — 1) sin®(Q)z5 ] y

4

S|

2. Um das Adiabatentheorem nutzen kénnen, darf sich das Potential nur auf einer Zeitskala dndern,
die viel grofer ist als 1 (Schwingungsdauer des Systems). Das bedeutet, daB sich auch die Funktion
zo(t) nur lengsem dndern darf, d.h., keine Schwingungen um das Potentialminimum ausféhren
sollte.

Wie wir sehen werden, gibt es eine ganz bestimmte Losung zo{t} (wir nennen sie die “Schleich-
i8sung”), die in hinreichender zeitlicher Entfernung der Nulldurchginge tatsichlich in z.(t) nach
Gleichung (2.7) ibergeht. V(y,zo) wird dort zu einer homogenen Funktion der Ordnung ¢+ 1 in
Zo = z,{t) und y: :

(q+1-1(a—1 42 3

-1 i
Viy,20) = To—al™y? + 2+ (2.11)

Der Inhalt dieses Kapitels besteht in der Konstruktion -dies__er Schleichlosung zo(2). . -
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2.2 Der Mechanismus des Referenzzyklus:

Die Konstruktion und Nutzung dieser nicht oszillierenden Schleichlésung zo(¢) der Duffing Gleichung ist
eine der zentralen Ideen dieser Arbeit. Sie kann aufgefaBt werden als eine von zwei ganz unterschiedlich zu
interpretierenden Analogien des Grenzzyklus beim harmonischen Oszillator, dessen Einschwingvorgang
wir zundchst betrachten (Abbildung 2.1). Wir bezeichnen im Folgenden den Punkt (z(f}, #(¢)) mit x(t).

0.7 - -

0.4 A

Lo
A S R

LN,

™
e

-

-0.4 T | -1 T 1
—1.5 0.0 1.5 —1.5 0.0 1.5

Abbildung 2.1: Links: Einschwingvorgang des harmonischen Oszillators. Parameter: r = 0.1, T = 30.
Der Grenzzyklus ist durchgezogen, die Trajektorie im Finschwingvorgeng gestrichelt. An
einigen Zeitpunkten ist die Verbindungslinie x(t) — xg(t} eingezeichnet. Der Abstand und
die Phasenverschiebung oszillieren mit abnehmender Amplitude. Rechts: Das analoge Bild
fiir den Duffing Oszillator. Fir die hier benutzten Parameterwerter = 0.2, T = 18 ist das
Langzeitverhalten des Systems periodisch, alle Trajektorien laufen in einen wohldefinierten
Grenzzyklus hinein, bei dem die Schwingungen -im Gegensatz zum harmonischen Fall-
Jjedoch nicht ausgestorben sind.

Jeder Punkt x(t} auf der noch nicht eingeschwungenen Trajekiorie nihert sich langfristig dem entspre-
chenden Punkt xg(t) des Grenzzyklus. Mit dem Aussterben der Eigenschwingungen nihern sich die
entsprechenden Punkte mehr und mehr, bis die Trajektorie x in den ‘Grenzzyklus tibergegangen ist:
X — Xg. L o S "

Wenn 7 > 1 gilt, ndert sich das gesamte Potential sehr langsam in der Zeit. Im harmonischen Fall
beschreibt der Grenzzyklus im wesentlichen die Bewegung des Potentials, d.h. nach Abklingen des Ein-
schwingvorgangs folgt das Systemn dem Potentialminimum (bis auf eine, mit O verschwindende, Phasen-
verschiebung). Dies ist beim Duffing-Oszillator so nicht der Fall, zumal es ja Parameterwerte gibt, bei
denen sein Langzeitverhalten durch einen chaotischen oder mehrere gleichzeitig existierende Attraktoren,
aber nicht durch einen wohldefinierten Grenzzyklus beschrieben wird. '

Es stelit sich also die Frage, warum es beim langsam angetriebenen Dufiing-Oszillator keine Losung gibt,
die der Bewegung des Potentialminimums auf Dauer folgt und auf die hin der Einschwingvorgang aller -

Trajektorien zulauft.
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Wir werden zeigen, daB es fir eine Halbperiode T' eine solche Lésung auch fiir den Duffing-Oszillator gibt,
eben die schon genannte Schleichlésung. Diese stimmt jedoch nicht mit der Schleichldsung fiir die jeweils
folgende Halbperiode iiberein, die aus anderen Anfangsbedingungen hervorgeht. Dies wire eine zweite
Analogie zum harmonischen Grenzzyklus und es ist zu klaren, warum die Schlelchiosung nicht mit dem

Grenzzyklus identisch ist.

Betrachtet man die Bewegung des Potentialminimums, so erkennt man, warum eine dem Minimum fol-
gende Schleichlésung nur fiir eine Halbperiode existieren kann. Fiir grofie 7' folgt die Schleichlésung, wie
noch zu zeigen ist, tatsichlich im wesentlichen dem Potentialminimum:

za(t) 1=z (¢) = sin® (2.12)
Beim Nulldurchgang des Potentials bewegt sich das Minimum jedoch unendlich schnell, d.h. seine Ge-
schwindigkeit &3, wird singulér:
o = 6Q(sin’ " Q) cos O (2.13)
Die Schleichlésung kann dem Minimum nicht folgen und reifit auf. Dieser Effekt hat dhnliche Auswir-
kungen wie der Kick bei der Rechteckanregung, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden.

Die Schleichlésung zo(2) fiir eine volle Anregungsperiode 27" besteht also aus zwei Teilen, die durch Kicks
bei ¢t = 0,7 /() getrennt sind. Bei groflen T ist z, iiber lange Zeiten eine sehr gute Approximation fiir zo,
im Bereich der Nulldurchginge des Potentials mufl die Schleichlésung jedoch von z, abweichen.

Die Existenz des zo-Zyklus als nichtoszillierende Lisung der Differentialgleichung innerhalb einer Halb-
periode T' kann man sich mit dem Modell der Kugel im Potentialtopf plausibel machen (Abbildung 2.2).

Vo

Abbﬂddng 2.2: Potentza! der Duffing Glezcnung zu den Zeitent = —0.5-7,t = 04T, =-0.3T,t = 0.
Die Referenzlésung ist als Kugel in dem Potential dargestellt; deren G’eschwmdzgkeat isi

_.als Pfeil angegeben.. Bei Vernachlissigung der Rezbung, ergeben sich die anderen drei:
. Viertel einer Anregungsperwae durch szegelung

Betrachten wir ZLnachst den asyrnptotlschen F’ali r=0,T>» 1 er beginnen bei ¢ = —T/2, wo das
Minimum des Potentials den 'nmx;malen Ausschlag in die ﬁegamve .J,-R.c;ltung hat und sich am ;a,nsra,msten :

bewegt (Abblldung 2.2). _ RTINS -

Die Schleichiésung folgt in diesem Zeitbereich dem Minimum.: _Zur Bestimmung von {z0{0}, Z0(0)) be- .
trac_hte_n wir. die Zeitentwicklung von ¢ = —T/2 nach ¢ = 0.. Das Potentialminimum wird aus seiner
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Ruhelage (z,z) = {—1,0) beschleunigt. Das System bleibt aufgrung der Trigheit hinter dem Minimum
immer mehr zurfick, um bei £ = 0 an einer bestimmten Stelie links vom: Minimum zu liegen.

3‘30(0) = —Zgy < 0 IQ(D} =Tgg >0

Fir das nachfolgende Zeitintervall von ¢ = 0...7/2 kann die Schleichlésung nicht bei (—zo0, £op) fort-
gesetzt werden, das wiirde zu Schwingungen fithren. Sie mufl bei (wgq, £oo) weitergefithrt werden und
ergibt so die an der &-Achse gespiegelte Schleichlosung des Zeitintervalls —7/2...0 (bel r = 0 ist die
Gleichung invariant bezfiglich Zeitumkehr). Die restlichen Viertel einer Anregungsperiode ergeben sich
durch Spiegelung an der z-Achse.

Durch das Beschleunigungsverhalten des Potentialminimums beim Nuildurchgang kénnen die Abschnitte
der Schleichlésung bei ¢ == 0,7 nichi zusammenhéingen. Versucht man, durch eine geeignete Wahl der
Anfangsbedingungen bei t = —T'/2 zu einem geschlossenen Zyklus zu kommen, so verliert man die Ei-
genschaft der Losung “Schleichlésung” zu sein - man erhilt einen (je nach Parameterwerten anzichenden
oder abstoflenden) Grenzzyklus; anders als beim harmonischen Oszillator schwingt dieser aber um das

Potentialminimum (Abbildung 2.1, rechts).

Bei r > 0 verliert der Zyklus seine Symmetrie beziiglich Spiegelung an der z- und y-Achse, da die Reibung
die Zeitumkehrinvarianz zerstért; die Inversionssymmetrie bleibt jedoch erhalten. Die qualitative Form
des Referenzzyklus wird nicht geindert, der quantitative Einflufl von Reibungskonstanten r und endlichen
{i-Werten wird spiter in diesem Kapitel diskutiert.

Betrachten wir nun die Schieichlésung im Hinblick auf die im vorherigen Kapitel beschriebene Anwendung
in der Transformation auf y-Koordinaten. Dort bewegt sich das System in einem Potential, dessen
Minimum rubt und dessen nichiquadratische Anteile im Verlauf einer Halbperiode aussterben. Das
Potentialminimum ist hier (genau wie im Fall der Kastenanregung} der anziehende Punkt des Systems,
den es nur deshalb nicht erreicht, weil es durch den Kick (wie in Kapitel 1) immer wieder davon entfernt

wird,

Ubersetzen wir diesen Vorgang zuriick in z-Koordinaten. - Hier bewegt sich das Minimum des Poten-
tials V{y) exakt auf der Trajektorie der Referenzlésung, welche alle anderen Trajektorien permanent
anzieht. Wahrend des Kicks, bei dem das Potentialminimum jetzt auf den anderen Zweig springt, wird
der Systemzustand wieder von der Referenzlésung entfernt (Abbildung 2.3). Auf diese Weise werden
die Schwingungen des Systems im sich bewegenden Potentialtopf immer wieder angeregt und die Losun-

der Tharlageruneg

gen der Duffing Gleichung bestehen im Gegensatz zum harmonischen Fall émmer aus der Uberlagerung

von Drift des Potentialminimums und Schwingungen im Potentla,ltopf Dem Abstand der Mmlma der
Potentiale V im Kapitel 1 entspricht hier dle Grofe. 2zgs. Pl 2 '

Vergleichen wir jetzt den Einschwingvorgang des Duffing Oszillators mit dem harmonischen Fall, so
sehen wir, dafi bei ersterem die LSsungstrajektorie sich kurzfristig immer wieder auf die Schleichlésung
zubewegt, aber langfristig auf dem Grenzzyklus endet. Im harmonischen Fall sind beide identisch. Dleser_

Vorgang ist in Abbildung 2.3 gezeigt.

2.3 Asymptotik fiir kleine ()

Unser néchstes Ziel ist die genaue Definition und Beschreibung der Schleichiésung und damit insbeson-
dere auch die Bestimmung der Kick-Parameter, d.h. der -Gréﬁen'.'(xoq,ieo)_. Hierzu betrachten wir den
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Abblldung 2.3: Drei Ldsungen der Duffing-Gleichung. Gestrichelt: Einschwingende Lisung £, durchgezo-
SR gen: Grenzzyklus G, fett: Referenzlosung zo(t).. Finige zeitlich korrespondierende Punkie
~wvon & und xo(t) sind mit punkiterien Linien verbunden. Punkt A (t = 0): Der rechie

- - Ast des zo-Zyklus beginni. Die Lisung £ wird von zo{t) angezogen, nicht von G. Bei

B (t = T/2) endet der rechte Ast des a:g~Zyklus der ndc_hste Referenzpunkt fir £ liegt

'auf dem linken Ast, daq ergibt den Kick. -Beit = 'T'.") = g ?st &£ ‘schon Ue?fgehﬁnrf in G-

tbergegangen. I arumeteT 7=10.275, {2 =_0.35, g= 3.

Zeitbereich um ¢ = 0, in dem die Abweichung des zg-Zyklus von z, erzeugt wird. Im asymptotischen
L1mes Q — 0 geht d1e Bewegungsglemnung (2 1)in d1e emfachere Glezchung

Durch Umskalen kénnen wir hier den Parameter (I eliminieren, es sei:

z(t) =Q¢(E), =077 e

Mit den Ixponenten

T 96 it ipe g e 1t
"y 2+(q—1)6’ Coeg =10 7?_ 24 (gm1)6 e : ( )
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27 T .

—1.5
—2.0

Abbildung 2.4: Das der Abbildung 2.8 entsprechende Bild fir die Duffing-Gleichung mit Rechteck-
Anregung. Die Referenzidsung degeneriert in diesem Fall zu den Punkten (%1,0).

erhalten wir als neue Bewegungsgleichung
E+2p6 +8% = €7 (2.18)

mit dem einzigen Parameter
= {37, (219)

Wir suchen nun eine Schleichiésung dieser Glelcnung, die sich langfristig, ohne zu osziliieren, der Asym-
ptotlk 7% nihert. Ein plausibles Iteratzonsverfahren hierfiir ist :

Enia (1) = [r7 = €71 (€x + 2p6n)] 7. - (2.20)

Mit der beziiglich 7 asymptotischen Lésung £,(7) = 7° als Startfunktion ergibt sich eine Lésung des

Typs
o0 3 B
bo(ry=7° (l + ZPn(pf)r‘"") R (2.21)
e : : _.
A=24(¢g=148 ~ o (2.22)

und Polynomen n-ter Ordnung P,.

Diese Entwicklung ist eine asymptotische Rethe und unbrauchbar fiir kleine 7. Sie ist giiltig fiir grofle
7 und kann dort benutzt werden, um Anfa,ngsbedmgungen fir eine numerische Integration zu 7 = 0 zu
bestimmen. : :

Fiir kleine p kann die p-Abhiingigkeit vernachlissigt werden, da dann der 2pé-Term in Gleichung (2.18)
immer klein gegeniiber den anderen Termen ist: Fiir groBe 7 bewegt sich das Potentialminimum so
langsam, da8 die Reibungskraft vernachlissigt werden kann, fiir |r| < 1.ist die Beschleunigung so-groB,
daB &/ > r gilt. Wie wir spiter sehen werden, ist der interessante Parameterbereich durch r = £)-
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gegeben, dort ist also p &~ Q7" &« 1. Die Referenzlésung zo(t) fir @ — 0 kann deshalb mit r = 0
bestimmt werden.

Gleichung {2.21) zeigt, daf sich &,(7) algebraisch der Funktion 7¢ annahert. In z,¢-Variablen passiert dies
auf der Zeitskala 77, wihrend fiir die Differenz zwischen ¢ und sin {3t die Zeitskala 2! maBgebend ist.
Wenn wir also {1 = ¢ so klein vorgeben, daf eine vorgegebene Genauigkeitsanforderungen beziiglich der
Differenz zwischen Ot und sin Q4 erfiillt ist, kann durch Verkleinern von £ die Gréfle 7 = 77! beliebig
groB gemacht werden und somit der relevante Bereich der Entwicklung (2.21) aufgesucht werden. Diese
Abschitzung zeigt, dafl die betrachtete Funktion auch die Referenzlésung der vollen Dufling Gleichung
fiir einen bestimmten Zeitbereich beschreibt (Abbildung 2.10), der mit {} — 0 immer gréfer wird.

Wir erhalten also als Darstellung von zq im ersten Quadranten der {z, &) Ebene (die anderen Teile erhilt
man durch Spiegelung an der z- und z-Achse)

zo(t) = sin® O + Azo(t) (2.23)
mit
Azo(t) = Q(&(r) = %), r=Q" (2.24)
und & als Losung der Gleichung
bo+ &5 = ErP. (2.25)

s Anfangsbedingung wird fir grofle 7 die Entwicklungslésung (2.21) bei p = 0 verwendet. Durch
numerische Integration der Differentialgleichung kénnen so die Gréfien

&=6(0) &= &(0) (2.26)

bestimmt werden. Diese Konstanten sind als Anfangsbedingungen auch fiir die Bestimmung der Refe-
renzlésung der vollen Duffing Gleichung fiir kleine » und €1 brauchbar. Sie gehoren (wie im ersten Kapitel
Iy und wy) zu einem Satz numerisch zu bestimmender Gréfien, mit denen im nichsten Kapitel die Poin-
caré-Abbildung formuliert wird und sind unabhingig von den Parametern » und 2, hingen aber von den

Exponenten {, p und g ab.

2.2.1 Numerik

Zur Bestimmung von & und §; wurde Gleichung (2.21} bis n = 1 bestimmt und bei einem 7-Wert
ausgewertet, welcher der gewiinschten Genauigkeit entspricht:

§(6—1
" _;0(7) - :?5 (1 _“(-—-_—_l“)- 'TA) 1

éo(f) A §rol /1 - ——-————-—-—(A :Kll—é.)?__,\\. o {(2.27}

Mit dieser Anfangsbedingung erhalt fnan durch Riickintegration der Gleichung (2. 25) bis 7 = 0 die
gesuchten Groflen ¢; uad £, die in Tabelle (2.1) fiir einige Sitze von Exponemen l, P, angegeben sind
{13, le? PortX1] In Abbzldung 25 smd e1n1ge zugehorige Orb1ts gezelgt Lo




2.4. Der Orbit zq(t) fir endliche r und 41

1.0

q‘.

-1.0 T T T T 1
0 10 20 30 40 50

¢

Abbildung 2.5: Orbits £y(t) fiir verschiedene ¢, bei p = 1, [ = 0. g von aufen nach innen: 1.1, 1.5, 2,
3, 5. Die Werte (£1,§;) sind als Kreise gezeichnet. Die ersten 50 Punkte sind jeweils im
zettlichen Abstand von At = 0.1 gezeichnet, die restlichen Punkte im Abstand Ar =3.

2.4 Der Orbit z,(t) fiir endliche r und Q

Im Fall endlicher r,} ist eine Eliminierung des Parameters {} durck Umskalierung auf &-Koordinaten
nicht méglich. Statt dessen wird die volle Differentialgleichung .

Bo+ Mpdo+a) —sin®(@t)eh=0" T (228)

durch eine Iteration analog zu Gleichung (2.20) approximiert, die so gewonnene Approximationslosung
an der Stelle t = T'/2 ausgewertet {dort gibt das Iterationsverfahren die besten fiir jeden Parametersatz
tiberhaupt erreichbaren Werte) und die dort ermittelten Anfangswerte fiir die numerische Bestimmung
der Referenzldsung im Intervall [0, 7] benutzt. In der einleitenden Veranschaulichung der Referenzlésung
sind wir davon ausgegangen, daB diese bel ¢ = T/2 den Wert (z,2) = (0,1) besitzt, also in diesem
Punkt dem Potentialminimum exakt folgt. Dies trifft nur ndherungsweise zu. Bei endlichen r und {# muf§
mit einer kleinen Verschiebung zwischen der Bewegung des Potentialminimums und der Schleichldsung
dafiir gesorgt werden, daf keine Oszillationen auftreten. Durch diese Verschiebung wirkt stindig eine
Beschleunigung auf das System, durch welche die Geschwindigkeit des Orbits zo{t} wahrend einer Halb-
periode stindig der Geschwindigkeit des Potentialminimums nachgefiihrt -wird, ohne ‘dafi Oszillationen
auftreten. Diese Verschiebung ist ~im Gegensatz zur analogen Phasenverschiebung beim Grenzzyklus im
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q

p

{

&

£

1.0
1.1
15
2.0
3.0
5.0
10.6
3.0
5.0
10.0
1.5
2.0
3.0
5.0
10.0
3.0
5.0
10,0

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
L.0
1.1
1.1
1.1
1.1
1.1
2.0
2.0
2.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.0
1.0
1.G
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

8.0

0.13282387
(.46625079
0.54956335
0.67703038
0.78032061
0.86502155
0.55872062
0.74631391
0.86036116
0.33307478
0.50179587
0.64715372
0.76184672
0.85868542
0.36586414¢
0.60318934
0.77472196

1.0

(.95075248
0.76716172
0.62434681
047217376
0.33671393
0.21483042
0.57307547
0.36612919
0.22135447
0.81572328
0.66280436
0.49905740
0.35397729
0.2243371¢
0.71609674
0.48440366
0.20152087

Der Referenzzyvklus z,

Tabelle 2.1: Numerisch bestimmte Werte (£1,&;), berechnet durch Integration der Gleichung (2.25). Die
Anfangsbedingungen wurden mit (2.27) bei 7 = 1000 bestimmi. Dort ist die Ungenauigkeil
bei den hier verwendeten I, p, q, T Werten geringer als 1075,

harmonischen Fall- zeltabhanglg und hat ihren kleinsten Wert an den Umbkehrpunkten des Minimums
beit =-T/2,i=T/2.

Die so erhaltenen Anfangsbedingungen hingen von r und © ab, sind also nicht universell; sie werden
auch in der asymptotischen Theorie nicht benutzt. Wir werden jedoch spiter auch untersuchen, wie die
asymptotisch giiltige Poincaré-Abbildung beim Durchiaufen des Parameterraums erreicht wird. Hierzu
bendtigen wir die Referenzlésungen bei endlichen Parameterwerten.

Da die Durchfithrung der Iterationen sehr aufwendig sind, wurde ein Reduce-Programm [1, Getxv12]
entwickelt, mit dem die entsprechenden Koeffizienten mittels Formelma.mpulatlonen bestimmt werden
kénnen. Wzr benutzen als StartWert fiir die Iterat:on die Funktmn sin (Qt) und lésen Glelchung (2 28}

m1t demAnsatz s : e : e e S

: ) ) o ) n—l : )
wobe1 an(c s,p) ein Polynom in ¢, s und.p ist, mit
__._;_..s_-.:_—_-_SJn 0, c=-cos (. L

Der Ansatz (2.29) wurde in die Differentialgleichung (2.28) eingesetzt und die Groflen a,, durch Koeffizi-
entenvergleich fiir die (-Potenzen ermittelt. Dabei treuen nur gerade Potenzen von Q auf, weﬂ @ und {32
_]ewelis einen Faktor 92 erzeugen.. : o ' R R




2.4. Der Orbit zo{t) fiir endliche r und Q 43

Da der Ansatz (2.29) vermutlich nur eine (fiir & — 0) asymptotische aber keine konvergierende Reihe
ergibt, ist festzustellen, daf} fiir endliche r und ) die Definition der Anfangsbedingungen fiir die Refe-
renzldsung eine gewisse Willkiir enthalt. Wahrend die Bedingung, dafl die Referenzfunktion eine Losung
der Differentialgleichung sein muf durch die numerische Integration von ¢ = T'/2 ausgehend immer erfiillt
wird, legt die weitere Bedingung, daB diese Lésung nicht oszillierend sein soll, die Losung fiir endliche
Werte der Parameter r und £ nicht eindeutig fest.

Die Rechtfertigung des gewahlten Vorgehens besteht im wesentlichen darin, daf die Approximationslésung
im Limes {} — 0 in die asymptotische Losung z,(¢) iibergehen muB. Deshalb wurde als Ansatz (2.29)
eine Entwickiung nach {i-Potenzen gewahit, die fiir {1 — § diese Bedingung erfilii.

Die Koeffizienten a, kénnen mit unserem Verfahren prinzipiell bis zu beliebiger Ordnung N bestimmt
werden. Da es sich aber, wie anzunehmen ist, um eine asymptotische Entwickiung handelt, wachsen die
Summanden a,f1%" mit n iiber alle Grenzen. Die maximal erzielbare Genauigkeit der Entwicklung wird
erreicht, wenn bis zu demjenigen n summiert wird, an dem die Folge der ,0** ihr Minimum besitzt. Die
erzielbare Genauigkeit hangt also von §? ab und wird mit wachsendem 1 immer geringer.

Damit im Zusammenhang steht das Problem, daB sich beim Uberschreiten bestimmter Q-Werte die
Struktur der Entwicklungsglieder so &ndert, daB entsprechend der obigen Regel ein Term mehr oder
weniger aufsummiert werden mifite. Das hitte dann Spriinge bei den zo-Werten zur Folge, die ein
Artefakt der Approximationsmethode wiren.

Beide Schwierigkeiten kénnen durch die Methode der LEVIN-Transformation weitgehend eliminiert wer-
den, der wir uns im folgenden Abschnitt zuwenden.

2.4.1 Die LeVIN Transformation

LEVIN beschreibt in [8] konvergenzerzeugende Transformationen, mit welchen der Konvergenzbereich ei-
ner Reihe vergroBert, ihre Konvergenzgeschwindigkeit erhdht werden, bzw. —bei asymptotischen Reihen—
eine Konvergenz unter Umstinden herbeigefiihrt werden kann.

Betrachten wir die Folge {a;} der ersten N Summanden einer Re1he Wenn dies eine asymptotzsche Reihe
in einer Vana.blen z ist, so liefern die Teilsummen '

n
A= @,  ai=ba - (2.30)

=0
Approximationen fiir eine (wie man unterstellt, wohldefinierte) Funktion f(z) mit unterschiedlicher Ge-
nauigkeit in Abhangigkeit von n und z. Diese Genauigkeit ist im allgemeinen dann am gréBten, wenn
bis zu dem Np summiert wird, bel dem die Folge der |a;| ihr Minimum hat. Selbst wenn eine groflere
Zahl N von Summanden praktisch zur Verfiigung steht, kann der Fall eintreten, dafl nur eine viel kleinere
Zahl Ny < N der Summanden zur Berechnung der Approximation sinnvoll verwendet werden kann; die
eventuell in den anderen Summanden verschliisselte “Information” idber f(z) also unbeachtet bleibt.
In der von LEVIN beschriebenen Methode werden nicht einfach die ersten N; Folgenglieder aufsummiert,
sondern es wird folgende nichtlineare Transformation benutzt, in die alle N zur Verfiigung stehenden

Glieder eingehen:

)(1 pipmid

S,
@

2

(2.31)

1
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T, ist die Approximation der Summe _ a,, fiir n — co.

Als einen Test fiir die Leistungsfiahigkeit dieser Methode, die von LEVIN nicht erschépfend mathematisch
sondern heuristisch begriindet wird, betrachten wir die Folge a, = (—1)"n!, die man als eine Entwicklung
des Integrals f0°° e7tdt/(1 + t) erhilf. Die Anwendung der Transformation (2.31} auf die ersten sieben
Folgenglieder {a;} = {1, §,24,—120,720} liefert als Ergebnis den Wert 0.58633, welches nur um
1073 vom exa,kten Wert abweicht! -

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die LEVIN Transformation auf die Approximationslésung (2.29) ange-
wendet. Die so berechneten Anfangsbedingungen fiir Referenziésungen zo(t) sind sehr gut brauchbar fiir
} < 0.3 und r < 1, d.h. die Lésungen fiihren keine Schwingungen aus und indern sich stetig bei Varia-
tion der Parameter; wir verwenden sie hier zur empirischen Definition der Referenzlésung fiir endliche
Parameterwerte, wobei n = 10 benutzt wurde. . o '

J.,a,

2.4.2 Numerik

In den folgenden Abbildungen wird der Einflufl verschiedener Potenzen g, p, [, sowie der Einflufl endlicher
Parameterwerte 7 und Q auf die Gestalt der Referenzlosungen gezeigt. Tabelle 2.2 gibt d1e charakteristi-
schen Daten der Referenzldsungen jeweils bei £ = 0 und ¢ = T'/2 an.

Bei der Betrachtung der Abbildung 2.8 ist besonders bemerkenswert, da8 fiir die Fille p = g, [ = 0 und

=g¢—1, p=0, d.h. die Fille, in denen wegen § = 1 die Trajektorie des Potentialminimums {2.12) nicht
singuldr wird, die Referenzldsung nahezu, wenn nicht vollstindig, geschlossen ist. Das hier vertretene
Konzept, wonach eine singulire Bewegung des Potentialminimums und der damit verbundene Kick-
Mechanismus entscheidend ist fiir die Entstehung komplexer Lésungstypen, wird hierdurch eindrucksvoll

unterstrichen.

1 | 2 - R

B g 1 ] 5 |
:.,"0(0)9_'T (.00 0.132861425 | 0.549649940 | 0.677095450 | 0.740596299 | 0.780356823
ig(U)Q“"'" 1.00 0.950835291 ; 0.624374558 | 0.472170668 | 0.389792284 | 0.336700811
zo(ﬂ) 0.00 0.002422526 | 0.087113645 | 0.214118382 | 0.320586458 | 0.404183840
;i:o(O) 0.01 0014191174 | 0.0392395371 | 0.047217067 | 0.048055415 : 0.046784426
:CO{T/Q)Q_"’ 160.010¢ 54.848698337 | 6.309731184 | 3.162312797 | 2.310144138 | 1.930705452
#o(T/2)0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
:co(T/Z} 1.0001 | 1. 000082645 1.000025000 _ 1.00001111_1 1.0600006250 - 1.0800040{_)0
a 'x'g(T/Q) 0.0 1 0.0 ' 0.0 ' 0.0 0.0 1 0.0

Tabelle 2.2: Numerisch bestimmte charakieristische Daten von ReferenziGsungen fir verschiedene q-Werte
am Anfang und in der Mitie einer Halbperiode, jeweils in {-Fichung (in der die Werte fir

2 — 0 “universell” werden) und in z-Fichung, in der die Werte zo{T/2) praktisch bei 1

liegen. Die Parameter sind r = 0, 0 = 0.01, die Ezponenten [ =0, p = 1. Die zugehorigen
Trajeklorien sind in den entsprechenden Fichungen in den Abbildungen 2.6 und 2.7 gezeigl.
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Abbiidung 2.6: Referenzlosungen zo(t) fir verschiedene q, beip=1,1=10, r =0, = 0.01, skaliert in
r-Koordinaten. Von auflen: ¢ = 5.4.3.2.1.1.1. Beim Wert g = 1.1. der nahe beim Wert
M TAL U LWL G . 1 J\)br(r. li -_— U,'I’ U, ’L-J.1 L. L (1 _— L.L} (%) ol o ULl ¥r L7

g = 1 fiir den harmonischen Oszillator liegt, ist die Abweichung von dessen Lésung noch
gering und der “Kick” klein. Fir wachsende g-Werte reifit der zo-Zyklus immer weiter

auf und der “Kick” wird grofler.

dFCLire vy CJ
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
£

Abbildung 2.7: Die Referenzidsungen aus Abbildung 2.6 skaliert in £-Koordinaten. Von auflen: ¢ =
1,1.1,2,3,4,5. B Al
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Abbildung 2.8: Oben: Referenzldsungen fiir verschiedene [-Werte. Von auflen: [ = 0,0.2,0.5,1,1.5,2,
g=3,p=1,r=0,Q=0.01l. Unten: Referenzlosungen fir verschiedene p- Werte Von

auflen: p=0.1,0.5,1.1,2,3,5, q_3 1=0, r-0 Q—-Oﬂl
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Abbildung 2.9: Unterschiedliche Approzimationen fiir die Referenzlésung zo fir die Parameterwerte

g =3 p=1,1=10 0 = 0.1, r = 0.2 mit dret Verfahren berechnei; Gestrichelt:
Auf z-Koordinaten zurickskelierte universelle Referenzlésung (d.h. zu r = 0, und linea-
rer Approzimation fir sin{¥t). Durchgezogen: Die Anfangsbedingungen (z{7T'/2),£(1/2))
wurden mit der Approzimation (2.29) bestimmt. Durchgezogen, oszillierend: Fir die An-
fangsbedingungen (x(T/2),2(7/2)) wurde (1,0) gewdhll. Obwohl die letzigenannien Koor-
dinaten bei t =T/2 nur minimal auseinanderliegen, fihrt diese Abweichung zu gréfleren
Uszillationen. Fir £ — 0, r = Q fallen alle drei Trajektorien schliefllich zusammen.
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Abbﬂduvlg 2.10: Referenz!osungen zo fir die Paremeterwerte g=3 p=1, i = O ‘Oben: Von links:
r=1,0.4,0.04,0.012, = 0.25,0.1,0.01, 0.003, dzese Parameter entsprechen dem Wert

‘p = 2. Unten: Dieselben - Werte bei v =0. Die Trajektorzen smd in §—Skalzerung.
ausgeben. Lde nicht geschlossene Kurve zst jewezls &of7).




3.1 Bestimmung der Abbildungsformeln

In diesem Kapitel werden wir die allgemeine Form der Poincaré-Abbildung bis zur zweiten Ordnung in
e~"T herleiten. Sie wird im asymptotischen Grenzfall ! — 0, 7 ~ @ exakt.

Die Herleitung ist teilweise analog zum Fall der Rechteckanregung. Dort hatten wir die Halbzyklen in
zwei Zeitbereiche unterteilt: [0...¢;] und [t;... 7], wobei e™™ « 1 war. Im ersten Bereich ist das System
nichtharmonisch, die Abweichung von der Zeitentwicklung des harmonischen Systems aber universell in
drei Konstanten fafbar. Im zweiten Bereich ist das System harmonisch, wir konnten den FEinfluf der
Parameter analytisch beschreiben und so die Abbildungsformeln bestimmen.

Bei der allgemeinen Duffing Gleichung, die in y-Koordinaten geschrieben
§+2rg + (y + 20)" = 2§ ~ ((y + o)’ — ) sin” 2t = 0 (3.1)

lautet, sind die Verhaltnisse komplizierter, weil durch die zo(t)-Terme das System (in z-Koordinaten)
eine (weitere) Zeitabhingigkeit erhilt. Die zo(¢)-Terme fiihren unter anderem dazu, daffi das Adiabaten-
theorem am Anfang und am Ende jeder Halbperiode nicht mehr anwendbar ist, weil dort die relative
Geschwindigkeit Zo/xo nicht kiein ist, unabhingig von den Parametern r und {2.

Zur Herleitung der allgemeinen Form der Poincaré-Abbildung nehmen wir zunichst vereinfachend an,
das System sei in allen Zeitbereichen adiabatisch und das Potential ho}nogen (d.h. 2o = z,) sowie am
Ende jedes Halbzyklus harmonisch. Mit diesen Annahmen entspricht es dem Fall der Rechteckanregung
und wir leiten hierfiir die allgemeine Form der Abbildungsfunktion her. Es wird sich heraussteilen,
daf die Poincaré-Abbildung ohne diese Vereinfachungen dieselbe algebraische Form besitzt, lediglich die
Zahlenwerte der universellen Konstanten werden sich dndern.

Wir betrachten das System zu Beginn des n-ten Zyklus. Dort besitze es die Wirkungs-Winkel-Koordinaten

L0) = QL +681) = 0P + e Ti),
(t’n(e) = @a+0pn. (3-2)

Die Gréfen (I,,¢,.) entsprechen (Io,0) im Fall der Rechteckanregung (in {-7-Eichung). Der Punkt
(4n-1,%n—1) = (0,0) (bezogen auf den linken Ast der Referenzkurve) am Ende des (n —1)-ten Zyklus wird
durch den Kick auf (1,, ¢,) abgebildet; bei allgemeinen Werten (y,7) wird die Differenz zu (1., ¢,) durch
{2a, 8n) beschrieben (Abbildung 3.1). Durch Herausziehen des Faktors e 7’7 erhilt i, die GréBenordnung

50




3.1. Bestimmung der Abbildungsformeln 51

1.0 4
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z 0.0
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~1.0 T i T T T 1
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Z

Abbildung 3.1: Verschiedene Punkte auf dem Referenzzyklus mit endlichen r und (.
A: (3(2T),9(2T)) = (0,0) beziiglich linker Referenzkurve, (1(0),(0)) = (1., @.) beziglich

rechter Referenzkurve.
c {y(2T),g(21)) = {Linearkombinationen in uy und ug, siehe 3.5] beziglich linker

Faiome £ TEON L Af0AY (7 i1 1 —rT:
llwl Yoy \A \U}} \fI\U)} -_— k.ﬁa‘\l '"r' C

D: (T}, (1Y) = ( T+ e"_” )y ¢a + 8¢ + fwdt) Bezuglzcher rechter Kurve.

0}7 Sf/a _i— UV} ue.cu.yuu'a JCbl’bbel ILLDJ Ve,

- Nach Durchlaufen einer Halbperiode T erreich_t.da,s_ Sy_s_t_em den Zustand
L(T) = _‘“I (0)3 -

en(T) = %+6cpn+j L(8),8)dt, | | (3.3)

wobel wir fiir die Zeitentwicklung den Adiabatensatz benutzt haben Beit 2 T st das System nahezu
harmonisch, es kann deshaib in “harmonischen” Koordinaten R

up = e—rT(l + e—rTz'n)l_/?eiq;n’- . .-u2 _ u; (3.4)
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mit der bequemen Konvention

Durch eine Punktspiegelung, die die Inversionssymmetrie der Duffing-Gleichung ausnutzt (so dafi wir
nur eine Bewegung in der rechten Halbebene des Phasenraums betrachten missen), wird der Punke
(¥(T),7(I)) in die N&he des Punktes bei ¢t = 2T {Abbildung 3.1) transferiert. Der jetzt folgende Kick,
durch den das System wieder auf den Beginn des rechten Zweiges bezogen wird, fithrt zu den Koordi-
naten {iny1,0@ns1), die wir in zweiter Ordnung in Abhédngigkeit der Koordinaten {uy,us) vor dem Kick
entwickeln {Summationskonvention}:

1
e iy = Kou, + 5 Kupttst,
1
6(Pn+1 = Pyuv + ﬁpyuuyu;.{ (36)

Da I und ¢ reelle Groflen sind, ist es zweckmafig, die komplexen Koeffizienten K und P durch Amplituden
und Phasen auszudriicken:

Ky = K; = 1B, P = P = 10",
Ky = Kj = LB, Py = P = e, (3.7)
1’(12 == If;l = %33, P12 = P;l = %03

Die Transformation (y,¥%) « (I,¢) ist kanonisch, d.h. es gilt die Beziehung

%%f — g—;g—‘: = bzw. g—;%‘; — g—ig—i =¥, (3.8)

Daraus folgt: S - : L
23(KPy) = sBiChsina —) =1, (3.9)
K Pt Ky Py = Py Ky + P K. (3.10)

Es wird sich im Folgenden herausstellen, dafl die Groflen der Gleichung (3.7) im asymptotischen Grenzfall
{1 = 0, » — 0 unabhdngig von den Systemparametern sind. Wir bezeichnen sie deshalb als “universelle
Konstanten” unserer Abbildung. Sie hingen von den Exponenten ¢, p und [ ab.

Zur Bestimmung des Integrals fOT w(1,(t),t)dt aus Gleichung (3.3) verwenden wir zunéchst die Beziehung,
zo(t) = z,{t) = sin’(z) (die eine spiter zu korrigierende ‘Approximation an den beiden Enden des Refe-
renzzyklus enthilt). Fiir das Weitere entscheidend ist die hieraus folgende Homogenitét des Potentials
(2.11), welche Skalenrelationen fiir den Zusammenhang von E und [ gem38 Gleichung (1.12) und damit
cinen analytischen Ausdruck fiir w(7) bedingt: - '

LB we) = B(LF T, Lag) - (1)

" mit der Entwicklung - L
E(Lzo) =Y cazg’ 20 (3.12)

n=1
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ergibt
w(l,zo) = 68—1? = clz,r‘g;_l + 2ep25 2 + -+, (3.13)
wobel )
a=+ve—1, o= —4—8-{2g2 +7gl 42— g —1—1) (3.14)

gilt und die harmonische Frequenz fiir kleine Amplituden durch
—1
wy = 552_ qg—1. {3.15)
gegeben ist. Es ist dabei ein glacklicher Umstand, dafl die Entwicklung von w nach Potenzen von [
zugleich auch eine Entwicklung nach inversen (i.A. nichi ganzzahligen) Potenzen von =z ist. Durch
Benutzung dieser Entwicklung ergibt sich das Winkelinkrement als

T N
J[ wdt = A, T + z ve (I, + 617 F,(r,Q), (3.16)
0 v=2
mit
A= Stdt = F(%)
=7 ), St = ey
und .
= -1 — 1= A
F(r,Q) = Q- p (5,,,@ 1) Q) (3.17)
wobel wir als zweckméaBige Abkiirzungen
A, =ve, ', v>1 (3.18)
und p
=249 -+1], m=1-25, (3.9

einfiihren. Die Berechnung der Funktion #, und die Bedeutung der oberen Summationsgrenze N > 2
wird im Anhang (S. 92) dargestellt. Eine wichtige Eigenschaft der Formel {3.16) ist die Trennung der
parameterabhangz gen Faktoren F, von den umverselten Konstanten; thre ’Vioghchkeu beruht entscheidend

d.u.l ul:.l nuuwgemuau er I’OEEEEIBAS k.& 11)

Durch Kombination der Formeln (3 3) bis (3.7), insbesondere durch Finsetzen des Ausdrucks (3.16) fir
das Winkelinkrement (welches als ein Schilisselresultat dieser Arbelt angesehen werden rnuﬁ) erhalt man
Jetzt eine. Voilstandlge Parametmsxerung der Pomcare Abblldung . :

| ingi = kl + éﬁ—TTin) Bycos(ion +x1) + e_’T [By cos(2¢0n + x2) + Bs], - L (3.20).
e L o

Pntr = ‘Pn+1(0) +j w(nga (t),t)de

0

Tt é‘rT (1 + e n) Ci cos(pn +.31) -+_.e__".2"_T_[Cz.C_OS(2<.Dn + 192) -i— Ca] o
+A1T'—§—ZA,FU(1~,Q) (e Ti)™. gy

v=2
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Sortieren nach Potenzen von ™7 ergibt

Ons1 = Do+ e TR e ¥Th,,
{3.22)
in-{-l = W1 + €_rTW2, .
mit den Koeffizienten
N
B = gat AT+ Y AF(Q),
=2
N
® = B Z(u — 1A, F,(r,Q) cos{pn ++ x1) + C1 cos(ion + 1),
v=2
N
D, = 3 (v—VAF(rQ)[B:cos(20n + x2) + Bs (3.23)

=2

1 1.
+ 5(1/ —2)B} cos*(¢n + x1) + é-Blzn cos(ign -+ x1)]

1.
+ §C11n cos(ien + 1) + Cy cos(2, + 1b,) + Cs,
Wi = Bycos(en + x1)
1 .
Wg = EBIZn COS(({)l -f— Xl) + Bz COS(ZC;J“ -+ Xg) —f— Bg.

3.2 Adiabatizitat und Homogenitit des Systems

Wir gehen jetzt zum Anfang unserer Uberlegungen zuriick und untersuchen die Korrekturen, die sich

durch die Abweichungen von der {zunichst vereinfachend vorausgesetzten) Adiabatizitit des Systems

H anitit ,J,.., D,.; ntiale o afano 14 3 1 =
und H 1OMOogenItaL ges tentiais am Auiaué und Ende Jeue; ﬂa’;bu‘fﬂxuu SIge eben.

Die Poincaré-Abbildung (3.20) ist eine systematische Entwicklung bis zur zweiten Ordnung in e™"7.

Die als fest anzunchmende GréSe e~™7 ist also klein, aber endlich. Durch diese Bedingung ist auch
r ~ {1 festgelegt. Die Koeffizienten (3.23) der Poincaré-Abbildung sind asymptotisch, d.h. im Grenzwert

) — 0 exakt. Kénnten wir die Poincaré-Abbildung auch bei endlichen Werten von r und {2 durch eine

Poten',?rthneanmx]nna‘ nach e=7 a,nn]vhsd-\ darstellen, eo erhielten wir fiir rhp Knnfﬁzleﬂten in (3 ‘{3}

Ly Ralll Loueiilis, oW LiLataLt

> a(@,r(Q e )P (2, r_)e-wT. (3.24)

Ausdriicke der Form

Die Koeffizienten ¢, gehen im Limes £ — 0 in eindeutig definierte numerische Konstanten (eben die B,
C, etc.) itber, wihrend die r-Q-Abhingigkeit der p, ja schon analytisch bekannt ist. Es ist im folgenden
zu demonstrieren, dafl diese universelien Konstanten fiir 3 — 0 tatsichlick auch unabhéngig von r sind.
In einem spéteren, Abschmtt werden wir dann prufen wie we1t ihr Gult1gkmtsbere1ch fir endliche r, {2

reicht..
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Im Folgenden wird e="7 festgehalten, also r ~ §} angenommen. Wir definieren die Zeitpunkte

f} = Q_T" 6, fl —T'—f]_
tg = Q_H-E, {'2 =T — tg (325)
mit :
= L%ﬂl > 0. (3.26)

Diese Wahl wurde so getroffen, daf im Grenzfall  — 0 folgende Eigenschaften fiir die Zeiten in &-7-
Eichung bestehen:

n=0"5c, n=0¥o0w, S=0"-c (3.27)
!
fn)— oo, {(m) — oo, €m) o (3.28)
£(m1)
Oty = Q° - 0. (3.29)
Fiir die zunéchst von Q und r abhingenden Referenzldsungen £(7) = Q~7zo(277) gilt gleichméBig
E(r) — &o(7) fiir T < T3 und f2 < 71, (3.30)
fry -7t fir T < T < Ty und Fo < T < FH (3.31)
£(r) — sin®(Q'77r) fiir n<T <R (3.32)

Obwohl der Effekt der Reibung iiber das wolle Zeitintervall 7' durch das vorgegebene ¢~"7 festgehalten
wird, gilt ferner

et =1 far <ty und (3.33)
et et fiir fIh<t<T

so daB fiir die Behandlung der vier dufleren Zeitbereiche die Reibung keine Rolle mehr spielt.

Diese Zeitpunkte definieren fiinf Zeitbereiche im Halbzyklus T’ mit unterschiedlichen Systemelgenscha.ften
{Abbildung 3.2), die in Tabelle 3.1 zusammengefafit sind. : :

Universell | Adiabatisch | Homogen | Harmonisch
sin (3t — T & T
i X
11 X X X X
111 X X %
iv X x X x
v X '

Tabelle 3.1: Bigenschaften der Duffing Gleichung in verschiedenen Zeithereichen. - -

Die Existenz der Bereiche II und IV, in denen alle relevanten Eigenschaften gleichzeilig vorliegen, ist
wesentlich fur die in Abschnitt 3.3 folgende Konstruktion. Sie ist offensichtlich die Konsequenz der un-
terschiedlichen Zeitskalen Q7 und 27} fisr das Errelchen der Asymptotlk 7'5 der Referenz;osung bzw das
Einsetzen der Nichtlinearitat der Sinusfunktion. LT :
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Abbildung 3.2: Zeitbereiche der verschiedenen FEigenschaften der Duffing Gleichung in {-T-Eichung.
Zusdizlich ist die Heferenzldsung £o gepunktet angegeben.

Das Systemn ist in den Bereichen II-IV harmonisch, weil dort durch das Anwachsen von {4(t) der relative
Einfluf} der nichtquadratischen Terme des Potentials abnimmt. Das wird sichtbar, wenn man die Diffe-

rent;a,lglezchung unter Verna.chlass1gung der Reibung in den temporéren Zeiteinheiten w(r))~t = gl-az

schreibt: V' = - (; +p( (‘»‘))) (3.34)

Die Anharmonizitét im Polyzom P w1rd mit wachsenaem £(t) zunehmend 1rrelevant sie ist nur in den
Bereichen I und V zu beachten. -

Ein subtiler Punkit ist der, dal sich im Limes 2 — 0 das System iiber jeden endlichen Zeitabschnitt
innerhalb des Intervalls m < 7 < 7 zwar immer harmonischer verhalt, dafl aber der (iiber den dann
divergierenden Zeitraum T') integrierte Effekt der Anharmonizitit weiterhin fiir die Poincaré- Abbildung
entscheidend bleibt. Entsprechendes glit na,turhch fiir den Abfali der erkung um den Faktoy e *™ im

Bereich III

Im Fall der Rechteckanregung muBten wir nur zwet Zeitbereiche un‘terschelden die zu 3 1 entsprechenae .
Tabelle besteht. dort nur aus den ersten beiden Zeilen. " '
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3.3 Bestimmung der universellen Konstanten

Wie im vorkerigen Abschnitt begriindet, wird das System in den Bereichen I, II, IV und V durch Gleichung

(2.25)
Ere—gr=0 (3.35)

mit beliebiger Genauigkeit beschrieben, wenn man nur  hinreichend klein wahlt.

Unser Ziel ist es jetzt, den EinfluB des Kicks sowie der Anharmonizitit, Nichtadiabatizitit und Inhomoge-
nitit des Potentlals in den Bereichen I und V auf die Konstanten 7,, v, und die Entwicklungskoeffizienten

P, K zu bestimmen [13, [nit2].

Dazu miissen wir die Losungen der Differentialgieichung, die in den Bereichen I und IV nur numerisch
zu bestimmen sind, in den Bereichen II und IV an die Lésungen fiir 1, < 7 < F, die auch in Bereich
HI gilt, anfitten. Letsztere sind analytisch verfiighar, da in den Bereichen II, III und IV das System
im Grenzfall  — 0 harmonisch und adiabatisch wird, so daB die Transformation (£,¢) « (I,¢) dort
analytisch bekannt ist. Fiir die Bereiche I, II und IV, V ist der Grenzfall insofern schon erreicht, als
wir dort die Differentialgleichung (3.35) verwenden. Allerdings riicken fiir 8 — 0 auch die Bereiche II
und IV {zeitlich und auf der {-Achse) ins Unendliche. Fiir die prinzipielle Diskussion diirfen wir daher
die Zeitpunkte 7. des Anschlufiverfahrens (und damit seine Genauigkeit) beliebig grol annehmen. Fir
die prakiische numerische Durchfiihrung des Verfahrens kommt natiirlich nur ein endliches 7 in Frage,
und wir werden im nichsten Kapitel behandeln, wie mittels einer explizit zeitabhingigen kanonischen
Transformation trotzdem die erforderliche Genauigkeit erzielt werden kann. Zunichst das prinzipielle

Verfahren.

Wir betrachten also Anfangs- und Endzeiten 7. < —1 und 7 3> 1, durch deren Wah! die Bewegung é(7)—
£o(7) mit beliebiger Genauigkeit harmonisch und adiabatisch gemacht werden kann. Zur Bestimmung
von {1y, @.) betrachten wir die bei (£(0), £(0)) = (—¢£,, &) beginnende Trajektorie bis 7 = 7. Hier besitat
das System die (fiir 7 — oo asymptotisch konstante) Wirkung ., und enthilt so alle aus dem Bereich I
stammenden Einfliisse. Der Winkel verhdlt sich als Funktion von 7 wie

4
o= putBps(r) Dpu(r) = [ un(l i o (330)
o o

wobet Aps(74) das vor 7 = § bis 7 = 7, mit der Fiktion adiabatischen und homogenen Verhaltens
bestimmte Winkelinkrement ist, und w, die in Gleichung {A.3} definierte Frequenz in £é-7-Eichung mit
linearisierter Anregung. Die Gréfle ¢, enthilt analog zu I, neben dem EinfluB des Kicks alle aus Bereich
stammenden Winkelkorrekturen. Das bedeutet, daf fiir Zeiten 7 > 7 alle dlese Effekte in der. Konstanten
. absorbiert sind. (entsprechend ®(lp) im Fall der Rechteckanregung) ' SRR

= Go(re) =4/ 2. cos(ga-i-ﬁso-k(?})):
T y w1(7‘+) . o ' :

ém) = blr) VIR L sl g (), (AT)

A
i~
+
g
f

un_d__. L TR i
| wi(r) = (g — NHrle7, S e L (3,38)
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Zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten K und P gemif (3.6) betrachten wir Trajektorien, die
bel 7 = 7. in der Umgebung der Referenzkurve beginnen

Ia 1Ap_ —1Ap_
) = —bol=r-)+ Y 2 () (””M + g™ ,)’
€r) = bl-r)+iy -“"-‘%‘l (u;em“" —uze“m-). (3.39)

Dem kleinen Abstand 2uy) cos(y + Ap_) = w129~ + uge™14¢= entspricht der Wirkung bei 7 = 7_ zur
Referenztrajektorie entspricht die Wirkung bei 7 = 7_

I = L]ul* (3.40)

Die fiktive adiabatische Winkelanderung bis 7 = 0 ist wieder gegeben durch

Ap_ = —jin we (-, T)dr. (3.41)

Mit diesem Ansatz fiihrt die Anfangsbedingung (3.39) zu “fiktiven Koordinaten” (uy,uz) bei 7 = 0,
die wir erhalten wiirden, wenn das System im “gespiegelten” Bereich V harmonisch, adiabatisch und

homiogen wire.

Integrieren wir weiter zu v = 7, erhalien wir die Koordinaten

Er) = bolre) = 4|~ cos(pa + Ay (7)),
wl(?’+)

5(7‘+)

bolrs) + V2 (r) 1 sin(s + Ags (1)), (3.42)

mit

T+
Iy =L +6I, Apy=6p+ f wo(Ip,7)dT. (3.43)
o3

Somit werden den Koordinaten (uy, us) die Differenzen in Wirkungs-Winkel-Koordinatern {61, w) zuge-
y W2 ’

ordnet und zwar so, daf} die fiktiven Koordinaten (u;, u») zur Zeit 7 = 0 vor dem Kick fiktive Wirkungs-

Winkel Inkremente {61, 6¢) zur Zeit 7 = § nach dem Kick erzeugen, wihrend die weitere Zeltentwicklung

so behandelt werden kann, als verhlelte szch das System in Bereich I a,dlabatzsch und homogen und in
Bereich V zusitzlich ha.rmomsch : : o :

Alle Effekte der Nichtadiaba.tizitéit, Anha,rmonizitét und der Abweichung w # w, in den Bereichen V und
I sind somit in der Abbildung (ui,us) — (61, 6¢) enthalten.

Die Trajektorien zu verschiedenen (uy,u,) und somit die Entwicklungskoeflizienten &, P in (3.6} konnen
nun numerisch berechnet werden. Die Poincaré-Abbildung {3.22) ist damit volisténdig bestimmt.

Bei der praktischen Durchfithrung dieses Verfahrens tritt das Problem auf, daf die Gleichungen (3.37}
und (3.39) nur fir das harmonische System eine Wirkungs-Winkel-Transformation darstellen, die zu
cinem konstanten I(7) fiihrt. Wollte man sie verwenden, miifite das Integrationsintervall [—7_...7y]
die Bereiche IV bis II umfassen, und wir miifiten beispielsweise im Fall p = 1, [ = 0, ¢ = 3 fiir eine
akzeptable Genauigkeit von 3 Stellen in den universellen Konstanten ein zeitliches Integrationsintervall
von [—107...107] verwenden. Da das praktisch nicht durchfiihrbar ist, benutzen wir die im Kapitel
5. beschriebene Transformation WW,, eine zeitabhingige Wirkungs-Winkel-Transformation, weiche die
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g=3 g=4 g=2.1 g=2>5 g=4

p=1 p=1 p=1 p=1 p=1>5

=0 =0 =0 [=2 =0
6 | 0.333333 | 0.250000 | 0.476190 ¢ 0.333333 | 0.375000
A1 2.666666 | 2.750000 { 2.523809 | 3.333333 | 3.125000
~ | 0.250G00 | 0.181818 | 0.377358 | 0.200000 | 0.240000
7 | 0.250000 | 0.272727 | 0.207547 | 0.400000 | £.360C00
£ | 0677030 | 0.740548 ¢ 0.568342 | 0.690634 | 0.620283
£ | 0.472173 | 0.380803 | 0.603279 | 0.412847 | 0.485961
I, | 0.643386 | 0.695257 | 0.520835 | 0.366509 | 0.577521
w, | 0.590845 | 1.170859 | 2.252078 | 3.020047 | 1.874718
By} 1.373153 | 1.289717 | 1.550786 | 1.455937 | 1.881013
By ! 0.630713 | 0.702156 { 0.576042 | 1.685496 | 1.332053
By 1 -0,179346 | -0.488821 | 0.218103 | -0.971862 | -0.808882
Cy | 1.547038 | 2.314061 | 3.402283 | 3.282775 | 3.780085
| 0.804548 | 1.639607 | 1.492144 | 4.5763956 | 3.741357
Cs{ 1.275581 ; 1.170801 | 1.420545 i 0.106784 | 0.268957
xi | -2.2081567 | -2.064884 | -2.420117 | -1.142350 | -1.973212
X2 | -3.134970 | -3.045390 : 2.933932 | -1.630484 | 3.034903
¥y | 2.848043 | -2.799271 | -2.817896 | -1.574090 | -2.256788
o | 2.157146 | 2.550070 | 2.602434 | -1.720956 | 2.826991
Ag 1-1.617312 | -0.804025 | -0.177039 { 1.877697 | -0.098493
Ay | 1.426348 | 1.614111 7 1.237579 | 1.235253 | 1.486087
Aq 1 -0.375308 | -0.782164 | -0.124132 | -1.832548 | -0.649711

59

Tabelle 3.2: Universelle Konstanten fir verschiedere Kombinationen von p, q und i, die nach dem im
Text erlauterten Verfahren berechnet wurden. - : e : S

Zeitabhangigkeit der im Potential enthaltenen Funktion &(7) explizit beriicksichtigt, im Limes { — oo in
den harmonischen Zusammenhang (z.B. (3.37)) einmiindet und so konstruiert ist, daff 7 konstant bleibt.

Die in Tabelle 3.2 angegebenen Konstanten besitzen eine Genauigkeit von 6 Stellen. Die Groflen (£(0),
£0(0)) wurden durch Integration der Differentialgleichung {3.35) von 7 = 4000 bis 7 = 0 mit der An-
fangsbedingung (2.27) (Seite 40) bestimmt, Als Toleranz der Integration [12] wurde hierbei und bei der
folgenden Integration der Wert 107 verwendet. Zur Ermittlung der Koeflizienten K und P wurden
24 Trajektorien von 7_ = —200 bis 7, = 200 integriert. Die Anfangsbedingungen wurden entsprechend

(3.39} mit |u] =.0.01 gewihlt.

Der die Genaunigkeit begrenzende Faktor ist hierbei die numerische Berechnung der Ableitungen zur
Bestimmung der Koeffizienten: K, und :P,,. Sie ;;onnte dulch die Verwendung einer g‘roﬁeren Zahl vor,
Trajektorlen erhoht werden. : et B R,
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3.4 Diskussion der Abbildungsformeln

Wir betrachten nun die Abbildung (3. 22) (3.23) zunichst in erster Ordnung e~"7 und schreiben sie um
in die Form aus Kapitel 1:.

fnir =+ 505 pn. (3.44)
Die hierfiir notwendige Zusammenfassung der beiden Kosinusterme im Ausdruck @, der Formel (3.23)
fiihrt zu einer Phasenverschiebung A im Winkel ¢: :

.- _ v _
o= g+ AT+ Y AF+4, (3.45)

=2

8= . TAETEE, o (3.46)

mit
N L N
A=Bi Y (v— 1Ak, cosxs+Creostpy, B=BY (v—1)AFsinx;+Cisingy  (347)
v=2 . v=2
und
B

sign(B). ' (3.48)

A= arccos 7\/__:_:8—2-

Die hierdurch definierten Koordinatenlinien der Parametertransformation (o, ) — (r,Q) sind fiir die
Exponenten ¢ = 3, p =1, { =0 in den Abbildungen 3.3 und 3.4 gezeigt.

Wir vergleichen die r-£2-Abhngigkeiten von 8: Im Fall der Rechteckanregung wiichst 4 mit r~!, wihrend
bei der allgemeinen Duffing-Gleichung diese Gréfie durch F, gegeben ist, die sich im Parameterbereich
r Q< 1 wie r7% verhalt ((A.4) auf Seite 92), im Fall ¢ = 3, p = 1, | = 0 also wie 7%, Um,
bei festgehaltenem e™™7, in den interessanten Parameterbereich 3 > 1 zu gelangen, muB man bei der
allgemeinen Duffing-Gleichung also weiter in die Asymptotik zu kleinen » (und damit groBen 7') gehen.
Um den Giiltigkeitsbereich unserer Theorie mit 3-Werten oberhalb 2 zu erreichen (etwa mit e 7’7 < %),
wo voraussichtlich viele Attraktoren koexistieren, miifite man sogar extreme Perioden 7" betrachten.

Der Einfiul der parameterabhingigen Gréfien F, ist am Beispiel der Systemparameter ¢ = 3, p = 1,
{ = U (hier tritt nur F, auf) in Abbiidung 3.5 gezeigt. Fiir 521 wichst F, auf 20 an. In @, ist der
Term Ay F; zwar viel kleiner als der fithrende Term AT, erzeugt aber durch seinen Einflufl auf afr,w)
die asymptotisch exakte 27-Periodizitit des Phasendlagramms in a- ﬁ’ Koordmaten I’l <I’1 und @2 smd

die Terine mit den Fz Faktoren ciommxerend T : : g

3.5 Phasendiagramme

Die hier gezeigten Phasendiagramme sind alle in den Koordinaten (o, 8) nach den Gleichungen (3.45)
und (3.46) gezeichnet, also den Parametern der eindimensionalen Poincaré-Abbildung erster Ordnung in
e~ Die Bedeutung der Schraffuren ist auf Seite 30 erliutert.

Wir vergleichen in Abbildung 3.6 zunachst Phasendiagramme zur Differentialgleichung und zur eindimen-

sionalen Poincaré-Abbildung (3.44) fiir a-Werte um 1000 - 2=, Die Ubereinstimmung in-e-Richtung ist
sehr.gut. In ﬁaRic};t_ung ist bei.der ersten Bifurkationslinie eine kleine Abweichung vorhanden, die zweiten
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T T I
6000 8000 16000

(43

Abbildung 3.3: Koeordinatenlinien der Parametertransformation (o, 8) — (r,T), g = 3, p =1,1=0.
Gepunktet: T =konst. Vonr links: T = 1500, 3000, 4500, 6000, 7000. '
Durchgezogen: v =konst. Von links: r = 5-10-3, 103, 5.10~%, 3-107¢, 2.10~4, 1.5-107%,
1071, .
Strichpunktieri: e =konst. Von oben: e~ = (.65, 0.56, 0.47, 0.32, 0.1, 0.003.

Bifurkationslinien des Duffing-Systems sind asymmetrisch gegeniiber denen der Abbildung verschoben.
Diese Asymmetrie kann offensichtlich durch d:e Abbildung in erster Ordnung e‘_’"T nicht reahs;ert werden
(siehe Seite 30). : S SRR T :

Nehmen wir die Terme zweiter Ordnung hinzu, so erhalten wir-eine gekoppelte Abblldung in @ und i. Wir
betrachten zunéchst die Winkelabbildung. @, besteht aus Termen ~ cos 25, und ~ i, cos@,. Die Terme
~ i, c03{4pn) bewirken durch den zusitzlichen Freiheitsgrad ein “Aufweichen” der Abbildungsfunktion,
deren EinfluB auf die gesamte Abbildung spiter untersucht wird. Die Terme ~ cos 2, fithren zu einer
Asymmetrie in der Abbildungsfunktlon deren Einflu} wir als. nachstes betrachten Dabel 1gn0rleren Wir

zunacus'r die Terme. ~ 7, €08 @
gonﬂ = 012 + ﬁcos o + 'ycos(Zc,on + ‘I’), SHEN e '(3%9)_

wobei die trigonometrischen Terme aus (3.23) auf die ubhche Weise zusammengefafit warden (a3, 7
und ¥ ergeben sich als Funktionen der F(r, Q)) D1ese Darstellung ist naturhch keine konsequente
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Abbildung 3.4: Koordinatenlinien der Parametertransformation (r,T) — (¢,8), ¢=3,p=1, [ = 0.
Durchgezogen: o =konst. Von finks: o = 500, 1000, 2000, 5000, 10000, 13000.
Gepunktet: § =konst. Von links: B = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 2, 5.
Strichpunktiert: e=™T =konst. Von oben: e~ = 16720, 10~%, 0.003, 0.1, 0.3, 0.8.

Entwicklung der Poincaré-Abbildung, sie dient zur Untersuchung des jeweiligen Einflusses durch die
Zweidimensionalitdt bzw. der hoheren Fourierkomponenten der Winkelabbildung. Die Abbildung (3.49)

_ cht mehr die frither beschriebene Spiegelsymmetrie (vgl. Seite 30). Die an Hand der Abbildung
(1.11) auf S. 29 beschriebene Konstruktion zur Bestimmung der Fixpunkte fithrt bei einer Variation von o
nicht mehr nur zu einer Verschiebung, sondern durch den Term 7 cos(24, + ) auch zu einer Anderung des
Funktionsgraphen; dieser fithrt bereits zu einer Asymmetrie der Bifurkationslinien im Phasendiagramm,
das:in Abbildung 3.7 gezeigt ist.. Die beschriebene Asymmetrie der Abbildung (3.49) ist erkennbar,
die S-Werte der zweiten Bifurkationslinien sind gegeniiber der Poincaré-Abbildung erster Ordnung in die
richtige Richtung verschoben, jedoch stimimen sie nicht exakt mit denen der Differentialgleichung iberein,
obwohl das Phasendiagramm schon “nahe” der Asymptotik liegt, d.h. die asymptotischen Bedingungen
(1.2), (1.3) sind recht gut erfillt: T = 4000, e~% & 0.1...0.22, r = 6 -102...1072. Die Poincaré-
Abbildung ist also in diesem Bereich noch nicht durch eine eindimensionale Abbildung zu beschreiben,
die Variable ¢ hat einen Einflufl auf die Form des Phasendiagramms. Dies ist im zweiten Phasendiagramm
der Abbildung 3.7 zu sehen: hier ist die volle zweidimensionale Abbildung gezeigt. Diese Abbildung fithrt

zu einer sehr guten quantitativen _Gbereinstimmung auch bei groferen Werten von 8. -

]—n:si{'r?‘l' ni

uuuuu ili

In Abbildung 3.8 {13,_'Scale6] sind die Phasendiagramme der Differentialgleichung und der zweidimensio-
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Abbildung 3.5: Durchgezogen: Die Gréfe F, in: Abhangzgkezt von ﬁ fiir folgende o-Werte (von unten):

10, 100, 1000, 10000.
- Gestrichelt: e"T in Abhdngigkeit von 8 fir die a-Werte (von oben} 10, 100 1000, 100800.

- 'Systemparameter: ¢ =3, p=1,1=0.

nalen Poincaré-Abbildung gezeigt (die ab jetzt ausschlieflich gezeigt werden, da ja das Phasendiagramm
der eindimensionalen Poincaré-Abbildung exakt periodisch in « ist und die a-Abh#ngigkeit des Phasen-
diagramms der Abbildung (3.49) sehr gering ist), jedoch fiir niedriger indizierte Zungen. Wie zu erwarten
war, wird die f_f_ber_ein_stimmung in S-Richtung mit kieineren Werten von « immer geringer.

In Abbildung 3.9 sind die Phasendiagramme der ersten Resonanzzungen gezeigt. Auch hier ist die qua-
litative ﬁbereinstimmung noch ‘gut, quantitativ kommt zu einer Verschiebung in 5-Richtung auch eine
Abweichung in o-Richtung. Dieser Parameterbereich kann quantitativ micht mit der asymptotzschen
Abbildung beschrieben werden.

In den Abblidungen 3.10 und 3.11 Smd schliefllich die Phasendiagramme fiir die Exponenten g = 4, p= 1,
L—usow1EQ—a,p—1t—AgezelgL _ .
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Abbildung 3.6: Phasendiagramm der allgemeinen Duffing-Gleichung und der zugehdrigen Poincaré-
Abbildung erster Ordnung. o-Achse in 2n-Einheiten. Parameter: e™7 = 0.10...0.22,

r=0.00033...0.00050, T = 4412. .. 4418.
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Abbildung 3.7: Phasendiagramm der Pomca,re Abbzldung (3. 49) ‘und der zwezdzmenswnalen Pomcare-
Abbildung. «a-Achse in 27- Einheiten. :
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Abblldung38 Phasena’mgmmm der allgemeinen Duffing-Gleichung und der zugehdrigen Poincaré-

Abbildung zweiter Ordnung. o-Achse in 2m- Eznhezten Parameter e ’_T = {0.17..
r=0.0077...0.018, T=91...96. Y
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Abbildung 3.9: Phasendiagramm der allgemeinen *Duffing-Gleichung und der -zugehérigen Poincaré-
.. Abbildung zweiter Ordnung fiir die ersten Resonanzzungen. «-Achse in 2x-Einheiten.
“Parameter: ¢ =7.107%...0.77, » = 0.032...0.77, T = 1.5... 123,
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Abblidung 3.10:: Phasendiagramm der allgemeinen Duffing-Gleichung mit den Ezponenten q = 4, p =
o, U= 0 und der zugehérigen Pomcare-Abbzldung zweiter Ordnung. = a-Achse in 2r-
Emhezten. ‘Parameter: e7™'=0.074...0.25, r = 0.0038...0.0072, T = 355... 360.
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Abbﬂdung 3 11: Phasendmgmmm der. allgemeinen Duﬁing-Glezchung mil den Exponenten g=75p=
1, U= 2 und der zugehorzgen Poincaré-Abbildung zwester: Ordnung _ -Achse in
. 2w-Einheiten. .Porameter: e~1 = 0.00032...0.0056, r = 0.00066...0.001, T =
7795.5...7799.4. Bei diesen Frponenten wird die asymptotische Resonanzzunge sehr

langsam erreichi, deshalb sind trotz der hohen a- Werte noch Abweichungen sichtbar.
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In der bisherigen —asymypiotischen- Theorie hatten wir die Poincaré- Abbildung der Duffing-Gleichung als
Entwicklung nach Pqt_eqz_en_\{qx_l__e"T fir den asymptotischen Parameterbereich

relgT,. (4.1)

e™"T klein, aber endlich (4.2)

hergeleitet. Als Ergebnisse erhielten wir

1. die funktionale Form der Poincaré-Abbildung,
2. dle Pa,rametertransformataon (r Q) (a ﬁ) mit den
3. umvel_"sei_l_en Konstanten. - - |

In diesem Kapitel untersucher wir die Erweiterbarkeit der Theorie auf Parameterbereiche, in denen die
Bedingungen (4.1) und (4.2) nur méBig gut erfiillt sind. Wir werden zeigen, daB durch geeignete Modi-
fikation der-genannten Ergebnisse auch fiir den nicht a,symptot}schen Parameterbereich eine quantitativ
korrekte Poincaré-Abbildung angegeben werden ka.nn :

Der im 3. Kapitel durchgefiihrte Vergleich der asymptotxschen Resonanzzungen mit entsprechenden aus
der Differentialgleichung gewonnenen Diagrammen im Bereich kieiner o-Werte (Abbildung 3.8, 3.9) zeigte
auch fiir die ersten Resonanzzungen eine gute qualitative Ubereinstimmung zwischen den Phasendiagram-
men der Poincaré-Abbildung und der Differentialgleichung, jedoch eine fiir praktische Anwendungen
méglicherweise nicht ausreichende quantitative Ubereinstimmung. Dieser mchi asymptotlsche Parame—
terbereich wird fiir praktische Anwendungen besonders interessant sein. .- :

Fir diese Abweichungen kommen folgende Ursachen in Frage:

e Wenn e™"7 nicht hinreichend klein ist, haben hohere Potenzen in e™"7 einen gréBeren Einflu auf
“die Poincaré-Abbildung. :Dies lieBe smh durch eine Weiterfiihrung der Entwickiung in Abschnitt 3.3
" zu hdheren Ordnungen von €T beriicksichtigen. Damit erhdhte sich allerdings die Anzahl der zu
- bestimmenden -Konstanten, wodurch die Abblidungsformein umfangreicher und ihre Anwendung
" schwerfilliger ‘werden. " Eine Erweiterung der Theorie in diese Richtung wire hauptsichlich fiir
- grofere B-Werte unter- Berucksxchmgung der’ Bedmgung (4.1) (51ehe auch Abblldung 3.3 auf Seite
-61) zweckmaﬁlcr C e _ Lo 5

..70
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‘e Wenn die Periodendauer T so klein ist, daf§ ein harmonischer Bereich II1 wie in Tabelle 3.1 bzw. Ab-
.bildung 3.2 nicht mehr existiert, ist die dort beschriebene Anpassung in den Zeitbereichen 1T und
IV nicht mehr anwendbar. Dzese war wesentlich fiir die Herleitung der Abblldungsformeln, S0 daﬁ
die Theorie auf diesen Fall analytisch nicht erweitert werden kann.

e Die “universellen Konstanten” waren ja per definitionem parameterunabhingig. Fiir Parameter-
werte auBerhalb des Giiltigkeitshereichs der asymptotischen Darstellung der Poincaré-Abbildung
sollte aber die funktionale Form der Poincaré-Abbildung (mit modifizierten Konstanten) ihren Sinn
behalten, solange die beiden oben genannten Defekte noch vernachldssighar sind. Es ist aber zu
-erwarten, dafl die numerischen Koeffizienten in den Abbildungsformeln dann von den Parametern
(r,9) abhéngig werden. Wir wollen diese parameterabhingigen Versionen der zuver universellen
Konstanten als Abblldungs Koeffizienten bezeichnen und sie von den entsprechenden umversellen
GroBen durch einen ’ (2.B. Bj statt B;} unterscheiden.

e Eine weitere Ursache der Parameterabhéngigkeit liegt in der Deformation des Referenzzyklus: Will
man Abweichungen von der Asymptotik vollstindig in Betracht ziehen, so darf man auch in der
Referenzlosung die Effekie der Endlichkeit von r und 2 nicht mehr auer Acht lassen.

Die genannten Quellen einer Abweichung von der asymptotischen Darstellung der Poincaré-Abbildung
sind allesamt nicht analytisch faBbar, doch ist es moglich, die Koeffizienten fiir jeden festen Parameter-
punkt numerisch zu bestimmen. Solange die Parameterabhingigkeit der Koeflizienten gering bleibt, kann
mit einem Satz von Koeffizienten die Abbildung in einem ganzen Parameterbereich beschrieber werden.
Auf diese Weise kann durch die Integration der Differentialgleichung an einem Parameterpunkt die Poin-
caré-Abbildung fiir einen Teil des Phasendiagramms bestimmt werden. Durch die dem System angepafBite
funktionale Form der Poincaré-Abbildung ist diese Beschreibung eine sehr Skonomische. Insbesondere
erhalten wir auf diese Weise auch eine quantitativ zutreffende Darstellung der Poincaré-Abbildung im
Parameterbereich der niedrig indizierten Resonanzzungen.

Im folgenden werden wir eine Methode zur Bestimmung der genannten Koefﬁzzenten angeben und ihre
Parameterabhingigkeit untersuchen. SRR

4.7 Bestimmmung der Abbildungs-Koeffizienten

Die dynamischen Variablen {J,) der bisher diskutierten Poincaré-Abbildung waren fiktive Gréflen, die
unter Annahme harmonischer und adiabatischer Zeitentwicklung durch Extrapolation aus dem Berem"l
III auf das Ende eines jeden Halbzyklus’ konstruiert wurden; die. Abbxldung war also

(s on) = (I(nT —€),0(nT —€)) = (fns1,n41) = (I((” + 0T —€),0((n+ )T ~¢)).  (4.3)

Alle Einfliisse des Kicks und der Bereiche I und V werden durch die Abbiidungs-Koeflizienten beriicksich-

tigt. Um diese nun unter voller Beriicksichtigung des Einflusses der Endlichkeit von r, £} zu bestimmen,

ist jetzt durch Integration der Differentizlgieichung tiber eine volle Halbperiode das Abbildungsverhal-

ten numerisch zu bestimmen und in die fiktiven Koordinaten umzurechnen. FEs sind hierfiir jetzt die

vollstindige Dufling-Gleichung und der in Kapitel 2 beschmebene von r-und © abhingige Referenzzyklus
zo(t) zu benutzen.

Die Integration erfolgt in den natiirlichen Variablen (z,Z) und wir bendtigen am Anfang und Ende des
Integrationsintervalls die Transformation zwischen diesen und den Wirkungs-Winkel-Koordinaten als den
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fir die Poincaré-Abbildung addquaten Variablen. Wir verwenden hierfiir die im 4. Kapitel eingefiihrte
zettabhingige Transformation WWe, bei der die e ™'-Zeitabhéngigkeit des Potentials beriicksichtigt ist,
die Werte zo(t) jedoch nur als Parameter eingehen. Diese Transformation ist so konstruiert, daB sie
im asymptotischen Grenzfall in die adiabatische Wirkungs-Winkel-Transformation {ibergeht, so daf dann
auch die Abbildungs-Koeffizienten in die universellen Konstanten iibergehen miissen. Wegen der zeitlichen
Variation von zo(t) kann die Transformation WWe also nicht zu einem voliig konstanten I(t) fithren.
Eine Beriicksichtigung dieser zeitlichen Variation wére zwar im Prinzip mdéglich, der dafilr notwendige
technische Aufwand erscheint aber nicht loknend. Wir wenden diese Transformation zu den Zeitpunkten
t= i% an, wo Zp(¢} sehr klein (aber, wegen des Reibungseinflusses nicht exakt Nuil) ist.

Wir betrachten also die natiirlichen Koordinaten (:c(:i:%),:'c(:f:%)), die wir nur zu diesen Zeiten in die
Wirkungs-Winkel-Koordinaten (I'{£3),¢'(+%)) umrechnen kénnen, weil dort die Zeitentwicklung dem
Konzept des asymptotischen Verhaltens (Bereich I1I) am néchsten kommt. Diese sind dann in die fiktiven
Wirkungs-Winkel-Koordinaten (2, ) der Pomcare—Abbildung umzurechnen, die zu den Zeitpunkten ¢ =

0,T definiert sind. .

Reale (~ v Pn) — ~(af:,m) ~ (z,d8) — (fni_i,@nH)
. Koordinaten = 1  i= _g 7= % — %
f {
Fiktive (inyn) —Poincaré-Abbildung —  (ins1,9Pnt1)
Koordinaten £¢=10 t=T

Abbildung 4.1: Bestimmung der Abbildungs-Koeffizienien (schematisch). “~—” bedeutet eine Koordina-
tentransformation, “~+” die Integration der Differentialgleichung.

Die Vorgehensweise folgt dem Schema der Abbildung 4.1 und stellt sich Schritt fiir Schritt so dar:

1. Wir bestimmen die Grélen (I/,)) in Analogie zum Vorgehen bei der asymptotischen Abbildung.
Hierfiir integrieren wir die Duffing-Gleichung mit den Anfangsbedingungen (—zo(1"), —Zo(7")) von
t = 0 bis ¢t = 2. Die r- und {}-abhingige Referenzlésung (zo(¢), To(t)) bestimmen wir mit dem in
Kapitel 2 angegeben Verfahren. Aus den Systemkoordinaten am Endpunkt ergeben sich mit der
Transformation W\We die Koordinaten (I, ¢)). .

2. Fur die Umrechnung zwischen den (realen) Wirkungs-Winkel-Koordinaten zu den Zeiten ¢ = :&T
und den (fiktiven) Koordinaten zu den Zeiten ¢ = 0 und T benbtigen wir die ha,rmomsche und

adiabatische Extrapolation des Winkels in den Zeitintervallen [0. <L und [Z...7} baw. [—— .. 0.
Diese ist numerisch durch die Integrale
A ' [/ e T '
Fyy =f e~ (sin 1)~ dt, Foo= § e (sint)™*dt, (44
. Jo T . I 2

“zu berechren. Es gilt Fy,1 + Fyg =F {wir betrachten hier nur den Fall N = 2).

3./Statt eines Ensembles von Wertepaaren (uy,4z) wie im Fall der asymptotischen Abbildung wéhlen
" wir M fiktive Koordinaten auf einem Kreis um den Endpunkt der linken Referenzidsung (Abbﬂ

dung 3.1 auf Seite 51) zu einer Warkung L'e %7, Es soll also zur Zeit ¢ = 0 gelten:

. _T l . 277_7 Ce
I, = 2 TI Pr,j = “ﬁ“) (45)
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d.h. es werden Punkte (7, ; = 0, ;) in fikliven Koordinaten betrachtet, und ihre Zeitentwicklung
tber eine Halbperiode besiimmt.

Wir wihlen ¢, ; = 0, da hier, im Gegensatz zu Kapitel 3, als unabhingige Variable der diskreten
Abbildung nur der Winkel g, ; fungiert. i,; = 0 legt so den ¢,-Einflul auf die Koeflizienten B|

. ) PR o rrarE 11T - PSP FO -
u.ud Ul a15 ungt:xd,iucu gu I\ uu,elweﬁ, um 1 bet \blChC ch’lhuns (.J 29) auf ucxtc 53)

4. Diese fiktiven Koordinaten entstehen durch die genannte Extrapolation aus realen Koordinaten zur
Zeit t = —% (wobei alle Wirkungen in der ¢-7-Skalung betrachtet werden)

I, = Ie ™= f;e'TT,
Prj = @ng+ Art =200 F0. . (4.6)

5.. An dieser Stelle werden mit der Transformation WWe die zugehdrigen (2, p)-Werte berechnet Aus
technischen Griinden verwenden wir diese Transformation nur an der StelIe t= —§— . Die KOOI‘dl-

naten zur Zeit t = ——l werden durch Spiegelung erzeugt:
T T
#(=3) = —(z+=(3))
., T . T
H-D) = ~(+iol)=ra) (@)

Mit diesen Koordinaten als Anfangsbedingung wird die Differentialgleichung bis ¢ = % integriert.

6. Jede Trajektorie enthilt jetzt, neben der adiabatischen Zeitentwicklung, die Einfiiisse des Kicks
und der nichtadiabatischen Bereiche I und V. Wir transformieren die Koordmaten mit der inversen

Transformation WWe zuriick auf (In+1w.,,gpn+1,,)

7. Aus diesen Koordinaten werden die fiktiven Koordinaten (die jetzt zur Zeit ¢ = T gelten sollen}

berechnet:
. . eTTIn+1|j ]. T
tntl,y — 7~ &y
Q

T .
Ontij = Pnti+ Ai -+ 260F2 96 114-1 3 (48)

8. Die Punkte (in41;,¢n+1,;) sollen durch die gesuchte diskrete Abbildung (3.20) -aui Seite 53 aus
v {#n,j,n,;) hervorgehen. Die Abblidungskoeﬁizzenten Werden mittels Foumertmnsformamon der je-
-wells M tpi1- und w,p1-Werte bestimmt. : T

Ein MaB fiir die Abweichung der so bestimmten Poincaré-Abbildung von den durch die Integration er-
mitteiten, “exakten” Werten, ist die Norm der Summe der unberdcksichtigten Fourierkoeffizienten

PR 2n+1 — f{©n,;,0))? [ et = glpag, P
IR_\/ CHR AR SRR SR AT LEETE S (4.9)

f und ¢ hierin sind die Abbildungsfunktionen nach Punkt 8. Die Gréfien I, wr sind ein MaB fir den
EinfluB héherer als zweiter Ordnung in e™"7. Der ebenfalls in diese GréBen eingehende Effekt durch In-
tegrationsungenanigkeiten und Ungenauigkeiten in der Transformation WWe kann durch entsprechenden
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numerischen Aufwand vernachlissighar klein gemacht werden. /g und g soliten von der GroBenordnung

e~ T gein.

Die so ermittelte Darstellung der Poincaré-Abbildung ist eine nach den Termen 2 abgebrochene Fou-
rierentwicklung, keine konsequente Entwicklung nach Potenzen von e™™*. Die Abbildungskoeffizienten
enthalten deshalb auch Beiirige von hdherer Ordnung in e™™*. Das fiihrt fiir die vorgegebene funktionale
Form zu einer zusétzlichen Erhéhung der Genauigkeit.

4.2 Numerische Ergebnisse

In den Abbildungen 4.3 bis 4.8 sind die Anfangs- und Endwerte des Referenzzyklus, Abweichungen der
Abbildungs-Koeffizienten von den enisprechenden asymptotischen Gré8en und die Gréfen Ig, wr in
Abhéngigkeit von T bei konstantem ™7 = 0.2 fiir die Standardexponeten ¢ = 3, p = 1, | = 0 gezeigt.

Es ist aus den Abbildungen zu entnehmen, daB fiir grofe Werte von T alle Koeflizienten tatsichlich in
die jeweils asymptotischen Werte {ibergehen, obwohl sie nach einem ganz anderen Verfahren bestimmt
wurden, als die universellen Konstanten. Dies ist ein befriedigender Konsistenztest fiir die Richtigkeit
der Theorie und der darauf beruhenden Berechnungen. Zugleich erkennt man aber aus den Abbildungen
auch, wie weit man wirklich in die Asymptotik gehen mu8}, um eine sehr genaue Darstellung der Poincaré-
Abbildung durch die universellen Konstanten zu erhalten. Bei T' = 1000 ist eine Abweichung schon zu

erkennen.

Man mdéchte nun unter Benutzung der Abbildungs-Koeffizienten Phasendiagramme in Parameterkoordi-
naten (a, 3) erstelien. Dazu sollte der begriffiichen Klarheit halber die Transformation {r,) « (&, )
tmmer mit den universellen Konstanten erfolgen, auch wenn diese Wertepaare (a, 3) dann nicht mehr die
Koeflizienten der (auf die niedrigste Fourierkomponente reduzierten) -Abbildung darstellen, wie es bei
der asymptotischen Abbildung der Fall ist.

Zwei unterschiedlich aufwendige Vorgehensweisen liegen nahe:

1. Man bestimmt etnen Satz von Koeffizienten fiir einen “typischen” Parameterpunkt, etwa in der
Mitte des zu betrachtenden Bereichs und benutzt diesen Satz fiir die Definition der Poincaré-
Abbildung. Dies beschrinkt die Parameter {r,{}) auf einen Bereich, liber den die Abbildungs-

Koeflizienien nicht nennenswert variieren.

2. Man bestimmt fiir jeden Parameterpunki (r, ) einen Satz von Abbildungs-Koeffizienten fiir die
Poincaré-Abbildung. Bei diesem anspruchsvolleren Verfahren wird an jedem Parameterpunkt mit
der zugehérigen Poincaré-Abbildung gearbeitet. Im Rahmen der Abschitzung (4.9) sollte man
dann flir einen weiten Bereich des Parameterraums sehr genaue Aussagen (2.B. iiber das Phasen-
diagramm) erhalten. Der Preis dafiir ist allerdings hoch, denn man mu$ ja zuvor fiir einen nicht zu
kleinen Satz von Anfangswerten die Differentialgleichung selbst iiber eine Halbperiode integrieren
~ und das fiir jeden Parameterpunkt.

. In Abbildung 4.2 sind Phasendiagramme [13, Scalee] gezeigt, die mit dieser Methode bestimmt
wurden. Bei den dort verwendeten Exponenten ¢ = 5, p = 1, [ = 2 wird die asymptotische
Resonanzzunge sehr langsam erreicht (vergl. Abbildung 3.11 auf S. 69), selbst bei & = 20 Liegt

~die erste Zunge bei B ~ (.25, wobei die. Zunge auch -gegeniiber der asymptotischen deformiert

st (bei den-Standardexponenten.'q = 3, p = 1, I ="0 wird die asymptotische Resonanzzunge

-viel schneller erreicht, dort. liegt die erste Bifurkation fiir & 22 20 bel § = 0.9, also viel niher am
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asyrnptotischen Wert 1}. Das Phasendiagramm der Poincaré-Abbildung mit den hier beschriebenen
Abbildungs-Koeflizienten stimmt ausgezeicknet mit dem der Differentialgleichung iiberein, das zeigt
die Anwendbarkeit dieser Methode fur sehr genaue Phasendiagramme in Parameterbereichen fern

der Asymptot;k

Wie die Abbildungen (4.3) bis {4.7) zeigen, dndern sich die Abweichungen der Abbildungs-Koeflizienten
von den jeweiligen universellen Konstanten fiir groBere Werte von T (bei dem hier verwendeten Wert von
e = 0.2 gilt das fiir T-Werte ab 20) nur sehr langsam, so daf in diesem T-Bereich die erste der beiden
oben beschriebenen Vorgehensweisen anwendbar ist. Fiir kleinere Werte von T dndern sich die Werte der
Abbildungs-Koeflizienten immer schneller bis zu dem Bereich, in dem das in dieser Arbeit betrachtete
Schwingungsverhalte*i nicht mehr vorliegt und somit die Theorie auch nicht mehr anwendbar ist. Dariiber
hinaus steht fir Werte T’ < 10 wegen. des Verha,ltens von zo(t) auch keine geeignete Transformation WWe

mehr zur Verfugung
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Abbildung 4.2: Phasendiagramm der allgemeinen Duffing-Gleichung mit den Ezponenten ¢ =5, p =1,
‘ [ = 2 und der Poincaré-Abbildung zweiter Ordnung mit («, §)-abhingigen Abbildungs-
Koeffizienten. a-Achse in 2n-Einheiten. Die Form der Resonanzzungen und deren Lage

stimmen ausgezeichnet dberein. Die Ursache fir die Unterschiede zwischen den Linien der

jeweils ersten Bifurkalion bei groflen Werten von 3 isi das Aufsuchen unterschiedlicher

Attraktoren.
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1.8 1 — 1.1
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— 0.7

— 0.5

~ 0.3

0.1
10060

Abbildung 4.3: I} (durchgezogen) und @ (gesirichelt) fir verschiedeme Werte T'. Gepunktet sind die
asymptotischen Werte I, und @, angegeben. Der Wert von e™™ wird festgehalten und
bestimmt so v bei gegebenem T.

~ 0.80
0.8

—0.70
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5 10 160 1000 10600

Tp Up
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Abbildung 4.4: Anfangs- und Endpunkte des parameterabhingigen Referenzzyklus in £-Eichung. Von oben
am linken Endpunkt T-Wert: zo(T), vo(0), —vo(T"), 20(0). Gepunkict sind die asympto-
tischen Gréfien & und £y gezeigt. ) B ' R
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Abbildung 4.5: Abweichungen der Abbildungs-Koeffizienten von den universellen Konsianten
Abhdngigkeit von T'. -Die rechte Achse gilt fir Bs.

i
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0.10 9 B, r 0.5
0.08 4 B2 - 0.4
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0.02 H - 0.1
_0.00 = e 0.0
—0.02 - ——0.1
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—0.10 : : ~0.5
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Abbildung 4.6: Abweichungen der Abbildungs-Koeffizienlten wvon den wuniversellen Konstanten in

Abhingickeit von T. e rechie Achse aili Fir Ba. Die Werte crreichen fir arofle T nich?
Abhdngigrert von I Ihe recnle Achse gill fir By Lhe Werte erretcnen fur grofie {

ezakt die jeweiligen universellen Konstanien, da bei endlichem e~ die héheren Poten-
zen dieser Grifle zu den niedrig indizierten Fourierkomponenten der Winkelabhdngigkeit

beitragen.
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2.0 g,
¥
1.5 —
104
X1
0.5
0.0 T | I y ‘M_Ej
3 10 160 1000 16000

T

Abbildung 4.7: é&wez’chungen_ der Abbildungs-Koeffizienten von den universellen Konstanien in
 Abhdngigkeit von T ' R S '
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0.030
0.025 -
0.020 -

0.015 4

0.010 =

Abbildung 4.8:

10 - 100 o 1000 o 10000

Norm der Summe der unbericksichtigten Fourierkomponenien in Abhdngigkeit von T
Wegen des endlichen ™™ sterben auch bei groflen Werten T die héheren Fourierkom-
ponenten nicht aus. Bemerkenswert ist, dafi die Groflen Ig und wg einen Mazimalwert
von 2.5% haben und nur um einen Faktor 2 gegentiiber der Asymptotik ensteigen. Bei dem

hier verwendeten Wert von e='T = 0.2 ist die Fourierentwicklung bis zur zweiten Ordnung
- also eine gute Darstellung der Poincaré-Abbildung des Systems bis zu Werten von T = 3.
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Wirkungs-Winkel-Transformation

In Kapitel 1 haben wir eine zeitunabhingige Wirkungs-Winkel-Transformation flir die Transformation
(z,z) < (J,¢) beschrieben. Sie behandelte die Zeitabhingigkeit des Potentials in parametrischer Weise
und lieferte fiir die reale Bewegung des Systems ein zeitunabhéngiges J nur im adiabatischen Limes.

Es existieren andere Wirkungs-Winkel-Transformationen, welche die zeitliche Abhangigkeit des Potentials
ezplizit beriicksichtigen, mit dem Effekt, da im Prinzip eine Wirkung I definiert werden kann, die trotz
Zeitabhingigkeit des Potentials exakt zeitunabhingig bleibt.

Die praktische Ermittlung einer solchen Transformation ist allerdings im Allgemeinen alles andere als
einfach, sie wird hier durch eine Entwicklung nach Potenzen von v/Te* (der harmonischen Koordinate)
erfolgen, und deshalb nur fiir nicht zu grofie Anharmonizitdten und nicht zu starke Zeitabhéngigkeit des
Potentials wirklich verfiigbar sein. Die zeitabhingigen Wirkungs-Winkel-Transformationen sind tiberdies
nicht eindeutig, sie enthalten in jeder Ordnung der Entwicklung mehrere freie Konstanten. Bei unseren
Anwendungen werden wir diese Konstanten so wihlen, daf8 die Transformation im adiabatischen Limes
in die schon definierte zeitunabhingige Wirkungs-Winkel-Transformation {ibergeht.

Wir benGtigen zeitabhingige Wirkungs-Winkel-Transformationen an zwei Stellen:

1. Die numerische Berechnung der im letzten Kapitel beschriebenen universellen Konstanten. Hier
kann man nicht ohne Genauigkeitsverlust iiber zu grofe Zeitintervalle [7_, 7] numerisch integrieren.
Eine zeitabhingige Wirkungs-Winkel-Transformation (welche wir mit WW, bezeichnen), in der
die Zeitabhingigkeit der Funktion £o{t) ezplizit beriicksichtigt wird, ermoglicht, die in Kapitel 3
beschriebene Anpassung bei 7-Werten (7 = 100) vorzunehmen, bei denen das System noch nicht

“extrem harmonisch und adiabatisch ist und trotzdem eine sehr akzeptable Genauiglkeit zu erzielen

fo T

- h] hY
\U UEAINEISH .

2. Die numerische Berechnung einer Darstellung der Poincaré-Abbildung fir endliche Werte von r
und €, die wir in Kapitel 4 beschrieben haben. Diese war ja eine Entwicklung nach Potenzen von
e”™7 und Fourierkomponenten; jetzt aber mit von » und Q) abhdngigen Fourierkoeffizienten, die
erst im Limes { — 0 in unsere universellen Konstanten {ibergehen. Bei der hierfiir bendtigien

Transformation werden wir nur die Zeitabhingigkeit von e™7* explizit bericksichtigen, nicht jedoch

die der Referenzldsung zo(f), diese wird nur als Parameter eingehen. Diese Transformation (wir
bezeichnen sie mit WWe) fiihrt deshalb nur zu Zeiten, an denen sich die Referenzlésung sehr langsam
verdndert, verhilt zu einer zeitunabhingigen Wirkung [.

Diese Bedingung ist natiirlich am besten am Umkehrpunkt (2o = 0) der Referenzlésung erfiillt.
Wéihrend bei r = 0 dieser Punkt zur Zeit ¢ = 7'/2 durchlaufen wird, ist die Referenziésung fiir
endliche Werte von r etwas deformiert, siche Abbildung 2.10 auf Seite 49. Da es duflerst aufwendig
wire, diesen sehr kleinen Effekt zu berficksichtigen, betrachten wir zq(t) nur zur Zeit ¢ = 7/2, und
nehmen dort die Referenzldsung als zeitunabhingig an. .~ : o T

82
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5.1 Formulierung der zeitabhingigen Transformation

Wir suchen fiir die Hamiltonfunktion H(z,p,?} neue Koordinaten {I(z,p,t), ¢(z,p,1)). Die Koordina-

tentransformation (z,p) < {I,¢) soll also zeitlich verénderliche Koordinatenlinien derart definieren, da8

Aie Wirlaiing T aina Kangtandta Aar Damasiing wd nlnn Ata mana Y_I..w“§ fmmfiamltine /T ,n 4% mirht ahe
GIE VYITHAUILE 4 CiINC AONSanee 4d DeWEEUnE 3 wuu, 480 Qi€ NCUC AaMlitOnIunuion 1 (4,42, ¢+ UG AT

von ¢ abhidngt. Wir werden jetzt die dafiir notwendigen Bestimmungsgleichungen herleiten und sie mit
einemn Reihenansatz l6sen.

Die Poincaré-Cartansche Integralinvariante wy [2] definiert die Lésungstrajektorien (z(t),p(t)) zur Ha-
miltonfunktion H(z,p,t) (entlang des Hamiltonschen Vektorfeldes v im erweiterten Phasenraum (z, p, t))

durch die Gleichung
p
dw; -v=(dpAadz —dH A d?) ‘/é = 0. (5.1)
1
Die Zweiform dw; transformieren wir in die Koordinaten (I(z,p,t), o(z,p, t)) (mit dz = z;df +z,de+2.dt,
dp = prd] + p.de + pedi), so daB sich ergibt

dpAdz—dH Adt = (prz, — 2yp,)dI A dy
—{[(Hy = 2)p1 + (H, + p)zs) Al + [(Hyp ~ 2)py + (H, + pe)zo]dip} A dt (5.2)

Aus der Bedingung, daB die rechte Seite der Gleichung wieder die kanonische Form dI A dp —dX A di
besitzt, folgt einmal die symplektische Bedingung :

Pizy — 21py = 1, (5.3}

zum anderen fir die neue Hamiltonfunktion K
| Ki=(H, —spr+ (. +p)er, 6
Ko = (Hy — 2)p, + (H, + p)zg. | o (5.5)

Die beiden Beziehungen (5.4), (5.5} sind wegen (5.3) kompatibel und definieren so K. Die Bedmgung,_
dafl [ zeitunabhingig sein soll, ist dann natiirlich

(H _ 2\ ’{H,-!-ﬂl\.;',:.n. {5.8)
\f4p i iy Sz T HijEp . -0}

Sie filhrt zusammen mit (5.3) zu méglichen Bestimmungsgleichungen fiir die Koordinatentransformation.

Zur praktischen Bestimmung der Transformationsformeln sind diese Gleichungen jedoch nur bedingt
geeignet, hauptsichlich wegen der Produkte der partiellen Koordinatenableitungen in Gleichung (5.3)
Giinstiger ist es, statt dessen die Bewegungsgleichungen fiir £ und pin /-p-Wirkungs-Winkel-Kcordinaten
zu betrachten, wobei der Ansatz | = 0, ¢ = w(f,t) der Bedingung (5.6) entspricht. Die in diese
Gleichungen eingehende Nichtlinearitit des Potentials erfordert einen Potenzreihenansatz in I fiir w({, ).

Die Bewegungsgeichungen lauten nun:

Oz dz
p— w(I ) — 5 = (), (5.7}
op 3_?’ Wizt _ 5.8
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wobei w{/,t) eine ebenfalls zu bestimmende Funktion ist.

Diese partiellen Differentialgleichungen kénnen nun nicht ohne weiteres zur Bestimmung allgemeiner
Transformationsformeln z{I, ¢,t), p({, ¢, t) herangezogen werden, vielmehr bendtigt man einen konkreten

Ansatz fiir die funktionale Form von z und p.
Die nach der Betrachtung der adiabatischen Transformation (1.11) auf Seite 17 naheliegende Entwicklung

in den Variablen {Re'?, Re™¥), R = 1/ um die harmonische Ldsung lautet:

z = —%ZR“e“""Qn,k(t), (5.9)
n,k
— _i n 1k

p = 2%%::‘3 " P, L(8), (5.10)

W(BY) = wo (”Z 52n(t}32“), (5.11)

Qﬂk . Qn -k Pﬂ,k —_ P:: I3 {5.12)

mit

Q11, @11, Py, P = L (5.13)

Im adiabatischen Limes definieren (5.7) und (5.8) zwar die Abhingigkeit von ¢ im Sinne einer Fou-
rierdarstellung; es bleiben jedoch gekoppelte gewdhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung in der
Zeit fir die Koeffizienten P, ) und 8. Diese sind unterbestimmt, die verbleibende Freiheit in der Wahl
der Koeflizienten B ist insbesondere so zu nutzen, daf die Transformation im adiabatischen Grenzfall
in die zeitunabhingige Transformation iibergeht. In niedrigster Ordnung n = 1 sind die Koeflizienten
der Losung einer Gleichung der Form # + wi(¢)z = 0 &quivalent (was mit Hilfe der Funktion g [10,
(2.25)] geschehen kénnte); fiir die hoheren Ordnungen n > 1 entkoppeln diese Gleichungen in einen Satz
gewdhnlicher, Hnearer, inhomogener Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit, die im Prinzip
eine explizite Integration (rekursiv in n) erlauben wiirden. Die wire jedoch nur mit groflem Aufwand
durchfithrbar. Es erweist sich als {ibersichtlicher und einfacher, die Koeffizienten ¢, x und Py ¢ als Reihen-
entwicklungen in der Zeit darzustellen. Damit werden die Bewegungsgleichungen (3.7), (5.8} mit dem
Ansatz (5.9)-(5.12) zu einem Gleichungssystem, das durch Koeffizientenvergleich rekursiv gelést werden
kann.

Zunichst separieren wir dusch Einfiihren einer noch zu bestimmenden Grofle v(t) die fithrende asympto—
tische Zeltentwwklung des Systems ao und schreiben den Ansatz in der Form

' 1 o - . .
LEE 2 vt anZQTL ﬂ-—-?rc Un-28)e . LT o (314)
P = "I’%WOZUW_IR“ZPn,n-zkei(”‘zk}" (5.15)
a=l k=0
S ) n=]1

n=1

aViz,t
- fg‘? ) Eh (sz ) 40
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wobel wy die harmonische Frequenz ist.

Die Zeitabhdngigkeit des Systems ist jetzt durch »(f) und b.(t) gegeben. Wegen der Skaleninvarianz
z — vz, # — vR der Darstellung (5.14)-(5.17) ist v(¢) im Prinzip beliebig und kann so gewéhlt werden,
daf die verbleibende Zeitabhingigkeit in Potenzreihen nur noch einer Zeitvariablen darstellbar ist.

Diese Potenzreihen fiir z, p und w stellen ein unterbestimmies Gleichungssystem fiir die Koeffizienten

Prpy @np und 3, dar. Dies ist die Konsequenz aus der Tatsache, daB der Nullpunkt des Winkels ¢ in
Abhéngigkeit von R und ¢ beim Einsetzen des Ansatzes (6.8) bis.(5.11) in die Bewegungso‘ielchungen
(5.7), (5.8) unbestimms bleibt.

Im Prinzip kdnnte die gesamie Zeitabhingigkeit des Systems durch eine entsprechende Defintion dieses
Nullpunktes (¢ — ¢ + W(R, t)) eliminiert werden. Wir nutzen diese Freiheit jedoch, um eine Transfor-
mation zu bestimmen, die im adiabatischen Grenzfall in die zeitunabhingige Transformation ibergeht.
Hierfiir wird zur Bestimmung der Koeffizienten P die lineare Gleichung (5.7} benutzt. Die Gleichung
(5.8) dient dann zur rekursiven Bestimmung der Koeffizienten @ und 3. Sind alle Koeffizienten Q4.
Bn—1 bestimmt, liefert die Bedingung, daf der Faktor zum Term R"*'e**¢ verschwindet, eine lineare Glei-
chung fiir Qny1k, £ # 1. Fiir ungerade n + 1, und & = 1 sind jedoch @ny11 und §, aus einer Gleichung
zu bestimmen. Wir verwenden hier das 3, der entsprechenden zeitunabhingigen Transformation. Der
Nullpunkt der Winkelvariablen kann dann immer noch in Abhéngigkeit von R verschoben werden. Man
sieht leicht, daB dies eine Unbestimmtheit des Imagindrteils von (}2,41,1 zur Folge haben muB. Wir setzen

diesen gleich Null.

In alle diese Umformungen geht die spezifische Form der Zeitabhingigkeit des Potentials V'(z,1} ein, wir
miissen sie also fiir die Transformationen WW, und WWe getrennt betrachten.

8.2 Bestimmung der Transformation WW;

In Kapitel 2 haben wir eine asymptotische Entwicklung fiir die Funktion £o(2) bestimmt, die jetzt die

gesamte explizite Zeitabhingigkeit des Systems festlegt. Thre asymptotische Entwicklung besteht aus dem

fiihrenden Term ¢° und Polynomen, die in der Variablen
i g—1 e

) L= #1 - 1L s {
o= T 3 ol Fia v [ AR
Ln 2

geschrieben werden kénnen:

1) =th(w), ) =1+Y kw319
Der Vorfaktor ai—, mit & = g — [, ist an dieser Stelle noch willkiirlich, erweist sich aber im folgenden als
zweckméBig. T R

Darmt erglbt szch fiir den Kraftterm ein Ausdruck

8V

Bz =' (2-%-§0) fo”tp((z+§o)—§e) ;

:_. wi(t)z (1+Zb t)( )U) (528) |
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Cwt) = q&o_l—f”lé”
- (g =Dt (14 wPS(w)), (5.21)

b(t) = w-l—g{(u _‘i 1) €t g (V j_ 1) {;1} . (5.22)

Die GréoBlen S und b, sind (asymptotische) Reihen in w?, die jeweils mit konstanten Termen beginnen
und durch (5.20) gegeben sind. Die explizite Ze1tabhang1gkelt der Kraft —%- Y _und als Konsequenz von
(5 7) bis (5.10) der GrdfBlen 2, p und w- wird jetzt iiber algebraische Vorfaktoren (z.B. tl4=1 in wy, #
in &) und a,symptotlsche Entwicklungen in Potenzen von w ~ ¢ vermittelt. Durch Herausziehen der
Vorfaktoren gemaﬁ :

oldg e &Qtl}lg, (’.:JO = q— { {523)
z=1 :_]52, p"t‘i S,
—1g - 2l
R=t"T%R,  R=./%,
Wo
und die Wahl 5
fiir den Skalenfaktor v werden alle Vorfaktoren effektiv eliminiert und wir erhalten die neuen Bewegungs-
gleichungen
0% T 8 g-—1
—B+—lt-—-——8)F~5=0 5.25
B@+®0(Bt 4)ZP ’ (5.25)
8t (8  g-1 [N
—B t—+ ——8 15+ 2 b b, (vZ)" § =0. 5.26
50"t (3i+ 7 p+3k.0+§u(v‘3) (5.26)
Die Operation ” o . '. |
d 4] 7]
I — e - 5.27
g~ "o "ow (5.27)
andert Exponenten von v und w nicht und wirkt in der Reihenentwicklung auf Terme B"v"1w? als
t—q— — —uf{n —1) — k1j. (5.28)
agt

Danach tritt v nur noch als Skalenfakior (v R)™ auf und wird beim Koeffizientenvergleich eliminiert. Eine
explizite Zeitabhingigkeit tritt jetzt effektiv in (5.26) nur noch in den Gréflen b, (als asymptotische
Reihen in w?) und im Faktor ¢ 7% /@y = —iw auf. Deshalb kénren P und @ als Potenzreihen diese_r_.Gréﬁe

angesetzt werden: o
Pk :_an,k,jwjg Gk ;_Z G o W' (5.29)

Hier ist die Beobachtung wichtig, daff die expliziten Zeitableitungen in den Bewegungsgleichungen (5.7),
(5.8) (die den Unterschied zur Transformation in adiabatische Wirkungs-Winkel-Variable ausmachen)
einen zusatzlichen Faktor w enthalten, im Limes sehr grofiler Zeiten ¢ also keinen Beitrag mehr geben.
Zugleich erkennt man, daf die Grofe @y (ebenso wie das imagindre Element i — vgl. (5.10)!} nur noch in
diesem Faktor steht (dies begriindet die zuvor getroffene Wahl des Vorfaktors i@ in w), so dall die noch
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zu bestimmenden KoefﬁZIenten in (5.29) jetzt reell sind. Diese kénnen jetzt durch Koeflizientenvergleich
fiir die Terme Rme**w/ in (5.26) rekursiv bestimmt werden.

Technisch ist der Koefizientenvergleich fiir Ordnungen n > 2, j > 3 aur mittels Computeralgebra méglich
[-‘q K;&nn’)f')g]’ pi’\ﬂhch r“u:\ Tﬂxrﬂrf;nr“ﬂg Aar Tr:nsformaf‘}on mn der Form

(= Sriliad Sttty LT s veil vl E it

R&=§:@m(%>fw. (5.30)

g

Zur Bestimmung der universellen Konstanten wurden die Reihen (5.14), (5.15) und (5.16) bis zur Ordnung
10 in w und R entwickelt. Durch sie ist es mdoglick, mit der Integration dber das kleine Zeitintervall

= [-100,...,100] die universellen Konstanten auf § Dezimalen zu bestimmen. Eine Demonstration der
zeitlichen Konstanz von [ zeigt Abbildung 5.1.

1 T _ . T T — T
100 150 200 250 300 . 350 400 ~ 450 500

eichung E+ £+t =0 und

citabhdnaio der Or 7 durch Inteq
t),0¢(1)) wie in Kapitel 3 erldutert. Es ist der
|

Zeitabhingigkeit der Griflen I, und @, d
WW,- Transformation (£(t), (1)) — {(I¢(
Logarithmuis der Abweichung |1, — I¢(1)
gezeichnet,

Die entscheidende Aussage dieser Abbildung ist, dafl schon abt = 30 die Griflen (Ie,cpé)
auf 11 Dezimalen konstant sind. Das Anwachsen der Abweichungen fir griflere t ist
eine Folge von Rundungsfehlern bei der Integration (Integrationsgenauigkeit 107*). Die
Gréfen ({as ¢a) wurden mit einer Integrationsqenauigheit von 10718 bez t =200 bestzmmt
" deshalb erreichen die Abweichungen ‘hier auch nie den Wert Null. S

;3“

¥
Fi

durchgezogen) sowte lp, — e(t)] (gestmchel_t}-
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5.3 Bestimmung der Transformation WWe

Diese Transformation wird analog zum Vorgehen bei der Transformation WW, durchgefithrt. Hier ist das
zeitabhngige Potential gegeben durch:

aVé? D_ .2 (1 + i b (e;: z) n) (5.31)

n=1
mit
wi =zl g —lzi?) —r? (5.32)
und
() - ()
b, = . 5.33
q— I:f;é,_q - zé_qrz ( )
2.5 5
2.0
1.5 4
I
1.0 4 A””—‘Wx
§ J\‘ |
0.5 - J ! !
0.0 I T T T ] T T T a ]
0 50 166 150 200 250 300 350 460 450 - 500
i

Abbildung 5.2: I(f) nach der Transformation WWe fuer die Duffing-Gleichung mit den Parametern
r= 001, T = 100 bzw o = 140, B = 1.5. Die Transformation WW. ist se konsiru-
tert, daff I(t} nur in der Nihe der Zeitpunkte (n + ;)T zeitunabhingig ist. Die beson-
ders starken QOszillationen in der Nihe der “Kicks” bei nT sind eine Folge der groflen
Zeitabhdngigkeit von xo(t) sowie der schlechten Konvergenz der Rethenentwicklungen der
Transformationsformein in diesen Zeithereichen. - : Cet

wg und b, werden hier als zeitunabhingige Gréfien angenommen.

Nach Einsetzen von e 5 - 5

Y=, b = —TUo— L : 5.34
o o Y Smet Ot BN o ) (5.34)
konnten die Koeffizienten @ und P im Prinzip rekursiv aus den Bewegungsgleichungen (5.7) und (5.8)
bestimmt werden. Sie wiirden jedoch sehr komplizierte rationale Ausdriicke in r ergeben, was den tech-

nischen Aufwand ihrer Bestimmung selbst. bei Verwendung von Computeralgebra fiir hohe Ordaungen
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nicht akzeptabel erscheinen 138t. Statt dessen werden die Koeffizienten ) und P als Potenzreihen in der

Gréfle ,
w=— (5.35)
wo

geschrieben und konnen so in Analogie mit der bei der Transformation WW, angwandten Methode be-
stimmt werden. Ein weiterer Vorteil dieses Ansatzes ist, daf die zu bestimmenden Koeffizienten wieder
reell werden. '

Abbiidungen 3.2 und 5.3 zeigen diese Transformation fiir 2 Parameterkombinationen von (r,{1). Wie
schon erldutert, ist I nur im adiabatischen Bereich, d.h. in der Umgebung der Zeitpunkte ¢ = 50,150,...
konstant. In der Umgebung der “Kicks” ist die Transformation nicht definiert, die J-Werte somit bedeu-
tungslos. Die Bilder verdeutlichen aber das Konzept der Referenzldsung mit dem *Kick” zu den Zeiten

t=0,T,2T,. ...

1.00
0.95 —

0.90

I 5WM~WMMM UWWW"‘W““‘WWW WWWMWMM

0.85

0.80 +

0.75 I ; T T : I ]
0 50 100 150 200 250 300
; :

Abbildung 5.3: I{t) nach der Transformation WWe fir die Duffing-Gleichung mit den Parameiern r =
o 0.019, T = 100 bzw o = 140, B = 0.5. Hier hat die Abbildung einen Fizpunkt. B




Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde das Verhalten nichtlinearer, periodisch getriebener Oszillatoren mit Reibung un-

tersucht. Der Duffing-Oszillator
&+ 2ri + ¥ = s

gehdrt zu den denkbar einfachsten dieser Systeme: Die Anregungs- und Riicktriebskraft bilden ein Po-
tential V{r,), dessen Minimum sich zeitperiodisch bewegt und so verhindert, daf} das System aufgrund

der Reibungskraft zur Ruhe kommt.

Wihrend beim harmonischen Oszillator (g = 1) das Verhalten trivial ist (Einschwingen auf einen der
Anregungskraft folgenden Zyklus), zeigt das nichtlineare System (g > 1} eine bemerkenswerte Vielfalt an
Phinomenen wie mehrfache Resonanzen, Bifurkationen, Chaos Lﬂd vielfache Attraktoren, deren Ursache
lediglich in der Deformation des Potentialtopfs besteht.

Das Verhalten in Abhingigkeit der Parameter r und {} weist eine :fﬁr diese Systemkiasse typische Sy-
stematik auf {“Resonanzzungen” im Phasendiagramm, der Auftragung des globalen Systemverhaltens in
Abhéngigkeit der Parameter), die durch diese Arbeit erstmalig verstanden und quantitativ erklart werden

konnte.

Ein wesentlicher Baustein hierfiir war die Einfiihrung einer speziellen, nichtoszillierenden Referenzlésung,
die eine Erweiterung des harmonischen Zyklus darstellt, welche durch den Einfluf der Nichtlinearitit
jedoch nicht geschlossen ist. Im Bild des Relativsystems fiihrt die Nichtlinearitst deshalb zu zeitperiodi-
schen “Kicks”, die das Einschwingen auf den trivialen Grenzzyklus verhindern und so auf intuitive Weise

das Zustandekommen der nichtlinearen Phinomene erklaren.

Das entscheidende Werkzeug fiir die quantitative Behandlung war die Beschreibung des Systems in
Wirkungs-Winkel-Koordinaten {I,¢), in denen die nichtlinearen Bestandteile der Zeitentwicklung von
der einfachen harmonischen Schwingung separiert werden konnte. Auf diese Weise wurde die Poincaré-
Abbildung des Systems bestimmt, die die Zeitentwicklung von Kick zu Kick beschreibt.

Durch diese Beschreibungsweise gentigen schon wenige Glieder der Fourierreihe im Winkel ¢ um eine sehr
genaue Beschreibung des Zeitverhaltens zu erzielen. Fiir den Parameterbereich kleiner (r, 1) geht diese
Poincaré-Abbildung in die eindimenicnale Abbildung des Winkels iiber, deren elementare funktionale
Form

Wne1 = o + feosp,
einen ebenso einfachen wie detaillierten Zugang zum Verstdndnis des Phasendiagramms darstellt.

Die Parameter (¢, 8) der Poincaré-Abbildung konnten als Funktionen der Parameter (r,§}) beschrieben
werden, wodurch auch die Differentialgleichung in diesen natiirlichen Parametern dargestellt werden kann.
Durch den bildlichen Vergleich ihres Phasendiagramms mit dem der Poincaré-Abbildung konnte dann die
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exzellente Genauigkeit der Poincaré-Abbildung fiir den Bereich kleiner Anregungsfrequenzen demonstriert
werden.

Damit ist ein weitreichendes qualitatives wie quantitatives Verstindnis einer flir naturwissenschaftlich-
technische Anwendungen interessanten Klasse von nichtlinearen Oszillatoren erreicht worden.

Weiterfithrende Problemsteliungen, die mit Hilfe der hier erzielten Ergebnisse in Angriff genommen wer-
den kénnten sind

- die Untersuchung der Vielfachheit von Attraktoren und ihrer Abgrenzung im Phasen- und Parame-
terraum fiir grole Werte von S,

- die Betrachtung des Systems bei kleinen Werten von o und grofien Werten von . In diesem Bereich
sind die in die Theorie eingehenden Voraussetzungen schlecht erfiillt und es wére die Frage zu
kidren, ob weitere Bifurkationstypen auftreten kénnen, die auch qualitativ von denen der Poincare-
Abbildung abweichen,

- die Erweiterung der Theorie auf beliebige Potentiale mit genau einem Minimum und periodischer
Zeitabhingigkeit,

- die Untersuchung weiterer Oszillatortypen, wie etwa den van-der-Pol Oszillator oder das Pendel mit
sinusformiger Potentialform. Diese Oszillatoren weisen ein qualitativ anderes Verhalten als der hier
betrachtete Duffing Oszillator auf und bediirfen woh! einer grundlegenden Erweiterung der Theorie.

Bei Herrn Professor Gert Eilenberger méchte ich micht sehr bedanken. Er hat durch Diskussionen, Ideen
und viele seiner Beitrige das Zustandekommen dieser Arbeit weit {iber das sonst iibliche Mafl unterstiitzt.
In unseren vielen Diskussionen konnte ich sowohl fachlich als auch menschlich iiberaus viel von ihm lernen.

Weiterhin gilt mein Dank dem Management sowie vielen Kollegen der Firma EDS, deren Mitarbeiter ich
seit 1987 bin. Die Arbeit wurde dort nicht nur wohlwollend geduldet, sondern auch aktiv unterstiitzt.




Anhang

1 Die Zeitentwicklung des Winkels im homogenen Fall

Wir bestimmen die Gréfle j;)T wdt, wobei wir annehmen, daB zo(¢) durch z,{t) = sin® Ot ersetzt werden
kann. Diese Annahme ist fiir {-Werte in den Bereichen I und V (Abb. 3.2 auf S. 56) nicht erfiillt, die
hieraus resultierenden Korrekturen werden in Abschnitt 3.2 auf S. 54 diskutiert.

Die aus dem homogenen Potential (2.11) abgeleitete Reihenentwicklung (3.13) fiir w(7, ) ergibt:

I(t),za(t)) = Y ve I (t)(sin Q2) ™. (A1)

v=1

Unter Benutzung der Skalierung (3.12) fir / und mit den Exponenten

& rv
6,=2(3la+9)~@+D), m=1-2, (A.2)
ergibt sich
Y / sin e\ "2
we = e (sin )7 + > " we, (I + 61) 7 T) e~ A=t (A.3)

v>1
(Hier wurde die Beziehung (v — 1)(2y + 1) — 28, = nx, benutzt). Zur Zeitintegration dieser Reihe
betrachten wir zunichst den extrem asymptotischen Grenzfall 1 »  » 0. Hier fillt der Faktor e~*"
so schnell ab, dafl die Sinusfunktion Hnearisiert werden darf. Das Integral des v-ten Summanden ist fiir

R VLS | $o £
i_vvua-u‘-u By i.u.ui.:"v;.u;vilum ZU 48T GIgne
v D(r,) [O"\™
_ Ons 28, _—2{v—1)rr _ 4 o
FU' asympt. = Q Uji T2, dr = ——-——~—-—--~(y — I)KV \27‘ . (A.4)

Bei negativem , divergiert das Integral an der unteren Grenze 7 = (. Dieses Verhalten riihrt von
der Approximation zo & z, her, die dort ungiltig wird. Wir summieren (A.3) deshalb nur bis zu dem
Vmax = &V, bei dem &, noch positiv ist: ky > 0, kyy < 0.

Die Bedingung 6 < 1/2 in Gleichung (2.8) (5. 34) garantiert N > 1 und damit eine I-Abhéngigkeit von
wg in {A.3). Bei Systemen, die diese Bedingung nicht erfillen, kann mit der vorliegenden Theorie nicht
der.interessante J-Bereich 8:m 1. errelcht werden be1 glexchzeltlgem T << 1,0 << T und e"T << I '

F iir endhche T und Q erha.lten wir - N
- - T. N S S
= /f wudt = T+ Y vells + 6 VF, R, LT Ay

Slymzl
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mit .
I(=)
_a _ &6 _ "2
A= 7rF((S,O) = \/TTF{"Z;“) (A.6)

und

F,(r,Q) = Q0-a (5 (v—1) ) , (A7)

D

wobei F' durch

Flép) = f e~ (sint) ¥ d¢
0

P 27 (k)
= 27 (1 —6+ip(1—6—ip) (A.8)

gegeben ist.

Der dominierende Term in Gleichung (A.5) ist (bei kleinem r) durch die Periodendauer T" gegeben, wobei
die Gréfe A4, einer effektiven Schwingungsfrequenz entspricht (analog zu w; im Fall der Rechteckanregung)
und somit tm wesentlichen den Abstand der Resonanzzungen bestimmt.

Es ist zu beachten, dafl in Gleichung {A.5) nach Einsetzen der Gréfien (A.7) und (A.8) die Parameter-
abhéngigkeit von der Koordinatenabhingigkeit getrennt ist. Nur durch diese Eigenschaft ist es moglich
die Transformation (r,}) < (a, 8) koordinatenunabhingig anzugeben.




94 Anhang

2 Eichtabelle

In der vorliegenden Arbeit werden hauptsichlich zwei Skalierungen benutzt: die z- bzw. y-Skalierung

der Differentialgleichung und die z-Skalierung des hamiltonschen Systems. Da in den Betrachtungen

L oL T Lt oY e T . o L A [ —: . ol 2114 Y -
Ul LwibCliei UCIl ClLZEINelL Dn&hcruugcu 5&:Wl:i;hb't:}.t wu_d, alué 1 fOlgcudCL Ta;bt:ﬂt: (]uc Cntaylcuhcudeu

Umrechnungen angegeben:

z,Tq z,£
£, &g £ €
A T
I, 1,
z= Q7z
i‘o — . SRR Qvf
T = o qytng
i"o — Q'H—né
t= : Q-
I, = Qh-&-n}'z
z= Q 7z
o = A xg
z= Q-7
fo Q"""
T= 1t
I = Q@
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