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Einleitung und Ubersicht

Viele schwingende Systeme (mechanische Maschinen, elektrische Schwingkreise...) lassen sich erfolgreich
mit dem harmonischen Oszillator

i +2rx +wJx = asinW

beschreiben. Seine Losung
x(t) = Asin(W + ¢) + Be-d sin(wt + X)

mit der Eigenfrequenz

w = JWf, - r 2 (0.1)

ist analytisch gegeben, wodurch seine Dynamik vollstandig bekannt ist. Fur aile Parameterwerte und
aile Anfangsbedingungen, welche die GraBen A, B, ¢ und X festlegen, lauft das System in einen Grenz­
zyklus dessen Frequenz gleich der Anregungsfrequenz n ist. Liegt die Anfangsbedingung nicht auf dem
Grenzzyklus, stirbt die Abweichung exponentiell mit dern Faktor e-" aus. Wahrend dieses Einschwing­
vorgangs besteht die Bewegung aus der Iinearen Uberlagerung zweier Schwingungen mit der Eigenfrequenz
w bzw. der Anregungsfrequenz n
Diese Beschreibung setzt voraus, daf -wenn man ein mechanisches System vor Augen hat- die riicktrei­
bende Kraft proportional zur Auslenkung ist, was dazu fiihrt, daf das System eine von der Amplitude
unabhangige Eigenfrequenz besitzt. Diese Annahme ist in der Realitat oft nicht erfilllt, die riicktreibende
Kraft ist dann eine nichtlineare Funktion der Auslenkung.

In diesem Fall kann die Gleichung nicht mehr analytisch gelost werden. Das System besitzt keine feste
Eigenfrequenz rnehr und die Losung kann ein sehr komplexes Verhalten aufweisen.

Im Rahmen technischer Anwendungen wurde dieses Verhalten erstmals von dem Berliner Ingenieur
r-t n A r ,.........,. 1 1..' ,. , [~l' .. ~ . " ... - .
u-EORG lJUFFING am Antang Qes~u. Jahrnunderts studiert IJ,derslcll u.a.nutschnell Iautenden
Generatoren beschaftigt hat:

Jene synchronen Drehstrommaschinen waren durcli Gasmaschinen angetrieben. Die Frequenz
der Antriebsimpulse und die sogenannte Eigenfrequenz waren geniigend auseinander, so dajJ
nur miijJige Pendelungen auftraten, wenn die Antriebsmaschinenim Beharrungszustand wa­
ren. ~Vurde dieser Beharrungszustand jedoch nUT durcli einige wenige heftigere Ziindungen
qestori, so wurden, auch nachdem die Verbrennung wieder regelmiijJig geworden war, die
Pendelungen immer noch grojJer und grojJer, so dajJ die Maschinen schliejJlich aujJer Tritt
kamen ...

Dulling glaubte, das Problem analog zum reibungsfreien mathematischen Pendel, mit elliptischen Funk­
tionen losen zu konnen, hatte hierbei aber keinen Erfolg. Er beschrieb die von ihm gefundenen Phano­
mene, konnte sie aber nicht mit der Gleichung in Beziehung setzen und somit keine Voraussagen fiber
das Verhalten des Systems bei bestimmten Parametern machen.
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4 Einleitung und ubersicht

Diese Phanomene treten bei allen Oszillatoren mit nichtlinearer Riickstellkraft,' linearer Reibungskraft'
und periodischer Anregung auf. Das Verstondnis des Langzeitverhaltens in Abhangigkeit der Parameter
dieser Klasse von Oszillatoren ist das Thema der vorliegenden Arbeit.

Wir betrachten zunachst ein einfaches System dieser Klasse, bei dem die riicktreibende Kraft eine Po­
tenzfunktion mit der Potenz q ist und die Anregungskraft sinusforrnig ist:

i + 2rx + x' = sin nt (0.2)

Die beiden einzigen Parameter sind die Reibungskonstante r und die Anregungsfrequenz n, bei festem
Potentialtyp. Alle weiteren moglichen Vorfaktoren sind durch geeignetes Umskalieren eliminiert worden.

Der Ausdruck x' gilt so fur ungerade q > 1, fur beliebige q > 1 miillte er durch sgn(x)lxl' ersetzt werden,
urn sicherzustellen, daf die Kraft immer riicktreibend ist (z.B. auch bei q = 2) und fiir alle x definiert ist
(z.B. q = 1.1, x < 0). Der Einfachheit wegen wird im folgenden irnmer x' geschrieben, alle Uberlegungen
gelten aber fiir beliebige q > 1.
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Abbildung 0.1: Links: Gesamtpotential der Duffing-Gleichung zu »erschiedenen Zeiten. Die durchgezoge­
nen Linien enisprechen den Maximalwerten der Anregungskraft, bei der gepunkteten Linie
isi die Anregungskraft Null.
Rechts: Nichilineare Resonanzen. Die maximale Auslenkung in x-Richtung in Abhiin­
gigkeit der Umlaufzeit der anregenden Kraft. T = '!f/n bei [estern r . Bei jedem weiteren
Maximum [iihrt das System eine Oszillation mehr um das Minimum links beui. rechis aus.
Das grojJte Maximum der "linearen" Resonanz liegt im Bereich T == o. .20, dort folgt
das System .. derAnregungsfrequenz.

Diese Duffing-Gleichunfl zeigt folgende Phanomene gegeniiber dem harmonischen Oszillator:

1Eine Riickstellkraft wirktimmer der Auslenkung entgegen, d.h~ VII(x, t} > O,Jrirbetrachten also nUT Poteniiole mit
genau einem Minimum.

2Systeme mit nichtlinearer Heibungskraft i-wie etwa der van-der-Pol Oszillator-bilden eine eigene Klasse, die in dieser
Arbeit nicht betrachtet wird.

3nUFFING .betrachtete verschiedene Gleichungen dieses .Typs.. wirbezeichnen .(0.2).als Duffing-Gleichung.
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Nichtlineare Resonanzen Beim harmonischen Oszillator ist die Amplitude A der Schwingung in Ab­
hangigkeit von der Anregungsfrequenz eine Funktion vom Typ ((n' _w2 ) ' +4r'n')-1/2, also
eine Funktion mit einem Maximum; die zugehorige Frequenz heiBt Resonanzfrequenz.

Im nichtlinearen Fall besitzt diese Kurve viele Maxima (nichtlineare Resonanzen), die mit
abnehmender Anregungsfrequenz bei konstantem r immer flacher werden (Abbildung 0.1,
[13, Resoj),

Urn das Auftreten dieser Resonanzen zu verstehen, betrachten wir die Differentialgleichung
als Modell eines Massenpunktes, der sich im zeitabhangigen Potential der Duffing-Gleichung

1 .V(x, t) = __x,+I - xsm(nt)
q+l

bewegt (Abbildung 0.1). Wenn die Schwingung dieses Punktes im Potentialtopf (fiir die je­
weilige Amplitude) deutlich schneller ist als die Bewegung des Potentialminimums, so wird
er in den Zeitintervallen urn die Maximalwerte von sin nt, an denen sich das Potential am
langsamsten andert , mehrere Schwingungen ausfiihren, bevor das Potentialminimum sich
wieder auf die andere Seite bewegt hat. Je nach Anregungsfrequenz besitzt er beim Null­
durchgang des Potentials eine bestimmte Phasenlage, was zu einer neuen Anfangsbedingung
fiir die Schwingungen auf der anderen Seite fiihrt. Das Zusammenwirken dieser beiden
Bewegungsmoden fiihrt so zu einer Gesamtschwingung unterschiedlicher Amplitude.

Die Differentialgleichung ist aufgrund ihrer Punktsymmetrie der Halbperioden invariant ge­
geniiber der Transformation (x, X, t) -> (-x, -x, t + 71:In). Die relevante Periodendauer, die
wir ab jetzt immer betrachten werden ist daher

T:=7I:ln,

die Zeit, in der sich das Potentialminirnum auf jeweils einer Seite bewegt.

Die Resonanzkurve in Abbildung 0.1 kann in Frequenzintervalle zerlegt werden, in denen
das System n Schwingungen wahrend jeder Halbperiode T ausfiihrt. In jedem Interval] liegt
einMaximum der Resonanzamplitude, die note nichtlineare Resonanz.

In Abbildung 0.2, oben links fiihrt das System 3 Schwingungen auf jeder Seite aus, es gehort
also in das Intervall n = 3, das urn das erste Maximum in Abbildung O.lliegt. Abbildung 0.2,
oben rechts gehort zum Intervali n = 4.

Bifurkationen Bei gewissen Parameterwerten schlieBt sich die Bahnkurve nicht nach einer Anregungs­
periode, sondern erst nach M Anregungsperioden, die im wesentlichen dem Feigenbaumsze­
nario folgen, d.h. M = 2m . Durch eine geeignete Anderung der Parameter kann aus einem
Orbit der sich nach einer Halbperiode schlieBt (m = 0) ein Orbit werden, der sich erst nach
zwei (m = 1)4 und bei einer weiteren Anderung der Parameter nach 4, 8, 16, ... (m = 2, 3,
4, ... ) Anregungsperioden schlieBt (Abbildung 0.2, unten links).

Chaos Diese Bifurkationen liegen fiir hohere m immer dichter im Parameterraum bis zu einem
Haufungspunkt mit m = 00. Wenn dieser iiberschritten wird, vcrlauft die Bewegung nicht
mehr periodisch, sondern chaotisch (Abbildung 0.2 unten rechts) mit periodischen Fenstern
(Feigenbaumszenario).

4Diese erste Bifurkation ist die Symmetriebruchbifurkation bei der Betrachtung voller Anregungsperioden 2T :;:: 2-rrjn.
Wurdedie Symmetric des Systems bereitsgenutzt,umTalsPeriodezu definiereu,ist diese-erste Bifurkationeine
Periodenverdopplung.



6 Einleitung und Ubersicht

Koexistierende Attraktoren Nach der ersten Bifurkation ist es moglich, daf das Langzeitverhalten
nicht nur von den Parametern, sondern auch von den Anfangsbedingungen abhiingt. Je
nach Wahl der Anfangsbedingung kann die Bewegung in unterschiedlichen Attraktoren en­
den (wiihrend beim harmonischen Oszillator der Einfluf der Anfangsbedingung exponentiell
abnimmt und die Bewegung fur jede Anfangsbedingung im selben Grenzzyklus endet).

1.0
1.°l

0.5 0.5

1; 0.0 x 0.0

~0.5 -0.5

-1.0 -1.0
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

x x

1.0 1.0

0.5 0.5

1; 0.0 x 0.0

-0.5 ~0.5

i
I~i-1.0~ -1.0i i I I i i i

-1.5 -1.0 ---0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

x x

Abbildung 0.2: Phasenraumportraits [iir 4 verschiedene Parameterwerte. Oben links: n = 3, m = 0,
Oben reclus: Derselbe Zustand wie oben links, jedoch die niichste Resonanz. n = 4, m =
O. Unten links: Dieselbe Resonanz wie oben links, jedoch nach der zweiten Bifurkation
(Symmetriebruch- und Periodenverdopplungs-Bifurkation). n = 3, m=1. Unten rechts:
Chaos. n = 3, mist nicht definiert.

DUFFING stellte fest, daf die von ihm beobachteten Phiinomene (wobei ihm die Begriffe Bifurkation und
Chaosnoch nicht bekanntwaren) in einem Parameterbereich auftraten, in dem die Anregungsfrequenz
!1 kleiner als die Frequenz der Schwingung fur die jeweilige Amplitude ist. Die Eigenfrequenz der von
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ihm betrachteten "Drehstromrnaschine" war hoher als die der Antriebsimpulse der "Gasmaschine". Im
umgekehrten Fall groBer Anregungsfrequenzen folgt das System der Anregung mit abnehmender Ampli­
tude bei zunehmender Frequenz. Dariiber hinaus darf die Reibungskraft die Eigenschwingungen nicht zu
stark dampfen, urn iiberhaupt Eigenschwingungen zu errnoglichen.

Der uns interessierende Parameterbereich liegt also bei

r < 1 < T, (0.3)

wobei die Frequenzen des nicht getriebenen Systems (d.h. ohne den Term sin f1t im Potential) und die zu­
gehorigen Umlaufzeiten fur die im getriebenen System betrachteten Amplituden von der GroBenordnung
1 sind.

Neben den Untersuchungen von DUFFING wurden Methoden zur sukzessiven Approximation der Losun­
gen entwickelt [5J. Voraussagen, bei welchen Parametern die einzelnen Phanornene auftreten, konnten
damit jedoch nicht erzielt werden.

Durch den Einsatz leistungsfahiger Computer konnten Losungen Iiir viele Parameterwerte numerisch
berechnet, und so empirische Phasendiagramme angefertigt werden [3, 7J, d.h. "Landkarten" des Pa­
rameterraums, auf denen die Bereiche der einzelnen Phanomene eingezeichnet sind. In Abbildung 0.3,
rechts ist ein solches Phasendiagramm fur die Gleichung x+ 0.2± + x + x 3 = f cos wt gezeigt. Dieses
Phasendiagramm ist typisch fiir die betrachtete Systernklasse, Abbildung 0.3, links zeigt schematisch die
wesentlichen Eigenschaften: Die dicken Linien trennen Streifen ab, die man unterschiedlichen Resonan­
zen (n = konst.) zuordnen kann, (im rechten Teilbild nicht gezeigt). Beim Uberschreiten der (diinnen)
Linien linden Bifurkationen statt. Die Bifurkationslinien werden aufgrund ihrer Form auch "Resonanz­
zungen" genannt. Die Punkte a, b, c, d geben die Parameter der Zyklen aus Abbildung 0.2 an (zwischen
c und d ist die Bifurkationskaskade nicht weiter aufgeschliisselt). Das Ziel, den Mechanismus fur die oben
beschriebenen Phanomene zu verstehen und ihr Auftreten in Abhangigkeit der Parameter quantitativ
vorauszusagen, wurde durch jene Untersuchungen nicht erreicht. Die offensichtliche sehr exakte geome­
trische Ahnlichkeit verschiedener Zungen der Phasendiagramme hat den urspriinglichen Anstof fiir die
vorliegende Untersuchung gegeben.

Der bis dahin vorliegende Kenntnisstand, aUI cern diese Arbeit aufbaut, laEt sich in folgende Punkte
zusammenfassen:

G Bei Parametern auBerhalb des Bereichs r < 1 < T ist das Verhalten unkompliziert, das System
folgt hier im wesentlichen der Anregungskraft. Der Fall T·"" list von linearer Resonanz gepragt
und ist gesondert zu behandeln. Im interessanten Bereich r < l<T treten die oben beschriebenen
Phanomene auf.

• Die Gebiete nichtlinearer Resonanzen (d.h. n=konst.) sind streifenforrnige Bereiche im Pararne­
terraum. Innerhalb der Streifen verlaufen Bifurkationslinien, die verschiedene Bifurkationsbereiche
(d.h. m=konst.) voneinander trennen.Je weiter oben innerhalb einer Zunge der Abbildung 0.3 die
betrachteten Parameterpunkte liegen, desto hoher ist der Bifurkationszustand m, bis bei m = 00

chaotische Bewegung und dariiber hinaus die. bekannten Phanomene des Feigenbaumszenarios ein­
setzen.



8 Einleitung und Ubersicht
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Abbildung 0.3: Rechts: Beispiel fur ein numerisch bestimmtes Phasendiagramm (aus fS), dort sind auch
die hier nicht interessierenden Bezeichnungen erkliirt}, das typisch fur die betrachteten
Oszillatoren ist. Links: Typisches Phasendiagramm (schematisch).

e Geht man zu Resonanzstreifen mit immer hoheren Werten n, werden im Parameterraum benach­
barte Zungen immer ahnlicher. Auch die Unterschiede zwischen den Orbits, die zu korrespondieren­
dens Punkten in benachbarten Zungen gehoren, werden immer geringer.

• Innerhalb eines Streifens zu festem n (Abbildung 0.3), nimmt nach rechts oben hin die Anzahl der
koexistierenden Attraktoren zu, Urn das Bifurkationsdiagramm vollstandig zu beschreiben, miiJlte
dann eine immer graEer werdende Anzahl iibereinander liegender Batter des Phasendiagramms
verwendet werden. Auf dieses Phanomen wird in der vorliegenden Arbeit nicht explizit eingegangen.

e Die so beschriebenen Phanomene treffen fur eine grolie, Klasse nichtlinearer Oszillatoren mit pe­
riodischer Anregung und iiberall riicktreibender Kraft zu. Diese Oszillatoren besitzen ahnliche
Phasendiagrarnme, die Resonanzzungen haben lediglieh etwas unterschiedliche Formen.

Bevor nun €lTI Dberblick tiber den Aufbau dieser Arbeit gegeben wird, betrachten wir grob den Me­
chanisrnus der nichtlinearen Resonanzen. Wir nehmen vereinfachend an, das Minimum des Potentials
(Abbildung 0.1) ruhe links oder rechts wahrend einer halben Anregungsperiode, urn dann instantan zur
jeweils anderen Seite zu kippen. Zusatzlich ignorieren wir die Abhangigkeit der Schwingungsfrequenz
w von der Amplitude (harmonischer Oszillator). Dann wird die Anzahl der Umlaufe n ausschlieBlich
von dem Verhaltnis der dafur zur Verfiigung stehenden Zeit T = "jn in der das Potentialminimum auf
einer Seite ruht, und der Zeit fiir eine Eigenschwingung 7r/w bestimmt. Die Schwingungsamplitude hangt
dabei neben der Starke der Reibung r, vom Zustand am Anfang der Halbperiode Tab, der sieh -als
Funktion von T - aus dem Zustand am Ende der vorherigen Halbperiode ergibt. In diesem Bild ware das
r- T-Phasendiagramm perfekt periodisch, aile Resonanzstreifen waren identischvhatteudie Breite "jw
und verliefenim wesentlichen parallel zur r-Achse.

5Dieser Begriff ist bis jetzt nur anschaulich -beim Betrachten desPhasendiagramms- klar: .Durch eine geeignete Trans­
formation konnen die einzelnen Resonanzzungen so entzerrt werden, daB sie aIle dieselbe Form besitzen. Die Punkte, die
dann an der gleichen Stelle in unterschiedlichenZungen .liegen, korrespondieren. Die Orbits zweier korrespondierender
Parameterpunktebesitzen gleiche Eigenschaften (das wird spater genauer definiert),bis auf die Anzahl der Umlaufe.
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Der entscheidende Punkt ist, daB auch im allgemeinen Fall die Resonanzzungen eine quantitative geome­
trische Ahnlichkeit aufweisen.

Es ist nun weniger interessant einzelne Resonanzzungen zu untersuchen, als ihre allgemeine Form im
Parameterraum. zu kennen und korrespondierende Punkte in den einzelnen Zungen zu identifizieren. So
kann das gesamte Phasendiagramm durch die charakteristische Struktur der einzelnen Resonanzzunge
beschrieben werden.

Mit anderen Worton besteht das Problem darin, die Form der Resonanzzungen in Abhiingigkeit der
Systemparameter (r,l1) zu finden. Mit dieser Information konnen bei gegebenen Parametern (r,l1) die
Attraktoreigenschaften bestimmt werden, ohne die Differentialgleichung zu integrieren. Oder -unter Nut­
zung dieser Information in umgekehrter Richtung- die Systemparameter fur ein gewimschtes Verhalten
konnen berechnet werden, urn z.B. Chaos oder Resonanzen zu verhindern oder aufzusuchen. Auf diese
Weise hatte DUFFING seine Maschinen gezielt verbessern konnen,

Zur Realisierung dieser Zielsetzung ist unter anderem das Konzept der Poincare-Abbildung (siehe [6]
fur eine Einfiihrung) entscheidend: Statt einen gesamten Zyklus als Losung der Differentialgleichung zu
untersuchen, betrachten wir die Abbildung

(x(to),x(to)) 2-. (x(t o+ T),x(to+ T)), (0.4)

die fur die beschriebenen Systerne eine kompakte und im wesentlichen komplette Beschreibung der Dyna­
mik darstellt (unter Benutzung der Periodizitiit und Inversionssymmetrie von 0.2 kann dern Phasenraum
(x, X, t) die Topologie R X R X S zugeschrieben werden). Die Integration iiber eine Halbperiode T
entspricht dann einer Iteration

if n+! = P(ifn ) ·

Fur die Beschreibung des globalen Verhaltens ist es sinnvoll, sich auf einen bestimmten (zuniichst be­
liebigen) Referenzzeitpunkt to festzulegen, urn die Untersuebung zu vereinfaeben. Wir suchen also die
Poincare-Abbildung des Systems, die genau wie die Differentialgleichung zwei Parameter (r,l1) besitzt,
und deren Iteration die Losung der Differentialgleichung iiber eine Halbperiode zusammenfaBt. Ein
Grenzzyklus der Differentialgleichung entspricht einem anziehenden Fixpunkt der Poincare-Abbildung,
der nach der Symmetriebrechung zu einem Zweierzyklus wird, bei der niichsten Periodenverdopplung
dann zu einem Viererzyklus usw.

In dieser Arbeit wird eine analytische Methode zur Bestimmung der Poincare-Abbildung entwickelt.
Sie liefert die dem Problem angemessene analytische Form mit geeignet zu bestimmenden numerischen
Konstanten, sowie die geeigneten Koordinaten des Pararneterraurns, die den Zusammenhang Z11 den
Differentialgleichungs-Parametern herstellt. Die Betrachtung der Abbildung 0.3 liiBt hier schon plausibel
erscheinen, daf dies Koordinaten sein sollten, in denen das Phasendiagramm periodisch ist.

Das Vorgehen beruht auf folgender Idee: Wie zuvor beschrieben, werden sowohl die Resonanzzungen im
Parameterraum, als auch die Zyklen der zugehorigen Losungen fiir wachsende n immer iihnlicher. Bei
Benutzung der Koordinaten (x, x) und der Parameter (r, n) ist diese Information schwer auszuwerten (die
numerische Integration wird im Gegenteil immer aufwendiger), cia diese Grofen, wie wir sehen werden,
dem physikalischen Verhalten nicht optimal angepaBt sind. Die Grundidee besteht in der Formulierung der
Dynamik in Wirkungs-Winkel-Variablen (I, 'P) und der Verwendung eines neuen Parametersatzes (a,;3)
(statt der alten (r,I1)), sowie der Betrachtung des Systems im asymptotischenBereich n -> oc.Dort
iindert sich die antreibende Kraft beliebig langsam und das System fiihrt in jederHalbperiode beliebig
viele Eigenschwingungen durch, wobei es bei jeder einzelnen nur wenig Energie verliert. Beschreibt man
die Losung in diesem Bereich in Wirkungs-Winkel-Koordinaten, ergibt sich eine eindimensionale Poin­
care-Abbildung, Eine Entwicklung urn diesen asymptotischen Bereich (die, wie .wir sehen werden,einer
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Entwicklung nach dem Parameter e-rT entspricht), licfert dariiber hinaus die dem Problem angepaBten
Parameterkoordinaten (a, (3), mit der Umrechnung (a, (3) <-+ (T, l1), sowie Zusatzterme hoherer Ordnung
in crT, welche die dann schwach zweidimensionale Poincare-Abbildung fiir Zungen mit endlichem, nicht
zu kleinem n auf iibersichtliche Weise parametrisieren.

Diese Poincare-Abbildung hat die Form

'Pn+l = a(T,l1) + (3(T,l1)COS'Pn + a(e-2rT)

In+l = In + f( 'Pn)e-rT + a( e-'rT),

mit folgenden Eigenschaften:

(0.5)

• Die Variablen lund 'P sind der Zeitentwicklung des Systems angepaBt, in ihnen reduziert sich
die Poincare Abbildung im asymptotischen Limes auf eine Dimension (die Koordinate I wirkt in
erster Ordnung e-rT nicht auf c zuriick). Deshalb konnen sie als "natiirliche" Variablen bezeichnet
werden. In diesem Sinn erhalten wir mit a und (3 auch "natiirliche" Parameter, in denen die
Phasendiagramme darzustellen sind.

• Durch Invertieren von a(r,l1),(3(r,l1) erhalten wir die Funktionen r(a,(3), l1(a,(3) und damit auch
die Differentialgleichung in diesen neuen Parametern.

e Das Phasendiagramm in den neuen Parameterkoordinaten (a, (3) ist 21l'-periodisch in a. Jeder
21l'-Streifen im Parameterraum entspricht einer Resonanzzunge. Auf diese Weise sind korrespon­
dierende Punkte der verschiedenen Zungen bestimmt. Die eindimensionale Poincare-Abbildung 0.5
beschreibt also die asymptotische Gestalt der Resonanzzunge, die Funktionen a(r, OJ, ;3(r,!1) liefern
die Information, wie alle Resonanzzungen der Differentialgleichung auf diese abzubilden sind. Ge­
nauer: Die Poincare-Abbildung beschreibt das vollstiindige Bifurkationsdiagramm in einem Streifen
im asymptotischen Limes.

• Durch die einfache Form der Poincare-Abbildung konnen etliche Phanornene im Losungsverhalten
der Differentialgleichung erklart, und analytisch in Abhiingigkeit der Parameter beschrieben werden.
Es wird beispielsweise erklart, warum die Resonanzzungen die vorliegende Form, bestehend aus
jeweils einem breiten und einem schmalen Streifen, besitzen undbei welchen Parameterwerten die
erste Bifurkation in den einzelnen Resonanzenauftritt.

@ Die funktionale Form der Poincare-Abbildung rnit hoheren Entwicklungsterrnen (von denen die
niedrigste Ordnung explizit angegeben wird) bestimmt den der Bewegung angepaBten funktionalen
Ansatz fur numerische Simulationen. In die Theorie gehen keine empirischen Fitparameter ein,

• Im Rahmen der Herleitung dieser Ergebnisse werden einige universeile (d.h. von den Parametern r
und l1 unabhiingige) Konstanten definiert, die numerisch bestimmt werden miissen. Der gesamte
EinfluB der Nichtlinearirat auf die Losung wird also auf einen endlichen Satz fester numerischer
Konstanten zuriickgefiihrt, dienur. vornPotentialtypIbeider Duffing-Cleichungalsonur vOll q)
abhiingen.
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Ubersicht fiber die Kapitel

1. Kapitel Bei der Herleitung der Poincare-Abbildung sind zwei Hiirden zu iiberwinden: Die ampli­
tudenabhiingige Schwingungsfrequenz des Systems und die zeitliche Anderung der Anre­
gungskraft. In diesern Kapitel wird die zweite Komplikation auller Acht gelassen und die
Duffing-Gleichung mit Reehteek-Anregung betrachtet. Hier springt die Kraft zwischen x' +1
und x' - 1 hin und her.

Das Kapitel hat vorrangig didaktischen Charakter, die Grundideen der Theorie werden
zunachst an dem einfachsten moglichen System beschrieben. Es wird sich herausstellen, daf
die damit bestimmte Poincare-Abbildung dieselbe ist, wie die Iiir die allgemeinere Duffing­
Gleichung, lediglich Vorfaktoren sind andere.

2. Kapitel Dieses Kapitel fiihrt ein neues, und fur die folgenden Uberlegungen entscheidendes Konzept
ein: Die Referenzlosung xo(t). Dieses Konzept diirfte iiber die Anwendungen in dieser
Arbeit hinausgehend von Interesse fur die Behandlung nichtlinearer Oszillatoren sein. Die
Referenzlosung ist eine Verallgemeinerung des Grenzzyklus beim harrnonischen Oszillator
(d.h. fiir den Spezialfall q = 1 vereinfacht sich xo(t) zu diesem Grenzzyklus).

Eine solche Referenzl6sung existiert fiir aile Parameterwerte im Bereich r < I < T. Sie
isi eine spezielle Losunq der DifJerentialgleiehung, niimlieh eine solche, die keine Eigen­
sehwingungen ausjiihr; (wie auch im linearen Fall). Im Gegensatz zu letzterem hiingen die
Hejcrenzliisunqen fur aufeinanderfolgende Halbzyklen aber nieht zusammen.

Diese Losung vermittelt insbesondere neue Erkenntnisse iiber den Einfluf der Nichtlinearitat
auf die Losung der Differentialgleichung (z.E. warum bei der Erhohung von q = 1 nach
q = 1.01, die ja nur eine minimale Anderung der Potentialforrn darstellt, eine chaotische
Bewegung moglich ist).

3. Kapitel Mit den Informationen aus dem 2. Kapitel kann die im ersten Kapitel entwickelte Theo­
rie auf die Duffing-Gleichung iibertragen werden. Eine Methode, die Poincare-Abbildung
fiir beliebig hohe Ordnungen in e-,T zu bestimmen, wird beschrieben und bis zur zweiten
Ordnung angewendet. Die so erzielte zweidimensionale 1-I"-Poincare-Abbildung deckt einen
auch fur technische Anwendungen interessanten Parameterbereich abo

Die Vorschrift zur Bestimmung der schon erwahnten universellen Konstanten wird angegebe­
nen und einige Satze (fiir verschiedene Potentialtypen) dieser Konstanten werden bestimmt.
Die Ergebnisse werden quantitativ mit Losungen der Differentialgleichung verglichen und
der Giitligkeitsbereich der Theorie im Parameterraum iiberpriift.

4. Kapitel Die im dritten Kapitel eingefiihrten Konstanten sind nur in einem asymptotischen Sinn,
namlich fiir Resonanzzungen zu groflen Indizes n, "universell" i fiir niedrig indizierte Reso­
nanzzungen werden sie abhiingig von den Systemparametern. Wenn eine Poincare-Abbildung
bestimmt werden soll, die fiir kleine Werte von n sehr gut mit der Differentialgleichung iiber­
einstimmt, miissen Konstanten bestimmt werden, die fiir diesen Bereich gelten.

Hier ist zu unterscheiden zwischen einer quantitativ guten Approximation der Phasendia­
gramme fiir einen Bereich des Parameterraums und der Naherung einer einzelnen Trajektorie
fur einen festgehaltenen Punkt im Parameterraum. Eine minimale Abweichung in den Pha­
sendiagrammen, die aus kleinen Abweichungen bei der Bestimmung der Parameterresultiert,
kann an kritischen Parameterbereichen zu groflen Abweichungen in den Liisunqe». fiihren,
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die niehls mit der theoriebedingten Ungenauigkeit zu tun hat (extreme Parameterempfind­
liehkeit bei ehaotisehen Systemen).

In diesem Kapitel wird eine Methode zur Bestimmung dieser parmeterabhiingigen Koelli­
zienten entwiekelt. Die Ergebnisse der vorigen Kapitel stellen sieher, daf die funktionale
Form der dart entwickelten Poincare-Abbildung die geeigneteModellierung der Differential­
gleiehung darstellt.

5. Kapitel Zur Besehreibung des Systems in Wirkungs-Winkel-Variablen (I,<p) muf die Transforma­
tion (x, x) <-? (!, <p) bestimmt werden. Im Fall der a!lgemeinen Dulling Gleiehung ist dies
eine explizit zeitabhiingige kanonisehe Transformation, die in diesem Kapitel hergeleitet und
als Reihenentwieklungen formuliert wird. Sie wird zur Bestimmung der universellen Ab­
bildungskonstanten und der im 4. Kapitel eingefiihrten parameterabhiingigen Koellizienten
benutzt.



1 Duffing Gleichung rnit
Rechteck-Anregung

Die Differentialgleichung
x+ 26 + x' = 28(sinnt) - 1 = ±1 (1.1)

ist durch die rechteckformige Zeitabhiingigkeit der Anregungskraft eine Vereinfachung der Dulling Glei­
chung mit Sinus-Anregung. Durch die nichtlineare riicktreibende Kraft x' ist die Schwingungsfrequenz
amplitudenabhiingig. Diese Eigenschaft ist Iiir die in der Einleitung beschriebenen Phiinomene verant­
wortlich, unabhiingig von der Form der periodischen Anregung. Die Gleichung 1.1 zeigt deshalb im hier
betrachteten asymptotischen Parameterbereich

r < 1 < T = 7r/fl

(1.2)

(1.3)

das gleiche qualitative Losungsverhalten wie die Dulling Gleichung. Diese Tatsache ist numerisch aus
Phasendiagrammen ersichtlich, sie wird spater aus der Theorie verstandlich.

Die Anregungskraft wechselt jede Halbperiode T ihr Vorzeichen, was einem Wechsel zwischen den beiden
Potentialen V+ und V_ in Abbildung 1.1 entspricht:

(1.4)

Die an sich irrelevante Konstante q/(q + 1) wurde so gewiihlt, daf die potentielle Energie im Minimum
immer verschwindet.

Zvvischen den Umschaltzeitpunkten ist das System zeitunabhangig, so daf wir uns in diesem Kapitel
ausschliefllich auf den Einfluf von Nichtlinearitat und Dissipation konzentrieren konnen,

In dem durch (1.2) und (1.3) definierten Parameterbereich fiihrt das System injeder Halbperiode viele
Oszillationen (die Zeit fur eine Oszillation hat die GraBenordnung 1 < T) mit jeweils schwach abfallender
Amplitude (r < 1) aus, wobei am Ende der 'Halbperiode die Amplitude klein geworden ist (e-,r < 1).
Dann wird durch das Umschalten des Potentials (Kick)'dem System schlagartig Energie zugefiihrt und
eine weitere Dissipationsphase beginnt. Die Bedingung (1.3) bewirkt also, daf wir Parameter im Bereich
hoher Resonanzen betrachten, (1.2) wird spater als natiirlicher Entwicklungsparameter in Erscheinung
treten.

Im folgendenwerdenwir zunachst durch geeignete Koordinatentransformationen das System in problem­
angepaBten GraBen formulieren. In diesen Koordinaten wird die Poincare-Abbildung hergeleitet. Ein
zusiitzliches Ergebnis der Herleitung ist die Einfuhrung problemangepaliter Parameterkoordinaten, sowie

-Unter dem Kick wird in diesem System ein Zuwachsan potentieller Energie verstanden, imGegensatz zum gekickten
Rotator ... [9] ,wo beim.Kick kinetische Energiezugefiihrtwird.

13
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Eo

ft"E,V

Eo + SED

11 = I oe- 2rT

--.__----'''-;-e::----t-----'''-rf-------.;,. x
-1 0

:i:

-----+-+-+-If-'H-H+H---,-.-I+t+JtHH--H>-x
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Abbildung 1.1: Ein Zyklus beginne im Punkt P des Potentials V+. Er ende zur Zeit Tin einem Punkt Q
bei x = 1 +Yl. Durch den Kick wird die Bewegung im Potential V_ fortgesetzt, was einer
ErhOhungder Energie auf den Punkt R entspricht. R - R ist die kinetische Energie, die
durch den Kick nicht geiindert wird. ner niichste Zykius etule im Punki S. Parameter:
q = 3, r = 0.0375, n", 0.07,T = 45, e-,T = 0.18.

Umrechnungsformeln zu den Parametern (r, n) der Differentialgleichung. Diese Ergebnisse konnen dann
auf die Differentialgleichung angewendet und der Giiltigkeitsbereich der asymptotisch exakten Theorie
iiberpriift werden, indem die Ubereinstimmung des Verhaltens der Poincare-Abbildung und der Losun­
gen der Differentialgleichung fiir endliche (r,n) verglichen wird. Am Ende des Kapitelswerden Phasen­
diagramme mit den neu eingefiihrten Parametern gezeigt sowie (als Beispielfiir die .Leistungsfahigkeit
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unserer Beschreibung durch Poincare-Abbildungen) die Korrektheit einiger einfacher Ergebnisse, die mit
der Poincare-Abbildung erzielt werden, fur die DilFerentialgleichung mit entsprechenden Parameterwerten
demonstriert.

Durch die Aufteilung in Dissipationsphase und Energiegewinn ist bei dem System (1.1) der zur diskreten
Abbildung fiihrende Mechanismus leicht zu verstehen: Die Energiemenge, die beim Kick dem System
zugefiihrt wird, hangt von der Koordinate x unmittelbar vor dem Kick abo

es wird also nicht bei jedem Kick dieselbe Energiemenge zugefiihrt. Die Koordinaten am Ende jeder
Halbperiode werden in Abhangigkeit von r und n bestimmt und daraus die Grolle des Kicks und die
Anfangsbedingung fiir die nachste Halbperiode berechnet. So ist der Zyklus geschlossen und die Poincare­
Abbildung, mit der das Phasendiagramm vollstandig beschrieben wird, kann angegeben werden.

1.1 Transformation in ein hamiltonsches System

Die Bedeutung der Bedingungen (1.2) und (1.3) lallt sich durch die Transformation in ein hamiltonsches
System prazisieren. Zuerst wird die Ersetzung

y := x - xo; xo := 20(sin fit) - I = ±l (1.5)

durchgefUhrt. In y-Koordinaten bewegt sich das System in einem Potential, dessen Minimum immer bei
y = 0 liegt, und das keinen linearen Term enthalt:

~I(y ± 1)<+1 :;: (y ± I) + ---.!!-.-,
q + q +-
q 2 .L q(q - I) 3 , q(q - 1)(q - 2) 4-,-
'2 y ~ 6 y T 24 y ~ ... , (1.6)

Jetzt kann mit der weiteren Transformation

(1.7)

der Dissipationsterm elirniniert 1verden. Der Phasenraum wird urn das :t\1inimum in dern f'/Ia:Be vergroBert ,
in dcm sich der Radius der Spirale in Abbildung 1.1 verkleinert: Wir betrachten das System wahrend
einer Halbperiode T durch ein exponentiell starker werdendes Vergroflerungsglas.

Einsetzen in (1.1) liefert die Gleichung

Ii + (q - r 2)z + a3e-rtz2 + a4e-2Ttz3 + ... = 0,
q(q - 1) q(q - 1)(q - 2)

a3 = ± 2 ' a. = + 6 .

Sie stellt ein hamiltonsches System ii + W'(z, t) = 0 dar mit dem Potential

(1.8)

(1.9)

und der Hamiltonfunktion
1

F(z,z,t) = '2Z2+ W(z,t). (1.10)
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In diesen Koordinaten ist das System reibungsfrei, aber mit einem zeitabhiingigen Potential versehen,
dessen nichtquadratische Anteile exponentiell mit Potenzen von e~rt aussterben.

Der Faktor vor dem quadratischen Term ist urn r 2 kleiner als in y-Koordinaten, dies spiegelt die reduzierte
harmonische Eigenfrequenz (0.1) im Potentialminimum des dissipativen Systems (1.1) wieder.

Die Transformation auf y-Koordinaten ist essentiell fur das Folgende. Ohne sie enthielte das Potential
W(z, i) noch einen exponentiell anwachsenden Term aje+"z, der die weiteren Schritte undurchfuhrbar
machen wiirde, Irn Fall der Reehteck-Anregung ist diese Transformation trivial (da Xo = ±1), spater
wird sie dutch eine Funktion xo(t) zu ersetzen sein.

Abbildung 1.2 zeigt die Trajektorie aus Abbildung 1.1 in z-Koordinaten.

z------r.,..
2

Abbildung 1.2: Zyklus in z-Koordinaten. Duren das exponeniielle Aussterbeti der Nichtlinearitiii niihert
sich der Zyklus einer Ellipse (=harmonische Bewegung) an. Parameter wie in Abbil­
dung 1.1: q = 3, r = 0.0375, !1 = 0.07, T = 45, e-,T = 0.18.

Die Bedingungen (1.2), (1.3) haben in dieser Sichtweise folgende Bedeutung: Wegen e-,T <:: 1 ist das
System spatestens jeweils am Ende einer Halbperiode praktisch harmonisch. In den folgenden Sehrit­
ten kann immer nach Potenzen dieser Grofe sortiert werden. Im Fall, daf (1.2) gut erfiillt ist, kann
man sieh auf die niedrigsten Potenzen beschranken; dariiber hinaus liefert die Theorie eine systemtische
Entwicklung in e-,T. Der Anwendbarkeitsbereich dieser Theorie ist etwa dureh e-,T < 0.3 begrenzt.
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Der Kick in z-Koordinaten wird durch das Zurucksetzen der Zeit t = T nach jeder Halbperiode auf den
Wert t = 0 realisiert, durch den Kick wird auch die Nichtlinearitat des (mittlerweile linearen) Systems
schlagartig wieder eingeschaltet.

1.2 Wirkungs-Winkel-Variablen

Wegen der mit (1.3) vorausgesetzten langsamen expliziten Zeitabhangigkeit des Potentials kann das Adia­
batentheorem benutzt werden, das folgenden Inhalt hat (eine vollstandigs Herleitung ist in [2, S. 294 ffJ
gegeben): Wir bezeichnen die explizite Zeitabhangigkeit mit r , urn sie von der impliziten Zeitabhangig­
keit zu unterscheiden. Fur jeden festen r-Wert ist die Wirkung als die Flache definiert, die von der dann
geschlossenen Trajektorie eingeschlossen wird:

J(z, z;r) := f zdz = ~J-j2(F - W((, r))d(. (1.11)

Die Wirkung hangt also von z und z nur iiber den Wert der Hamiltonfunktion F(z, Z,r ) ab, deren
konstanter Wert zugleich die geschlossene Integrationstrajektorie festgelegt.

Bei mitlaufendem r = t ist diese Definition nicht mehr anwendbar, da die Trajektorie nicht mehr ge­
schlossen ist und somit auch keine Flache einschlieBt (Abbildung 1.2). Jedem Punkt (z(t o), z(t o)) der
Trajektorie des zeitabhangigen Systems kann dann die geschlossene Trajektorie des zeitunabhangigen
Systems mit festem r = to und der Hamiltonfunktion F(z(to),z(to), to) zugeordnet und deren Wirkung
bestimmt werden. So kann mit der Definition (1.11) J(z, Z, t) fur die gesamte Trajektorie berechnet
werden. Das Adiabatentheorem besagt, daf diese Grofe eine adiabatische Invariante des zeitabhangigen
Systems ist.

Wir betrachten also eine Folge geschlossener Trajektorien. Fiir jedes t durchstoflt die Trajektorie des zeit­
abhangigen Systems diejenige geschlossene Trajektorie zum Parameter r = t. Diese Foige geschlossener
Trajektorien deformiert sich mit fortschreitendem T, was zu Anderungen in F fiihrt, dieeingeschlossene
Flache bleibt aber nach Ausweis des Adiabatentheorems konstant, wenn ~'; klein ist.

Genauer: Schreibt man W als Potenzreihe in E: W = Wo + EtW, + ..., wobei e ein MaB fiir die Zeit­
abhangigkeit des Systems ist (im durch Gleichung (1.9) definierten System entspricht e der GoBe r), so
garantiert das Adiabatentheorem die tnitilere Konstanz von J bis zur Ordnung ,2: j = a, + 0(,2), wobei
a eine mit ip oszillierende Funktion ohne konstanten Anteil in ihrer Fourierreihe ist. Das ist der Grund
fur die ausgezeichnete Stellung der Wirkungs-Winkel- Koordinaten (J,:.p).

Wir rechnen jetzt die VVirkung in x- bzw y-Koordinaten urn. Wegen der zeitabhiingigen Transformation
(1.7) ist E, die auf x-Koordinaten transformierte Hamiltonfunktion F, nicht gleich der Gesamtenergie
~x2 + V(x,r). I(E) berechnet sich entsprechend der Definition (1.11)

(1.12)

wobei sowohl die kinetische- als auch die potentielle Energie Zusatzterme erhalten, mit denen die adia­
batische Konstanz der Wirkung erzielt wird:

E .- ~x2 +rxx +V(x, r ), (1.13)

y' 1 2 2 (1.14).- V(x,r) - -r x .
2
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Abbildung 1.3: Die Wirkungsfunktion in Abhiingigkeit der Zeit. Durchgezogen: Ein Zyklus mit den Para­
metern r = 0.14, T = 37 unirde numerisch integriert und zu verschiedenen Zeiten E und
daraus J berechnet (1.12). Niihert man sich dem asymptotischen Bereich (1.3), verklei­
nern sich die Schwankungen von J am Anfang der Periode. Gestricheit: Zum Vergleich
diese Grofte jedoch ohne den Term rxx, d.h. statt der Hamiltonfunktion ururde die Energie
in (1.12) verwendet. Hier treien Oszillationen mit doppeiter Eigenfrequenz auf.

Die Integrationsgrenzen X" Xr sind die Urnkehrpunkte der Trajektorie, E = V(XI) = V(xr).

Wiirde man statt der GroBe E die Energie verwenden, erhielte man eine oszillierende Funktion, die nicht
die oben beschriebene adiabatische Konstanz besitzt. Dieser Effekt ist in Abbildung 1.3 gezeigt. Die kor­
rekt berechnete Wirkung oszilliert mit der jeweiligen Schwingungsfrequenz und exponentiell abnehmender
Amplitude, entsprechend der abnehmenden Zeitabhangigkeit des Systems.

Auch in (1.12) wird natiirlich die implizite Zeitabhangigkeit (r) von der expliziten Zeitabhiingigkeit (t)
separiert. V( x, r ) ist zwar im Fall der Rechteckanregung nicht explizit zeitabhangig (deshalb wird j a dieses
System als besonders einfaches Beispiel betrachtet), die mogliche Zoitabhangigkeit macht die Formel aber
auch fiir den allgemeinen Fall giiltig.

Die Kreisfrequenz ist durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen gegeben:

fJF(J,r)
w=

fJJ
fJE(I,r)

fJ!
(1.15)

mit der Umkehrung der Funktionen zu J(F, r) undI(E, r) aus (1.11) und (1.12). Wir erhalten so:

1 1 d!(E) 1 t': d(

w(E) = "o(E) = dE = -; l; )2(E _ V('l)'

und den Winkel als Bruchteil eines Umlaufs (Abbildung 1.5), [2, S. 284J:

t" d(
<prE, x) = w(E) l;

x, )2(E - V('l)

w(f) und <p(f,x) konnen hieraus durch Einsetzen von E(1) bestimmt werden.

(1.16)

(1.17)
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Abbildung 1.4: Die Funktion I(E) nach (1.12) [13, IOmPhi}. Links: Vergleich von I(E) mit der harmo­
nischen GrojJe h = E/wl (gestrichelt) fur q = 3. Rechts: I(E) fur verschiedene q. Von
oben: q = 1.3, 2, 3, 5.
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Abbildung 1.5: I(E) und w(I) im fur die Bewegung relevantenBereich bei q = 3. 10 = I(Eo) = 1(2) =
1.4013, w(O) = W, = Vii. Fur kleine E (harm. Bereich) gilt E = IWI.

Aus der oben beschriebenen adiabatischen Konstanz der GroJ3e J folgt

I(t) = e---"'I(O) =e~"'J(O). (1.18)
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Diese Beziehung ist naheliegend auf Grund der Divergenz -2r des Flusses im Phasenraum, wonach die
mittlere Anderung der Wirkung durch j = -2rI gegeben sein sollte.

Die Zeitentwicklung des Winkels ist nach dem Adiabatentheorem durch w(I) allein gegeben:

r t 1 rI(O) dT
<,ott) = <,0(0) + I w(I(t))dt = 'P(O) + -.::... j w(1)--':"',

Jo 2r I(t) I

letzteres mit Hilfe von t(1) = -t-log(ffit).

1.3 Herleitung der Poincare-Abbildung

(1.19)

Bei unseren spateren Uberlegungen werden Entwicklungen nach Potenzen von e-,T durchgefiihrt, III

diesem Kapitel nur bis zur ersten Ordnung.

Wir betrachten die Zeitentwicklung beginnend bei t = 0 im Punkt P (Abbildung 1.1), mit Eo = 2,
10 := I(Eo). Die Trajektorie lauft in einer Spirale auf das Minimum bei +1 zu, bis sie bei t = T einen
Punkt Q im harmonischen Bereich erreicht hat. Hier ist I = II = Ioe- 2, T und

{!fl l
YI = - -COSi.pl,

WI
ifl = )2I1W l sin 'PI (1.20)

proportional zu e-,T mit einem Endwinkel <,01 entsprechend (1.19) (WI = ..;q ist die harmonische Fre­
quenz). In diesem Moment schaltet das Potential zu V_ urn, wodurch die Energie auf den Wert R
angehoben wird. Die Differenz zu iI. riihrt von der restlichen kinetischen Energie her, die proportio­
nal zu if2 ~ e-2, T ist und somit gegeniiber der potentiellen Energie vernachliissigt werden kann. Die
Anfangsenergie des nachsten Zyklus ist E = Eo + 8Eo mit

(1.21)

in niedrigster Ordnung C'T. Der nachste Zyklus beginnt bei <,0(0) = 8<,00, 1(0) = 10+ 810 , Wo = w(Io) mit

(1.22)

(1.23)

und

" 01() I ( ) 2 {!flO -,Tulo = "E Eo Yl V_ 2 = -- -e cos <,01.
U WQ WI

<,01 ist die zum Endpunkt der Trajektorie zur Zeit t = T gehorende Winkel-Variable gemiiJl Gleichung
(1.17)2

Dieser zweite Zyklus endet etwa in einern Punkt 5 zu dem Winkel (siehe (1.19))

:6.<,0 8\00 + iT w(I(t))dt

I
= 8<,00 + WIT + 2r tP(I(O)),

(1.24)

2Die untere Integrationsgrenze ist hier Xl- Urn die Spiegelsymmetrie des Systems (Abbildung 1.1) auszunutzen, definieren
wirb¥'o(als \Vinkelvariable imPotential V_)mitcl~runterellIntegrationsgrenze X r _



(1.25)
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wobei ;{;:<I>(1(0)) die Differenz zum rein harmonischen Winkelinkrement fJ.'P ~ w,T ist. Wenn die Inte­
gration mit 1(0) = 10 beginnt, erhalt man fiir diese GroBe

f
l o dI

<I> (10) = (w(1) - WI)y
liT)

to dIJo (w(1) - wIlT

Die untere Integrationsgrenze dad Null gesetzt werden, weil der Integrand urn 0 regular ist (w(I) =
WI + a,l + ..., siehe Abbildung 1.5) und I(T) von zweiter Ordnung in e-,T ist.

Da der Zyklus nicht exakt bei 10 beginnt, wird urn die obere Integrationsgrenze entwickelt:

<I>(I(O)) = <I>(10) + Wo 70 WI OIo (1.26)

Der Winkel im Punkt S hat also den Wert

1 1wo-w,
'PI = b'Po + WIT + -eJ:>(Io) + 1 810. (1.27)

2r 2r 0

Der Winkel b'Po hat die Grofenordnung C'T; wir vernachlassigen ihn gegeniiber den anderen Terme von
der GroJlenordnung T bzw. ~e-'T "" 1.

Betrachtet man die Wirkung am Ende des zweiten Zyklus, I, +81, = e-2, T (10+810)' so ist SI, jetzt urn eine
Ordnung e-,T kleiner als I, und kann wieder vernachlassigt werden. Dies ist der entscheidende Schritt, der
in der niedrigsten Ordnung e-,T die Poincare-Abbildung in I-'P-Koordinaten zu einer eindimensionalen
Abbildung in der Variablen 'P reduziert. Dieser Schritt kann so veranschaulicht werden, daf in der
Relaxationsphase die Kontraktion im (1, 'P)-Phasenraum zu der Linie I = I, so stark ist, daf am Ende
der Periode I = I, unabhangig vom Anfangswert angenommen werden dad.

Ein Zyklus verlauft also in den Phasen (wobei wir jetzt den Wert der Winkelvariablen am Ende des n-ten
Zyklus von 'PI in 'P" umbenennen)

nT - e ----;
II ----;
'Pn ----;

-a:««
10 + 6Io('Pn)

o

(n+l)T-e
I,

'Pn+1 (810 )

Die gesuchte Poincare Abbildung 'Pn -7 'Pn+1 folgt durch Einsetzen des Ausdrucks fiir 810 aus Gleichung
(1.23) in Cleichung (1.27):

I 'Pn+! = a+(3cos'Pn' I (1.28)

wobei die neuen Parameter a und (3 in jeweils niedrigster Ordnung e-,T als Funktionen von r und n
gegeben sind:

a = WIT + <I>(10) ;{;:,

(3
(1.29)

Die GJeichungen (1.28), (1.29) sind das zentrale Ergebnis diesesKapitels.

Beim harmonischen Oszillator ware Wo= WI =Jq~r2,<P(Io)=O und/o = 2. Die zugehorige Poincare­
Abbildung ist konstant 'Pn+! = WIT.

Die Poincare-Abbildung (1.28) enthalt 3 "universelle" Konstanten, d.h. Konstanten, die nur vom Poten­
tialtyp, nicht aber von den Parametern r und T abhangen, Siebeschreibenden gesamten Einfluflder
Nichtlinearitat auf die Zeitentwicklung:
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q,(Io) ist die Winkelkorrektur (gegeniiber dem harmonischen Referenzpotential) fiir die Relaxations­
phase. In Abbildung 1.2 durchlauft das System zunachst den nichtlinearen Bereich, wobei der
Winkelzuwachs von der Beziehung <.p ~ wjT abweicht. q,(10) ist die kumulierte Abweichung vom
harmonischen Verhalten (Gleichung (1.2) garantiert, daf der harmonische Bereich auch erreicht
wird).

10 ist die Wirkung, die vom Potentialminimum ausgehend durch den Kick erreicht wird, also die
Wirkung des Systems im Punkt P in Abbildung 1.1.

Wo ist die zur Wirkung fa gehiirende Umlauffrequenz w(lo).

1.4 Numerfk

Die eben beschriebenen Konstanten sind nicht analytisch berechenbar, sie miissen numerisch bestimmt
werden, was leicht mit Standardprogrammen miiglich ist [13, IOmPhij,[l1j. Abbildung 1.6 zeigt die
Konstanten fiir verschiedene q.

0.0

-0.5

-1.0

I
4

-,
"- -,

"- -,
-,

(fl(Io) "- "-
<,

-,

I
2

Io,wo
2.0 <, , ,

-,
<,

1.8 <,

1.6 10

1.4

1.2

Wo
1.0

i
0.8 I

I
1

q 10 Wo q,(Io)
1.0 2.0 1.0 0.0
1.1 1.9306 1.0356 -0.0292
1.5 1.7312 1.1481 -0.1548
2.0 1.5772 1.2449 -0.3256
2.5 1.4751 1.3130 -0.5063
3.0 1.4013 1.3632 -0.6941
4.0 1.3011 1.4319 -1.0842
5.0 1.2341 1.4760 -1.4867

I
3

q

Abbildung 1.6: Links: Numerische Konstanten fur verschiedene q- Werte. Rechts: Die GrojJen 10, Wo und
(fl(10 ) in Abhiingigkeit von q.

Urn die Poincare-Abbildung mit der Differentialgieichung vergleichen zu kiinnen, muf letztere in den
Parameterkoordinaten (Q, (3) vorliegen. Hierfiir rnuf (1.29) invertiert werden, was nur numerisch moglich
ist. Das kann durch Auflosen der Gleichung fiir a: nach T und Einsetzen in die Gleichung fiir f3 geschehen.
Diese Gleichung kann dann mit einem eindimensionalen Nullstellenprogramm geliist werden [13, Koord2j.

Auf diese Weise kann die exakte Poincare Abbildung zur Differentialgleichung (die durch Integration der
Differentialgleichung iiber eine Halbperiode T numerisch bestimmt wird und die wir deshalb als empirische
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Abbildung bezeichnen) mit der Abbildung (1.28) verglichen und die Theorie iiberpriift werden, was wir
im folgenden mit drei verschiedenen Parametersatzen durchfiihren werden.

'Pn+l 'Pn+l6 3.5

3.0 /
2.5

5

2.0

1.5

4
1.0

0.5

A B
3 0.0

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

'Pn 'Pn
4.5 'Pn+l

3.5

C

5 64
I
321

0.5 ~f----'---'--------"'F"'--'---------'----'
o

I I A I n I ~ I
D Co

a 1072.28 64.0 8.0
(3 1.2 1.2 1.2
2T 0.011 0.077 0.21
11 0.0048 0.074 0.47
'P 655.4 ! 42.4 I 6.5e~'T I 0.027 I 0.19 0.5

'Pn
Abbildung 1.7: Vergleich der Poincare Abbildung zur DifJerentialgleichung (1.1) mit der theoretischen

Abbildung (1.28). Teilbild A: Parameter innerhalb des Giiltigkeitsbereichsder Theorie.
Teilbild B: Parameter wie in Abbildungen {I.1), (1.2), Einzelheiten siehe Text. Teilbild
C: Parameter, bei denen die Theorie nicht anwendbar isi.



24 Kepiiet }. Duffing Gleichung mit Rechteck-Anregung

Abbildung 1.7 [13, Map] zeigt diesen Vergleich. Hier wurden Iiir 20 I"n-Werte im Bereich [0... 27r]
Anfangswerte fiir die Differentialgleichung mit Gleichung (1.20) bestimmt, und nach Integration iiber
eine halbe Periode (inklusive dem "Kick") der Winkel I"n+1 als geometrischer Winkel berechnet (im
harmonischen Bereich sind Wirkungs-Winkel und geometrischer Winkel identisch).

In Teilbild 1.7-A sind die Bedingungen fiir die Asymptotik (1.2) und (1.3) sehr gut erfiillt. Die Abwei­
chung der Kurven voneinander entsteht durch eine Abweichung in der empirischen Abbildung
gegeniiber dem theoretischen Wert von <>, diese muf mit dem Gesamtwert von <> "" 1000 in
Beziehung gesetzt werden: nach rund 170 Eigenschwingungen stimmt der Endwinkel, welcher
sich aus der Losung der Differentialgleichung ergibt, auf einen winzigen Bruchteil mit dem
durch die Theorie vorausgesagten Wert iiberein. Diese Abweichung andert am prinzipiellen
Verhalten nichts, sie fiihrt nur zu einer Verschiebung korrespondierender Punkte im Parame­
terraum, also zu einer Verschiebung, jedoch nicht zu einer Verzerrung des Phasendiagramms
in diesem Parameterbereich.

Teilbild 1. 7-B benutzt dieselben Parameterwerte wie Abbildung 1.1 und 1.2. Amplitude und Phase der
empirischen und theoretischen Kosinuskurve stimmen gut iiberein, jedoch sind zusatzlich zu
einer Verschiebung auch hohere Fourierkomponenten in der empirischen Abbildung sichtbar.
Diese konnten erfaBt werden, wenn die Korrekturen hoherer Ordnung" nicht vernachlassigt
wiirden. Die Abbildung hatte dann die Form I"n+I = a + f3 cos I"n + I cos(21"n + X). Die
Korrekturen durch hohere Fourierkoellizienten waren jedoch von gleicher GraBenordnung, wie
die vernachlassigten Terme, die zur Eindimensionalitat gefuhrt haben. Wenn diese Terme
beriicksichtigt werden sollen, muf mit der zweidimensionalen I-I"-Abbildung gearbeitet werden
(das wird spater im interessanteren Fall der Dulling Gleichung mit Sinus-Anregung getan).

In Teilbild 1.7-C ist die Theorie (zumindest in dieser Ordnung) nicht anwendbar, die hoheren Fourier­
koellizienten dominieren. Die Abweichung kommt im Wesentlichen von einem cos 21"n-Term
der Amplitude re 1/2 sowie einer kleinen Phasenverschiebung.

Bei dem eben beschriebenen Vergleich wurde nur der Anfangswert von I" variiert, Iiir I wurde immer
mit I = 10 begonnen, d.h. es wurde nicht untersucht, inwieweit eine Variation in I einen EinfluB auf
die Winkelabbildung hat, der die Eindimensionalitat der Abbildung zerstoren wiirde. In Abbildung 1.8
wird diese Annahme dadurch iiberpriift, daf auch der Anfangswert von I variiert wurde. Dazu beginnen
wir jeden Zyklus mit Anfangswerten I, + 1iI, (unmittelbar vor dem "Kick") und priifen die Auswirkung
dieser Variation von I auf den Winkel am Ende des nachsten Zyklus.Fiir lOOyn- Werte werden jeweils
5 1-Werte im Intervall 20% urn I, als Anfangswerte benutzt.

In Abbildung 1.8 sind die entsprechenden I"n+'- Werte gezeigt, es wurden dieselben Parameter wie vorher
benutzt. Teilbild B zeigt eine geringe Streuung der 1"-Werte, d.h. die Vernachlassigung von 1iI, am Ende
eines jeden Zyklus ist gerechtfertigt. Teilbild A ist nicht gezeigt, hier ist die Streuung noch geringer als
bei Teilbild B. In Teilbild C ist die Streuung nul' geringfiigig hoher. DeI entscheidende Parameter hierfiir
ist e-,T, die Absolutgrofie von ,;y am Ende eines Zyklus. Er unterscheidet sich zwischen B und C urn den
Faktor 1.5, was der Zunahme der Streuung im Wesentlichen entspricht (siehe Tabelle, Abbildung 1.7).

Die bisherigen Vergleiche zeigen die Ubereinstimmung zwischen analytischer und empirischer Poincare­
Abbildung,machen aber keine Aussage dariiber, welchen Einfluf die Abweichungen auf die Zeitent­
wicklung haben, da immer nur ein Iterationsschritt betrachtet wurde. Das Langzeitverhalten wird im

"das sind unteranderem die kinetischeEnergieC~?:-TerIn)undderVIJ,.Koeffizient beider Entwicklung des Potentials
urn den Punkt R in Abbildung 1.1
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Abbildung 1.8: Test der Eindimensionalitiit. Parameter wie in Abbildungl.7.

folgenden Test betrachtet: Hierfiir werden 164 Iterationen der Abbildung (1.28) durchgefiihrt und die
letzten 64 'P-Werte jeweils in Abhiingigkeit von fJ aufgetragen (Abbildung 1.9). Entsprechend wurde
die Differentialgleichung iiber 164 Perioden integriert und fiir die letzten 64 Punkte der geometrische
Winkel bestimmt und ebenfalls in Abbildung 1.9 ausgegeben. Die Werte stimmen bis fJ = 1.8 sehr gut
iiberein, d.h, die Theorie kann mit Hilfe der diskreten Abbildung globale Eigenschaften des Systems, wie
z.B. Bifurkationspunkte quantitativ voraussagen.

Die Abweichungen oberhalb fJ = 1.5 treten auf, obwohl auch in diesem Bereich die Voraussetzungen fiir
die Theorie (1.2, 1.3) gut erfiillt sind. Die Ursache fiir die Abweichung liegt in den fiir grofer werdende
fJ immer feiner werdenden Strukturen des Phasendiagramms (das im nachsten Abschnitt gezeigt wird).

1.5 Globales VerhaltenjPha.sendiagra.mme

Eines der Hauptziele der Theorie besteht darin, globale Eigenschaften der Losungsmannigfaltigkeit der
Differentialgleichung mit Hilfe der diskreten Abbildung quantitativ zu beschreiben und vorauszusagen.
Zu diesen Eigenschaften gehort insbesondere das Langzeitverhalten des Systems, d.h. Eigenschaften der
Attraktoren, von denen es u.U. an einem Parameterpunkt mehrere geben kann. Urn die quantitative
Ubereinstimmung zwischen den Folgerungen aus der Differentialgleichung und der hier hergeleiteten dis­
kreten Abbildung zu priifen, sind Phasendiagramme ein geeignetes Mittel, da sie einen guten Uberblick
iiber das Verhalten in Abhiingigkeit von den Systemparametern geben.

Eine aussagekriiftige GroBe fiir das Langzeitverhalten der Trajektorien sowohl der Differentialgleichung
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Abbildung 1.9: Iieraiionen der diskreten Abbildung () und der DijJerentialgleichung (x) filr »erschiedene
(3- Werte. Der Wert [iir Q = 1691 wurde festgehalten, die Variation des Parameters
(3 von 0.2 bis 2.0 entspricht Variationen r = 0.0048 ... 0.0078, e-,T = 0.0041 ... 0.063,
T = 647 ... 662.

als auch der Abbildung ist der graBte Liapunovexponent

. . 1 If(t)1
A(",(O)) := lim lim -log-I( ) I

t_oo 1,(0)1_0 i f 0
(1.30)

(f(i) = ",,(i) - "'2(i) fiir zwei verschiedene Trajektorien), der es gestattet, Bifurkationslinien A = 0 und
chaotische Gebiete A> Gim Parameterraum abzulesen [7, 9J. Seine Dimension l/Zeit erlaubt auch einen
quantitativen Vergleich zwischen Abbildung und Differentialgieichung.

Ein Nachteil des auf Liapunovexponenten bezogenen Phasendiagramms ist, daf es keine Information iiber
den Charakter nichtchaotischer Attraktoren enthalt, A < 0 bedeutet zwar das Voriiegen eines periodischen
Attraktors, jedoch ist die Periode aus dem Wert von A nicht abzulesen. Das ist aber wegen der Struktur
der hier betrachteten Phasendiagramme nicht notwendig, wie gleich gezeigt wird. Zu beachten ist, daf
der Liapunovexponent sich jeweils auf einen bestimmten Attraktor bezieht, und insofern davon abhangt,
in welchem Attraktorbassin die Anfangsbedingung x(O) iiegt. Liegen in einem Parameterbereich mehrere
Attraktoren zugleich vor (dies kommt mit zunehmender GroBe von (3 immer haufiger vor) , so ware fiir eine
saubere DarsteUung eine Klassifizierung der Attraktoren notwendig, die aber bisher noch nicht erfolgt
ist.Mit den hier erzielten Ergebnissenkonnte dies durch Benutzungder diskreten Abbildung erfolgen.

In den bisher veroffentlichten Phasendiagrammen [3J wurden als unabhangige Variablen die Parameter der
Differentialgleichung benutzt. Auf diese Weise sind Regelmiilligkeiten und Syrnmetrien zwar zu erkennen,
sie werden jedochverzerrt dargestellt, weil die "natiirlichen" Parameter Q und (3 nichtlinear von r und !1
abhangen,
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Im falgenden werden nun zunachst Phasendiagramrne der Poincare-Abbildung (1.28) betrachtet, und
einige Eigenschaften der Diagrarnme beispielhaft mit Hilfe dieser Abbildung erklart und quantitativ be­
schrieben. Dann werden Phasendiagramme der Differentialgleichung betrachtet und die Ubereinstirnmung
mit der Poincare-Abbildung untersucht [13, Scale5].

Benutzt man zur Parametrisierung des zur Differentialgleichung gehiirenden Phasendiagramrns die Pa­
rameterkoordinaten (a, ;3), so erhalt man ein periodisches Phasendiagramm, das mit dem der diskreten
Abbildung sehr gut iibereinstimmt.

Die Parameter haben folgende Bedeutung:

;3 "" e-,T[r steuert die "Starke" der Nichtlinearitat. Ab;3 = 1 kann die erste Bifurkation stattfinden.
Mit steigendem ;3 werden alle Bifurkationskaskaden des Feigenbaumszenarios durchlaufen. Im
Gegensatz zur bloBen Verkleinerung von r wird bei der Erhiihung von ;3 bei konstantem a der
Resonanzzustand nicht geandert, d.h. das System fiihrt bei Vorliegen eines periodischen Attraktors
eine bestimmte, nur von a abhangende Anzahl von Umlaufen durch.

a"" w,T legt den Resonanzzustand fest. An den Punkten (a,;3) und (a + 2",;3) ist das System im
selben Bifurkationszustand, es fuhrt lediglich einen Umlauf mehr aus, Auf diese Weise enthiilt eine
Resonanzzunge im wesentlichen alle Informationen des Phasendigramms (fiir nicht zu kleine a),
alle weiteren ergeben sich durch a -. a +n . 2".

Hierbei muB beachtet werden, daf die Theorie (abhangig von a) nur bis zu einem bestimmten ;3-Wert
giiltig ist: Die Bedingungen (1.2), (1.3) miissen erfilllt sein. Das kann fiir belie big groBe ;3 nur bei
jeweils hinreichend groBem a erzielt werden. Wieweit die Theorie in dem fiir Anwendungen interessanten
Bereich kleiner a-Werte gilt, wird in dem Kapitel iiber die Dufling-Gleichung mit Sinus-Anregung genauer
betrachtet.

Verfolgen wir das eben Gesagte am Phasendiagramm der diskreten Abbildung (Abbildung 1.10 oben).
Es zeigt Liapunovexponenten in Abhangigkeit der Parameter (a,;3), die eine zungenfiirmige Struktur
bilden.• Jeder Schraffurtyp bezeichnet Werte in einem Intervall, dessen Grenzen in der Zeile unter dem
Diagramm abzulesen sind. Urn diese Struktur zu erklaren, betrachten wir zwei verschiedene Pfade durch
das Diagramrn:

;3 = 1.0 = canst., a/2" = 170.6 ... 171.6: Anjedem Punkt dieser Linie, mit Ausnahme der Stellen omodw
= ~, befindet sich das System in einem stabilen Fixpunkt, der bei der Abbildung dem Schnittpunkt
zwischen dem Graphen der Abbildungsfunktion und der Winkelhalbierenden in Abbildung 1.11 ent­
spricht. Das Durchlaufen der Linie entspricht der horizontalen Verschiebung der Kosinuskurve; der
Fixpunkt variiert dabei wie cost a +ao). .Daraus folgt die 2,,-Periodizitat des Phasendiagramms in
a-Richtung.

Der Ubergang von n Umlaufen zu n + 1 Umlaufen des kontinuierlichen Systems ist im Phasendia­
gramm nicht sichtbar. Er wird beim Durchlaufen des o-Intervalls durch eine stetige Verformung
des Orbits realisiert. Die Definition wann n bzw. n + 1 Umlaufe vorliegen, ist deshalb mit einer
gewissen Willkiir behaftet. Sie bestimmt, wo der Ubergang in das Phasendiagramm einzuzeichnen
ware.
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Abbildung 1.10: Phasendiagramm der diskreten Abbildung (oben) und der DiJJerentialgleichung (unten).
a-Skala in 27C-Einheiten. Die Hilfslinien liegen bei a = 171.25, (3 = 1. Hier sagt die
Theorie das Maximum der ersien Bifurkationslinie voraus. Abbildung 1. 7 A auf S. 23
liegtbei (170,66,1.2).

a = 27C(n +1/4) = const., (3 = 0.6 ... 2.0: Dieser Pfad entspricht einer Amplitudenanderung der Kosi-
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nusfunktion in Abbildung 1.11. Die Abbildung besitzt bei jedem (3-Wert einen Fixpunkt

'P' = a + (3 cos 'P'

29

(1.31 )

bei 'P' = 11"/2. Dieser Fixpunkt wird bei (3 = 1 instabil, da der Liapunovexponent dort Null ist:

A = log l(3sin'P"1 = 0 (1.32)

Beim Uberschreiten von (3 = 1 findet eine Bifurkation statt. Der kleinstmiigliche (3-Wert, an dem
Averschwindet, liegt also bei (3 = 1, 'P' = 11"/2 und bestimmt das Maximum der Resonanzzunge in
(3-Richtung:

((3 = 1, ,,= 1I"/2+n· 271"). (1.33)

Durchlauft man eine Linie " nicht exakt bei a = 11"/2, liegt der Fixpunkt 'P' nicht am steilsten Punkt der
Kosinuskurve. Dies fiihrt dazu, daB die Bifurkation erst bei griiBerem (3 stattlinden kann. Das erklart die
paraboliscbe Form der Bifurkationslinie im Phasendiagramrn.

-(3

Abbildung 1.11: Diskreie Abbildung und Winkelhalbierende. Die Fixpunkte der Abbildung liegen an den
Schnitipunkten des Abbildungsgraphen mit der Winkelhalbierenden. Zur Urdersuchunq
des Verhaltens der Abbildung in Abhiingigkeit der Parameter ist es zweckmiijJig, die Ab­
bildung 'Pn+1 = a+(3 cos 'Pn in der Form ,pn+1 = (3 cos(,pn+a) mii ib = ip-r-cx zu schreiben.
Dann kann die Variation von a als eine horizontale Verschiebung des Funktionsqraplieti
angesehen uierden.

Die Stabilitat der Fixpunkte ist gegeben durch die Steigung des Graphen der Abbildungsfunktion an
den jeweiligen Schnittpunkten. Bei der Verschiebung der Kosinuskurve in Abbildung 1.11 urn ein 211"­
Intervall werden 2 Maxima in der Steigung durchlaufen: das zugehorige o-Intervall besitzt eine unter­
schiedliche Lange, je nachdem ob der Fixpunkt auf der an- oder absteigenden Flanke des Kosinus liegt
(Abbildung 1.12). Das erklart das Vorhandensein jeweilseiner breiten und schmalen Zungen in jedem
211"-Interval!.

Bei den Fixpunkten mit den Werten
)0;:,2 =0,71"

ist A= -00, d.h. hier liegen superstabile Fixpunkte VOL Diese liegen auf den Geraden

"1 = -(3, (1.34)
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Diese "superstabilen Geraden" zweier Resonanzzungen treffen sich bei 13 = ,,/2 (in Abbildung 1.10
wiirden diese Geraden mit der Steigung ±2~ die schmale Resonanzzunge umschlieBen). Die schmale
Resonanzzunge wird also mit grofler werdendem 13 immer schmaler, bis sie bei 13 = ,,/2 verschwunden ist.

In Abbildung 1.12 betrachten wir den Liapunovexponenten entlang des Schnittes 13 = 1. Sie ist spiegel­
symmetrisch beziiglich der Punkte a = t1T und ~1l". Diese Punkte entsprechen in Abbildung 1.11 dern
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit dem Funktiongraphen beim Nulldurchgang der Kosinuskurve.
Aus der Konstruktion der Abbildung 1.11 geht die Symmetrie der Fixpunkte vervor: 'P"G" - a) =
-'P*(irr + a), bzw. 'P"(~" - a) = -'P*(~" + a). Diese Eigenschaft bleibt auch bei Iterationen der
Abbildungsfunktion erhalten, das Phasendiagramm besitzt diese Symmetrie also auch bei den hoheren
Bifurkationslinien.

o

-1

-2

-3

170.5

Abbildung 1.12: Liapunovexponent beim Schnitt 13 = 1 durch eine Resonanzzunge. Bei diesem 13- Wert
liegt fur jedes a ein Fixpunkt vor. Zu: Bestimmung von ,\ wurde 'P' mit der Fixpunkt­
gleichung berechnet und damit A = log Isin 'P"I bestimmt. Das schmale Maximum ist
bei 13 = 1 spitz, weil die ansteigende Flanke des Abbildungsgraphen dieselbe Steigung
wie die Winkelhalbierende besitzi. Die A-Skalawurde bei -4 abgeschnitten. Die Minima
entsprechen superstabilen Fixpunkten, d.h. sie reichen bis -00.

Wenn ,8 weiter erhoht wird, durchlauft das System die Bifurkationskeskaden des Feigenbaumszenarios.
AuBerdem werden koexistierende Attraktoren moglich. Dies folgt unter anderem aus der mit 13 zunehmen­
den Anzahl der Schnittpunkte zwischen der Diagonalen und dem Graphen der Abbildung. Diese immer
feiner werdenden Strukturen innerhalb der Resonanzzunge werden in dieser Arbeit nicht untersucht.

Bei der Einschiitzung dieser Art von Diagramm ist das Verfahren ihrer Erstellung zu beriicksichtigen:
Es wurden jeweils fur 10000 Parameterwerte (100 x 100 Punkte Auflosung) die Liapunovexponenten
bestimmt und das Spektrum der ermittelten Werte in Intervalle eingetei!t, die unterschiedlichen Schraf­
furmuster zugeordnet wurden. Die Interva!lgrenzen sind jeweils unter den Abbildungen angegeben. Auf
diese Weise werden artefizielle Strukturen vermieden, die durch Interpolation bei der Bestimmung von
Konturlinien entstehen konnten. Diese Darstellung kann also nur Strukturen richtig wiedergeben, de­
ren typische Skala den Abstand benachbarter Berechnungspunkte erheblich iibersteigt. Deshalb sind die
schmalen Resonanzzungen nicht durchgiingig erkennbar. Daniber hinaus muf beachtet werden, daf zur
Berechnung der Liapunovexponenten eine bestimmte Anfangsbedingung verwendet wurde. Beim Vorhan­
densein koexistierender Attraktoren wird daher der Liapunovexponent desjenigen Attraktors bestimmt,
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in dessen Attraktionsgebiet diese jeweilige Anfangsbedingung liegt. Dies fiihrt bei grofJeren (3-Werten zu
irregularen Strukturen, die sich also als Folge des Vorhandenseins koexistierender Attraktoren erklaren.

Die Anfangsbedingungen zur Bestimmung der Liapunovexponenten bei Benutzung der Differentialglei­
chung fiir die einzelnen Parameterwerte wurden wie folgt bestimmt: Fur den jeweiligen Satz von Para­
metern wurden mit dern willkiirlich, aber ein fur alle Mal fest gewahlten Anfangswert !Po = 0.1 jeweils
10000 Iterationen der Abbildung durchgefilhrt, urn auf den zu diesem Anfangswert gehorenden Attraktor
zu gelangen. Aus dem so ermittelten 'Pn, n = 10000 wurden mit der Gleichung (1.20) die zugehorigen x­
Koordinaten bestimmt, die dann als Anfangswerte fur die Integration der Differentialgleichung verwendet
wurden. Diese Anfangswerte soliten in der Nahe des entsprechenden Attraktors der Differentialgleichung
liegen, so daf nur iiber wenige Anregungsperioden integriert werden mufl, um vollends auf den Attraktor
zu gelangen. Welcher Attraktor hierbei erreicht wird, hangt bei grofien (3-Werten sicherlich von der Wahl
des 'Po-Wertes abo

Betrachten wir jetzt das so bestimmte Phasendiagramm der Differentialgleichung, Abbildung 1.10 un­
ten. Die Lage der Bifurkationslinien stimmen sehr gut mit denen im Diagramm der diskreten Abbildung
ilberein. Ab (3 = 1.71iegt eine kleine Verschiebung (Promille-Bereich) in a-Richtung VOL Diese Verschie­
bung korrespondiert zu der Verschiebung in Abbildung (1.7-A), die Abweichung wachst mit steigendem
(3. Die Parameter der Differentialgleichung liegen im Bereich: e-,T = 0.04 ... 0.01, r = 0.0048 ... 0.0064,
T = 664.2 ... 650.4. Das System fuhrt in diesem Bereich 171 Oszillationen in jeder Anregungsperiode
durch, der Abfall der Wirkung auf 1% bis 4% verteilt sich auf 171 Umlaufe, Die Bedingungen filr die
Theorie sind im gesamten abgebildeten Parameterbereich gut erfillit.

0.1 0.5 1.0

-0.35

1.5

-0.1

2.0 2.5

0.05

3.0
0:..

3.4

Abbildung 1.13: Phasendiagramm der Differentialgeichung. r = 0.053 ... 0.26, T = 1.13 ... 16.2. a-Achse
in 271'-Einheiten.

Filr technische Anwendungen ware wohl eher ein Parameterbereich interessant, in dem das System nur
wenige Umlaufe pro Anregungsperiode durchfUhrt. Abbildung 1.13 und Abbildung 1.14 zeigen Beispiele



32 Kapite!1. Duffing G!eichung mit Rechteck-Anregung

10.50
ex

10.25

0.05 _

10.00

-0.1 §E

9.75

-0.35 ~

O. 7 +-~~-"--'=-~-,~~~~~-,---"":CL,,::...c..4""='=,---+-~~~~----1

9.50

1.5

(3

Abbildung 1.14: Phasendiagramm der Differentialgeichung. r = 0.031 ... 0.05, T = 38.4 ... 44.6 a-Achse
in 2"-Einheiten.

fiir die ersten Zungen, in denen das System weniger als zehn Umlaufe durchfiihrt. In diesem Bereich sind
die Voraussetzungen (1.2), (1.3) auf Seite 13 fiir die Anwedbarkeit der Theorie nur schlecht erfiillt. Die
Abweichungen von der Gestalt der asymptotischen Zungen sind in a-Richtung besonders ausgepragt, der
(3-Wert 1.0 fiir die erste Bifurkation wird schon bei den ersten Zungen sehr gut getroffen. Die zu hoheren
Bifurkationen gehorenden Konturlinien nahern sich mit steigendem a dagegen recht langsam denen der
asymptotischen Abbildung (1.28) an.
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Transformation del" Duffing-Gleichung in ein hamilton­
sches System

In den folgenden Kapiteln werden wir eine Form der Poincare-Abbildung zur Duffing-Gleiehung

x +2rx +x' = xl sin" nt (2.1)

bestimmen, die derjenigen des Kapitels 1 vollig analog ist. Die hier gegebene, gegeniiber Gleiehung (0.2)
auf Seite 4 allgemeinere Form der Anregungskraft wird von der Theorie ohne groBen Aufwand abgedeekt,
falls 2p < q - I ist, fiir das Verstiindnis des Folgenden kann man sieh immer I = 0, p = 1 vorstellen. Aueh
niehtganzzahlige Exponenten q, p und I sind zugelassen, wobei mit x' dann die GroBe sgn(x)lxl' gemeint
ist, etc.

Aueh bei dieser verallgemeinerten Duffing-Gleichung werden wir uns die ausgezeiehneten Eigensehaf­
ten der Wirkungs-Winkel-Variablen zunutze machen und die Poincare-Abbildung in diesen Koordinaten
forrnulieren. Hierfiir ist die Transformation in ein hamiltonsches System erforderlich. Wir betrachten
zunachst eine Differentialgleiehung

mit dem allgemeinen Potential

x+2rx+ V'(x,t) =0 (2.2)

fry ~\
\ .... V}

Urn zu einem hamiltonsehen System zu kommen wird -genau wie im ersten Kapitel- die Transformation
auf exponentiell expandierende Koordinaten durchgefuhrt, wodureh der Dissipationsterm eliminiert wird:

z(t) = e"'x(t).

Das so erhaltene System z+ W'(z,t) = 0 besitzt das Potential

1
W(z, t) = e2rtV(e-rtz, t) - ir2z2

a,(t)ertz + ~(a2(t) - r')z2 + ~a3(t)e-rtz3 +....

Urn die Rechnung weiterfiihren zu konnen, .muf dieses Potential zwei Eigensehaften besitzen:

33

(2.4)

(2.5)
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1. Alle nicht-quadratischen Terme miissen exponentiell aussterben, damit die harmonischen Naherun­
gen am Ende jeder Halbperiode angewendet werden konnen. Daraus folgt, daf der Term a,it)
verschwinden mufl, cia er ein exponentiell anwachsendes Potential hervorrufen wiirde. Dieser Term,
der dem linearen Term im Potential V entspricht, wurde im Fall der Rechteckanregung durch die
Transformation auf y-Koordinaten eliminiert. Das Fehlen des linearen Terms bedeutete dort, daf
als y-Koordinate der Abstand vom Potentialminimum bei ±I gewiihlt wurde.

Urn den analogen Effekt bei dem hier vorliegenden, sich kontinuierlich iindernden, Potential der
Duffing-Gleichung zu erzielen, muf die Transformation auf y-Koordinaten jetzt offensichtlich eben­
falis zeitabhiingig sein:

y(t) = x(t) - xo(t) (2.6)

Genauer: Zur Festlegung des Koordinatenursprungs darf eine Funktion xo(t) mit beliebiger Zeit­
abhiingigkeit verwendet werden. Diese Freiheit werden wir ausniitzen, urn ein Potential mit den
gewiinschten Eigenschaften zu erhalten. Die "naive" Wahl fiir die Funktion xo(t), der Ort des
Potentialminimurns

x.(t) = sin' nt (2.7)

(2.8)

mit dem Exponenten
P 1

5=--<­
q -I 2

fiihrt deshalb nicht zum Ziel, weil beim Einsetzen in die Differentialgleichung Ableitungen von xo(t)
auftreten, die fiir t -> 0 singuliir werden:

(2.10)

V(y, xo) =

y+ 2ry + (y + xo)' - xg - [(y + xO)1 - x~] sin" nt = -(io+ 2rxo + xg - x~ sin" nt) (2.9)

Wenn wir aber fordern, daf xo(t) selbsi eine Liisusu; der Differentialgleichung (2.1) isi, verschwindet
die rechte Seite, und wir erhalten eine Differentialgleichung, deren Potentialminimum bei y = 0 ruht:

_1_ [(y + xo)'+1 _ (q+ I)yxg - xg+1J
q+I

sin" nt [( )1+1 (I ) 1 1+1]---- y+xo - +1 YXo-xo
1+ 1

~ [qxr l
- 1sinP(nt)X~-l] y2

1 _ _ ,., ,,.,~ ~

+~ [q(q _ I)xg-' -1(1-1) sinP(nt)x~-'J yO + ....

2. Urn das Adiabatentheorem nutzen konnen, darf sich das Potential nur auf einer Zeitskala iindern,
die viel graBer ist als 1 (Schwingungsdauer des Systems). Das bedeutet, daf sich auch die Funktion
xo(t) nur langsam iindern darf, d.h., keine Schwingungen urn das Potentialminimum ausfiihren
sollte.

Wie wir sehen werden, gibt es eine ganz bestimmte Losung xo(t) (wir nennen sie die "Schleich­
losung"), die in hinreichender zeitlicher Entfernung der Nulldurchgange tatsiichlich in x.(t) nach
Gleichung (2.7) iibergeht. V(y, xo) wird dort zu einer homogenen Funktion der Ordnung q + 1 in
Xo = x.(t) und y:

V( ) q- I ,-1 2 + (q +1- 1)(q - I) ,-2 3 +
y,xo = --2-xo Y 6 Xo Y ... (2.11)

Der Inhalt dieses Kapitels besteht inder Konstruktion dieser Schleichlosung xo(t).
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2.2 Der Mechanismus des Referenzzyklus

Die Konstruktion und Nutzung dieser nicht oszillierenden Schleichlosung xo(t) der Duffing Gleichung ist
eine der zentralen Ideen dieser Arbeit. Sie kann aufgefaBt werden als eine von zwei ganz unterschiedlich zu
interpretierenden Analogien des Grenzzyklus beim harmonischen Oszillator, dessen Einschwingvorgang
wir zunachst betrachten (Abbildung 2.1). Wir bezeichnen im Folgenden den Punkt (x(i), x(t)) mit x(t).

0.4

a

x a

'--',, ," ., ,.Jl,c-~_--" ,, ,, ,
, ', ', ',,,, ,,

, ", -',,,,,,,,

""'~--~ ::~~

,"~'
,
, ", ."
L....,,, ,, ,, ,
":

1.50.0
-1 +-------,--------,

-1.51.50.0
-0.4 -t------,-------,

-1.5

x x

Abbildung 2.1: Links: Einschwingvorgang des harmonischen Oszillators. Parameter: r = 0.1, T = 30.
Der Grenzzyklus ist durchgezogen, die Trajektorie im Einschwingvorgang gestrichelt. An
einigen Zeitpunkten ist die Verbindungslinie x(t)-xa(t) eingezeichnet. Der Abstand und
die Phasenverschiebung oszillieren mit abnehmender Amplitude. Rechts: Das analoge Bild
fur den Duffing Oszillator. Fur die bier benutzten Parcmeteruerte r = 0.2, T = 18 ist das
Langzeitverhalten des Systems periodisch, aile Trajektorien laufen in einen wohldefinierten
Grenzzyklus hinein, bei dem die Schwingungen -im Gegensatz zum harmonischen Fall~

jedoch nicht ausgestorben sind.

Jeder Punkt x(t) auf der noch nicht eingeschwungenen Trajektorie nahert sich langfristig dem entspre­
chenden Punkt xa(t) des Grenzzyklus. Mit dem Aussterben der Eigenschwingungen nahern sich die
entsprechenden Punkte mehr und mehr, bis die Trajektorie x in den Grenzzyklusiibergegangen ist:
x -+ XG.

Wenn T ~ 1 gilt; ~indert sich das gesarnte Potential sehr langsam in der Zeit. Im harmonischen Fall
beschreibt der Grenzzyklus im wesentlichen die Bewegung des Potentials, d.h. nach Abklingen des Ein­
schwingvorgangs folgt das System dem Potentialminimum (bis auf eine, mit n verschwindende, Phasen­
verschiebung). Dies ist beim Duffing-Oszillator so nicht der Fall, zumal es ja Parameterwerte gibt, bei
denen sein Langzeitverhalten durch einen chaotischen oder mehrere gleichzeitig existierende Attraktoren,
aber nicht durch einen wohldefinierten Grenzzyklus beschrieben wird.

Es stellt sich also die Frage, warum es beim langsam angetriebenen Duffing-Oszillator keine Losung gibt,
die der Bewegung des Potentialminimums auf Dauerfolgt und auf die hinder Einschwingvorgang aller
Trajektorien zulauft,
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Beim Nulldurchgang des Potentials bewegt sich das Minimum jedoch unendlich schnell, d.h. seine Ge­
schwindigkeit xmin wird singular:

Die Schleichlosung kann dem Minimum nicht folgen und reiBt auf. Dieser Effekt hat iihnliche Auswir­
kungen wie der Kick bei der Rechteckanregung, wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden.

Die Schleichlosung xo(t) fur eine volle Anregungsperiode 2T besteht also aus zwei Teilen, die durch Kicks
bei t = 0, 7r/n getrennt sind. Bei groflen T ist X a iiber lange Zeiten eine sehr gute Approximation fur xo,
im Bereich der Nulldurchgiinge des Potentials muf die Schleichliisung jedoch von X a abweichen.

Die Existenz des xo-Zyklus als nichtoszillierende Liisusu; der Differentialgleichung innerhalb einer Halb­
periode T kann man sich mit dem Modell der Kugel im Potentialtopf plausibel machen (Abbildung 2.2).

(2.12)

(2.13)Xmin = M1(sin'-1 nt) cos su

Wir werden zeigen, daf es fiir eine Halbperiode T eine solche Losung auch fur den Duffing-Oszillator gibt,
eben die schon genannte Schleichlosung, Diese stimmt jedoch nicht mit der Schleichlosung fur die jeweils
folgende Halbperiode iiberein, die aus anderen Anfangsbedingungen hervorgeht. Dies ware eine zweite
Analogie zum harmonischen Grenzzyklus und es ist zu klaren, warum die Schleichlosung nicht mit dem
Grenzzyklus identisch ist.

Betrachtet man die Bewegung des Potentialminimums, so erkennt man, warum eine dem Minimum fol­
gende Schleichliisung nur fiir eine Halbperiode existieren kann. Fur groBe T folgt die Schleichlosung, wie
noch zu zeigen ist, tatsachlich im wesentlichen dem Potentialminimum:

iil
V

"'x
Abbildung 2.2: Potential der Duffing Gleichung zu den Zeiten t = -O.S·T, t = -OA·T, t = -0.3·T, t = O.

Die ReferenzlOsung ist als Kugel in dem Potential darqestellt; deren Geschwindigkeit ist
als Pfeil angegeben. Bei Vernachliissigung der Reibung, ergeben sicli die anderen drei
Viertel einer Anregungsperiode durch Spiegelung.

Betrachten wir zunachst den asymptotischen Fall r = 0, T > 1. Wir beginnen bei t = - T /2, wo das
Minimum des Potentials den maximalen Ausschlag in die negative z-Richtung hat und sich am langamsten
bewegt (Abbildung 2.2).

Xo( -T/2) = -:1, xo(-T/2) =. O. (2.14)

Die Schleichlosung folgt in diesem Zeitbereich dem Minimum. Zur Bestimmung von (xo(O),xo(O)) be­
trachten .wir die Zeitentwicklung von t = _T/2 nach t = O. Das Potentialminimum wird aus seiner
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Ruhelage (x, x) = (-1,0) beschleunigt. Das System bleibt aufgrung der Tragheit hinter dem Minimum
immer mehr zuriick , urn bei t = 0 an einer bestimmten Stelle links vorn Minimum zu liegen.

xo(O) = -xoo < 0 xo(O) = xoo > 0

Fur das nachfolgende Zeitintervall von t = O... T /2 kann die Schleichlosung nicht bei (-xoo, xoo) fort­
gesetzt werden, das wiirde zu Schwingungen fiihren. Sie muf bei (xoo, xoo) weitergefiihrt werden und
ergibt so die an der x-Achse gespiegelte Schleichlosung des Zeitintervalls -T/2 ... 0 (bei r = 0 ist die
Gleichung invariant beziiglich Zeitumkehr). Die restlichen Viertel einer Anregungsperiode ergeben sich
durch Spiegelung an der z-Achse.

Durch das Beschleunigungsverhalten des Potentialminimums beim Nulldurchgang konnen die Abschnitte
der Schleichlosung bei t = 0, T nicht zusammenhiingen. Versucht man, durch eine geeignete Wahl der
Anfangsbedingungen bei t = - T /2 zu einem geschlossenen Zyklus zu kommen, so verliert man die Ei­
genschaft der Losung "Schleichlosung" zu sein - man erhalt einen (je nach Parameterwerten anziehenden
oder abstoBenden) Grenzzyklus; anders als beim harmonischen Oszillator schwingt dieser aber urn das
Potentialminimum (Abbildung 2.1, rechts).

Bei r > 0 verliert der Zyklus seine Symmetrie beziiglich Spiegelung an der z- und y-Achse, da die Reibung
die Zeitumkehrinvarianz zerstort; die Inversionssymmetrie bleibt jedoch erhalten. Die qualitative Form
des Referenzzyklus wird nicht geandert , der quantitative Einfluf von Reibungskonstanten r und endlichen
fl-Werten wird spater in diesem Kapitel diskutiert.

Betrachten wir nun die Schleichlosung im Hinblick auf die im vorherigen Kapitel beschriebene Anwendung
in der Transformation auf y-Koordinaten. Dort bewegt sich das System in einem Potential, dessen
Minimum ruht und dessen nichtquadratische Anteile im Verlauf einer Halbperiode aussterben. Das
Potentialminimum ist hier (genau wie im Fall der Kastenanregung) der anziehende Punkt des Systems,
den es nur deshalb nicht erreicht, weil es durch den Kick (wie in Kapitel 1) immer wieder davon entfernt
wird.

Ubersetzen wir diesen Vorgang zuriick in z-Koordinaten. Hier bewegt sich das Minimum des Poten­
tials V(y) exakt auf der Trajektorie der Referenzlosung, welche alle anderen Trajektorien permanent
anzieht. Wahrend des Kicks, bei dem das Potentialminimum jetzt auf den anderen Zweig springt, wird
der Systemzustand wieder von der Referenzliisung entfernt (Abbildung 2.3). Auf diese Weise werden
die Schwingungen des Systems im sich bewegenden Potentialtopf immer wieder angeregt und die Losun­
gen der Dulling Gleichung bestehen im Gegensatz zum harrnonischen Fall immer aus der Uberlagerung
von Drift des Potentialminimums und Schwingungen im Potentialtopf, Dem Abstand der Minima der
Potentiale V± im Kapitel 1 entspricht hier die GroBe 2xoo.

Vergleichen wir jetzt den Einschwingvorgang des Duffing Oszillators mit dem harmonischen Fall, so
sehen wir, daB bei ersterem die Losungstrajektorie sich kurzfristig immer wieder auf die Schleichlosung
zubewegt, aber langfristig auf dem Grenzzyklus endet. 1m harmonischen Fall sind beide identisch. Dieser
Vorgang ist in Abbildung 2.3 gezeigt.

2.3 Asymptot.ik fur kleine D

Unser nachstes Ziel ist die genaue Definition und Beschreibung der Schleichlosung und damit insbeson­
dere auch die Bestimmung der Kick-Parameter, d.h. der GroBen (xoo, xoo). Hierzu betrachten wir den
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Abbildung 2.3: Drei Losunqen. der Duffing-Gleichung. Gestrichelt: Einschwingende Losunq E, durchgezo­
gen: Grenzzyklus y, fett: ReferenzlOsung xo(t). Einige zeitlich korrespondierende Punkte
von [ und xo(t) sind mit punktierten Linien verbunden. Punkt A (t = 0): DeT rechte
Ast des xo-Zyklus beginnt. Die Losung [ wird von xo(t) angezogen, nicht von g. Bei
B (t = T/2) endet der rechte Ast des xo-Zyklus, der niichste Referenzpunkt fur [ liegt
auf dem linken A.st, das erqibt den Kick. Bei t = T /2 --- e ist [schon weitgehend in 9
iibergegangen. Parameter: r=O.275,n =O.3p,q =3.

Zeit bereich urn t = 0, in dem die Abweichung des xo·Zyklus von X a erzeugt wird. Im asymptotischen
Limes n -> 0 geht die Bewegungsgleichung (2.1) in die einfachere Gleichung

x + 2rx + x' =x/(nt)P (2.15)

iiber.

Durch Umskalen konnen wir hier den Parameter neliminieren, es sei:

x(t) = nOW), (2.16)

Mit den Exponenten

28
=2+(q-l)8'

p

q -I'
(q - 1)8

ry=2+(q-l)8 (2.17)
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Abbildung 2.4: Das der Abbildung 2.3 entsprechende Bild fur die DujJing-Gleichung mit Rechteck­
Anregung. Die Referenzlosung degeneriert in diesem Fall zu den Punkten (±1,0).

erhalten wir als neue Bewegungsgleichung

(2.18)

mit dem einzigen Parameter
(2.19)

Wir Buchen nun eine Schleichlosung dieser Gleichung, die sich langfristig, ohne zu oszillieren.; der Asyrn­
ptotik r' nahert. Ein plausibles Iterationsverfahren hierfiir ist

(2.20)

Mit der beziiglich r asymptotischen Losung 6 (r) = r' als Startfunktion ergibt sich eine Losung des

(2.21)

mit
(2.22)

und Polynomen n-ter Ordnung Pn .

Diese Entwicklung ist eine asymptotische Reihe und unbrauchbar fur kleine r. Sie ist gultig fiir groBe
T und kann dart benutzt werden, urn Anfangshedingungen fiir eine numerische Integration zu 7 = 0 zu
bestirnmen.

Fur kleine p kann die p-Abhangigkeit vernachlassigt werden, da dann der 2pi-Term in Gleichung (2.18)
immer klein gegeniiber den anderen Termen ist: Fur groBe r bewegt sich das Potentialminimum so
langsam, daf die Reibungskraft vernachlassigt werden kann, fiir Irl < 1 ist die Beschleunigung so groB,
daf x/± ::> r gilt. Wie wir sparer sehen werden,ist der interessanteParameterbereich durch r "" !1
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gegeben, dart ist also p '" fl1-ry q:: 1. Die Rejerenzlosung xo(t) [iir fl ---> 0 kann deshalb mit r = 0
bestimmt werden.

Gleichung (2.21) zeigt, daf sich ~o(7) algebraisch der Funktion 7' annahert. In x, t-Variablen passiert dies
auf der Zeitskala fl-ry, wahrend fur die Differenz zwischen fit und sin fit die Zeitskala fl-1 maBgebend ist.
Wenn wir also flt = E so klein vorgeben, daf eine vorgegebene Genauigkeitsanforderungen beziiglich der
Differenz zwischen flt und sin flt erfiillt ist, kann durch Verkleinern von fl die GraBe 7 = flry-l beliebig
grof gemacht werden und somit der relevante Bereich der Entwicklung (2.21) aufgesucht werden. Diese
Abschiitzung zeigt, daf die betrachtete Funktion auch die Referenzlosung der vollen Duffing Gleichung
fur einen bestimmten Zeitbereich beschreibt (Abbildung 2.10), der mit fl ---> 0 immer grofer wird.

Wir erhalten also als Darstellung von Xo im ersten Quadranten der (x,x) Ebene (die anderen Teile erhiilt
man durch Spiegelung an der x- und x-Achse)

xo(t) = sin' fit + .6.xo(t)

mit

(2.23)

7 = flryt (2.24)

und ~o als Losung der Gleichung
C+" rip,:>0 ':.0 = ~07 .

Als Anfangsbedingung wird fiir graBe 7 die Entwicklungslosung (2.21) bei p
numerische Integration der Differentialgleichung konnen so die Groflen

(2.25)

o verwendet. Durch

6 := ~o(O) 6 := ~o(O) (2.26)

bestimmt werden. Diese Konstanten sind als Anfangsbedingungen auch fur die Bestimmung der Refe­
renzlosung der vollen Duffing Gleichung fiir kleine r und fl brauchbar. Sie gehoren (wie im ersten Kapitel
10 und wo) zu einem Satz numerisch zu bestimmender GraBen, mit denen im nachsten Kapitel die Poin­
care-Abbildung formuliert wird und sind unabhiingig von den Parametern r und fl, haugen aber von den
Exponenten I, p und q abo

2.3.1 Numerik

Zur Bestimmung von 6 und 6 wurde Gleichung (2.21) bis n
ausgewertet, welcher der gewiinschten Genauigkeitentspricht:

1 bestimmt und bei einem 7-Wert

(2.27)

Mit dieserAnfangsbedingung erhiilt man durchRuckintegration der Gleichung (2.25) bis 7 = 0 die
gesuchten GraBen 6 und 6, die in Tabelle (2.1) fiireinige Satze von Exponenten l,p,q angegeben sind
[13, Xi12, PortXi]. In Abbildung 2.5 sind einige zugehorige Orbits gezeigt.
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Abbildung 2.5: Orbits ~o(t) fur verschiedene q, bei p = 1, 1= O. q von aufJen nach inn en: 1.1, 1.5, 2,
3,5. Die Werte (6,6) sind als Kreise gezeichnet. Die ersien 50 Punkte sind jeweils im
zeitlichen Abstand von !:>.T = 0.1 gezeichnet, die restlichen Punkte im Abstand !:>.T = 3.

2.4 Del' Orbit xo(t) fUr endliche r urid D

Im Fall endlicher r, n ist eine Eliminierung des Parameters n durch Umskalierung auf ~-Koordinaten

nicht rnoglich. Statt dessen wird die volle Differentialgleichung

.. 2" -' q • P("t) i 0Xo + HpXo + Xo - Sin .Hi I O = (2.28)

durch eine Iteration analog zu Gleichung (2.20) approximiert, die so gewonnene Approxirnationslosung
an der Stelle t = T /2 ausgewertet (dort gibt das Iterationsverfahren die besten fiir jeden Parametersatz
iiberhaupt erreichbaren Werte) und die dort ermittelten Anfangswerte fur die numerische Bestimmung
der Referenzlosung im Interval! [0,TJ benutzt. In der einleitenden Veranschaulichung der ReferenzlOsung
sind wir davon ausgegangen, daB diese bei t = T /2 den Wert (x,:i:) = (0,1) besitzt, also in diesem
Punkt dem Potentialminimum exakt folgt. Dies trifft nur naherungsweise zu. Bei endlichen r und n muf
mit einer kleinen Verschiebung zwischen der Bewegung des Potentialminimums und der Schleichlosung
dafur gesorgt werden, daf keine Oszil!ationen auftreten. Durch diese Verschiebung wirkt stiindig eine
Beschleunigung auf das System, durch welche die Geschwindigkeit des Orbits xo(t) wahrend einer Halb­
periode stiindig der Geschwindigkeit des Potentialminimums nachgefiihrt wird, ohnedaB Oszillationen
auftreten. Diese Verschiebung ist -Im Gegensatz zur analogen Phasenverschiebung beim Grenzzyklus im
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q p 1 ~, 6
1.0 1.0 10.0 0.0 1.0
1.1 1.0 I0.0 0.13282387 0.95075248
1.5 1.0 0.0 0.40625079 0.76716172
2.0 1.0 0.0 0.54956335 0.62434681
3.0 1.0 0.0 0.67703038 0.47217376
5.0 1.0 0.0 0.78032061 0.33671393

1
10

.
0 1.0 0.0 0.86902155 0.21483042

3.0 1.0 1.0 0.55872062 0.57307547
5.0 1.0 1.0 0.74631391 0.36612919

10.0 1.0 1.0 0.86036116 0.22135447
1.5 1.1 0.0 0.33307478 0.81572328
2.0 1.1 0.0 0.50179587 0.66280436
3.0 1.1 0.0 0.64715372 0.49905740
5.0 1.1 0.0 0.76184672 0.35397729

10.0 1.1 0.0 0.85868542 0.22433719
3.0 2.0 0.0 0.36864149 0.71609674
5.0 2.0 0.0 0.60318934 0.48440366

10.0 2.0 0.0 0.77472196 0.29152087

Tabelle 2.1: Numeriseh bestimmte Werte (6,6), berechnei dureh Integration der Gleiehung (2.25). Die
Anfangsbedingungen wurden mit (2.27) bei T = 1000 bestimmt. Dori ist die Ungenauigkeit
bei den hier verwendeten I, p, q, T Werten geringer als 10-8 .

harmonischen Fall- zeitabhangig und hat ihren kleinsten Wert an den Umkehrpunkten des Minimums
bei t = -T/2, t = T/2.

Die so erhaltenen Anfangsbedingungen haugen von r und nab, sind also nicht universell; sie werden
auch in der asymptotischen Theorie nieht benutzt. Wir werden jedoch spater auch untersuchen, wie die
asymptotisch giiltige Poincare-Abbildung beim Durchlaufen des Parameterraums erreicht wird. Hierzu
benotigen wir die Referenzlosungen bei endlichen Parameterwerten.

Da die Durchfiihrung der Iterationen sehr aufwendig sind, wurde ein Reduce-Programm [1, Getxv12j
entwickelt, mit dem die entsprechenden Koeffizienten mittels Formelmanipulationen bestimmt werden
konnen, Wir benutzen als Startwert fiir die Iteration die Funktion sin6(ni) und losen Gleichung (2.28)
mit dem Ansatz

wobeian ( C, s,p) ein Polynomin c, s und fi istr mit

s=sinflt, c =cosnt.

(2.29)

Der Ansatz (2.29) wurde in die Dilferentialgleichung (2.28) eingesetzt und die GraBen an durch Koeffizi­
entenvergleich fiir die n-potenzen ermittelt. Dabei treten nur gerade Potenzen von n auf, weil ,"und nx
jeweils einen Faktorn'erzeugen.
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Da der Ansatz (2.29) vermutlich nur eine (fiir n -> 0) asymptotische aber keine konvergierende Reihe
ergibt, ist festzustellen, daf fiir endliche T und n die Definition der Anfangsbedingungen fiir die Refe­
renzlosung eine gewisse Willkiir enthalt. Wahrend die Bedingung, daf die Referenzfunktion eine Losung
der Differentialgleichung sein muf durch die numerische Integration von t = T /2 ausgehend immer erfiillt
wird, legt die weitere Bedingung, daf diese Losung nicht oszillierend sein soli, die Losung fiir endliche
Werte der Parameter T und n nicht eindeutig fest.

Die Rechtfertigung des gewahlten Vorgehens besteht im wesentlichen darin, daf die Approxirnationslosung
im Limes n -> 0 in die asymptotische Losung xo(t) iibergehen muB. Deshalb wurde als Ansatz (2.29)
eine Entwicklung nach n-potenzen gewahlt, die fiir n -> 0 diese Bedingung erfiillt.

Die Koeffizienten an konnen mit unserem Verfahren prinzipiell bis zu beliebiger Ordnung N bestimmt
werden. Da es sieh aber, wie anzunehmen ist, urn eine asyrnptotische Entwicklung handelt, wachsen die
Summanden anD'n mit n iiber alle Grenzen. Die maximal erzielbare Genauigkeit der Entwicklung wird
erreicht, wenn bis zu demjenigen n summiert wird, an dem die Folge der an n2n ihr Minimum besitzt. Die
erzielbare Genauigkeit hangt also von D ab und wird mit wachsendem n immer geringer.

Damit im Zusammenhang steht das Problem, daf sich beim Uberschreiten bestimmter n-Werte die
Struktur der Entwicklungsglieder so andert, daf entsprechend der obigen Regel ein Term mehr oder
weniger aufsummiert werden miiBte. Das hatte dann Spninge bei den Xo- Werten zur Folge, die ein
Artefakt der Approximationsmethode waren.

Beide Schwierigkeiten konnen durch die Methode der LEVIN-Transformation weitgehend eliminiert wer­
den, der wir uns im folgenden Abschnitt zuwenden.

2.4.1 Die LEVIN Transformation

LEVIN beschreibt in [8J konvergenzerzeugende Transformationen, mit welchen der Konvergenzbereich ei­
ner Reihe vergroflert, ihre Konvergenzgeschwindigkeit erhoht werden, bzw. -bci asymptotischen Reihen­
eine Konvergenz unter Umstiinden herbeigefUhrt werden kann.

Betrachten wir die Folge {ai} der ersten N Summanden einer Reihe. Wenn dies eine asymptotische Reihe
in einer Variablen x ist,soliefern die Teilsummen

n

An = 2:= ai,
i=!}

(2.30)

Approxirnationen fiir eine (wie man unterstellt, wohldefinierte) Funktion I(x) mit unterschiedlicher Ge­
nauigkeit in Abhangigkeit von n und x. Diese Genauigkeit ist im allgemeinen dann am graBten, wenn
bis zu dem No summiert wird, bei dem die Folge der lail ihr Minimum hat. Selbst wenn eine groBere
Zahl N von Summanden praktisch zur VerfUgung steht, kann der Fail eintreten, daf nur eine viel kleinere
Zahl No < N der Summanden zur Berechnung der Approximation sinnvoll verwendet werden kann; die
eventuell in den anderen Summanden verschliisselte "Information'i uber f( x) also unbeachtet bleibt.

In der von LEVIN beschriebenen Methode werden nicht einfach die ersten No Folgenglieder aufsummiert,
sondern es wird folgende nichtlineare Transformation benutzt, in die alle Nzur Verfiigung stehenden
Glieder eingehen:

t( -1)' (~) (1 +ir' :i
i=O t

~(-l)'G}l +ir' :i
(2.31)
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Tn ist die Approximation der Summe Lan fiir n -> 00.

Als einen Test fiir die Leistungsfahigkeit dieser Methode, die von LEVIN nicht erschopfend mathematisch
sondern heuristisch begriindet wird, betrachten wir die Folge an = (_l)nn!, die man als eine Entwicklung
des Integrals f:' e-t di / (l + i) erhalt. Die Anwendung der Transformation (2.31) auf die ersten sieben
Folgenglieder {ad = {I, -1, 2 j -6, 24, -120, 720} Iiefert als Ergebnis den Wert 0.59633, welches nUT urn
10-5 Yom exakten Wert abweicht!

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die LEVIN Transformation auf die Approximationsliisung (2.29) ange­
wendet. Die so berechneten Anfangsbedingungen fiir Referenz1iisungen xa(i) sind sehr gut brauchbar fiir
n < 0.3 und r < 1, d.h. die Losungen fiihren keine Schwingungen aus und andern sich stetig bei Varia­
tion der Parameter; wir verwenden sie hier zur empirischen Definition der Referenz10sung fiir endliche
Parameterwerte, wobei n = 10 benutzt wurde.

2.4.2 Numerik

In den folgenden Abbildungen wird der Einfiufl verschiedener Potenzen q, p, I, sowie der Einflufl endlicher
Parameterwerte r und n auf die Gestalt der Referenzlosungen gezeigt. Tabelle 2.2 gibt die charakteristi­
schen Daten der Referenzliisungen jeweils bei t = 0 und i = T/2 an.

Beider Betrachtung der Abbildung 2.8 ist besonders bemerkenswert, daJl fiir die Faile p = q, 1 = 0 und
1= q - 1, p = 0, d.h. die Falle, in denen wegen {j = 1 die Trajektorie des Potentialminimums (2.12) nicht
singular wird, die Referenzlosung nahezu, wenn nicht vollstandig, geschlossen ist. Das hier vertretene
Konzept, wonach eine singulare Bewegung des Potentialminimums und der damit verbundene Kick­
Mechanismus entscheidend ist fiir die Entstehung komplexer Losungstypen, wird hierdurch eindrucksvoll
unterstrichen.

1 1.1 2 3 4 5
xo(o)n ~ 0.00 0.132861425 0.549649940 0.677095450 0.740596299 0.780356823

xo(O)n-ry-" 1.00 0.950835291 0.624374558 0.472170668 0.389792284 0.336700811
xo(O) 0.00 0.002422526 0.087113645 0.214116382 0.320586458 0.404183840
xo(O) 0.01 0.014191174 0.039395371 0.047217067 0.048055415 0.046784426

xo(T/2)n-' 100.010 54.848698337 6.309731184 3.162312797 2.310144138 1.930705452
, xo(T/2)rt- t - ', i 0.0 i 0.0 0.0 i 0.0 i 0.0 i 0.0

xo(T/2) I 1.0001./1.000082645 1.000025000 1.000011111 1.000006250 1.000004000
xo(T/2) 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Tabelle 2.2: Numerisch bestimmte charakteristische Daten von Hejcrenelosunqen. fiir verschiedene q- Werte
arn An/ang und in der 'Miite einer Halbperiode, jeweils in e-Eichung (in derdie Werte fiir
n -> 0 "unioersell" werden) und in x-Eichung, ,in der die Werte xa(T/2) praktisch bei 1
liegen. Die Parameter sind r = 0, n = 0.01, die Exponenten 1 = 0, p = 1. Die zugehorigen
Trajektorien sind in den entsprechenden Eichungen in den Abbildungen 2.6 und 2.7 gezeigt.
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Abbildung 2.6: ReferenzlOsungen xo(t) [iir verschiedene q, bei p = 1, I = 0, r = 0, n = 0.01, skaliert in
z-Koordinaten; Von aufJen: q = 5,4,3,2,1.1,1. Beim P/ertq = 1.1, del tuihe beim l'Vert
q = 1 [iir den harmonischen Oszillator lieqt, ist die Abweichung von dessen Lasung noch
gering und der "Kick" klein. Fiir wachsende q- Werte reiftt der xo-Zyklus immer weiter
auf und der "Kick" wird grafter.
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~
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Abbildung 2.7: Die Hejerenxiosunoen aus Abbi!dung 2.6 skaliert in ~-J(oordinaten. Von aujjen: q
1,1.1,2,3,4,5.
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Abbildung 2.8: Oben: Hejerenelosunqen [iir verschiedene 1- Werte. Von aujJen: 1 = 0,0.2,0.5,1,1.5,2,
q = 3, p = 1, r = 0, n = 0.01. Unten: ReferenzlOsungen [iir verschiedene P: Werte. Von
aujJen: p = 0.1,0.5,1.1,2,3,5, q = 3, 1= 0, r = 0, n = 0.01.
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Abbildung 2.9: Unierschiedliche Approximationen fur die Hejerenzlosusu; Xo fur die Parameieruierie
q = 3, p = 1, I = 0, n = 0.1, r = 0.2 mit drei Verfahren berechnei: Gestrichelt:
Auf x-Koordinaten. zuriickskolierte uniuerselle Referenzlosung (d.h. zu r = 0, und linea­
rer Approximation fur sin nt). Durchgezogen: Die Anfangsbedingungen (x(T/2), x(T/2))
wurden mit der Approximation (2.29) bestimmt. Durchgezogen, oszillierend: Fur die An­
fangsbedingungen (x(T /2), x(T/2)) uiurde (1,0) gewiihlt. Obwohl die letztgenannten Koor­
dinaten bei t = T /2 nur minimal auseinanderliegen, [iihrt diese Abweichung xu grojJeren
Oszillationen. Fur n ..... 0, r "" n fallen alledrei Trajektorien schliejJlich zusammen.
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Abbildung 2.10: Referenzlosunqen. Xo fiir die Parameieruierie q= 3, p = 1, I = O. Oben: Von links:
r= 1,0.4,0.04,0.012, D = 0.25,0.1,0.01,0.003, diese Parameter entsprechen dem Wert
p = 2. Unten: Dieselben D- Werte bei r = O. Die Trajektorien sind in ~-Skalierung

ausgeben. Die nicht geschlossene Kuroe istjeweils ~O(T).



3
allgemeinen Duffing G leichung

3.1 Bestimrnung der Abbildungsformoln

In diesem Kapitel werden wir die allgemeine Form der Poincare-Abbildung bis zur zweiten Ordnung in
e- cT herleiten. Sie wird im asymptotischen Grenzfall n -+ 0, r ~ n exakt.

Die Herleitung ist teilweise analog zum Fall der Rechteckanregung. Dort hatten wir die Halbzyklen in
zwei Zeitbereiche unterteilt: [0 ... t l ] und [tl ... T], wobei e-c ' , ~ 1 war. 1m ersten Bereich ist das System
nichtharmonisch, die Abweichung von der Zeitentwicklung des harmonischen Systems aber universell in
drei Konstanten faJlbar. 1m zweiten Bereich ist das System harmonisch, wir konnten den Einflu£ der
Parameter analytisch beschreiben und so die Abbildungsformeln bestimmen.

Bei der allgemeinen Dulling Gleichung, die in y-Koordinaten geschrieben

ii + 2ry + (y + xo)' - x6 - ((y + xo)/ - x~) sin" nt = 0 (3.1)

lautet, sind die Verhiiltnisse komplizierter, weil durch die xo(t)-Terme das System (in z-Koordinaten)
eine (weitere) Zeitabhangigkeit erhalt. Die xo(t)-Terme fiihren unter anderem dazu, daf das Adiabaten­
theorem am Anfang und am Ende jeder Halbperiode nicht mehr anwendbar ist, weil dart die relative
Geschwindigkeit Io/ Xo niclit klein ist, unabhiingig von den Parametern r und n.
Zur Herleitung der allgemeinen Form der Poincare-Abbildung nehmen wir zunachst vereinfachend an,
das System sei in allen Zeitbereichen adiabatisch und das Potential hornogen (d.h. Xo = x a ) sowie am
Ende jedes Helbzyklus harmonisch. Mit diesen Annahmen entspricht es dem Fall der Rechteckanregung
und wir leiten hierfiir die allgemeine Form der Abbildungsfunktion her. Es wird sich herausstellen,
daf die Poincare-Abbildung ohne diese Vereinfachungen dieselbe algebraische Form besitzt, lediglich die
Zahlenwerte der universellen Konstanten werden sich andern.

Wir betrachten das System zu Beginn des n-ten Zyklus, Dort besitze es die Wirkungs-Winkel-Koordinaten

n2' +"(la+ Mn) = fl2'+"Ia(1+ e-CTin),

'Pa + {f'Pn' (3.2)

Die Gr6£en (la, 'Pa) entsprechen (l0,0) im Fall der Rechteckanregung (in ~-T-Eichung). Der Punkt
(Yn-l, Yn-I) = (0,0) (bezogen auf den linken Ast der Referenzkurve) am Ende des (n ~ 1)-ten Zyklus wird
durch den Kick auf (la, 'Pa) abgebildet; bei allgemeinen Werten (y, if) wird die Differenz zu (la, 'Pa) durch
(in, {f'Pn) beschrieben (Abbildung 3.1). Durch Herausziehen des Faktors e-cT erhalt in die Gr6£enordnung
1.

50
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Abbildung 3.1: Versehiedene Punkte auf dem Referenzzyklus mit endliehen r und n.
A: (y(2T), y(2T)) = (0,0) beziiglieh linker Referenzkurve, (I(O), 1"(0)) = (Ia, lOa) beziiglieh
reehter Referenzkurve.
C: (y(2T), y(2T)) = (Linearkombinationen in u, und U2, siehe 3.5) beziiglieh linker
Kurve, (I(O),cp(O)) = (Iu(l + e-rTi),'Pa + 0lf) beziiglich rechier Kuroc.
D: (f(T), I"(T)) = (e- 2rT1a(l + e-rTil, lOa +01" + fwdt) beziiglieher reehter Kurve.

Nach Durchlaufen einer Halbperiode T erreicht das System den Zustand

1n(T)

I"n(T)
r T

lOa + Ol"n + io w(In(t), t)dt, (3.3)

wobei wir fiir die Zeitentwieklung den Adiabatensatz benutzt haben, Bei t "" T ist das System nahezu
harmonisch, es kann deshalb in "harmonischen" Koordinaten

(3.4)
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mit der bequemen Konvention

Kapitel3. Die Poincan<-Abbildung der allgemeinen Duffing Gleichung

(3.5)

beschrieben werden, dies entspricht (1.20) auf Seite 20.

Durch eine Punktspiegelung, die die Inversionssymmetrie der Duffing-Gleichung ausnutzt (so daB wir
nur eine Bewegung in der rechten Halbebene des Phasenraums betrachten miissen ), wird der Punkt
(y(T), y(T)) in die Nahe des Punktes bei t = 2T (Abbildung 3.1) transferiert. Der jetzt folgende Kick,
durch den das System wieder auf den Beginn des rechten Zweiges bezogen wird, fiihrt zu den Koordi­
naten (in+' , "<Pn+'), die wir in zweiter Ordnung in Abhangigkeit der Koordinaten (u" u,) vor dem Kick
entwickeln (Summationskonvention):

-rT·
e Zn+l «,«; + ~I('J.lUIlUti

1
= r»; + 2PI/P.u lI u p. (3.6)

Da J und <P reelle GraBen sind, ist es zweckmaBig, die komplexen Koeffizienten K und P durch Amplituden
und Phasen auszudrucken:

K, I<" !B eiX1 P, = p' = Ie eitP1, a , , " ,
K ll K22 lB eiX2 Pll = P2*2 = le eitP2 (3.7)" , 2' ,

J(12 = K5, ~B3' P12 P5, ~C3.

Die Transformation (y, y) .... (I, <p) ist kanonisch, d.h. es gilt die Beziehung

oJ o<p oJ o<p
-----=1
oy Y oyoy

bzw. (3.8)

Daraus folgt:
1 .

2S'(K,P,) = "2B,C, sm(x, - 1jJ,) = 1,

KuP, + K,P" = PuK, + P,K'2.

(3.9)

(3.10)

Es wird sich im Folgenden herausstellen, daf die GraBen der Gleichung (3.7) im asymptotischen Grenzfall
n --+ 0, r --+ °unabhiingig von den Systemparametern sind. Wir bezeichnen sie deshalb als "universelle
Konstanten" unserer Abbildung. Sie hangen von den Exponenten q, p und lab.

Zur Bestimmung des Integrals JoT w(In(t), t)dt aus Gleichung (3.3) verwenden wir zunachst die Beziehung,
xo(t) = xo(t) = sin'(t) (die eine spater zu korrigierende Approximation an den beiden Enden des Refe­
renzzyklus enthalt}. Fur das Weitere entscheidend ist die hieraus folgende Homogenitat des Potentials
(2.11), welche Skalenrelationen fiir den Zusammenhang von E und J gemaB Gleichung (1.12) und damit
einen analytischen Ausdruck fiir w(!) bedingt:

mit der Entwicklung
=

E(J ) - '" q+l-~(q+3)Jn
. ,Xo. ---,~ enxo

n=l

(3.11)

(3.12)
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ergibt
8E <=l

w(I, xo) = 81 = CI Xo' + 2c,xo' 1 + ... ,
wobei

(;1 = "Via - t, r- - 1 {2n2...L. 7 nl ...L. 212 n J 1 ~
~~ ~ ~2--48\ '1. I ''1." I • -'1-'-""-}

gilt und die harmonische Frequenz fiir kleine Amplituden durch
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(3.13)

(3.14)

(3.15)

gegeben ist. Es ist dabei ein gliicklicher Umstand, daf die Entwicklung von w nach Potenzen von 1
zugleich auch eine Entwicklung nach inversen (i.A. nicht ganzzahligen) Potenzen von Xo ist. Durch
Benutzung dieser Entwicklung ergibt sich das Winkelinkrement als

T N1wdt = A,T +I: vCv(Ia + 81)"-1Fv(r, n),
o v=2

mit r . 8 c, f(T)
A, =". io sm tdt = y'irf(Kli')'

und
Fv(r, n) = n("-I)," F (ov, (v - 1)~)

wobei wir als zweckmallige Abkiirzungen

(3.16)

(3.17)

und

A t::'1.1 = veil a , v>l (3.18)

(3.19)

(3,21 )

(3.20)

einfiihren. Die Berechnung der Funktion F, und die Bedeutung der oberen Summationsgrenze N ~ 2
wird im Anhang (S. 92) dargestellt. Eine wichtige Eigenschaft der Formel (3.16) ist die Trennung der
parameterabhangigen Faktoren F; von den universellen Konstanten; ihre Moglichkeit beruht entscheidend
auf der H01110geniUit des Potentials (2.11).

Durch Kombination der Formeln (3.3) bis (3.7), insbesondere durch Einsetzen des Ausdrucks (3.16) fiir
das Winkelinkrement (welches als ein Schliisselresultat dieser Arbeit angesehen werdenmuB) erhaltman
jetzt eine vollstandige Parametrisierung der Poincare-Abbildung:

I 1 \

'n+1 = (1 + ~e-TTin) B, cos('Pn + Xl) + e- TT [B, cos(2'Pn + X,) + Bs],

[T
'Pn+1 'Pn+l(O) + io w(In+1(t),t)dt

= 'Pa +.e-'TT (1 +ie-TTin) C, cos('Pn +1>,) +e-'TTrC, cos(2'f'n +1>,) +C3]

N

+ A,T +I: AvFv(r, n) (1 + e-TTin+1) v-I.
1.1=2
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Sortieren nach Potenzen von e-rT ergibt

(3.22)

mit den Koeffizienten

N

Po = 'Pa +A,r +L AvFv(r, fl),
11=2

N

CP, = B, L(V - l)AvFv(r, fl) COS('Pn +xi) +C, COS('Pn + ,p,),
v=2

N

CP2 L(v - l)AvFAr, fl) [B2 cos(2'Pn + X,) + B3

v=2 (3.23)

1 " 1 ]+ 2"(v - 2)B, cos ('Pn +Xl) +2"Blin eos('Pn +Xl)

+ ~CI in cos( 'Pn + ,p,) +C, eos(2'Pn + ,p,) +C3 ,

W, = B, cos('Pn + X,),

W2 ~Blin cos('PI +Xl) +B, eos(2'Pn +X,) + B3 .

3.2 Adiabatizitat und Homogenitat des Systems

Wir gehen jetzt zum Anfang unserer Uberlegungen zuriiek und untersuehen die Korrekturen, die sieh
dureh die Abweiehungen von der (zunachst vereinfaehend vorausgesetzten) Adiabatizitat des Systems
und Homogenitat des Potentials am Anfang und Ende jedes Halbzyklus ergeben.

Die Poincare-Abbildung (3.20) ist eine systematische Entwieklung bis zur zweiten Ordnung in e~,T

Die als fest anzunehmende GroBe e-,T ist also klein, aber endlieh. Dureh diese Bedingung ist auch
r ~ fl festgelegt. Die Koeffizienten (3.23) der Poincare-Abbildung sind asymptotisch, d.h, im Grenzwert
fl -> 0 exakt. Konnten wir die Poincare-Abbildung auch bei endlichen Werten von r und fl durch eine
Potenzreihenentwicklung nach e-rT analytisch darstellen, so erhielten wir. fur die Koeffizienten in (3.23)
Ausdriicke der Form

(3.24)
v

Die Koeffizienten qv gehen im Limes fl -> 0 in eindeutig definierte numerische Konstanten (eben die B v,
Cvetc.) iiber, wahrend die r·fl·Abhangigkeit der pv ja schon analytisch bekannt ist. Es ist im folgenden
zu demonstrieren, daf diese universellen Konstanten fiir fl -> 0 tatsachlich auch unabhangig von r sind.
In einern spateren Abschnitt werden wir dann priifen, wie weit ihr Giiltigkeitsbereich Iiir endliche r , fl
reieht.
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Im Folgenden wird e-,T festgehalten, also r ~ !1 angenommen. Wir definieren die Zeitpunkte

t, n-1"/-~ t, := T - t ,,
t, .- !1-H, t, := T - t,,

mit
E- (1-')) >0

- 3 .
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(3.25)

(3.26)

Diese Wahl wurde so getroffen, daB im Grenzfall !1 ---> 0 folgende Eigenschaften fur die Zeiten in ~-7­

Eichung bestehen:
71 = n-~ ---? 00, !1-" 72 n-( (3.27)72 = -+ 00, - = ---? 00

71

~(71) ---> 00, ~(r,) ---> 00,
~(7,)

(3.28)~(r,) ---> 00,

!1t, = !1' ---> O. (3.29)

Fur die zunachst von !1 und r abhiingenden Referenzlosungen ~(7) = !1-0XO(!1ry7) gilt gleichmiiBig

~(r) ---> ~O(7)

~(r) ---> r 5

~(7) ---> sin5(!1,-ryr)

fur

fUr
fur

7 < 7, und

71 < 7" < /2

71 < 7 < 71

72 < T,

und 72 < T < 71

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Obwohl der Effekt der Reibung iiber das volle Zeitintervall T durch das vorgegebene e-,T festgehalten
wird, gill ferner

e-r t -t 1
-rt -rTe ---te

fur

fur
0< t < t,
t, < t < T

und (3.33)

so daB fur die Behandlung der vier iiuBeren Zeitbereiche die Reibung keine Rolle mehr spiell.

Diese Zeitpunkte definieren fiinf Zeitbereiche im Halbzyklus T mit unterschiedlichen Systemeigenschaften
(Abbildung 3.2), die in Tabelle 3.1 zusammengefaBt sind.

I Universell I Adiabatisch I Homogen I Harrnonisch I
sin!1t ---> !1t Xo "" x. I

I x
TI x x x x
III x x x
IV x x x x
V x

Tabelle 3.1: Eigenschaften der Duffing Gleichung in verschiedenen Zeitbereichen.

Die Existenz der Bereiche II und IV, in denen alle relevanten Eigenschaften gleichzeitig vorliegen, ist
wesentlich fur die in Abschnitt 3.3 folgende Konstruktion. Sie ist offensichtlich die Konsequenz der un­
terschiedlichen Zeitskalen !1-ry und !1-I fiir das Erreichen derAsymptotik 7 5 der Referenziosung bzw. das
Einsetzen der Nichtlinearitiit der Sinusfunktion.
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I

II

III
72 _.-....----,...-.,...---­
--'"

0.0i

71 .> IV

V

-0.5 +-------,--------,-----,--------,-------,
o 1 2 3 4 5

z

Abbildung 3.2: Zeitbereiche der uerschiedenen Eigenschajten der Duffing Gleichung zn ~-T-Eichung.

Zusiitzlich ist die Referenzlosung ~o gepunktet angegeben.

Das System ist in den Bereichen II-IV harmonisch, weil dart durch das Anwachsen von ~o(t) der relative
EinfluB der nichtquadratischen Terme des Potentials abnimmt. Das wird sichtbar, wenn man die Diffe­
rentialgleichung unter Vernachlassigung der Reibung in den temporiiren Zeiteinheiten w(T ))-1 = ~(1-q)IZ

schreibt:

(3.34)

Die Anharrnonizitat im Polynom P wird mit wachsendem ~(t) zunehmend irrelevant, sie ist nur in den
Bereichen I und V zu beachten.

Ein subtiler Punkt ist der, daf sich im Limes n -> 0 das System iibcr jeden endlichen Zeitabschnitt
innerhalb des Intervalls T1 < T < 71 zwar immer harmonischer verhiilt, daf aber der (uber den dann
divergierenden Zeitraum T) integrierte Effekt der Anharmonizitat weiterhin fiir die Poincare-Abbildung
entscheidend bleibt. Entsprechendes gilt natiirlich fur den Abfall der Wirkung urn den Faktor e-Z,T im
Bereich III.

Irn Fall der Rechteckanregung muBten wir nur zwei Zeitbereiche unterscheiden, die zu3.1entsprechende
Tabelle besteht dort nur aus den ersten beiden Zeilen.
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Wie im vorherigen Abschnitt begrundet, wird das System in den Bereichen I, II, IV und V durch Gleichung
(2.25)

(3.35)

mit beliebiger Genauigkeit beschrieben, wenn man nur n hinreichend klein wahlt.

Unser Ziel ist es jetzt, den EinfluB des Kicks sowie der Anharmonizitat, Nichtadiabatizitat und Inhomoge­
nitat des Potentials in den Bereichen I und V auf die Konstanten fa, 'Pa und die Entwicklungskoeftizienten
P, I< zu bestimmen [13, Init2].

Dazu miissen wir die Losungen der Differentialgleichung, die in den Bereichen I und IV nur numerisch
zu bestimmen sind, in den Bereichen II und IVan die Losungen fiir 71 < 7 < 7" die auch in Bereich
III gilt, anfitten, Letztere sind analytisch verfugbar, da in den Bereichen II, III und IV das System
im Grenzfall n -> 0 harmonisch und adiabatisch wird, so daf die Transformation (~,~) e--s- (f,'P) dort
anaiytisch bekannt ist. Fur die Bereiche I, II und IV, V ist der Grenzfall insofern schon erreicht, als
wir dort die Differentialgleichung (3.35) verwenden. Allerdings riicken fiir n -> 0 auch die Bereiche II
und IV (zeitlich und auf der ~-Achse) ins Unendliche. Fur die prinzipielle Diskussion durfen wir daher
die Zeitpunkte 7± des AnschluBverfahrens (und damit seine Genauigkeit) beliebig groB annehmen. Fur
die praktische numerische Durchfiihrung des Verfahrens kommt naturlich nur ein endliches 7 in Frage,
und wir werden im nachsten Kapitel behandeln, wie mittels einer explizit zeitabhangigen kanonischen
Transformation trotzdem die erforderliche Genauigkeit erzielt werden kann. Zunachst das prinzipielle
Verfahren.

Wir betrachten also Anfangs- und Endzeiten L <: -1 und 7+ ? 1, durch deren Wahl die Bewegung ~(7)­

~o(7) mit beliebiger Genauigkeit harrnonisch und adiabatisch gemacht werden kann. Zur Bestimmung
von (fa, 'Pa) betrachten wir die bei (~(O), ~(O)) = (-6,6) beginnende Trajektorie bis 7 = 7+. Hier besitzt
das System die (fur 7 -> 00 asymptotisch konstante) Wirkung fa, und enthalt so aile aus dem Bereich I
stammenden Einfliisse. Der Winkel verhalt sich als Funktion von 7 wie

(3.36)

wooer L:\'P+(T+) das von r = 0 bis T = T+ mit der Fiktion adiabatischen und homogenen Verhaltens
bestimmte Winkelinkrement ist, und W a die in Gleichung (A.3) definierte Frequenz in ~-7-Eichung mit
linearisierter Anregung. Die GroBe 'Pa enthalt analog zu fa neben dem Einfluf des Kicks aile aus Bereich I
stammenden Winkelkorrekturen. Das bedeutet, daB fur Zeiten 7 > 71 alle diese Effekte in der Konstanten
v; absorbiert sind. (entsprechend 0(fo) im Fall der Rechteckanregung).

Wir erhalten so bei T = T+

~(7+) = ~0(7+) -r;!{i;COS('Pa + .6.'P+(7+)),

~(7+) = ~0(7+) + V2W1(7+)fa sin('Pa + .6.'P+h)),

und

(3.37)

(3.38)
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(3.39)

Zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten J{ und P gemiiil (3.6) betrachten wir Trajektorien, die
bei T = L in der Umgebung der Referenzkurve beginnen

~(L) -~o(-L) +,/?,,,,I;T ) (ulei£>~- + u,e-i£>~- ) ,
V --.1.\'-; .

e(L) = eO(_L)+iVwl(~-)Ia (u,ei£><P- _u,e-i£><P-).

Dem kleinen Abstand 21ud cos(<p + ~<p_) = ulei£><P- +u,e-i£><p- entspricht der Wirkung bei T = L zur
Referenztrajektorie entspricht die Wirkung bei T = L

(3.40)

Die fiktive adiabatische WinkeHinderung bis T = 0 ist wieder gegeben durch

(3.41)

Mit diesem Ansatz fiihrt die Anfangsbedingung (3.39) zu "fiktiven Koordinaten" (Ul' u,) bei T = 0,
die wir erhalten wiirden, wenn das System im "gespiegelten" Bereich V harmonisch, adiabatisch und
hornogen ware.

Integrieren wirweiter zu r = T+, erhalten wir die Koordinaten

(3.42)

(3.43)

mit

~<p+ = 01" +1T

+ Wa (I+ , T)dT.

Somit werden den Koordinaten (U"U,) die Differenzen in Wirkungs-Winkel-Koordinaten (51,01") zuge­
ordnet und zwar so, daf die fiktiven Koordinaten (Ul' u,) zur Zeit T = 0 vor dem Kick fiktive Wirkungs­
Winkel-Inkremente (oJ, 0'P) zur Zeit T = 0 nach den! Kick erzeugen, wahrend die weitere Zeitentwicklung
so behandelt werden kann, als verhielte sich das System in Bereich I adiabatisch und homogen und in
Bereich V zusatzlich harmonisch.

Alle Effekte der Nichtadiabatizitat, Anharrnonizitat und der Abweichung W # W a in den Bereichen V und
I sind somit in der Abbildung (Ul' u,) -+ (51,01") enthalten.
n' 'T' . l' 1-." ...l / \ d . -.1' D • 11k ffizi .l. T? n' In,...\ k"....... ie ...rajektorien ZU verscruecenen \ til, U2) un SOHnt uie Lntwicklungs oe zienten 1\., r: III ~ ,).0 ) onnen

nun numerisch berechnet werden. Die Poincare-Abbildung (3.22) ist damit vollstandig bestimmt.

Bei der praktischen Durchfiihrung dieses Verfahrens tritt das Problem auf, daf die Gleichungen (3.37)
und (3.39) nur fiir das harmonische System eine Wirkungs-Winkel-Transformation darstellen, die zu
einem konstanten I(T) fiihrt. Wollte man sie verwenden, miiBte das Integrationsintervall [-L ... T+J
die Bereiche IV bis II umfassen, und wir miiBten beispielsweise im Fall p = 1, I = 0, q = 3 fiir eine
akzeptable Genauigkeit von 3 Stellen in den universellen Konstanten ein zeitliches Integrationsintervall
von [_107

•.• 107J verwenden. Da das praktisch nicht durchfiihrbar ist, benutzen wir die im Kapitel
5 beschriebene .TransforIllation WVV(, eine zeitabhangige Wirkungs-Winkel-Transformation, welche die
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q=3 q=4 q = 2.1 q=5 q=4
p=1 p = 1 p=1 p=1 p = 1.5
1=0 1=0 1=0 1=2 1=0

s 0.333333 0.250000 I 0.476190 0.333333 0.375000
.\ 2.666666 2.750000 2.523809 3.333333 3.125000

I 0.250000 0.181818 0.377358 0.200000 0.240000

'I 0.250000 0.272727 0.207547 0.400000 0.360000

6 0.677030 0.740548 0.568342 0.690634 0.629283
6 0.472173 0.389803 0.603279 0.412847 0.485961
fa 0.643386 0.695257 0.520835 0.366509 0.577521

'Pa 0.590845 1.170859 2.252078 3.020047 1.874718
B, 1.373153 1.289717 1.550786 1.455937 1.891013
B, 0.630713 0.702156 0.576042 1.685496 1.332053
B3 -0.179346 -0.488821 0.218103 -0.971862 -0.808882
C, 1.547038 2.314061 3.402285 3.282775 3.780085
C, 0.804548 1.639907 1.492144 4.576395 3.741357
C3 1.275581 1.170801 1.420545 0.106784 0.268957
X, -2.208157 -2.064884 -2.429117 -1.142350 -1.973212
X, -3.134970 -3.045390 2.933932 -1.630484 3.034903
,p, 2.848043 -2.799271 -2.817896 -1.574090 -2.256788
,p, 2.157146 2.550070 2.602434 -1.720956 2.826991
Ao -1.617312 -0.894025 -0.177039 1.877697 -0.098493
A, 1.426348 1.614111 1.237579 1.235253 1.486087
A, -0.375308 -0.782164 -0.124132 -1.832548 -0.649711

59

Tabelle3.2: Unioerselle Konstanten fur verschiedene Kombinotionen voti pc q sind I, die nach demim
Text erliiuierten Verjahren berechnet wurden.

Zeitabhiingigkeit der im Potential enthaltenen Funktion ~o(7) explizit beriicksichtigt, im Limes t ---; 00 in
den harmonischen Zusammenhang (z.E. (3.37)) einmiindet und so konstruiert ist , daf I konstant bleibt.

Die in Tabelle 3.2 angegebenen Konstanten besitzen eine Genauigkeit von 6 Stellen. Die Crofen (~0(0),

eo(O)) wurden durch Integration der Differentialgleichung (3.35) von 7 = 4000 bis 7 = 0 mit der An­
fangsbedingung (2.27) (Seite 40) bestimmt. Als Toleranz der Integration [12] wurde hierbei und bei der
foigenden integration der Wert 10-18 verwendet. Zur Ermittlung der Koeffizienten J( und P wurden
24 Trajektorien von L = -200 bis 7+ = 200 integriert. Die Anfangsbedingungen wurden entsprechend
(3.39) mit lui = 0.01 gewahlt.

Der die Genauigkeit begrenzende Faktor ist hierbei die numerische Berechnung der Ableitungen zur
Bestimmung der KoeffizientenKj., undP"". Sie konnte durch die Verwendung einergrofieren Zahlvon
TrajektorienerhOht werden.
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3.4 Diskussion del' Abbildungsforrneln

Wir betrachten nun die Abbildung (3.22), (3.23) zunachst in erster Ordnung e-,T und schreiben sie urn
in die Form aus Kapitel 1:

'Pn+l = a + f3 cos 'Pno (3.44)

Die hierfiir notwendige Zusammenfassung der beiden Kosinusterme im Ausdruck <PI der Formel (3.23)
fiihrt zu einer Phasenverschiebung fl. im Winkele:

mit

N

'Pa +AIT +L AvFv + fl.,
v=2

(3.45)

(3.46)

und

N

A = BI L(v - I)AvFv cos XI+CI COS"vI,
v=2

N

B = BI L(v - I)AvFvsinXI + CI sin"vl
v=2

(3.47)

Ll. = larccos B Isign(B). (3.48)
...}A'+B'

Die hierdurch definierten Koordinatenlinien der Parametertransformation (a,,8) ---> (r,!1) sind fiir die
Exponenten q = 3, p = 1, 1 = 0 in den Abbildungen 3.3 und 3.4 gezeigt.

Wir vergleichen die r-!1-Abhangigkeiten von,8: Im Fall der Rechteckanregung wachst ,8 mit r-I, wahrend
bei der allgemeinen Duffing-Gleichung diese GroBe durch F; gegeben ist, die sich im Parameterbereich
r "" !1 <:: 1 wie r("-I)x" verhalt ((A.4) auf Seite 92), im Fall q = 3, p = I, 1 = 0 also wie r-O.' 5 . Urn,
bei festgehaltenem e-,T, in den interessanten Parameterbereich ,8 2: I zu gelangen, muf man bei der
allgemeinen Duffing-Gleichung also weiter in die Asymptotik zu kleinen r (und damit grofien T) gehen.
Urn den Gultigkeitsbereich unserer Theorie mit ,8-Werten oberhalb 2 zu erreichen (etwa mit e-,T < ~),

wo voraussichtlich viele Attraktoren koexistieren, miiBte man sogar extreme Perioden T betrachten.

Der EinfluB der parameterabhangigen GroBen F; ist am Beispiel der Systemparameter q = 3, p = I,
1 = 0 (hier tritt nur F, auf) in Abbildung 3.5 gezeigt. Fur ,8:<:-1 wachst F, auf 20 an. In <Po ist der
Term A,F, zwar viel kleiner als der fiihrende Term AIT, erzeugt aber durch seinen Einflull auf a(r,w)
die asymptotisch exakte 211'-Periodizitat des Phasendiagramms in a-,8-Koordinaten. In <PI und <P, sind
die Terme mit den F,- Faktoren dominierend.

3.5 Phasendiagramme

Die hier gezeigten Phasendiagramme sind aile in den Koordinaten (a,,8) nach den Gleichungen (3.45)
und (3.46) gezeichnet, also den Parametern der eindirnensionalen Poincare-Abbildung erster Ordnung in
e-,T. Die Bedeutung der Schraffuren ist auf Seite 30 erlautert.

Wir vergleichen in Abbildung 3.6 zunachst Phasendiagramme zur Differentialgleichung und zur eindimen­
sionalen Poincare-Abbildung (3.44) fur a-Werte urn 1000·211'. Die Ubereinstirnmung in o-Richtung ist
sehr gut. In ,8-Richtung istbeider ersten Bifurkationslinie eine kleine Abweichung vorhanden, die zweiten
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Abbildung 3.3: Koordinaienliniea der Parameierimnsjormntion. (a,{3) -t (r,T), q = 3, p = 1, 1=0.
Gepunktet: T =konst. Von links: T = 1500,3000,4500,6000,7000.
Durchgezogen: r =konst. Von links: r = 5.10-3 , 10- 3 , 5 ·10-<, 3.10-4 , 2.10-4 , 1.5.10-4 ,

10-4 •

Strichpunktiert: e-,T =konst. Von oben: e-,T = 0.65, 0.56, 0.47, 0.32, 0.1, 0.003.

Bifurkationslinien des Duffing-Systems sind asymrnetrisch gegeniiber denen der Abbildung verschoben.
Diese Asymmetrie kann offensichtlich durch die Abbildung in erster Ordnung e-,T nicht realisiert werden
(siehe Seite 30).

Nehrnen wir die Terme zweiter Ordnung hinzu, so erhalten wir eine gekoppelte Abbildung in 'P und i. Wir
betrachten zunachst die Winkelabbildung. <1>2 besteht aus Termen ~ cos 2'Pn und ~ in cos 'Pn. Die Terme
'" in COS(SOn) bewirkendurch den zusatzlichen Freiheitsgrad ein "Aufweichen"der Abbildungsfunktion,
deren Einfiuf auf die gesamte Abbildung spater untersuchtwird. Die Terme NCOS 2)On fiihren zu einer
Asymmetrie in der Abbildungsfunktion,deren Einfluf wir als nachstes betrachten.Dabei ignorierenwir
zunachst dis Terme ,....,in .COs'Pn:

'Pn+! = az + j3 cos o., +7 cos(2'Pn + '1'), (3.49)

wobei die trigonometrischen Terme aus (3.23) auf die iibliche Weise zusammengefallt wurden (az, 7
und '1' ergeben sich als FunktionenderT'.f», n)) .. Diese Darstellung ist natiirlichkeine konsequente
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Abbildung 3.4: Koordiuatenlinien der Parameiertransformation (r,T) --> (a, (3), q = 3, p = 1, 1=0.
Durchgezogen: a =konst. Von links: a = 500, 1000, 2000, 5000, 10000, 13000.
Gepunktet: (3 =konst. Von links: (3 = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 2, 5.
Sirichpunktiert: e-rT =konst. Von oben: e-rT = 10-2°, 10-5, 0.003, 0.1, 0.3, 0.8.

Entwicklung der Poincare-Abbildung, sie dient zur Untersuchung des jeweiligen Einflusses durch die
Zweidimensionalitat bzw, der hoheren Fourierkomponenten der Winkelabbildung. Die Abbildung (3,49)
besitzt nicht mehr die fruher beschriebene Spiegelsymmetrie (vgl. Seite 30). Die an Hand der Abbildung
(1.11) auf S. 29 beschriebene Konstruktion zur Bestimmung der Fixpunkte fiihrt bei einer Variation von a2

nicht mehr nur zu einer Verschiebung, sondern durch den Term I cos(2,pn +1Ji) auch zu einer Anderung des
Funktionsgraphen; dieser fiihrt bereits zu einer Asymmetrie der Bifurkationslinien im Phasendiagramm,
dasin Abbildung 3.7gezeigt ist.Die beschriebene Asymmetrie der Abbildung (3.49) ist erkennbar,
die{3-Werte der 'zweiten Bifurkationslinien sind gegentiber derPcincare-A.. bbildung erster Ordnung in die
richtige Richtung verschoben, jedoch stimmen sie nicht exakt mit denen der Differentialgleichung iiberein,
obwohl das Phasendiagramm schon "nahe" der Asymptotikliegt, d.h. die asymptotischen Bedingungen
(1.2), (1.3) sind rechtgut erfullt: T "" 4000, e-rT "" 0.1 ... 0.22, r "" 6 . 10-3

.•• 10-2
• Die Poincare­

Abbildung ist also in diesem Bereich noch nicht durch eine eindimensionale Abbildung zu beschreiben,
die Variable i hat einen Einfluf auf die Form des Phasendiagramms. Dies ist im zweiten Phasendiagramm
der Abbildung 3.7 zu sehen: hier ist die volle zweidimensionale Abbildung gezeigt. Diese Abbildung fiihrt
zu einer sehr guten quantitativen Ubereinstimmung auch bei groBeren Werten vC>Il (3.

In Abbildung 3..8 [13,Scale6] sind die Phasendiagramme der Differentialgleichung und der zweidimensio-
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Abbildung 3.5: Durchgezogen: Die GrojJe F2 in Abhiingigkeit von {3 fur folgende Q- Werte (von unten):
10, 100, 1000, 10000.
Gestricheli: e-r T in Abhiingigkeit von {3 fur die Q- Werte(vonoben): 10,100, 1000, 10000.
Sustemparameter: q = 3, p = 1, l = O.

nalen Poincare-Abbildung gezeigt (die ab jetzt ausschlieBlich gezeigt werden,da ja das Phasendiagramm
der eindimensionalen Poincare-Abbildung exakt periodisch in Q ist und die o-Abhangigkeit des Phasen­
diagramms der Abbildung (3.49) sehr gering ist), jedoeh fiir niedriger indizierte Zungen. Wie zu erwarten
war, wird die Ubereinstimmung in {3-Riehtung mit kleineren Werten von Q immer geringer.

In Abbildung 3.9 sind die Phasendiagramme der ersten Resonanzzungen gezeigt. Auch hier ist die qua­
litative Ubereinstimmung noeh gut, quantitativ kommt zu einer Versehiebung in {3-Riehtung aueh eine
Abweiehung in o-Richtung. Dieser Parameterbereieh kann quantitativ nieht mit der asymptotischen
Abbildung besehrieben werden.

In den Abbildungen 3.10 und 3.11 sind schliefilich die Phasendiagramme fiir die Exponenten q = 4, p",l,
I = 0 sowie q = 5, p = 1, l = 2 gezeigt.
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Abbildung 3.6: Phasendiagramm der aligemeinen Duffing-Gleichung und der zugehorigen Poincare­
Abbildung ersier Ordnung. o-Achse in 21r-Einheiten. Parameter: e-,T = 0.10 ... 0.22,
r = 0.00033 ... 0.00050, T = 4412 ... 4418.



3.5. Phasendiagramme 65

ex

999.50

999.25

999.00

998.75

2.0
(3

1.81.6

-0.05

1.4

-0.15

1.21.0

-0.25
ex

998.60 +--~-----r-----'-----,----~------.-=~~~
0.8

999.50

999.00

999.25...n=!=

998.75 zz .........

1.0

-0.25

1.2

-0.15

p=t
1.4

-0.05 _

:"!i~
2.0

(3

Abbildung 3.7: Phasendiagramm der Poincare-Abbildunq {3.49}und. der zweidimensionalen Poincare­
Abbildung. a-Achse in 27r-Einheiten.
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Abbildung 3.8: Phasendiagramm dec allgemeinen Duffing-Gleichung und dec zugehorigen Poincare­
Abbildung zweiter Ordnung. a-Achse in 27r-Einheiten. Parameter: e-·T = 0.17 ... 0049,
r = 0.0077 ... 0.018, T = 91. .. 96.
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Abbiidung 3.9: Phasendiagramm der allgemeinen Duffing-Gleichung und der zugehorigen Poincare­
Abbildung zuieiier Ordnung fur die ersten Resonanzzungen. a-Achse in 21r-Einheiten.
Parameter: C'T = 7.10-5 ••. 0.77, r =0.032 ... 0.77, T = 1.5 ... 12.3.
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Abbiidung 3.10: Phasendiagramm der allgemeinen Duffing-Gleichungmit den Exponenten q = 4, p =
1, I = 0 und derzugehorigen Poincare-Abbilduno zweiter Ordnung. a-Achse in 21T­
Einheiten. Parameter: e-r T = 0.074 ... 0.25, r = 0.0038 ... 0.0072, T = 355 ... 360.
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Abbildung 3.11: Phasendiagramm der allgemeinen Duffing-Gleichungmit den Exponenten q =5, p =
1, I = 2 undder zugehiirigen Poincari-Abbildung zweiterOrdnung. a-Achse in
27r-Einheiten. Parameter: e-,r = 0.00032... 0.0056, r =0.00066 ... 0.001, T =
7795.5 ... 7799.4. Bei diesen Exponentenwird die asymptotische Resonanzzunge sehr
langsam erreichi, deshalb sind trotz der hohen ac Werte noch Abweichungen sichtbar.
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Asymptorik

In der bisherigen -asymptotischen- Theorie hatten wir die Poincare-Abbildung der Duffing-Gleichung als
Entwicklung nach Potenzen von e-,T fur den asymptotischen Parameterbereich

r~l ~T,

e-,T klein, aber endlich

hergeleitet. Als Ergebnisse erhielten wir

1. die funktionale Form der Poincare-Abbildung,

2. die Parametertransforrnation (r,O) <-+ (a,f3) mit den

3. universellen Konstanten.

(4.1)

(4.2)

In diesem Kapitel untersuchen wir die Erweiterbarkeit der Theorie auf Parameterbereiche, in denen die
Bedingungen (4.1) und (4.2) nur miillig gut erfiillt sind. Wir werden zeigen, daf durch geeignete Modi­
fikation der genannten Ergebnisse auch fur den nichtasymptotischen Parameterbereich eine quantitativ
korrekte Poincare-Abbildung angegeben werden kann,

Der im 3. Kapitel durchgefiihrte Vergleich der asymptotischen Resonanzzungen mit entsprechenden aus
der Differentialgleichung gewonnenen Diagrammen im Bereich kleiner Q-Werte (Abbildung 3.8, 3.9) zeigte
auch fur die ersten Resonanzzungen eine gute qualitative Ubereinstimmung zwischen den Phasendiagram­
men der Poincare-Abbildung und der Differentialgleichung, jedoch eine fiir praktische Anwendungen
miiglicherweise nichtausreichende quantitative Ubereinstimmung. Dieser nicht-asymptotische Parame­
terbereichwird fur praktischeAnwendungen besonders interessant sein.

Fur diese Abweichungen kommen folgende Ursachen in Frage:

• Wenn e-,T nicht hinreichend klein ist, haben hohere Potenzen in e-,T einen griiBeren Einfiuf auf
die Poincare-Abbildung. Dies liefie sich durch eineWeiterfiihrung der Entwicklung in Abschnitt 3.3
zu hoheren Ordnungen vone-,T beriicksichtigen. Damit erhohte sich allerdings die Anzahl der zu
bestimmendenKonstanten, wodurch die Abbildungsformeln umfangreicher und ihre Anwendung
schwerfalliger werden.• Eine Erweiterung der Theorie indiese Richtung ware hauptsachlich fiir
griiBeref3- Werte unter Berucksichtigung der Bedingung (4.1) (sieheauch Abbildung3.3 auf Seite
61), zweckmiillig.

70
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• Wenn die Periodendauer T so klein ist, daB ein harmoniseher Bereich III wie in Tabelle 3.1 bzw. Ab­
bildung 3.2 nieht mehr existiert, ist die dart besehriebene Anpassung in den Zeitbereiehen II und
IV nieht mehr anwendbar. Diese war wesentlieh fiir die Herleitung der Abbildungsformeln, so daf
die Theorie auf diesen Fall analytiseh nieht erweitert werden kann.

e Die "universellen Konstantsn" waren ja per definitionem parameterunabhangig, Fur Parameter­
werte auBerhalb des Giiltigkeitsbereiehs der asymptotisehen Darstellung der Poincare-Abbildung
sollte aber die funktionale Form der Poincare-Abbildung (mit modifizierten Konstanten) ihren Sinn
behalten, solange die beiden oben genannten Defekte noeh vernachlassigbar sind. Es ist aber zu
erwarten, daf die numerisehen Koeffizienten in den Abbildungsformeln dann von den Parametern
(r, n) abhangig werden. Wir wollen diese parameterabhangigen Versionen der zuvor universellen
Konstanten als Abbildungs-Koeffizienten bezeiehnen und sie VOn den entspreehenden universellen
Grofen dureh einen I (z.B. B; statt B,) unterseheiden.

• Eine weitere Ursaehe der Parameterabhangigkeit liegt in der Deformation des Referenzzyklus: Will
man Abweiehungen von der Asymptotik vollstandig in Betraeht ziehen, so darf man aueh in der
Referenzlosung die Effekte der Endliehkeit von r und n nieht rnehr auBer Aeht lassen.

Die genannten Quellen einer Abweiehung von der asymptotisehen Darstellung der Poincare-Abbildung
sind allesamt nieht analytiseh faBbar, doeh ist es moglich, die Koeffizienten fiir jeden fest en Parameter­
punkt numeriseh zu bestimmen. Solange die Parameterabhangigkeit der Koeffizienten gering bieibt, kann
mit einem Satz von Koeffizienten die Abbildung in einem ganzen Parameterbereich beschrieben werden.
Auf diese Weise kann durch die Integration der Differentialgleichung an einem Parameterpunkt die Poin­
care-Abbildung fiir einen Teil des Phasendiagramms bestimmt werden. Durch die dem System angepaBte
funktionale Form der Poincare-Abbildung ist diese Beschreibung eine sehr okonomische. Insbesondere
erhalten wir auf diese Weise auch eine quantitativ zutreffende Darstellung der Poincare-Abbildung im
Parameterbereich der niedrig indizierten Resonanzzungen.

Im folgenden werden wir eine Methode zur Bestimmung der genannten Koeffizienten angeben und ihre
Parameterabhangigkeit untersuchen.

4.1 Bestimmung del' Abbildungs-Koefflzienten

Die dynamischen Variablen (I, <,0) der bisher diskutierten Poincare-Abbildung waren fiktive Groflen, die
unter Annahme harmonischer und adiabatischer Zeitentwicklung durch Extrapolation aus dem Bereich
III auf das Ende eines jeden Halbzyklus' konstruiert wurden; die Abbildung war also

(In, <,On) = (I(nT - e), <,O(nT - ell =? (In+l' <,On+1) = (I((n + I)T - e), <,O((n + I)T - e)). (4.3)

Alle Einfliisse des Kicks und der Bereiche I und V werden durch die Abbildungs-Koeffizienten beriicksich­
tigt. Um diese nun unter voller Beriicksichtigung des Einflusses der Endlichkeit von r, n zu bestimmen,
ist jetzt durch Integration der Differentialgleichung iiber eine volle Halbperiode das Abbildungsverhal­
ten numerisch zu bestimmen und in die fiktiven Koordinaten umzurechnen. Es sind hierfur jetzt die
vollstandige Duffing-Gleiehung und der in Kapitel 2 besehriebene, von r und n abhangige Referenzzyklus
xo(t) zu benutzen.

Die Integration erfolgt in den natiirlichen Variablen (x,x) und wir benotigen am Anfang und Ende des
Integrationsintervalls die Transformation zwischen diesen und den Wirkungs-Winkel-Koordinaten als den
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fur die Poincare-Abbildung adaquaten Variablen. Wir verwenden hierfiir die im 4. Kapitel eingefiihrte
zeitabhiingige Transformation WWe, bei der die e-,t-Zeitabhangigkeit des Potentials beriicksichtigt ist,
die Werte xo(t) jedoch nur als Parameter eingehen. Diese Transformation ist so konstruiert, daf sie
im asymptotischen Grenzfall in die adiabatische Wirkungs-Winkel- Transformation iibergeht, so daf dann
auch die Abbildungs-Koeffizienten in die universellen Konstanten iibergehen miissen. Wegen der zeitlichen
Variation von xo(t) kann die Transformation WWe also nicht zu einem vollig konstanten I(t) fiihren.
Eine Beriicksichtigung dieser zeitlichen Variation ware zwar im Prinzip moglich, der dafiir notwendige
technische Aufwand erscheint aber nicht lohnend. Wir wenden diese Transformation zu den Zeitpunkten
t = ±f an, wo xo(t) sehr klein (aber, wegen des Reibungseinflusses nicht exakt Null) ist.

Wir betrachten also die natiirlichen Koordinaten (x(±f),x(±f)), die wir nur zu diesen Zeiten in die
Wirkungs-Winkel-Koordinaten (I'(±f),I"'(±t)) umrechnen konnen, wei! dort die Zeitentwicklung dem
Konzept des asymptotischen Verhaltens (Bereich III) am nachsten kommt. Diese sind dann in die fiktiven
Wirkungs-Winkel-Koordinaten (i,I") der Poincare-Abbildung umzurechnen, die zu den Zeitpunkten t =
0, T definiert sind.

Reale ii; ,pn) --;. (x,x) "-' (x,x) --;. Un+1> ,pn+I)
Koordinaten i __ 1: - T - T - T- , t= -2 t = 2 t= 2

T 1
Fiktive (in, IOn) -Poincare-Abbildung --;. (in+ I , I"n+I )
Koordinaten t=O t= T

Abbildung 4.1: Bestimmung der Abbildunqs-Koeffizienien (schematisch). "--;." bedeutet eine Koordina­
tentransformation, '''..>'' die Integration der DifJerentialgleichung.

Die Vorgehensweise folgt dem Schema der Abbildung 4.1 und stellt sich Schritt fiir Schritt so dar:

1. Wir bestimmen die GraBen (I~, I"~) in Analogie zum Vorgehen bei der asymptotischen Abbildung.
Hierfiir integrieren wir die Duffing-Gleichung mit den Anfangsbedingungen (-xo(T), -xo(T)) von
t = 0 bis t = f. Die r- und n-abhangige Referenzl6sung (xo(t), xo(t)) bestimmen wir mit dem in
Kapitel 2 angegeben Verfahren. Aus den Systemkoordinaten am Endpunkt ergeben sich mit der
Transformation WWe die Koordinaten (I~, I"~).

2. Fur die Umrechnung zwischen den (realen) Wirkungs-Winkel-Koordinaten zu den Zeiten t = ±f
und den (fiktiven) Koordinaten zu den Zeiten t = 0 und T bonotigen wir die harmonischeund
adiabatische Extrapolation des Winkels in den Zeitintervallen [0... fJ und [f ... T] bzw. [-f ... 0].
Diese ist numerisch durch die Integrale

(4.4)

zu berechnen. Es gilt F'.I +F,., = F, (wir betrachten hier nur den Fall N = 2).

3. Statt eines Ensembles von Wertepaaren (UI, u,) wie im Fall der asymptotischen Abbi!dung wahlen
wir Mfiktive Koordinaten auf einem Kreis urn den Endpunkt der linken Referenzliisung (Abbil­
dung 3.1 auf Seite 51) zu einer Wirkung I~e-"T. Es soll also zur Zeit t = 0 gelten:

In=e __2T!I~, 'Pn,j = 2~j , (4.5)
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d.h. es werden Punkte (in,j = 0, 'Pn,j) in fiktiven Koordinaten betrachtet, und ihre Zeitentwicklung
iiber eine Halbperiode bestimmt.

Wir wahlen in,j = 0, da hier, im Gegensatz zu Kapitel 3, als unabhangige Variable der diskreten
Abbildung nur der Winkel 'Pn,j fungiert. in,j = °legt so den in-EinfluB auf die Koeffizienten B{
und C{ als ungefahren ip-1fittelwert urn 1 fest (siehe Ceichung (3.20) auf Seite 53).

4. Diese fiktiven Koordinaten entstehen durch die genannte Extrapolation aus realen Koordinaten zur
Zeit t = -t (wobei alle Wirkungen in der ~-T-Skalung betrachtet werden)

1- I -T' I' -rTn = n e = a e ,

'Pn,j = 'Pn,j + A,t - 2c,F",I~. (4.6)

5. An dieser Stelle werden mit der Transformation WWe die zugehorigen (z,p)-Werte berechnet. Aus
technischen Grunden verwenden wir diese Transformation nur an der Stelle t = +t. Die Koordi­
naten zur Zeit t = -t werden durch Spiegelung erzeugt:

T
x(--)

2

x(_ T)
2

T
-(z+xo('2 ))'

= -(p +xo(~) - rz). (4.7)

Mit diesen Koordinaten als Anfangsbedingung wird die Differentialgleichung bis t = t integriert.

6. Jede Trajektorie enthalt jetzt, neben der adiabatischen Zeitentwicklung, die Einfliisse des Kicks
und der nichtadiabatischen Bereiche lund V. Wir transformieren die Koordinaten mit der inversen
Transformation WWe zuriick auf (In+l,j, tPn+l,j).

7. Aus diesen Koordinaten werden die fiktiven Koordinaten (die jetzt zur Zeit t = T gelten sollen)
berechnet:

'Pn+l,j = (4.8)

8. Die Punkte (in+I,j, 'Pn+I,j) sollen durch die gesuchtediskrete Abbildung (3.20) auf Seite 53 aus
(in,j, 'Pn,j) hervorgehen. Die Abbildungskoeffizienten werden mittels Fouriertransformaiion. der je­
weils Min+rund 'Pn+l-Werte bestimmt.

Ein MaB fiir die Abweichung der so bestimmten Poincare-Abbildung von den durch die Integration er­
mittelten, "exakten" Werten, 1St die Norm der Summe der unberud:sichtigtenFourierkoeffizienten

2: j (i n+l ,j - f( 'Pn,j, 0))'

2: j (i n+I,j )'
'PR =

2: j ('Pn+l,j - g('Pn,j, 0))'
2: j ('Pn+l ,j )'

(4.9)

fund 9 hierin sind die Abbildungsfunktionen nach Punkt 8. Die Grofen fR, 'PR sind ein MaB fur den
Einfluf hoherer als zweiter Ordnung in e-TT • Der ebenfalls in diese GraBen eingehende Effekt durch In­
tegrationsungenauigkeiten und Ungenauigkeiten in der Transformation WWe kann durchentsprechenden
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numerischen Aufwand vernachlassigbar klein gemacht werden. JR und 'PR sollten von der GraBenordnung
e-3rT sein,

Die so ermittelte Darstellung der Poincare-Abbildung ist eine nach den Termen e2i~ abgebrochene Fou­
rierentwicklung, keine konsequente Entwicklung nach Potenzen von e-cT . Die Abbildungskoeffizienten
enthalten deshalb auch Beitrage von hoherer Ordnung in e-rT . Das fiihrt fiir die vorgegebene funktionale
Form zu einer zusatzlichen Erhohung der Genauigkeit.

4.2 Numerische Ergebnisse

In den Abbildungen 4.3 bis 4.8 sind die Anfangs- und Endwerte des Referenzzyklus, Abweichungen der
Abbildungs-Koeffizienten von den entsprechenden asymptotischen GraBen und die GraBen JR, 'PR in
Abhangigkeit von T bei konstantem e-cT = 0.2 fiir die Standardexponeten q = 3, p = 1, 1= 0 gezeigt.

Es ist aus den Abbildungen zu entnehmen, daf fiir groBe Werte von T alle Koeffizienten tatsachlich in
die jeweils asymptotischen Werte iibergehen, obwohl sie nach einern ganz anderen Verfahren bestimmt
wurden, als die universellen Konstanten, Dies ist ein befriedigender Konsistenztest fiir die Richtigkeit
der Theorie und der darauf beruhenden Berechnungen. Zugleich erkennt man aber aus den Abbildungen
auch, wie weit man wirklich in die Asymptotik gehen mufl, urn eine sehr genaue Darstellung der Poincare­
Abbildung durch die universellen Konstanten zu erhalten. Bei T = 1000 ist eine Abweichung schon zu
erkennen.

Man mochte nun unter Benutzung der Abbildungs-Koeffizienten Phasendiagramme in Parameterkoordi­
naten (0:, (3) erstellen. Dazu sollte der begriffiichen Klarheit halber die Transformation (e, >1) <-+ (0:, (3)
immer mit den universellen Konstanten erfolgen, auch wenn diese Wertepaare (0:, (3) dann nicht mehr die
Koeffizienten der (auf die niedrigste Fourierkomponente reduzierten) 'P-Abbildung darstellen, wie es bei
der asymptotischen Abbildung der Fall ist.

Zwei unterschiedlich aufwendige Vorgehensweisen liegen nahe:

1. Man bestimmt einen Satz von Koeffizienten fiir einen "typischen" Parameterpunkt, etwa in der
Mitte des zu betrachtenden Bereichs und benutzt diesen Satz fiir die Definition der Poincare­
Abbildung. Dies beschrankt die Parameter (r, >1) auf einen Bereich, iiber den die Abbildungs­
Koeffizienten nicht nennenswert variieren.

2. Man bestimmt fiir jeden Parameterpunkt (r, >1) einen Satz von Abbildungs-Koeffizienten fiir die
Poincare-Abbildung, Bei diesem anspruchsvolleren Verfahren wird an jedem Parameterpunkt mit
der zugehorigen Poincare-Abbildung gearbeitet. 1m Rahmen der Abschatzung (4.9) sollte man
dann fiir einen weiten Bereich des Parameterraums sehr genaue Aussagen (z.B. iiber das Phasen­
diagramm) erhalten. Der Preis dafur ist allerdings hoch, denn man mUD ja zuvor fur einen nicht zu
kleinen Satz von Anfangswerten die Differentialgleichung selbst iiber eine Halbperiode integrieren
- und das fiir jeden Parameterpunkt.

In Abbildung 4.2 sind Phasendiagramme [13, Scalee] gezeigt, die mit dieser Methode bestimmt
wurden. Bei den dort verwendeten Exponenten q = 5, P = 1, I = 2 wird die asyrnptotische
Resonanzzunge sehr langsam erreicht (vergl. Abbildung 3.11 auf S. 69), selbst bei 0: = 20 liegt
dieerste Zunge bei (3 "" 0.25, wobei die Zunge auch gegeniiber der asymptotischen deformiert
ist (bei den Standardexponentenq = 3, p = 1, I = 0 wird die asymptotische Resonanzzunge
viel schneller erreicht, dort liegt die erste Bifurkation fiir 0: "" 20 bei (3 "" 0.9, also viel naher am
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asymptotischen Wert 1). Das Phasendiagramm der Poincare-Abbildung mit den hier beschriebenen
Abbildungs-Koeffizienten stimmt ausgezeichnet mit dem der Dilferentialgleichung iiberein, das zeigt
die Anwendbarkeit dieser Methode Iiir sehr genaue Phasendiagramme in Parameterbereichen fern
der Asymptotik.

Wie die Abbildungen (4.3) bis (4.7) zeigen, andern sich die Abweichungen der Abbildungs-Koeffizienten
von den jeweiligen universellen Konstanten fur gr6lJere Werte von T (bei dem hier verwendeten Wert von
e-,T = 0.2 gilt das fur T-Werte ab 20) nur sehr langsam, so daf in diesem T-Bereich die erste der beiden
oben beschriebenen Vorgehensweisen anwendbar ist. Fur kleinere Werte von T andern sich die Werte der
Abbildungs-Koeffizienten immer schneller bis zu dem Bereich, in dem das in dieser Arbeit betrachtete
Schwingungsverhalten nicht mehr vorliegt und somit die Theorie auch nicht mehr anwendbar ist. Dariiber
hinaus steht fiir Werte T.:o; 10 wegen des Verhaltens von xo(t) auch keine geeignete Transformation WWe
mehr zur Verfiigung.
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Abbildung 4.2: Phasendiagramm der allgemeinen Duffing-Gleichung mit den Exponenten q = 5, p = 1,
I = 2 und der Poincare-Abbildunq zuieiier Grdnung mit (a, (3)-abhiingigen Abbildungs­
Koeffizienien. o-Achse in 2rr-Einheiten. Die Form der Resonanzzungen una de/en Lage
stimmen ausgezeichnet iiberein. Die Ursache fur die Unterschiede zwischen den Linien der
jeweils ersten Bifurkaiion bei grof!en WeTten von f3 ist das A ufsuchen unierschiedlicher
Aitraktoren,
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Abbildung 4.4: Anfangs- und Endpunkte des parameterabhiingigen Referenzzyklus in ~-Eichung. Von oben
am linken Endpunkt T-Wert: xo(T), vo(O), -vo(T), xo(O). Cepunktet sind die asympto­
tischen Croften ~o und eo gezeigt.
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Abbildung 4.6: Abweichungen der Abbiidunqs-Koeffizienien. von den universellen Konstanteii zn
Abhiingigkeit 1)On T. Die rechie Achee gilt fur B3. Die ~Yerte erreichen fur !JTofJe T nichi
exakt die Jeweiligen universellen Konetanten, da bei endlichem e-TT die hiihereii Poten­
zen dieser GrojJe zu den niedrig indizierten Fourierkomponenten der Winkelabhiingigkeit
beitragen.
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Abbildung 4.8: Norm der Summe der unberiicksichtigten Fourierkomponenten in Abhiingigkeit von T.
Wegen des endlichen e-,T sterben auch bei grojien Werten T die hiiheren. Fourierkom­
ponenten nicht aus. Bemerkenswert ist, daji die Grojien IR und 'PR einen Maximalwert
von 2.5% haben und nur um einen Fakior 2 gegeniibeTder Asymptotik ansteigen. Bei dem
hier verwendeten Wert von e-,T = 0.2 ist die Fourierentwicklung bis zur zweiten Ordnung
also einegute Darstellung derPoincare-Abbildunq des Systems bis zu Werten von T "" 5.



5 Zeitabhangige
"Virkungs-Winkel-Transformation

In Kapitel 1 haben wir eine zeitunabhiingige Wirkungs-Winkel-Transformation ftir die Transformation
(x, i) <-+ (J, 'P) beschrieben. Sie behandelte die Zeitabhiingigkeit des Potentials in parametrischer Weise
und lieferte fiir die reale Bewegung des Systems ein zeitunabhiingiges J nur im adiabatischen Limes.

Es existieren andere Wirkungs-Winkel- Transformationen, welche die zeitliche Abhiingigkeit des Potentials
explizit beriicksichtigen, mit dem Effekt, daf im Prinzip eine Wirkung I definiert werden kann, die trotz
Zeitabhiingigkeit des Potentials exakt zeitunabhiingig bleibt.

Die praktische Ermittlung einer solchen Transformation ist allerdings im Allgemeinen alles andere als
einfach, sie wird hier durch eine Entwicklung nach Potenzen von VJei~ (der harmonischen Koordinate)
erfolgen, und deshalb nur fiir nicht zu groBe Anharmonizitiiten und nicht zu starke Zeitabhiingigkeit des
Potentials wirklich verfiigbar sein. Die zeitabhiingigen Wirkungs-Winkel- Transformationen sind iiberdies
nicht eindeutig, sie enthalten in jeder Ordnung der Entwicklung mehrere freie Konstanten. Bei unseren
Anwendungen werden wir diese Konstanten so wahlen, daf die Transformation im adiabatischen Limes
in die schon definierte zeitunabhangige Wirkungs-Winkel- Transformation iibergeht.

Wir benotigen zeitabhiingige Wirkungs-Winkel- Transformationen an zwei Stellen:

1. Die numerische Berechnung der im letzten Kapitel beschriebenen universellen Konstanten. Hier
kann man nicht ohne Genauigkeitsverlust iiber zu grofe Zeitintervalle [7-, 7+J numerisch integrieren.
Eine zeitabhiingige Wirkungs-Winkel-Transformation (welche wir mit WW( bezeichnen), in der
die Zeitabhiingigkeit der Funktion ~o(t) explizit beriicksichtigt wird, ermoglicht , die in Kapitel 3
beschriebene Anpassung bei r-Werten (7 '" 100) vorzunehmen, bei denen das System noch nicht
extrem harmonisch und adiabatisch ist und trotzdemeine sehr akzeptableGenauigkeit zu erzielen
(6 Dezimalen}.

2. Die numerische Berechnung einer Darstellung der Poincare-Abbildung flir endliche Werte von r
und D, die wir in Kapitel 4 beschrieben haben. Diese war ja eine Entwicklung nach Potenzen von
e~,T und Fourierkomponenten; jetzt aber mit von r und D abhiingigen Fourierkoeffizienten, die
erst im Limes D ....., 0 in unsere universellen Konstanten iibergehen. Bei der hierfiir benotigten
Transformation werden wir nur die Zeitabhangigkeit von e:" explizit benicksichtigen, nicht jedoch
die der Heferenzlosung xo(t), diese wird nur als Parameter eingehen. Diese Transformation (wir
bezeichnen sie mit WWe) fiihrt deshalb nur zu Zeiten, an denen sich die Referenzlosung sehr langsam
veriindert, verhiilt zu einer zeitunabhiingigen Wirkung I.

Diese Bedingung ist natiirlich am besten am Umkehrpunkt (io = 0) der Referenzlosung erfiillt.
Wiihrend bei r = 0 dieser Punkt zur Zeit t = T /2 durchlaufen wird, ist die ReferenzlOsung fiir
endliche Werte von r etwas deformiert, siehe Abbildung 2.10 auf Seite 49. Da es iiuBerst aufwendig
ware, diesen sehr kleinen Effekt zu beriicksichtigen, betrachten wir xo( t) nur zur Zeit t = T/2, und
nehmen dort die Referenzlosung als zeitunabhiingig an.

82



5.1. Formulierung der zeitabhiingigen Transformation

5.1 Forrnulier-ung der zeitabhangigen Transformation

83

Wir suchen fiir die Hamiltonfunktion H(z,p,i) neue Koordinaten (I(z,p,i), 'P(z,p,i)). Die Koordina­
tentransformation (z, p) e-e- (I, 1') soll also zeitlich veranderliche Koordinatenlinien derart definieren, daB
die Wirkung 1 eine Konstantc der Bewegung wird, also die neue Hamiltonfunktion I{(I, if, t) nicht mehr
von I' abhiingt. Wir werden jetzt die dafiir notwendigen Bestimmungsgleichungen herleiten und sie mit
einem Reihenansatz losen.

Die Poincare-Cartansche Integralinvariante w, [2] definiert die Losungstrajektorien (z(i),p(i)) zur Ha­
miltonfunktion H(z,p, i) (entlang des Hamiltonschen Vektorfeldes v im erweiterten Phasenraum (z,p, i))
durch die Gleichung

dWj . v = (dp II dz - dH II di) ( ~ ) = 0.

\ 1

(5.1 )

Die Zweiform dWl transformieren wir in die Koordinaten (I( z, p, i), 1'(z, p, i)) (mit dz = zrdI+z~d'P+ztdi,
dp = P1dI + p~d<p + ptdi), so daB sich ergibt

dp II dz - dH II di = (PJZ~ - ZJP", )dI II d'P

- {[(Hp - Zt)PI + (H, +pt)zI]dI + [(Hp - Zt)p", + (H, +pt)z",]d<p} II di (5.2)

Aus der Bedingung, daf die rechte Seite der Gleichung wieder die kanonische Form dI II d'P - dJ( II di
besitzt , folgt einmal die symplektische Bedingung

PJZ", - zJP", = 1,

zum anderen fiir die neue Hamiltonfunktion J(:

J(1 = (Hp - Z,)P1 + (H, + P,)ZI,

J(", = (Hp - Zt)p", + (H, +Pt)z",.

Die beiden Beziehungen (5.4), (5.5) sind wegen (5.3) kompatibel und definieren so K.
daf I zeitunabhiingig sein soll, ist dann natiirlich

(5.3)

(5.4)

(5.5)

Die Bedingung,

(5.6)

Sie fiihrt zusammen mit (5.3) zu moglichen Bestimmungsgleichungen fiir die Koordinatentransformation.

Zur praktischen Bestimmung der Transformationsformeln sind diese Gleichungen jedoch nur bedingt
geeignet, hauptsachlich wegen der Produkte der partiellen Koordinatenableitungen in Gleichung (5.3)
Giinstiger ist es, statt dessen die Bewegungsgleichungen fiir zund p in 1-1'-Wirkungs-Winkel-Koordinaten
zu betrachten, wobei der Ansatz j = 0, rp = w(I, i) der Bedingung (5.6) entspricht. Die in diese
Gleichungen eingehende Nichtlinearitat des Potentials erfordert einen Potenzreihenansatz in I fiir w(I, i).

Die Bewegungsgeichungen lauten nun:

fJz fJz
P - fJ'P w(I, i) - fJi = 0,

fJp fJp (I) fJV(z,i) - 0
fJt + fJ'P w ,i + fJz -,

(5.7)

(5.8)
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(5,9)

(5.10)

(5.11 )

(5.12)Pn,k = -P:-k 1

p

Qn,k = Q~,-k'

wobei w(I, t) eine ebenfalls zu bestimmende Funktion ist.

Diese partiellen Differentialgleichungen k6nnen nun nicht ohne weiteres zur Bestimmung allgemeiner
Transformationsformeln z(I, 'P, t), p(I, 'P, t) herangezogen werden, vielmehr ben6tigt man einen konkreten
Ansatz fiir die funktionale Form von z und p,

Die nach der Betrachtung der adiabatischen Transformation (1.11) auf Seite 17 naheliegende Entwicklung

in den Variablen (Rei~, Re-i~), R = Iff; urn die harmonische Losung lautet:

z = -~L Rneik~Qn,k(t),
n,k

- ~w '\' Rn eik~P (t)2 0 Z:: n,k,
n,k

mit

(5.14)z·····=

Qn, Q,,-1, P"" P,,-, -> 1. (5.13)

Im adiabatischen Limes definieren (5.7) und (5.8) zwar die Abhangigkeit von 'P im Sinne einer Fou­
rierdarstellung; es bleiben jedoch gekoppelte gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung in der
Zeit fiir die Koeffizienten P, Q und (3. Diese sind unterbestimmt, die verbleibende Freiheit in der Wahl
der Koeffizienten (3 ist insbesondere so zu nutzen, daf die Transformation im adiabatischen Grenzfall
in die zeitunabhangige Transformation iibergeht. In niedrigster Ordnung n = 1 sind die Koeffizienten
der L6sung einer Gleichung der Form i +w6(t)x = 0 aquivalent (was mit Hilfe der Funktion 9 [10,
(2.25)] geschehen k6nnte); fiir die h6heren Ordnungen n > 1 entkoppeln diese Gleichungen in einen Satz
gewohnlicher, linearer, inhomogener Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit, die im Prinzip
eine explizite Integration (rekursiv in n) erlauben wiirden, Die ware jedoch nur mit groBem Aufwand
durchfiihrbar. Es erweist sich als iibersichtlicher und einfacher, die Koeffizienten Qn,k und Pn,k als Reihen­
entwicklungen in der Zeit darzustellen. Damit werden die Bewegungsgleichungen (5.7), (5.8) mit dem
Ansatz (5.9)-(5.12) zu einem Gleichungssystem, das durch Koeffizientenvergleich rekursiv gel6st werden
kann.

Zunachst separieren wir durch Einfiihren einer noch zu bestimmenden Gr6Be v(t) die fiihrende asympto­
tische Zeitentwicklung des Systems ab undschreiben den Ansatz in der Form

_~~ vn-lRn~ Q ' ei(n-2k)~.2 6 . ..~ .. n,n-2~
n=l k=O

p
• 00 n_.:.w .~ vn~l R" '\:""'" P ei(n- 2k)cp
2 .. 0 L..J. .. L-t n,n-2k

'11=1 k=O

(5.15)

w(R, t) =

W(z, t)
8z

woB, B = (1+ ~(32n(VR)2n)

W5(1+~bn(t)(Vzr),

(5.16)

(5.17)
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wobei Wo die harmonische Frequenz ist.
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Die Zeitabhiingigkeit des Systems ist jetzt durch v(i) und bn(t) gegeben. Wegen der Skaleninvarianz
z -> vz, R -> vR der Darstellung (5.14)-(5.17) ist v(i) im Prinzip beliebig und kann so gewiihlt werden,
daf die verbleibende Zeitabhiingigkeit in Potenzreihen nur noch einer Zeitvariablen darstellbar ist.

Diese Potenzreihen fur z, p und w stellen ein unterbestimmies Gleichungssystem fiir die Koeffizienten
Pn,k, Qn,k und (3n dar. Dies ist die Konsequenz aus der Tatsache, daf der Nullpunkt des Winkels 'I' in
Abhiingigkeit von R und i beim Einsetzen des Ansatzes (5.9)bis (5.11) in die Bewegungsgleichungen
(5.7), (5.8) unbestimmt bleibt,

Im Prinzip konnte die gesamte Zeitabhangigkeit des Systems durch eine entsprechende Defintion dieses
Nullpunktes ('I' -> 'I' + 1JJ(R, i)) eliminiert werden, Wir nutzen diese Freiheit jedoch, urn eine Transfor­
mation zu bestimmen, die im adiabatischen Grenzfall in die zeitunabhiingige Transformation ubergeht.
Hierfiir wird zur Bestimmung der Koeffizienten P die lineare Gleichung (5.7) benutzt. Die Gleichung
(5.8) dient dann zur rekursiven Bestimmung der Koeffizienten Q und (3. Sind alle Koeffizienten Qn,k,
(3n-1 bestimmt, liefert die Bedingung, daf der Faktor zum Term Rn+1eik~ verschwindet, eine lineare Glei­
chung fur Qn+1,k, k '" 1. Fur ungerade n + 1, und k = 1 sind jedoch Qn+1,l und (3n aus einer Gleichung
zu bestimmen. Wir verwenden hier das (3n der entsprechenden zeitunabhiingigen Transformation. Der
Nullpunkt der Winkelvariablen kann dann immer noch in Abhiingigkeit von R verschoben werden. Man
sieht leicht, daf dies eine Unbestirnmtheit des Imaginiirteils von Q2n+1,1 zur Folge haben muB. Wir setzen
diesen gleich Null.

In alle diese Umformungen geht die spezifische Form der Zeitabhiingigkeit des Potentials V(z, i) ein, wir
miissen sie also fiir die Transformationen WW( und WWe getrennt betrachten.

5.2 Bestimmung del' Transformation WWe
In Kapitel 2 haben wir eine asymptotische Entwicklung fiir die Funktion ea(i) bestimmt, die jetzt die
gesamte explizite Zeitabhiingigkeit des Systems festlegt. Ihre asymptotische Entwicklung besteht aus dem
fiihrenden Term i' und Polynomen, die in der Variablen

geschrieben werden konnen:

eo(t) = i'h(w),

(5.18)

(5.19)

Der Vorfaktor +, mit w5 = q - I, ist an dieser Stelle noch willkiirlich, erweist sich aber im folgenden als
Wo

zweckmiillig.

Damit ergibt sich fur den Kraftterm ein Ausdruck

8V
oz = (z Ho)' -ez,- iP((z Hb) - eb)

= w6(i)z (1+~bv(i) GJV

)
(5.20)
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qer'- IPleb- 1

(q_l)t(q-1)6(1 +w'S(w)) , (5.21)

(5.22)bv(t) = ~6 [C11)eZ-1-IPC~I)eb-1].
Die GraBen S und b; sind (asymptotische) Reihen in w2 , die jeweils mit konstanten Termen beginnen
und durch (5.20) gegeben sind. Die explizite Zeitabhangigkeit der Kraft - ~; -und als Konsequenz von
(5.7) bis (5.10) der Grofen z, p und w- wird jetzt iiber algebraische Vorfaktoren (z.B. l(q-1)8 in wo, 18

in eo) und asymptotische Entwicklungen in Potenzen von w ~ r K
, vermittelt. Durch Herausziehen der

Vorfaktoren gemiiil

und die Wahl

- S=.ls
WQ .,..." wot .2 ., (5.23)

v = 1-", fl = q + 35 (5.24)
4

fiir den Skalenfaktor v werden aile Vorfaktoren effektiv eliminiert und wir erhalten die neuen Bewegungs­
gleichungen

Die Operation

a3i r:» (a q - 1 ) _ _-B+- 1----5 z-p=Oa<p wool 4 '

ap r» (a q - 1 ) ( - ~ - )a<pB+ Wo 1
01

+ - 4- 5 p+3i\bo+~bv(vZ)" =0.

a a a
1- = -flV- - "1W-

01 avow

(5.25)

(5.26)

(5.27)

andert Exponenten von v und w nicht und wirkt in der Reihenentwicklung auf Terme Rn?Jn-l wi als

(5.28)

Danach tritt v nur noch als Skalenfaktor (vR)n auf und wird beim Koeflizientenvergleich eliminiert. Eine
explizite Zeitabhangigkeit tritt jetzt effektiv in (5.26) nur noch in den Groflen i; (als asymptotische
Reihen in w') und im Faktor r:» /wo = -iw auf. Deshalb konnen P und Q als Potenzreihen dieser GroBe
angesetzt werden:

(5.29)

Hier ist die Beobachtung wichtig, daf die expliziten Zeitableitungen in den Bewegungsgleichungen (5.7),
(5.8) (die den Unterschied zur Transformation in adiabatische Wirkungs-Winkel-Variable ausmachen)
einen zusatzlichen Faktor w enthalten, im Limes sehr grofer Zeiten I also keinen Beitrag mehr geben.
Zugleich erkennt man, daf die GroBe Wo (ebenso wie das imaginate Element i - vgl. (5.1O)!) nur noch in
diesem Faktor steht (dies begriindet die zuvor getroffene Wahl des Vorfaktors iwo in w), so daf die noch
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zu bestimmenden Koeffizienten in (5.29) jetzt reell sind. Diese konnen jetztdurch Koeffizientenvergleich
fiir die Terme Rneik~wj in (5.26) rekursiv bestimrnt werden.

Technisch ist der Koeffizientenvergleich fiir Ordnungen n > 2, j > 3 nur mittels Computeralgebra moglich
[13 l Kanint29], ebenso die Invertierung der Transformation in der Form

(. \"i(;' _ ~ Ip fJ- j
Re - LCp,v,j -) Z w.

. Wo
fJ-,iI,)

(5.30)

Zur Bestimmung der universellen Konstanten wurden die Reihen (5.14), (5.15) und (5.16) bis zur Ordnung
10 in w und R entwickelt. Durch sie ist es moglich, mit der Integration iiber das kleine Zeitinterval!
t = [-100, ... ,100] die universel!en Konstanten auf 6 Dezimalen zu bestimmen. Eine Demonstration der
zeit lichen Konstanz von I zeigt Abbildung 5.1.
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~li..bbildung 5.1: Zeitabhangigkeit der GroJ'3en fa und 'Po. durcli Integration der Gleichung ~+ ~3 +t = 0 und
WW,-Transformation (~(t),~(t)) --+ (1,(t),'I',(t)) wie in Kapitel 3 erldutert. Es ist der
Logarithmuis der Abweichung IIa - I,(t)1 (durchgezogen) sowie l'I'a - 'I',(t) I (gestrichelt)
gezeichnet.
Die entscheidende Aussage dieser Abbildung ist, dajJ schon ab t = 30 die GrajJen (1" 'I'd
auf 11 Dezimalen konstant sind. Das Anwachsen der Abweichungen fur grajJere t ist
eine Folge von Rundungsfehlern bei der Integration (Integrationsgenauigkeit 10-14

) . Die
GrajJen(1a, 'l'a) wurden mit einer Integrationsgenauigkeit von 10-18 bei t = 200 bestimmi,
deshalb erreichcti die Abweichungen hier auch nie den Wert Null.
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5.3 Bestimmung del' Transformation WWe

Diese Transformation wird analog zum Vorgehen bei der Transformation WW( durchgefiihrt.
zeitabhngige Potential gegeben durch:

Hier ist das

8V(z, t) _ 2 (1 ~ b (e-" )n)
8

-WoZ + L n Z
Z n=l XQ

(5.31)

mit
2 ,-I( I 1-,) 2Wo = X n q - X o - r (5.32)

und

(~) - G)x~-'
bn = I 1 .

q - Ix '- x 'r2
o 0

(5.33)
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Abbildung 5.2: I(t) nach der Transformation WWe fuer die Duffing-Gleichung mit den Parametern
r = 0.01, T = 100 bzw a = 140, (3 = 1.5. Die Transformation WWe ist so konsiru­
iert, daft I(t) nur in der Nahe der Zeitpunkte (n + ~)T zeitunabhangig ist. Die beson­
ders starken Oszillationen in der Niihc der "Kicks" bei nT sind eine Foige der groften
Zeitabhangigkeit von xo(t) sowie der schlechten Konvergenz der Reihenentwicklungen der
Transjorrnationsjormelnindiesen Zeitbereichen.

W6 und b.; werden hier als zeitunabhangige GraBen angenommen.

Nach Einsetzen von
e-" 8 8

v - -- t- -> -rv- (5.34)
-t- xo ' 8t 8v

konnten die Koeffizienten Q und P im Prinzip rekursiv aus den Bewegungsgleichungen (5.7) und (5.8)
bestimmt werden. Sie wiirden jedoch sehr komplizierte rationale Ausdriicke in r ergeben, was den tech­
nischen Aufwand ihrer Bestimmung selbst bei Verwendung von Computeralgebra fiir hohe Ordnungen
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nicht akzeptabel erscheinen liiBt. Statt dessen werden die Koeffizienten Q und Pals Potenzreihen in der
Crofe

lr
w=­

Wo
(5.35)

geschrieben und konnen so in Analogie mit der bei der Transformation WW( angwandten Methode be­
stimmt werden. Ein weiterer Vorteil dieses Ansatzes ist, daB die zu bestimmenden Koeffizienten wieder
reell werden.

Abbildungen 5.2 und 5.3 zeigen diese Transformation fiir 2 Parameterkombinationen von (r, fl). Wie
schon erlautert , ist I nur im adiabatischen Bereich, d.h. in der Umgebung der Zeitpunkte t = 50,150, ...
konstant. In der Umgebung der "Kicks" ist die Transformation nicht definiert, die I-Werte somit bedeu­
tungsios. Die Bilder verdeutlichen aber das Konzept der Referenzlosung mit dem "Kick" zu den Zeiten
t=0,T,2T, ....

1.00]

I
0.95

0.90

I 0.85 I~w.

I
ow1
0.75 --j!L-------,------,!L-----,..----.,lL------.-----,

30025020010050o 150

t

Abbildung 5.3: I(t) nach der Transformation WWe fur die Duffing-Gleichung mit den Parameierti r=
0.019, T = 100 bzw a = 140, ,8 = 0.5. Hier hat die Abbildunq eineti Fixpunkt.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde das Verhalten nichtlinearer, periodisch getriebener Oszillatoren mit Reibung un­
tersucht. Der Duffing-Oszillator

x+ 2TX +x' = sinDt

gehort zu den denkbar einfachsten dieser Systeme: Die Anregungs- und Riicktriebskraft bilden ein Po­
tential V(x, t), dessen Minimum sich zeitperiodisch bewegt und so verhindert, daf das System aufgrund
der Reibungskraft zur Ruhe kommt.

Wiihrend beim harmonischen Oszillator (q = 1) das Verhalten trivial ist (Einschwingen auf einen der
Anregungskraft folgenden Zyklus), zeigt das nichtlineare System (q > 1) eine bemerkenswerte Vielfalt an
Phanornenen wie mehrfache Resonanzen, Bifurkationen, Chaos und vielfache Attraktoren, deren Ursache
lediglich in der Deformation des Potentialtopfs besteht.

Das Verhalten in Abhiingigkeit der Parameter T und n weist eine fur diese Systemklasse typische Sy­
stematik auf ("Resonanzzungen" im Phasendiagramm, der Auftragung des globalen Systemverhaltens in
Abhiingigkeit der Parameter), die durch diese Arbeit erstmalig verstanden und quantitativ erkliirt werden
konnte.

Ein wesentlicher Baustein hierfiir war die Einfuhrung einer speziellen, nichtoszillierenden ReferenzlOsung,
die eine Erweiterung des harmonischen Zyklus darstellt, welche durch den Einfluf der Nichtlinearitat
jedoch nicht geschlossen ist. Im Bild des Relativsystems fiihrt die Nichtlinearitat deshalb zu zeitperiodi­
schen "Kicks", die das Einschwingen auf den trivialen Grenzzyklus verhindern und so auf intuitive Weise
das Zustandekommen der nichtlinearen Phanomene erklaren,

Das entscheidende Werkzeug fiir die quantitative Behandlung war die Beschreibung des Systems in
Wirkungs-Winkel-Koordinaten (1, <p), in denen die nichtlinearen Bestandteile der Zeitentwicklung von
der einfachen harmonischen Schwingung separiert werden konnte. Auf diese Weise wurde die Poincare­
Abbildung des Systems bestimmt, die die Zeitentwicklung von Kick zu Kick beschreibt.

Durch diese Beschreibungsweise geniigen schon wenige Glieder der Fourierreihe im Winkel ip urn eine sehr
genaue Beschreibung des Zeitverhaltens zu erzielen. Fiir den Parameterbereich kleiner (T,0) geht diese
Poincare-Abbildung in die eindimenionale Abbildung des Winkels tiber, deren elementare funktionale
Form

)On+l = ex + f3 COS)On

einen ebenso einfachen wie detaillierten Zugang zum Verstiindnis des Phasendiagramms darstellt.

Die Parameter (0', (3) der Poincare-Abbildung konnten als Funktionen der Parameter (T,0) beschrieben
werden, wodurch auch die Differentialgleichung in diesen natiirlichen Parametern dargestellt werden kann.
Durch den bildlichen Vergleich ihres Phasendiagramms mit dem der Poincare-Abbildung konnte dann die
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exzellente Genauigkeit der Poincare-Abbildung fur den Bereich kleiner Anregungsfrequenzen demonstriert
werden.

Damit ist ein weitreichendes qualitatives wie quantitatives Verstandnis einer fur naturwissenschaftlich­
technische Anwendungen interessanten Klasse von nichtlinearen Oszillatoren erreicht worden.

WeiterfUhrende Problemstellungen, die mit Hilfe der hier erzielten Ergebnisse in Angriff genommen wer­
den konnten sind

die Untersuchung der Vielfachheit von Attraktoren und ihrer Abgrenzung im Phasen- und Parame­
terraum fur groBe Werte von f3,

die Betrachtung des Systems bei kleinen Werten von", und groBen Wert en von f3. In diesem Bereich
sind die in die Theorie eingehenden Voraussetzungen schlecht erfiillt und es ware die Frage zu
klaren, ob weitere Bifurkationstypen auftreten konnen, die auch qua/iiativ von denen der Poincare­
Abbildung abweichen,

die Erweiterung der Theorie auf beliebige Potentiale mit genau einem Minimum und periodischer
Zeitabhangigkeit,

die Untersuchung weiterer Oszillatortypen, wie etwa den van-der-Pol Oszillator oder das Pendel mit
sinusforrniger Potentialform. Diese Oszillatoren weisen ein qualitativ anderes Verhalten als der hier
betrachtete Duffing Oszillator auf und bediirfen wohl einer grundlegenden Erweiterung der Theorie.

Bei Herrn Professor Gert Eilenberger mochte ich micht sehr bedanken. Er hat durch Diskussionen, Ideen
und viele seiner Beitrage das Zustandekommen dieser Arbeit weit iiber das sonst iibliche MaB unterstiitzt.
In unseren vielen Diskussionen konnte ich sowohl fachlich als auch menschlich iiberaus viel von ihm lernen.

Weiterhin gilt mein Dank dem Managementsowie vielen Kollegen der Firma EDS, deren Mitarbeiter ich
seit 1987 bin. Die Arbeit wurde dort nicht nur wohlwollend geduldet, sondern auch aktiv unterstiitzt,



Anhang

1 Die Zeitentwicklung des Winkels im homogenen Fall

Wir bestimmen die GroBe foTwdt, wobei wir annehmen, daB xo(t) durch xa(t) = sin' nt ersetzt werden
kann. Diese Annahme ist fiir t-Werte in den Bereichen I und V (Abb. 3.2 auf S. 56) nicht erfiillt , die
hieraus resultierenden Korrekturen werden in Abschnitt 3.2 auf S. 54 diskutiert.

Die aus dem homogenen Potential (2.11) abgeleitete Reihenentwicklung (3.13) fur w(I, t) ergibt:

wa(I(t),xa(t)) = L vc vr ' (t )(sinnt )- 28v •

~=l

Unter Benutzung der Skalierung (3.12) fiir I und mit den Exponenten

(A.l)

(A.2)

(A.3)

ergibt sich

N / . f1") -28v

Wa = c1(sinnt)-28, +L vCv(Ia + 01)v-1n"<v(Sl~ , e-2(v-1)".

v>l

(Hier wurde die Beziehung (v - 1)(2, + ry) - 20v = ry"v benutzt). Zur Zeitintegration dieser Reihe
betrachten wir zunachst den extrem asymptotischen Grenzfall 1 > r > n. Hier fallt der Faktor e-2, '

so schnell ab, daB die Sinusfunktion linearisiert werden darf. Das Integral des v-ten Summanden ist fiir
positive n.; proportional zu del' Grefe

(AA)

Bei negativem «; divergiert das Integral an der unteren Grenze T = O. Dieses Verhalten riihrt von
der Approximation Xo '" X a her, die dort ungiiltig wird. Wir summieren (A.3) deshalb nur bis zu dem
lImax = Pi, bei dem iCv noch positiv 1St: KN > 0, KN+l < O.

Die Bedingung 0 < 1/2 in Gleichung (2.8) (S. 34) garantiert N > 1 und damit eine I-Abhangigkeit von
W a in (A.3). Bei Systemen, die diese Bedingung nicht erfiillen, kann mit der vorliegenden Theorie nicht
der interessantefJ-Bereich·fJ '" lerreicht werden, bei gleichzeitigem r.<t: 1, n <t: l.und.c'7'<t: 1.

Fur endliche r und n erhalten wir

(A.5)
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mit

und

wobei F durch

(A.6)

(A.7)

F(5,/l-) fa" e-'"'(sin t)-"dt

2-<e-'" 21rf(IiO)
I'(I - 5 +i/l-)r(l- 5 -i/l-)

(A.8)

gegeben ist.

Der dorninierende Term in Gleichung (A.5) ist (bei kleinem c) durch die Periodendauer T gegeben, wobei
die GroBe A, einer effektiven Schwingungsfrequenz entspricht (analog zu w, im Fall der Rechteckanregung)
und somit irn wesentlichen den Abstand der Resonanzzungen bestimmt.

Es ist zu beachten, daf in Gleichung (A.5) nach Einsetzen der Grofien (A.7) und (A.8) die Parameter­
abhiingigkeit von der Koordinatenabhiingigkeit getrennt ist. Nur durch diese Eigenschaft ist es moglich
die Transformation (r, 11) <-+ (0.,(3) koordinatenunabhiingig anzugeben.



2 Eichtabelle

In der vorliegenden Arbeit werden hauptsachlich zwei Skalierungen benutzt: die x- bzw. y-Skalierung
der Differentialgleichung und die z-Skalierung des hamiltonschen Systems. Da in den Betrachtungen
oft zwischen den einzelnen Skalierungen gewechselt wird, sind in folgender Tabelle die entsprechenden
Umrechnungen angegeben:

X,Ia zi
z , IQ i, ~

t T
Ix I,

x= l1~z

Xo = 11~~

x= !11'+7J i

IQ = 11~+"~

t= 11-"T

L; = 11'0+"i,

z= 11-~x

~o = l1-oxo

z= 11-0 - " :i:

~o n-,-T/xo
T= l1"t
I, = l1-('~+") t,
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