Klaus Schmidt










f_ich'ke Ge,., Fsrschuﬁcssze. irums Jilich 1 2861

ex:533556-70kiad -




SE

Kiaus Schmidt’

TFirma EDS, D-65403 Russelsheim







Inhalisverzeichnis

Einleitung und Ubersicht
Ubersicht diber die Kapitel . . . . . . . .. .

1 Duffing Gleichung mit Rechteck-Anregung

1.1 Transformation in ein hamiltonsches System . . . .. .. . ... ... ..., ... .....
1.2 Wirkungs-Winkel-Variablen . . . .. .. ... ... . .. .. o
1.3 Herleitung der Poincaré-Abbildung . . . .. ... ... ... L o
1.4 Numerik . . . . e e e e e
1.5 Globales Verhalten, Phasendiagramme . . . . .. ... . .. .. .. ... .. ...,

2 Der Referenzzyklus z,

2.1 Transformation der Duffing-Gleichung in ein hamiltonsches System . . . . ... ... ..
2.2 Der Mechanismus des Referenzzyklus . . .. . ... . .. .. ... .. ... ... ...
2.3 Asymptotik fir kleine 0 . . . . . . L L
231 Numerik . . . . . . e
2.4 Der Orbit zp(¢) fir endlicherund @ . . .. ... ... Lo o oo
2.4.1 Die LEVIN Transformation . . .. .. ... ... .... P
242 Numernik . . . . . L e e e

3 Die Poincaré-Abbildung der allgemeinen Duffing Gleichung
3.1 Bestimmung der Abbildungsformeln . . . .. . .. ... Lo o000
3.2 Adiabatizitdt und Homogenitdt des Systems . . . . . . . ... ... L 0.
3.3 Bestimmung der universellen Konstanter . . . . . . . . . .. o o 0oL,
3.4 Diskussion der Abbildungsformeln . . . . . . . ... ... . oo oL
3.5 Phasendiagramme . . . . . . . .. L e

4 Die Poincaré-Abbildung fiir Parameterwerte auflerhalb der Asymptotik
4.1 Bestimmung der Abbildungs-Koeffizienten . .. ... ... ... ... ... ... .. ...

42 Numerische Ergebnisse . . .. .. .. ... ..o L o oo

i3
15
17
20
22
25

33
33
35
37
40
41
43

44

50
30
54
57
60
60




2 INHALTSVERZEICHNIS

5 Zeitabhingige Wirkungs-Winkel-Transformation 82
5.1 Tormulierung der zeitabhingigen Transformation . . .. .. ... ... ... .. .. ... 83
5.2 Bestimmung der Transformation WW, . .. ... ... ... ..... e 85
5.3 Bestimmung der Transformation WWe . . . . . . . . . . . . o oo oo 88

Zusammenfassung 80

Anhang 92
1 Die Zeitentwicklung des Winkels im homogenen Fall . . . . .. .. ... ... PPN e 92

2 Eichtabelle . . . . . . L e e e e e e e e e e 94




Einleitung und Ubersicht

Viele schwingende Systeme {mechanische Maschinen, elektrische Schwingkreise...) lassen sich erfolgreich

mit dem harmonischen Osziliator
I+2rz —i—wgm = asin (¥

beschreiben. Seine Lisung
z(t) = Asin(Qt + ¢) + Be "' sin{wt + x)

mit der Eigenfrequenz
w=4jwE—r? (0.1)

ist analytisch gegeben, wodurch seine Dynamik vollstindig bekannt ist. Fir alle Parameterwerte und
alle Anfangsbedingungen, welche die Grélen A, B, ¢ und x festlegen, lauft das System in einen Grenz-
zyklus dessen Frequenz gleich der Anregungsfrequenz () ist. Liegt die Anfangsbedingung nicht auf dem
Grenzzyklus, stirbt die Abweichung exponentiell mii dem Faktor e aus. Wahrend dieses Einschwing-
vorgangs besteht die Bewegung aus der linearen Uberlagerung zweier Schwingungen mit der Eigenfrequenz
w bzw. der Anregungsfrequenz

Diese Beschreibung setzt voraus, daB -~wenn man ein mechanisches System vor Augen hat- die riicktrei-
bende Kraft proportional zur Auslenkung ist, was dazu fithrt, daff das System eine von der Amplitude
unabhingige Figenfrequenz besitzt. Diese Annahme ist in der Realitit oft nicht erfiillt, die riicktreibende
Kraft ist dann eine nichtlineare Funktion der Auslenkung.

In diesem Fall kann die Gleichung nicht mehr analytisch geldst werden. Das System besitzt keine feste
Eigenirequenz mehr und die Lésung kann ein sehr komplexes Verhalten aufweisen.

Im Rahmen technischer Anwendungen wurde dieses Verhalten erstmals von dem Berliner Ingenieur

Fa Yot ) T rrmmrat s P ‘ 1 J W - i .3 11 1 iy 3
GroRe DyrrFING am Anfang des 20. Jahrhunderis studiert {H, der sichi w.a. b schneil laufenden

Generatoren beschaftigt hat:

) Jene éynchmnen Drehsirommasehinen waren durch Gasmaschinen angetrieben. - Die Frequenz

*der Antriebsimpulse und die sogenannte Eigenfrequenz waren gentigend auseinander, so dafs
nur mdflige Pendelungen aufiraten, wenn die Aniriebsmaschinen im Beharrungszustand wa-
ren. Wurde dieser Beharrungszusiand jedoch nur durch einige wenige heftigere Zindungen
gestort, so wurden, auch nachdem die Verbrennung wieder regelmdfitg geworden war, die
Pendelungen immer noch gréfier und grifer, so dofi die Maschinen schheﬁlach aufler Tritt

kamen...

Duffing glaubte, das Problem analog zum reibungsfreien mathematischen Pendel, mit elliptischen Funk-
tionen Iosen zu kdnnen, hatte hierbei aber keinen Erfolg. Er beschrieb die von ihm gefundenen Phéno-
mene, konnte sie aber nicht mit der Gleichung in Beziehung setzen und somit keme Voraussagen ube”
das Verhalten des Systems bel. bestlmmteﬁ Parametern machen. . ERRRRENEE I RS




4 Einleitung und Ubersicht

Diese Phinomene treten bei allen Oszillatoren mit nichtlinearer Riickstellkraft,! linearer Reibungskraft?
und periodischer Anregung auf. Das Versidndnis des Langzeitverhaltens in Abhdngigkeit der Parameter
dieser Klasse von Oszillateren ist das Thema der vorliegenden Arbeit.

Wir betrachten zunichst ein einfaches System dieser Klasse, bei dem die riicktreibende Kraft eine Po-
tenzfunktion mit der Potenz ¢ ist und die Anregungskraft sinusférmig ist:

&+ 2r2 + 27 =sin Q¢ (0.2)
Die beiden einzigen Parameter sind die Reibungskonstante » und die Anregungsirequenz {1, bei festem

Potentialtyp. Alle weiteren mdglichen Vorfaktoren sind durch geeignetes Umskalieren eliminiert worden.

Der Ausdruck z? gilt so fiir ungerade ¢ > 1, fir beliebige ¢ > 1 miiBte er durch sgn(z}{z|? ersetzt werden,
um sicherzustellen, daf die Kraft immer riicktreibend ist (z.B. auch bei ¢ = 2} und fiir alle = definiert st
{2.B. ¢ = 1.1, z < 0). Der Einfachheit wegen wird im foigenden immer z? geschrieben, alle Uberlegungen

gelten aber fiir beliebige ¢ > 1.

ITmax

1.3+

. _ T=x/0
e . — — |
o920 30 - 40 50

Abbiidung 0.1: Links: Gesamtpotential der Duffing-Gleichung zu verschiedenen Zeiten. Die durchgezoge-
' nen Linien entsprechen den Maozimalwerten der Anregungskraft, bei der gepunkteien Linie
 ist die Anregungskraft Null.

Rechts: Nichtlineare Resonanzen. Die marimale Auslenkung in z-Richiung in Abhdn-
gigkeit der Umliaufzeit der anregenden Kraft T = x/Q bei festem r. Bei jedem weiteren
Mezimum fihrt das System eine Oszillation mehr um das Minimum links bzw. rechis aus.
‘Das. grofte Mazimum der “Tlinearen” Resonanz Izegt im, Berezcn T = O .. 20, dort folgt

" das System der Anregungsfrequenz. ' '

Diese Duffing-Gleichung® zeigt folgende Phénomene gegeniiber dem harmonischen Oszillator:

‘Eine Riickstelikraft wirkt i immer der Ausienkung entgegen, d.h. V"‘(:L' t) > 0. ‘Wir beirachten also nur Polentiale mit

genat emem Minimum.
Systeme mit nichtlinearer Relbungskraft “wie etwa cier van—der—Pol Oszﬂlator— bllden eine etgene Klasse dle in cheser

Arbeit nicht betrachtet wird.
3DUFFENG betra.chtete Verschledene Glexchungen dieses Typs wir bezelchnen (0. 2) als Dufﬁng Gleichung.




Nichtlineare Resonanzen Beim harmonischen Oszillator ist die Amplitude A der Schwingung i Ab-

““hingigkeit von der Anregungsfrequenz eine Funktion vom Typ (2% —w?)? +4r*Q%)71/2 also

eine Funktion mit einemn Maximum; die zugehdrige Frequenz heifit Resonanzfrequenz.

Im nichtlinearen Fall besitzt diese Kurve viele Maxima (nichtlineare Resonanzen), die mit
abnehmender Anregungsfrequenz bel konstantem r immer flacher werden (Ak’mfrlang 0.1,
(13, Reso]).

Um das Auftreten dieser Resonanzen zu verstehen, betrachten wir die Differentialgleichung
als Modell eines Massenpunktes, der sich im zeitabhangigen Potential der Duffing-Gleichung

27 — zsin(t)

. Via,t)= g+1

bewegt (Abbildung 0.1). Wenn die Schwingung dieses Punktes im Potentialtopf {fiir die je-
weilige Amplitude) deuntlich schneller ist als die Bewegung des Potentialminimums, so wird
er in den Zeitintervallen um die Maximalwerte von sin (3¢, an denen sich das Potential am
langsamsten indert, mehrere Schwingungen ausfithren, bevor das Potentialminimum sich
wieder auf die andere Seite bewegt hat. Je nach Anregungsfrequenz besitzt er beim Null-
durchgang des Potentials eine bestimmte Phasenlage, was zu einer neuen Anfangsbedingung
fiir die Schwingungen auf der anderen Seite fithrt. Das Zusammenwirken dieser beiden
Bewegungsmoden fithrt so zu einer Gesamtschwingung unterschiedlicher Amplitude.

Die Differentialgleichung ist aufgrund ihrer Punkisymmetrie der Halbperioden invariant ge-
geniiber der Transformation (z,&,t) ~ (—z,—&,t + 7/§). Die relevante Periodendauer, die
wir ab jetzt immer betrachten werden ist daher

T:=7/Q,

die Zeit, in der sich das Potentialminimum auf jeweils einer Seite bewegt.

Die Resonanzkurve in Abbildung 0.1 kann in Frequenzintervaile zerlegt werden, in denen
das System n Schwingungen wihrend jeder Halbperiode T ausfihrt. In jedem Intervall liegt
ein Maximum der Resonanzamplitude, die n-te nichtlineare Resonanz.

In Abbildung 0.2, oben links fithrt das System 3 Schwingungen auf jeder Seite aus, es gehdrt

also in das Intervall n = 3, das um das erste Maximum in Abbildung 0.1 liegt. Abbildung 0.2,

oben rechts gehort zum Intervall n = 4.

Bifurkationen Bei gewissen Parameterwerten schliefit sich die Bahnkurve nicht nach einer Anregungs-

Chaos

pericde, sondern erst nach M Anregungsperioden, die im wesentlichen dem Feigenbaumsze-
nario folgen, d.h. M = 2™. Durch eine geeignete Anderung der Parameter kann aus einem
Orbit der sich nach einer Halbperiode schlieft (m = 0) ein Orbit werden, der sich erst nach

zwei (m = 1)* und bei einer weiteren Anderung der Parameter nach 4, 8, 16, . . {m=2,3,

...) Anregungsperioden schlieft (Abblldung 0.2, unten links).

Diese Bifurkationen hegen fiir hohere m immer dzchter im Parameterraum bis zu einem

Haufungspunkt mit m = co. Wenn dieser iiberschritten wird, verlduft die Bewegung nicht
mehr periodisch, sondern chaotisch (Abbildung 0.2 unten rechts) mit periodischen Fenstern
(Feigenbaumszenario).

“Diese erste Bifurkation ist die Symmetriebruchbifurkation bei der Befrachtung voller Anregungsperioden 27" = 27r/52 _
Wurde die Symmetrie des Systerns bezen;s genutzt um T als Perlode zu deﬁmereﬂ, 1st dlese erste B1furkat10n eine -

Penodenverdoppiung
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Koexistierende Attraktoren Nach der ersten Bifurkation ist es méglich, daB das Langzeitverhalten
:nicht nur von den Parametern, sondern auch von den Anfangsbedingungen abhingt. Je
-nach Wahl der Anfangsbedingung kann die Bewegung in unterschiedlichen Attraktoren en-
den (wahrend beim harmonischen Oszillator der Einflu8 der Anfangsbedingung exponentiell
abnimmt und die Bewegung fiir jede Anfangsbedingung im selben Grenzzyklus endet).

1.0 o 1.8+
0.5 0.5 A
z  0.04 3 '0‘0___
—0.5 1 —0.5
~1.0 ———T— ~1.0 T
—-i5 =10 =05 00 05 1.0 1.5 —-1.5 =10 =65 00 05 10 1.5
T ' z
1.0 1.0+
3.5 0.5
z 0.0 = .7:  0.0_—_-
—(.5 1 —0.5
_1_-0 H— —7 '.a ._ T — —..1_-'0. : T T = T 1
_ "—'-1.5..--I_.0_ —03.5 0.0 0.5 '-1_.0 S I TR SRR —_—'1.5"-_-1.0 w—_0.5 0.0 ~0.5 1.0 1.5

Abbildung 0.2: Phasenraumportraits fiir 4 verschiedene Parameterwerte.  Oben links: n = 3, m =
Oben rechts: Derselbe Zustand wie oben links, jedoch die ndchste Resonenz. n =4, m
- 0. Unten links: Dieselbe Resonanz wie oben links, jedoch nach der zweiten Bifurkation
- (Symmetriebruch- und Periodenverdopplungs-Bifurkation). n =3, m ='1. Unten rechts:
Chaos. n =3, m ist nicht definiert. ' T T

0,

DUFFING stellte fest, dafl die von ihm beobachteten Phinomene (wobei ihm die Begriffe Bifurkation und
Chaos noch nicht bekannt waren) in einem Parameterbereich auftraten, in dem die Anregungsfrequenz
Q kleiner als die Frequenz der Schwingung fiir die jeweilige Amplitude ist. Die Eigenfrequenz der von




ikm betrachteten “Drehstrommaschine” war héher ais die der Antriebsimpuise der “Gasmaschine”. Im
umgekehrten Fall grofler Anregungsfrequenzen folgt das System der Anregung mit abnehmender Ampli-
tude bei zunehmender Frequenz. Dariiber hinaus darf die Reibungskraft die Eigenschwingungen nicht zu
stark dampfen, um Gberhaupt Eigenschwingungen zu ermoglichen.

Der uns interessierende Parameterbereich liegt also bei
r<l<T, (0.3)

wobei die Frequenzen des nicht getriebenen Systems (d.h. ohne den Term sin (¢ im Potential) und die zu-
gehorigen Umlaufzeiten fiar die im getriebenen System betrachteten Amplituden von der GréfSenordnung

I sind.

Neben den Untersuchungen von DUFFING wurden Methoden zur sukzessiven Approximation der Lésun-
gen entwickelt [5]. Voraussagen, bei welchen Parametern die einzelnen Phinomene auftreten, konnten

damit jedoch nicht erzielt werden.

Durch den Einsatz leistungsfihiger Computer konnten Ldsungen fiir viele Parameterwerte numerisch
berechnet, und so empirische Phasendiagramme angefertigt werden [3, 7], d.h. “Landkarten” des Pa-
rameterraums, auf denen die Bereiche der einzelnen Phinomene eingezeichnet sind. In Abbildung 0.3,
rechts ist ein solches Phasendiagramm fiir die Gleichung & + 0.2 4+ z + z° = fcoswt gezeigt. Dieses
Phasendiagramm ist typisch fiir die betrachtete Systemklasse, Abbildung 0.3, links zeigt schematisch die
wesentlichen Figenschaften: Die dicken Linien trennen Streifen ab, die man unterschiedlichen Resonan-
zen (n = konst.) zuordnen kann, (im rechten Teilbild nicht gezeigt). Beim Uberschreiten der (diinnen)
Linien finden Bifurkationen statt. Die Bifurkationslinien werden aufgrund ihrer Form auch “Resonanz-
zungen” genannt. Die Punkte a, b, ¢, d geben die Parameter der Zyklen aus Abbildung 0.2 an {zwischen
c und dist die Bifurkationskaskade nicht weiter aufgeschliisselt). Das Ziel, den Mechanismus fiir die oben
beschriebenen Phénomene zu verstehen und ihr Auftreten in Abhénglgke:t der Parameter quantitativ
vorauszusagen, wurde durch jene Untersuchungen nicht erreicht. Die offensichtliche sehr exakte geome-
trische Ahnlichkeit verschiedener Zungen der Phasendiagramme hat den urspriinglichen Anstof fiir die
vorliegende Untersuchung gegeben.

Tinr hic Anhin Urtltaranrs W o [T i R . | Atoon AL s
AACl Wwlo Uallill VULLICECILUC IVCLIILHESS G, Ul WSk QiCds Nl el

Zus ammenfassen:

e Bel Parametern auflerhalb des Bereichs r < 1 < T ist das Verhalten unkompliziert, das System
- folgt hier im wesentlichen der Anregungskraft. Der Fall T =s 1 ist von linearer Resonanz geprigt
<und ist gesonaer‘c zZu Denanqem Im m“ceressancen neremn r<l<T treuen dic Obt:u ueamucbcucu
Pbanomene auf. : : . : : : : '

s Die Gebiete nichtlinearer Resonanzen (d.h. n=konst.} sind streifenférmige Bereiche im Parame-
terraum. Innerhalb der Streifen verlaufen Bifurkationslinien, die verschiedene Bifurkationsbereiche

. {d.h. m=konst.} voneinander trennen. Je weiter oben innerhalb einer Zunge der Abbildung 0.3 die
" betrachteten Parameterpunkte liegen, desto héher ist der Bifurkationszustand m, bis bei m =.co
... chaotische Bewegung und daruber hmaus d1e bekannten Phanomene des Felgenbaumszenarlos em—_

setzen.
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Abbildung 0.3: Rechts: Beispiel fir ein numerisch bestimmtes Phasendiagramm (aus [3], dort sind auch
die hier nicht interessierenden Bezeichnungen erklirt), das typisch fir die betrachieten
- Oszillatoren ist. Links: Typisches Phasendiagramm (schematisch).

e Geht man zu Resonanzstreifen mit immer héheren Werten n, werden im Parameterraum benach-
barte Zungen immer dhnlicher. Auch die Unterschiede zwischen den Orbits, die zu korrespondieren-
den® Punkien in benachbarten Zungen gehéren, werden immer geringer.

o Innerhalb eines Streifens zu festem n (Abbildung 0.3), nimmt nach rechts oben hin die Anzahl der
koexistierenden Attraktoren zu. Um das Bifurkationsdiagramm vollstindig zu beschreiben, miifite
dann eine immer grofer werdende Anzahl iibereinander liegender Bitter des Phasendiagramms
verwendet werden. Auf dieses Phinomen wird in der vorliegenden Arbeit nicht explizit eingegangen.

e Die so beschriebenen Phinomene treffen fiir eine grofie, Klasse nichtlinearer Oszillatoren mit pe-
riodischer Anregung und tdberall riicktreibender Kraft zu. Diese Oszillatoren besitzen ahnliche
Phasendiagramme, die Resonanzzungen haben lediglich etwas unterschiedliche Formen.

Bevor nun sin f-‘ﬂ.".pr}\.ﬁr‘— {fiher den Aufbau dieser Arheit gsegehen wird, betrachten wir groh den Me-
OF IUN €1 U 0erniics a*

LTI Smallad TiOSALURAL ZUETLTL WIIN, VL

chanismus der snichtlinearen Resonanzen. Wir nehmen vereinfachend an, das Minimum des Potentials
(Abbildung 0.1) rube links oder rechts wihrend einer halben Anregungsperiode, um dann instantan zur
jeweils anderen Seite zu kippen. Zusitzlich ignorieren wir die Abhingigkeit der Schwingungsfrequenz
w von der Amplitude (harmonischer Oszillator}. Dann wird die-Anzahl der Umléufe n ausschlieBlich
von dem Verhiltnis der dafiir zur Verfiigung stehenden Zeit 7= #/Q in der das Potentialminimum auf
einer Seite rubt, und der Zeii fiir eine Eigenschwingung 7 /w bestimmt. Die Schwingungsamplitude hangt
dabei neben der Stirke der Reibung r, vom Zustand am Anfang der Halbperiode T ab, der sich -als
Funktion von 7- aus dem Zustand am Ende der vorherigen Halbperiode ergibt. In diesem Bild wére das
r-T-Phasendiagramm perfekt periodisch, alle Resonanzstreifen waren 1dent1sch hitten dze Brelte wfw
und verhefen im wesentlichen parallel zur r- Achse St SO :

“5Dieser Begriff ist bis jetzt nur anschaulich —heim Betrachten des Phasendiagramms— klar: Durch eine geeignete Trans-
formation kdnnen die einzelnen Resonanzzungen so entzerrt werden, daf sie aile dieselbe Form besitzen. Die Punkte, die
dann an der gleichen Stelle in unterschiedlicher Zungen liegen, korrespondieren. Die Orbits zweler korrespondierender
Parameterpunkte besitzen gleiche Eigenschaften (das wird spiter genauer definiert}), bis auf die Anzahl der Umliufe.




Der entscheidende Punkt ist, daBl auch im allgemeinen Fall die Resonanzzungen eine quantltatlve geome-
trische Ahnlichkeit a.ufwelsen :

Es ist nun weniger interessant einzelne Resonanzzungen zu untersuchen, als thre allgemeine Form im
Parameterraum zu kennen und korrespondierende Punkie in den einzelnen Zungen zu identifizierer. So
kann das gesamte Phasendiagramm durch die charakieristische Struktur der einzelnen Hesonanzzunge

Acuddlldl CQUICE LT Ol

beschrleben werden,

Mit anderen Worten besteht das Problem darin, die Form der Resonanzzungen in Abhéngigkeit der
Systemparameter (r, ) zu finden. Mit dieser Information kénnen bei gegebenen Parametern (r,{}) die
Attraktoreigenschaften bestimmt werden, ohne die Differentialgleichung zu integrieren, Oder —unter Nut-
zung dieser Information in umgekehrter Richtung- die Systemparameter fiir ein gewiinschtes Verhalten
kénnen berechnet werden, um z.B. Chaos oder Resonanzen zu verhindern oder aufzusuchen. Auf diese
Weise hitte DUFFING seine Maschinen gezielt verbessern kdnnen.

Zur Realisierung dieser Zielsetzung ist unter anderem das Konzept der Poincaré-Abbildung (siehe [6]
fur eine EBinfiithrung) entscheidend: Statt einen gesamten Zyklus als Losung der Differentialgleichung zu
untersuchen, betrachten wir die Abbildung

z(to), #(t0)) == (z(to+ T), &(to + T)), (0.4)

die fiir die beschriebenen Systeme eine kompakte und im wesentlichen komplette Beschreibung der Dyna-
mik darstellt (unter Benutzung der Periodizitit und Inversionssymmetrie von 0.2 kann dem Phasenraum
(z,2,t) die Topologie R x R x & zugeschrieben werden). Die Integration {iber eine Halbperiode T
entspricht dann einer lteration

.@.n-#—l = ‘P(gn)

Fiir die Beschreibung des globalen Verhaltens ist es sinnvoll, sich auf einen bestimmten {zunichst be-
liebigen) Referenzzeitpunkt s festzulegen, um die Untersuchung zu vereinfachen. Wir suchen also die
Poincaré-Abbildung des Systems, die genau wie die Differentialgleichung zwei Parameter (r, (1) besitzt,
und deren Iteration die Lésung der Differentialgleichung iber eine Halbperiode zusammenfafit. Ein
Grenzzyklus der Differentialgleichung entspricht einem anziehenden Fixpunkt der Poincaré-Abbildung,
der nach der Symmetriebrechung zu einem Zweierzyklus wird, bei der nidchsten Periodenverdopplung
dann zu einem Viererzyklus usw.

In dieser Arbeit wird eine analytische Methode zur Bestimmung der Poincaré-Abbildung entwickelt.
Sie liefert die dem Problem angemessene analytische Form mit geeignet zu bestimmenden numerischen
Konstanten, sowie die geeigneten Koordinaten des Parameterraums, die den Zusammenhang zu den
Differentialgleichungs-Parametern herstelit. Die Betrachtung der Abbildung 0.3 18¢ hier schon plausibel

erscheinen, dafl dies Koordinaten sein sollten, in denen das Phasendiagramm periodisch ist..

Das Vorgehen beruht auf folgender Idee: Wie zuvor beschrieben, werden sowohl die Resonanzzungen im
Parameterraum, als auch die Zyklen der zugehérigen Losungen fiir wachsende n immer &hnlicher. Bei
Benutzung der Koordinaten (z, ) und der Parameter (r, ) ist diese Information schwer auszuwerten {die
numerische Integration wird im Gegenteil immer aufwendiger), da diese Grofen, wie wir sehen werden,
dem physikalischen Verhalten nicht optimal angepaft sind. Die Grundidee besteht in der Formulierung der
Dynamik in Wirkungs-Winkel-Variablen (I,) und der Verwendung eines neuen Parametersatzes (o, 3)
(statt der alten (r,Q)), sowie der Betrachtung des Systems im asymptotischen Bereich n — co. Dort
indert sich die antreibende Kraft beliebig langsam und das System fithrt in jeder Halbperiode beliebig
viele Eigenschwingungen durch, wobei es bei jeder einzelnen nur wenig Energie verliert. Beschreibt man
die Lésung in diesem Bereich in Wirkungs-Winkel-Koordinaten, ergibt sich eine eindimensionale Poin-
caré-Abbildung. Eine Entwicklung um diesen asymptotischen Bereich {die, wie wir sehen_"}verden, einer
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Entwicklung nach dem Parameter e~7 entspricht), liefert dariiber hinaus die dem Problem angepafiten

Parameterkoordinaten {«, 8), mit der Umrechnung {a, 8) < (r, ), sowie Zusatzterme héherer Ordnung
in e7’7, welche die dann schwach zweidimensionale Poincaré-Abbildung fiir Zungen mit endlichem, nicht
zu kleinem n auf iibersichtliche Weise parametrisieren.

Diese Poincaré-Abbildung hat die Form

Pril = .Cf(?‘,_.Q) e ﬁ(?", Q) CO8 By, + o(e—ZrT)

- (0.5)
Inpp = L+ f(‘spn)e_rT"'}' o(e—zr }:

mit folgenden Eigenschaften:

e Die Variablen / und ¢ sind der Zeitentwicklung des Systems angepafit, in ihnen reduziert sich
die Poincaré Abbildung im asymptotischen Limes auf eine Dimension (die Koordinate I wirkt in
erster Ordnung e~ nicht auf ¢ zurfick). Deshalb kénnen sie als “natiirliche” Variablen bezeichnet
werden. In diesem Sinn erhalten wir mit ¢ und 8 auch “natiirliche” Paremeter, in denen die

Phasendiagramme darzustellen sind.

e Durch Invertieren von a(r, ), 5(r, Q) erhalten wir die Funktionen r(a, 5}, (e, 8) und damit auch
die Differentiaigleichung in diesen neuen Parametern.

e Das Phasendiagramm in den neuen Parameterkoordinaten (a, ) ist 2w-periodisch in . Jeder
2m-Streifen im Parameterraum entspricht einer Resonanzzunge. Auf diese Weise sind korrespon-
dierende Punkte der verschiedenen Zungen bestimmt. Die eindimensionale Poincaré-Abbildung 0.5

. beschreibt also die asymptotische Gestalt der Resonanzzunge, die Funktionen a(r, (1}, 8(r, () liefern
- die Information, wie alle Resonanzzungen der Differentialgleichung auf diese abzubilden sind. Ge-
nauer: Die Poincaré-Abbildung beschreibt das vollstindige Bifurkationsdiagramm in einem Strelfen

im asymptotischen Limes.

. Durch die einfache Form der Poincaré-Abbildung kénnen etliche Phinomene im Lésungsverhalten
der Differentialgleichung erklart, und analytisch in Abhingigkeit der Parameter beschrieben werden.
Es wird beispielsweise erklirt, warum die Resonanzzungen die vorliegende Form, bestehend aus
jeweils einem breiten und einem schmalen Streifen, besxtzen und bel welchen Parameterwerten die
erste Bifurka,tlon in den emzelnen Resonanzen auftritt _

é nip fnﬁ](f"lon;}p Form .r]pr Pvl“" rp_Al-\l-n]dnna mlf haheraen pnfunr-l(lnncrctgrmen (vnn dnnpg die

. medrlgste Ordnung explizit angegeben wird) bestimmt den der Bewegung angepaﬁten funktionalen

N Ansa.tz fur numerlsche Slmula.tlonen In d1e Theorle gehen keme emplrlschen F ltparameter em L

o Im Rahmen der Herleitung dieser Ergebnisse werden einige universelle (d.h. von den Parametern r
. und Q unabhingige) Konstanten definiert, die numerisch bestimmt werden miissen. Der gesamte
““Einfluf der Nichtlinearitit auf die Lésung wird also auf einen endlichen Satz fester numerischer
. Konstanten zuruckgefuhrt d1e nur vom Potentzaltyp (be1 der Dufﬁng Glelchung also nur.von q)_

 abhangen.




11

Ubersicht tiber die Kapitel

Kapl‘tel

2. Kapitel

3. Kapitel

4. Kapitel

Bei der Herleitung der Poincaré-Abbildung sind zwei Hiirden zu iiberwinden: Die ampli-
tudenabhingige Schwingungsfrequenz des Systems und die zeitlicke Anderung der Anre—

gungskraft. In diesem Kapitel wird die zweite Komplikation auler Acht gelassen und die

Dufling-Gleichung mit Rechteck-Anregung betrachtet. Hier springt die Kraft zwischen 2741
und z? — 1 hin und her. .

Das Kapitel hat vorrangig didaktischen Charakter, die Grundideen der Theorie werden
zunachst an dem einfachsten méglichen System beschrieben. Es wird sich herausstelien, daff
die damit bestimmte Poincaré-Abbildung dieselbe ist, wie die fiir die allgemeinere Duffing-
Gleichung, lediglich Vorfaktoren sind andere.

Dieses Kapitel fiihrt ein neues, und fiir die folgenden Uberlegungen entscheidendes Konzept
ein: Die Referenzldsung zo(f). Dieses Konzept diirfte {iber die Anwendungen in dieser
Arbeit hinausgehend von Interesse fiir die Behandlung nichtlinearer Oszillatoren sein. Die
Referenzldsung ist eine Verallgemeinerung des Grenzzyklus beim harmonischen Gszillator
(d.h. fiir den Spezialfall ¢ = 1 vereinfacht sich zo{t) zu diesem Grenzzyklus).

Eine solche Referenzlésung existiert fiir alle Parameterwerte im Bereich r < 1 < T. Sie
ist eine spezielle Lésung der Differentialgleichung, ndmlich eine solche, die keine Figen-
schwingungen eusfihrt (wie auch im linearen Fall). Im Gegensatz zu letzterem hdngen die
Referenzldsungen fir aufeinanderfolyende Halbzyklen aber nicht zusammen.

Diese Losung vermittelt insbesondere neuwe Erkenntnisse iiber den Einflufl der Nichtlinearitit
auf die Losung der Differentialgleichung (z.B. warum bei der Erhéhung von ¢ = 1 nach
g = 1.01, die ja nur eine minimale Anderung der Potentialform darstellt, eine chaotische

Bewegung moglich ist).

Mit den Informationen aus dem 2. Kapitel kann die im ersten Kapitel entwickelte Theo-
rie auf die Dufling-Gleichung iibertragen werden. Eine Methode, die Poincaré-Abbildung
fir beliebig hohe Ordnungen in e™™T zu bestimmen, wird beschrieben und bis zur zweiten
Ordnung angewendet. Die so erzielte zweidimensionale /--Poincaré- Abbildung deckt einen
auch fiir technische Anwendungen interessanten Parameterbereich ab.

Die Vorschrift zur Bestimmung der schon erwihnten universellen Konstanten wird angegebe-
nen und eirige Sitze (fiir verschiedene Potentialtypen) dieser Konstanten werden bestimms.
Die Ergebnisse werden quantitativ mit Losungen der Differentialgleichung verglichen und
der Giitligkeitsbereich der Theorie im Parameterraum iiberpriift.

Die im dritten Kapitel eingefilhrten Konstanten sind nur in einem asymptotischen Sinn,
namlich fiilr Resonanzzungen zu grofen Indizes n, “universell”, fiir niedrig indizierte Reso-
nanzzungen Werden sie abhéingig von den Systempara,metern Wenn eine Poincaré- Abbildung

einstimmt, miissen Konstanten bestimmt werden, die fiir diesen Bereich gelten.

Hier ist zu unterscheiden zwischen einer gquantitativ guten Approximation der Phasendia-
grammie fiir einen Bereich des Parameterraums und der Niherung einer einzelnen Trajektorie
flir einen festgehaltenen Punkt im Parameterraum. Eine minimale Abweichung in den Pha-
sendlagrammen, die aus kleinen Abweichungen bei der Bestimmung der Parameter resultiert,
kann an kritischen Parameterbereichen zu grofien Abweichungen in den Ldsungen fithren,




5. Kapitel

Einleitung und Ubersicht

die nichts mit der theoriebedingten Ungenauigkeit zu tun hat (extreme Parameterempfind-
lichkeit bei chaotischen Systemen).

In diesem Kapitel wird eine Methode zur Bestimmung dieser parmeterabhangigen Koeffi-
zienten entwickelt. Die Ergebnisse der vorigen Kapitel stellen sicher, daB die funktionale
Form der dort entwickelten Poincaré-Abbildung die geeignete Modellierung der Differential-

4212 & 1iLW 1

gleichung darstellt.

Zur Beschreibung des Systems in Wirkungs-Winkel-Variablen (I, ) mufl die Transforma-
tion (z,z) « ({,¢) bestimmt werden. Im Fall der allgemeinen Duffing Gleichung ist dies

“eine explizit zeitabhingige kanonische Transformation, die in diesem Kapitel hergeleitet und
‘als Reihenentwicklungen formuliert wird. Sie wird zur Bestimmung der universellen Ab-

bildungskonstanten und der im 4. Kapitel eingefithrien parameterabhingigen Koeflizienten

_ benutzt.




Die Differentialgleichung
4+ 2rd 4% = 20(sin ) — 1 = %1 (1.1)

ist durch die rechteckférmige Zeitabhingigkeit der Anregungskraft eine Vereinfachung der Duffing Glei-
chung mit Sinus-Anregung. Durch die nichtlineare riicktreibende Kraft 27 ist die Schwingungsfrequenz
amplitudenabhingig. Diese Eigenschaft ist fiir die in der Einleitung beschriebenen Phinomene verant-
wortlich, unabhéngig von der Form der periodischen Anregung. Die Gleichung 1.1 zeigt deshalb im hier
betrachteten asymptotischen Parameterbereich

e w1 (1.2)

r€ 1<« T =1/ (1.3)

das gleiche qualitative Losungsverhalien wie die Duffing Gleichung. Diese Tatsache ist numerisch aus
Phasendiagrammen ersichtlich, sie wird spiter aus der Theorie verstindlich.

Die Anregungskraft wechselt jede Halbperiode T ihr Vorzeichen, was einem Wechsel zwischen den beiden
Potentialen V, und V_ in Abbildung 1.1 entsprlcht

e gy 1 1.4
g+1 g+1 (14

Vi(:r) =

Die an sich irrelevante Konstante ¢/(g + 1) wurde so gewahlt, daB die potentielle Energie im Minimum
immer verschwindet.

'7m1=-nTncm den TTmnnL altzeitnunkten ist das O.,ng-n_q zettunabhinsis, so daf wir uns in dies

VLCILLAUIIN LTI I3 Y Sl AUIUUIIG LTI RN,

ausschlieBlich auf den EinfluB von Nichtlinearitit und Dissipation konzentrieren kénnen.

In dem durch (1.2} und (1.3) definierten Parameterbereich fithrt das System in jeder Halbperiode viele
Oszillationen (die Zeit fiir eine Oszillation hat die GréSenordnung 1 < T') mit jeweils schwach abfallender
Amplitude (r < 1) aus, wobei am Ende der Halbperiode die Amplitude kiein geworden ist (e77 < 1).
Dann wird durch das Umschalten des Potentials {Kick)! dem System schlagartig Energie zugefithrt und
eine weitere Dissipationsphase beginnt. Die Bedingung (1.3) bewirkt also, da8 wir Parameter im Bereich
hoher Resonanzen betrachten, (1.2} wird spiter als natiirlicher Entwicklungsparameter in Erscheinung
treten.

Im folgenden werden wir zunichst durch geeignete Koordinatentransformationen das System in problem-
angepaBten -Grofen formulieren. In diesen Koordinaten wird die Poincaré-Abbildung hergeleitet.  Ein
zusitzliches Ergebnis der Herleitung ist die Einfiihrung problemangepaﬁter-Pammeterkoordinaﬁen, sowie

Unter dem Kick wird in diesem System ein Zuwachs.an potent:eiler Energ:e verstanden, im- Gegensatz Zum geklckten :
Rntator [9], wo beim chk }unetlsche Energte zugefuhrt wu-d St S v e : i S

3
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Vi
— S
T —§P ; :I ._I_ID
(Jo+8Lo)e™ S/\ Q
& LA I = Ige™ 7T
\i: . E:/\}?/ 1 = ot
-1 0 1y
T
i
%\ |

Abb;iduﬁg L.1; Bin Zyklus begmne tm Punkt P des Potentmls V+ Er ende zur Zeit T in einem Punki Q
S ‘bei z =1+ yy. Durch den Kick wird die Bewegung im Potential V_ fortgesetzt was einer
. Erhéhung der Energic auf den Punkt R entspricht. R — R .isi die kinetische Energie, die
.. durch den.Kick nicht gedndert wird. Der néchste Zyklus ende im Punki 5. Parameter:
g =3,r=0.0375, 2 =007, T = 45, T = 0.18. '

Umrechnungsformeln zu den Parametern (r, {}) der Differentialgleichung. Diese Ergebnisse kénnen dann
auf die Differentialgleichung angewandet und der Giiltigkeitsbereich der asymptotisch exakten Theorie
iiberpriift werden, indem die Ubereinstimmung des Verhaltens der Poincaré-Abbildung und der Lésun-
gen der Differentialgleichung fiir endliche {r, (1) verglichen wird. Am Ende des Kapitels werden Phasen-
d;agramme mlt den neu emgefuhrten Pa,rametern gezelgt sowie (als Be}splel fiir die Lemtungsfah:gkeﬂ_-
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unserer Beschreibung durch Poincaré-Abbildungen) die Korrektheit einiger einfacher Ergebnisse, die mit
der Poincaré-Abbildung erzielt werden, fiir die Differentialgleichung mit entsprechenden Parameterwerten

demonstriert.

Durch die Aufteilung in Dissipationsphase und Energiegewinn ist bei dem System (1.1) der zur diskreten
Abbildung fithrende Mechanismus leicht zu verstehen: Die Energiemenge, die beim Kick dem System
zugefiihrt wird, hdngt von der Koordinate z unmittelbar vor dem Kick ab:

AE = Vi(z) - V_(a),

es wird also nicht bej jedem Kick dieselbe Energiemenge zugefithrt. Die Koordinaten am Ende jeder
Halbperiode werden in Abhdngigkeit von r und {) bestimmt und daraus die Gréfie des Kicks und die
Anfangsbedingung fiir die nachste Halbperiode berechnet. So ist der Zyklus geschlossen und die Poincaré-
Abbildung, mit der das Phasendiagramm vollstdndig beschrieben wird, kann angegeben werden.

1.1  Transformation in ein hamiltonsches System

Die Bedeutung der Bedingungen (1.2) und (1. 3) 188t sich durch die Transforrna,tlon in ein hamiltonsches
System prézisieren. Zuerst wird die Ersetzung -

y 1=z — Zo; T = 20(sin M) — 1 = 1 ' (1.5)

durchgefihrt. In y-Koordinaten bewegt sich das System in einem Potential, dessen Minimum immer bei
y = 0 liegt, und das keinen linearen Term enthilt:

Gl) = =) T+

g+1 _
_ g,uq(q—l)s,q(q—l}(q— 2) 4, a (18
SY ESY o1 vk, (1.6}
Jetzt kann mit der weiteren Transformation
z:=¢"y (1.7)
f' SrTT ﬂ%‘m‘ﬂlﬂ?‘{' "K?ﬂ?‘!"ﬂﬂ nﬂ"' D]’I nennrapm \l?\“d \s‘m Aao Dﬁ‘ﬂlﬂ}l‘?}"l 11’1 Anr‘n \"TWR\J 1'fergréﬁer§;7

er Dissipationsterm elir verden.
dem sich der Radius der Spirale in Abbildung 1.1 verkleinert: Wir betrachten das System wahrend
einer Halbperiode 7" durch ein exponentiell stirker werdendes - Vergroﬁerungsglas

Einsetzen in (1.1) liefert die Gleichung

P4 {g—r¥rtaze T a4 =0, (1.8)
. _1\ _1" _2‘ . e
_pte=1) a4=+_(?____fé_i_9___)_

Sie stellt ein hamiltonsches System % -+ W’ {z,t} = 0 dar mit dem Potential

'Wi(‘?st) =

~§@fr)+ By Uemmgay T ag)

3 Ay
und der Hamiltonfunktion . i e _
N F(z,é,t):;jéz-l—W(z,'t). o (1)
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In diesen Koordinaten ist das System reibungsfrei, aber mit einem zeitabhdngigen Potential versehen,
dessen nichtquadratische Anteile exponentiell mit Potenzen von e”™* aussterben.

Der Faktor vor dem quadratischen Term ist um r? kleiner als in y-Koordinaten, dies spiegelt die reduzierte
harmonische Eigenfrequenz (0.1) im Potentialminimum des dissipativen Systems (1.1) wieder.

Die Transformation auf y-Koordinaten ist essentiell fiir das Folgende. Ohne sie enthielte das Potential
W(z,t) noch einen exponentiell anwachsenden Term aye™™z, der die weiteren Schritte undurchfihrbar
machen wiirde. Im Fell der Rechteck-Anregung ist diese Transformation trivial (da zo = +1), spéter
wird sie durch eine Funktion zo(t) zu ersetzen sein.

Abbildung 1.2 zeigt die Trajektorie aus Abbildung 1.1 in z-Koordinaten.

Abbildung 1.2: Zyklus in z-Koordinaten. Durch das ezponentielle Aussterben der Nichtlinearitdt ndhert
sich der Zyklus einer Ellipse (=harmonische Bewegung) an. Perameter wie in Abbil-
dung 1.1: ¢ =3, 7 = 0.0375, & = 0.07, T' =45, ™7 = 0.18.

Die Bedingungen (1.2), (1.3) haben in dieser Sichtweise folgende Bedeutung: Wegen e~ < 1 ist das
System spatestens jeweils am ¥nde einer Halbperiode praktisch harmonisch. In den folgenden Schrit-
ten kann immer nach Potenzen dieser Gréfie sortiert werden. Im Fall, daBl (1.2) gut erfiillt ist, kann
man sich auf die niedrigsten Potenzen beschrinken; dariiber hinaus liefert die Theorie eine systemtische
Entwicklung in ¢7. Der Anwendbarkeitsbereich dieser Theorie ist etwa durch e~ T < 0.3 begrenzt.
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Der Kick in z-Koordinaten wird durch das Zuriicksetzen der Zeit ¢ = T nach jeder Halbperiode auf den
Wert ¢ = 0 realisiert, durch den Kick wird auch die Nichtlinearitat des (mittlerweile linearen) Systems
schlagartig wieder eingeschaltet.

1.2 Wirkungs-Winkel-Variablen

Wegen der mit (1.3) vorausgesetzten langsamen expliziten Zettabhingigkeit des Potentials kann das Adia-
batentheorem benutzt werden, das folgenden Inhalt hat {eine volistindige Herleitung ist in [2, S. 294 ff]
gegeben): Wir bezeichnen die explizite Zeitabhéngigkeit mit 7, um sie von der impliziten Zeitabhingig-
keit zu unterscheiden. Fir jeden festen 7-Wert ist die Wirkung als die Fliche definiert, die von der dann

geschlossenen Trajektorie eingeschlossen wird:
J{z,2,7) 1= %z‘dz = l] V2AF —W((,m))d(. (1.11)
i

Die Wirkung hingt also von z und Z nur iiber den Wert der Hamiltonfunktion F'(z,%,7) ab, deren
konstanter Wert zugleich die geschlossene Integrationstrajektorie festgelegt.

Bei mitlaufendem 7 = ¢ ist diese Definition nicht mehr anwendbar, da die Trajektorie nicht mehr ge-
schlossen ist und somit auch keine Flache einschlieft (Abbildung 1.2). Jedem Punkt (z(ts), 2(ts)} der
Trajektorie des zeitabhingigen Systems kann dann die geschlossene Trajektorie des zeitunabhingigen
Systems mit festem 7 = ¢, und der Hamiltonfunktion F{( (tg), #(tg), to) zugeordnet und deren Wirkung
bestimmt werden. So kann mit der Definition (1.11) J{z,%,t) fiir die gesamte Trajektorie berechnet
werden. Das Adiabatentheorem besagt, dafl diese Grofe eine adiabatische Invariante des zeitabhéngigen
Systems ist.

Wir betrachten also eine Folge geschlossener Trajektorien. Fiir jedes ¢ durchst68t die Trajektorie des zeit-
abhingigen Systems diejenige geschlossene Trajektorie zum Parameter 7 = ¢. Diese Folge geschlossener
Trajektorien deformiert sich mit fortschreitendem 7, was zu Anderungen in F fithrt, die eingeschlossene
Fléache bleibt aber nach Ausweis des Adlabatentheorems konstant, wenn 2% klem ist.

Genauer: Schreibt man W als Potenzrethe in e W = Wy +etWy + ..., wobel ¢ ein MaB far die Zeit-
abhingigkeit des Systems ist (im durch Gleichung (1.9) definierten System entspricht ¢ der GéBe r), so
garantiert das Adiabatentheorem die mittlere Konstanz von J bis zur Ordnung €% J = ae+ O(e*), wobei
a eine mit ¢ oszillierende Funktion ohne konstanten Anteil in ihrer Fourierreihe ist. Das ist der Grund
fiir die ausgezeichnete Stellung der Wirkungs-Winkel- Koordmaten (J,2).

Wir rechnen jetzt die Wirkung in z- bzw y-Koordinaten um. Wegen der zeitabhingigen Transformation
(1.7) ist K, die auf z-Koordinaten transformierte Hamiltonfunktion ¥, nicht gleich der Gesamtenergie

12* 4+ V{z, 7). I(E) berechnet sich entsprechend der Definition (1.11)

I(E,7) = e J(Fy7) = 1‘”}/ (B - V (¢, 7)), (1.12)

wobei sowohl die kinetische- als auch die potenticle Energle Zusatzterme erhalten, mit denen die adia-
batische Konstanz der Wirkung erzielt wird:

E :;:””%iz-{-rxi—*-f/(x,r), . (1.13)
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Abblldung 1.3: Die Wirkungsfunktion in Abhidngigkeit der Zeit. Durchgezogen: Ein Zyklus mit den Para-
metern v = 0.14, T = 37 wurde numerisch integriert und zu verschiedenen Zeiten I und
daraus J berechnet (1.12). Néhert man sich dem asymptotischen Bereich (1.8), verklei-
nern sich die Schwankungen von J em Anfang der Periode. Gestrichelt: Zum Vergleich
diese Grifle jedoch ohne den Term rai, d.h. stait der Hamiltonfunktion wurde die Energie
in (1.12) verwendet. Hier treten Oszillationen mit doppelter Eigenfrequenz auf.

Die Integrationsgrenzen z;, z, sind die Umkehrpunkte der Trajektorie, E = V(=) = V(z,).

Wiirde man statt der Groéfe E die Energie verwenden, erhielte man eine oszillierende Funktion, die nicht
die oben beschriebene adiabatische Konstanz besitzt. Dieser Effekt ist in Abbildung 1.3 gezeigt. Die kor-
rekt berechnete Wirkung oszilliert mit der jeweiligen Schwingungsfrequenz und exponentiell abnehmender
Amplitude, entsprechend der abnehmenden Zeitabhéngigkeit des Systems.

Auch in (1.12) wird natiirlich die implizite Zeitabhingigkeit (7) von der expliziten Zeitabhéngigkeit (¢)
separiert. V(z,7) ist zwar im Fall der Rechteckanregung nicht explizit zeitabhingig (deshalb wird ja dieses
System als besonders einfaches Beispiel betrachtet) die mogliche Zeitabhingigkeit macht die Formel aber

auch fiir den allgemeinen Fall giiltig.

Die Kreisfrequenz ist durch die. Hamiltonschen Bewegungsgleichungen gegeben:

_OF(J,7) _ GE(I,T) .
T~ Ter T er (L.15)

mit der Umkehrung der Funktionen zu J(F ) hnd I(E T) aus-(1.11} und {1 12) ‘Wir erhalten so:

1 _ 1 dI{E) _i d{ (1.16)
w(E) cp(E) d& - 7 j, Q(E—f/{())j
und den Winkel als Bruchteil eines Umlaufs (Abbildung 1.5), [2, S. 284]: -
o(B,2) = (B) | et (1.17)

w{I) und (I, z) konnen hieraus durch Einsetzen von E(I) bestimmt werden.
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Abbildung 1.4: Die Funktion I{E) nach (1.12) [18, IOmPhi]. Links: Vergleich von I{E) mit der harmo-
nischen Gréfle Iy = Efw, (gestrichelt) fir g = 3. Rechis: I{E) fiir verschiedene g. Von
oben: ¢ = 1.3, 2, 3, 5.

I(E) w(I)
2.0 1.8 1

V3
1.7

1.6 -

Abbildung 1.5: I(E) und w{l) im fir die Bewegung relevanten Bereich bei ¢ = 3. Iy = I{Fo} = I{2} =
1.4013, w(0} = wy = /7. Fir kleine E (harm. Bereich) gili B = .

Aus der oben beschriebenen adiabatischen Konstanz der Grofle J folgt

)= = T I©). ()
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Diese Beziehung ist naheliegend auf Grund der Divergenz —2r des Flusses im Phasenraum, wonach die
mittlere Anderung der Wirkung durch 7 = —2r/ gegeben sein sollte.

Die Zeitentwicklung des Winkels ist nach dem Adiabatentheorem durch w(f} aliein gegeben:

ft 1 i a7
o) =0 + [ U =0 +5 | wDF, (1.19)

letzteres mit Hilfe von ¢(7) = —3-log(#{ah).

Herleitung der Poincaré- Abbildung

feacsh
7]

Bei unseren spiteren Uberlegungen werden Entwicklungen nach Potenzen von e™"7 durchgefihrt, in
diesem Kapitel nur bis zur ersten Ordnung.

Wir betrachten die Zeitentwicklung beginrend bei ¢ = 0 im Punkt P (Abbildung 1.1), mit £y = 2,
Iy := I(£;). Die Trajektorie iiuft in einer Spirale auf das Minimum bei +1 zu, bis sie bei ¢ = T einen
Punkt @ im harmonischen Bereich erreicht hat. Hierist 7 = I; = ye=¥7 und

21 ] .
Y1 =—4/ ‘w—l oS (P, 71 = v/ 2hwising (1.20)
1

proportional zu e~ mit einem Endwinkel ¢; entsprechend (1.19) (w; = /7 ist die harmonische Fre-
quenz). In diesem Moment schaltet das Potential zu V_ um, wodurch die Energie auf den Wert B
angehoben wird. Die Differenz zu R rithrt von der restlichen kinetischen Energie her, die proportio-
nal zu g% ~ e 7 ist und somit gegeniiber der potentiellen Energie vernachlissigt werden kann. Die
Anfangsenergie des néchsten Zyklus ist F = Ey + §Fp mit

b=y VI(y=2)~e" {1.21)

in niedrigster Ordnung e~". Der nichste Zyklus beginnt bei o{0) = 8, 1(0) = Iy + 8y, wy = w(lp) mit

5900 = —wp T/%I:‘“ = ...,¥ QIgwle_TT sin @y (122)
V2] 2
und
eI . 2 [y .7
_ - .= 2t o1, 1.2
51, 5E(E0)yiv_(2} oV o e cospy (1.23)

1 ist die zum Endpunkt der Trajektorie zur Zeit ¢ = T gehorende Winkel-Variable gema8 Gleichung
(1.17)2

Dieser zweite Zyklus endet etwa in einem Punkt S zu dem Winkel (siehe {1.19))
T
Ap = dpo + j[ w(I(t))dt- e (1.24)

1

Die untere Integrationsgrenze ist hier z;. Um die Spiegelsymmetrie des Systems {Abbildung 1.1) auszunutzen, definieren
wir g (als Winkelv_a.riabie im Po_tentia.l V.) mit der unteren Integrationsgrenze .
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wobei =®(7(0)) die Differenz zum rein harmonischen Winkelinkrement A ~ wlT ist.” Wenn .die Inte-
gration mit I{0) = Iy beginnt, erhilt man fiir diese GréBe : :
Iy

a(Io) (1) - )

I(T)
- Jéu(wu)_wi)dff (1.25)

Die untere lntegratlonsgrenze darf Null gesetzt werden, weil der Integrand um 0 regulir ist {w(/) =

wy + a1f + ..., siche Abbildung 1.5) und I(T) von zweiter Ordnung in "7 ist.
Ta der Zyklus nicht exakt bei fy beginnt, wird um die obere Integrationsgrenze entwickelt:
B(I(0)) = B(ly) + ——51, (1.26)
Der Winkel im Punkt § hat also den Wert
o1 = bipo +unT + 5 @(IG) 1 i T YT (1.27)

Der Winkel 6y hat die GroBenordnung e~’7; wir vernachlasmgen ihn gegeniiber den anderen Terme von
der GréBenordnung T bzw. e~ ~ 1.

Betrachtet man die Wirkung am Ende des zweiten Zyklus, l;+61; = e 7 (Iy+815), soist 61} jetzt um eine
Ordnung e'7 kleiner als I; und kann wieder vernachliissigt werden. Dies ist der entscheidende Schritt, der
in der niedrigsten Ordnung ¢™’7 die Poincaré-Abbildung in I-¢-Koordinaten zu einer eindimensionalen
Abbildung in der Variablen ¢ reduziert. Dieser Schritt kann so veranschaulicht werden, daf in der
Relaxationsphase die Kontraktion im (I, p)-Phasenraum zu der Linie I = I so stark ist, daB am Ende
der Periode J = I) unabhingig vom Anfangswert angenommen werden darf.

Ein Zyklus verlauft also in den Phasen {wobei wir jetzt den Wert der Wlnkelvarlabien am Ende des n-ten
Zyklus von ¢; in ¢, umbenennen) -

nl —e¢ — nT +¢ — {(n+1)T ~
.[1 e Ig + 5.[0((,0,1) e Il
on 0 —  ¢ny1(61o)

Die gesuchue Poincaré Abbildung ¢, — @11 folgt durch Einsetzen des Aasdrucks fur 510 aus Glezchung
1 09y S, ML f1 a7y,

\4. Lieg } i \_u\.i\.uulls \1 /.:lj

Pnii = -+ Bcosp,. (1.28)

wobel die neuen Parameter o und B in jeweils niedrigster Ordnung e~"7 als Funktionen von r und {2

gegeben sind:

[84 WlT —}'@(IQ) i

}8 _ ]—wg / 1 —'rT
- I()LU]

Die Gleichungen (1.28), {1.29) sind das zentrale Ergebms dieses Kapitels. :
Beim harmonischen Oszillator wire wg = w1 =8/ q = 12, @(10) =0 und Ig 2. Dle zugehonge x’omcare-
Abbildung ist konstant @ =wT. - ' S - -

Die Poincaré-Abbildung (1.28) enthilt 3 “aniverselle” Konsta.nten d.h. Konstanten, die nur vom Poten—
tialtyp, nicht aber von den Parametern r und T a,bho,ngen Sze beschrelben den gesamten Emﬁuﬁ der
Nlchthnea,ntat auf die Zeitentwicklung: : SRR S : S

1

TR Y
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®(Iy) ist die Winkelkorrektur (gegeniiber dem harmonischen Referenzpotential) fiir die Relaxations-
phase. In Abbildung 1.2 durchliuft das System zunichst den nichtlinearen Bereich, wobel der
Winkelzuwachs von der Beziehung ¢ ~ wy T abweicht. ®(fp) ist die kumulierte Abweichung vom
harmonischen Verhalten {Gleichung (1.2) garantiert, da der harmonische Bereich auch erreicht

wird).

Iy ist die Wirkung, die vom Potentialminimum ausgehend durch den Kick erreicht wird, also die
Wirkung des Systems im Punkt P in Abbildung 1.1.

1wy ist die zur Wirkung , gehdrende Umlauffrequenz w(lp).

1.4 Numerik

Die eben beschriebenen Konstanten sind nicht analytisch berechenbar, sie miissen numerisch bestimmt
werden, was leicht mit Standardprogrammen mdglich ist {13, IOmPhi],{11]. Abbildung 1.6 zeigt die
Konstanten fiir verschiedene q.

Io,wo ‘E’(Iﬂ)

- 0.0

q Iy Wo ®(1y) ——0.5
10120 1.0 0.0

1.1 | 1.9306 | 1.0356 | -0.0292

1.5 1.7312 | 1.1481 | -0.1548

2.0 | 1.5772 | 1.2449 | -0.3256

2.5 11.4751 | 1.3130 | -0.5063 1.0
3.0 | 1.4013 | 1.3632 | -0.6941

4.0 | 1.3011 | 1.4319 | -1.0842

5.0 | 1.2341 | 1.4760 | -1.4867
10.0 | 1.0757 | i.53670 | -3.5659 N

~
50.0°] 0.9136 { 1.6185 | -18.887 0.8 i | 15
1 2 -3 4 5
g

Abbildung 1.6: Links: Numerische Konsianten fir verschzedene g-Werte. Rechis: Die Graflen Iy, wo und
B(1y) in Abhdngigheit von g. ' .

Um die Poincaré-Abbildung mit der Differentialgleichung vergleichen zu konnen, muf} letztere in den
Parameterkoordinaten (e, #) voriiegen. Hierfiir mufl (1.28) invertiert werden, was nur numerisch méglich
ist. Das kann durch Aufldsen der Gleichung fiir o nach 7" und Einsetzen in die Gleichung fir 3 geschehen.
Diese Gleichung kann dann mit einem eindimensionalen Nullstellenprogramm gel6st werden [13, Koord2].

Auf diese Weise kann die ezakte Poincard Abbildung zur Differentialgleichung (die durch Integration der
Differentialgleichung {iber eine Halbperiode T numerisch bestimmt wird und die wir deshalb als empirische
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Abbildung bezeichnen) mit der Abbildung {1.28) verglichen und die Theorie uberpruft werden, was wir
im folgenden mit drei verschiedenen Parametersitzen durchfithren werden. ' : T

Pngl

3 T T 1 T _
0 1 2 3 4 5
©n
A B C
« 1072.28 64.0 8.0
B 1.2 1.2 1.2
2r 0,011 0.077 1 6.21
0 0.0048+ 0.074-} 0.47
T 655.4 2.4 6.
e T - 0.027 0.19

0.5 | -

3.5 — Ortl

00— T |

4547

. on
Abbﬂdung 1 7 Vergleich der Poincaré Abbildung zur Differentialgleichung (1 1 ) mit “der theoretischen
“Abbildung (1.28). Teilbild A: Paremeter innerhalb des Giltigkeitsbereichs der Theorie.
Teilbild B: Parameter wie in Abbildungen (1.1), (1.2}, Emzelhezten szehe Te.’ct Tezlbzld_
: Parameter, bet denen die Theorie nicht anwendbar wt P . i e
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Abbildung 1.7 [13, Map] zeigt diesen Vergleich. Hier wurden fiir 20 ¢,-Werte im Bereich [0...2n7]
Anfangswerte fiir die Differentialgleichung mit Gleichung {1.20} bestimmt, und nach Integration iber
eine halbe Periode (inklusive dem “Kick”) der Winkel ¢,.; als geometrischer Winke! berechnet (im
harmeonischen Bereich sind Wirkungs-Winkel und geometrischer Winkel identisch).

In Teilbild 1.7-A sind die Bedingungen fiir die Asymptotik (1.2} und {1.3) sehr gut erfiillt. Die Abwei-
chung der Kurven voneinander entsteht durch eine Abweichung in der empirischen Abbildung
gegeniiber dem theoretischen Wert von ¢, diese mu8 mit dem Gesamiwert von e« = 1000 in
Beziehung gesetzt werden: nach rund 170 Eigenschwingungen stimmt der Endwinkel, welcher
sich aus der Losung der Differentialgleichung ergibt, auf einen winzigen Bruchteil mit dem
durch die Theorie vorausgesagten Wert {iberein. Diese Abweichung &ndert am prinzipiellen
Verhalten nichts, sie fithrt nur zu einer Verschiebung korrespondierender Punkte im Parame-
terraum, also zu einer Verschiebung, jedoch nicht zu einer Verzerrung des Phasendiagramms
in diesem Parameterbereich.

Teilbild 1.7-B benutzt dieselben Parameterwerte wie Abbildung 1.1 und 1.2. Amplitude und Phase der
empirischen und theoretischen Kosinuskurve stimmmen gut {iberein, jedoch sind zusétzlich zu
einer Verschiebung auch héhere Fourierkomponenten in der empirischen Abbildung sichtbar.
Diese konnten erfaBt werden, wenn die Korrekturen hoherer Ordnung® nicht vernachlissigt
wiirden. Die Abbildung hitte dann die Form ¢n41 = a + fcosp, + ycos(2¢, + x). Die
Korrekturen durch hohere Fourierkoeflizienten wiren jedoch von gleicher Gréflenordnung, wie
die vernachlassigten Terme, die zur Eindimensionalitidt gefiihrt haben. Wenn diese Terme
beriicksichtigt werden sollen, mu8 mit der zweidimensionalen I--Abbildung gearbeitet werden
(das wird spater im interessanteren Fall der Duffing Gleichung mit Sinus-Anregung getan).

In Teilbild 1.7-C ist die Theorie (zumindest in dieser Ordnung) nicht anwendbar, die héheren Fourier-
koeflizienten dominieren. Die Abweichung kommt im Wesentlichen von einem cos 2¢,-Term
der Amplitude & 1/2 sowie einer kleinen Phasenverschiebung.

Bei dem eben beschriebenen Vergleich wurde nur der Anfangswert von ¢ variiert, fiir / wurde immer
mit I = Iy begonnen, d.h. es wurde nicht untersucht, inwieweit eine Variation in I einen Einfluf auf
die Winkelabbildung hat, der die Eindimensionalitit der Abbildung zerstéren wiirde. In Abbildung 1.8
wird diese Annahme dadurch dberpriift, daB auch der Anfangswert von I variiert wurde. Dazu beginnen
wir jeden Zyklus mit Anfangswerten Iy + 61; (unmittelbar vor dem “Kick”) und priifen die Auswirkung
dieser Variation von I auf den Winkel am Ende des nichsten Zyklus. Fiir 100 ¢,- Werte werden jeweils

& I-Werte im Intervall 20% um [ als Anfangswerte benutzt.

In Abbildung 1.8 sind die entsprechenden ¢, 1-Werte gezeigt, es wurden dieselben Parameter wie vorher
benutzt. Teilbild B zeigi eine geringe Streuung der ¢-Werte, d.h. die Vernachlassigung von é7; am Ende
eines jeden Zyklus ist gerechtfertigt. Teilbild A4 ist nicht gezeigt, hier ist die Streuung noch geringer als
bei Teilbild B. In Teilbild C ist die Streuung nur geringfiigig hoher. Der entscheidende Parameter hierfiir
ist e, die AbsolutgréBe von v/T am Ende eines Zyklus. Er unterscheidet sich zwischen B und € um den
Faktor 1.5, was der Zunahme der Streuung im Wesentlichen entspricht (siehe Tabelle, Abbildung 1.7).

Die bisherigen Vergleiche zeigen die Ubereinstimmung zwischen analytischer und empirischer Poincaré-
Abbildung, ‘machen aber keine Aussage darfiber, welchen Einflufi-die Abweichungen auf die Zeitent-
wicklung haben, da immer nur ein Iterationsschritt. betrachtet wurde. Das Langzeitverhalten wird im

3das sind unter anderem die kinetische Energte (y -Term) und der V” Koeﬂiment bei der Entwicklung des Potentials
um den Punkt Rin Abbzldung L1 S e
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Abbildung 1.8: Test der Eindimensionalitdt. Perameter wie in Abbildungl.?. -

folgenden Test betrachtet: Hierfiir werden 164 Iterationen der Abbildung (1.28) durchgefithrt und die
letzten 64 ¢-Werte jeweils in Abhéngigkeit von § aufgetragen (Abbildung 1.9). Entsprechend wurde
die Differentialgleichung iiber 164 Perioden integriert und fiir die letzten 64 Punkte der geometrische
Winkel bestimmt und ebenfalls in Abbildung 1.9 ausgegeben. Die Werte stimmen bis 8 = 1.8 sehr gut
tiberein, d.h. die Theorie kann mit Hilfe der diskreten Abbildung globale Eigenschaften des Systems, wie
z.B. Bifurkationspunkte quantitativ voraussagen.

Die Abweichungen oberhalb § = 1.5 treten auf, obwoh! auch in diesem Bereich die Voraussetzungen fir
die Theorie (1.2, 1.3} gut erfillt sind. Die Ursache fiir die Abweichung liegt in den fiir gréfler werdende
B immer feiner werdenden Strukturen des Phasendiagramms {das im- nachsten Abschnitt gezeigt wird)."

1.5 Clobales Verhalten, Phasendiagramme

Eines der Hauptziele der Theorie besteht darin, globale Eigenschaften der Lésungsmannigfaltigkeit der
Differentialgleichung mit Hilfe der diskreten Abbildung quantitativ zu beschreiben und vorauszusagen.
Zu diesen Eigenschaften gehort insbesondere das Langzeitverhalten des Systems, d.h. Eigenschaften der
Attraktoren, von denen es u.U. an einem Parameterpunkt mehrere geben kann. Um die quantitative
Ubereinstimmung zwischen den Folgerungen aus der Dlﬂerentialglelchung und der hier hergeleiteten dis-
kreten Abbildung zu priifen, sind Phasendiagramme ein geeignetes Mittel, da. sic einen guten Uberbhck
tiber: das Verhalten in Abha,ngigkelt von den Systemparametern geben at SRR A

Eine a.ussagekraftlge Grofle fiir das Langzeitverhalten d_e; T;a.J_ekto_rlen sowohl der Differentialgleichung .
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Abbildung 1.9: Iterationen der diskreten Abbildung (-) und der Differentialgleichung (x ) fir verschiedene
B-Werte. Der Wert fir o« = 1691 wurde festgehalten, die Variation des Paramelers
B won 0.2 bis 2.0 entspricht Variationen r = 0.0048...0.0078, e~ = 0.0041...0.063,

T =647...662.

als auch der Abbildung ist der grofte Liapunovexponent

| i b Ll
ANz(0)):= jim lim 7log 15 (1.30)

(e{t) = z,(t) — z,(2) fiir zwei verschiedene Trajektorien), der es gestattet, Bifurkationslinien A = 0 und
chaotische Gebiete A > 0.im Parameterraum abzulesen 7, 9]. Seine Dimension 1/Zeit erlaubt auch einen
quantitativen Vergleich zwischen Abbildung und Differentialgieichung.

Ein Nachteil des auf Liapunovexponenten bezogenen Phasendiagramms ist, dafl es keine Information iiber
den Charakter nichtchaotischer Attraktoren enthilt. A < 0 bedeutet zwar das Vorliegen eines periodischen
Attraktors, jedoch ist die Periode aus dem Wert von A nicht abzulesen. Das ist aber wegen der Struktur
der hier betrachteten Phasendiagramme nicht notwendig, wie gleich gezeigt wird. Zu beachten ist, daB
der Liapunovexponent sich jeweils auf einen bestimmten Attraktor bezieht, und insofern davon abhéngt,
in welchem Attraktorbassin die Anfangsbedingung z(0) liegt. Liegen in einem Parameterbereich mehrere
Attraktoren zugleich vor {dies kommt mit zunehmender Gr58e von 3 immer haufiger vor), so wire fiir eine
saubere Darstellung eine Klassifizierung der Attraktoren notwendig, die aber bisher noch nicht erfolgt
ist. Mit den hier erzielten Ergebnissen kénnte dies durch Benutzung der diskreten Abbildung erfolgen..

Iz den bisher verdffentlichten Phasendiagrammen [3] wurden als unabhéngige Variablen die Parameter der
Differentialgleichung benutzt. Auf diese Weise sind Regelma8igkeiten und Symmetrien zwar zu erkennen,
sie werden jedoch verzerrt dargesteilt, weil die “natiirlichen” Parameter o und 4 nichtlinear von r-und
abhéngen. - - e L T T T T et T e e
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Im folgenden werden nun zunichst Phasendiagramme der Poincaré-Abbildung (1.28) betrachtet, und
einige Figenschaften der Diagramme beispielhaft mit Hilfe dieser Abbildung erklért und quantitativ be-
schrieben. Dann werden Phasendiagramme der- leferentlalglemhnng betrachtet und die Ubereinstimmung
mit der Pomcare -Abbildung untersucht [13, Scale5].

Benutzt man zur Parametrisierung des zur Differentialgleichung gehdrenden Phasendiagramms die Pa-
rameterkoordinaten (e, 3), so erhilt man ein periodisches Phasendiagramm das mit dem der diskreten

Abbildung sehr gut ibereinstimmt.

Die Pa,r_ame_t__er haben folgende Bedeutung:

B~ e T r steuert dic “Stirke” der Nichtlinearitit. Ab 5 = 1 kann die erste Bifurkation stattfinden.
Mit steigendem S werden alle Bifurkationskaskaden des Feigenbaumszenarios durchlaufen. Im
Gegensatz zur bloflen Verkleinerung von » wird bei der Erhéhung von S bei konstantem o der
Resonanzzustand nicht gedndert, d.h. das System fithrt bei Vorliegen eines periodischen Attraktors
eine bestimmte, nur von a abhingende Anzahl von Umldufen durch.

o~ w;T legt den Resonanzzustand fest. An den Punkten {«, ) und {& 4+ 27, 8) ist das System im
selben Bifurkationszustand, es fithrt lediglich einen Umlauf mehr aus. Auf diese Weise enthilt eine
Resonanzzunge im wesentlichen alle Informationen des Phasendigramms (fiir nicht zu kieine a},
alle weiteren ergeben sich durch o — o +n - 27,

Hierbei mufl beachtet werden, daB die Theorie (abhingig von @) nur bis zu einem bestimmten 3-Wert
giiltig ist: Die Bedingungen (1.2), (1.3) miissen erfiillt sein. Das kann fiir beliebig groBe 8 nur bei
jeweils hinreichend grofiem « erzielt werden. Wieweit die Theorie in dem fiir Anwendungen interessanten
Bereich kleiner a-Werte gilt, wird in dem Kapitel iiber die Dufﬁng—GIelchung mxt Smus Anregung genauer

betrachtet.

Verfolgen wir das eben Gesagte am Phasendiagramm der diskreten Abbildung (Abbildung 1.10 oben).
Es zeigt Liapunovexponenten in Abhéngigkeit der Parameter {«, 3), die eine zungenférmige Struktur
bilden. - Jeder Schraffurtyp bezeichnet Werte in einem Intervall, dessen Grenzen in der Zeile unter dem
Diagramm abzulesen sind. Um diese Struktur zu erkliren, betrachten wir zwei verschiedene Pfade durch

das Diagramm:

f=1.0=const., a/2n = 170.6...171.6: An jedem Punkt dieser Linie, mit Ausnahme der Stellen amodr
= 7, befindet sich das System in einem stabilen Fixpunkt, der bei der Abbildung dem Schnittpunkt
zwischen dem Graphen der Abbildungsfunktion und der Winkelhalbierenden in Abbildung 1.11 ent-
spricht. Das Durchlaufen der Linie entspricht der horizontalen Verschiebung der Kosinuskurve; der
Fixpunkt variiert dabei wie cos{a + ap). Dama.us folgt die 2x- Penodlzltat des Pna.sendla,gra.mms in

a-Richtung,.

Der Ubergang von n Umliufen zu n + 1 Umliufen des kontinuierlichen Systems ist im Phasendia-
gramm nicht sichtbar. Er wird betm Durchlaufen des a-Intervalls durch eine stetige Verformung
des Orbits realisiert. Die Definition wann n bzw. n + 1 Umliufe vorliegen, ist deshalb mit einer
gewissen Willkiir behaftet. Sie bestimmt, wo der Uberga'lg in das Phasendlagra,mm elnzuzelchnen

Ware
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0.8 | 1.0 |
] -035 EZ3 -0.1

171.40 —

171.20 4

171.00 4

170.80 4

[ -035 B -0.1 EHJ 005
Abbildung 1.10: Phasendiagramm der diskreten Abbildung (oben) und der Differentialgleichung (unten).
. «a-Skale ‘in 2r-Einheiten. Die Hilfslinien liegen bei o« = 171.25, B = 1. Hier sagt die
. .~Theorie das Marimum der ersten Bifurkationslinie voraus. Abb_z'ldung__f.__?’_A auf S. 23

. legt bei (170.66,1.2). o . o

a = 2n(n + 1/4) = const., B.= 0.6...2.0: Dieser Pfad entspricht einer Amplitudenénderung der Kosi-
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nusfunktion in Abbildung 1.11. Die Abbildung besitat bei jedemn 5-Wert einen Fixpur;kt
¢ =a+ fcosp” (1.31)
bei ¢* = 7 /2. Dieser Fixpunkt wird bei § =1 instabil, da der Liapunovexponent dort Nuﬂ ist:
=log|Bsing™| =10 | (.1.32)

Beim Uberschreiten von £ =1 findet eine Bifurkation statt. Der kleinstmogliche 5-Wert, an dem
A verschwindet, Liegt also bel 8 = 1, ¢* = 7/2 und bestimmt das Maximum der Resonanzzunge in

G-Richtung:
(=1, a=n/24+n-2m). (1.33)

Durchlduft man eine Linie a nicht exakt bei o = 7 /2, liegt der Fixpunkt ¢* nicht am steilsten Punkt der

Kosinuskurve. Dies fiihrt dazu, dafl die Bifurkation erst bei grofierem § stattfinden kann. Das erklért die
parabolische Form der Bifurkationslinie im Phasendiagramm.

JB _ ¢n+1

¥

__ﬂ _

Abbildung 1.11: Diskrete Abbildung und Winkelhalbierende. Die Fizpunkte der Abbildung liegen an den
Sehnitipunkien des Abbildungsgraphen mil der Winkelhalbierenden. Zur Untersuchung

des Verhaltens der Abbildung in Abhdngigkeit der Parameter ist es zweckmdflig, die Ab-

bildung wne1 = a+fcosp, in der Form oy = B cos{th,+a) mit ¢ = g~ 2u schreiben.

Dann kann die Variation von o als eme hor‘zzonta!e Ver‘schzebung des f‘unktwnsgmphen

angesehen werden. ' : : ' :

Die Stabilitdt der Fixpunkte ist gegeben durch die Steigung des Graphen der Abbildungsfunktion an
den jeweiligen Schnittpunkten. Bei der Verschiebung der-Kosinuskurve in Abbildung 1.11 um ein 27-
Intervall werder 2 Maxima in der Steigung durchlaufen: ‘das zugehérige o-Intervall besitzt eine unter-
schiedliche Linge, je nachdem ob der Fixpunkt auf der an- oder absteigenden Flanke des Kosinus liegt
(Abbildung 1. 12) Das erkldrt das Vorhandensem Jewelis einer brelten und schmalen Zungen in jedem
27-Intervall. - : ' : :

Bei den Fixpunkten mit den Werten . . )
. : Pre=0,7 |
1st A = "—00, d h hler hegen superstabale F z:cpunkte "VOI. Dlese 11egen auf den Geraden S

.aiz_.ﬁ, | g+—,¢ R R "(1.34)
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Diese “superstabilen Geraden” zweier Resonanzzungen treffen sich bei § = =n/2 (in Abbildung 1.10
wiirden diese Geraden mit der Steigung +5- die schmale Resonanzzunge umschliefen). Die schmale
Resonanzzunge wird also mit gréBer werdendem 3 immer schmaler, bis sie bei 4 = /2 verschwunden ist.

In Abbildung L. 12 betrachten wir den Liapunovexponenten entlang des Schnittes 8 =1. Sie ist spiegei—

Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit dem Funktlongraphen beim Nulldurchgang der Kosmuskurve
Aus der Konstruktion der Abbildung 1.11 geht die Symmetrie der Fixpunkte vervor: ¢*(ir — a) =
—@*(37 + @), bzw. ¢*(ir — @) = —¢*(37 + o). Diese Eigenschaft bleibt auch bei Itera.tlonen der

Abbildungsfunktion erhalten, das Phasendiagramm besitzt diese Symmetrie also auch bei den héheren

Bifurkationslinien.

0 - A e ______.

-1

-9 -

-3

4 : imc/?'fr
170 170.5 171

Abbildung 1.12: Liepunovexponent beim Schnitt B = 1 durch eine Resonanzzunge. Bei diesem B-Wert
liegt fiir jedes o ein Fizpunkt vor. Zur Bestimmung von ) wurde p* mit der Fizpunki-
gleichung berechnet und damit A = log|sing”| bestimmi. Das schmale Mazimum st
bei =1 spitz, weil dic ansteigende Flanke des Abbildungsgraphen dieselbe Steigung
wie die Winkelhalbierende besitzt. Die A-Skala wurde bei -4 abgeschnitien. Die Minima
entsprechen superstabilen Firpunkien, d.h. sie reichen bis —co.

Wenn £ weiter erh6ht wird, durchléuft das System die Bifurkationskaskaden des Feigenbaumszenarios.
AuBerdem werden koexistierende Attraktoren méglich. Dies folgt unter anderem aus der mit # zunehmen-
den Anzahl der Schnittpunkte zwischen der Diagonalen und dem Graphen der Abbildung. Diese immer
felner ‘werdenden Strukturen mnerhalb der. Resonanzzunge Werden in dieser Arbeit nicht untersucht. =

Bei der Emscha,tzung dlesel‘ Art von D:agramm ist das- Verfahren inrer Erstellung zu beriicksichtigen:
Es wurden jeweils fiir 10000 Parameterwerte (100 x 100 Punkte Aufldsung) die Liapunovexponenten
bestimmt und das Spekirum der ermittelten Werte in Intervalle eingeteilt, die unterschiedlichen Schraf-
furmuster zugeordnet wurden. Die Intervallgrenzen sind jeweils unter den Abbildungen angegeben. Auf
diese Weise werden artefizielle Strukturen vermieden, die durch Interpolation bei der Bestimmung von
Konturlinien entstehen konnten. Diese Darstellung kann also nur Strukturen richtig wiedergeben, de-
ren typische Skala den Abstand benachbarter Berechnungspunkte erheblich iibersteigt. Deshalb sind die
schmalen Resonanzzungen nicht durchgingig erkennbar. Dariiber hinaus muBl beachtet werden, daB zur
Berechnung der Liapunovexponenten eine bestiminte Anfangsbedingung verwendet wurde. Beim Vorhan-
densein koexistierender Attraktoren wird daher der Liapunovexponent desjenigen Attraktors bestimmt,
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in dessen Attraktionsgebiet diese jeweilige Anfangsbedingung liegt. Dies fiihrt bei gréfBeren 3-Werten zu
irreguldren Strukturen, die sich also als Folge des Vorhandenseins koexistierender Attraktoren erkléiren.

Die Anfangsbedingungen zur Bestimmung der Liapunovexponenten bei Benutzung der Differentialglei-
chung fiir die einzelnen Parameterwerte wurden wie folgt bestimmt: Fiir den jeweiligen Satz von Para-
metern wurden mit dem willkiirlich, aber ein fiir alle Mal fest gewihlten Anfangswert @o = 0.1 jeweils
10000 Iterationen der Abbildung durchgefithrt, um auf den zu diesem Anfangswert gehdrenden Attraktor
zu gelangen. Aus dem so ermittelten ¢,, n = 10000 wurden mit der Gleichung {1.20) die zugehérigen z-
Koordinaten bestimmt, die dann als Anfangswerte fiir die Integration der Differentialgleichung verwendet
wurden. Diese Anfangswerte sollten in der Nihe des entsprechenden Attraktors der Differentialgleichung
liegen, so daB nur iiber wenige Anregungsperioden integriert werden mu8, um vollends auf den Attraktor
zu gelangen. Welcher Attraktor hierbei erreicht wird, hangt bei groflen -Werten sicherlich von der Wahl
des - Wertes ab. ST T

Betrachten wir jetzt das so bestimmte Phasendiagramm der Differentialgleichung, Abbildung 1.10 un-
ten. Die Lage der Bifurkationslinien stimnmen sehr gut mit denen im Diagramm der diskreten Abbildung
iberein. Ab 8 = 1.7 liegt eine kleine Verschiebung {Promille-Bereich) in o-Richtung vor. Diese Verschie-
bung korrespondiert zu der Verschiebung in Abbildung (1.7-A4), die Abweichung wichst mit steigendem
£. Die Parameter der Differentialgleichung liegen im Bereich: e = 0.04...0.01, r = 0.0048...0.0064,
T = 664.2...650.4. - Das System fithrt in diesem Bereich 171 Qszillationen in jeder Anregungsperiode
durch, der Abfall der Wirkung auf 1% bis 4% verteilt sich auf 171 Umldufe. Die Bedingungen fir die
Theorie sind im gesamten abgebildeten Parameterbereich gut erfillt.

2.0
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Abbildung 1.13: Phasendiagramm der Differentialgeichung. r = 0.053...0.26, T =1.13...16.2. a-Achse
tn 2w -Finheiten.

Fir technische Anwendungen wire wohl eher ein Parameterbereich interessant, in dem das System nur
wenige Umlidufe pro Anregungsperiode durchfihrt. Abbildung 1.13 und Abbildung 1.14 zeigen Beispiele
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Abbildung 1.14: Phasendiagramm der Differentialgeichung. r = 0.031...0.05, 7' = 38.4...44.6 a-Achse
in 2w-Finheiten.

9.50

fiir die ersten Zungen, in denen das System weniger als zehn Umlaufe durchfiihrt. In diesem Bereich sind
die Voraussetzungen (1.2), (1.3) auf Seite 13 fiir die Anwedbarkeit der Theorie nur schlecht erfillt. Die
Abweichungen von der Gestalt der asymptotischen Zungen sind in o-Richtung besonders ausgeprégt, der
B-Wert 1.0 fiir die erste Bifurkation wird schon bei den ersten Zungen sehr gut getroffen. Die zu héheren
Bifurkationen gehérenden Konturlinien nihern sich mit steigendem o dagegen recht langsam denen der
asymptotischen Abbildung (1.28) an. ' . e




2 Der Referenzzyklus z

2.1 Transformation der Duffing-Gleichung in ein hamilton-
sches System ' L

In den folgenden Kapiteln werden wir eine Form der Poincaré-Abbildung zur Duffing-Gleichung
&4 20 + 27 = z'sin® Ot (2.1)

bestimmen, die derjenigen des Kapitels 1 véllig analog ist. Die hier gegebene, gegeniiber Gleichung (0.2)
auf Seite 4 allgemeinere Form der Anregungskraft wird von der Theorie chne grofien Aufwand abgedeckt,
falls 2p < g~ [ ist, flir das Verstindnis des Folgenden kann man sich immer ! = 0, p = 1 vorstellen. Auch
nichtganzzahlige Exponenten ¢, p und [ sind zugelassen, wobei mit z? dann die GroBe sgn(z)|z|? gemeint

ist, etc.

Auch bei dieser verallgemeinerten Duffing-Gleichung werden wir uns die ausgezeichneten Eigenschaf-
ten der Wirkungs-Winkel-Variablen zunutze machen und die Poincaré-Abbildung in diesen Koordinaten
formulieren. Hierfiir ist die Transformation in ein hamiltonsches Systemn erforderlich. Wir betrachten
zundchst eine Differentiaigleichung

F42rz+ V'(z,t) =0 (2.2
mit dem allgemeinen Potential
0]
T/ o £Y o & D VP 79 ay
W)= g, T (CI0)
v=1

Um zu einem hamiltonschen System zu kommen wird ~genau wie im ersten Kapitel- die Transformation
auf exponentiell expandierende Koordinaten durchgefiihrt, wodurch der Dissipationsterm eliminiert wird:

z(8) = (1) S (2.4)
Das so erhaltene System z + W(z,1) =0 besitzt das Potential :
W(z,t) = V(e "z,t)— —;—rzz"’
. 1 1
al(t)e”z + E(ag(f) - T'2)2’2' + '50.3(75)6_“2 —§— e, (25)

Um. die Rechnung weiterfithren zu kénnen, mufl dieses Potential zwei Eigenschalten besitzen:

33
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1. Alle nicht-quadratischen Terme miissen exponentiell aussterben, damit die harmonischen Niherun-
gen am Ende jeder Halbperiode angewendet werden kénnen. Daraus folgt, da8 der Term a,(¢)
verschwinden muB, da er ein exponentiell anwachsendes Potential hervorrufen wiirde. Dieser Term,
der dem linearen Term im Potential V' entspricht, wurde im Fall der Rechteckanregung durch die
Transformation auf y-Koordinaten eliminiert. Das Fehlen des linearen Terms bedeutete dort, dafl
als y-Koordinate der Abstand vom Potenlialminimum bel &1 gewdhlt wurde.

Um den analogen Effekt bei dem hier vorliegenden, sich kontinuierlich &ndernden, Potential der
Duffing-Gleichung zu erzielen, muﬁ die Transformation auf y-Koordinaten jetzt offensichtlich eben-
falls zeitabhingig sein:

y(8) = 2(t) — zo(?) (2.6)
Genauer: Zur Festlegung des Koordinatenursprungs darf eine Funktion zo(¢) mit beliebiger Zeit-
abhingigkeit verwendet werden. Diese Freiheit werden wir ausnilitzen, um ein Potential mit den
gewiinschten Eigenschaften zu erhalten. Die “naive” Wahl fiir die Funktion z4(%), der Ort des

Potentialminimums
z,(t) = sin® 0t (2.7)
mit dem Exponenten )
b
6 = e g 2.8
— <3 (2.8)

fihrt deshalb nicht zum Ziel, weil beim Emsetzen in die Dlﬁerentza}gleichung Ableitungen von zo(?)
auftreten, die fiir ¢ — 0 singuldr werden:

§ 42y 4 (y + z0)% — 28 — [y + zo)' — 2] sin® Y = —(Fo + 2rdo + 2§ — xé sin® () (2.6}
Wenn wir aber fordern, dafl zo(2) selbst eine Lisung der Differentialgleichung {2.1) ist, verschwindet
die rechte Seite, und wir erhalten eine Differentialgleichung, deren Potentialminimum bei y = 0 ruht:

1 g
Viy,zo) = Py (y + x0)™™ — (g + )yzd — z§"*]
sin? (0

+1

[gzd™ — Isin?(Qt)zg) ¥

[(y + 20)™" = (I + Dyzg — 2] (2.10}

I
2
+=[glg = V)% — 1(1 — 1) sin®(Q)z5 ] y

4

[=> WS

2. Um das Adiabatentheorem nutzen kénnen, darf sich das Potential nur auf einer Zeitskala dndern,

die viel grofer ist als 1 (Schwingungsdauer des Systems). Das bedeutet, daB sich auch die Funktion
zo(t) nur langsem zndern darf, d.h., keine Schwingungen um das Potentialminimum ausfiithren
sollte.
Wie wir sehen werden, gibt es eine ganz bestimmte Losung zo(t) (wir nennen sie die “Schleich-
lésung”), die in hinreichender zeitlicher Entfernung der Nulldurchginge tatsichlich in z.(t) nach
Gleichung (2.7) dbergeht. V(y,zo) wird dort zu einer homogenen Funktion der Ordnung ¢ 41 in
zg = z,{t) und y: .

CRIES(EL . 2.11)

-1 .
Viy,20) = 5-as'y' +

Der Inhalt dieses Kapitels besteht in.der Konstruktion dieser Schleichldsung zo(t). .-
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2.2  Der Mechanismus des Referenzzyklus

Die Konstruktion und Nutzung dieser nicht oszillierenden Schleichlésung zo(¢) der Duffing Gleichung ist
eine der zentralen Ideen dieser Arbeit. Sie kann aufgefa8t werden als eine von zwei ganz unterschiedlich zu
interpretierenden Analogien des Grenzzyklus beim harmonischen Oszillator, dessen Einschwingvorgang
wir zunéchst betrachten (Abbildung 2.1). Wir bezeichnen im Folgenden den Punkt (z(z), #(#)) mit x(t).

0.7 -

0.4 A

D
il TP LRI

Teow

i
e

~
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-

-0.4 T ] -1 T !
—-1.5 0.0 1.5 —1.5 0.0 1.5

Abbildung 2.1: Links: Einschwingvorgang des harmonischen Oszillators. Parameter: r = 0.1, T = 30.
Der Grenzzyklus ist durchgezogen, die Trajektorie im Einschwingvorgang gestrichell. An
einigen Zeitpunkien ist die Verbindungslinie x(t) — xg(t) eingezeichnet. Der Abstand und
die Phasenverschiebung oszillieren mit abnehmender Amplitude. Rechts: Das analoge Bild
fiir den Duffing Oszillator. Fir die hier benutzten Parameterwerter = 0.2, T = 18 ist das
Langzeitverhalten des Systems periodisch, alle Trajektorien laufen in einen wohldefinierten
Grenzzyklus hinein, bei dem die Schwingungen -im Gegensatz zum harmonischen Fall-
Jjedoch nicht ausgestorben sind.

Jeder Punkt x(f) auf der noch nicht eingeschwungenen Trajektorie nihert sich langfristig dem entspre-
chenden Punkt xg(t) des Grenzzyklus. Mit dem Aussterben der Eigenschwingungen ndhern sich die
entsprechenden Punkte mehr und mehr, bls die. Trajektorle x in den Grenzzyklus ubergegangen ist:
X — Xa. . : ST

Wenn T >» 1 gilt, Andert sich das gesamte Potential sehr langsam in der Zeit. Im harmonischen Fall
beschreibt der Grenzayklus im wesentlichen die Bewegung des Potentials, d.h. nach Abklingen des Ein-
schwingvorgangs folgt das System dem Potentialminimum (bis auf eine, mit § verschwindende, Phasen-
verschiebung). Dies ist beim Duffing-Oszillator so nicht der Fall, zumal es ja Parameterwerte gibt, bei
denen sein Langzeitverhalten durch einen chaotischen oder mehrere gleichzeitig existierende Attraktoren,
aber nicht durch einen wohldefinierten Grenzzyklus beschrieben wird.

Es stelit sich also die Frage, warum es beim langsam angetriebenen Duffing-Oszillator keine Losung gibt,
die der Bewegung des Potentialminimums auf Dauer folgt und. auf dxe hin der Emschwmgvorga.ng auller
Trajektorlen zulauft. : : SN - et R
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Wir werden zeigen, da8 es fir eine Halbperiode T eine solche Lésung auch fiir den Dufling-Oszillator gibt,
eben die schon genannte Schleichldsung. Diese stimmt jedoch nicht mit der Schleichlésung fiir die jeweils
folgende Halbperiode iiberein, die aus anderen Anfangsbedingungen hervorgeht. Dies wire eine zweite
Analogie zum harmonischen Grenzzyklus und es ist zu kliren, warum die Schlemhiosung nicht mit dem

Grenzzyklus identisch ist.

Betrachtet man die Bewegung des Potentialminimums, so erkennt man, warum eine dem Minimum fol-
gende Schleichlésung nur filr eine Halbperiode existieren kann. Fiir grofe T folgt die Schleichlésung, wie
noch zu zeigen ist, tatséchlich im wesentlichen dem Potentialminimum:

za(t) 1=z (¢) = sin® (2.12)
Beim Nulldurchgang des Potentials bewegt sich das Minimum jedoch unendlich schnell, d.h. seine Ge-
schwindigkeit &3, wird singulér:
o = 6Q(sin’ " Q) cos O (2.13)
Die Schleichlésung kann dem Minimum nicht folgen und reifit auf. Dieser Effekt hat Zhnliche Auswir-
kungen wie der Kick bei der Rechteckanregung, wie wir im nichsten Abschnitt sehen werden.

Die Schleichlésung z¢(¢) fiir eine volle Anregungsperiode 2T besteht also aus zwei Teilen, die durch Kicks
bei £ = 0,7/} getrennt sind. Bei groflen T ist z, iiber lange Zeiten eine sehr gute Approximation fiir zg,
im Bereich der Nulldurchginge des Potentials mu8 die Schleichlésung jedoch von z, abweichen.

Die Existenz des zo-Zyklus als nichtoszillierende Lisung der Differentialgleichung innerhalb einer IHalb-
periode T' kann man sich mit dem Modell der Kugel im Potentialtopf plausibel machen (Abbildung 2.2).

Vo

Abblldang 2.2: Potentiel der Duffing Gleichung zu den Zezteni =-037,t=-04T,t=-03T,t=0.
. Die Referenzldsung ist als Kugel in dem Poteniial dargestellt; deren Geschwmdzgkezt ist

.als ‘Pfeil angegeben. Bei Vernachlissigung der Reibung, ergeben sich die anderen drei
: Vzertel einer Anregungsperwae durch szegelung :

Betrachten wir z1.na,chst den asymptomscheq Fall r = 0, T > 1. Wir beginnen bel ¢ = —7/2, wo das
Minimum des Potentials den 'no,x;malen Auaschlag in die ﬁegatlve z-Richtung hat und sich am langamsten

bewegt - (Abb1ldung22) : : Ry L
- wo(~T/2) = =1, do(=T/2) = 0. e

Die Schlemhiosung folgt in diesem Zeitbereich dem Minimum. Zur Bestimmung von {zo{0), Zo(0)) be-
trachten wir die Zeitentwicklung von ¢ = —T/2 nach ¢ = 0. Das Potentialminimum wird aus seiner
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Ruhelage (z,%) = {—1,0) beschleunigt. Das System bleibt aufgrung der Trigheit hinter dem Minimum
immer mehr zurfick, um bei £ = 0 an einer bestimmten Stelle links vom Minimum zu liegen.

ID(U) = —Topp < it .270(0) = Sl"!og >0

Iir das nachfolgende Zeitintervall von ¢ = 0...7/2 kann die Schleichldsung nicht bei (—oo, oo} fort-
gesetzt werden, das wiirde zu Schwingungen fithren. Sie mufl bei (zq, Z00) weitergefithrt werden und
ergibt so die an der #-Achse gespiegelte Schleichlésung des Zeitintervalls —7/2...0 (bei r = 0 ist die
Gleichung invariant beztiglich Zeitumkehr). Die restlichen Viertel einer Anregungsperiode ergeben sich
durch Spiegelung an der z-Achse.

Durch das Beschleunigungsverhalten des Potentialminimums beim Nuildurchgang kénnen die Abschnitte
der Schleichlésung bei ¢ == 0,7 nichi zusammenhéingen. Versucht man, durch eine geeignete Wahl der
Anfangsbedingungen bei t = —T'/2 zu einem geschlossenen Zyklus zu kommen, so verliert man die Ei-
genschaft der Losung “Schleichlésung” zu sein - man erhilt einen (je nach Parameterwerten anzichenden
oder abstoflenden) Grenzzyklus; anders als beim harmonischen Oszillator schwingt dieser aber um das

Potentialminimum (Abbildung 2.1, rechts).

Bei r > 0 verliert der Zyklus seine Symmetrie beziiglich Spiegelung an der z- und y-Achse, da die Reibung
die Zeitumkehrinvarianz zerstort; die Inversionssymmetrie bleibt jedoch erhalten. Die qualitative Form
des Referenzzyklus wird nicht geindert, der quantitative Einflufl von Reibungskonstanten r und endlichen
{I-Werten wird spiter in diesem Kapitel diskutiert.

Betrachten wir nun die Schleichlésung im Hinblick auf die im vorherigen Kapitel beschriebene Anwendung
in der Transformation auf y-Koordinaten. Dort bewegt sich das System in einem Potential, dessen
Minimum ruht und dessen nichtquadratische Anteile im Verlauf einer Halbperiode aussterben. Das
Potentialminimum ist hier (genau wie im Fall der Kastenanregung) der anziehende Punkt des Systems,
den es nur deshalb nicht erreicht, weil es durch den Kick (wie in Kapitel 1) immer wieder davon entfernt

wird.,

Ubersetzen wir diesen Vorgang zuriick in z-Koordinaten. - Hier bewegt sich das Minimum des Poten-
tials V{y) exakt auf der Trajektorie der Referenzlésung, welche alle anderen Trajektorien permanent
anzieht. Wahrend des Kicks, bei dem das Potentialminimum jetzt auf den anderen Zweig springt, wird
der Systemzustand wieder von der Referenzlésung entfernt (Abbildung 2.3). Auf diese Weise werden
die Schwingungen des Systems im sich bewegenden Potentialtopf immer wieder angeregt und die Lésun-
gen der Duffing Gleichung bestehen im Gegensatz zum harmonischen Fall smmer aus der Uberlagerung
von Drift des Potentialminimums und Schwingungen im Potentxaltopf Dem Abstaud der Mmlma der_

Potentiale V. im Kapitel 1 entspricht hier die Groﬁe 2Too-

Vergleichen wir jetzt den Einschwingvorgang des Dufﬁng Oszillators mit dem harmonischer Fall, so
sehen wir, daf} bei ersterem die Losungstrajektorie sich kurzfristig immer wieder auf die Schleichiésung
zubewegt, aber langfristig auf dem Grenzzyklus endet. Im harmonischen Fall sind beide identisch. Dieser.

Vorgang ist in Abbildung 2.3 gezeigt.

2.3 Asymptotik fiir kleine ()

Unser nachstes Ziel ist die genaue Definition und Beschreibung der Schleichidsung und damit insbeson-
dere auch die Bestimmung der Kick-Parameter, d.h. der -Griﬁﬁen.(xoq,i‘eo)_. Hierzu betrachten wir den
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Abblldung 2.3: Drei Ldsungen der Duffing-Gleichung. Gestrichelt: Einschwingende Lisung £, durchgezo-
SRR gen: Grenzzyklus G, fett: Referenzlosung zo(t).. Finige zeitlich korrespondierende Punkie

. .von & und xo(t) sind mit punktierien Linien verbunden. Punkt A (t = 0): Der rechte

- - Ast des zo-Zyklus beginni. Die Lisung £ wird von zo{t) angezogen, nicht von G. Bei

B (t = T/2} endet der rechte Ast des a:g~Zyklus der ndc_hste Referenzpunkt fir £ liegt

'auf dem linken Ast, daq ergibt den f(?c!c' Bei t = 'T'.") = g ?st &£ ‘schon Ue?fgehﬁnrf in G-

tibergegangen. I Parameter: r=.0.275, 2 =035, ¢ = 3

Zeitbereich um ¢ = O in dem die Abweichung des zg-Zyklus von .ﬁ:a erzeugt wird. Im asymptotischen
lees Q — 0 geht d1e Bewegungsglexcnung (2.1) in d1e einfachere Gleichung

E 2 bt = mr(ﬂt}p R e (2.15)
iiber. o |
Durch Umskalen kénnen wir hier den Parameter {I eliminieren, es sei:

o) =€), t=Q7m . (216)

Mit den Exponenten

- co 26 et P g =18 T
e <l S At LI 2.17
TSy eone SToor T igens o o @I
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2 T -
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Abbildung 2.4: Das der Abbildung 2.8 entsprechende Bild fir die Duffing-Gleichung mit Rechteck-
Anregung. Die Referenziosung degeneriert in diesem Fall zu den Punkten (£1,0).

erhalten wir als neue Bewegungsgleichung
£+2pf +£7=¢77 (2.18)

mit dem einzigen Parameter
=r{}77, (2 19)

Wir suchen nun eine Schleichibsung dieser Glelcnung, die sich langfnsmg, ohne zu oszillieren, der Asym—
ptotlk 7% nihert. Ein plausibles Iteratzonsverfahren hierfiir ist :

Enia (1) = [r7 = €71 (€x + 2p6n)] 7. - (2.20)

Mit der beziiglich 7 asymptotischen Lésung £,(7) = 7° als Startfunktion ergibt sich eine Lésung des

Mirina
4 Yo
N

60(7-) _ 1,.5 (l N an(p?_),r—ﬂ/\) L e (221)

A=24(g-15 e

mit

und Polynomen n-ter Grdnung 7,.

Diese Entwicklung ist eine asymptotische Rethe und unbrauchbar fiir kleine 7. Sie ist giiltig fiir grofie
7 und kann dort benutzt werden, um Anfangsbedingungen fiir eine numerische Integration zu 7 = 0 zu
bestimmen.

Fir kleine p kann die p-Abhangigkeit vernachlasszgt werden, da dann der 2p§ Term in Gleichung (2. 18)
immer klein gegeniiber den anderen Termen ist: Fiir grofie 7 bewegt sich das Potentialminimum so
langsam, da8 die Reibungskraft vernachlissigt. werden kann, fiir |7| < 1.ist die Beschleunigung so groﬁ
dafl m/a; > r gilt. Wie wir spiter sehen werden, ist der interessante Parameterbereich durch r ~ Q-
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gegeben, dort ist also p & Q'™" « 1. Die Referenzlisung zo(t) fiir @ — 0 kann deshalb mit r = 0
bestimmt werden.

Gleichung (2.21) zeigt, daf sich £5(7) algebraisch der Funktion 7¢ annéhert. In z,¢-Variablen passiert dies
auf der Zeitskala 177, wihrend fiir die Differenz zwischen ¢ und sin (¥t die Zeitskala £1~! mafigebend ist.
Wenn wir also {3 = € so klein vorgeben, dafl eine vorgegebene Genauigkeitsanforderungen beziiglich der
Differenz zwischen £} und sin ¥ erfiillt ist, kann durch Verkleinern von Q die Gréfe 7 = 07! beliebig
groB gemacht werden und somit der relevante Bereich der Entwickiung (2.21) aufgesucht werden. Diese
Abschatzung zeigt, daB die betrachtete Funktion auch die Referenzlésung der vollen Duffing Gleichung
fiir einen bestimmten Zeitbereich beschreibt (Abbildung 2.10), der mit £ — 0 immer gréfier wird.

Wir erhalten also als Darstellung von z¢ im ersten Quadranten der (z, &) Ebene (die anderen Teile erhalt
man durch Spiegelung an der @- und z-Achse)

zo{t) = sin® U + Azo(t) (2.23)
mit
Azo(t) = Q&(r) =7, r=0Qn (2.24)
und & als Lésung der Gleichung
bo+ & =67 (2.25)

is Anfangsbedingung wird fiir grofle 7 die Entwicklungslésung (2.21) bei p = 0 verwendet. Durch
numerische Integration der Differentialgleichung kénnen so die Gréfien

&i=6(0) & = &(0) (2.26)

bestimmt werden. Diese Konstanten sind als Anfangsbedingungen auch fiir die Bestimmung der Refe-
renzlésung der vollen Duffing Gleichung fiir kleine » und ) brauchbar. Sie gehéren (wie im ersten Kapitel
Ip und wp) zu einem Satz numerisch zu bestimmender Gréfien, mit denen im nichsten Kapitel die Poin-
caré-Abbildung formuliert wird und sind unabhingig von den Parametern r und {2, hangen aber von den
Exponenten {, p und ¢ ab.

2.3.1 Numerik

Zur Bestimmung von ¢, und ¢; wurde Gleichung (2.21) bis n = 1 bestimmt und bei einem 7-Wert
ausgewertet, welcher der gewiinschten Genauigkeit entspricht:

é 5—1

" 50{7_) pras {1———-—————()\ :Kll_é)rr”). | (2.27)

Mit dieser: Anfangsbedingung erhilt man durch Riickintegration der 'Gleichung (2.25) bis 7 = 0 die
gesuchten Grofen & und &, die in Tabelle (2.1) fiir einige Sitze von Exponemen l, 7,4 angegeben sind -
{13 le? PortX1] In Abbzldung 2.5 smd emlge zugehorlge Orbats gezelgt
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Abbildung 2.5: Orbits £o(t) fir verschiedene ¢, bei p = 1, [ = 0. ¢ von aufen nach innen: 1.1, 1.5, 2,
3, 3. Die Werte (£1,&s) sind als Kreise gezeichnet. Die ersten 50 Punkte sind jeweils im
zettlichen Abstand von At = 0.1 gezeichnet, die restlichen Punkte im Abstand A7 =3.

2.4 Der Orbit z,(t) fiir endliche r und Q

Im Fall endlicher r,} ist eine Eliminierung des Parameters {} durck Umskalierung auf &-Koordinaten
nicht moglich. Statt dessen wird die volle Differentialgleichung

Fo+ 2Qpdo + 2§ — sin?(U)zh =0 (2.28)

durch eine Iteration analog zu Gleichung (2.20) approximiert, die so gewonnene Approximationslosung
an der Stelle t = T'/2 ausgewertet {dort gibt das Iterationsverfahren die besten fiir jeden Parametersatz
tiberhaupt erreichbaren Werte) und die dort ermittelten Anfangswerte fiir die numerische Bestimmung
der Referenzldsung im Intervall [0, 7] benutzt. In der einleitenden Veranschaulichung der Referenzlsung
sind wir daven ausgegangen, daf diese bei t = 7/2 den Wert (2,2} = (0,1) besitzt, also in diesem
Punkt dem Potentialminimnumn exakt folgt. Dies trifft nur ndherungsweise zu. Bei endlichen r und {& mufl
mit einer kleinen Verschiebung zwischen der Bewegung des Potentialminimums und der Schleichlésung
dafiir gesorgt werden, da8 keine Oszillationen auftreten. Durch diese Verschiebung wirkt stdndig eine
Beschleunigung auf das System, durch welche die Geschwindigkeit des Orbits zo(¢) wihrend einer Halb-
periode stindig der Geschwindigkeit des Potentialminimums nachgefithrt wird, ohne daff Oszillationen
auftreten. Diese Verschiebung ist ~im Gegensatz zur analogen Phasenverschiebung beim Grenzzyklus im
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q

P

l

&

£2

1.0
1.1
1.5
2.0
3.0
3.0
10.0
3.0
5.0
10.0
1.5
2.0
3.0
5.0
10.0
3.0
5.0
10.0

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
L.0
1.1
1.1
1.1
1.1
1.1
2.0
2.0
2.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.0
1.0
1.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

8.0

0.13282387
0.46625079
0.54956335
0.67703038
0.78032061
0.86902155
0.35872062
0.74631391
0.86036116
0.33307478
0.50179587
(.64715372
0.76184672
0.85868542
0.36864149
0.60318934
0.77472196

1.0

(.95075248
0.76716172
0.62434681
0.47217376
0.33671393
0.21483042
0.57307547
0.36612919
0.22135447
0.81572328
0.66280436
0.49905740
0.35397729
0.22433719
(.71609674
0.48440366
0.29152087

Der Referenzzyvklus z,

Tabelle 2.1: Numerisch bestimmte Werte (&1,&3), berechnet durch Integration der Gleichung (2.25). Die
Anfangsbedingungen wurden mit (2.27) bei T = 1000 bestimmt. Dort ist die Ungenauigkeit
bei den hier verwendeten , p, ¢, 7 Werten geringer als 1073,

harmonischen Fall- zeitabhéngig und hat ihren kleinsten Wert an den Umkehrpunkten des Minimums
beit=-T/2,¢{=T/2.

Die so erhaltenen Anfangsbedingungen hingen von r und © ab, sind also nicht universell; sie werden
auch in der asymptotischen Theorie nicht benutzt. Wir werden jedoch spiter auch untersuchen, wie die
asymptotisch giiltige Poincaré-Abbildung beim Durchiaufen des Parameterraums erreicht wird. Hierzu
bendtigen wir die Referenzlésungen bei endlichen Parameterwerten.

Da die Durchfithrung der Iterationen sehr aufwendig sind, wurde ein Reduce-Programm [1, Getxv12]
entwickelt, mit dem die entsprechenden Koeffizienten mittels Formeima.nlpulatlonen bestimmt werden
kénnen. Wzr benutzen als Startwert fiir die Iteration die Funktion sin (Qt) und lésen Glelchung (2 28}

mit dem. Ansatz : IR
6 1 ...%, ZGRPZﬂo—nA . : . . ! - o (229}
wobei a?_(c_, 5,p) ein Polynom in ¢, s und 4 ist, mit |
s = sin ()¢, o=, éos_ﬂt._-- 3
Der Ansatz (2.29) wurde in die Differentialgleichung (2.28) eingesetzt und die GréBen a,, durch Koeffizi- |
entenvergieich fiir die -Potenzen ermlttelt Da,bel treten nur gera.de Potenzen von {2 auf weil & und Q2.
_]ewelis einen Faktor 92 erzeugen.. : % ' R R
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Da der Ansatz (2.29) vermutlich nur eine (fiir {2 — 0) asymptotische aber keine konvergierende Reihe
ergibt, ist festzustellen, dafl fiir endliche r und ) die Definition der Anfangsbedingungen fiir die Refe-
renzlésung eine gewisse Willkiir enthélt. Wahrend die Bedingung, dafl die Referenzfunktion eine Lésung
der Differentialgleichung sein muB durch die numerische Integration von ¢ = T'/2 ausgehend immer erfiillt
wird, legt die weitere Bedingung, daB diese Losung nicht oszillierend sein soll, die Losung fiir endliche
Werte der Parameter r und  nicht eindeutig fest.

Die Rechtfertigung des gewahlien Vorgehens besteht im wesentlichen darin, daf die Approximationslosung
im Limes ! — 0 in die asymptotische Lésung z,(¢) ibergehen muf. Deshalb wurde als Ansatz {2.29}
eine Entwicklung nach {i-Potenzen gewdihit, die fiir { — § diese Bedingung erfillit.

Die Koeffizienten a, kénnen mit unserem Verfahren prinzipiell bis zu beliebiger Ordnung N bestimmt
werden. Da es sich aber, wie anzunehmen ist, um eine asymptotische Entwickiung handelt, wachsen die
Summanden a,f1%" mit n iiber alle Grenzen. Die maximal erzielbare Genauigkeit der Entwicklung wird
erreicht, wenn bis zu demjenigen n summiert wird, an dem die Folge der ,0** ihr Minimum besitzt. Die
erzielbare Genauigkeit hangt also von §? ab und wird mit wachsendem 1 immer geringer.

Damit im Zusammenhang steht das Problem, daB sich beim Uberschreiten bestimmter Q-Werte die
Struktur der Entwicklungsglieder so &ndert, da8 entsprechend der obigen Regel ein Term mehr oder
weniger aufsummiert werden miifite. Das hitte dann Spriinge bei den zo-Werten zur Iolge, die ein
Artefakt der Approximationsmethode wiren.

Beide Schwierigkeiten kénnen durch die Methode der LEVIN-Transformation weitgehend eliminiert wer-
den, der wir uns im folgenden Abschnit{ zuwenden.

2.4.1 Die LEVIN Transformation

LEVIN beschreibt in [8] konvergenzerzeugende Transformationen, mit welchen der Konvergenzbereich ei-
ner Reihe vergrofert, thre Konvergenzgeschwindigkeit erhdht werden, bzw. —bei asymptotischen Reihen—
eine Konvergenz unter Umstinden herbeigefithrt werden kann.

Betrachten wir die Folge {a;} der ersten V Summanden einer Re1he Wenn dies eine asymptotzsche Reihe
in einer Vana.blen z ist, so liefern die Teilsummen

n
A= @,  ai=ba - (2.30)

=0
Approximationen fiir eine (wie man unterstelli, wohldefinierte) Funktion f(z) mit unterschiedlicher Ge-
nauigkeit in Abhdngigkeit von n und z. Diese Genauigkeit ist im allgemeinen dann am gréften, wenn
bis zu dem Np summiert wird, bei dem die Folge der ja;| ihr Minimum hat. Selbst wenn eine groflere
Zahl N von Summanden praktisch zur Verfiigung steht, kann der Fall eintreten, dafl nur eine viel kleinere
Zahl Ny < N der Surnmanden zur Berechnung der Approximation sinnvoll verwendet werden kann; die
eventueil in den anderen Summanden verschliisselte “Information” {iber f{r) also unbeachtet bleibt.
In der von LEVIN beschriebenen Methode werden nicht einfach die ersten Ny Folgenghieder aufsummiert,
sondern es wird folgende nichtlineare Transformation benutzt, in die alle N zur Verfiigung stehenden

Glieder eingehen:

I

)(1 + z)"":1
Tn — 2_0

o
o

(2.31)

1
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T}, ist die Approximation der Summe Y a, fiir n — co.

Als einen Test fiir die Leistungsfahigkeit dieser Methode, die von LEVIN nicht erschépfend mathematisch
sondern heuristisch begriindet wird, betrachten wir die Folge a, = (—1}"n!, die man als eine Entwicklung
des Integrals f9°° e tdi/(1 + t) erhilt. Die Anwendung der Transformation {2.31) auf die ersten sieben
Folgenglieder {a;} = {1, 6,24, 120,720} liefert als Ergebnis den Wert 0.59633, welches nur um
107° vom exakten Wert abweicht! ' '

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die LEVIN Transformation auf die Approximationslésung {2.29) ange-
wendet. Die so berechneten Anfangsbedingungen fiir Referenzl8sungen zo(t) sind sehr gut brauchbar fiir
< 0.3 und r < 1, d.h. die Lésungen fiihren keine Schwingungen aus und dndern sich stetig bei Varia-
tion der Parameter; wir verwenden sie hier zur empirischen Definition der Referenzidsung fiir endliche

Parameterwerte, wobei n = 10 benutzt wurde.

1-?‘5

2.4.2 Numerik

In den folgenden Abbildungen wird der Einflufl verschiedener Potenzen g, p, {, sowie der Einflufl endlicher
Parameterwerte » und 2 auf die Gestalt der Referenzldsungen gezeigt. Ta.‘t)elie 2.2 gibt dle charakteristi-
schen Daten der Referenzlésungen jeweils bei ¢ = 0 und ¢t = T/2 an.

Bei.der Betrachtung der Abbildung 2.8 ist besonders bemerkenswert, dafl fiir die Fille p = ¢, { = 0 und

=¢—1, p=0, d.h. die Falle, in denen wegen § = 1 die Trajektorie des Potentialminimums {2.12} nicht
singuldr wird, die Referenzlésung nahezu, wenn nicht vollstindig, geschlossen ist. Das hier vertretene
Konzept, wonach eine singulire Bewegung des Potentialminimums und der damit verbundene Kick-
Mechanismus entscheidend ist fiir die Entstehung komplexer Losungstypen, wird hierdurch eindrucksvoll
unterstrichen. '

L g] 1 ] 1.1 J 2 | 3 4 | 5 f
zo(0)27 | 0.60 | 0.132861425 | 0.549649940 | 0.677095450 | 0.740596299 | 0.780356823
E(0)7 | 1.00 0.950835291 | 0.624374558 | 0.472170668 | 0.389792284 | 0.336700811
zo(0) | 0.00 0.002422526 | 0.087113645 | 0.214116382 | 0.320586458 | 0.404183840
z0(0) | 0.01 0.014191174 | 0.039395371 | 0.047217067 | 0.048055415 | 0.046784426
xo{T'/2)S¥™7 | 100.010 | 34.848698337 | 6.309731184 | 3.162312797 | 2.310144138 | 1.930705452
go(T/2)7" | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
zo(T/2) | '1.0001 | 1.000082645 | 1.000025000 | 1.000611111 | 1.000006250 | 1.000004000
C&o(T/2)| 06 -] 08 00 00 {00 100 '

Tabelle 2.2: Numerisch bestimmite charakteristische Daten von Referenzldsungen fir verschiedene g- Werte
‘am Anfang und in der Mitte einer Halbperiode, jeweils in &-Eichung (in der die Werte fir

8 — 0 “universell” werden) und in z-Fichung, in der die Werte zo{T/2) prakiisch bei 1

~ liegen. Die Parameter sind r = 0, & = 0.01, die Ezponenten [ =0, p = 1. Die zugehirigen
Trajektorien sind in den entsprechenden Fichungen in den Abbildungen 2.6 und 2.7 gezeigt.
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Abbiidung 2.6: Referenzldsungen zo(t) fir verschiedene q, beip=1,1=10, r =0, 2 = 0.01, skaliert in
v _ K nnrdinnten Van auflpn 7 e B A4 2 2 11 1 2 % i omt n — 11 dom maho hotem 1/ omé
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g =1 fiir den harmonischen Oszilleior liegl, ist die Abweichung von dessen Lésung noch
gering und der “Kick” Elein. Fir wachsende ¢-Werte reifit der zo-Zyklus immer weiter

auf und der “Kick” wird grifler.

e
15Crire ¥Y ¢
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Abbildung 2.7: Die Referenziésungen aus Abbildung 2.6 skaliert in {-Koordinaten. Von auflen: ¢ =
1,1.1,2,3,4,5. R o ' '
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Abbildung 2.8: Oben: Referenzldsungen fir verschiedene [-Werte. Von euflen: 1 = 0,0.2,0.5,1,1.5,2,
g=3,p=1,r=0,Q=00L. Unten: Referenzldsungen fir verschzedene p- Werte Von

auflen: p=0.1,0.5,1.1,2,3,5, q— 3,1=10, r_(} Q—UOI
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Abbildung 2.9: Unterschiedliche Approzimationen fiir die Referenzlésung zo fir die Parameterwerte

g =3 p=11=10, Q = 0.1, r = 0.2 mit drei Verfahren berechnet; Gestrichelt:
Auf z-Koordinaten zurickskalierte universelle Referenzldsung (d.h. zu r = 0, und linea-
rer Approzimation fir sin{¥t). Durchgezogen: Die Anfangsbedingungen (z{T/2),2(T/2)}
wurden mit der Approzimation (2.29) bestimmi. Durchgezogen, oszillierend: Fir die An-
fangsbedingungen (2(T/2),2(T/2)) wurde (1,0) gewdhlt. Obwohl die letzigenannien Koor-
dinaten bei t = T/2 nur minimal auseinanderliegen, fihrt diese Abweichung zu grofieren
Oszillationen. Fir O — 0, r & Q fallen alle drei Trajektorien schiieflich zusammen.
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Abbﬂdqu 2 10: Referenzldsungen zo fur dze Parameterwerte ¢ = 3 p =1, =0. Oben: Von finks:
r=1,04,0.04,0.012, Q = 0.25,0.1,0.01,0.003, diese Pammeter entsprechen dem Wert
p = 2 Unten: Dieselben Q- Werte bei T = 0. Die Trajekiorien smd in. §-Skalzerung

ausgeben. Lde nicht geschlossene Kurve zst Jeweils &o(7). .




3 Die Poincaré-Abbildung der
allgemeinen Duffing Gleichung

3.1 Bestimmung der Abbildungsformeln

In diesem Kapitel werden wir die allgemeine Form der Poincaré-Abbildung bis zur zweiten Ordnung in
e~"T herleiten. Sie wird im asymptotischen Grenzfall ! — 0, 7 ~ @ exakt.

Die Herleitung ist teilweise analog zum Fall der Rechteckanregung. Dort hatten wir die Halbzyklen in
zwei Zeitbereiche unterteilt: [0...¢;] und [t;...T], wobel e™™ « 1 war. Im ersten Bereich ist das System
nichtharmonisch, die Abweichung von der Zeitentwicklung des harmonischen Systems aber universell in
drei Konstanten faBbar. Im zweiten Bereich ist das System harmonisch, wir konnten den Einfluf der
Parameter analytisch beschreiben und so die Abbildungsformeln bestimmen.

Bei der allgemeinen Duffing Gleichung, die in y-Koordinaten geschrieben
§+2rg + (y +20) — 2§ — ((y + z0)) — zb)sin® U =0 (3.1)

lautet, sind die Verhaltnisse komplizierter, weil durch die zo(t)-Terme das System (in z-Koordinaten)
eine (weitere) Zeitabhangigkeit erhilt. Die zo(¢)-Terme fiihren unter anderem dazu, daff das Adiabaten-
theorem am Anfang und am Ende jeder Halbperiode nicht mehr anwendbar ist, weil dort die relative
Geschwindigkeit Zo/xo nicht kiein ist, unabhingig von den Parametern r und {2.

Zur Herleitung der allgemeinen Form der Poincaré-Abbildung nehmen wir zunichst vereinfachend an,
das System sei in allen Zeitbereichen adiabatisch und das Potential ho}nogen (d.h. 2o = z,) sowie am
Ende jedes Halbzyklus harmonisch. Mit diesen Annahmen entspricht es dem Fall der Rechteckanregung
und wir leiten hierfiir die aligemeine Form der Abbildungsfunktion her. Es wird sich herausstellen,
dafl die Poincaré-Abbildung ohne diese Vereinfachungen dieselbe algebraische Form besitzt, lediglich die
Zahlenwerte der universellen Konstanten werden sich &ndern.

Wir betrachten das System zu Beginn des n-ten Zyklus. Dort besitze es die Wirkungs-Winkel-Koordinaten

L(8) = QYL +6L) = 04 + e Tiy),

9n(0) = wa+ 8pn. (3.2)
Bie Gréflen (I,,¢,) entsprechen (lo,0) im Fall der Rechteckanregung (in ¢-7-Eichung). Der Punkt
(Yn—1,9n-1) = (0,0) (bezogen auf den linken Ast der Referenzkurve) am Ende des (n —1)-ten Zyklus wird
durch den Kick auf (1., ¢.) abgebildet; bei allgemeinen Werten (y, ¢) wird die Differenz zu (I, ) durch
{in, 8pn) beschrieben (Abbildung 3.1). Durch Herausziehen des Faktors e™'7 erhiilt i, die Grofienordnung

1.

50
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Abbildung 3.1: Verschiedene Punkte auf dem Referenzzyklus mit endlichen r und (.
A: (3(2T),9(2T)) = (0,0) beziiglich linker Referenzkurve, (1(0),(0)) = (1., @.) beziglich

rechter Referenzkurve.
c {y(2T),g(21)) = {Linearkombinationen in uy und ug, siehe 3.5] beziglich linker

Faiome £ TEON L Af0AY (7 i1 1 —rT:
llwl Yoy \A \U}} \fI\U)} -_— k.ﬁa‘\l '"r' C

D: {I{T),e(1)) = ( —Tp (1 +e77T4 ) o + 8 + fwdi) bezughcher rechter Kurve..

0}7 Sf/a _i— UV} ue.cu.yuu'a JCbl’bbel ILLDJ Ve,

- Nach Durchlaufen einer Halbperiode T erreicht das System den Zustand . .
L({T) = e_zf’TIn(O):.' '

. T »
on(T) = %+5<pn+jo w(In(t}, t)dt, (3.3)

wobei wir fiir die Zeitentwicklung den Adiabatensatz benutzt haben. Beit = T ist das System nahezu
harmonisch, es kann deshalb in “harmonischen” Koordma.ten e e

u =e7T(1 4 e"‘Tz'n)l-/?ci*’",' = (3.4)




52 Kapitel 3. Die Poincaré-Abbildung der allgemeinen Duffing Gleichung

mit der bequemen Konvention

A . 1 .
y(t) = o Q2w+ ug), 3{t) = + /Qjawlﬂ‘v-ﬁ-ﬂﬂi(ul — ug) (3.5)
1

Durch eine Punktspiegelung, die die Inversionssymmetrie der Duffing-Gleichung ausnutzt {so daff wir
nur eine Bewegung in der rechten Halbebene des Phasenraums betrachten miissen), wird der Punkt
(y(T),%(T)) in die N&he des Punktes bei ¢ = 27 (Abbildung 3.1) transferiert. Der jetzt folgende Kick,
durch den das System wieder auf den Beginn des rechten Zweiges bezogen wird, fithrt zu den Koordi-
naten {iny1,0@ns1), die wir in zweiter Ordnung in Abhédngigkeit der Koordinaten {uy,us) vor dem Kick
entwickeln {Summationskonvention}:

1
e iy = K,,u,,—}-—K,,Hu,,u“
$ipnyy = Pou, + Pyﬂuyur‘ (3.6)

Da I und ¢ reelle Gréfien sind, ist es zweckmaBig, die komplexen Koeffizienten K und P durch Amplituden
und Phasen auszudriicken:

Ky = K; = iBjex, P = P; = 10y,
Ky = Kp = 1B, Py = P = 1Ce%, (3.7)
K, = Kj = 1B, Py, = P = LG
Die Transformation (y,%) « (I,¢) ist kanonisch, d.h. es gilt die Beziehung
%%f - g_;g_: =1  baw. g—igi ii gi i3, (3.8)
Daraus folgt: S : : L
23{K1 P) = %Blca sin{xy; —¥:)=1, =~ = i (3.9)
K Py + Ky Py = P Ky + P Ko, (3.10)

Es wird sich im Folgenden herausstellen, dali die Grofien der Gleichung (3.7) im asymptotischen Grenzfall
{1 =0, r — 0 vnabhdngig von den Systemparametern sind. Wir bezeichnen sie deshalb als “universelle
Konstanten” unserer Abbildung. Sie hangen von den Exponenten ¢, p und [ ab.

Zur Bestimmung des Integrals foT w(In(2),t)dt aus Gleichung (3.3) verwenden wir zunéchst die Beziehung,
zo(t) = z.(t) = sin’(t) (die eine spiter zu korrigierende Approximation an den beiden Enden des Refe-
renzzyklus enthidlt). Fiir das Weitere entscheidend ist die hieraus folgende Homogenitit des Potentials
(2 11), welche Skalenrelationen fiir den Zusammenhang von £ und [ gemaﬁ Gleichung (1.12) und damit
einen analytischen Ausdruck fiir w(/) bedingt: -

mit der Entwicklung
E(l,zo) =Y cury T FE (3.12)

n=1
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ergibt
w(l, zg) = 63—1? = clmc;:ﬂ +2c035 % + -+, (3.13)
wobel )
a=+v¢—-1, o= —E{ng +Tgl 42 —g—1-1) (3.14)

gegeben ist. Es ist dabei ein glacklicher Umstand, dafl die Entwicklung von w nach Potenzen von [
zugleich auch eine Entwicklung nach inversen (i.A. nichi ganzzahligen) Potenzen von =z ist. Durch
Benutzung dieser Entwicklung ergibt sich das Winkelinkrement als

T N
J[ wdt = A, T + z ve (I, + 617 F,(r,Q), (3.16)
o v=2
mit P(s)
| sinfrar = L LG
Ay = ng sin® tdt = ﬁl‘(ﬂ;’—I)’
und .
— Ofn=1)xy - —
F,(r,Q) = Qr-Os F (5,,, (v 1)9) (3.17)
wobel wir als zweckméafBige Abkiirzungen
Ay = ve, IV, v>1 (3.18)
und p
=i+ -], me=1-2, (3.19)

einfiihren. Die Berechnung der Funktion #, und die Bedeutung der oberen Summationsgrenze N > 2
wird im Anhang (S. 92) dargestellt. Eine wichtige Eigenschaft der Formel {3.16) ist die Trennung der
parameterabhangz gen Faktoren F, von den umverselten Konstanten; thre ’Vioghchkeu beruht entscheidend

d.u.l ul:.l nuuwgemuau er I’OEEEEIBAS k.& 11)

Durch Kombination der Formeln (3 3) bis (3.7), insbesondere durch Einsetzen des Ausdrucks (3.16) fiir
das Winkelinkrement (welches als ein Schliisselresultat dieser Arbeit angesehen werden muB) erhdlt man
Jetzt eine Voilsta,ndlge Para,metrlslerung der Pomcare Abbxldung : : :

fnei = (1 + 18””3};) B cos(p, + Xl) + e"'T [Bacos(2pn +x2) + Bsl, - (3.20)
Pnt1 = (Pn+1(0) +j w(1n+1( ) t)cii
= + E‘T.I (1 * 3¢ e i ) ¢y COS(%, .+ $) e [Cz cos 2% + vz) + Ca] :

+ AT+ AF(r,Q) (1+e-fT'z'n+1)”.‘1-. S sat)

v=2
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Sortieren nach Potenzen von ™7 ergibt

Ons1 = Qg+ e D +e7 TR,
(3.22)
inp1 = Wite T TW,,
mit den Koeffizienten
N
®0 = Ya + AIT + ZAUFU(T) Q),
pe=2
N
& = B Z("' — 1}A,F,(r,Q) cos{en + x1)} + C1 cos{ipn + 1),
v=2
N
B, = 3 (v—1DAF(r,Q)[Bacos(2p, + x2) + Bs 5.23)

=2
1 2.2 1.
+ E(U — 2) B} cos*(pr + x1) + -Q-Blzn cos(oy + Xl)]
1.
+ §C11n cos(ipn + 1) + Co cos(2e, + 12} + Cs,
Wi = Bjcos{n + x1),
1.
W, = EBIzn cos(1 + x1) + Bacos(2p, + x2) + Ba.

3.2 Adiabatizitdt und Homogenitit des Systems

Wir gehen jetzt zum Anfang unserer Uberlegungen zuriick und untersuchen die Korrekturen, die sich
durch die Abweichungen von der (zunédchst vereinfachend vorausgesetzten} Adiabatizitit des Systems
ials am Anfans und Fnde iedes Halbzvklus ergeben

und Homosenitit des Potentials am Anfans und I :
iaieiy AA'..'LLLUS-LLAL’-’.‘-E. LATE IDWULOIILIads Qi Sadfieiiy Uil Al Jouco fiaiuaynilio Cighuod.

Die Poincaré-Abbildung (3.20) ist eine systematische Entwicklung bis zur zweiten Ordnung in e T,

Die als fest anzunchmende Grofie e~™7 ist also klein, -aber endlich. Durch diese Bedingung ist auch
r ~ §} festgelegt. Die Koeffizienten (3.23) der Poincaré-Abbildung sind asymptotisch, d.h. im Grenzwert
{2 — 0 exakt. Konnten wir die Poincaré-Abbildung auch bei endlichen Werten von r und € durch eine
Potenzreihenentwicklung nach e™’7 analytisch darstellen, so erhielten wir fiir die Koeffizienten in (3.23)

Ausdriicke der Form
>l r(Q e NP (R, )T (3.24)

Die Koeffizienten ¢, gehen im Limes {3 — 0 in eindeutig definierte numerische Konstanten (eben die B,
C, etc.) iiber, wihrend die r-O-Abhéngigkeit der p, ja schon analytisch bekannt ist. Es ist im folgenden
zu demonstrieren, dafl diese universelien Konstanten fiir 2 — 0 tatséchlich auch unabhingig von r sind.
In einem spiteren Abschnitt werden wir dann.priifen, wie weit ihr Galtigkeitsbereich filr endliche r, £

reicht.
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Im Folgenden wird e~77 festgehalten, also r ~ () angenommen. Wir definieren die Zeitpunkte

f} = Q_T"_e, ?::1 =T ~— t]_
tg = \Q_H-E, =7 — tg (325)
it )
= (——;—’7—) > 0. (3.26)

Diese Wahl wurde so getroffen, dafi im. Grenzfall ) — 0 folgende Eigenschaften fiir die Zeiten in £-7-

Eichung bestehen:
73

="t = 00, Ty = Q—-?c — 0C, —=0"F >0 (327)
T
§(r2)
T2) — 00, —+ 3.28
fr) =00, £(n) f oo (329
(i, =0 - 0. (3.29)
Fiir die zundchst von § und r abhingenden Referenzldsungen £{r) = 0~7zo(Q77) gilt gleichmaBig
() — &(r) fiir T< Ty und R <7, (3.30)
£(r) = 75 fiir n<r<r, und H<T<H (3.31)
£(7) — sin(Q177r) fiir n<T<h (3.32)

Obwohl der Effekt der Reibung iiber das wolle Zeitintervall T durch das vorgegebene e~ festgehalten
wird, gilt ferner

et =1 fiar O0<t<iy und (3.33)
et et fiir hb<t<T

so daB fiir die Behandlung der vier dufleren Zeitbereiche die Reibung keine Rolle mehr spielt.

Diese Zeitpunkte definieren fiinf Zeitbereiche im Halbzyklus 7" mit unterschiedlichen Systemelgenschaften -
(Abbildung 3.2), die in Tabelle 3.1 zusammengefat sind. L

Universell | Adiabatisch | Homogen | Harmonisch
sin it — (U Tp R T,
i X
II pS X X X
11 X X X
iv X X % X
v X

Tabelle 3.1: Figenschaften der Duffing Gleichung in verschiedenen Zeitbereichen. -

Die Existenz der Bereiche II und IV, in denen alle relevanten Eigenschaften gleichzeilig vorliegen, ist
wesentlich fur die in Abschnitt 3.3 folgende Konstruktion. Sie ist offensichtlich die Konsequenz der un-
terschiedlichen Zeitskalen Q=7 und Q= fiir das Erreichen der Asymptotlk 7'5 der Referenz;osung bzw das
Einsetzen der Nichtlinearitét der Sinusfunktion. ' SRR : S
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Abbildung 3.2: Zeithereiche der verschiedenen IDigenschaften der Duffing Gleichung in {-T-Lichung.
Zusdtzlich ist die ReferenzlGsung &0 gepunkiet angegeben.

Das System ist in den Bereichen II-1V harmonisch, weil dort durch das Anwachsen von &y(¢) der relative
Einfluf der nichtquadratischen Terme des Potentials abnimmt. Das wird sichtbar, wean man die Diffe-
rentlalglezchung unter Verna.chlass1gung der Reibung in den temporiren Zeiteinheiten w(r))™t = ¢(-9)/2

o r=-a (147 () (334

Die Anharmonizitdt im Polynom P wxrd mit wachsenaem £(t) zunchmend irrelevant, sie ist nur in den
Bereichen I und V zu beachten.. '

Ein subtiler Punkt ist der, daB sich im Limes 2 — 0 das System iiber jeden endlichen Zeitabschnitt
innerhalb des Intervalls 1 < 7 < 7; zwar immer harmonischer verhélt, daB aber der (@iber den dann
divergierenden Zeitraum T') integrierte Effekt der Anharmonizitit weiterhin fiir die Poincaré-Abbildung
entscheidend bleibs. Entsprechendes glit naturhch fiir den Abfall der erkung um den Faktoy e”¥ 7 im

Berelch III

Im ¥all der Rechteckanregung mufiten wir nur zwei Zeitbereiche unterschelden die zu 3 1 entsprechenae :
Tabelle besteht dort nur aus den ersten beiden Zeilen. '
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3.3 Bestimmung der universelien Konstanten

Wie im vorherigen Abschnitt begriindet, wird das System in den Bereichen I, II, IV und V durch Gleichung

(2.25)
Ever—grr=0 (3.35)

mit beliebiger Genauigkeit beschrieben, wenn man nur £ hinreichend klein wéhlt.

Unser Ziel ist es jetzt, den Einflul des Kicks sowie der Anharmonizitit, Nichtadiabatizitit und Inhomoge-
nitit des Potentlals in den Bereichen I und V auf die Konstanten 7,, v, und die Entwicklungskoeffizienten

P, K zu bestimmen [13, [nit2].

Dazu miissen wir die Losungen der Differentialgieichung, die in den Bereichen I und IV nur numerisch
zu bestimmen sind, in den Bereichen II und IV an die Lésungen fiir 1, < 7 < F, die auch in Bereich
HI gilt, anfitten. Letsztere sind analytisch verfiighar, da in den Bereichen II, III und IV das System
im Grenzfall  — 0 harmonisch und adiabatisch wird, so daB die Transformation (£,¢) « (I,¢) dort
analytisch bekannt ist. Fiir die Bereiche I, II und IV, V ist der Grenzfall insofern schon erreicht, als
wir dort die Differentialgleichung (3.35) verwenden. Allerdings riicken fiir 8 — 0 auch die Bereiche II
und IV (zeitlich und auf der {-Achse) ins Unendliche. Fir die prinzipielle Diskussion diirfen wir daher
die Zeitpunkte 7o des AnschluBverfahrens {und damit seine Genaunigkeit) beliebig grol annehmen. Fir
die praktische numerische Durchfithrung des Verfahrens kommt natiirlich nur ein endliches = in Frage,
und wir werden im nichsten Kapitel behandeln, wie mittels einer explizit zeitabhingigen kanonischen
Transformation trotzdem die erforderliche Genanigkeit erzielt werden kann. Zunichst das prinzipielle

Verfahren.

Wir betrachten also Anfangs- und Endzeiten 7~ < —1 und 7y >> 1, durch deren Wahl die Bewegung é(7)—
o(7) mit beliebiger Genauigkeit harmonisch und adiabatisch gemacht werden kann. Zur Bestimmung
von {/a, .} betrachten wir die bei (£(0), £(0)) = (—&1, &) beginnende Trajektorie bis 7 = 7. Hier besiizt
das System die (fiir 7 — oo asymptotisch konstante) Wirkung /,, und enthilt so alle aus dem Bereich I
stammenden Einfliisse. Der Winkel verhdlt sich als Funktion von 7 wie

4
o= putBps(r) Dpu(r) = [ un(l i o (330)
o o

wobet Aps(74) das vor 7 = § bis 7 = 7, mit der Fiktion adiabatischen und homogenen Verhaltens
bestimmte Winkelinkrement ist, und w, die in Gleichung (A.3} definierte Frequenz in £-7-Eichung mit
iinearisierter Anregung. Die Grofle ¢, enthilt analog zu f, neben dem Einflufl des Kicks alle aus Bereich I
stammenden Winkelkorrekturen. Das bedeutet, daB fiir Zeiten 7 > 1 alle diese Effekte in der Konstanten
w, absorbiert sind. (entsprechend ®(lp) im Fall der Rechteckanregung) :

Wir erhalten sc be

Ere) = Colrs) = 4| —2 cos(ipa + A (),
| ! ]w1(7‘+). . S L o
) = )+ VIm hsinlpa + Aga(r)), o (331)

un_d:.'-.." ' _ T SRS U S A
wi(r) = (g — D)rleV. ey
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Zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten K und P gemi8 (3.6) betrachten wir Trajektorien, die
bel 7 = 7_ in der Umgebung der Referenzkurve beginnen

Ia 1w —iAp_
£r-) = —50(—7'—)'?"\ 5T (U1€A“° + uge™? )1

2 (T- )

bo(—7-) +1y/ ﬂ%‘i (e — ugemite-). (3.39)

Dem kleinen Abstand 2Ju| cos(y + Ap_) = et~ + uge 2~ entspricht der Wirkung bei 7 = 7_ zur
Referenztrajektorie entspricht die Wirkung bei 7 = 7_

fi

£(r-)

I = Ljul. (3.40)
Die fiktive adiabatische Winkeldnderung bis 7 = 0 ist wieder gegeben durch
Ap. = — f T (I, 7)dr. (3.41)
0

Mit diesem Ansatz fithrt die Anfangsbedingung (3.39) zu “fiktiven Koordinaten” (uy,u;) bei 7 = 0,
die wir erhalten wiirden, wenn das System im “gespiegelten” Bereich V harmonisch, adiabatisch und

homogen wire.

Integrieren wir welter zu v = 74, erhalten wir die Koordinaten

Er) = 6olrs) = | i cos(ga + Ay (1)),
wl("’+)

E(r+) = folmy) v 2wy (T4} sine + Ay (14)), (3.42)

mit "
I, =1,4+46I Apy = b —i—f wo{ly,7)dr. (3.43)
0

Somit werden den Koordinaten {u1,u;) die Differenzen in Wirkungs-Winkel-Koordinater (81, d¢) zuge-
ordnet und zwar so, daB die fiktiver Koordinaten (uy,uz) zur Zeit 7 = 0 vor dem Kick fiktive Wirkungs-
Winkel Inkremente (61, 6¢) zur Zeit 7 = 0 nach dem Kick erzeugen, wihrend die weitere Zeiteniwicklung
sc behandelt werden kann, als verhxelte su:h das System in Bereich I adiabatisch und homogen und in

Bereich V zusitzlich harrnomsch

Alle Effekte der Nichtadiabatizitit, Anharmonizitdt und der Abweichung w # w, in den Bereichen V und
I sind somit in der Abbildung (u1,us) — {81, 8¢) enthalten.

Die Trajektorien zu verschiedenen (uy, us) und somit die Entwicklungskoeffizienten &, £ in {3.6) kdnnen
nun numerisch berechnet werden. Die Poincaré-Abbildung (3.22) ist damit vollsténdig bestimmit.

Bei der praktischen Durchfithrung dieses Verfahrens tritt das Problem auf, daf§ die Gleichungen (3.37)
und (3.39) nur fir das harmonische System eine Wirkungs-Winkel-Transformation darsteilen, die zu
einem konstanten I(r) fiihrt. Wollte man sie verwenden, miifite das Integrationsintervall [—7_...74]
die Bereiche IV bis II umfassen, und wir mitBten beispielsweise im Fall p = 1, [ = 0, ¢ = 3 fiir eine
akzeptable Genauigkeit von 3 Stellen in den universellen Konstanten ein zeitliches Integrationsintervall
von [—107...107] verwenden. Da das praktisch nicht durchfiihrbar ist, benutzen wir die im Kapitel
5. beschriebene Transformation WW,, eine zeitabhingige Wirkungs-Winkel-Transformation, welche die




3.3. Bestimmung der universellen Konstanten

59

g=3 g=4 g=21 g=>5 g=4

p=1 p=1 p=1 p=1 p=1.5

=0 =90 [=0 =2 =0
& | 0.333333 | 0.250000 | 0.476190 ; 0.333333 | 0.375000
A | 2666666 | 2.750000 | 2.523809 | 3.333333 | 3.125000
v | 0.2500600 ; 0.181818 | 0.377358 | 0.200000 { 0.240000
7 | 0.250000 | 0.272727 | 0.207547 | 0.400000 | 0.360000
& | 0.677030 | 0.740548 ¢ 0.368342 | 0.600834 | 0.520282
& | 0.472173 ) 0.389803 | 0.603279 | 0.412847 | 0.485961
I, 1 0.643386 | 0.695257 | 0.520835 | 0.366509 | 0.577521
w, | G.590845 | 1.170859 | 2.252078 | 3.020047 ! 1.874718
By 1.373133 | 1.289717 | 1.550786 | 1.455937 | 1.891013
By | 0.630713 | 0.702156 ; 0.376042 ;| 1.685496 | 1.332053
B3 | -0.179346 | -0.488821 ; 0.218103 | -0.971862 | -0.808882
Cr 1 1.547038 | 2.314061 | 3.402285 | 3.282775 | 3.780085
Cy | 0.804548 | 1.639907 | 1.492144 | 4.576395 | 3.741357
Cs | 1.275581 | 1.170801 | 1.420545 ; 0.106784 | 0.268957
x1 | -2.208157 | -2.064884 | -2.429117 | -1.142350 | -1.973212
xz | -3.134970 © -3.045390 | 2.933932 | -1.630484 | 3.034903
Py | 2.848043 | -2.796271 | -2.817896 | -1.574090 | -2.256788
e | 2.157146 | 2.550070 | 2.602434 | -1.720956 | 2.826891
Ag | -1.617312 | -0.804025 | -0.177039 ; 1.877697 | -0.098493
Ap | 1.426348 | 1.614111 ; 1.237579 | 1.235253 | 1.486087
As 1 -0.375308 | -0.782164 | -0.124132 | -1.832548 | -0.649711

Tabelle 3.2: Universelle Konstanten fir verschiedene Kombinationen wvon p, q und I, aze nach dem im.
Text erlauterten Verfahren berechnet wum’en e S

Zeitabhangigkeit der im Potential enthaltenen Funktion &{7) explizit beriicksichtigt, im Limes ¢ — oo in
den harmonischen Zusammenhang (z.B. (3.37)) einmiindet und so konstruiert-ist, dafi 1 konstant bleibt.

Die in Tabelle 3.2 angegebenen Konstanten besitzen eine Genauigkeit von 6 Stellen. Die Groflen (£(0),
£o{0)) wurden durch Integration der Differentialgleichung (3.35) von 7 = 4000 bis 7 = 0 mit der An-
fangsbedingung (2.27) (Seite 40) bestimmt. Als Toleranz der Integration [12] wurde hierbei und bei der
folgenden Integration der Wert 107'® verwendet, Zur Ermittlung der Koeflizienten K und P wurden
24 Trajektorien von 7— = —200 bis 7y = 200 integriert. Die Anfanrrsbedmgunden wurden entsprechend

(2 39) mlt [u[ = 0.01 gewahlt

Der die Genauigkeit begrenzende Faktor ist hierbel die numerische Berechnung der ‘Ableitungen zur
Bestimmung der Koeffizienten K., und F,.. Sie ﬂonnte dmch dze Verwendung einer groﬁeren Zahi vor.
Tra,_]ektorlen erhoht werden. R TS A EL R ~
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3.4 Diskussion der Abbildungsformein

Wir betrachten nun die Abbildung (3.22), (3.23) zunichst in erster Ordnung e™"7 und schreiben sie um

in die Form aus Kapitel 1: ' .

One1 = @ + Fcospn. {
(

)

/
Die hierfiir notwendige Zusammenfassung der beiden Kosinusterme im Ausdruck ®, der Formel (3.23)
fithrt zu einer Phasenverschiebung A im Winkel ¢: L

_ : .
o= g+ AT+ Y AF+4, (3.45)

=2

8= . TAETEE, o (3.46)

mit
N | N
A=B Z(u — 1)ALF, cos x3 + €y cos i, B By Z(u — DA F,sinx; + Cisinty (3.47)
v=2 . R L p=2
und -
A 5 en(B) (3.48)
= |arccos ———=| SIEn . -
i e

Die hierdurch definierten Koordinatenlinien der Parametertransformation (o, 8) — (r,{) sind fiir die
Exponenten ¢ = 3, p=1,! =0 in den Abbildungen 3.3 und 3.4 gezeigt.

Wir vergleichen die r-£2-Abhingigkeiten von 8: Im Fall der Rechteckanregung wichst 8 mit !, wihrend
bei der allgemeinen Duffing-Gleichung diese Gréfe durch F, gegeben ist, die sich im Parameterbereich
ra Q<1 wie r7U% verhdlt ((A.4) auf Seite 92), im Fallg = 3, p = 1, I = 0 also wie r %%, Um,
bei fesigehaltenem e™"7, in den interessanten Parameterbereich 3 > 1 zu gelangen, muf man bei der
allgemeinen Duffing-Gleichung also weiter in die Asymptotik zu kleinen » (und damit groBen 7') gehen.
Um den Giiltigkeitsbereich unserer Theorie mit 8-Werten oberhalb 2 zu erreichen (etwa mit ¢™’7 < 1),
wo voraussichtlich viele Attraktoren koexistieren, miifite man sogar extreme Perioden 7" betrachten.

Der Einfiul der parameterabhingigen Gréfien F, ist am Beispiel der Systemparameter ¢ = 3, p = 1,
{ = U (hier tritt nur F, auf) in Abbiidung 3.5 gezeigt. Fiir 521 wichst F, auf 20 an. In @, ist der
Term ApFy zwar viel kleiner als der fithrende Term A;T, erzeugt aber durch seinen Einflufl auf ofr,w)
die asymptotisch exakte 2x-Periodizitit des Phasendlagramms in o- ﬁ Koordmaten 1'1 <I>1 und Dy smd
die Terme mlt den Fz Fa.ktoren domm;e end : : - L e e

3.5 Phasendiagramme
Die hier gezeigten Phasendiagramme sind alle in den Koordinaten (o, §) nach den Gleichungen (3.45)
und (3.46) gezeichnet, aiso den Parametern der eindimensionalen Poincaré-Abbildung erster Ordnung in

e~ Die Bedeutung der Schraffuren ist auf Seite 30 erliutert.
Wir vergleichen in Abbildung 3.6 zunichst Phasendiagrammme zur Differentialgleichung und zur eindimen-

stonalen ‘Poincaré-Abbildung (3.44) fiir a-Werte um 1000 - 2z, Die Ubereinstimmung in a-Richtung ist
sehr gut. In ﬁaRic}_it_ung ist bei der ersten Bifurkationslinie eine kleine Abweichung vorhanden, die zweiten
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Abbildung 3.3: Koordinatenlinien der Parametertransformation (o, 8) — (r,T), ¢ = 3,_;5 =1,1=0.
Gepunktet: T =konst. Vonr links: T = 1500, 3000, 4500, 6000, 7000. '
Durchgezogen: v =konst. Von links: r = 5-10-3, 103, 5.10~%, 3-107¢, 2.10~4, 1.5-107%,
107, -
Strichpunktiert: e™™F =konst. Von oben: e = 0.65, 0.56, 0.4_?,_0.32,_ 0.1, 0.003.

Bifurkationslinien des Duffing-Systems sind asymmetrisch gegeniiber denen der Abbildung verschoben.
Diese Asymmetrle kann oﬁensmhthch durch die Abbildung in erster Ordnung e =T nicht realisiert werden.
(siehe Seite 30). _
Nehmen wir die Terme zweiter Ordnung hinzu, so erhalten wir-eine gekoppelte Abblldung in und 7. er
betrachten zundchst die Winkelabbildung. &, besteht aus Termen ~ cos 2y, und ~ i, cos .. Die Terme
~ i, cos{ipn) bewirken durch den zusitzlichen Freiheitsgrad ein “Aufweichen” der Abbildungsfunktion,
deren EinfluB auf die gesamte Abbildung spéter untersucht wird. Die Terme ~ cos 2, fithren zu einer
Asymmetrie in der Abbzldungsfunktlon .deren Emﬂuﬁ wir als nachstes betrachten Dabel 1gn0r1eren WiI-

zunacuﬂs‘r d ie Terme ~ i, COS \,0—1 :
g:.:n.,.l = 0£2 + ﬁcosgon _-}—'ycos(2<,oiﬁ + ll!), . ST . (3.49).

wobei die trigonometrischen Terme aus (3.23) auf die iibliche Weise zusammengefalt wurden (a2, v
und W ergeben sich als Funktionen der Fi(r,02)).: Diese Darstellung ist natiirlich keine konsequente
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Abbildung 3.4: Koordinatenlinien der Parametertransformation (r,T) — (2,8}, ¢=3,p=1, [ =0.
Durchgezogen: « =konst. Von links: o = 500, 1000, 2000, 5000, 10000, 13000.
Gepunktet: § =konst. Von links: B = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 2, 5.
Strichpunktiert: e=™T =konst. Von oben: e~ = 16720, 10~%, 0.003, 0.1, 0.3, 0.8.

Entwicklung der Poincaré-Abbildung, sie dient zur Untersuchung des jeweiligen Einflusses durch die
Zweidimensionalitdt bzw. der hoheren Fourierkomponenten der Winkelabbildung. Die Abbildung (3.49)
besitzt nicht mehr die frither beschriebene Spiegelsymmetrie (vgl. Seite 30). Die an Hand der Abbildung
(1.11) auf S. 29 beschriebene Konstruktion zur Bestimmung der Fixpunkte fithrt bei einer Variation von o
nicht mehr nur zu eirer Verschiebung, sondern durch den Term + cos(2t, + ¥} auch zu einer Anderung des
Funktionsgraphen; dieser fithrt bereits zu einer Asymmetrie der Bifurkationslinien im Phasendiagramm,
das ‘in Abbildung ‘3.7 gezeigt ist. ‘Die beschriecbene Asymmetrie der Abbildung (3.49) ist erkennbar,
die B-Werte der zweiten Bifurkationslinien sind gegeniiber der Poincaré-Abbildung erster Ordnung in die
richtige Richtung verschoben, jedoch stimmen sie nicht exakt mit denen der Differentialgleichung tiberein,
obwohl das Phasendiagramm schon “nahe” der Asymptotik liegt, d.h. die asymptotischen Bedingungen
(1.2), (1.3) sind techt gut erfillt: T = 4000, ¢~7 &~ 0.1...0.22, r = 6-107%...167% Die Poincaré-
Abbildung ist aiso in diesern Bereich noch nicht durch eine eindimensionale Abbildung zu beschreiben,
die Variable i hat einen EinfluB auf die Form des Phasendiagramms. Dies ist im zweiten Phasendiagramm
der Abbildung 3.7 zu sehen: hier ist die volle zweidimensionale Abbildung gezeigt. Diese Abbildung fithrt

zu einer sehr guten quantitativen ﬁ_bc;_einst_immung_ auch bei grofleren Werten von S.

In _Abbild_ung 38 {1.3,_.Scale6] sind 'die P-hasendia.grdmme der Differentialgleichung und der zweidimensio- *
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Abbildung 3.5: Durchgezogen: Die Grifie Fy in. Abhangzgkett von B fir folgende o-Werte (von unien):

.10, 100, 1000, 10000.
S Glestrichelt: 'e"'T in Abhdngigkeit von 3 fir dzea Werte: (von oben) 14, 100, 1000 16000.

. Systemparemeter: ¢=3, p=1, 1= 0.

nalen Poincaré-Abbildung gezeigt (die ab jetzt ausschlieflich gezeigt werden, da ja das Phasendiagramm
der eindimensionalen Poincaré-Abbildung exakt periodisch in « ist und die a-Abh#ngigkeit des Phasen-
diagramms der Abbildung (3.49) sehr gering ist), jedoch fiir niedriger indizierte Zungen. Wie zu erwarten
war, wird die f_f_ber_ein_stimmung in S-Richtung mit kieineren Werten von « immer geringer.

In Abbildung 3.9 sind die Phasendiagramme der ersten Resonanzzungen gezeigt. Auch hier ist die qua-
litative ﬁbereinstimmung noch gut, quantitativ kommt zu einer Verschiebung in 3-Richtung auch eine
Abweichung in o-Richtung. Dieser Parameterbereich kann quantitativ mcht mit der asympfotzschen
Abbildung beschrieben werden.

In den Abblidungen 3.10 und 3.11 sind schliefilich die Phasendlagramme fiir die Exponenten ¢ = 4 P= =1,
L—usomeq—a,p-iz_zgezelg'c : .
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Abbildung 3.6: Phasendiagramm der aligemeinen Duffing-Gleichung und der zugehérigen Poincaré-
Abbildung erster Ordnung. o-Achse in 2m-Einheiten. Parameter: e™™ = 0.10...0.22,
r =0.00033...0.00050, T =4412... 4418.
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Abbildung 3.7: Phasendiagramm der Poincaré- Abbzldung (3. 49) und der: zwezdzmensmnalen Poincaré-
Abbildung. a-Achse in 2w-Einheiten. .
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Abbildung 3.8: Phasendiagramm der allgemeinen Duffing-Gleichung und der zugehdrigen Poincaré-
" Abbildung zweiter Ordnung. «-Achse in 2w-Einheiten. Parameter: _"e_"_T = 0.17...0.49,
r=0.0077...0.018, T'=91...96. ~ ' '
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Abbildung 3.5: Phasendiagramm der aligemeinen Duffing-Gleichung und der-.zugehdrigen Poincaré-
... Abbildung -zweiter Ordnung fir die ersten Resonanzzungen. «-Achse in 2n-Einheiten.
Parameter: e =7-107%...0.77, r = 0.032...0.77, T = 1.5...12.3.
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Abblidung 3.10: Phasendiegramm der allgemeinen Du_ﬁing Gleichung mit den Ezponenten q¢ = 4, p =
"1, 1'=0 und der zugehdérigen Poincaré-Abbildung zweiter’ Ordnung - Achse in 27
Finheiten. Parameter: e~ F= 0.074. . 0.25, r = 0.0038...0.0072, T = 355...
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Abbﬂdnng 3 11: Phasendmgmmm der allgememen Duffing-Gleichung ‘mit den Erponenten q = 5, P =
1, I = 2 und ‘der zugehérigen Poincaré-Abbildung 2weiter Ordnung. . a-Achse in
2w-Einheiten. : Parameter: e~ = 0.00032...0.0056, r = ~0.00066...0.001, T =
JTT85.5...7799.4. " Bet diesen-Exponent&n ‘wird-die asymptotische Resonanzzunge sehr

.fan_gsqm erreichl, deshalb sind trotz der hohen o-Werte noch Abweichungen sichibar.
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In der bisherigen —asymypiotischen- Theorie hatten wir die Poincaré- Abbildung der Duffing-Gleichung als
Entwicklung nach Pqt_eqz_en_\{qx_l__e"T fir den asymptotischen Parameterbereich

r<lT, | (4.1)

e~"T klein, aber endlich _ (4.2)

hergeleitet. Als Ergebnisse erhielten wir

1. die funktiona.le Form der Poincaré-Abbildung,
2. die Parametertransformatzon (r Q) {a, B) mit den

3. nmversellen Konstanten =

In diesem Kapitel untersuchen wir die Erweiterbarkeit der Theorie aul Parameterbereiche, in denen die
Bedingungen (4.1) und (4.2) nur méBig gut erfiillt sind. Wir werden zeigen, daB durch geeignete Modi-
fikation der-genannten Ergebnisse auch fiir den nicht a,symptot}schen Parameterbereich eine quantitativ
korrekte Poincaré-Abbildung angegeben werden kann. :

Der im 3. Kapitel durchgefiihrte Vergleich der asymptotxschen Resonanzzungen mit entsprechenden aus
der Differentialgleichung gewonnenen Diagrammen im Bereich kieiner o-Werte (Abbildung 3.8, 3.9) zeigte
auch fiir die ersten Resonanzzungen eine gute gualilative Ubereinstimmung zwischen den Phasendiagram-
men der Poincaré-Abbildung und der Differentialgleichung, jedoch eine fiir praktische Anwendungen
méglicherweise nicht ‘ausreichende guentitative Ubereinstimmung. Dieser nicht- asymptotxsche Parame—
terbereich wird fiir. praktische Anwendungen besonders mteressa.nt seim, - L e

Fiir diese Abweichungen kommen folgende Ursachen in Frage:

& Wenn e~ nicht hinreichend klein ist, haben hohere Potenzen in ¢~'7 einen grofieren EinfluB auf
die Poincaré-Abbildung. Dies lieBe sich durch eine Weiterfithrung der Entwickiung in Abschnitt 3.3
" zu héheren Ordnungen von =T beriicksichtigen. Damit erhdhte sich allerdings die Anzahl der zu
‘bestimmenden -Konstanten, ‘wodurch die Abbildungsformeln umfangreicher und ihre Anwendung
- schwerfélliger werden. - Eine Erweiterung der Theorie in diese Richtung wére hauptséchlich fir
grofere B-Werte unter Berucksmhtlgung der Bedmgung (4.1) (51ehe auch Abblldung 3.3 auf Seite

: 61) zweckmaﬁlcr : _ _ e 5
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e Wenn die Periodendauer " so klein ist, dafl ein harmonischer Bereich 11 wie in Tabelle 3.1 bzw. Ab-
.bildung 3.2 nicht mehr existiert, ist die dort beschriebene Anpassung in den Zeitbereichen IT und
IV nicht mehr anwendbar. Dzese war wesentlich fiir die Herleitung der Abblldungsformeln, so daf
die Theorie auf diesen Fall analytisch nicht erweitert werden kann. :

e Die “universellen Konstanten” waren ja per definitionem parameterunabhingig. Fir Parameter-
werte auflerhalb des Giiltigkeitsbereichs der asymptotischen Darstellung der Poincaré-Abbildung
sollte aber die funktionale Form der Poincaré-Abbildung {mit modifizierten Konstanten) ikren Sinn
behalten, solange die beiden oben genannten Defekte noch vernachlissigbar sind. Es ist aber zu
erwarten, daf die numerischen Koeflizienten in den Abbildungsformeln dann von den Parametern
(r,9) abhéngig werden. Wir wollen diese parameterabhingigen Versionen der zuver universellen
Konstanten als Abbildungs- Koeffizienten bezeichnen und sie von den entsprechenden universellen
GroBen durch einen ' (z.B. B) statt By} unterscheiden. '

s Eine weitere Ursache der Parameterabhéngigkeit liegt in der Deformation des Referenzzyklus: Will
man Abweichungen von der Asymptotik vollstindig in Betracht ziehen, so darf man auch in der
Referenzlésung die Effekte der Endlichkeit von v und £ nicht mehr auBer Acht lassen.

Die genannten Quellen einer Abweichung von der asymptotischen Darstellung der Poincaré-Abbildung
sind allesamt nicht analytisch faBbar, doch ist es moglich, die Koeffizienten fiir jeden festen Parameter-
punkt numerisch zu bestimmen. Solange die Parameterabhingigkeit der Koeffizienten gering bleibt, kann
mit einem Satz von Koeffizienten die Abbildung in einem ganzen Parameterbereich beschrieben werden.
Auf diese Weise kann durch die Integration der Differentialgleichung an einem Parameterpunkt die Poin-
caré-Abbildung fiir einen Teil des Phasendiagramms bestimmt werden. Durch die dem System angepafite
funktionale Form der Poincaré-Abbildung ist diese Beschreibung eine sehr Skonomische. Insbesondere
erhalten wir auf diese Weise auch eine quantitativ zutreffende Darstellung der Poincaré-Abbildung im
Parameterbereich der niedrig indizierten Resonanzzungen.

Im folgenden werden wir eine Methode zur Bestimmung der genannten Koefﬁzzenten a,ngeben und ihre
Para.meterabha.ng1gke1t untersuchen. - :

4.1 Bestimmung der Abbildungs-Koeffizienten

Die dynamischen Variablen (1, ) der bisher diskutierten Poincaré-Abbildung waren fiktive Gréfien, die
unter Annahme harmonischer und adiabatischer Zeitentwicklung durch Extrapolation-aus dem. Berem"l
III auf das Ende eines jeden Halbzyklus’ konstruiert wurden; die Abbildung war also ™~ '

(hopn) = [T =€), 0o(nT~€) = (Fapypnnr) = H((n+ DT = yp((n+ DT — ). (4.3)

Alle Einflisse des Kicks und der Bereiche I und V werden durch die Abbildungs-Keeffizienten berticksich-

tigt. Um diese nun unter voller Berticksichtigung des Einflusses der Endlichkeit von r,{ zu bestimmen,

ist jetzt durch Integration der Differentialgleichung iiber eine volle Halbperiode das Abbildungsverhal-

ten numerisch zu bestimmen und in die fiktiven Koordinaten umzurechnen. Es sind hierfiir jetzt die

vollstindige Duffing-Gleichung und der in Kapitel 2 beschriebene, von r-und {} abhangige. Referenzzyklus
zq(1) zu benutzen.

Die Integration erfolgt in den natiirlichen Variablen (z,#) und wir bendtigen am Anfang und Ende des
Integrationsintervalls die Transformation zwischen diesen und den Wirkungs-Winkel-Koordinaten als den
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fiir die Poincaré-Abbildung adiquaten Variablen. Wir verwenden hierfir die im 4. Kapitel eingefiihrte
zeitabhingige Transformation WWe, bei der die e~ ™-Zeitabhingigheit des Potentials beriicksichtigt ist,
die Werte zo(t) jedoch nur als Parameter eingehen. Diese Transformation ist so konstruiert, daf sie
im asymptotischen Grenzfall in die adiabatische Wirkungs-Winkel-Transformation fibergeht, so daf dann
auch die Abbildungs-Koeffizienten in die universellen Konstanten ibergehen miissen. Wegen der zeitlichen
Variation von zo(t) kann die Transformation WWe also nicht zu einem vollig konstanten I(t) fithren.
Eine Berticksichtigung dieser zeitlichen Variation wire zwar im Prinzip méglich, der dafiir notwendige
technische Aufwand erscheint aber nicht lohnend. Wir wenden diese Transformation zu den Zettpunkten
t = £ an, wo io(t) sehr klein (aber, wegen des Reibungseinflusses nicht exakt Null) ist.

Wir betrachten also die natiirlichen Koordinaten {z(£ ﬂ,x(:ﬁ:;)), die wir nur zu diesen Zeiten in die
Wirkungs-Winkel-Koordinaten (I'(+7%),¢/(+%)) umrechnen kénnen, weil dort die Zeitentwicklung dem
Konzept des asymptotischen Verhaltens (Bereich IiI) am ndchsten kommt. Diese sind dann in die fiktiven
Wirkungs- Winkel-Koordinaten (z,¢) der Pomcare—Abbildung umzurechnen, die zu den Zeitpunkten ¢ =
0,T definiert sind. . - : :

Reale (jm@n) — ~($, £) ~ (z,8) — (In+1,t,on+1)
~ Koordinaten {=-L i=-1 f=Z i=ZL
T - L
Fiktive (tnyn)  —Poincaré-Abbildung —  (tn41, @ny1)
Koordinaten ¢=20 t=T

Abbildung 4.1: Bestimmung der Abbildungs-Koeffizienten (schematisch). “—"” bedeutet eine Koordina-
tentransformation, “~+” die Integration der Differentiaigleichung.

Die Vorgehensweise folgt dem Schema der Abbildung 4.1 und stellt sich Schritt fiir Schritt so dar:

1. Wir bestimmen die Gréflen (I7,+)) in Analogie zum Vorgehen bei der asymptotischen Abbildung.
Hierfiir integrieren wir die Duffing-Gleichung mit den Anfangsbedingungen (—zo(7"), —o{(T")) von
t = 0 bis ¢ = . Die r- und Q-abhingige Referenzldsung (zo(t), £o(t)) bestimmen wir mit dem in
Kapitel 2 angegeben Verfahren. Aus den Systemkoordinaten am Endpunkt ergeben sich mit der
Transformation WWe die Koordinaten (I, ¢} ).

2. Fiir die Umrechnung zwischen den (realen) Wirkungs-Winkel-Koordinaten zu den Zeiten t = =%
und den (fiktiven) Koordinaten zu den Zeiten ¢t = 0 und T benotlgen wir die harmomsche und
adiabatische Extrapolation des Winkels in den Zeitintervallen [0. . ] und [ . T)baw. [=L... 0].
Diese ist numerisch durch die Integrale '

PR I“;‘t‘/z : o - fT o »
-Fz,l = f e ¥ (sint) ™ dt, Foo= | e (sint)”%dt, {4.4)
_ Jo jwjz .
‘ Zu berechnen Es gilt. Fz 1 + Fog = Fz (wir betrachten hler nur den Fall N = 2).

3. Statt eines Ensembles von Wertepaaren {u;,u;) wie im Fall der asymptotischen Abbildung wihlen
" wir M fiktive Koordinaten auf einem Kreis um den Endpunkt der linken Referenzidsung (Abbﬂ

dung 3.1 auf Seite 51) zu ciner Warkung L'e=*T. Es soll also zur Zeit ¢ = 0 gelten:

Iﬂ-_ 2TI{:: S‘On,jz“‘ﬁ“, (45)
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d.h. es werden Punkte (i, ; = 0,¢, ;) in fikliven Koordinaten betrachtet, und ihre Zeitentwicklung
Gber eine Halbperiode bestimmt.

~ Wir wahlen ¢, ; = 0, da hier, im Gegensatz zu Kapitel 3, als unabhéingige Variable der diskreten
Abbildung nur der Winkel ¢, ; fungiert. 7,; = 0 legt so den 7,-Einflufl auf die Koeffizienten B
und C] als ungefihren @-Mittelwert um 1 fest (siche Geichung (a 20) auf Seite 33).
4. Diese fiktiven Koordinaten entstehen durch die genannte Extrapolation aus realen Koordinaten zur
Zeit t = —% (wobei alle Wirkungen in der £-7-Skalung betrachtet werden)

I'n. = Ine“rt = I;EWTT,
Prj = @nj+ Art =20 F1 _ (4.6)

5.- An dieser Stelle werden mit der Transformation WW, die zugehérigen (z, p)-Werte berechnet. Aus
technischen Griinden verwenden wir diese Transformation nur an der StelIe i = + - Die Koordi-

naten zur Zeit t = —% werden durch Spiegelung erzeugt:
T T
2(=3) = —(z+z(3))
., T . T

Mit diesen Koordinaten als Anfangsbedingung wird die Differentialgleichung bis ¢ = % integriert.

6. Jede Trajektorie enthélt jetzt, neben der adiabatischen Zeitentwicklung, die Einfliisse des Kicks
und der nichtadiabatischen Bereiche I und V. Wir transformieren die Koordmaten mit der inversen
Transformation WWe zuriick auf (In.H 1 Prj)-

7. Aus diesen Koordinaten werden die fiktiven Koordinaten (die jetzt zur Zeit ¢ = T gelten solien})

berechnet:
.
. _ eT Iﬂ'{'l,j 1 T
Intlj = -1 €y
a

T .
Pntij = Pneij + Aﬂ -+ 2COF2 De 114-1 3 (48)

8. Die Punkte {tn41,;,®n41,;) sollen durch die gesuchte diskrete Abbildung (3.20) -auf Seite 53 aus
{%n.5+®n,;) hervorgehen. Die Abbildungskoeffizienten Werden mittels Foumertmnsformaczon der je-
._ _wells M ipqp1-und gon+1—Werte bestlmmt ERRNEE el

Ein Ma8 fiir die Abweichung der so bestimmten Poincaré-Abbildung von den durch die Integration er-
mittelten, “exakten” Werten, ist die Norm der Summe der unberticksichtigten Fourierkoeflizienten

224 %nw — flen 0)2 E (%u 5= gl 00
IR_ FR. @R"—' - s (4:9)

("n-i-l i) o Z (‘Pnﬂ.j) S B
S und ¢ hierin sind die Abbildungsfunktionen nach Punkt 8. Die Grofien I, @g sind ein Maf fir den

Einflufl h6herer als zweiter Ordnung in e™*7. Der ebenfalls in diese GréBen eingehende Effekt durch In-
tegrationsungenauigkeiten und Ungenauigkeiten in der Transformation WWe kann durch entsprechenden
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numerischen Aufwand vernachldssigbar klein gemacht werden. /g und (g soliten von der Groéflenordnung

e~ 3T gein.

Die so ermittelte Darstellung der Poincaré-Abbildung ist eine nach den Termen e2¥ abgebrochene Fou-
rierentwicklung, keine konsequente Entwicklung nach Potenzen von e™"7. Die Abbildungskoeffizienten
enthalten deshalb auch Beiirige von hdherer Ordnung in e™"7. Das fiihrt fiir die vorgegebene funktionale
Form zu einer zusidtzlichen Erhéhung der Genauigkeit.

4.2 Numerische Ergebnisse

In den Abbildungen 4.3 bis 4.8 sind die Anfangs- und Endwerte des Referenzzyklus, Abweichungen der
Abbildungs-Koeffizienten von den enisprechenden asymptotischen Gré8en und die Gréfen Ig, wr in
Abhéngigkeit von T bei konstantem ™7 = 0.2 fiir die Standardexponeten ¢ = 3, p = 1, | = 0 gezeigt.

Es ist aus den Abbildungen zu entnehmen, daB fiir grofe Werte von T alle Koeflizienten tatsichlich in
die jeweils asymptotischen Werte {ibergehen, obwohl sie nach einem ganz anderen Verfahren bestimmt
wurden, als die universellen Konstanten. Dies ist ein befriedigender Konsistenztest fiir die Richtigkeit
der Theorie und der darauf beruhenden Berechnungen. Zugleich erkennt man aber aus den Abbildungen
auch, wie weit man wirklich in die Asymptotik gehen mufl, um eine sehr genaue Darstellung der Poincaré-
Abbildung durch die universellen Konstanten zu erhalten. Bei T = 1000 ist eine Abweichung schon zu

erkennen.

Man mdéchte nun unter Benutzung der Abbildungs-Koeffizienten Phasendiagramme in Parameterkoordi-
naten (a, ) erstellen. Dazu sollte der begrifflichen Klarheit halber die Transformation (r,{1) < («, )
tmmer mit den universellen Konstanten erfolgen, auch wenn diese Wertepaare («, 3) dann nicht mehr die
Koeflizienten der (auf die niedrigste Fourierkomponente reduzierten) w-Abbildung darstellen, wie es bei
der asymptotischen Abbildung der Fall ist.

Zwei unterschiedlich aufwendige Vorgehensweisen liegen nahe:

1. Man bestimmt etnen Satz von Koeffizienten fiir einen “typischen” Parameterpunkt, etwa in der
Mitte des zu betrachtenden Bereichs und benutzt diesen Satz fiir die Definition der Poincaré-
Abbildung. Dies beschrinkt die Parameter {r,{}) auf einen Bereich, liber den die Abbildungs-
hoeflizienien nicht nennensweri variieren.

2. 'Man bestimmt fiir jeden Parameterpunki {r, () einen Satz von Abbildungs-Koeffizienten fiir die
Poincaré-Abbildung. Bei diesem anspruchsvolleren Verfahren wird an jedem Parameterpunkt mit
der zugehérigen Poincaré-Abbildung gearbeitet. Im Rahmen der Abschitzung (4.9) soilte man
dann flir einen weiten Bereich des Parameterraums sehr genaue Aussagen (z.B. iiber das Phasen-
diagramm) erhalten. Der Preis dafiir ist allerdings hoch, denn man mud ja zuvor fiir einen nicht zu
kleinen Satz von Anfangswerten die Differentiaigleichung selbst tiber eine Halbperiode integrieren
— und das fiir jeden Parameterpunkt.

In Abbildung 4.2 sind Phasendiagramme [13, Scalee] gezeigt, die mit dieser Methode bestimmt
‘wurden. Bei den dort verwendeten Exponenten ¢ = 5, p = 1, [ = 2 wird die asymptotische
Resonanzzunge sehr langsam erreicht (vergl. Abbildung 3.11 auf S. 69), selbst bei o = 20 liegt
. die erste Zunge bei 8 = 0.25, wobei die Zunge auch gegentber der asymptotischen deformiert
. +1st (bel den-Standardexponenten ¢ = 3, p = I, [ = 0 wird die asymptotische Resonanzzunge
-viel schneller erreicht, dort. liegt die erste Bifurkation fiir o 22 20 bei 8 & 0.9, also viel ndher am
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asymptotischen Wert 1}. Das Phasendiagramm der Poincaré-Abbildung mit den hier beschriebenen
Abbildungs-Koeffizienten stimmt ausgezeichnet mit dem der Differentialgleichung tiberein, das zeigt
die Anwendbarkeit dieser Methode fur sehr genaue Phasendiagramme in Parameterbereichen fern

der Asymptot;k

Wie die Abb}ldungeﬁ (4 3) blS (4. 7) zeigen, dndern sich die Abwezchungen der Abbildungs-Koeffizienten
von den jeweiligen universellen Konstanten fiir gréBere Werte von ' (bei dem hier verwendeten Wert von
e = 0.2 gilt das fiir T-Werte ab 20) nur sehr langsam, so daf in diesem 7'-Bereich die erste der beiden
oben beschriebenen Vorgehensweisen anwendbar ist. Fiir kleinere Werte von T &ndern sich die Werte der
Abbildungs-Koeflizienten immer schneller bis zu dem Bereich, in dem das in dieser Arbeit betrachtete
Schwingungsverhalte*i nicht mehr vorliegt und somit die Theorie auch nicht mehr anwendbar ist. Dariiber
hinaus steht fir Werte T’ < 10 wegen. des Verha,ltens von zo(t) auch keine geeignete Transformation WWe

mehr zur Verfugung
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Abbildung 4.2: Phasendiagramm der allgemeinen Duffing-Gleichung mit den Ezponenten ¢ =5, p =1,
‘ l = 2 und der Poincaré-Abbildung zweiter Ordnung mit (e, §)-abhdngigen Abbildungs-
Koeffizienien. «-Achse in 2n-Einheiten. Die Form der Resonmanzzungen und deren Lage
stimmen ausgezeichnet iberein. Die Ursache fir die Unterschiede zwischen den Linien der
jeweils ersten Bifurkation bei groflen Werten von 3 ist das Aufsuchen unterschiedlicher

Attraktoren.
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Abbildung 4.3: I, (durchgezogen) und !, (gestrichelt) fir verschiedene Werte T'. Gepunktet sind die
asymptotischen Werte I, und @, angegeben. Der Wert von e™™% wird festgehalten und
bestimmt so v bei gegebenem T,
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Abbildung 4.4: Anfangs- und Endpunkie des parameterabhingigen Referenzzyklus in &-Eichung. Von oben
am linken Endpunkt T-Wert: zo(T), vo(0), —vo(T'), 20(0). Gepunkiet sind die asymplo-
tischen Grofien & und &y gezeigt. : ST o




78 Kapitel 4. Die Poincaré-Abbildung fiir Parameterwerte auflerhalb der Asymptotik
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Abbildung 4.5: Abweichungen der Abbildungs-Koeffizienten wvon den universellen Konstanten in
Abhdngigkeit won T'.-Die rechte Achse gilt fir Bs. :
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—0.04 4 - —0.2
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Abbildung 4.6: Abweichungen der Abbildungs-Koeffizienlten wvon den wuniversellen Konstanten in

Abhingickeit von T. e rechie Achse aili Fir Ba. Die Werte crreichen fir arofle T nich?
Abhdngigrert von I Ihe recnle Achse gilf fiir By fhe Wert renen Jur grofie

ezakt die jeweiligen universellen Konstenien, da bei endlichem e™’% die héheren Poten-
zen dieser Grifie zu den niedrig indizierten Fourierkomponenten der Winkelabhdngigkeit

beitragen,
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Abbiidung 4.7: A&wez’chungen der Abbildungs-Koeﬁ‘izienten von den yniversell_en Konstanten in
- Abhéngigkeit von T~ R R ' -
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0.030
0.025 -
0.020

0.015

6.016 —

Abbildung 4.8:

10 100 § o 1000.- . - . .10000

Norm der Summe der unbericksichtigten Fourierkomponenien in Abhdngigkeit von T
Wegen des endlichen ™™ sterben auch bei groflen Werten T die héheren Fourierkom-
ponenten nicht aus. Bemerkenswert ist, dafi die Groflen In und pp einen Mozimoelwert
von 2.5% haben und nur um einen Faktor 2 gegentiber der Asymptotik ansteigen. Bei dem

. hier verwendeten Wert von e™™% = 0.2 ist die Fourierentwicklung bis zur zweiten Ordnung
-also eine.gute Darstellung der Poincaré-Abbildung des Systems bis zu Werten von T" &2 5.
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Wirkungs-Winkel-Transformation

In Kapitel 1 haben wir eine zeitunabhingige Wirkungs-Winkel-Transformation flir die Transformation
(z,z) < (J,¢) beschrieben. Sie behandelte die Zeitabhingigkeit des Potentials in parametrischer Weise
und lieferte fiir die reale Bewegung des Systems ein zeitunabhéngiges J nur im adiabatischen Limes.

Es existieren andere Wirkungs-Winkel-Transformationen, welche die zeitliche Abhangigkeit des Potentials
ezplizit beriicksichtigen, mit dem Effekt, da im Prinzip eine Wirkung I definiert werden kann, die trotz
Zeitabhingigkeit des Potentials exakt zeitunabhingig bleibt.

Die praktische Ermittlung einer solchen Transformation ist allerdings im Aligemeinen alles andere als
einfach, sie wird hier durch eine Entwicklung nach Potenzen von +/Te (der harmonischen Koordinate)
erfolgen, und deshalb nur fiir nicht zu grofie Anharmonizitdten und nicht zu starke Zeitabhéngigkeit des
Potentials wirklich verfiigbar sein. Die zeitabhangigen Wirkungs-Winkel-Transformationen sind iiberdies
nicht eindeutig, sie enthalten in jeder Ordnung der Entwicklung mehrere freie Konstanten. Bei unseren
Anwendungen werden wir diese Konstanten so wahlen, dafl die Transformation im adiabatischen Limes
in die schon definierte zeitunabhingige Wirkungs-Winkel-Transformation iibergeht.

Wir benétigen zeitabhingige Wirkungs-Winkel-Transformationen an zwei Stellen:

1. Die numerische Berechnung der im letzten Kapitel beschriebenen universellen Konstanten. Hier
kann man nicht ohne Genauigkeitsverlust iiber zu groBe Zeitintervalle [7_, ;] numerisch integrieren.
Eine zeitabhingige Wirkungs-Winkel-Transformation (welche wir mit WW, bezeichnen), in der
die Zeitabhingigkeit der Funktion £o{t) ezplizit beriicksichtigt wird, ermoglicht, die in Kapitel 3
beschriebene Anpassung bei 7-Werten (7 = 100) vorzunehmen, bei denen das System noch nicht

“extrem harmonxscn und ad;abamsch 1si: und trotzdem eine sehr akzeptable Genauigkeit zu erzielen

e T
4 ucauuad.cuj

2. Die numerische. Berechnung einer Darstellung der Poincaré-Abbildung fiir endliche Werte von r
“und £, die wir in Kapitel 4 beschrieben haben. Diese war ja eine Entwicklung nach Potenzen von
e~"T und Fourierkomponenten; jetzt aber mit von 7 und O abhdngigen Fourierkoeffizienten, die
erst im Limes £ — 0 in unsere universellen Konstanten tbergehen. Bei der hierfiir bendtigten
Transformation werden wir nur die Zeitabhingigkeit von ¢ explizit berficksichtigen, nicht jedoch
die der Referenzldsung zo(t), diese wird nur als Parameter eingehen. Diese Transformation (wir
bezeichnen sie mit WWe) fithrt deshalb nur zu Zeiten, an denen sich die Referenzlésung sehr langsam
verdndert, verhiit zu einer zeitunabhingigen Wirkung I.

Diese Bedingung ist natiirlich am besten am Umkehrpunkt (2o = 0) der Referenzldsung erfiillt.
Wihrend bei r = 0 dieser Punkt zur Zeit ¢ = T/2 durchlaufen wird, ist die Referenzidsung fiir
endliche Werte von r etwas deformiert, siehe Abbildung 2.10 auf Seite 49. Da es duflerst aufwendig
wiére, diesen sehr kleinen Effekt zu beriicksichtigen, betrachten wir Zo(t) nur zur Zeit t = -T/2, und
nehmen dort dle Referenzlosung als zeltunabhanglg an,

82
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5.1 Formulierung der zeitabhingigen Transformation

Wir suchen fiir die Hamiltonfunktion H{z,p,?} neue Koordinaten (I(z,p,t), ©(z,p,t)). Die Koordina-

tentransformation (z,p) « {1, ) soll also zeitlich verdnderliche Koordinatenlinien derart definieren, daf

~lan Ala nepe amittanfnlktinn 07T s #) nicht ohr

die Wirlluneg T gine Kaongtanta der Bewesung 1 T_I 3 _
Qi€ YyIrdunig i e AONSLanse Ut DEWESUNE wu\.{1 aizo die neue Hamiitoniunkiion & (4,47, b DUCOL MEnT

von ¢ abhéngt. Wir werden jetzt die dafiir notwendigen Bestimmungsgleichungen herleiten und sie mit
einem Reihenansatz 16sen.

Die Poincaré-Cartansche Integralinvariante w; [2] definiert die Lésungstrajektorien (z(¢),p(t)) zur Ha-
miltonfunktion H(z,p,t) (entlang des Hamiltonschen Vektorfeldes v im erweiterten Phasenraum (z, p, t))

durch die Gleichung
p
dw; -v=(dpAadz —dH A d?) ‘/é = 0. (5.1)
1
Die Zweiform dw; transformieren wir in die Koordinaten (I(z,p,t), o(z,p, t)) (mit dz = z;df +z,de+2.dt,
dp = prd] + p.de + pedi), so daB sich ergibt

dpAdz —dH Adt = (prz, — zgp,)dI A de
— {[ —z)pr + (H, + pt)zI] df + [( —~z)p, +(H, + pt)ch]dtp} A dt (5.2)

Aus der Bedingung, da8 die rechte Seite der Gleichung wieder die kanonische Form dI A dp — dX /\ dt
besitzt, folgt einmal die symplektische Bedingung '

Pz — 21pp = 1, (5.3)

zum anderen fir die neue Hamiltonfunktion K
Ki= (= e+ (o +pder R
Ko = (Hy — 2)p, + (H, + p)zg. | o (5.5)

Die beiden Beziehungen (5.4), (5.5} sind wegen (5.3) kompatibel und definieren so K. Die Bedmgung,_
dafl [ zeitunabhingig sein soll, ist dann natiirlich

]
o~
n
>
—

(H _ 2\ "’H Lo Yz e
Ry 1 “tjry ARz T L&

Sie fiihrt zusammen mit (5.3) zu mdglichen Bestimmungsgleichungen fiir die Koordinatentransiormation.

Zur praktischen Bestimmung der Transformationsformeln sind diese Gleichungen jedoch nur bedingt
geeignet, hauptsichlich wegen der Produkte der partiellen Koordinatenableitungen in Gleichung (5.3)
Glnstiger ist es, statt dessen die Bewegungsgleichungen fitr 2 und p in /-o-Wirkungs-Winkel-Kcordinaten
zu betrachten, wobei der Ansatz [ = 0, ¢ = w(l,t) der Bedingung (5.6} entspricht. Die in diese
Gleichungen eingehende Nichtlinearitit des Potentials erfordert einen Potenzreihenansatz in [ fiir w([, ).

Die Bewegungsgeichungen lauten nun:

| Oz Oz
P—aw(fﬂf)—a—e, (5.7)
dp 3p oV (z,t)
et S 5.8
prie CR) R 0, (5.8)
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wobei w{l,t) eine ebenfalls zu bestimmende Funktion ist.

Diese partiellen Differentialgleichungen kénnen nun nicht ohne weiteres zur Bestimmung allgemeiner
Transformationsformeln z(1, p, 1), p({, v, t) herangezogen werden, vielmehr bendtigt man einen konkreten
Ansatz fiir die funktionale Form von z und p.

Die nach der Betrachtung der adiabatischen Transformation (1.11} auf Seite 17 naheliegende Entwicklung

in den Variablen {Rei", Re‘iw), R=,/ % um die harmonische Ldsung lautet:

' 1 i ¢ PIVEPR
2 = =5 ) B eTQuu(), (5.9)
n,k
_ _i n 1k
P o= —gw ;‘R e P i (2), (5.10)
w(R,t) = wo (l + Zﬁgn(t}Rzn) \ (5.11)
Qn,k = Q:,_ka Pn,k = _P:,_ka {5-12)
mit
G, G-, Pig, P — L (5.13)

Im adiabatischen Limes definieren (5.7) und (5.8) zwar die Abhéngigkeit von ¢ im Sinne einer Fou-
rierdarstellung; es bleiben jedoch gekoppelte gewdhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung in der
Zett fur die Koeffizienten P, @ und 8. Diese sind unterbestimmt, die verbleibende Freiheit in der Wahl
der Koeffizienten 5 ist insbesondere so zu nutzen, dafi die Transformation im adiabatischen Grenzfall
in die zeitunabhingige Transformation iibergeht. In niedrigster Ordnung n = 1 sind die Koeflizienten
der Lésung einer Gleichung der Form Z + w2(¢)z = 0 iquivalent (was mit Hilfe der Funktion g [10,
(2.25)] geschehen kénnte); fiir die hoheren Ordnungen n > 1 entkoppeln diese Gleichungen in einen Satz
gewohnlicher, Hnearer, inhomogener Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit, die im Prinzip
eine explizite Integration (rekursiv in n) erlauben wiirden. Die wire jedoch nur mit grofem Aufwand
durchfithrbar. Es erweist sich als {ibersichtlicher und einfacher, die Koeffizienten ¢, x und Py ¢ als Reihen-
entwicklungen in der Zeit darzustellen. Damit werden die Bewegungsgleichungen (3.7), (5.8} mit dem
Ansatz (5.9)-(5.12) zu einem Gleichungssystem, das durch Koeffizientenvergleich rekursiv gelést werden
kann.

Zunichst separieren wir durch Einfithren einer noch zu bestimmenden GroBe v(2) die fithrende asympto-
tische Zeitentwicklung des Systems ab und schreiben den Ansatz in der Form

[e53 T
. . o = __21_ z vn—.an Z Qn,anke_l(n—gk')'w . . - L . (5.14)
- ; p . - ) _;wo Z ’Un—_IRn Z Pn’n_zkei(n—zk)lp (5‘15)
“ n=l1 . k=0
o : n=1

—BVé(}:',t) = _wg .(1_ ‘!‘"i bﬂ(i)(vz)n) ’ (5.17)

n=1
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waobel wy die harmonische Frequengz ist.

Die Zeitabhingigkeit des Systems ist jetzt durch v(f) und b,{¢) gegeben. Wegen der Skaleninvarianz
z — vz, R — vR der Darstellung (5.14)-(5.17) ist v(¢} im Prinzip beliebig und kann so gewahlt werden,
dafl die verbleibende Zeitabhingigkeit in Potenzreihen nur noch einer Zeitvariabien darstellbar ist.

Diese Potenzreihen fiir z, p und w stellen ein unterbesiimmies Gleichungssystem fiir die Koeffizienten
Py i, Qnr und 3, dar. Dies ist die Konsequenz aus der Tatsache, daf der Nullpunkt des Winkels ¢ in
Abhéngigkeit von R und t beim Einsetzen des Ansatzes (5.9} bis (5.11) in die Bewegungsvielchungen
(5.7), (5.8) unbestimmt bleibt.

Im Prinzip kdnnte die gesamie Zeitabhingigkeit des Systems durch eine entsprechende Defintion dieses
Nullpunktes (¢ — ¢ + W(R, t)) eliminiert werden. Wir nutzen diese Freiheit jedoch, um eine Transfor-
mation zu bestimmen, die im adiabatischen Grenzfall in die zeitunabhingige Transformation ibergeht.
Hierfiir wird zur Bestimmung der Koeffizienten P die lineare Gleichung (5.7} benutzt. Die Gleichung
(5.8) dient dann zur rekursiven Bestimmung der Koeffizienten @ und 3. Sind alle Koeffizienten Q4.
Bn—1 bestimmt, liefert die Bedingung, daf der Faktor zum Term R"*'e**¢ verschwindet, eine lineare Glei-
chung fir Qni1 4, & # 1. Fiar ungerade n + 1, und & = 1 sind jedoch @21, und B, aus einer Gleichung
zu bestimmen. Wir verwenden hier das £, der entsprechenden zeitunabhéngigen Transformation. Der
Nullpunkt der Winkelvariablen kann dann immer noch in Abhéngigkeit von R verschoben werden. Man
sieht leicht, daf dies eine Unbestimmtheit des Imagindrteils von Q}2,41,: zur Folge haben mufl. Wir setzen

diesen gleich Null.

In alle diese Umformungen geht die spezifische Form der Zeitabhingigkeit des Potentials V(z, ) ein, wir
miissen sie also fiir die Transformationen WW, und WW, getrennt betrachten.

5.2 Bestimmung der Transformation WW,

In Kapitel 2 haben wir eine asymptotische Entwicklung fiir die Funktion £o(2) bestimmt, die jetzt die
gesamte explizite Zeitabhingigkeit des Systems festlegt. Thre asymptotische Entwicklung besteht aus dem
fiihrenden Term ¢° und Polynomen, die in der Variablen

1, .q—]_ - s

W= E:_"’, gy =1+ 5 é (5.18)

geschrieben werden kénnen:
{G(t) — t{sh(w), - h(w) :1 _*_z hnwz_’-"-_ et : : S . : S ..; (519) .
Der Vorfaktor 2, mit & = ¢ -/, ist an dieser Stelle noch willkiirlich, erweist sich aber i im. foigenden als

zweckmabig.

Dam;t erglbt sich fiir den Kraftterm ein Ausdruck

CLA - fo) ﬂco --tp((z+eo) H)
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wlt) = g "1~f”l€1‘
(g — Dt (1 + w?S(w)), (5.21)

b(t) = uig KU _‘i 1) g (V i 1) {;1} . (5.22)

Die Gréflen S und b, sind (asymptotische) Reihen in w?, die jeweils mit konstanten Termen beginnen
und durch (5.20) gegeben sind. Die explizite Ze1tabhang1gkelt der Kraft —%- Y _und als Konsequenz von
(5 7) bis (5.10) der GrdfBlen 2, p und w- wird jetzt iiber algebraische Vorfaktoren (z.B. tl4=1 in wy, #
in &) und a,symptotlsche Entwmklungen in Potenzen von w ~ =" vermittelt. Durch Herausziehen der

Vorfaktoren gemaﬁ

i_._g T

g WQt wn = q— { {523)
= 14
r=17"1°%, p=1"+ “wp,
—1, = 21
R=t"TPR, R=,/T,
Wo
und die Wahl g
v =t*, _ ?%«-5 (5.24)
fiir den Skalenfaktor v werden alle Vorfaktoren effektiv eliminiert und wir erhalten die neuen Bewegungs-
gleichungen
9z t 8 g-—1
—BR = - - — z—n=10 5.25
Zpe (- Ts)s-p=0, (5.25)
85 . t™ /8§ g-1 . &,
—B t—+—0]p+Z21[0 b, (vz)” t =0. 5.26
9’ +Cuq (6i+ 1 )p+zk.o+; v (vE) (5.26)
Die Operation ” . . ) |
d 4] 7]
P R 5.27
- Ma T "o (5.27)
andert Exponenten von v und w nicht und wirkt in der Reihenentwicklung auf Terme B"v"1w? als
10 = 1) — (5.28)
——p — — 1) — k313, .
at T 1

Danach tritt v nur noch als Skalenfaktor (vR)" auf und wird beim Koefﬁmentenverglelch eliminiert. Eine
explizite Zeitabhéngigkeit tritt jetzt effektiv in (5.26) nur noch in den Gréflen b, (als asymptotische
Reihen in w?) und im Faktor ¢~ /o = ~iw auf. Deshalb kénnen P und ¢ als Potenzreihen dieser Graﬁe

angesetzt werden: .
Pk =Van.k.jwj, Qnp = Z Gn U7 {(5.29)

Hier ist die Beobachtung wichtig, daB die expliziten Zeitableitungen in den Bewegungsgleichungen (5.7),
(5.8) (die den Unterschied zur Transformation in adiabatische Wirkungs-Winkel-Variable ausmachen)
einen zusitzlichen Faktor w enthalten, im Limes sehr grofier Zeiten ¢ also keinen Beitrag mehr geben.
Zugleich erkennt man, daB die Gréfe &y (ebenso wie das imaginére Element i — vgl. (5.10}!} nur noch in
diesem Faktor steht (dies begriindet die zuvor getroffene Wahl des Vorfaktors i@ in w), so dall die noch
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zu bestimmenden Koefﬁmenten in (5.29) jetzt reell sind. Diese kénnen jetzt durch Koeffizientenvergleich
fiir die Terme B"e"*°w! in (5.26) rekursiv bestimmt werden.

Technisch ist der Koefizientenvergleich fiir Ordnungen n > 2, j > 3 nur mittels Computeralgebra mdglich
hq K.’-‘rﬁ1hf‘)g], ehenso die Tnvnrf;pruhg Anr Transformafion in der rorm

4oy IeatlllllNs CuCniel LT v Civilliuda

R&:E:@m(i)xwi (5.30)

7R %]

Zur Bestimmung der universellen Konstanten wurden die Reihen (5.14), (5.15) und (5.16) bis zur Ordnung
10 in w und R entwickelt. Durch sie ist es mdoglick, mit der Integration dber das kleine Zeitintervall

= [-100,...,100] die universellen Konstanten auf § Dezimalen zu bestimmen. Eine Demonstration der
zeitlichen Konstanz von [ zeigt Abbildung 5.1.

—1 - — 7 — T T —
100 150 . 2000 250 . 300 350 400 450 500

itabhdngigheit der Gréflen I, gration der Gleichung 5753 4t = 0 ound

d te

WW- Transformation {£(1), £(1)) — ( e(t),0¢(t)) wie in iiapztel 3 erldutert. Es ist der

Logarzthmuzs der Abweichung |1, — I¢ (¢} urchgezogen) sowte o — we(t)| (gestrichelt) -
gezeichnet.

Die enischeidende Aussage dieser Abbildung ist, daff schon ab ¢ = 30 die Gréfen (I¢,¢)

auf 11 Dezimalen konstant sind. Das Anwachsen der Abweichungen fir griflere t ist

.eine Folge von Rundungsfehlern bet der Integration {Integrationsgenauigkeit 107 ). Die

Gréfien (1., ¢.) wurden mit einer Integrationsgenauigkeit von 10_18 beit =200 bestzmmt .
‘deshalb erreichen die Abweichungen hier auch nie den Wert Null ' o L
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5.3 Bestimmung der Transformation WWe

Diese Transformation wird analog zum Vorgehen bei der Transformation WW, durchgefithrt. Hier ist das
zeitabhngige Potential gegeben durch:
) ) (5.31)

OV (z,1)
Gz _wn (1+Zb(

n=1
mit
wi =zl g —lzi?) —r? (5.32)
und
()~ ()
b, = 5.33
q— Iﬂ:é, —z)” e (555)
2.5+
2.0 5
1.5 4
I
1.0+ ]\\,M._,,W,x
y r‘ }
0.5 J ! !
0.0 ] T T l ] T T T 1 1
0 50 106 150 200 250 300 350 460 450 - 500

i

Abbndungﬁ 2: I(t) nach der Transformation WWe fuer die Duffing-Gleichung mit den Perametern

= 0.01, T = 100 bzw o = 140, f = 1.5. Die Transformation WW¢ ist so konstru-

zert daff I{t) nur in der Nihe der Zeitpunkte (n + 1)T zeitunabhdngig ist. Die beson-

ders starken QOszillationen in der Nihe der “Kicks” bei nT sind eine Folge der groflen

Zettabhidngigkeit von :r:o(t) sowte der schlechten Konvergenz der Rezhenenthcmlungen der
.lmnsj’ormatwnsjormem m dzesen Zeitbereichen. R :

w2 und b, werden hier als zeitunabhiing_ige.(}réﬁen angenommen.

Nach Einsetzen von e 5 4

! L | o 5.34
. . : . o ’ : ot —4. ?'U dv o { )
koénnten ci1e Koeflizienten ¢} und Pim Prmzxp rekursiv aus den Bewegungsgleichungen (5.7) und (5.8)
bestimmt werden. Sie wiirden jedoch sehr komplizierte rationale Ausdriicke in r ergeben, was den tech-

nischen Aufwand ihrer Bestimmung selbst. bei Verwendung von Computeralgebra fiir hohe Ordaungen
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nicht akzeptabel erscheinen 1aBt. Statt dessen werden die Koeffizienten @ und P als Potenzreihen in der
Grofle .
w= (5.35)
Wo

geschrieben und kénnen so in Analogie mit der bei der Transformation WW, angwandten Methode be-
stimmt werden. Ein weiterer Vorteil dieses Ansatzes ist, daf die zu bestimmenden Koeflizienten wieder
reell werden. '

Abbildungen 5.2 und 5.3 zeigen diese Transformation fiir 2 Parameterkombinationen von (r,§}). Wie
schon erldutert, ist 7 nur im adiabatischen Bereich, d.h. in der Umgebung der Zeitpunkte ¢ = 50,150,...
konstant. In der Umgebung der “Kicks” ist die Transformation nicht definiert, die J-Werte somit bedeu-
tungsios. Die Bilder verdeutlichen aber das Konzept der Referenzldsung mit dem “Kick” zu den Zeiten
t=0,T,2T,...

1.00
0.95

(.90

0.85

0.80 ~

0.75 ] ; ™ — i T |
0 50 160 150 200 250 300

t | |

Abbildung 5.3: I{#) nach der Transformetion WWe fir die Duffing-Gleichung mit den Parametern v =

' 0.019, T = 100 bzw o = 140, 8 = 0.5.. Hier hat die Abbildung einen Fizpunkt. ;




Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde das Verhalten nichtlinearer, periodisch getriebener Oszillatoren mit Reibung un-
tersucht. Der Duffing-Oszillator

&+ 2re + 2 =sin
gehort zu den denkbar einfachsten dieser Systeme: Die Anregungs- und Riickiriebskraft bilden ein Po-
tential V(z,1), dessen Minimum sich zeitperiodisch bewegt und so verhindert, dafl das System aufgrund
der Reibungskraft zur Ruhe kommt.

Wéhrend beim harmonischen Oszillator (¢ = 1) das Verhalten trivial ist (Einschwingen auf einen der
Anregungskraft folgenden Zyklus), zeigt das nichtlineare System (g > 1} eine bemerkenswerte Vielfalt an
Phinomenen wie mehrfache Resonanzen, Bifurkationen, Chaos und vielfache Attrakioren, deren Ursache
lediglich in der Deformation des Potentialtopfs besteht. L

Das Verhalten in Abhingigkeit der Parameter r und (I weist eine fur diese Systemklasse typ1sche Sy-
stematik auf (“Resonanzzungen” im Phasendiagramm, der Auftragung des globalen Systemverhaltens in
Abhéngigkeit der Parameter}, die durch diese Arbeit erstmalig verstanden und quantitativ erklart werden

konnte.

Ein wesentlicher Baustein hierfiir war die Einfithrung einer speziellen, nichtoszillierenden Referenzlésung,
die eine Erweiterung des harmonischen Zyklus darstellt, welche durch den EinfluB der Nichtlinearitt
jedoch nicht geschlossen ist. Im Bild des Relativsystems fithrt die Nichtlinearitat deshalb zu zeitperiodi-
schen “Kicks”, die das Einschwingen auf den trivialen Grenzzyklus verhindern und so auf intuitive Weise
das Zustandekommen der nichtlinearen Phinomene erkliren.

Das entscheidende Werkzeug fiir die guantitative Behandlung war die Beschreibung des Systems in
Wirkungs-Winkel-Koordinaten (/, ¢}, in -denen die nichtlinearen Bestandteile der Zeitentwicklung von
der einfachen harmonischen Schwingung separiert werden konnte. Auf diese Weise wurde die Poincaré-
Abbildung des Systems bestimmt, die die Zeitentwicklung von Kick zu Kick beschreibt.

Durch diese Beschreibungsweise gentigen schon wenige Glieder der Fourierreihe im Winkel ¢ um eine sehr
genaue Beschreibung des Zeitverhaltens zu erzielen. Fiir den Parameterbereich kleiner (r, ) geht diese
Poincaré-Abbildung in die eindimenionale Abbildung des Winkels iiber, deren elementare funktionale
Form

ni1 = &+ Bcos e,
einen ebenso einfachen wie detaillierten Zugang zum Verstindnis des Phasendiagramms darstellt.

Die Parameter (o, 8) der Poincaré-Abbildung konnten als Funktionen der Parameter {r, 1) beschrieben
werden, wodurch auch die Differentialgleichung in diesen natiirlichen Parametern dargestellt werden kann.
Durch den bildlichen Vergleich ihres Phasendiagramms mit dem der Poincaré-Abbildung konnte dann die

9%
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exzellente Genauigkeit der Poincaré-Abbildung fiir den Bereich kleiner Anregungsfrequenzen demonstriert
werden.

Damit ist ein weitreichendes qualitatives wie quantitatives Verstindnis einer fiir naturwissenschaftlich-
technische Anwendungen interessanten Klasse von nichtlinearen Oszillatoren erreicht worden.

Weiterfithrende Problemsiellungen, die mit Hilfe der hier erzielten Ergebnisse in Angriff genommen wer-
den kdnnten sind

- die Untersuchung der Vielfachheit von Attraktoren und ihrer Abgrenzung im Phasen- und Parame-
terraum fiir grole Werte von S,

- die Betrachtung des Systems bei kleinen Werten von o und grofien Werten von . In diesem Bereich
sind die in die Theorie eingehenden Voraussetzungen schlecht erfiillt und es wére die Frage zu
kidren, ob weitere Bifurkationstypen auftreten kénnen, die auch qualitativ von denen der Poincare-
Abbildung abweichen,

- die Erweiterung der Theorie auf beliebige Potentiale mit genau einem Minimum und periodischer
Zeitabhangigkeit,

- die Untersuchung weiterer Oszillatortypen, wie etwa den van-der-Pol Oszillator oder das Pendel mit
sinusformiger Potentialform. Diese Oszillatoren weisen ein qualitativ anderes Verhalten als der hier
betrachtete Duffing Oszillator auf und bediirfen woh! einer grundlegenden Erweiterung der Theorie.

Bei Herrn Professor Gert Eilenberger méchte ich micht sehr bedanken. Er hat durch Diskussionen, Ideen
und viele seiner Beitrige das Zustandekommen dieser Arbeit weit {iber das sonst iibliche Mall unterstiitzt.
In unseren vielen Diskussionen konnte ich sowohl fachlich als auch menschlich iiberaus viel von ihm lernen.

Weiterhin gilt mein Dank dem Management sowie vielen Kollegen der Firma EDS, deren Mitarbeiter ich
seit 1987 bin. Die Arbeit wurde dort nicht nur wohiwollend geduldet, sondern auch aktiv unterstiitzt..




Anhang

1 Die Zeitentwicklung des Winkels im homogenen Fall

Wir bestimmen die Gréfle j;)T wdt, wobei wir annehmen, daB zo(¢) durch z,{t) = sin® Ot ersetzt werden
kann. Diese Annahme ist fiir {-Werte in den Bereichen I und V (Abb. 3.2 auf S. 56) nicht erfiillt, die
hieraus resultierenden Korrekturen werden in Abschnitt 3.2 auf S. 54 diskutiert.

Die aus dem homogenen Potential (2.11) abgeleitete Reihenentwicklung (3.13) fiir w([,t} ergibt:
wo(I(t), za(t)) Zf/cyf” I(t (sin{2)~ ~2by (A1)

Unter Benutzung der Skalierung (3.12) fiir I und mit den Exponenten

érv
ergibt sich
N /sin (2 \ 2%
wy = cy(sin Qt)“251 + E ve, (I, + 61)”‘19”"” (T) e 2v=1)rt, (A.3)

v>1
(Hier wurde die Beziehung (v — 1)(2y + 1) — 28, = nx, benutzt). Zur Zeitintegration dieser Reihe
betrachten wir zunichst den extrem asymptotischen Grenzfall 1 »  » 0. Hier fillt der Faktor e~*"
so schnell ab, dafl die Sinusfunktion Hnearisiert werden darf. Das Integral des v-ten Summanden ist fiir

positive g, proportional zu der Gréfe
- D(e) (97\"
F = Qe —2&, —Z(U—I)r'rd — ) P . A4
v, asympt. /6 T € T (y — ].)'w \23" ( )

Bei negativem x, divergiert das Integral an der unteren Grenze r = 0. Dieses Verhalten riihrt von
der Approximation zp & z, her, die dort ungiiltig wird. Wir summieren {A.3) deshalb nur bis zu dem

Vmax = IV, bei dem «, noch positiv ist: &y > 0, kv < 0.

Die Bedingung ¢ < 1/2 in Gleichung (2.8) (S. 34) garantiert N > 1 und damit eine /-Abhéngigkeit von
w, in (A.3). Bei Systemen, die diese Bedingung nicht erfiillen, kann mit der vorliegenden Theorie nicht
der interessante §-Bereich § ~ 1 errelcht werden be1 glexchzeltlgem r< 1, Q < 1 und e‘TT << L

Fir. endhche T und ﬂ erha.lten wir. -
T N ) -
__ / audt = AT+ 3 ve(L +én (-1, e @ w

Slymzl
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mit

r(Z)
_4a I SR
und . .
Fu(r, Q) = Q(T!—l)ﬂuF (5,,, {V _ 1}.8'__2) , (AT)

wobeit F' durch

Flép) = ‘/.e_zm(sint)_%di
0

P 27 (k)
= 27 (1 —6+ip(1—6—ip) (A.8)

gegeben ist.
Der dominierende Term in Gleichung (A.5) ist (bei kleinem r) durch die Periodendauer T" gegeben, wobei

die Gréfe A4, einer effektiven Schwingungsfrequenz entspricht (analog zu w; im Fall der Rechteckanregung)
und somit im wesentlichen den Abstand der Resonanzzungen bestimmt.

Es ist zu beachten, daB in Gleichung {A.5) nach Einsetzen der Gréfen (A.7) und (A.8) die Parameter-
abhingigkeit von der Koordinatenabhingigkeit getrennt ist. Nur durch diese Eigenschaft ist es moglich

die Transformation (r, ) < (e, §) koordinatenunabhingig anzugeben.
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2 Hichtabelle

In der vorliegenden Arbeit werden hauptsichlich zwel Skalierungen benutzt: die z- bzw. y-Skalierung

der Differentialgleichung und die z-Skalierung des hamiltonschen Systems. Da in den Betrachtungen

R IS Pty O IO Uy PR S SV OO gty U (IR S B S S DU (g [P T N i Py in antarmmanhan Ie
ULt £wWisCICE UCIL ClIACINOCIL JOKallel Ungel 5CWCL115Cit will, SiHd 10 1015611(.]&:1 Td;bc”.t: dlC < 1tbyu:\.,hcude 1

Umrechnungen angegeben:

Z,Tq z,£
3, %o ¢
A T
I, 1,
z= 0z
Tp= - o ¢
&= ' R Qring
ig = ' B Q‘v+n¢:
t= 1T Q—r
I = QZ"H""I,,
z= Q 7z
60 = QO 7zq
z= Q7"
fo Q"""
T = 07t
L= | oy,
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