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Summary

Membranes and strings are non-crossing manifolds, which can, under suitable
conditions and if interacting via sufficiently attractive potentials, undergo adhesion
transitions. At low temperatures or strong attraction, the manifolds are tightly
bound together; at high temperatures or weak attraction, they are completely sepa-
rated. At the adhesion transition, the separation between the manifolds diverges,
which leads to critical phenomena characterized by critical exponents.

In this work, the adhesion behavior of stacks of more than two manifolds is
studied. Corresponding experiments are performed on multimembrane systems.
Functional renormalization predicts the adhesion behavior of membrane stacks and
string bundles to be completely analogous, as indeed confirmed by the detailed
results presented here. The considered interactions include short-ranged potenti-
als, represented by square-wells, as well as long-ranged potentials. Experimentally,
these potential forms correspond to the van der Waals attraction and to an external
pressure.

For vanishing external pressure, the adhesion is caused by the short-ranged at-
traction alone and shows the following behavior: In the case of a stack consisting of
identical manifolds, the manifolds unbind simultaneousiy at a temperature 7.7 which
does not depend on the number of manifolds. The effective exponents do depend
on this number over the numerically accessible length scales. In the case where the
stack is bound to a flat substrate (where the potential between the substrate and
the lowest manifold is identical to the potentials acting between the manifolds) the
manifolds unbind separately at different temperatures. The topmost manifold of a
semi-infinite stack on a flat substrate unbinds at the same temperature 77 as free
stacks. The critical exponents characterizing these single-manifold adhesion transi-
tions are universal and the same as the critical exponents for the adhesion of two

manifolds.
An infinitesimally small pressure P suffices to bind the manifolds; the adhesion

-
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takes place at P = §. The distance between manifolds is determined by the balance
of the external pressure and the effective repulsion due to thermal undulations of
the manifolds. The strength of this repulsion, which has been determined experi-
mentally, depends only very weakly on the number of manifolds, as demonstrated
for free and adsorbed stacks. An additional short-ranged attraction between the
meanifolds is irrelevant, if it is not sufficiently strong to bind the manifolds by it-
self. In the case where the attraction is of critical strength, the amplitude of the
fluctuation-induced repulsion decreases by a factor of about 12.

For the potentials considered, the different length scales such as the distance
between the manifolds, the parallel and the perpendicular correlation length, are

related by universal amplitude ratios.







Zusammenfassung

Membranen und Fiden sind flexible Flichen, die sich nicht durchdringen und
Adhésionsiiberginge aufweisen: bei tiefen Temperaturen oder stark attraktiven
Wechselwirkungen sind die Flachen fest aneinander gebunden, bei hohen Tempe-
raturen oder schwacher Attraktion sind die Flichen beliebig weit voneinander ent-
fernt. Am Adhésionsiibergang divergiert der Abstand zwischen den Flachen, was zu
kritischen Phénomenen fiihrt, die durch kritische Exponenten charakterisiert sind.

In dieser Arbeit wird das Adhésionsverhalten von Stapeln aus mehr als zwei
Flachen untersucht, wie es experimentell zum Beispiel fir Multimembransysteme
beobachtbar ist. Aus der funktionalen Renormierung folgt, da das Adhésions-
verhalten von Membranenstapeln und planaren Fadenbiindeln analog sein sollte,
wie durch die hier vorgestellten detaillierten Ergebnisse bestitigt wird. Es werden
sowohl kurzreichweitige Wechselwirkungspotentiale, reprasentiert durch Kastenpo-
tentiale, als auch langreichweitige Wechselwirkungen behandelt. Experimentell ent-
sprechen diese Potentiale der Van der Waals Attraktion und einem &duBeren Druck.

Fiir verschwindenden &#ufleren Druck, hier wird die Adhision nur durch die kurz-
reichweitigen Krifte zwischen den Flachen bewirkt, beobachtet man folgendes Ver-
halten: Im Falle von freien Stapeln aus identischen Flichen gibt es eine von der An-
zahl der Flachen unabhingige Adhasionstemperatur 77, bei der alle Flachen gleich-
zeitig entbinden. Die effektiven Exponenten weisen auf den numerisch zugénglichen
Léngenskalen eine Abhingigkeit von der Anzahl der Flichen auf. Wenn der Stapel
an ein flaches Substrat gebunden ist (wobei das Potential zwischen dem Substrat
und der untersten Fliche gleich dem zwischen den Flichen wirkenden Potential ist)
entbinden die Flichen einzeln bei verschiedenen Temperaturen; die oberste Flache
eines halbunendlichen Stapels entbindet bei der gleichen Temperatur T, wie ein
freier Stapel. Die kritischen Exponenten sind nun universell und entsprechen den
Exponenten der Entbindung von zwei Flachen.

Ein infinitesimal kleiner Druck P bindet die Flichen aneinander; der Adhasi-
onsiibergang findet bei P = ( statt. Der Gleichgewichtsabstand ist bestimmt durch
die Stirke des Druckes und die durch die Undulationen der Flichen hervorgerufene
effektive FluktuationsabstoBung. Die Stirke dieser Repulsion, welche experimen-
tell bestimmt wurde, hingt nur unwesentlich von der Anzahl der Flichen ab, wie
fiir freie und am Substrat gebundene Stapel gezeigt wird. Eine zusitzlich wirkende
kurzreichweitige Anzichung zwischen den Flichen ist irrelevant, solange sie selber
nicht bindend ist; fiir den Fall der kritischen Stirke dieser Anziehung ist die Fluk-
tuationsabstofung etwa um den Faktor 12 verkleinert.

Fiir die betrachteten Potentiale sind die verschiedenen Lingenskalen (Abstand
der Flichen voneinander, parallele und senkrechte Korrelationslinge) jeweils durch
universelle Amplitudenverhéltnisse miteinander verkniipft.
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Kapitel 1
Einfiihrung

Membranen und Fiden sind niedrigdimensionale Objekte, die Verdnderungen ihrer
dufleren Gestalt relativ geringen Widerstand entgegensetzen; sie zeichnen sich durch
ein hohes MaB an Flexibilitat aus und konnen deshalb eine Vielzahl von thermisch
angeregten Formen annehmen.

Die Motivation fiir die Beschiaftigung mit Membranen kommt unter anderem aus
der Zellbiologie, in der Membranen nicht nur die Zelle selbst und die Zellorganellen
umschlieBen, sondern auch in fast allen Zellvorgéingen eine aktive und bestimmende
Rolle spielen.[103]

Abb. 1.1 zeigt einen Stapel von Membranenpaaren, wie er in dem sogenannten
granuliren endoplasmatischen Reticulum (ER) vorkommt. Diese Lamellenformation
des ER findet man in vielen Zellarten; sie dient der Proteinsynthese, die sich lokal
an den Ribosomen volizieht, welche als dunkle Korner erkennbar sind. Die dicht
gestapelten Membranenpaare, welche Cystérnen genannt werden, liegen parallel zu
den die Zellen begrenzenden Plasmamembranen, die durch drei Pleile angedeutet
sind. Die Abstinde zwischen den Cysternen sind ziemlich konstant und betragen
etwa 2000 — 3000 A, wobei die Dicke der Membranen selber ungefihr bei 100 A liegt.

Biologische Membranen bestehen primir aus einer diinnen, duBerst flexiblen
Schicht von amphiphilen Lipidmolekiiien; das Kopfende dieser Molekiile bevorzugt
wisserige Umgebung, ist also hydrophil, das Ende mit den beiden Alkanketten da-
gegen meidet Wasser und bevorzugt 6lige Umgebung, ist also hydrophob bezie-
hungsweise lipophil. Diese widerstrebenden Tendenzen fithren zur Ausbildung einer
Doppelschichtstruktur, in der die wasserliebenden Képfe nach aufilen zeigen und
somit die wasserabstoBenden Enden im Inneren vor dem umgebenden Zellwasser
abschirmen. Zusitzlich sind Proteine und andere Makromolekiile in diese fluide
Doppelschicht eingelagert, und der Cortex des Cytoskeletts ist liber spezielle Prote-
ine mit der Doppelschicht verbunden. Diese komplexe molekulare Struktur macht
ein systematisches Studium von biologischen Membranen schwierig. Man benutzt
deshalb fiir Experimente bevorzugt Modellmembranen, die aus synthetischem oder
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Abbildung 1.1: Elektronenmikroskopische Aufnahme des granuldren oder rauhen
endoplasmatischen Reticulums (ER) der Bauchspeicheldriise einer Fledermaus in
23000facher VergroBerung.[19] Zu sehen ist ein Querschnitt durch eine Anzahl von
Membranenpaaren, den sogenannten Cysternen, die in den peripheren Bereichen der
Zelle dicht gestapelt sind und parallel zur Zelloberfliche verlaufen. Die Cysternen
sind auflen dicht mit Ribosomen besetzt, die hier als dunkle Kérner zu erkennen
sind. Diese Art des ER kommt in vielen Zellarten vor und ist in Driisenzellen,
die ein proteinreiches Sekret produzieren, am starksten entwickelt. Die Proteinsyn-
these vollzieht sich an den Ribosomen. Die Membranen des ER bilden ein zusam-
menhingendes intrazellulires Kompartiment fiir die Abtrennung und den Transport
des Syntheseproduktes. Die im oberen linken Quadranten erkennbaren Plasmamem-
branen benachbarter Zellen (siehe Pfeile) lassen sich von Membranenpaaren, die die
Cysternen des Reticulums begrenzen, durch ihren geringeren Abstand voneinander
und durch das Fehlen zugeordneter Ribosomen unterscheiden.
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Abbildung 1.2: Phasenkontrastaufnahme eines Querschnitts durch einen Stapel aus
acht kiinstlichen Membranen in einer 0.1M NaCl Losung bei (a) T = 22.8°C und
bei (b) T' = 22.1°C. Bei der hohen Temperatur sind die Membranen voneinander
getrennt und zeigen thermisch angeregte Undulationen. Bei der tiefen Temperatur
héngen sie lokal zusammen, wobei das zwischen den Membranen befindliche Wasser
in fast sphérische Taschen gepreft wird. Zwischen den beiden Temperaturen findet
ein Adhisions- oder Entbindungsiibergang statt, der durch Temperaturdnderung
reversibel mehrfach durchfahren werden kann.[34]

aus extrahiertem biologischen Lipidmaterial kiinstlich im Labor hergestellt werden.
Fiir Temperaturen oberhalb der sogenannten Hauptumwandlung kénnen die Lipid-
molekiile lateral frei in der Membran diffundieren, und die Doppelschicht hat einen
verschwindenden Schermodul. Fiir Dimyristoylphosphatidylcholine (DMPC), ein
fiir Experimente haufig benutztes Phospholipid, betrigt die Diffusionskonstante un-
gefihr 3 x 10~8cm?/s bei einer Temperatur von 25°C, wobei die Hauptumwand-

lungstemperatur ungefihr bei 24°C liegt.[103]
o r o ~ (=Rl ! 3
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Lipid-Membranen wurden in den letzten Jahren mit einer Vielzahl von experi-
mentellen Methoden untersucht, siche zum Beispiel (68, 59]. Die Form der Membra-
pen lafit sich direkt im Lichtmikroskop beobachten. Abb. 1.2 zeigt Phasenkontrast-
aufnahmen eines Systems von acht Modellmembranen aus Digalactosyldiacylglycerol
(DGDG) in einer verdiinnten NaCi Losung. Zur Herstellung von solchen Mem-
branstrukturen wird eine kleine Menge des pulverisierten Lipids mit der Salzlésung
betriufelt und bei Zimmertemperatur gequollen. Nach einer Weile bilden sich spon-
tan multilamellare Strukturen wie in Abb. 1.2. In diesen Systemen beobachtet man
die reversible Entbindung und Adhdsion von Membranenstapeln: bei tiefen Tempe-
raturen sind die Membranen fest aneinander gebunden. In Abb. 1.2(b) zeichnen
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sich die Membranen in scharfem Kontrast von dem umgebenden Wasser ab. Das
urspriinglich zwischen den Membranen befindliche Wasser wird dabei in fast sphéari-
sche Taschen geprefit, da das Wasser auf der Zeitskala des Experimentes nicht durch
die Membranen entweichen kann. Bei hohen Temperaturen undulieren die Mem-
branen einzeln, in Abb. 1.2(a) erscheint der Membranenstapel als Ganzes unscharf,
wobei einzelne Membranen stellenweise erkennbar sind. Da die Membranen Teil ei-
nes groflen Liposoms sind, wird eine grofiere Separation der Membranen durch die

Geometrie verhindert.

Bei der Adhasionstemperatur, die hier ungefahr bei 22.5°C liegt, gehen die Mem-
branen von einem gebundenen in einen ungebundenen Zustand iber. Der Grund
fiir dieses Ubergangsverhalten liegt in einem Wettstreit zwischen der attraktiven
Van-der-Waals Wechselwirkung zwischen den Membranen, die einen gebundenen
Zustand anstrebt, und der Tendenz, eine grofle Anzahl von verschiedenen Formen
anzunehmen, oder, anders ausgedriickt, die Entropie zu erhdhen, welche ein Maf
fiir die Anzahl der mdglichen Formen ist. Wegen der Nichtdurchdringbarkeit der
Membranen ist die Entropie im gebundenen Zustand stark vermindert, woraus eine
effektive AbstoBung der Membranen resultiert. Fluktuationen der Form, sogenannte
Undulationen, werden durch erhdhte Temperaturen begiinstigt, da sie thermischen
Anregungen der flachen Membran entsprechen. Prinzipiell gibt es auch andere Arten
von thermisch angeregten Fluktuationen; die in dieser Arbeit behandelten Biegemo-
den jedoch dominieren fiir grofie Entfernungen zwischen den Membranen. In jedem
Fall tritt der entbundene Zustand bei hohen Temperaturen auf, und der gebundene
Zustand bei tiefen Temperaturen (vgl. Abb. 1.2). Im Prinzip kann ein Adhési-
onsiibergang auch durch eine Anderung der Starke der attraktiven Wechselwirkung
oder der Flexibilitdt der Membranen induziert werden.

Eine andere Art der Adhdsion von Membranstapeln wird beobachtet, wenn man
die Membranen durch einen dufleren Druck bindet (und nicht durch eine gegenseitige
Anziehung). Dies kann zum Beispiel dadurch erreicht werden, daB man das Wasser
osmotisch oder mechanisch aus dem Stapel herauszieht. In diesem Fall reicht ein
endlicher Druck aus, um die Membranen bei allen Temperaturen aneinander zu
binden. Der Adhé&sionslibergang findet hier bei verschwindendem Druck statt.

Der Adhasionsiibergang konstituiert ein typisches Beispiel eines Phaseniibergan-
ges, hervorgerufen durch konkurrierende entropische und energetische Effekte, wobei
der Ordnungsparameter hier der Abstand zwischen benachbarten Membranen ist.
Am Adhésionsiibergang divergiert der Ordnungsparameter, der Abstand steigt von
einem endlichen auf einen unendlich hohen Wert (in einem beliebig grofien experi-
mentellen System).

Durch eine geeignete modellhafte Beschreibung von Membranen und deren Wech-
selwirkungen kann das Adhasionsverhalten mit Methoden der statistischen Physik
untersucht werden, wobei natiirlich viele spezifische Details vernachlissigt werden.
Dabei interessieren universelle Eigenschaften, die unabhingig von diesen Details
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Abbildung 1.3: Monoatomare Stufen auf einer Kupferoberfiche, mit einem Ra-
stertunnelmikroskop sichtbar gemacht. Die Stufen entsprechen, von oben gesehen,
eindimensionalen Fiden, die sich nicht durchdringen kénnen und auf eine Ebene ein-
geschrankt sind. Deutlich erkennbar ist die unregelmiBige Bildung von multiplen
Stufen, die einem lokal gebundenen Zustand der Fiden entsprechen.[94]

sind, wie zum Beispiel die den Adhasionsiibergang charakterisierenden kritischen
Exponenten. Aber auch nichtuniverselle Eigenschaften, wie zum Beispiel Vorhersa-
gen fiir den Wert der Adhésionstemperatur, sind von Bedeutung.

Fir den Fall von zwei wechselwirkenden Membranen wurden bereits umfang-
reiche theoretische Untersuchungen durchgefiihrt.[57, 52] Das Ziel der vorliegenden
Arbeit ist es, das Adhdsionsverhalten von Membranenstapeln, also von Systemen aus
mehr als zwei Membranen, theoretisch aufzukliren. Dabei werden sowohl Wechsel-
wirkungen zwischen den einzelnen Membranen, dufilerer Druck, als auch das Zu-
sammenspiel von Wechselwirkungen und dulerem Druck betrachtet. Die Beschafti-
gung mit Membranenstapeln ist experimentell motiviert; tatsichlich werden fast alle
Membranenexperimente an Multischichten (und nicht an zwei Membranen) durch-

gefithrt, und die meisten der in dieser Arbeit beschriebenen Resultate sollten expe-
rimentell an diesen Systemen nachpriifbar sein.

Auf direktem Wege werden Membranenstapel in dieser Arbeit in erster Linie mit
numerischen Simulationsmethoden untersucht. Auf indirekte Weise wird die aus der
Funktionalrenormierung gefoigerte Analogie von Membranenstapeln und planaren
Fadenbiindeln benutzt. Fiar Fadenbiindel ndmlich ist der Einsatz von sehr effizienten
Transfer-Matrix Methoden méglich, die die Simulationsergebnisse fiir Membranen
in allen Aspekten bestitigen und ergénzen.

Aber abgesehen von der Analogie zu Membranenstapeln stellen planare Biindel
aus eindimensionalen Faden auch fiir sich eine wichtige Klasse von Systemen dar
und bieten interessante Beispiele fiir Phaseniibergange in zweidimensionalen Syste-
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men.[22] Sie beschreiben zum Beispiel adsorbierte gerichtete Polymere, Stufen auf
Kristalloberflichen und Vortexlinien in geschichteten Typ-II-Supraleitern.[73] Fa-
denbiindel in d = 1 + 2 Dimensionen dagegen beschreiben gerichtete Polymere[83]
und Vortexlinien in drei-dimensionalen Typ-II-Supraleitern, und werden in der vor-
liegenden Arbeit nicht betrachtet. Abb. 1.3 zeigt eine Rastertunnelmikroskop-
aufnahme einer Kupfer (100) Oberfliche. Deutlich sind die flachen Terassen zu
erkennen, die durch teilweise vereinigte monoatomare Stufen voneinander getrennt
sind. Die Stufen kénnen sich nicht durchdringen, da Uberhinge energetisch extrem
ungiinstig sind. Es ist aber durchaus mdglich, daB sich diese Stufen anziehen;[87]
dann sollten Entbindungsiibergange auch in diesen Systemen experimentell beob-
achtbar sein.

Im weiteren bezeichnen wir Membranen und Faden zusammenfassend als "FI3-
chen”. Ergebnisse fiir beide Klassen von Systemen werden zusammenhingend pri-
sentiert; sie bestitigen und ergéinzen einander. Von experimenteller Relevanz sind
aber vor allem die Vorhersagen fiir multilamellare Membranensysteme. In Kapitel 2
stellen wir die fiir das Folgende wichtigen Grundlagen der Physik von Zufallsflichen
zusammen. In Kapitel 3 behandeln wir Stapel von Fliachen, zwischen denen Poten-
tiale kurzer Reichweite wirken; wie in Abschnitt 2.3 gezeigt wird, entspricht dies
Membranenstapeln, die nur unter der Wirkung von Van-der-Waals Kriften stehen.
In Kapitel 4 untersuchen wir den Effekt von duBerem Druck auf einen Stapel von
Flachen; das experimentelle Pendant ist ein Membranenstapel, der mechanisch oder
osmotisch gepreft wird, oder bei dem die Konzentration von Lipid und Wasser fest-
gelegt ist. In Kapitel 5 behandeln wir den wechselseitigen Einflul von kurzreichweiti-
gen Potentialen und duerem Druck fiir den Fall von zwei Flachen. Kapitel 6 enthilt
neben der Zusammenfassung und einem Ausblick die detaillierte Beschreibung von
moglichen experimentellen Realisierungen der verschiedenen, in dieser Arbeit be-
sprochenen kooperativen Phinomene.




Kapitel 2
Grundlagen

Der Adhisionsiibergang von Flachen ist ein Beispiel fiir einen thermodynamischen
Phaseniibergang, definiert durch nicht-analytisches Verhalten der freien Energie. Im
allgemeinen ist damit eine singulire Anderung eines die geordnete Phase charakte-
risierenden Ordnungsparameters verbunden; fiir Adhisionsiiberginge ist dies der
mittlere Abstand zwischen den Flichen, der von einem endlichen Wert in der ge-
bundenen Phase auf einen unendlichen Wert am Ubergang ansteigt. Der Abstand
kann dabei ein kontinuierliches oder ein diskontinuierliches Verhalten zeigen.

Die Theorie der kritischen Phinomene zeigt, daB das Verhalten an einem kon-
tinuierlichen Phaseniibergang, charakterisiert durch die Exponenten mit denen die
verschiedenen thermodynamischen Gréfen divergieren, weitestgehend unabhingig
von den mikroskopischen Details des betrachteten Systems ist; scheinbar disparate
Systeme weisen identisches kritisches Verhalten auf und werden in sogenannten Uni-
versalititsklassen zusammengefafit.[80]

Fiir eine thermodynamische Beschreibung eines Systems muf man zuerst die
relevanten lokalen Freiheitsgrade {u} identifizieren, und dann die Konfigurations-
Energie durch einen effektiven *Hamiltonian’ H({u}) in Abhingigkeit dieser Frei-
heitsgrade ausdriicken. Die gesamte Thermodynamik des Systems wird beschrieben
durch die Zustandssumme,

Ry — ”

wobei das Integral ein Funktionalintegral iiber alle méglichen kombinierten Zustinde
der lokalen Freiheitsgrade ist. Aus der iiber f = —T7 log Z definierten freien Energie
kénnen dann alle interessierenden GréfSen berechnet werden.

Die Behandlung von Adhisionsiibergidngen von Membranen mit Methoden der
statistischen Physik stellt also ein dreistufiges Problem dar: (a) eine geeignete
Parametrisierung der Membranenkonfigurationen muf gefunden werden, (b) die
Konfigurations-Energie H mufl formuliert werden, und (c) die Summation iber alle
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Abbildung 2.1: Allgemeines Phasendiagramm fiir ein Ein-Komponenten-System in
Abhiéngigkeit von Druck und Temperatur (zur Linken). Die feste (s), fliissige (1)
und gasformige Phase (g) koexistieren am Tripelpunkt (73). Die Koexistenzlinie
zwischen der fliissigen und der gasférmigen Phase endet am kritischen Punkt (7¢)
und weist einen Benetzungsiibergang (Tw) auf, an dem ein fliissiger Film an einem
geeigneten Substrat gerade makroskopische Dicke erreicht. Im rechten Diagramm
mifit das chemische Potential Ay den Abstand von der fliissig/gasférmigen Koexi-
stenzlinie, dann geben die verschiedenen Pfade die moglichen Benetzungsszenarien
im Falle kurzreichweitiger Anziehung der fliissigen Phase durch das Substrat an: (1)
kritische Benetzung, (2) unvollstindige Benetzung, (3) und (4) vollstindige Benet-

zung.

moglichen Zustinde muB durchgefiihrt werden, was fiir Membranen natiirlich ein
enormes mathematisches Problem darstellt.[74]

2.1 Benetzungsiiberginge

Historisch wurden viele der in dieser Arbeit benutzten Konzepte und Methoden im
Zusammenhang mit Benetzungsiibergingen entwickelt. Deshalb ist es angebracht,
die Grundlagen der Benetzungstheorie hier vorzustellen.

Man betrachte das allgemeine Phasendiagramm fiir ein Einkomponenten-System
in Abb. 2.1, (links). Entlang der fliissig/gasformigen Koexistenzlinie verhalt sich
die freie Energie der fliissig/gasférmigen Grenzfliche wie

Yol ™~ t‘“, (22)

wobei t = |(T — T¢)/T.] und g = (d — 1)v.[42] Der Exponent der Korrelationslinge,
v, ist gegeben durch v ~ 0.63 in drei Dimensionen (d = 3). Nun betrachtet man den
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EinfluB eines festen inerten Substrates, s, das die fliissige Phase vor der gasformigen
Phase bevorzugt und kurzreichweitig anzieht. Einem Argument Cahns folgend,8]
sollte die Differenz der freien Energien der Grenzfliche zwischen der Gasphase und
dem Substrat, v,,, und der Grenzfliche zwischen der Fliissigkeit und dem Substrat,
715, gegeben sein durch die Fliissigkeitsdichte am Substrat,

Yos' — Vst ™ tﬁls (2.3)

wobei §; der Oberflichenexponent des Ordnungsparameters ist.[79]
Y5 Die Youngsche Formel setzt den Kontaktwinkel © zwi-

schen der fliissig/festen und der fliissig/gasférmigen

Grenzfliche an einer Kontaktlinie aller drei Grenzfla-
8 ] : per Sontakt] . nzil
chen im Kriftegleichgewicht mit den freien Energien in
g
Agst o st Beziehung:
SI g1 €08{(8) + Y& = Ygu (2.4)

Wir kénnen damit formal die Gleichung fiir den Kontaktwinkel herleiten,
cos(@) ~ A7~ (2.5)

Fiir t — 0 geht dieser Ausdruck gegen unendlich, da §; — 4 =~ —0.5 in drei Dimen-
sionen. Fiir nicht verschwindenden Kontaktwinkel, also cos(@) < 1, sind einzelne
Tropfchen von fliissigem Material an das Substrat gebunden, und man spricht von
unvollstindiger Benetzung. Bei einem Benetzungsiibergang geht der Kontaktwinkel
gegen Null, also cos(®) — 1, und die Dicke des Fliissigkeitsfilms wird makrosko-
pisch. Der Ausdruck (2.5) deutet darauf hin, da8 dies bei einer reduzierten Tempe-
ratur ¢ > 0 geschieht, also Ty # T¢. Dies ist das auf Cahn zuriickgehende, erste
theoretische Argument fiir die Existenz eines Benetzungsiiberganges, der einem Ent-
bindungsiibergang einer zweidimensionalen Grenzfliche von einem festen Substrat
enstspricht.

Im rechten Teil von Abb. 2.1 zeigen wir den Teil des Phasendiagramms mit
der fliissig/gasférmigen Koexistenzlinie im grofikanonischen Ensemble, wo das che-
mische Potential die Rolle des Druckes spielt. Die Variable Ay miBt dabei den
Abstand von der Koexistenzlinie. Die Energie eines Fliissigkeitsfiims der Dicke { ist
proportional zu Agl. Die kurzreichweitige Anziehung des Fliissigkeitsfilms durch
das Substrat fiihrt fiir schwach negatives Ag und T < Tw zu einer unvollstindig
benetzten Situation, Pfad (2). Fiir T > Tw und verschwindendes Ay wichst der
Film makroskopisch an und man erhalt vollstindige Benetzung des Substrates, Pfad
(3) und Pfad (4). Pfad (1) beschreibt die kritische Benetzung.

Die gesamte Physik steckt in dem Verhalten der fliissig/gasformigen Grenzfliche;
daher reicht es aus, diese Grenzfliche geeignet zu parametrisiern und einen effekti-
ven Hamiltonian zu konstruieren, der nur von der Form dieser Flache abhangt. Die
Hauptschwierigkeit liegt darin, die bestehenden Wechselwirkungen zwischen den Vo-
lumenphasen auf eine Wechselwirkung zu reduzieren, die nur noch eine Funktion der
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Grenzflichenform ist. Der erhaltene Energieausdruck 1afit sich dann aber nicht nur
auf Grenzflichen anwenden, sondern auch auf Membranen oder auf Flachen generell.

2.2 Kontinuumsmodelle fiir Flichen

Um das Problem von Flichen mit den Methoden der statistischen Mechanik be-
handeln zu konnen, muB das System zuerst geeignet definiert und parametrisiert
werden. Wie in der Einfithrung beschrieben, sind wir an den Fillen interessiert,
wo die Dimension der Flache, d), (dies kann eine Membran oder ein Faden sein)
um eins gegeniiber der Dlmensmn des einbettenden Raumes, d, vermindert ist, also
dy+1 = d. Wenn man nun die méglichen Formen der Flachen einschrankt, insbeson-
dere Uberhiinge und Blasen ausschlieBt, also im Mittel eine Orientierung der Fliche
vorraussetzt, kann die Form durch den 'nka'e" Abstand ! von einer djj-dimensionalen
Referenzfldche beschrieben werden. Dabei ist die Fliche durch die dj-dimensionalen
Koordinaten {x} parametrisiert und ! = I(x) ist eine eindeutige Funktion. Der

Hamiltonian ist dann also als ein Funktional von {(x) anzusetzen.

2.2.1 Elastischer Anteil

Die lokale elastische Energie einer Fliache im Falle von Grenzflichen zwischen zwei
verschiedenen Phasen oder gerichteten Polymeren und FluBfiden ist gegeben durch
das Produkt aus der Oberflichenspannung X(§), die von der Orientierung ¢ der
Grenzfliche abhangen kann, und dem lokalen Flichenelement /1 + (V1)2. Der Aus-
druck firr die Oberflachenspannung 148t sich um das lokale Minimum bei § =
entwickeln und man erhalt fir kleine Winkel die integrierte Oberflichenenergie

/d“ll:c V14 (VIR (2(0) +% %%— (Vl)‘*’ +-- )

= const + j diz g-(w){ (2.6)
wobei die Steifigkeit der Grenzfliche definiert ist als
d’y
T =30)+ - | (2.7)

Bei der Beschrankung auf die erste Ordnung in (V{)? benutzt man die bereits
gemachte Einschrankung auf kleine Winkel, ohne die die Vernachlissigung von
Uberhéngen nicht sinnvoll ist. Tatsichlich lassen sich diese Naherungen bei Grenz-
flichen durch Skalenbetrachtungen rechtfertigen, siehe Abschnitt 2.2.4.
Membranen bestehen aus einer Doppelschicht von Lipidmolekiilen, die, anders als
bei Grenzflichen, nicht notwendigerweise zwei verschiedene Volumenphasen trennt.
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Die Oberflichenspannung wird hier bestimmt durch die laterale Wechselwirkung der
Lipidmolekiile miteinander und hingt empfindlich von der zur Verfiigung stehenden
Oberfliche pro Lipidmolekiil ab. Tatsichlich stellt sich in Membranen die fiir ein
Lipidmolekiil zur Verfligung stehende Oberfliche auf den optimalen Wert ein, und
Formfluktuationen werden vor allem durch die Biegesteifigkeit x kontrolliert. Da-
bei stellt man sich vor, daB die fiir die Formfluktuationen erforderliche Exzefifldche
aus einem Reservoir bezogen wird, ohne Arbeit gegen die Oberflichenspannung zu
leisten.[16, 27} Die elastische Energie hingt dann quadratisch von der mittleren
Kriimmung (1/R; 4+ 1/R;) ab, wobei R; und R, die beiden Hauptkrimmungsra-
dien sind. Die lokale Kriimmungsenergie ist gegeben durch «(1/R; + 1/R;)? =~
k(V21(x))?, wobei die gleiche Parametrisierung wie im Falle der Grenzflichen ge-
wahlt wird.[33] Die GauBsche Kriimmung kann bei den hier betrachteten Phinome-
nen aufler Acht gelassen werden, da sie eine topologische Konstante ist und sich bei
Adhisicnsvorgingen micht dndert.

2.2.2 Effektiver Hamiltonian

Der allgemeine Fall zweier miteinander wechselwirkender Flichen wird durch den
folgenden Hamiltonian beschrieben:

il b} = [ dix {I;—l (VL) + %'3 (VB HVL-B)), @)
wobei der elastische Anteil fiir s = 1 einer Oberflichenspannung und fir s = 2
der Biegesteifigkeit entspricht. Die elastischen Konstanten werden durchweg mit
K; bezeichnet. Der Wechselwirkungsterm wirkt hier lokal zwischen den beiden dj-
dimensionalen Flichen und entspricht somit dem auf die projezierte Flache bezoge-
nen Wechselwirkungspotential zweier ebener Flichen.
Durch die Transformation der Variablen auf Abstandsvariable, Il = l; — I3, und
Schwerpunktvariable, I = Kily + K,l,, erhdlt man den Hamiltonian fiir die Ab-
standsvariable

H{l} = [ diz { -I-f;- (VeD? + V(l)}, (2.9)
M [ it J
mit KK
’r_ 14132
K' = A (2.10)

wobei die Schwerpunktkoordinate 7 frei diffundiert und nicht betrachtet zu werden
braucht; die elastische Konstante dieser Koordinate ist gegeben durch K = 1/(K; +
K;). Zwei fluktuierende und miteinander wechselwirkende Flachen, die sich nicht
durchdringen kdnnen, entsprechen also einer Fliche an einer harten Wand mit einer
elastischen Konstante gegeben durch (2.10). Insbesondere gilt fiir den Fall von zwei
identischen Flachen, K = K; = K3, dal K’ = K/2 ist; die elastische Konstante der
Abstandsvariable ist genau halb so grofl wie die der Flachen selber.
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2.2.3 Direkte Wechselwirkung

Die direkte Wechselwirkung V(I) kann in attraktive und repulsive Anteile separiert
werden,

V() = Vall) + Va(0): (2.11)
Der repulsive Anteil wird in erster Linie durch die Nichtdurchdringbarkeit der Fla-
chen (im Falle von Membranen oder Stufen auf Kristalloberflichen) erzeugt, und
entspricht einer harten Wand bei I = 0, also V(I) = oo fiir / < 0.

F3lit die Bedingung der Nichtdurchdringbarkeit weg, beschreibt man das Phano-
men der Delokalisierung oder Aufrauhung; dort ist das Potential V() im allgemei-
nen symmetrisch. Anwendungsbeispiele umfassen Grenzflichen zwischen zwei Vo-
lumenphasen im Gravitationsfeld oder in Anwesenheit eines planaren oder linearen
Defekts. Diese Klasse von Systemen wird in dieser Arbeit nicht betrachtet.

Fiir Membranen kommt noch die exponentiell abfallende, extrem kurzreichwei-
tige und abstofiende Hydrationswechselwirkung hinzu,

Vu(l) = Bye™'Ps, (2.12)

die zuerst einem Entropieverlust des die Lipidkopfe umgebenden Wassers zugeord-
net wurde und auf einer Lingenskala von Ay =~ 3 A zerfillt; diese Linge entspricht
ungefahr dem Durchmesser eines Wassermolekiils. Erst kiirzlich wurde gezeigt, daf
eine ganz dhnliche Wechselwirkung auch aus der sterischen Wechselwirkung von ein-
zelnen Lipidmolekiilen, die leicht aus der Membran herausragen, folgen kann.[39, 55]
Eine weitere exponentielle AbstoBung folgt aus der abgeschirmten elektrostatischen
Wechselwirkung geladener Membranen in der Gegenwart von freien Ionen, wobei
ein zu (2.12) analoges Gesetz gilt. Die Zerfallskonstante ist dann die sogenannte
Debyelinge, welche umgekehrt proportional zu der Wurzel der lIonenkonzentration
ist. Fine Einfilhrung in die Theorie der Wechselwirkung zwischen Fliachen wird in

[38] gegeben.
Attraktion wird bei Membranen durch die Van-der-Waals Wechselwirkung er-

euet w (1 2 1

e \BT e T (1+262)
die durch den Unterschied in der Polarisierbarkeit der Membranen und des um-
gebenden wisserigen Mediums hervorgerufen wird.[62] Die Hamakerkonstante W
hat einen Wert von W ~ 10722 — 10*'J fiir Lipidmembranen;[63} der Parameter é
bezeichnet die Dicke der Membranen und liegt in der GréBenordnung von & ~ 40
A. Die resultierende Anziehung zwischen Lipidmembranen ist im allgemeinen stark
genug, um stabile gebundene Zustinde mit Abstinden in der Gréflenordnung von
20 — 60 A zu erzeugen.[61] Fiir I > § erhilt man

Wé?
o4’

r 7

VWaw (1

Y
}.._

Vde(l) O e (2'14)
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Retardierungseffekte treten erst bei I =~ 500 A auf und fithren dann zu Vygw () ~
1/,

Fir Stufen auf Kristall-Oberflichen gibt es verschiedene Mechanismen, die eine
attraktive Wechselwirkung zwischen Stufen erzeugen.[25, 87] Dipolmomente an den
Stufen konnen zu einem attraktiven Potential proportional zu 1//% fithren, Ab-
schirmungseffekte der Leitungselektronen fithren zu einem attraktiven Potential mit
1/1%/2; beide Effekte werden fiir Metalloberflichen vorhergesagt. Man sollte also
erwarten, daf8 auch bei Stufen auf Oberflichen bei tiefen Temperaturen gebundene
Zustande vorliegen, die dann bei héheren Temperaturen entbinden konnten.

2.2.4 Raubhigkeit freier Flichen

Eine freie Flache der linearen horizontalen Ausdehnung L hat eine typische vertikale
Rauhigkeit L;. Wir beziehen uns hier auf den konkreten Fall einer durch den
Hamiltonian (2.9) beschriebenen Fliche, wobei das Potential fiir eine freie Flache
gegeben ist durch V(I) = 0. Zwischen diesen beiden Lingenskalen besteht die
Skalenrelation

Ly~ L, (2.15)

wobei der Rauhigkeitsexponent { von der Dimension dj der Fliche und dem elasti-
schen Term abhdngt.[51, 24] Aus der Skalenrelation folgt, daf§ eine typische Konfi-
guration unter der Skalentransformation

x —x/b - 1K (2.16)

auf eine andere fiir das System typische Konfiguration abgebildet wird; die Fliche ist
selbstahnlich unter der in (2.16) definierten Transformation. Der elastische Anteil
des Hamiltonians (2.9) transformiert sich wie folgt,

K / e (dxa) . / d(z /by (da(lvﬁ)s) (2.17)

Der Exponent { kann bestimmt werden, indem man fordert, dal der Hamiltonian
invariant unter dieser Skalentransformation sei. Das bedeutet, daff 5%*~2¢-% = 1 ist,
und damit gilt die allgemeine Beziehung

¢ =s—dy/2 (2.18)

Diese Formel kann auch direkt ohne Zuhilfenahme von Skalenargumenten aus dem
Hamiltonian (2.9) hergeleitet werden. Fiir Fiden mit dj = 1 und s = 1 erhélt man
¢ = 1/2. Dies bedeutet anschaulich, da8l ein Faden nach Verdoppelung seiner Linge
nur um den Faktor v/2 an Rauhigkeit zunimmt. Auf sehr grofen Skalen erscheint
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Abbildung 2.2: Schnitt durch eine Fliche, die durch ein attraktives Potential im
mittleren Abstand (/) an eine Wand gebunden ist. Die Fliche besitzt dann eine end-
liche parallele Korrelationslinge &) und eine endliche senkrechte Korrelationslinge

€1

ein Faden deshalb flach, was konsistent mit den gemachten Naherungen bei der Auf-
stellung von (2.6) ist. Fiir Membranen mit dy = 2 und s = 2 erhélt man { = 1,
was bedeutet, da eine Membran auf sehr grofien Skalen eine beliebige Rauhigkeit
annimmt. Dies ist mit dem Konzept einer orientierten Fliche nicht vertréglich.
Tatsachlich kann man aber zeigen, daf Membranen fiir lineare Dimensionen kleiner
als die Persistenzlinge ¢, orientiert sind, wobei £, = aexp(2rK/T) ist und a eine
mikroskopische Linge darstellt, die durch die Molekiilgroie bestimmt wird.[26]' Fiir
reale Membranen mit K =~ 20T bedeutet dies, dafl sie sich auf experimentell rele-
vanten Lingenskalen wie orientierte Flichen verhalten; die Naherungen die im Fall
von Membranen zu (2.9) fithrten sind also fir nicht zu grofie Langenskalen sinnvoll.

2.2.5 Gebundene Fliachen

In einem dufleren Potential V(I) mit einer harten Wand bei | = 0 und einem attrak-
tiven Teil, welcher stark genug ist, ist die Fliche gebunden; dies bedeutet daf der
mittlere Abstand von der harten Wand, (), endlich ist, siche Abb. 2.2.[54] Damit
wird eine Lingenskala in das Problem eingefiihrt, und die Skalenrelation (2.15) giit
nur bis zu einer oberen Grenze, die durch die Korrelationslangen gegeben ist:

< L Z¢,. (2.19)

! Die Temperatur wird durchgehend in Einheiten der Boltzmannkonstanten k, gemessen.
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Fiir die beiden Korrelationslingen selber gilt die Skalenrelation natiirlich weiterhin,

also
£L =~ (T/K)V2¢f; (2.20)

der Faktor (T/K)Y? folgt aus Dimensionsgriinden.
Die beiden Korrelationslingen werden am einfachsten mit Hilfe der Korrelati-

onsfunktion C'(x) definiert:

C(x) = (i(x) — (O{(0) — (D] (2.21)
welche im Falle von Faden fiir dj = 1 und grofies = geht wie
C(z) ~ exp(—z/§))- (2.22)

Fiir Membranen mit dj = 2 gilt ein dhnlicher Zusammenhang, siche Abschnitt 5.3.
Die Rauhigkeit oder senkrechte Korrelationslange ist gegeben durch

€L=/0(0) = [((1 — V2. (2.23)

Die Flache ist also in der vertikalen Richtung im Mitte! beschrankt auf
()= €L <1 +&u (2.24)

In einer projezierten Fliche von EIT” erreicht die Fliche im Durchschnitt einmal
diese Grenzen und erleidet dabei einen Entropieverlust von 1 (in Einheiten von
kgp) gegeniiber der freien Fliche.[51) Der entropische Beitrag zur freien Energie pro
projezierter Fliche ist damit gegeben durch

Vim = —TAs o Tg; . (2.25)

Der elastische Anteil an der freien Energie kann durch Einsetzen der Skalenrelation
(2.20) in den elastischen Teil des Hamiltonians (2.9) abgeschitzt werden und ergibt

sich zu )

Vit & —K [ S5 ) o —gi— = 7™ 6)
Bla & | =T =T (2.26)
\&i/

Die beiden durch die Fluktuationen hervorgerufenen Anteile zur freien Energie ha-
ben also die gleiche Form, aber entgegengesetztes Vorzeichen. Der abstoBende en-
tropische Effekt iiberwiegt aber, so dal der Fluktuationsbeitrag zur frelen Energie

positiv ist und lautet:

Vir(l) = Vione + Vita ~ TE ™ 2 T(T/K) /%77 =~ e T(T/KY /17, (2.27)

mit

T= d;]/C- (228)

17




In dem letzten Schritt haben wir [ ~ £, gesetzt; tatsichlich gilt dies fiir eine sehr um-
fassende Klasse von direkten Wechselwirkungen, wie im nichsten Abschnitt erlautert
wird (siehe auch Abschnitt A.2).

Die asymptotische Form dieses durch Fluktuationen erzeugten Beitrages zur
freien Energie dient im nichsten Abschnitt zur Klassifizierung der direkten Wech-
selwirkungspotentiale. Interessanterweise gilt 7 = 2 sowohl fiir Membranen als auch
fiir Fiden, was als anschauliche Erklirung fiir das analoge Verhalten dieser bei-
den Systeme dienen kann. Die Amplitude dieses Fluktuationsbeitrages, ¢z, wird in
Kapitel 4 und 5 fiir verschiedene Wechselwirkungspotentiale bestimmt.

2.3 Entbindungsregimes fiir zwei Féden

Eine Klassifizierung der direkten Wechselwirkungen ist mdglich mit Hilfe der in dem
letzten Abschnitt heuristisch hergeleiteten fluktuationsinduzierten Wechselwirkung
Vri(l). Dazu betrachtet man die aus einem attraktiven und repulsiven Anteil beste-
hende allgemeine direkte Wechselwirkung

V() = -U/lF + W/, (2.29)

Durch Vergleich des repulsiven Anteils Vg = W=7 und des attraktiven Anteils
Va = =Ul~* mit der fluktuationsinduzierten Wechselwirkung Vi ~ [~7 erhilt man
die folgenden Bereiche:[54]

Mean-Field Bereich

Hier gilt

VR(I) > V_m(l) fiir grofe I, (2.30)
also ¢ < 7. Die Fluktuationen sind dann im gebundenen Zustand hinreichend klein,
£1 < (1), und konnen vernachlissigt werden. Der Erwartungswert von [ ist durch

das Minimum von (2.29) gegeben, Phasengrenzen und kritische Exponenten folgen
korrekt aus dem Verhalten von dem so ermittelten Erwartungswert ({).

Bereich schwacher Fiuktuationen

Hier gilt
VRU) & VF[(I) & VA(I) fir grofle I, (2.31)
also ¢ > 7 > p. Hier werden die Fluktutationen nicht durch den abstoSenden Teil

eingeschrinkt und man erhdlt £, ~ (I}. Das Verhalten von (I) in diesem Regime
wird korrekt durch das Minimum der Superposition von V{({) und Vg (I) beschrieben.
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Bereich starker Fluktuationen

Hier gilt
V() « Ve(l) fiir grofe !, (2.32)

also o, p > 7. Der simple Superpositionsansatz sagt in diesem Regime einen Entbin-
dungsiibergang erster Ordnung voraus, der aber tatsdchlich kontinuterlich und von
universellen Exponenten bestimmt ist, siche Abschnitt A.2.

Intermedisrer Bereich

Hier gilt
V{l) ~ V(1) fiir groBe I, (2.33)

alse o, p = 7. Dieses Regime, wo die direkte Wechselwirkung mit der fluktuations-
induzierten Wechselwirkung konkurriert, zeigt komplexes kritisches Verhalten und
ist selber wieder in drei Unterregimes aufgeteilt. Hier hdngen die kritischen Expo-
nenten von der Amplitude des langreichweitigen Teils der direkten Wechselwirkung
ab und zeigen somit nichtuniverselles Verhalten. Dies wird im folgenden kurz fiir
einen Faden in dj = 1 gezeigt.

Wir wahlen folgende Kombination eines Kastenpotentials mit einem langreich-
weitigen Potential ~ 1/1%;

o far iI<0
v fir0< l<i{ Fall
VD=1 vesw/r firo< i<l Fallll (2.34)
wye fir o < |,

Im Fall I ist das langreichweitige Potential bei [ = [° abgeschnitten,[58], im Fall
II besteht das Potential fiir / < {° aus einer Uberlagerung des langreichweitigen
Potentials und eines Kastenpotentials. Wenn der langreichweitige Potentialanteil
verschwindet, also fiir W = 0, ist man in dem Bereich starker Fluktuationen. Wie
im Anhang A beschrieben, kann das durch (2.34) definierte Problem fiir einen Faden
in d = 1 + 1 Dimensionen in eine Schrédingergleichung fiberfihrt werden, die fir
beide Fille exakt 18sbar ist.
Das kritische Verhalten 148t sich mit den Lingenskalen

&n = (1= D))" (2.35)
charakterisieren, wobel m positiv und eine ganze Zahl ist. Die senkrechte Korrela-
tionslinge ist gegeben durch £; = &;. Mit den Definitionen v = —V°K(°/T")? und

w = WK(I°/T)* unterscheidet man die folgenden Bereiche, die fiir Fall I und II
iibereinstimmen:
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Abbildung 2.3: Phasengrenzen fiir die durch (2.34) definierten Modelle I und II als
Funktion von v und w; fiir w < —1/4 ist der Faden immer gebunden.

Im Unterregime (B) mit —1/4 < w < 3/4 erhélt man nichtuniverselles kritisches
Verhalten mit einer parallelen Korrelationslange, die divergiert wie

§jj ~ (v —ve) ™ (2.36)
mit
v = (1/4 + w)™H2 (2.37)
In diesem Unterregime befriedigen alle Langenskalen die Skalenrelation
(2) ~ €2 ~ (T/K)M (2.38)
mit { = 1/2.
Im Unterregime (C) mit w > 3/4 erhilt man ¥ = 1, aber fiir die senkrechten
Langenskalen gilt
€m ~ ("’-’ - vc)_um (2.39}
mit
_l(mx2 (1/4+w)‘/2) (2.40)
T m k '

fir m > (1 +4w)/2 -2 > 0.
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Die Phasengrenzen fiir die beiden Modelle werden in Abb. 2.3 gezeigt. Im Fall

I ist sie durch
— o cot(y/5) + % - ,/i +w (2.41)

gegeben. Der Ubergang fiir w = —1/4 findet bei Ve = 1.165 statt. Im Fall IT ist
die Phasengrenze durch

_ 0g(ymeym _ [i
Ve L ) 1

bestimmt, wobei .7, eine Besselfunktion in Standardnotation ist. Der Ubergang fiir
w = —1/4 findet nun bei v, = 0 statt.[10]

+w=p (2.42)

2.4 Ausblick

In den folgenden drei Kapiteln untersuchen wir das Adhésionsverhalten von Mem-
branenstapeln und Fadenbiindeln unter der Wirkung von kurzreichweitigen Wech-
selwirkungen und &uflerem Druck.

Zuerst zeigen wir mit einem Argument aus der funktionalen Renormierung, daf
die Adhision von Fiaden und Membranen tatsichlich analog verlaufen sollte.

Dann behandeln wir den Fall von Adhésion durch kurzreichweitige Wechselwir-
kungen zwischen den Flichen, die wir durch attraktive Kastenpotentiale darstellen.
Transfer-Matrix Ergebnisse fiir Biindel von bis zu vier Faden und Monte-Carlo Er-
gebnisse fiir Stapel von bis zu drei Membranen weisen die folgenden grundlegenden
Strukturen auf: Im Falle von N Flichen mit identischen elastischen Eigenschaften
geschieht die Entbindung gleichzeitig bei einer reduzierten Temperatur, die nicht
von der Anzahl N abhingt. Die Exponenten weisen fiir N > 2 nur eine leichte Ab-
weichung von dem universellen Fall N = 2 auf den numerisch zuginglichen Skalen
auf. Sind die Fldchen an ein flaches Substrat gebunden, entbinden sie nacheinander
mit universellen Exponenten, wobei die Entbindungstemperaturen einem einfachen
Potenzgesetz folgen.

In Kapitel 4 behandeln wir die Adhision unter der Wirkung eines duferen
Druckes, welcher einer linearen und damit langreichweitigen Wechselwirkung zwi-
schen den Fléchen entspricht. Der Adhésionsiibergang findet bei verschwindendem
Druck statt; die interessierende Gréfle ist hier die Amplitude des Fluktuationspo-
tentials, csy, welche aus dem Adhésionsverhalten bestimmt werden kann und expe-
rimentell zugénglich ist. Die Amplitude cg; ist weitgehend unabhéngig von N.

In Kapitel 5 untersuchen wir das Wechselspiel von kurzreichweitiger Wechselwir-
kung und duBerem Druck, was im Falle von zwei Faden exakt im Schrédingerglei-
chungsformalismus ausgefiihrt werden kann. Die kurzeichweitige Wechselwirkung
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verandert die Wirkung des duBeren Druckes (also den Wert der Amplitude des Fluk-
tuationspotentials, ¢p) nur, wenn sie attraktiv genug ist, die Fiden zu binden. Fiir
schwichere Attraktion oder Repulsion ist sie im Limes verschwindenden Druckes
irrelevant. Monte Carlo Ergebnisse fiir zwei Membranen zeigen analoges Verhalten.
Abschlieflend werden die Amplitudenverhéltnisse der verschiedenen Lingenskalen
(Abstand, Rauhigkeit, parallele Korrelationslinge) aufgelistet, wobei quantitative
Ubereinstimmung zwischen den Resultaten fiir Fiden und Membranen vorhanden
ist.

Im letzten Kapitel werden experimentelle Vorschlige diskutiert, mit denen die
hier erarbeiteten Ergebnisse nachgepriift werden konnten.
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Kapitel 3

Adhaision fiir kurzreichweitige
Potentiale

In diesem Kapitel untersuchen wir Adhisionsiiberginge von Membranenstapeln in
drei Dimensionen und von Fadenbiindeln in zwei Dimensionen, die durch kurzreich-
weitige Wechselwirkungen ohne duBeren Druck zusammengehalten werden. Wir
behandeln diese Systeme bei konstanter Anzahl N der Fliachen. Die Schwerpunkt-
koordinate, die eine Bewegung des gesamten Systems beschreibt, wird abgetrennt,
und wir betrachten nur die verbleibenden Abstandskoordinaten. Ein Renormie-
rungsgruppenargument wird formuliert und zeigt, dal Membranenstapel in drei und
Fadenbiindel in zwei Dimensionen die gleichen kritischen Eigenschaften haben soll-
ten. Zuerst behandeln wir dann ein System von drei Fiden: hier sehen wir, dafl das
kritische Verhalten empfindlich von der Symmetrie des Problems abhéngt: fiir ein
symmetrisches System, bei dem die Steifigkeiten der duleren Fiden gleich sind, ent-
binden die Fiaden gleichzeitig; die numerischen Ergebnisse weisen hier eine schwache
Abbhiéngigkeit der effektiven Exponenten von dem Verhiltnis der Steifigkeiten des
inneren und der dufieren Faden auf. Fiir ein unsymmetrisches System finden wir
zwei getrennte Uberginge, die dann universell sind.[75, 76] Danach betrachten wir
Fadenbiindel und Membranenstapel bestehend aus bis zu vier Flichen, zwischen
denen identische Paarpotentiale wirken. Im Falle identischer Flichen entbinden sie
gleichzeitig bei einer Temperatur, die nicht von der Anzahl N abhangt; wieder sug-
gerieren die numerischen Daten eine nichtuniverselle Abhéngigkeit der Exponenten,
diesmal von N. Wenn die Flachen an ein flaches Substrat gebunden sind, ent-
binden sie nacheinander, wobei die Exponenten hier universell sind. Die einzelnen
Ubergangstemperaturen werden gut durch ein Potenzgesetz beschrieben.[77, 78]
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3.1 Effektiver Hamiltonian fiir drei Flachen

Hier formulieren wir den Hamiltonian fiir drei miteinander wechselwirkende Flachen.
Dabeli ist es méglich, genau wie bei zwei wechselwirkenden Flachen (Abschnitt 2.2.2),
die Schwerpunktkoordinate mittels einer Orthogonaltransformation abzutrennen.
Der resultierende Hamiltonian hingt dann nur noch von den beiden Abstandsva-

riablen ab.
Die elastischen Konstanten sind durch K;, die Positionen der Flichen durch ein-

deutige Hohenfunktionen /;(x) mit ¢ = 1,2, 3 gegeben, wobei X ein dj-dimensionaler
Vektor ist; dj = 1 fiir Faden und dy = 2 fiir Membranen. Die Wechselwirkungen
Vii(li—=1;) mit (¢, 7) = (1,2) und (2, 3) hingen nur von den lokalen Abstéinden ab und
wirken zundchst nur zwischen nichsten Nachbarn. Hier behandeln wir kurzreich-
weitige Wechselwirkungen, die durch Kastenpotentiale reprasentiert werden kdnnen,
die wie folgt definiert sind:

oo fiir <0

Vi(l)={ Ve fir0< 1<y . (3.1)
0 firly< |

Die harten Wanden fiir ! < 0 entsprechen der Selbstvermeidung und erzwingen, daf

Iy > I; > I, attraktive Wechselwirkungen sind durch V2 < 0 definiert. Der effektive
Hamiltonian fiir drei Flachen ist gegeben durch

K K K
Wbk} = [dha {Tl (V) + 2 (V) + 2 (Vha) +

Via(ly — &) + Vas(la — 15)}, (3.2)

wobei s = 1 fiir durch Linienspannung kontrollierte Fiden und s = 2 fiir durch
Biegesteifigkeit kontrollierte Membranen. Dieser Ausdruck wird enorm vereinfacht
durch Abspaltung der Schwerpunktkoordinate, wonach er nur noch von den beiden
Abstandsfeldern y; und y; abhingt (siehe Anhang B).[64, 65, 66] Der Hamiltonian

hat dann die Form
_ 1 1 1 1
H{y,y2} = /dd"-'” {5 (V"yl)2 + 2 (V"'?Jz)2 + V2 ( E + }“{‘;‘yl) +
V; Wi ! ind 0 1 3.3
23 “/K2 + —I-{-;(yz sin 8 — y; cos )) j , (3.3)

und die orthogonalen Abstandsfelder %, und y; sind mit den lokalen Abstinden der
Flachen, (I — I3) und (» — I3}, verkniipft durch

(KK, )1/2
Y1 = (m (lh—1) (3.4)
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Abbildung 3.1: Orthogonaltransformation fiir den Fall von drei Faden mit beliebigen
Linienspannungen K;.

und

_ /2
(K1+I{2)K3)1 [ K, ] .

= —_— (=1 l, — 3], 3.5

vz (K1+K2+K3 Ay AL R (3.5)

wobei die Schwerpunktkoordinate schon weggelassen wurde. Die harte Wand fiir
I, = I, entspricht nun y, = 0; die fiir I = I3 entspricht y, = [K(K: + K7 +
K3)/K1K3]1/2y2.

Offensichtlich separiert der Energieausdruck (3.3) nur dann in den orthogonalen
Koordinaten y; und y,, wenn 8 = 7 /2 ist. Mit Hilfe der Verhaltnisse der elastischen

Konstanten,
an=K /K, ud ¢3=K;/K,, (3.6)

kann der Winkel & geschrieben werden als

8= arctan(\/l/ql +1/q193 + 1/g3). (3.7)

Abb. 3.1 demonstriert diese Transformation fiir den Fall von drei Faden, das
heifit fiirr d) = 1. Das Problem bestehend aus drei wechselwirkenden Fiden, para-
metrisiert durch Funktionen /;(z) (zur Linken), wird transformiert in das Problem
von einem Faden in einem dreidimensionalen Keil mit Offnungswinkel  und mit
den attraktiven Kastenpotentialen an den Wanden. Der Querschnitt dieses Keils ist
in Abb. 3.1 zur Rechten gezeigt. In Region A ist das Potential Null. In Region B
ist das Potential V} oder V.3, hier sind zwei der drei Fiden gebunden; in Region C
sind alle drei Faden gebunden und das Potential ist V33, + V3. Region D enthilt die
durch Selbstvermeidung verbotenen Konfigurationen, hier ist das Potential unend-
lich hoch. Die Dicke der beiden Potentialstreifer kann aus (3.3) abgelesen werden
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und ist
KK, KK,

—0 d dy =y —7 s
K+ K " o = Ky + K3 #
Das Verhaltnis der Dicken ist gegeben durch

du _ [K(fo+ Kl la(es+ D (3.9)
dos K3(Kz + K1) 13, gs(q + 1) 155

Der Faden ist im Durchschnitt parallel zur der Keilkante, in Abb. 3.1 zeigen wir
die Transformation fir einen Wert ' der x-Koordinate. Der Winkel 8 ist genau
dann @ = 7 /2, wenn der mittlere Faden einer harten Wand entspricht, also fiir X, =
0o. Dann separiert der Ausdruck (3.3) gerade in gy und y,, und das urspriingliche
Problem der drei Faden zerfillt in die durch die harte Wand getrennten Faden. Je
kleiner K, also je flexibler der mittlere Faden, desto kleiner der Winkel 8. Fiir den
Fall von drei gleichen Faden erhalten wir § = x/3.

(3.8)

3.2 Analogie von Faden und Membranen

Um zu zeigen, dal Fiden in zwei Dimensionen und Membranen in drei Dimensionen
gleiche kritische Eigenschaften haben sollten, wird die aus der Funktionalrenormie-
rung des direkten Wechselwirkungspotensials folgende Flugleichung fiir den allge-
melnen Fall formuliert. Dazu betrachtet man den allgemeinen Hamiltonian fiir N
d||-dimensjonale Flichen als Funktion von einem N —1 dimensionalen Feld y, welches
durch eine Orthogonaltransformation analog zu der im letzten Kapitel vorgestellien
mit den N - 1 Abstandsvariablen der N Flachen verkniipft ist:

N=2 1 .
H{y(x)} = [ dhe { > 3 (v + v“”(y)}. (3.10)

- adh

Fiir den Fall von separablen Wechseiwirkungen ist das Potential V1/ einfach die
Superposition der Paarwechselwirkungen. Die Renormierungsgruppe, die wir be-
nutzen, ist eine Erweiterung von Wilsons approximativen Rekursionsformeln[101]
und wirkt als nichtlineare Transformation im Funktionenraum der direkten Wech-
selwirkungen V(y), 18t aber den elastischen Teil unverdndert.[54, 49, 50] Sie ist
exakt in ersier Ordnung des Wechselwirkungspotentials.

Die Funktionsweise kann in zwei Schritten unterteilt veranschaulicht werden: (i)
Zuerst werden in der Zustandssumme alle Fluktuationen zwischen a (dem unte-
ren Cutoff} und ba ausintegriert, und (ii) danach werden die Langen entsprechend
x — x/b und y — y/b reskaliert. Offensichtlich ist die Zustandssumme dabei inva-
riant. Der Rauhigkeitsexponent ¢ ist gegeben durch { = s — d)/2. Die resultierende
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renormierte Wechselwirkung ist gegeben durch

oo IN -1,
UM () = _bdlfln[/ d" "z exP(—lz’z

oo (27)W-DI2 5

UMb~ o) - UMtz + )] (3.11)
wobei U/ ~ V und z ~ y geeignet reskalierte Groflen sind. Nach einer Taylorent-
wicklung von I/ um 5z bis zur zweiten Ordnung erhilt man

av-ty ( |
exp

— U (3 — %z;z;,aaaﬁUW)(bcz))] , (3.12)

wobei J, = 3/02, und die Einsteinsche Summationskonvention gilt. Der Ausdruck
(3.12) 1aBt sich exakt integrieren und ergibt

UM (z) = 5% In [det (6a5 + 0udpUM(67)) ] /2 + bNU M) (i z) /2. (3.13)

Fiir infinitesimalen Reskalierungsfaktor, b = 1 + 6t, erhdlt man im Limes 6t — 0
daraus die FluBgleichung
18U(z)
¢ ot

= 7U + 2,0,U(2) + Indet(éap + 0,05 U(2)), (3.14)

mit 7 = dy/(. Fixpunkte der Renormierungsgruppe, fiir die U M+1) = M) =
gilt, sind durch dU/8t = 0 bestimmt und hingen dadurch nur von 7 ab. Da 7 = 2
sowohl fir Membranen mit dy = 2 und { = 1 als auch fur Faden mit d) = 1
und { = 1/2 gilt, sind die Fixpunkte fiir diese beiden Systeme identisch; kritische
Exponenten fiir diese beiden Systeme héngen in einer trivialen Weise miteinander
zZusammen.

Diese Vorhersage, welche wir erhalten, ohne die Fixpunkte explizit zu berechnen,
wird in Teilen dieser Arbeit gepriift und 138t sich durch Monte Carlo Ergebnisse fiir
Membranen und Transfer Matrix Resultate fiir Fiden bestdtigen. Um also das Ver-
halten von Membranstapeln zu bestimmen, kann man zundchst das verhaltnisméafig
einfachere System von Fadenbiindeln untersuchen.

3.3 Schroédinger Gleichung fiir drei Faden

Das zweidimensionale Potential fiir die Entbindung dreier Faden als Funktion der
beiden Abstandsfelder wird in Abb. 3.2(a) gezeigt. Offensichtlich kann das Problem
nur fiir den Fall 8 = 7/2, bei dem der mittlere Faden einer harten Wand entspricht,
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Abbildung 3.2: (a) Das keilférmige Potential fiir drei Fiden mit Wechselwirkungen
zwischen den nichsten Nachbarn, definiert durch Hamiitonian (3.3). (b) Potential-
form, die sich in Winkel- und Radiuskoordinate separieren 138t. Hier ist 8 = 2(a+73).
Die korrespondierende Schrodingergleichung ist 16sbar.

in den orthogonalen Koordinaten separiert werden. Ein Potential dhnlicher Form
wird in Abb. 3.2(b) gezeigt; dieses ist separabel in den Polarkoordinaten r und 9,
und die korrespondierende Schrodingergleichung kann gelést werden. Der Hauptun-
terschied zwischen den beiden Potentialen liegt in den Streifen, die fiir das in Abb.
3.2(b) gezeigte Potential linear an Breite zunehmen, je weiter man nach auflen geht.
Um die Zunahme der Breite gerade zu kompensieren, multipliziert man die Poten-
tialtiefe mit einem Faktor 1/r%, da die effektive Stirke des Potentials quadratisch
von der Reichweite abhdngt (siche Anhang A.2). In diesem Abschnitt diskutieren
wir die Losung des in Abb. 3.2(b) dargestellten vereinfachten Potentials mit ver-
schiedenen Randbedingungen und ziehen Riickschliisse auf die Lésungsstruktur des
Ausgangsproblems mit der Potentialstruktur in Abb. 3.2(a).
Die Schrodingergleichung in Polarkoordinaten 1afit sich schreiben als

2 2
-5 fn+l?_+ ln na\ + P(r )+—11 ¥(r,9) = E¥(r,d), (3.15)

L 2 \0r? ror 12
wobei wir uns immer auf den Grundzusta,nd bez1ehen. Die Herleitung der Schrédin-
gergleichung wird in Anhang A besprochen. Das Winkelpotential V(¥) ist gegeben

durch

5 Ve fir —a—-f< d< ~a
V@)= 0 fir —a< 9<a (3.16)
i Ve fir a< d<a+p,

mit § = 2(a + B); das Radialpotential }3(7') hat den Verlauf
P fir0< r<r,
P(r) = { firr, < 7 (3.17)
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Der Wert von V(¥9) fiir ¥ < —6/2 und 4 > 6/2 hingt davon ab, ob wir es mit
nichtdurchdringenden oder durchdringenden Faden zu tun haben und bestimmt die
Randbedingungen. Mit dem Ansatz

U(r,¥) = r~ 200 ()00 (9), (3.18)

separieren wir (3.15) in zwei Gleichungen fiir den Winkel- und Radialanteil,

.._Eﬁ + 1}(19) q,(ﬁ)(g) = E(ﬂ)@(ﬂ)(g) (3.19)
2 dv? ’ )
T2 (d 1 E®)
| — - ey = (r)
{ 5 (dr2 + 47_2) + ~ + P(r)} ' (r) = E®'(r). (3.20)
Mit den Variablentransformationen ¢ = 9/8 und z = r/r, erhalten wir letztendlich
{~/de* +5(0)} 6N (p) = D3 (p), (3.21)
{~d2/d2* +w/2* + p(2)} $(2) = 6 (2), (3.22)

mit £ = 28°E0) [T? o = %2 E/T?, ¢(X8/8) = @) (¢) und ¢ (r/r,) = &C)(r),
wobei wir die reduzierten Potentiale
v fir —-1—-6< p<—6
0 fiir —b< p<é (3.23)
v° fiir b< p<o+1,

b(p) =

mit v° = 28%V°/T? und 6 = o/, und

v _ ) p fire< z<1 ,
wo={F s (324

mit p° = 2r2 P?/T? benuizen. Die Amplitude des langreichweitigen Potentials w in
(3.22} ist gegeben durch

w=¢e¥/g%—1/4. (3.25)

Das Problem ist also reduziert auf die durch (3.22) definierte Entbindung ei-
nies Fadens in 1 + 1 Dimensionen in der Anwesenheit eines langreichweitigen 1/22
Potentials, wofiir in Abschnitt 2.3 exakte Losungen angegeben wurden. Die dort ge-
fundenen Ergebnisse zeigen, daB das kritische Verhalten in nichtuniverseller Weise
von der Amplitude w des langreichweitigen Potentials abhingt. Diese Amplitude
wiederum héngt vom Winkelpotential #(¢) und den Randbedingungen ab, und wird
in den folgenden Abschnitten fiir verschiedene Grenzfalle bestimmit.
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Nichtdurchdringende Féaden

Wir beschrinken uns hier auf den Fall v° < 0, also attraktive Potentialstreifen, und
() > 0. Die Losungen der Gleichung (3.21) sind dann gegeben durch

¢ = A cos(VelWyp) —f<p<é (3.26)
#°) = B cos(vel®) —vop + () < tp<d+1. |

Der Nichtdurchdringbarkeit der Faden wird durch die Randbedingungen
$P(-1-8) =41 +8=0 (3.27)

Rechnung getragen, welche zusammen mit den Anschlulbedingungen fiir ¢» = é und
@ = —6 die Konstanten A, B und C festlegen und zu der Bestimmungsgleichung

von (¥} fithren:

Ve tan(~Vel9)§) = \/el) — ve tan(y/e®) — vo — 7/2). (3.28)

Im Falle verschwindenden Potentials, v* = 0, erhalten wir die explizite Losung
el?) = (7/(26 + 2))?, welche mit (3.25) zu einer expliziten Formel fiir die Amplitude
w fithrt:[56]
w=72/0% ~1/4. (3.29)
Dieser Fall entspricht verschwindender Wechselwirkung zwischen den benachbarten
Fadenpaaren, die Bindung wird hier nur durch eine Wechselwirkung der beiden dufle-
ren Fiaden verursacht; dies entspricht dem sogenannten Necklace Modell, welches fiir
die Beschreibung der Adhésion von Fadenbiindeln vorgeschlagen wurde.[21, 23, 53]
Fiir die kritische Potentialstirke v° = —x2/4 erhilt man ) = 0, woraus w =
—1/4 folgt. Fiir dazwischenliegende Werte der Potentialstirke v° interpoliert die
Funktion £(¥)(v°) kontinuierlich und monoton zwischen den Werten fiir v° = —72/4
und v° = 0, in Abhéngigkeit von dem Parameter é.
Diese Ergebnisse fiir ein 16sbares, aber abgedndertes Modell fiir drei wechselwir-

kende nichtdurchdringende Fiiden zeigen nichtuniverselles Verhalten fiir drei Faden
hinmiolkait van {a) dar ralatl ven Qtatholrait dar F‘BAD”} {Tihor Aen "R'finlzn] M und

in Abumg,.g,m,u von {a) der relativen Steifigkeit der Faden (iber d inkel ) un
von (b} der relativen Stirke von der Wechselwirkung zwischen den dufleren Faden
(p°) und benachbarten Fiden (v°). In den folgenden Abschnitten werden wir mit
numerischen Transfer Matrix Methoden diese beiden Fragen fiir das in Abb. 3.2(a)
definierte urspriingliche Modell fiir drei Faden untersuchen.

Durchdringende Faden

Die Durchdringbarkeit der Fiaden wird in einer approximativen Weise durch die
(strikt nur fir € = /3 giiltige) Randbedingung

' (p)/dplo=-1-5 = d$')(@)/diplomrs = 0 (3.30)
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beriicksichtigt. Die Losungen sind fiir v° < 0 gegeben durch

¢ = A (e"V —Do 4 oV “(*""F‘) —b<p<é
%) = B cos(vel®) — vop + C) b<xp< b+ 1,

woraus die Bestimmungsgleichung

Vv —e@ tanh(y/ —(9)6) = \/el®) — votan(y/el®) — v°) (3.32)

folgt. Fiir v° > 0 bekommt man ganz analog

9 = A cos(v—et¥lp) -6<p<d
¢(¢) — Bet /vo_e(v)¢+ C’e—‘/”"“m“’ §< iga < &+ 1,

Vel®) tan(Vel®)§) = \f/v° — (¥} tanh(y/v° — £(¥)) (3.34)

erhilt. Fiir die Grenzfille von sehr attraktivem, verschwindendem oder sehr repul-
sivem Potential erhilt man
e =744+ 0v° v K0
e =0 v° =0 (3.35)
e®) = 22/(26) »* > 0.

(3.31)

(3.33)

woraus maimn

Also auch hier hiangt die Amplitude des langreichweitigen Potentials w iiber (3.25)
von dem Winkel und der Potentialstirke v° ab; das kritische Verhalten in Abhingig-
keit von w ist gegeben durch die Gleichungen (2.35-2.39), das Phasendiagramm
weicht wegen der Durchdringbarkeit der Fiden allerdings von dem in Abschnitt 2.3
gezeigten ab.

3.4 'Transfer Matrix fiir drei Faden

Hier filhren wir den Transfer Matrix Formalismus ein, der fiir den Fall von Fa-
denbiindeln (mit djj == !} anwendbar ist. Dazu muB die eindimensionale Koordinate
z, die eine der Zeit entsprechende Rolle spielt, diskretisiert werden. Dies geschieht
auf Gitterplatzen {z;} und mit einer Gitterkonstanten Az. Die Fadenkonfiguration
ist dann bestimmt durch y,; = yo{2:) (¢ = 1,2), und aus dem Hamiltonian (3.3)
folgt der Ausdruck

PR T l(yu—yl,-.,.l)z 1(y2£_y2i+1)2 i L .
P vai) = ;A${2 A T3 A Tl Tt

1 1
— + —(#2;5in & ~ y7; cos B ] )
I/;)g( 7 + e (y2isin ¥1; COS ))} (3.36)

31




Dieser diskretisierte Energieausdruck wird aufgespalten in

H{z, 22:}/T = Z Hi(zi, 220, 21041, 2241 ) (3.37)

H

mit dem lokalen Hamiltonian

1 1 .
Hi(z1, 221, 210415 22i41) = E(zu —zin)t + 5(225 ~ 22i41)% + Vaa(z1i41) +
1723(2'2,-.,.1 sin @ — zy;41 cosb), (3.38)

wobei wir reskalierte Variablen 2z, = yui/VAzT, (a = 1,2), und die reduzier-
ten Wechselwirkungen Vlg(z) = Aa:Vlg(\/Aa:T(Kl + K3)/ K K»2)/T und ‘723(2) =
Aa:Vgg,(\/AxT(Kg + K3)/ K2 K32)/T eingefiihrt haben. Die Potentialtiefen dieser

reduzierten Wechselwirkungen sind definiert durch

Ax

Vig(z) = Uy = Ve fir 0<z<zp (3.39)
und
. Az_.. .. o
und die Reichweiten sind gegeben durch
d
2 = hz und 255 = 2. (3.41)

q

A

Das statistische Gewicht W(z1:41, 22;41) €iner Fadenkonfiguration mit festgehalte-
nem Ende bei (2y;41, 22i41) hingt von dec Gewichtsverteilung W(z1;, z2;) rekursiv in
folgender Weise ab:

Wiatis, zaen) = N [ [ davadzasexp (= Hilzui 200, 2160, 2001)) Wias, 200,

(3.42)
wobei N die durch die Normierungsbedingung [ [ dz1dz;W?(z, z2) = 1 festgelegte
Normierungskonstante ist. Der Integralkern in (3.42) wird die Transfer Matrix ge-
nannt. In unserer numerischen Implementierung miissen wir natiirlich auch die
Abstandsfelder zy; und zp; mit Gitterplitzen {z];} und {25} und Gitterkonstan-
ten Az; = Az, = Az diskretisieren, wodurch das Doppelintegral [ [ dzy;dz;; durch
die Doppelsumme 3°; 3", (Az)? ersetzt wird. AuBerdem beschrinken wir die Doppel-
summe auf nachste Nachbarn, wir benutzen also die sogenannte "restricted solid-on-
solid” (RSOS) Néaherung. Da unser System homogen in der z-Richtung ist, kénnen
wir den Index i fallenlassen und erhalten die endgiiltige Rekursionsformel

Y P E4 , v ,
Wi, ) =N 82 3 3 exp(—H(d, b ) W, ). (3.43)
j=j'—1 k=k'-1
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Abbildung 3.3: Diskretisierung des Potentialkeils fiir § = 2arctan(1/2). Die ab-
getrennten Regionen entsprechen Bereichen verschiedener Potentialtiefe; auerhalb
des Keils ist das Potential unendlich hoch.

Die benutzte RSOS Niherung vereinfacht das Problem und spart dadurch Rechen-
zeit, das universelle kritische Verhalten solite dadurch nicht beeinflult werden. Das
ist bewiesen fiir den Fall § = 7 /2. Diese Vermutung wird auch fiir das Necklace Mo-
dell fir die Winkel 8 = x, 7/2, 2arctan(1/2), und 2arctan(1/3) iiberpriift, wo wir
tatsachlich gute Ubereinstimmung zwischen den numerisch ermittelten Exponenten
und den exakt berechneten Exponenten finden (siehe Abschnitt 3.4.1).

Diskretisierung

AAed AR ASADNDA VUVIDITE W

werden. Zum ersten muf} die Diskretisierung die Symmetrie des Problems beriick-
sichtigen. Das heifit, daB die Diskretisierung, wenn das System der drei Faden
invariant gegeniiber einem Austausch der beiden &ufleren Féden ist, auch invariant
gegeniiber einem Austausch der Ausdriicke z; und z; sin @ — 2y cos @ zu sein hat. Dies
kann im Falle eines Quadratgitiers einfach dadurch erreicht werden, dafi man die
Winkelhalbierende des Potentialkeils parallel zu einer der Achsen des orthogonalen
Gittersystems {27, 25} ausrichtet.

Auflerdem muB die Dicke der Potentialstreifen so gewahlt werden, dal die Dichte
von Gitterpunkten in den verschieden Regionen des Potentialkeils konstant ist. Zur
Veranschaulichung betrachte man Abb. 3.3, wo wir die benutzte Diskretisierung fiir

Bei der Diskretisierung des Hamiltonians {3.38) miissen mehrere Punkie beachtet
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den Fall § = 2 arctan(1/2) zeigen. Der Keilwinkel ist hier dadurch festgelegt, daff die
Kante bei jedem vertikalen Schritt um p = 2 Schritte in der horizontalen Richtung
verschoben wird. Der Winkel ist dann gegeben durch 6 = 2arctan(l/p). Die drei
Potentialregionen A, B und C haben eine Potentialtiefe von 0, U;; oder Uss, und
Ui + Uss. Die Konstante m mifit die Dicke der Potentialstreifen in horizontaler
Richtung.

Die Konstanten p und m miissen nun so eingestellt werden, daff die Dichte von
Gitterpunkten in den Regionen B und C gleich sind; das ist nicht automatisch der
Fall! Die Dichte D(B) in Region B ist D(B) =1 in Einheiten der Gitterkonstante
Az. Die Fliche von Region C ist A(C) = m?/2cot(6/2). Die Anzahl von Gitter-
punkten in Region C ist fiir m < 2p gleich m, so daB die Dichte D{C) = 2 cot(8/2)/m
ist. Da cot(8/2) = p gilt, erhalten wir die einfache Bedingung m = 2p, die in Abb.
3.3 erfiillt ist und die wir auch in allen iibrigen Diskretisierungen eingehalten haben.

Observable

Nach hiufiger Iteration der Transfermatrix ist die Verteilung W(zi, z%) stationir
unter der in (3.43) angegebenen Rekursionsformel und man erhalt W({z1, z2}) =
W({z1, z2}) = Wa({z1,22}). Diese stationdre Verteilung ist dann proportional zu
dem Grundzustand der Transfermatrix. Erwartungswerte eines beliebigen Operators
A({z1,22}) konnen fiir periodische Randbedingungen dann mit Hilfe von

Yk Wi, 23)
berechnet werden. Nach dieser Methode berechnen wir die Erwartungswerte der
Fadenabstinde (/;;} und hohere Momente,

(4) =

(i, (3.45)
als auch die Rauhigkeiten
Euii = ((l; — U)) ]2, (3.46)
wobei die Variablen /;; definiert sind als
AzT(K, + K.
112 = 11 - 12 = \/ z §{1}{2 2)21 (3-47)
und
lpa=lh—lh= ‘/AIT(Kz + Ks) (z25in 8 — 2z, cos 6). (3.48)
K, K5
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Die freie Energie pro Linge ist bis auf eine Konstante gegeben durch
fo=-TlaN/Az, (3.49)

wobei A der numerische Eigenwert der Transfermatrix ist. Die parallele Korrelati-
onslange hat dann den Wert

& =T/(fr — fo), (3.50)

wobei f; die freie Energie des untersten angeregten Zustandes ist; im Formalismus
der Schrodingergleichung entspricht das dem untersten Streuzustand, fiirden f; =0
gilt. In unserem Fall ist diese freie Energie definiert durch exp(—Azf;/T) =1+
4exp(~Az?/2) + dexp(—Az?).

Im Verlauf einer Berechnung varieren wir die Potentialtiefen U;2 und Uz; von
einem hohen Wert, bei dem die Fiden fest zusammen gebunden sind, bis zu einem
niedrigen Wert nahe an der Entbindung. Typischerweise berechnen wir die oben de-
finierten Erwartungswerte fiir 100 Werte der Potentialtiefen, die selber logarithmisch
verteilt sind, um einen guten Fit in doppeltlogarithmischer Auftragung zu ermogli-
chen. In allen Rechnungen setzen wir die Gitterkonstante auf den Wert Az = 1.
Alle anderen Parameter gehen in die Rechnungen nur iiber den Winkel des Keiles,
8, die Tiefen und die Reichweiten der Potentialstreifen ein.

Finite-Size Effekte

Finite-Size Effekte kommen in erster Linie ins Spiel durch die endliche Gréfie des
Systems in der (z;,22)-Ebene; die Linge der Fiden ist proportional zu der Anzahl
der Iterationen der Transfermatrix und ist natfirlich auch beschrinkt.

Wir iterieren die Transfermatrix so lange, bis die Verteilung W(z], z¥) stationar
auf mindestens 8 signifikante Stellen ist; dazu werden nahe am Entbindungsiibergang
bis zu 100000 Iterationen bendtigt. Die erhaltene Verteilung entspricht dann in guter
Naherung der fiir unendlich lange Faden.

Ein subtiler Punkt betrifft den Bereich der Abstandserwartungswerte, der verniini-
tig skalen sollte. Es ist kiar, dafi (i;;) > If; gelten sollte, ansonsten sind die Faden
noch zu stark gebunden und Korrekturen zum Skalenverhalten sind wichtig. Da
zf; ~ Az, ist dann auch gewihrleistet, da Diskretisierungseffekte vernachlassigbar
sind. Andererseits darf {l;;} auch nicht zu groB sein, da sonst die Systemgrenzen
relevant sind. Wir bezeichnen (l;;)(™%%) als den Erwartungswert fiir U;; = 0, wel-
cher fiir ein System mit unendiicher vertikaler Ausdehnung unendlich sein solite; fiir
ein endliches System ist natiirlich auch der maximale Abstand zwischen den Faden
endlich. Um Einfliisse der Diskretisierung und der Systemgrenzen zu minimieren,
benutzen wir Daten nur in dem Bereich

20 < () < (LA (3.51)
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Auflerdem ziehen wir von den Abstandserwartungswerten den Wert fiir unendlich
tiefes Potential ab, welcher gegeben ist durch

(lijdo = 53/2  fir Uy = o0 (3.52)

und

£5; =15/V12 fiir Uy; = oo, (3.53)

Diese Werte entsprechen einem konstanten Korrekturterm zum Skalenverhalten und
sind besonders wichtig fiir kleine Werte von (;;). Sie werden immer von unseren
Daten abgezogen, ohne dafl dies extra vermerkt wird.

3.4.1 Das Necklace Modell

Unsere numerische Implementierung der Transfermatrix beinhaitet zwei Niherun-
gen, deren Auswirkungen auf das kritische Verhalten wir in diesem Abschnitt ab-
schitzen wollen: (i) die Einschrankung auf nachste Nachbarn in der Rekursions-
formel (3.43), und (ii) die Darstellung des Potentialkeiles auf einem diskretisierten
Gitter, wie in Abb. 3.3 gezeigt fiir § ~ 53.1°. Zu diesem Zweck berechnen wir nume-
risch kritische Exponenten fiir das Necklace Modell, dessen Exponenten mit den in
Abschnitt 3.3 vorgestellten Ergebnissen der zweidimensionalen Schrédingergleichung
exakt berechnet werden kénnen.

Das Necklace Modell entspricht der Situation, wo nur zwischen den AuBeren
Fiden ein kurzreichweitiges attraktives Potential wirkt. Die Faden spiiren ein Po-
tential nur, wenn ) — I3 < I$; gilt, wobei I, die Reichweite dieser Wechselwirkung
ist.[21, 37] In den transformierten Koordinaten entspricht das einem attraktiven Be-
reich der Tiefe Uz in der linken Hilfte von Bereich C, siehe Abb. 3.3, und Potential
Null in allen iibrigen Bereichen. Die sterische Wechselwirkung zwischen den Fiden
wird korrekt behandelt durch die Keilform, die Attraktion zwischen den einzelnen
Faden wird in einer approximativen Art beriicksichtigt. Dieses Modell entspricht
der in Abschnitt 3.3 geldsten Schrédingergleichung mit verschwindendem Potential
in den Rinnen (vergleiche Abb. 3.2(b)).

Wir fithren numerische Berechnungen aus fiir @ = =, 7/2, 2arctan(l/2) und
2arctan(1/3). In Abb. 3.4 zeigen wir Daten fiir den Erwartungswert von verschie-
denen Momenten des radialen Abstandes von der Keilecke, r = /1%, + I2,; hier ist
der Winkel gegeben durch 8 = 7/2. Die Momente werden mit einem Potenzgesetz
der Form

(T (U = U™ (3.54)

gefittet, was zu einer Abschitzung der kritischen Potentiatiefe von Uf; ~ 1.35 fiihrt.
Die reskalierte Potentialtiefe, (U1z — Ug;)/Ura, variert dabei iiber zwei Groflen-
ordnungen. Die resultierenden effektiven Exponenten sind v; = 0.164 £ 0.005,
vy = 0.251 £ 0.005, und v5 = 0.307 & 0.01.
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Abbildung 3.4: Transfermatrixergebnisse fiir das Necklace Modell mit § = =/2.
Gezeigt werden Momente des radialen Abstandes, (r™)!/™, als Funktion der Poten-
tialtiefe, U — U,, in doppeltlogarithmischer Auftragung.

Mit der in Abschnitt 3.3 hergeleiteten Formel fiir die Amplitude des langreich-
weitigen effektiven Potentials fiir das Necklace Modell, w = #2/8? — 1/4, kénnen wir
mit den Beziehungen aus Abschnitt 2.3 das kritische Verhalten und insbesondere
die kritischen Exponenten berechnen und erhalten

vm = 0/27 (3.55)

fir @ > 7 und
_l(miz_m 3.56)
Ym = m ( 2 g/ (3.56)

fir m > 2(x/0 — 1) > 0. Fiir die numerisch ermittelten Momente erhalten wir
mit diesen Formeln die Vorhersagen 3 = 1/6, »4 = 1/4, und »5 = 3/10. Die nu-
merischen Ergebnisse fiir alle verwendeten Keilwinkel werden in Abb. 3.5 gezeigt
und mit den exakten Ergebnissen, die durch Kurven angedeutet werden, vergli-
chen. Die Ubereinstimmung ist sehr befriedigend. Man beachte, da8 fir 8 = = die
Grenze zwischen dem Unterregime (B), charakterisiert durch nichtuniverselles kri-
tisches Verhalten mit einer Langenskala, und dem Unterregime (C), mit unendlich
vielen Lingenskalen, erreicht ist. Im letzteren Unterregime skalieren alle Momente
von r mit verschiedenen Exponenten, die durch (3.56) gegeben sind.
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Abbildung 3.5: Vergleich der analytischen Ergebnisse fiir das Necklace Modell,
angedeutet durch Linien, mit den numerischen Resultaten, bezeichnet durch of-
fene Kreise. Gezeigt werden die Exponenten fiir Momente des radialen Abstandes,

(r™y¥/™ als Funktion von 1/4.

Die gute Ubereinstimmung zwischen den analytischen und den numerischen Er-
gebnissen zeigt, daB der Winkel korrekt durch die Diskretisterung beschrieben wizrd,
und daBl die RSOS Niherung auch das nichtuniverselle kritische Verhalten nicht
beeinfluit.

3.4.2 Der symmetrische Fall

Der symmetrische Fall ist definiert durch diz/dzs = 1 und V{3 = V3, siehe (3.1)
und (3.8). Der Hamiltonian (3.38) hingt dann nur noch von dem Keilwinkel 8, der
Potentialtiefe

U= U12 - U23, (357)
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P Keilwinkel 6 g=((p*-1)/2 | 2°/Az=2p/\/T+p* | U,

1 2arctan(1) = 90° 0 V2 0.1930
1.5 | 2arctan(2/3) ~ 67.38° 0.625 1.6641 0.1543
2 | 2arctan(1/2) ~ 53.13° 1.5 1.7889 0.1395
3 | 2arctan(1/3) =~ 36.87° 4 1.8974 0.1273
4 | 2arctan(1/4) ~ 28.07° 75 1.9401 0.1223
6 | 2arctan(1/6) ~ 18.92° 17.5 1.9723 0.1178
8 | 2arctan(1/8) ~ 14.25° 31.5 1.9846 0.1158
10 | 2arctan(1/10) = 11.42° 19.5 1.9899 0.1147
12 | 2arctan(1/12) ~ 9.53° 7.5 1.9937 0.1140

Tabelle 3.1: Aufstellung aller symmetrischen Drei-Fadensysteme, die wir mit Trans-
fermatrix Methoden studiert haben, definiert durch Diskretisierungsparameter p,
Keilwinkel #, Fadenspannungsverhiltnis ¢ = K;/K, und Dicke z° der Potential-
streifen in Einheiten der Gitterkonstanten Az. In Abb. 3.3 wird die Diskretisierung
fiir das dritte System mit p = 2 gezeigt, bei dem die dufleren Faden 3/2 mal flexibler
als der innere Faden sind. Die letzte Spalte zeigt die kritische Potentialtiefe U..

und der Dicke der Potentialstreifen in reskalierten Einheiten
2= 2= o, (3.58)

ab, siehe (3.39-3.41). Wir beschrianken uns in unserer Redeweise auf den Fall K; =
K3 = qK, mit l§; = I3;, der Keilwinkel ist gegeben durch & = arctan /2/¢q + 1/¢?;
die Resultate haben aber Giiltigkeit fiir den allgemeineren Fall /K (K, + K3)I3, =
\/ K3(K; + K;)l5;. Der mittlere Fadenabstand ist nun gegeben durch

(I) = (112)/2 + (123)/2, (359)

wobei wir immer kontrollieren, dal {{12) = (I3} tatsdchlich erfiillt ist. Die gleiche
Symmetrie gilt auch fiir alle anderen Langenskalen.

Tabelle 3.1 gibt eine Zusammenstellung aller symmetrischen, auf einem Quadrat-
gitter diskretisierten Systeme, die mit der Transfermatrixmethode untersucht wur-
den. Der Diskretisierungsparameter p bestimmt den Keilwinkel iiber cot(6/2) = p
und hangt fiber ¢ = (p* — 1)/2 mit dem Fadenspannungsverhéltnis zusammen. Nur
ein diskretes Spektrum von Keilwinkeln ist mit dem in Abb. 3.3 gezeigten Diskreti-
sierungsschema erreichbar. Um den wichtigen Fall § = x/3 zu studieren, der einem
System aus drei identischen Faden entspricht, benutzen wir eine andere Diskretisie-
rung auf einem triangularen Gitter (Abschnitt 3.6.2).
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Kritische Exponenten

In den Abbildungen 3.6(a) und 3.7(a) zeigen wir Daten fir ¢ = 0 und ¢ = 31.5. Die
Fadenabstinde werden immer in Einheiten von I° gemessen. Die Ergebnisse fiir {{},
€L ={(I={1))*?, und & = (f1/T +1n N/Az)~? werden in doppeltlogarithmischer
Auftragung als Funktion von U — U, gezeigt. Dazu fitten wir gleichzeitig alle GroSen
an das Potenzgesetz

() ~(U- UC)—wf (3.60)

und analog fiir £, und §), wobei wir die Levenberg-Marquardt Methode fiir einen
Drei-Parameter-Fit einsetzen.[85] Die Daten fiir () und £, skalen in der gleichen
Weise, und man erhalt ¢ = 1.01 £ 0.02 und v, = 0.99 £ 0.02 fiir # = 7/2, Abb.
3.6(2), und ¥ = 0.71 £ 0.02 und v, = 0.71 £ 0.02 fiir § = 14.25, Abb. 3.7(a). Die
Daten fiir # = 7 /2, hier entspricht der mittlere Faden einer harten Wand, sind in
guter Ubereinstimmung mit dem exakten Resultat ¢ = v, = 1. Die Ergebnisse
fiir 8 = 14.25, hier ist der mittlere Faden 31.5 mal flexibler als die duBeren Fiden,
zeigen, daB v ~ v, und also Skalenverhalten mit einer Lingenskala vorliegt; jedoch
weicht der erhaltene Exponent deutlich von dem universellen Wert b = 1 ab. Die
Daten fiir £ bestatigen, dafl der Rauhigkeitsexponent { = 1/2 ist innerhalb eines
Fehlers von 5 %. Durch die maximale Systemgréie sind die Daten auf etwa eine
halbe Grofenordnung in (I} beschrinkt. Fiir den Fall drei gleicher Faden konnten
wir den zuldssigen Bereich in (I} auf Giber eine GréBenordnung erhéhen. Diese Daten
werden in Abschnitt 3.6.2 prisentiert.

In Abb. 3.8 zeigen wir unsere Ergebnisse fiir die Exponenten 4 und v, als Funk-
tion des Keilwinkels 8. Fiir alle Winkel gilt ¥ = v + 0.03. Der numerische Fehler
sollte ungefahr in dieser GroBenordnung liegen. Die Exponenten hingen monoton
vom Winkel 8, also von der relativen Steifigkeit des inneren Fadens, ab. Dies ist
analog zu dem sogenannten Unterregime (B) des intermedidren Fluktuationsregi-
mes fiir die Entbindung von zwei Fiden. In diesem Fall wirkt zwischen den beiden
Fiden ein abstoflendes Potential proportional zum inversen Abstandsquadrat; dabei
wird eine dhnliche Nichtuniversalitit als Funktion der Amplitude w des abstoflenden
Potentials beobachiet (siehe Abschnitt 2.3).

Durch folgende Skaleniiberlegung kann diese Analogie verstandlich gemacht wer-
den: In dem Fall dreier Faden wird der Bewegungsfreiraum des inneren Fadens durch
die Anwesenheit der ufleren Fiden eingeschrinkt, da sich die Fiden nicht durch-
dringen konnen. In Abschnitt 2.2.5 wurde der Entropieverlust eines Fadens bei ver-
tikaler Einschrinkung der Fluktuationen auf eine Breite von d zu ~ 1/d? bestimmt;
dabei wurde offengelassen, durch was diese Einschrinkung bewirkt wird. Sie konnte
durch ein Potential, durch harte Winde, aber auch durch benachbarte Faden her-
vorgerufen werden. Fiir drei Fiden mit Wechselwirkung nur zwischen den beiden
aufleren Faden, kann dieser Entropieverlust exakt berechnet werden; dies entspricht
gerade dem Necklace Modell. Fiir das realistische Modell mit Paarwechselwirkun-
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Abbildung 3.6: Transfermatrixergebnisse fiir den Fall K3 = oo und K; = Kj,
(g = 0und ¢ = 7/2). (a) In einem Log-Log Plot skalen Daten fiir die parallele
Korrelationslange wie &) ~ (U — U.)™" mit y = 1.8 & 0.2. Der mittlere Abstand
geht wie (I} ~ (U —U,)™% mit ¢ = 1.0140.02, und die senkrechte Korrelationslinge
geht wie £, ~ (U — U)™* mit v, = 0.99 £ 0.62. (b) Die Differenzfunktion = fiir
(1}, (o), und £, (O), mit ' = 1.
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Abbildung 3.7: Transfermatrixergebnisse fiir den Fall K;/K, = K3/K; = 31.5
oder § = 14.25°. (a) Daten fiir die parallele Korrelationslange skalen wie & ~
(U = U,)™ mit »y = 1.6 £0.2. Der mittlere Abstand geht wie (I} ~ (U — U.)™¥ mit
¢ = 0.707 £ 6.02 und die senkrechte Korrelationslinge wie £, ~ (U — U.)™"* mit
vy = 0.71 £0.02. (b} Die Differenzfunktion = fiir (I} mit v’ = 1, (o), und ' = 0.71;
(e), und fiir £, mit 4" =1, (O), und 4’ = 0.712, (W).
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Abbildung 3.8: Die kritischen Exponenten % (offene Symbole) und v, (geschlossene
Symbole} als Funktion des Keilwinkels 8. Das Quadrat bezeichnet das Monte Carlo
Resultat fir v, fiir den Fall K; = K, = K3, die Kreise stehen fiir Transfermatrix
Ergebnisse. Das Kreuz entspricht dem exakten Ergebnis fiir § = 7 /2, nidmlich
1 = vy = 1. Die kleine Teilfigur zeigt die Vorhersagen des Necklace Modells fiir
1 = v, welches Entbindungsiiberginge erster Ordnung fiir § < 7 vorhersagt.

gen zwischen allen benachbartenr Faden konnte der gleiche Mechanismus, natiirlich
modifiziert durch die Wechselwirkung des mittleren Fadens mit den beiden dufle-
ren Faden, auch zu einer langreichweitigen Abstofung der beiden dufleren Faden
fiihren. Dies wiirde die numerisch beobachtete Nichtuniversalitit der Exponenten
in Abhéangigkeit von @ erkliren.

Auf der anderen Seite ist es nicht ausgeschlossen, daft das asymptotische kritische
Verhalten, also das Verhalten fir U — U, — 0., universell ist, wie inzwischen von
einigen analytischen Rechnungen verwandter Modelle nahegelegt wird; diese Frage
wird in Abschnitt 3.7 behandelt.

Die kleine Teilfigur in Abb. 3.8 zeigt den Exponenten ¥ = v, fiir das Necklace
Modell. Hier gibt es eine lineare Abhingigkeit der Exponenten von dem Keilwin-
kel fiir § > =. Man beachte, daBl der gréite erreichbare Winkel fiir den Fall dreier
Faden fiir K; = 0o gegeben ist und # = 7/2 betrigt. Fiir § < 7 erhdlt man mit dem
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Abbildung 3.9: Die effektive Amplitude w der fluktuationsinduzierten, repulsiven
Wechselwirkung, die aus den Exponenten 4 (o) und v, () berechnet wurde, als
Funktion des Fadenspannungsverhaltnisses ¢ = K;/K; = K3/K;. Eine lineare
Extrapolation fiir groBe ¢ liefert die Vorhersage ¢(w = 0.75) &~ 130, was der Grenze
zwischen Unterregime (B) und (C) entspricht.

Necklace Modell das Unterregime (C) mit Entbindungsiibergingen erster Ordnung
und multiplem Skalenverhalten, vgl. Abschnitt 3.4.1. Insbesondere fiir /2, den ex-
akt l6sbaren Fall mit universellem Verhalten, sagt das Necklace Modell einen stark
diskontinuierlichen Entbindungsibergang voraus. Diese starken Abweichungen des
Necklace Modells kommen durch die Vernachlissigung der Paarwechselwirkungen
zwischen néchsten Nachbarn. Diese Wechselwirkungen kompensieren den Entropie-
verlust durch die vertikale Einschrinkung der Flukiuationen des mitileren Fadens
weitgehend, wie aus der nur schwachen Abhingigkeit der numerisch ermittelten ef-
fektiven Exponenten von dem Winkel 8 erkennbar ist.

Aus den ermittelten Exponenten 3 und v, kann die reduzierte Amplitude w
des effektiven abstoflenden Potentials zwischen den duBeren Fiaden berechnet wer-
den, siehe Abschnitt 2.3. Die Ergebnisse fiir w = 1/(4%)% — 1/4 (offene Kreise)
und w = 1/(4v.)? — 1/4 (gefiillte Kreise) sind in Abb. 3.9 iiber dem Linienspan-
nungsverhdltnis ¢ aufgetragen. Fiir grofle Werte von ¢ kann man die Daten linear
extrapolieren und erhélt fiir die Grenze zwischen Unterregime (B) und (C), bei der
w = 3/4 ist, die Abschitzung ¢ =~ 130. Erst wenn der mittlere Faden ungefihr
130 mal flexibler als die dufSeren Fiden ist, erhilt man also fiir das Unterregime
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Abbildung 3.10: Monte Carlo Ergebnisse fiir ¢ = 1. Die senkrechte Korrelati-
onslange (B) divergiert mit v, = 0.93 £ 0.05, die parallele Korrelationlinge (o}

divergiert mit v = 1.8 £ 0.2. Der mittlere Abstand (I} (o) skaliert wie die senk-
rechte Korrelationslange geniigend nahe am Ubergang.

(C) charakteristische Phaseniibergange erster Ordnung. Als Konsequenz werden

. - . - L] . - L] -
Entbhindungen von Fiden mit kurzreichweitigen Potentialen typischerweise kontinu-

ierlich veriaufen. Im Vergleich zu den Transfer Mairix Ergebnissen in Abb. 3.9 sagt
das Necklace Modell fiir den Fall ¢ = 0 eine Amplitude von w = 3.75 voraus.

Die numerische Losung des Drei-Faden Problems mit kurzreichweitigen attrakti-
ven Wechselwirkungen zwischen den beiden nichsten Nachbarn ergibt also effektive
kritische Exponenten, die nur schwach von dem universellen Wert der Entbindung
von zwei Fiden abweichen. Ein Vergleich mit dem Necklace Modell, in dem nur die
attraktive Wechselwirkung zwischen den duBeren Fiden beriicksichtigt wird, zeigt,
daB die Attraktion zwischen Nachbarn wichtig ist und den Entropieverlust durch
sterische Wechselwirkungen nahezu kompensiert.
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Monte Carlo Simulation

Zusitzlich zu den Transfermatrix Berechnungen zeigen wir hier die Ergebnisse einer
Monte Carlo Simulationsreihe fiir ¢ = 1, also fiir drei identische Faden. Die Linge
der Fiden ist dabei auf 500 diskrete Gitterpunkte beschrinkt, wobei periodische
Randbedingungen eingesetzt werden. Der verwendete Monte Carlo Algorithmus ent-
spricht einem Standard single-site-move Metropolis Schema.[6] Im Unterschied zu
den Transfer-Matrix Berechnungen werden hier die Abstandsvariablen als kontinu-
ierliche Felder behandelt. Die Reichweite des reduzierten Potentials ist z° = {/5/100.
Abb. 3.10 zeigt die Resultate fiir (1), €1 und &), wobei wir immer iber 107 Monte
Carlo Schritte gemittelte Ergebnisse zeigen. Der statistische Fehler ist dann kleiner
als 5 %. Die Skalenrelation ¢ ~ (I} ist gut erst fiir groBe Werte von (I} erfiillt. Der
gefittete Exponent fiir die senkrechte Korrelationslange ist v, = 0.93 £ 0.05. Die

parallele Korrelationslinge divergiert mit »; = 1.8 £ 0.2, was ¢inen Rauhigkeitsex-
ponenten von { = 0.52 = 0.06 ergibt. Der Wert fiir v, ist in Abb. 3.8 eingetragen

und stimmt gut mit den Transfermatrix Ergebnissen Gberein.

Kritische Potentialtiefen

Eine wichtige Frage betrifft den Wert der kritischen Potentialtiefe U, in Abhangig-
keit von dem Keilwinkel. In der letzten Spalte von Tabelle 3.1 sind die kritischen
Potentialtiefen fiir alle untersuchten Systeme aufgefithrt. Natiirlich liegt eine zusitz-
liche nichttriviale Abhangigkeit von der Potentialstreifenbreite 2° vor, die der Win-
kelabhéngigkeit iberlagert ist. Um die Einflisse von z° und @ auf U, zu trennen,
vergleichen wir die Werte von U, aus Tabelle 3.1 mit Werten fiir eindimensionale
Systeme fiir 2° =1, 2 und 3.

Wie in der Einfithrung besprochen, entspricht das eindimensionale System dem
Fall zweier wechselwirkender Faden, oder dem Fall eines mit einer harten Wand
wechselwirkenden Fadens nach Abspaitung der Schwerpunktkoordinate. Diese Sy-
steme ensprechen dem zweidimensionalen Hamiltonian mit 8 = = /2, der sich in zwei
eindimensionale Teile aufspalten 1a8t. Wir konnten das eindimensionale Problem in
der RSOS Naherung fiir die drei Werte der Reichweite exakt I6sen (siehe Appendix
C) und erhielten auch sehr genaue numerische Ergebnisse. Die Ubereinstimmung
zwischen beiden Rechenmethoden ist sehr gut.

In Abb. 3.11 zeigen wir die exakten Werte (Kreuze) und die numerischen eindi-
mensionalen Ergebnisse (gefiillte Kreise) fiir U, als Funktion von der Potentialreich-
weite z°. Die gestrichelie Linie interpoliert zwischen den eindimensionalen Ergebnis-
sen. Die Resultate fiir den zweidimensionalen Potentialkeil sind durch offene Kreise
bezeichnet. Fiir groBe Winkel liegen die Potentialreichweiten 2° durch die Diskre-
tisierung bestimmt relativ weit auseinander, Fiir kleine Winkel streben sie gegen
z° = 2 und liegen in Abb. 3.11 dicht gehauft. Die Abweichungen der zweidimen-
sionalen Ergebnisse von der Interpolationskurve fiir das eindimensionale Problem
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Abbildung 3.11: Die kritische Potentialtiefe U. als Funktion von der Potentialreich-
weite 2°. Resultate der zweidimensionalen Transfermatrix (o) liegen gut auf der
Interpolationskurve durch analytische (4) und numerische (¢) Ergebnisse der eindi-
mensionalen Transfermatrix.

(oder, dquivalent, fiir das zweidimensionale System mit festgehaltenem Keilwinkel
6 = = /2) sind ziemlich klein und wahrscheinlich durch Crossover-Phianomene verur-
sacht. Von den Daten ausgehend ist damit innerhalb der numerischen Ungenauigkeit
keine Abhingigkeit der kritischen Potentialtiefe von dem Winkel feststellbar. Die
beobachtete Variation von unseren U, Werten ist also allein durch die Variation der
Potentialreichweite bedingt.

Das bedeutet inshesondere, dafl zwel Fiden mit Linienspannung K bei der glei-
chen Potentialtiefe entbinden wie drei identische Fiden mit den gleichen Linien-
spannungen. Das kann einfach eingesehen werden dadurch, daB drei Fiden und zwei
Faden nach Subtraktion der Schwerpunktkoordinate die gleiche Potentialreichweite
.4 R orL. S .

in den reskalierten Einheiten haben, nidmlich 2° = ,/K/2AzT. Dieses Ergebnis
werden wir in Abschnitt 3.6.2 auf den Fall von vier Fiden erweitern; tatsichlich
scheint die kritische Potentialtiefe ganz generell unabhingig von der Anzahl der

wechselwirkenden Faden zu sein.

Eine andere Fragestellung ist, wie U, von ¢ abhangt, wenn man die duBeren
Fadenspannungen konstant hilt. Im Kontinuumslimes (Az — 0) ist der einzige
verbleibende Parameter fiir die Entbindung zweier Fiden mit Spannungen K; und
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K, gegeben durch

7 (3.61)

die Entbindung findet bei v, = x%/4 statt. Mit ¢ = K;/K, folgt fiir die kritische
Potentialstarke V?

VoK, Ky (1")2
V= =],
(Kl + Kz)

V2 = (q+ D) TY8K: (1), (3.62)
was auch fiir die Entbindung von drei Fiden mit K; = K3 Giiltigkeit besitzen sollte.
Fiir ¢ = 0 erhalt man trivialerweise das Resultat von einem Faden an einer Wand.

Ansonsten steigt die kritische Potentialstirke linear mit ¢ an; dies entspricht dem
Effekt der Fluktuationen des mittleren Fadens, die die dufleren Faden auseinander

treiben.

3.4.3 Asymptotische Datenanalyse

Hier stellen wir eine sehr effektive Methode vor, mit der wir unsere numerischen
Daten bei der Anndherung an den Entbindungsiibergang auf eventuelle Crossover-
Phianomene untersuchen konnen. Dazu betrachtet man die folgendermafien defi-
nierte Differenzfunktion:

F(U + AUYYY — F(U)

Z(F(U),) = - (3.63)
Wenn die Funktion F(U) die Form
F(U) ~ (U~ U (3.64)
hat, erhalten wir fiir kleine Werte von AU/(U — U,)
= n % (U = U1 g (3.65)

Fiir v/9" = 1 reduziert sich dieser Ausdruck auf = ~ a1/, ergibt also eine Kon-
stante. Fir v/9’ < 1 divergiert die Differenzfunktion = wenn U nach U, geht; fiir
v/ > 1 geht die Differenzfunktion = gegen Null wenn U nach U, geht. Es ist
offensichtlich, daf = niitzlich ist, um effektive kritische Exponenten zu bestimmen,
da fitr v = 74" der Parameter U, wegfallt. Die Existenz von Crossover-Effekten in den
effektiven Exponenten fir U — U, kann aus dem Verhalten der Differenzfunktion
als Funktion von U gefolgert werden: Ist die Krimmung von = positiv oder negativ,
hat man v < 4" oder v > .

In den Abbildungen 3.6(b) und 3.7(b) zeigen wir die Differenzfunktion = fiir die
Winkel § = 7/2 und 8 = 14.25°. Die Differenzfunktion wird dabei immer fir direkt
benachbarte Datenpaare berechnet. Offene Symbole bezeichnen Daten mit v’ = 1; in
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Abb. 3.6(b) sind die Differenzfunktionen fir ({} (Kreise ) und £, (Quadrate)} gerade
Linien fiir die erreichbaren Lingenskalen, was zeigt, daB tatsdchlich ¢ = v; = 1. In
Abb. 3.7(b) divergieren die Differenzfunktionen mit 4’ = 1 fiir U — U, — 0; dies zeigt,
da der kritische Exponent kleiner als eins ist. Die gefiillten Symbole bezeichnen
Z[{D), 4] (Kreise) und Z[¢),v1] (Quadrate), nun mit den Exponenten 3 = 0.71
und v; = 0.71, die wir durch das Fitten erhalten haben. Wieder erhalten wir
gerade Linien, was zeigt, daB kein systematischer Trend zu grofieren (universellen)
Exponenten in dem Datenbereich, den wir betrachten kénnen, vorliegt.
Wenn die Funktion folgendermafBlen definiert ist,

F(U)ma(U—-U)" +b, (3.66)

also eine zusdtzliche Konstante enthilt, erhalten wir wieder fiir kleine Werte von
AU/(U = U,) und fiir v/ = 4

Zx g - 77“ A (3.67)

Eine zusitzliche Konstante b in den Daten hat also eine deutliche Signatur und kann
somit von einem abweichenden Exponenten, 4’ # -, unterschieden werden.

3.4.4 Der unsymmetrische Fall

Wir betrachten nun unsymmetrische Fadensysteme, fiir die K; # K gilt, wobei
die limitierenden Fille K; = oo und K3 = oo mit eingeschlossen sind. Die Lini-
enspannungen bestimmen das Dickenverhiltnis der Potentialstreifen, dis/ds3, und
den Keilwinkel # nur @iber die Verhaltnisse ¢; und g¢s, siche (3.7) und (3.9). Das
kritische Verhalten des Drei-Faden-Systems ist also durch die beiden Linienspan-
nungsverhiltnisse vollstindig parametrisiert.

In Abb. 3.12 zeigen wir, wie sich das System von drei Faden, parametrisiert
durch ¢; und ¢s, in dem viel allgemeineren Parameterraum des Potentialkeiles, be-
stimmt durch dy2/ds3 und 8, darstellen lifit. Mit den reskalierten Versionen der

Linienspannungsverhiltnisse,

p!1 1 qs 1
= = = = , 3.68
Ql e +1 1+K2/I{1 Q3 g3+ 1 1+I(2/K3 ( )

lassen sich die beiden Parameterrdume fiir I5, = I3, wie folgt verkniipfen:

Qs _ 1
Qi +Qs  {(dinfds)?+1 (3.69)

und

Q1Qs = cos® 4. (3.70)
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Abbildung 3.12: Parameterraum fiir einen Faden in einem (1+2)-dimensionalen Keil
mit Offnungswinkel 8 und Potentialstreifen an den Winden, die ein Dickenverhslt-
nis dys/dy3 haben. Die verschiedenen Linien entsprechen konstanten Werten der
Parameter ¢, oder g3, die das Drei-Faden Problem charakterisieren. Die Kreise be-
zeichnen Parameter der Transfermatrix (offen) und der Monte Carlo Rechnungen
(gefiillt). Die dicken Linien mit @; = 1, @1 = @3 = 0 und @3 = 1 geben die
Grenzfille fiir drei Fiden in zwei Dimensionen an, bei denen jeweils einer der drei
Faden unendlich steif ist, also K} = oo, K; = oo oder K3 = oo. Die vertikale Linie
mit dys/dss = 1 bezeichnet symmetrische Biindel mit K; = K3, wo alle drei Faden
gleichzeitig entbinden. Seitlich dieser Symmetrielinie entbinden die dufleren Faden
bei unterschiedlichen Werten der Potentialtiefe, U}, # Uj;. Die Parameterwerte
der mit (a), (b) und (c) bezeichneten unsymmetrischen Systeme sind in Tabelle 3.2

aufgefiihrt.
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Die verschiedenen Linien in Abb. 3.12 bezeichnen Linien auf denen entweder ¢;
oder ¢3 eine Konstante ist . Die drei dicken Linien bezeichnen ¢ = oo(Q1 = 1),
g3 = 0o(@3 = 1) und ¢ = g3 = 0(Qy = Q3 = 0); diese Parameterwerte entsprechen
den limitierenden Fillen des Drei-Faden-Problems, in denen jeweils einer der drei
Fiden unendlich steif ist und einer harten Wand entspricht.

Offensichtlich ist nur der Bereich innerhalb der drei dicken Linien erreichbar,
wenn man mit drei Fiden startet. Um diesen Bereich zu verlassen, mufl man min-
destens eine der Fadenspannungen negativ wihlen, was physikalisch nicht sinnvoll
ist. Nichtsdestoweniger entspricht dieser Bereich einem wohldefinierten physikali-
schen Problem, namlich dem der Entbindung eines Fadens aus einem dreidimen-
sionalen Keil mit Offnungswinkel # und Potentialstreifen an den Wanden, die im
Dickenverhaltnis dy;/d»3 zueinander stehen. Daraus folgt, daBl die Grenzen des Be-
reichs fiir die Entbindung von drei Faden in (1 + 1) Dimensionen in keiner Weise
singuldr oder speziell sind. Die Parameterwerte, fiir die wir Transfermatrix Rech-
nungen durchfiihrten, sind durch offene Kreise bezeichnet, die Monte Carlo Simu-
lation durch einen gefiillten Kreis. Die meisten TM Rechnungen entsprechen dem
symmetrischen Fall, also einem Potentialkeil mit dyo/dz3 = 1.

Die dicke horizontale Linie mit ¢}; = @3 = 0 repréisentiert alle Systeme mit
K; = oo, wo also der mittlere Faden einer harten Wand entspricht. Wie bereits
erwahnt, separiert hier der Hamiltonian in den beiden Abstandskoordinaten, und
das Problem 148t sich exakt l6sen. Als Ergebnis entbinden dann die beiden Fiden bei
verschiedenen Potentialtiefen, sobald K; # K3. Um dieses Ergebnis zu prazisieren,
bezeichnet man die kritischen Potentialtiefen des oberen und unteren Fadens durch
U, und U, Mit den im Anhang A.2 hergeleiteten exakten Ergebnissen fiir das
Zwei-Faden-Problem erhdlt man fiir das Verhdltnis im Kontinuumslimes und fiir
1{2 = 00

Y _ %. (3.71)
12 3
Nur fiir dy2/d23 = 1 entbinden die Fiden gleichzeitig.

Fiir K, # oo fiihrten wir drei Berechnungen fiir unsymmetrische Systeme durch,
bei denen zwei Faden von einer harten Wand entbinden; die Spezifikationen sind in
Tabelle 3.2 aufgelistet. Die Diskretisierung fiir Fall (a) ist in Abb. 3.13 gezeigt. Hier
enthinden zwei gleiche Fiden von einer harten Wand, also ¢; = 1. Dabei sind die
gemessenen Exponenten 115 = 1.01 £ 0.01 fiir die erste Entbindung bei Uy, = 0.441
und 23 = 1.1 £ 0.1 fiir die zweite Entbindung bei U, = 0.316. Daten fiir {{;5)
und (iz3) werden in Abb. 3.14 zusammen mit den gefitteten Kurven gezeigt. Die
Daten fiir {l,3) sind stark von der GrdBe des Systems abhéngig. Dies ist verstéind-
lich, da zwischen Uf, und Uj; die Verteilung in der unteren Region B in Abb. 3.13
lokalisiert ist und daher die endliche GroBe des Systems spiirt. Da der obere Faden
in diesem Bereich bereits entbunden ist, ist U5, einfach der Wert fiir die Entbin-
dung von einem einzigen Faden von einer harten Wand, fiir die wir U, = 0.3203

a0




| s = Ki/K, | ¢ = K3/ K, | Keilwinkel 8 | 22,/23, | Uz, |

(a) 1 oo 7 /4 1/v2 | 0.4412
(b) 4 0o arctan(1/2) | 2/v5 | 0.3568
(c) 9 o0 arctan(1/3) | 3/v/10 | 0.3413

Tabelle 3.2: Aufstellung aller unsymmetrischen Drei-Fadensysteme, die mit Trans-
fermatrix Methoden studiert wurden. Hierbei entspricht Faden 3 einer harten Wand,
und nur das Linienspannungsverhiltnis von Faden 1 und 2, ¢;, wird variiert. Abb.
3.13 zeigt die Diskretisierung fiir Fall (a). Fiir alle drei Fille ist 25; = I, somit ist
Usa = 0.3203.

f\,zioz

-

1 Zy3

Abbildung 3.13: Diskretisierung fiir das asymmetrische Fadenbiindel mit K5 = oo
und K, = K,. Der Keilwinkel ist § = 7 /4, das Verhiltnis der Dicken der beiden
Potentialstreifen ist 29,/25; = 27Y/2. Die drei Regionen A, B, und C entsprechen
Regionen unterschiedlicher Potentialtiefen, wie in Abb. 3.3.
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Abbildung 3.14: Zwei aufeinanderfolgende Entbindungsiibergénge fir zwei identi-
sche Fiden an einer harten Wand. Die beiden Fadenabstinde (l12) und (l33) divergie-
ren fiir verschiedene Potentialtiefen Uf, und US;, aber mit universellen Exponenten.

fiir z° = 1 exakt berechnet haben (Anhang C) und v = 1 wissen (Anhang A). Fiir
alle drei in Tabelle 3.2 aufgefiihrten Systeme benutzen wir eine Diskretisierung mit
23, = 1, so daB Ug; = 0.3203 fiir alle Fille; die Differenz der kritischen Potentialtie-
fen, Uf, — Ug;, wird kleiner fiir groer werdendes ¢; und verschwindet wahrscheinlich
erst fiir ¢; = oco. Deshalb schlagen wir vor, dal die drei Fiaden nicht nur fir den
exakt 16sbaren Fall § = 7 /2, sondern immer wenn dz;/dzs # 1 ist in zwei aufein-
anderfolgenden getrennten Ubergingen entbinden. Daraus folgt, daB die vertikale
Linie mit dj2/dzs = 1 eine multikritische Linie ist: auf dieser Linie entbinden die
drei Faden gleichzeiiig; neben dieser Linie gibt es zwei aufeinanderfoigende Entbin-
dungsiiberginge.

Alle Resultate fiir den symmetrischen und den unsymmetrischen Fall zusam-
menfassend, kénnen wir nun ein schematisches globales Phasendiagramm angeben
(Abb. 3.15). Die vertikale Achse gibt die reduzierte Temperatur an, die im Konti-
nuumslimes als ¢ = (V°(K; + K3))~V/?(T/1°) definiert werden kann. Die horizontale
Achse miBt die Asymmetrie des Fadenbiindels, und die dritte Achse ist ein MaB
fiir die relative Linienspannung des mittleren Fadens in Einheiten des Keilwinkels
6. Bei hohen reduzierten Temperaturen sind alle Faden entbunden, fiir niedrige
Temperaturen sind sie alle gebunden. Fiir mittlere Temperaturen und weg von der

Symmetrieebene (definiert durch (K; — K3)/(K; + K3) = 0) sind zwei der Faden
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gebunden und der dritte hat sich bereits abgeldst.

An dem mit dem gefiillten Kreis bezeichneten Punkt ist gerade K3 = oo, In
der Ebene mit konstantem 8 liegen dann zwei exakt bekannte Ubergangslinien, die
sich bei (K; — K3)/(K; + K3) = 0 unter endlichem Winkel kreuzen. Hier sind alle
Ubergiinge universell, also ¢ = 1.

Fiir beliebige Winkel erhélt man dann insgesamt vier Flichen universeller Ent-
bindungsiiberginge, die sich in der Symmetrieebene an einer multikritischen Linie
treffen. Dies ist die einfachste Topologie, die mit unseren Daten {ibereinstimmt.

Wenn nun der mittlere Faden flexibel wird, dabei nimmt der Keilwinkel ab,
bewegt man sich nach hinten. Die Daten zeigen nun eine Abhéngigkeit der effek-
tiven kritischen Exponenten von dem Winkel. Da die Fliachen, auf denen immer
ein einzelner Faden entbindet, durch den universellen Exponent 3 = 1 charakte-
risiert sind, und auf der multikritischen Linie fiir § < 7/2 aber ¢ < 1 zu gelten
scheint, ist es plausibel, daf die Flichen nun mit einem Winkel von Null auf der
multikritischen Linie zusammenkommen. Dies hingt aber natiirlich von dem Wert
des Crossoverexponenten ab, der durch das Verhiltnis der Dimensionen der beiden
relevanten Skalenfelder an der multikritischen Linie (in unserem Falle Temperatur
und Asymmetrie des Fadenbiindels) bestimmt ist. Unabhingig davon erwartet man
Crossoverflichen neben den universellen Entbindungsflichen, auf denen das kriti-
sche Verhalten von nichtuniversellem zu universellem Verhalten {iberwechselt. Die
multikritische Linie sollte tatsichlich horizontal sein, da die Ubergangstemperatur
nicht von dem Winkel # abhéngt, wie in Abschnitt 3.4.2 gezeigt wurde.
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Abbildung 3.15: Globales Phasendiagramm fiir die Enthindung von drei Faden mit
beliebigen Linienspannungen. Im oberen Teil, fir hohe Temperaturen oder kleine
Werte der attraktiven Wechselwirkung, sind alle Fiden entbunden; im unteren Teil,
fiir niedrige Temperaturen oder starke Attraktion, sind alle Fiden gebunden. Fir
mittlere Temperaturen und seitlich der Symmetrieebene sind nur zwei der drei Faden
gebunden. Die vier Flichen entsprechen universellen Entbindungsibergingen und
treffen sich alle in einer tetrakritischen Linie in der Symmetrieebene definiert durch
K; = K3. Fir 0 = n/2, diese Ebene enthilt den gefiillten Kreis, kann das Problem
exakt gelost werden; hier treffen sich die I“Jberga,ngslinien mit endlichem Winkel,
und das kritische Verhalten am Schnittpunkt ist auch universell. Die Transferma-
trixrechnungen ergeben nichtuniverselles kritisches Verhalten mit ¢ < 1 fiir die
tetrakritische Linie fiir 8§ < 7/2; dann ist es wahrscheinlich, daB sich die Flachen
mit verschwindendem Winkel schneiden, es sei denn, der Wert des Crossoverexpo-
nenten ist eins. Da die Skalendimension von % steigt, wird fiir verschwindenden
Schneidungswinkel ein horizontales Treffen der universellen Ubergangsflichen nahe-
gelegt. Den Ergebnissen in Abschnitt 3.4.3 folgend, sollte die multikritische Linie
tatsachlich horizontal verlaufen, also nicht von 8 abhingen.
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Abbildung 3.16: Das keilformige Potential fiir drei Fiden mit kastenformigen Wech-
selwirkungspotentialen zwischen allen Fadenpaaren, definiert durch Hamiltonian
(3.2) mit der zusdtzlichen Dreipunktwechselwirkung (3.72).

3.5 Wechselwirkung zwischen iibernichsten
Nachbarn

Hier behandeln wir den Effekt einer kurzreichweitigen Wechselwirkung zwischen
iiberndchsten Nachbarn fiir den Fall von drei Fiden. Als Resultat der Transfer Ma-
trix Berechnungen finden wir, dafl diese Art der Wechselwirkung tatséchlich relevant
ist und das kritische Verhalten modifiziert. Wir erhalten das komplette Phasen-
diagramm mit dem Verhaltnis der Wechselwirkungsstarken zwischen nichsten und
tibernédchsten Nachbarn als zusitzlichem Parameter, wobei die Wechselwirkungen
durch Kastenpotentiale gegeben sind.

Im theoretischen Jargon entspricht diese Wechselwirkung einer Dreipunktwech-
selwirkung, da sie nur wirkt, wenn alle drei Fiden aneinander gebunden sind. Die
zweidimensionale Potentialform ist in Abb. 3.16 dargestellt. Das Verhiltnis zwi-
schen den beiden Wechselwirkungsstirken wird durch £ = V°/Vj3, festgelegt. Der
Hamiltonian ist durch Ausdruck (3.2) gegeben, welcher mit folgendem Anteil ergénzt
ist:

Ve, —2V° fiir by, by < I° |
Vizy(hz, I23) ={ 0(3} ;:;s;z @ . (3.72)

Fiir £ = 1/2 ist keine Dreipunktwechselwirkung vorhanden, und das Gesamtpo-
tential ist eine reine Uberlagerung der Wechselwirkungen zwischen nachsten Nach-
barn. Dies entspricht dem in den vorigen Abschnitten behandelten. Fall.

Fiir ¥ < 1/2 ist die Dreipunkt-Wechselwirkung attraktiv; fiir © = 0 verschwin-
det die Zweipunktwechselwirkung, also V° = 0, und man erhilt das Necklace Mo-
dell. Genau wie in Abschnitt 3.4 definieren wir die reduzierten Potentialstirken der
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Abbildung 3.17: Die ersten vier Momente (r™)*/™ des radialen Abstandes fiir a)
% =1/2, den exakt losbaren Fall, mit Uf, = 0.6406, b) ¥ = 1/3 mit U, = 0.5141,
und die Momente m = 1 — 6, 8, 10 (in dieser Reihenfolge von unten nach eoben
geplottet) fiir ¢} ¥ = 1/5 mit U, = 1.1015, und d) £ = 0 mit U, = 1.26908
in doppelt-logarithmischer Auftragung, wobei £ = Uj3/Uz). Die Steigungen der
Geraden geben die Exponenten v, an. _
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Zweipunkt- und Dreipunkt-Wechselwirkung, Uyg) und Ugs), wie folgt:

Az_ Az,
Vg =-V U = = Vo) (3.73)
Die Reichweite der Zweipunktwechselwirkung, also die Dicke der Potentialstreifen,

ist fiir alle Transfer Matrix Rechnungen durch z° = 1 gegeben.

3.5.1 Wechselwirkung zweier Fiden durch eine
harte Wand

Hier betrachten wir den Fall, wo der mittlere Faden unendlich steif ist und einer
harten Wand entspricht, also § = 7/2. Dann gibt es zwei exakt 16share Grenzfille,
ndmlich £ = 0, das Necklace Modell, und ¥ = 1/2, zwei durch eine harte Wand
getrennte Faden ohne Dreipunkt-Wechselwirkung. In Abb. 3.17 zeigen wir Momente

des radialen Abstandes, r = /13, + [2;, die wie
(r™ Y™~ (Uggy — Uggy) ™ (3.74)

skalen. Fir ¥ = 1/2 wird das kritische Verhalten akkurat durch v, = 1 (fir
m = 1,...,;4) beschrieben, wie durch die Geraden mit Steigung 1 in Abb. 3.17(a)
verdeutlicht wird., Fir £ = 1/3, Abb. 3.17(b), erhalten wir v, = 0.60 &+ 0.02,
vy = 0.61 £0.02, v3 = 0.63 £+ 0.02 und v, = 0.64 £ 0.02. Innerhalb der numerischen
Ungenauigkeit skalen die Momente hier also noch mit gleichen Exponenten. Fir
¥ =1/5, Abb. 3.17(c), jedoch erhalten wir Exponenten, die von v, = 0.115 £ 0.005
bis g = 0.44 % 0.02 stark mit m variieren. Fiir ¥ = 0 stimmen die gemessenen
Exponenten gut mit den vom Necklace-Modell vorhergesagten Exponenten iiberein.

Der Exponent der parallelen Korrelationslénge, v, hingt in vergleichbarer Weise
von dem Parameter £ ab, wie aus Abb. 3.18 zu ersehen ist. Dort zeigen wir die
Ergebnisse fiir & fiir vier verschiedene Werte von X. Fiir ¥ < 1/4 erhalten wir
y| =~ 1, was einen Entbindungsiibergang erster Ordnung andeutet. Fiir die Werte
von ¥ wo v > 1 ist, gilt in guter Naherung die Skalenrelation vy, = 7/2.

In Abb. 3.19(a) zeigen wir das Phasendiagramm als Funktion der Starken der
beiden Wechselwirkungen, Uy und Ugz). Das Kreuz bezeichnet das exakte Resultat
fiir verschwindende Dreipunkt-Wechselwirkung, die offeren Kreise geben die Ergeb-
nisse der Transfer Matrix Rechnungen an. Fiir Upg) > 0.3203 ist das System immer
im gebundenen Zustand.

Wieder erhalten wir nichtuniverselles kritisches Verhalten, diesmal als Funktion
des Parameters %. Die Analogie des kritischen Verhaltens mit dem in Abschnitt
2.3 dargesteliten Verhalten von zwei Fiden in Anwesenheit eines langreichweitigen
Potentials ~ 1/I? legt es nahe, wieder die reduzierte Amplitude w des effektiven
abstofenden Potentials {iber die Beziehungen (2.37) und (2.40) zu berechnen. In
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Abbildung 3.18: Doppelt-logarithmischer Plot der parallelen Korrelationslinge &
fir ¥ = 1/2, 1/3, 1/5 und £ = 0, wobei die Achsen geeignet skaliert sind. Die
Exponenten sind v = 1.92 4 0.02 fir ¥ = 1/2, »y = 1.38 £ 0.02 fiir ¥ = 1/3,
v = 1.06 £0.02 fiir ¥ = 1/5 und y; = 1.00£0.02 fiir ¥ = 0, wie durch die Geraden

angedeutet wird.
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Abbildung 3.19: a) Phasendiagramm fiir allgemeine Starken der Wechselwirkungen,
Uz) und U(z). b) Amplitude w der effektiven Wechselwirkung ~ 1/r? als Funktion
von Ufy; hier gibt es zwei exakte Ergebnisse, die durch Kreuze gekennzeichnet sind.
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Abb. 3.19(b) zeigen wir die resultierende Amplitude w als Funktion von Up,). Die
beiden Kreuze geben die exakten Ergebnisse wieder, nimlich w(Up) = 0} = 3.75,
was dem Necklace Modell entspricht, und der Fall mit verschwindender Dreipunkt-
Wechselwirkung, w(E = 1/2) = 0. Die Ergebnisse zeigen, daB das kritische Verhal-
ten zwischen diesen beiden Fillen kontinuierlich variiert. Wir berechnen w fiir alle
gemessenen Exponenten separat; in der Abbildung zeigen wir die daraus errechneten
Mittelwerte und die resultierenden Fehier.

In Abb. 3.20 und 3.21 zeigen wir dreidimensionale Plots der durch (3.43) defi-
nierten Wahrscheinlichkeitsverteilung W(l3, l33), die der Losung der korrespondie-
renden Schrodingergleichung entspricht. Fir das Necklace Modell, fiir das ¥ = 0
gilt, ist diese Verteilung fiir eine Potentialstarke von Ug) = 1.269 berechnet, was
sehr nahe an der kritischen Potentialstirke Ug, = 1.26908 liegt. Die in Abb. 3.20
gezeigte Verteilung ist trotz der Nihe zum Entbindungsiibergang noch sehr in der
Ecke konzentriert, wo sich auch alle Konturiinien treffen. Fiir ¥ = 1/3 berechnen
wir die Verteilung fir Uz = 0.924, wo wir (li;) = (l33) = 5.05 erhalten (wo-
bei U = 0.9141). Hier sind die Konturlinien auch stark gebogen, aber treffen
mit endlichem Winkel auf die Rander des Potentialkeils. (In Abb. 3.26 wird die
Wahrscheinlichkeitsverteilung W(li3, I25) fiir verschwindende Dreipunktwechselwir-
kung gezeigt.)

Die hier vorgestellten Ergebnisse fiir § = 7 /2 zeigen, dal das kritische Verhalten
auf den numerisch erreichbaren Lingenskalen durch die Dreipunktwechselwirkung
modifiziert wird. Der gleiche Effekt sollte auch fiir andere Winkel des Potentialkeils
beobachtbar sein, insbesondere fiir § = /3, was dem Fall von drei gleichen Fiden
entspricht.

3.5.2 Relevanz fiir Lipidmembranen

Um die experimentelle Relevanz der im letzten Abschnitt vorgestellten Ergebnisse
fiir die Entbindung von Lipidmembrane_nstapeln zu ermitteln, mufl man das Verhalt-
nis von der Wechselwirkung zwischen nachsten und {ibernidchsten Nachbarn abschéat-

Zon
LIN2d

Fiir Membranen der Dicke §, die einen Abstand von ! zueinander haben, ist
die Van-der-Waals Attraktion zwischen {ibernichsten Nachbarn unter der Voraus-
setzung der Additivitdt der mikroskopischen Krifte in Analogie zu (2.13) gegeben

durch

W 1 2 i
Yw(l) = -1 ((1 T2 (@it 20r T @y 35)2) ' (3.75)
Fiir I > 6 erhalt man daraus
Wé?
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was um den Faktor 16 kleiner als der Ausdruck (2.14) fir die Wechselwirkung zwi-
schen néchsten Nachbarn ist. Dieser Faktor wird fiir kleinere Abstande eher gréfler,
da die Wechselwirkung der dufleren Membranen durch die in der Mitte vorhandene
Membran zusétzlich abgeschwicht werden sollte, und stellt also eine untere Schranke
dar. Fiir diese Schranke erhilt man durch Interpolation 1 ~ 0.9992; die Abweichung
vom universellen Wert 3 = 1 ist also vernachlissigbar fiir Lipidmembranen. Auch
der Einfluf auf die Adh&sionstemperatur ist vernachldssigbar. In realen Systemen
kommen zusatzlich noch Wechselwirkungen zwischen iiberiiberniachsten Nachbarn
(und so weiter) hinzu, die aber zusammengenommen nicht ins Gewicht fallen.[62]

Fiir Stufen auf Oberflichen konnten Wechselwirkungen zwischen dibernachsten
Nachbarn eine wichtigere Rolle spielen, da hier die Oberflichenspannungsrelaxierung
~ iliber den Festkorper relevant ist und die Wechselwirkungen entscheidend beeinflus-
* sen kann.
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Abbildung 3.22: Schematische Gegeniiberstellung eines freien Stapels, bei dem alle
N Fiaden (oder Membranen) die gleiche Elastizitit haben, und eines am flachen Sub-
strat gebundenen Stapels, bei dem die unterste Fliche (hier mit n = 0 bezeichnet)
unendlich steif ist.

3.6 Vier Flachen

In diesem Abschnitt dehnen wir die Diskussion auf bis zu vier Flichen aus. Wir be-
trachten nun sowohl eindimensionale Faden als auch zweidimensionale Membranen,
Wir finden tatsichlich, daB das kritische Verhalten fiir diese zwei sehr verschiede-
nen Klassen von Systemen gleich ist, in f]bereinstimmung mit den in Abschnitt 3.2
vorgestellten Argumenten. Im Falle von Membranen sind Transfermatrix-Methoden
nicht anwendbar, hier miissen wir auf Monte-Carlo Simulationen zuriickgreifen. Der
enorme numerische Aufwand schrinkt die maximale Anzahl von Membranen auf
N < 4 ein. Im Falle von Fiden konnen wir auch das kritische Verhalten fiir N = 4
bestimmen. Tatsdchlich lassen diese beschrinkten Ergebnisse fiir die interessieren-
den Fragen eine Extrapolation nach N — oo zu. Wir beschrinken uns hier auf
zwel Extremfille: den symmetrischen Fall, bei dem alle Flichen durch identische
elastische Konstanten charakterisiert sind, und den asymmetrischen Fall, bei dem
die unterste Flache eine unendlich hohe elastische Konstante besitzt und ein flaches
Substrat darstellt (siche Abb. 3.22). Die Wechselwirkungs-Potentiale sind dabei alle
gleich (und beschrankt auf néchste Nachbarn), auch die zwischen dem flachen Sub-
strat und der ndchsten Flache im asymmetrischen Fall. Diese beiden Fille werden in
Experimenten an Lipidmembranenstapeln untersucht. Im symmetrischen Fall han-
delt es sich um freie Membranenstapel,[30] der asymmetrische Fall wird realisiert
indem ein Membranenstapel an einer festen Oberfliche, typischerweise eine Glass-
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platte, immobilisiert wird.[46] Die hier untersuchten Fadensysteme kdnnten durch
sogenannte Makrosteps auf Metalloberflichen realisiert werden.
Der Hamiltonian fiir N Flichen ist gegeben durch

Hilw} = [ & {N"l K 1Y 4+ 3 V(s ~ b e

n=0 n=0

wobei wieder s = 1 fiir Fiden und s = 2 fiir Membranen gilt. Die elastischen
Konstanten unterscheiden zwischen dem symmetrischen Fall mit

K,=K fir n=0,...,N—1, (3.78)

und dem asymmetrischen Fall, fiir den

oo fiir n=0
K"‘{K fir n=1,...,N—1 (3.79)

gilt, wobei Ky = oo dem flachen Substrat entspricht. Die Wechselwirkung ist wieder
definiert durch ein Kastenpotential und gegeben durch

oo for 1<0
Vi}=¢ V° for0< I<l° (3.80)
0 forl®< I,

wobei hier V¢ < 0 fiir attraktive Wechselwirkungen gilt. Fir Membranen ent-
spricht dieses Potential, insoweit universelle Aspekte betroffen sind, der Van-der-
Waals Wechselwirkung, da beide Potentiale kurzreichweitig in dem Sinne sind, daf
sie schneller als 1/1* abfallen (sieche Abschnitt 2.3).

Die z-Koordinate wird mit einer Gitterkonstante Az diskretisiert, das in (3.77)
definierte Problem héngt dann nur von den beiden Parametern U = —(Az)*V°/T

und o = I"}h/K [2T'(Ax)* ab. Wir berechnen die mittleren Abstinde zwischen den
Flichen, definiert als

X o B R | I M1
(Oin} = \in iﬂ_”, (o.81)

und die entsprechenden Korrelationslingen £, und §,.

3.6.1 Monte Carlo Algorithmus fiir Membranen

In den Monte Carlo Simulationen wird das zweidimensionale Koordinatensystem
x reprasentiert durch ein Quadratgitter z(*¥) mit der Gitterkonstante Az. Die
Konfiguration der nten Membran ist dann festgelegt durch I() = I, (x(9)). Der
diskretisierte Laplaceoperator hat die Form

vﬁl(i,j) = Ji+15) l(i,f+1} 4 J6-19) 4 gGd=1) _ 406) (3.82)
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Wir benutzen einen single-site-move Algorithmus, bei dem wir die Energien zweier
Konfigurationen {/x} und {Iy} vergleichen, die sich durch den Wert einer Hohenva-
riablen an der Position (%, j) unterscheiden; ist die Energiedifferenz negativ, wird der
move angenommen, ist sie positiv, dann ist die Annahmewahrscheinlichkeit durch
das Boltzmanngewicht der Energiedifferenz, exp(—AH/T), gegeben.[6] Die Energie-
differenz des elastischen Anteils ist gegeben durch

ARY = HI({In}) - H({In}) =
% (VA 4 VR 4 GG 4 WRIE) 4 TG —
VA — V3 — yRD — yai-1d) — gIeD) o (3.83)
Durch Einsetzen der Definition des diskretisierten Laplaceoperators erhilt man
AR = K {(f’(j.j} - ];(:',j)‘ (I,(:H-z,j) + IS:',H?) + 1;1:'-2.:') + 1’(:',3'—2)_1_
9 [lg+1,j+1) + I’(:'-l,j+1) + 11(:'+1,j—1) + Ig:'al,j—l)] _
8 [1(+1) 4 gGd+1) 4 16=19) 4 gGa=D] 410 [0 — 16])} . (3.84)

Da, die Energiedifferenz nur von nichsten und {iberndchsten Nachbarn abhangt, kann
man das Quadratgitter in fiinf einander durchdringende Untergitter unterteilen, so
daB die elastische Energiedifferenz (3.84) eines moves auf dem einen Untergitter nur
von den Hohenvariablen auf den anderen vier Untergittern abhingt. Dann kann
man die Berechnung der Energiedifferenz vollstindig vektorisieren, wobei fiinf die
minimale Anzahl von Untergittern darstellt, mit der dies méglich ist. Die fiinf Un-
tergitter sind selber Quadratgitter mit der Kantenlange +/5Az. Nichste Nachbarn
auf demselben Untergitter sind also durch Rosselspriinge auf dem Grundgitter ver-
bunden. Mit diesem Algorithmus erzielen wir eine sehr gute Vektorisierung auf einer
Cray Y-mp mit Geschwindigkeiten von groler als 140 MFlops/s. Das Gitter besteht
dabei typischerweise aus 3920 diskreten Punkten, mit kontinuierlichen Héhenvaria-
blen. In den meisten Liufen fithren wir 107 Monte-Carlo Schritte (MCS) durch,
wobei ein MCS einem single-site-move pro Gitterplatz entspricht. Die reduzierte
Reichweite des Potentials ist in allen Simulationen /° = 0.0185.

3.6.2 Identische Fliachen

In Abb. 3.23 zeigen wir unsere Monte Carlo Resultate fiir einen symmetrischen
Stapel von drei identischen Membranen. Hier verhalten sich die beiden mittleren
Abstande wieder gleich und wir definieren (6) = (61;}/2 + (613)/2 (und analog fiir
die anderen Lingenskalen). Die parallele Korrelationslinge wird abgeschitzt durch
&) = aexp2w((V81)%) /T), siehe Abschnitt 4.5.[60] Abb. 3.23(a) zeigt das Verhalten
von (6!) und &, als Funktion von der parallelen Korrelationslange in einem Log-
Log-Plot. Die Daten ndhern sich der Geraden mit Steigung eins fiir grofe Werte
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Abbildung 3.23: Monte Carlo Ergebnisse fiir drei identische Membranen. (a) Daten
fiir die Rauhigkeit £, und den mittleren Abstand (6!} skalen wie die parallele Kor-
relationslinge ¢, geniigend nahe am Ubergang, wie durch die Gerade mit Steigung
eins verdeutlicht wird. (b) Doppeltlogarithmischer Plot aller Langen als Funktion
der reduzierten Potentialstirke U — U, wobei U, = 2.785 &+ 0.01. Die Steigungen
der Geraden entsprechen den gefitteten Exponenten. Die vertikalen Linien geben
die numerischen Fehler an.

der parallelen Korrelationslinge, was bedeutet, dafl asymptotisch ¢ = vy = p)
gilt.[14] Wir fitten die Daten an ein Potenzgesetz und erhalten U, = 2.785 +£ 0.01
und ¥ = 0.91 £0.04, v; = 0.83 +£0.10, und # = 0.93 £ 0.06. In Abb. 3.23(b)
zeigen wir die Daten als Funktion der Potentialtiefe I/ —U,. Der Adhésionsiibergang
fir zwei Membranen liegt bei U, = 2.78 &+ 0.01 (Abschnitt 3.6.3), was innerhalb
der Fehlergrenzen nicht von dem Wert fiir die Entbindung von drei Membranen
zu unterscheiden ist. Bei Membranen hingt die kritische Tiefe des Potentials also
nicht davon ab, ob man zwei oder drei Membranen betrachtet; dies ist vollkommen
analog zu dem Fall von Faden (Abschnitt 3.4.2). Abb. 3.24 zeigt Schnitte durch
zwei typische Membranenkonfigurationen bei U = 3.5 und U = 3.0. Die Membranen
erscheinen sehr rauh, was anschaulich demonstriert, daf§ (6) ~ £, , wie man in Abb.
3.23(b) sehen kann und wie fiir mit Kastenpotentialen wechselwirkende Fiden in
Anhang A.2 exakt gezeigt wird.

In Abb. 3.25 zeigen wir unsere Transfermatrix Ergebnisse fiir N identische Faden
mit N = 2, 3 und 4, wobei die Diskretisierung hier die reduzierten Potentialreich-
weiten ° =1, v/3/2, und v/2 diktiert. Fiir drei gleiche Faden erhalten wir nach Eli-
minierung der Schwerpunktkoordinate einen Potentialkeil mit einem Offnungswinkel
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Abbildung 3.24: Schnitt durch typische Konfigurationen der drei Membranen bei der
Monte Carlo Simulation. Der Schnitt enthalt 112 diskrete Konfigurationsdaten. Die
Schwerpunktkoordinate ist durch die durchgezogene Linie bezeichnet und wird fiir
die graphische Darstellung konstant gehalten. Tatsichlich ist die Schwerpunktkoor-
dinate stark aufgerauht, da sie ohne Wirkung eines Potentials frei diffundiert. Die
Dicken der Membranen entsprechen den Reichweiten der Kastenpotentiale, [ = 1.
Der Adhasionsiibergang findet bei U, = 2.785 &+ 0.01 statt. (a} Konfiguration fiir
U = 3.5; hier sind die mittleren Abstinde (6l) = 6.6, wie durch die gestrichelten
Linien angedeutet wird. (b) Konfiguration fiir I/ = 3.0; hier ist (6} = 21.6.
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Abbildung 3.25: Transfermatrixergebnisse fiir den symmetrischen Fall von N iden-
tischen Faden mit N = 2, 3 und 4 als Funktion der reduzierten Potentialstarke
u = (U—-UN))/U:(N). (a) Fadenabstinde (67} skalieren mit verschiedenen effek-
tiven Exponenten 1, wie durch die Geraden im doppeltlogarithmischen Plot gezeigt
wird. In der kleinen Teilfigur werden die Exponenten % (o) und v; (x) als Funktion
von N gezeigt; zusdtzlich wird das Monte Carlo Ergebnis fiir v, fiir drei Membranen
gezeigt (o). (b) Erweiterte Datenanalyse mit Hilfe der Differenzfunktion =.

von # = = /3; hier diskretisieren wir das Potential auf einem hexagonalen Gitter. Fiir
die vier gleichen Faden erhilt man nach der Orthogonaltransformation eine dreidi-
mensionale Potentialecke mit den ()ffnungswinkeln 6 = 605 = arccos(1/ \/?;) ~ 54.7°
und f#; = arccos(1/3) ~ 70.5°, wobei an den Randflichen anziehende Potentiale der
Reichweite I° = +/2 zu finden sind. Die Diskretisierung erfolgt auf einem kubischen
Gitter.

Fir N = 4 muf} zwischen dem gemittelten Abstand der mittleren Faden, und
den beiden dufleren Abstinden, deren mittlerer Wert wegen der Symmetrie gleich
sein sollte, unterschieden werden. Wir definieren also

Im Prinzip kénnte der Entbindungsvorgang nun in zwei Stufen ablaufen, indem sich
zuerst die duBeren Fiden ablésen und dann, bei einem niedrigeren Wert der Po-
tentialtiefe, die mittleren Fiden entbinden. Tatsichlich aber divergieren die beiden
Abstande (6lp) und (67} bei dem gleichen Wert U7 = 0.192 £ 0.005. Der Entbin-
dungsiibergang fiir zwei Fiden und der gleichen Potentialreichweite I° = +/2 findet
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Abbildung 3.26: Wahrscheinlichkeitsverteilung fir 8 = n/2 und U = 0.35, wobei
U, = 0.3203; hier ist (l12) = (l3) = 12.2.

Wilhz,l3)

0.1

0.05

Abbildung 3.27: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir § = 7/3 und U = 0.33, wobei
U. = 0.30; hier ist {5} = (l25) = 10.5.
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bei einer kritischen Potentialtiefe von U? = 0.193 £ 0.005 statt (siche Tabelle 3.1).
Die beiden gefundenen Werte sind innerhalb der numerischen Fehlergrenzen nicht
voneinander zu unterscheiden. DaBl zwei Faden bei der gleichen Potentialstirke wie
drei Fiden entbinden, wurde in Abschnitt 3.4.2 auf indirekte Weise geschlossen.
Damit haben wir fir N < 5 numerisch gezeigt, dall

U(N) = U, (3.86)

unabhingig von N gilt, wenn die Potentialreichweiten konstant sind. Es ist zu
vermuten, dafl dies fiir allgemeines N sowohl fiir Fiden als auch fiir Membranen
gilt.

Die Universalitat der kritischen Potentialtiefen steht in Widerspruch zu der be-
obachteten Nichtuniversalitat der effektiven kritischen Exponenten. In Abb. 3.25(a)
zeigen wir die Daten in einem Log-Log-Plot; der kleine Einsatz zeigt die ermittel-
ten Exponenten in Abhangigkeit von N. Fiar N = 2 werden die Daten fiir die
Absténde {§) akkurat durch % = 1.005 + 0.005 beschrieben, in Ubereinstimmung
mit dem exakten Wert ¢ = 1; fiir N > 2 gibt es kleine aber klare Abweichungen
von diesem Wert fiir die erreichbaren Lingenskalen. Dariberhinaus skalieren die
inneren und Aufleren Abstdnde im Falle der vier identischen Fiden verschieden, und
zwar mit Yo = vio = 0.93 £0.02 und ¥; = v,; = 0.87 £ 0.02. Zusitzlich stel-
len wir das Ergebnis fiir ¢ im Falle von drei Membranen dar, erhalten mit Monte
Carlo Simulation, angedeutet durch den gefiillten Kreis. In Abb. 3.25(b) zeigen wir
die Differenzfunktion des mittleren Abstandes E[{6!}] fiir N = 2 und 3 mit %' = 1
(gefiillte Kreise); die Divergenz fiir N = 3 deutet an, daB hier ¢ < 1 gilt. Wenn man
nun = fir N = 3 mit ¢’ = 0.94 plottet (Quadrate), erhalten wir eine ziemlich gerade
Kurve iiber den gesamten Datenbereich. Das bedeutet, dafl es keinen Crossover in
den Daten gibt, wenn man sich dem Entbindungsiibergang nihert. Fiir {6lp) und
(8l5) filr N = 4 berechnen wir = mit ¢’ = 0.9, was genau zwischen den Werten liegt,
die wir fiir die Exponenten 1o und %; erhalten haben, Wie man sehen kann, geht
die Differenzenfunktion fiir den dufieren (inneren) Abstand nach Null (Unendlich)
wenn U nach U; geht, was bedeutet, dafl der Exponent grofler (kleiner) als 0.9 ist.
Fir die Abstande zwischen den Fiden, die numerisch untersucht werden konnten,
hingen die Exponenten also von der Anzahl der Faden ab.

In Abb. 3.26 und 3.27 vergleichen wir die durch (3.43) definierte Wahrscheinlich-
keitsverteilung W(l 3, i23) fiir drei identische Faden (# = x/3) mit der fiir das separa-
ble Problem von einer harten Wand zwischen zwei identischen Faden (6 = = /2). Fiir
den letzteren Fall erhdlt man fiir die Verteilung, die der Losung der korrespondie-
renden Schrodingergleichung entspricht, W ~ e'\/‘_f(’”“””), was durch die geraden
Konturlinien angedeutet wird (Anhang A.2). In Abb. 3.27 weisen die Konturlinien
eine Kriitmmung auf, was zeigt, daf die Losung hier eine kompliziertere Struktur

besitzt.
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Abbildung 3.28: Transfermatrixergebnisse fiir den Fall von N —1 identischen Fiden
an einem flachen Substrat mit N = 2, 3 und 4. (a) Mittlere Abstinde der Faden,
(61,), als Funktion der Potentialstarke U, wobei n = 1 dem Abstand zwischen dem
Substrat und dem untersten Faden entspricht; n = oo entspricht dem Abstand zwi-
schen zwei freien Faden. Die durchgezogenen Linien sind die Fits mit Exponenten
¥ = 1.00 £ §.02 fiir alle Abstinde, die gestrichelten Linien geben die kritischen Po-
tentialstarken U2(n) an. (b) Die kritischen Potentialstiarken U?(n) als Funktion von
1/n? liegen auf einer Geraden. Das Kreuz bezeichnet das im Appendix C hergeleitete
exakte Ergebnis.

3.6.3 Flichen an einem flachen Substrat

ATl San Naaabial MaGnxiaa A VA MU s

Fiir drei gleiche Fiden an einem flachen Substrat erhilt man nach der Orthogonal-

transformation eine dreidimensionale Potentialecke mit den Offnungswinkeln 6; =
arccos(1/+/3) ~ 54.7°, 8, = arccos(1/v/2) = 45° und 85 = arccos(\/Z/_3) ~ 35.3°,
wobei das attraktive Kastenpotential an der Seite mit (")ffnungswinkel 8, = 45° eine
um einen Faktor /2 gréfiere Reichweite hat. Die Diskretisierung erfolgt wieder auf
einem kubischen Gitier.

Abb. 3.28 zeigt mittlere Absténde fiir die Entbindung von bis zu drei Fiden
vom flachen Substrat. Wir zeigen hier Daten fiir (6l,), wobei die Gesamtzahl der
Faden immer gegeben ist durch N = n + 1; der geplottete Abstand ist also immer
der zwischen dem obersten und dem darunterliegenden Faden (siehe Abb. 3.22, wo
die Notation verdeutlicht wird). Die Potentialreichweite ist I° = 1/v/2. Zusitzlich
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zeigen wir auch Daten fiir die Entbindung von zwei identischen Féaden, die durch
oo gekennzeichnet sind, was spiter motiviert wird. Fiir einen gegebenen Wert des
Potentials U finden wir (6l;) < {8l;) fiir ¢ < j; dies verdeutlicht den Einflu des
flachen Substrats auf die benachbarten Faden, deren Rauhigkeit und Abstand zu
den nichsten Nachbarn abnimmt. Dieser EinfluB, der durch benachbarte Fiden
weitergeleitet wird, nimmt natiirlich mit wachsendem n ab; fiir » — oo sollte der
Einflul des Substrats abgeklungen sein, und das Verhalten sollte dort gleich dem
eines freien Biindels sein. Die kritischen Exponenten aller Entbindungen sind uni-
versell und gegeben durch ¥ = 1 £ 0.02; die kritischen Potentialstirken U? sind in
Abb. 3.28(b) als Funktion von 1/n? aufgetragen. Diese Auftragung ergibt in guter
Niherung eine gerade Linie. Der Wert fiir zwei identische Fiden ist bei 1/n? = 0
eingezeichnet, die Daten extrapolieren sehr gut zu diesem Wert hin. Dies ist die
numerische Bestitigung fiir die intuitive Erwartung, da der oberste Faden eines
halbunendlichen Fadenbiindels an einem flachen Substrat bei der gleichen Potenti-
alstirke wie ein symmetrisches Blindel entbindet, also U%(n = oo) = UZ.

Die kritische Potentialstarke fiir die Entbindung des nten Fadens von einem an
ein Substrat gebundenes Biindel ist damit gegeben durch

Ué(e0) - U2(1)

A bl

(3.87)

U2 (n) = U2(o0) -

143

wobei A = 2.0+ 0.2 und U?(n = o0) = UZ.

In Abb. 3.29 zeigen wir Monte Carlo Ergebnisse fiir die Entbindung von bis
zu zwei Membranen von einem flachen Substrat. Die Abstdnde (6/;) und (8l;) fiir
N = 3 (offene und gefiillte Kreise) divergieren offensichtlich fiir verschiedene Werte
der Potentialtiefe U2 (n = 1) und U%(n = 2). Unterhalb von U2(2)sind die Werte fiir
(6ly) fir N = 3 gleich den Werten fiir N = 2 (offene Quadrate), wie man erwartet:
nachdem die oberste Membran eines asymmetrischen Stapels mit N Membranen
entbunden hat, ist das Problem reduziert auf einen Stapel mit nunmehr N — 1
Membranen. Oberhalb von U2(2) driickt die obere Membran die untere niher an
das flache Substrat, wie aus dem Unterschied zwischen (6/;) fir N =2 und N =3
gesehen werden kann; die obere Membran iibt einen Druck auf die untere aus. Indem
wir (6l;) fiir N = 2 und (6l,) fiir N = 3 an ein Potenzgesetz anfitten, erhalten wir
U%(1) = 2.44 4 0.01 mit ¢ = 0.99 £ 0.03 und U%(2) = 2.67 £0.03 mit o = 1.0+ 0.2.
Wieder sind die Einzelentbindungen universell. Die durchgezogenen Linien in Abb.
3.29(a) geben die erhaltenen Fits an, die gestrichelten Linien bezeichnen die kriti-
schen Potentialtiefen. Wir zeigen auch die Ergebnisse fiir die Entbindung von zwei
identischen Membranen, wieder mit co bezeichnet; hier erhalten wir U} = 2.78+0.01
und ¥ = 0.99 £ 0.05. In Abb. 3.29(b) plotten wir die drei kritischen Potentialtiefen
als Funktion von 1/n?, auch hier sind die Daten konsistent mit einem Potenzgesetz
der Form (3.87). Abb. 3.30 zeigt Schnitte durch zwei typische Konfigurationen der
Monte Carlo Simulation von zwei Membranen an einem flachen Substrat.
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Abbildung 3.29: Monte Carlo Ergebnisse fiir Membranen an einem flachen Substrat.
(a) Erwartungswerte des mittleren Abstandes {6l,) fiir eine Membran an einem
Substrat, (O), und fiir zwei identische Membranen, (M). Die Kreise bezeichnen die
beiden Abstdnde fiir ein System von zwei Membranen an einem flachen Substrat.
(b) Kritische Potentialtiefen U/¢(n) als Funktion von 1/n?. Der Pfeil bezeichnet den
in Abschnitt 3.6.2 ermittelten Wert fiir drei identische Membranen.

Aus den in diesem Abschnitt vorgestellten Ergebnissen folgt, daB alle Aussagen
fir Faden direkt @ibertragbar auf Membranen sind. Das Funktionalrenormierungs-
gruppenargument aus Abschnitt 3.2 ist also numerisch bestatigt.

Im Kontinuumslimes mit Az — § sieht man, daB sich die Parameter T', K, V°,
und {° auf einen einzigen Parameter der Form v = V°K (1/T)? reduzieren lassen.
Fiir die kritischen Temperaturen findet man dann

I:(N)=T; (3.88)

fiir den symmetrischen Fall identischer Flichen. Im asymmetrischen Fall hat man
ein (3.87) entsprechendes Gesetz, némlich

1= [T5(00)/T(n)]* ~ 1/n (3.89)

mit A = 2.0+0.2. Im Kontinuumslimes findet man auch, da8l U2({co) = U? = 2U%(1)

ist, woraus folgt, dafl
Té(o0) = TH(1)/V2 =T; (3.90)
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(a)

Abbildung 3.30: Schnitt durch typische Konfigurationen der zwei Membranen an
einem flachen Substrat bei der Monte Carlo Simulation. Der Schnitt enthalt 112
diskrete Konfigurationsdaten. Die Dicken der Membranen entsprechen den Reich-
weiten der Kastenpotentiale, [ = 1. Der Adhésionsiibergang der unteren Membran
findet bei U2(1) = 2.441+0.01, der der oberen Membran bei U2(2) = 2.674:0.03 statt.
(a) Konfiguration fiir U = 2.89; hier ist der untere mittlere Abstand (6;) = 7.6 und
der obere mittlere Abstand {6l;} = 19.6, wie durch die gestrichelten Linien ange-
deutet wird. (b) Konfiguration fiir U = 2.765; hier ist (6l;) = 11.6 und (61,) = 45.5.
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gilt. Dadurch ist ein Temperaturfenster gegeben, in dem alle Entbindungen ei-
nes halbunendlichen Stapels stattfinden. Dieses Fenster wird reduziert durch die
Einfiihrung eines endlichen Cutoffs, wie man aus den numerischen Ergebnissen, Abb.
3.28 und 3.29 sieht.

Im Falle asymmetrischer Stapel oder Biindel 148t sich eine Aussage iber die
makroskopische Gestalt eines halbunendlichen Systems machen: alle Ubergénge sind
universell, der mittlere Abstand zwischen zwei Flachen (61,) ist also gegben durch
{61,) ~ (T*(n)—T)"%, wobei ¢ = 1. Daraus folgt mit (3.87), da8l ein halbunendlicher
Stapel bei T = T? durch ein selbstihnliches Dichteprofil p(z) ~ z~# charakterisiert
ist, wobei z den Abstand vom flachen Substrat bezeichnet und g = Ay /(1 + Avp) =~
2/3 ist.

Im Falle von Stufen auf einer Oberfliche folgt aus dieser Dichteverteilung, da3
ein sogenannter Makrostep an einer attraktiven Kante durch eine Héhenfunktion
h(z) beschrieben wird, die eine Singularitat an der Kante besitzt, 2(z) ~ 2, wobei
© = 1/3. Fiir nicht wechselwirkende Stufen erhilt man fiir das Hohenprofil an einer

Facettenkante den Wert © = 3/2.[89]

3.7 Diskussion

In den letzten Abschnitten haben wir mit Hilfe von numerischen Methoden das
Adhésionsverhalten von Fiden und Membranen unter der Wirkung von kurzreich-
weitigen Potentialen studiert. Dabei zeigen Membranenstapel und Fadenbiindel
vollkommen analoges Verhalten, was eine numerische Bestatigung fiir das in Ab-
schnitt 3.2 formulierte Funktionalrenormierungsargument ist.

Zum einen machen wir Aussagen iiber die Entbindungstemperaturen beziehungs-
weise die kritischen Potentialtiefen, und finden einen grundlegenden Unterschied
zwischen symmetrischen und asymmetrischen Systemen (Gleichungen (3.86) und
(3.87) bzw. (3.88) und (3.89)); hierbei sind die verwendeten Methoden, Transfer
Matrix Iterationen fiir die Fiden und Monte Carlo Simulationen fiir die Membra-
nen, sehr verldBlich und die Resultate robust gegenfiber Finite-Size Effekten und
anderen systematischen Fehlern.

Zum anderen berechnen wir effektive kritische Exponenten, die aber wegen der
durch die Numerik bedingte Einschrinkung auf endliche Langenskalen nicht not-
wendigerweise mit den kritischen Exponenten fiir das asymptotische universelle Ver-
halten {ibereinstimmen. Auch hier unterscheiden sich die symmetrischen Systeme
grundlegend von den asymmetrischen. Die asymmetrischen Adhasionsitberginge,
hierbei divergiert immer nur eine Abstandsvariable, sind durch universelle Expo-
nenten gekennzeichnet. Bei den symmetrischen Systemen, hier divergieren alle Ab-
standsvariablen gleichzeitig, stellen wir Abweichungen von dem universellen Wert
auf den numerisch erreichbaren Lingenskalen fest.
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Es gibt inzwischen mehrere analytische Berechnungen fiir &hnliche Systeme,
die aber alle universelles kritisches Verhalten vorhersagen: Zwei kontinuierliche
Mean-Field Theorien fir den Entbindungsiibergang,[69, 35] eine approximative Ab-
bildung des N-Faden Problems auf ein exakt lsbares Quantenspin-Problem,|7]
und eine Bethe-Ansatz Losung des N-Faden Problems im Limes verschwindender
Potentialreichweite.[36] Zusitzlich berechnen wir mit einer Stérungstheorie den Ef-
fekt von einem Potentialwinkel § < 7 /2 (Anhang D.1), was den Fluktuationseffekt
eines Fadens zwischen zwei anderen Faden beschreibt, und den Effekt einer Drei-
punktwechselwirkung (Anhang D.2); in beiden Fillen ist die Stérung irrelevant in
linearer Ordnung.

Die Frage ist also, ob die in den numerischen Ergebnissen beobachtete Nicht-
. universalitit ein Crossoverphinomen ist, hervorgerufen durch die Nihe eines an-
deren Fixpunktes im globalen Funktionalrenormierungsraum. Die erweiterte Da-
tenanalyse in Abschnitt 3.4.3 macht deutlich, dafi die Daten auf den berechneten
Langenskalen keinen systematischen Trend hin zu universellen Exponenten zeigen.
Natiirlich konnte der Crossover zu anderen, asymptotischen Exponenten auf sehr
grofen Langenskalen einsetzen, die mit den hier verwendeten numerischen Metho-
den nicht erreichbar sind.

Universelles Verhalten bei der Entbindung von N identischen Flichen kénnte
darauf hindeuten, da8 das System faktisch separiert, da dann sowohl die Entbin-
dungstemperaturen als auch die kritischen Exponenten dem des Zweiflichen Pro-
blems entsprichen. Auf der anderen Seite separiert das N-Flichen Problem im
asymmetrischen Fall faktisch nicht. Dies kann dadurch gesehen werden, da N — 1
Flachen an einem flachen Substrat alle bei unterschiedlichen Potentialtiefen ent-
binden {gegeben durch (3.87)), und nicht, wie es faktische Separabilitit nahelegen
wiirde, alle bei der Entbindungstemperatur eines symmetrischen N-Flichen Systems
(mit Ausnahme der untersten, an das Substrat gebundenen Fliche).

Die Frage nach den asymptotischen kritischen Exponenten des N-Flichen Pro-
blems ist also noch offen.
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Kapitel 4

Adhasion durch aufleren Druck

In diesem Kapitel besprechen wir die Entbindung von Fiden und Membranen unter
der Wirkung eines dufleren Druckes. Dieser Vorgang lauft in Analogie zur vollstandi-
gen Benetzung ab.[47} Der Druck wird dabei durch eine lineare Wechselwirkung
zwischen den Flichen beschrieben. Wie in der Einfithrung besprochen, gehért ein
lineares Potential zu dem schwach-fluktuierenden Regime, und das kritische Verhal-
ten folgt aus der einfachen Superposition von direkter Wechselwirkung, dem Druck,
und der fluktuationsinduzierten effektiven Wechselwirkung. Insbesondere findet der
Adhasionsiibergang bei verschwindendem Druck statt.

Dieses Skalenbild wird zuerst getestet und bestatigt fiir den Fall von zwei Faden,
welcher im Schrédingerformalismus exakt gelost werden kann. Diese Rechnung er-
laubt es, die Amplitude ¢g; der fluktuationsinduzierten Wechselwirkung zu bestim-
men. Diese Konstante wurde theoretisch fiir den Fall von Membranen mit verschie-
denen Naherungsmethoden abgeschitzt[31, 15] und auch mit Hilfe von Monte Carlo
Simulationen[40, 41, 28] bestimmt; auch experimentell ist diese Konstante durch
Rontgenstreuung an Multischichtsystemen zuginglich.[92, 93, 90] Dabei wurde eine
quantitative Ubereinstimmung einer harmonischen Approximation von Helfrich mit
den experimentellen Ergebnissen festgestellt; Monte-Carlo Simulationen liefern je-
doch einen Wert, der um einen Faktor zwei davon abweicht. Diese Diskrepanz wird
in Abschnitt 4.6 diskutiert.

Experimentell kann der Druck zwischen Membranen in einem Stapel auf ver-
schiedene Weisen tiber mehrere Grofenordnungen variert werden,{81, 86] und ist
damit als Kontrollparameter gut geeignet. Andererseits ist in vielen experimentellen
Situationen der Abstand zwischen den Membranen durch die Lipid-Konzentration
festgelegt. Der Abstand ist die zum Druck thermodynamisch konjugierte Gréfe.
Die beiden Ensembles (konstanter Druck oder konstanter Abstand) sind einander
dquivalent. Die Beziehung zwischen beiden Ensembles wird hergestellt durch den
Druck, der die Rolle eines Lagrangemultiplikators spielt, mit dem der entsprechende
Abstand eingestellt wird.
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Die Ergebnisse der folgenden Kapitel zeigen, daB die Analogie zwischen Mem-
branen und Fiden auch auf Amplitudenverhéaltnisse der verschiedenen relevanten

Langenskalen zutrifft.

4.1 Zwel Faden

Der Hamiltonian fiir zwei Faden mit Steifigkeit K ist nach der Abspaltung der
Schwerpunktkoordinate (siehe Abschnitt 2.2.2) gegeben durch

K [(dI\?
H= f do (EE) +PL (4.1)

Der zwischen den Faden herrschende Druck £ wirkt nur auf die Abstandsvariable
{, und eine harte Wand fiir [ = 0 ist implizit vorausgesetzt. Die aus (4.1) folgende
Schrédingergleichung lautet

[—T?zgl—z + Pl - E,,] o) =0, (4.2)

die sich mit den Variablentransformationen
y = (PKY/PT-23, (4.3)
en = (PTYPK'V3E, (4.4)

auf folgende Form bringen 1a8t:
5
[.__...ayz +y—- gn] lIl(y) = {]. (4.5)

Mit der Randbedingung ¥(y = oo) = 0 ist die Ldsung gegeben durch
U(y) = C Ay — &), (4.6)

wobei Az eine Airyfunktion und € eine durch die Normierung festgelegte Konstante
ist. Die harte Wand bei [ = § erzwingt ¥(0) = 0, woraus Ai(—&,) = 0 folgt. Das
Energiespektrum der Schrodingergleichung (4.5) ist also gegeben durch die Nullstel-
len der Airyfunktion, somit & = 2.3381, ¢; = 4.0879, und so weiter.{2, 48] Fir
die Grundzustandsenergie Ey der Schrédingergleichung (4.1), und damit die freie
Energie f des Zwei-Faden-Problems, gilt

f = Ey=eo( PTREY3, (4.7)
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Daraus kann direkt die interne Energie U und der Abstandserwartungswert (/) be-
rechnet werden:

af/T /T 1
= —_T? —_ - .
afJT _ _ (T e
= 5p = f/P (KP) . (4.9)
Mit f = U — TS folgt fiir den entropischen Beitrag zur freien Energie
__qp9f __2
TS = 57 = 3f. (4.10)

Fiir den elastischen Anteil zur freien Energie erhalten wir
1
(Ha) =U—-P{l) = —§f, (4.11)

das heifit die elastische freie Energie ist maximal im entbundenen Zustand. Es ist
sinnvoll, einen Fluktuationsanteil an der freien Energie zu definieren, der aus der
Summe vom elastischen und entropischen Anteil gebildet wird: Viy = (Ha) — TS =
f/3. Dieses effektive Fluktuationspotential 1ast sich mit (4.9) als Funktion des
mittleren Abstandes schreiben,

eqT?
Vel({l)) = —— 4.12
F({1) K (4.12)
wobei die Amplitude den Wert
cr = (260/3)% /2 = 1.8936 (4.13)

hat. Die freie Energie 1a8it sich somit als Superposition der direkten Wechselwirkung
Pl und der effektiven Wechselwirkung Vi(!) auffassen. Die Minimierung von P!+
Vri(1) fithrt in selbstkonsistenter Weise wieder auf (4.9) zuriick, wie zu erwarten fir
eine direkte Wechselwirkung des Regimes der schwachen Fluktuationen.

In umgekehrter Weise kénnen wir im Falle von Membranen mit Hilfe der Funk-
tionalen Form von Vg(!) (die analog zu (4.12) ist, siche Abschnitt 2.2.5) durch Be-
rechnung von (I} als Funktion von P den Wert von cpy als Fitparameter bestimmen;
dabei benutzen wir Monte Carlo Simulationsdaten {Abschnitt 4.2).

Die parallele Korrelationslinge £ ist im Schrédingerformalismus gegeben durch

(4.14)

=T __(TK)‘/"’ 1
V=B —FE, \P2) & -e

wobei g1 — g9 = 1.7498 ist.,
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Fiir die Bestimmung der senkrechten Korrelationslinge ¢, berechnen wir zu-

nachst 1yt A \d 2
n _ Jo v APy —co)dy _ 8
(y ) - jboo Ai2('y - Sa)dy 60155 (415)

fir die Rauhigkeit erhalten wir dann

2\ 1/3
&= /iBy -~ (2= 50-5\2/_—5 (If—P) : (4.16)

Das Verhéltnis des Abstandes zur Rauhigkeit ergibt sich damit zu

ffi): V5, (4.17)

das Verhiltnis des Abstandes zur parallelen Korrelationsldnge ist gegeben durch

) 2e0y/E1—&g [ T\? T\?
£(”)2 == (m) = 2.0619 (R) : (4.18)
I

K

Prinzipiell konnen die Werte fiir ¢py und fiir die Verhéltnisse der Langenskalen,
(4.17) und (4.18), von der Anzahl der Faden abhingen. In Abschnitt 4.2 stellen wir
fest, da der Wert von ¢py fiir Membranen nur eine schwache Abhidngigkeit von der
Anzahl der Membranen zeigt. Wegen der Analogie zwischen Faden und Membranen
ist es plausibel, daf§ das gleiche fiir Fiden gilt. Gompper und Kroll[28] bestimmten
cpy fir den Fall von N Fiaden zwischen zwei harten Wianden und erhielten

_ (2N +1)r?

n(N) = eI (4.19)

woraus c¢g(N = 00) ~ 1.645 folgt. Hier kommt die N-Abhangigkeit in erster Linie
durch den Einflul der harten Winde, der sich mit gréBer werdendem NV verliert. Es
ist nicht klar, ob die Abweichung dieses Wertes von unserem Ergebnis auf einen prin-
zipiellen Unterschied zwischen den beiden Berechnungsmethoden zuriickzufiihren ist,
oder ob sie auf eine N-Abhingigkeit von ¢g fiir N durch Druck zusammengehaltene

Fiden hinweist.

4.2 Identische Membranen

Die Konfigurations-Energie fiir N identische Membranen ist gegeben durch

N-1 2 N-2
H{ly} = f &’z { ;) % (VL) + go Poyi(lngs — ln)}. (4.20)
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Der Nichtdurchdringbarkeit der Membranen wird durch die Bedingung I; < l;--- <
In_1 Rechnung getragen. P, ist der Druck zwischen der nten und der (n + 1)ten
Membran. Wegen der Linearitit dieser Wechselwirkung kann man den Term der
potentiellen Energie fiir P = P4, ersetzen durch

N-2
.P(IN_] - lo) = P Z(IH-H - ﬂ). (4.21)
n=0
Dann wirkt der Druck nur auf die beiden 8ufleren Membranen. Nach der Diskretisie-
rung der Membranenkonfigurationen mit I{¥) = I(z(%)) und einer Gitterkonstanten
Az ist der Hamiltonian fiir den Fall N identischer Membranen mit K = K, gegeben
durch
T L (92,60)7 4 p(a) — o5\
Y 5 (VESD) 4+ p(and) — o ) (4.22)

n=0

H{GY T = 3 {

i
mit p = (Az)3P/(TK)"? und z{+) = (K/T)Y/1(9)/Az. Das Problem hingt also
nur noch von dem Parameter p ab; insbesondere ist der Kontinuumslimes Az — 0 fiir
p — 0 gegeben. Die reskalierten Abstinde zwischen den Membranen sind definiert
als

(82) = (20 — 2Zn—1), (4.23)
und entsprechend die Rauhigkeiten (oder senkrechten Korrelationslangen)
£ = (62712 = ((62%) — (62)H)12, (4.24)

Wir berechnen aufierdem die parallelen Korrelationslingen £ mit der in Abschnitt
4.5 vorgestellten Methode.

In Abb. 4.1 zeigen wir die Ergebnisse fiir ein System bestehend aus zwei Mem-
branen. Die Daten skalen wie {; ~ £ ~ (6z) ~ p~¥, was zeigt, daB der Rau-
higkeitsexponent den Wert { = 1 hat (wie man es fiir Membranen erwartet); der
Adh3sionsexponent ist gegeben durch ¥ = 1/3, was aus der im letzten Abschnitt
besprochenen Uberlagerung von direkter Wechselwirkung Pél und fluktuationsin-

duzierter Wechselwirkung Vi(61),
Pél T CFri -~
F)/T = = pbz + e = F(6 4.2

durch Minimierung mit 8F(61)/86] = 0 = 0F(82)/86z folgt:

2emT? 1/3 2em 13
(6) = ( %P ) und (62} = (T) . (4.26)

Aus den Daten fiir zwei Membranen erhalten wir fiir die Amplitude der Fluktua-
tionswechselwirkung ¢m = 0.1161 £ 0.002. In Abb, 4.2 zeigen wir das Verhiltnis
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Abbildung 4.1: Monte Carlo Ergebnisse fiir zwei gleiche Membranen. Gezeigt wer-
den der reskalierte mittlere Abstand (6z), die Rauhigkeit (§22)}/2 und die parallele
Korrelationsldnge ¢ als Funktion des duBeren Druckes p = (Az)*P/(TK)Y?. Die
Daten skalen wie ~ p~1/3, wie durch die Geraden verdeutlicht wird. Der Vorfaktor
ist fiir (6z) gegeben durch 0.6146 = (2cg)'/>.

<bz> -} P bt - -
<Z‘>22>1(f2 2

1

104 103 102 10! 100

Abbildung 4.2: Verhéltnis vom Abstand (§z) zur Rauhigkeit £, = (62%)1/%; das
Ergebnis fiir Faden, (§2)/£, = /5, ist durch die gestrichelte Linie angedeutet.
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Abbildung 4.3: Monte Carlo Ergebnisse fiir drei gleiche Membranen. Gezeigt werden
die iber die beiden Membranenabstinde gemittelten Daten fiir (§z), (62%)1/2 und
&- Der Vorfaktor ist fiir {(§z) gegeben durch 0.6093 = (2¢z)*/.

<0z(N=3)> | ¢
<0z(N=2)> p cr
D

D! 1O
ot "ouuu000“0°°°°

p2T4

0.9 f ’ .
104 103 102 10! 10V

Abbildung 4.4: Verhaltnis der Abstande fiir ein System von drei Membranen und
ein System von zwei Membranen. Fiir geniigend kleinen Druck ist das Verhaltnis
groBer als 0.98 und der Unterschied zu 1 ist dann kleiner als der numerische Fehler.
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Abbildung 4.5: Verhiltnis vom Abstand {§z) zur Rauhigkeit £; = (§2z%)!/2 fiir drei
Membranen; die gestrichelte Linie bezeichnet /5.

(6z)/&, als Funktion vom Druck; fiir geniigend kleinen Druck ist das Verhiltnis
in guter Naherung durch /5 gegeben, wie durch die gestrichelte Linie verdeutlicht
wird. Der in Abschnitt 4.1 fiir zwei Faden berechnete Wert fiir das Verhaltnis
zwischen diesen beiden Langenskalen, Gleichung (4.17), scheint also auch fiir Mem-
branen zu gelten. Die in Abb. 4.1. gezeigte parallele Korrelationslange £ ist nur bis
auf einen Faktor bestimmt; deshalb kénnen wir das Verhdltnis (6z)/£; nicht direkt
mit dem fiir Faden ermittelten Wert (4.18) vergleichen. In Abschnitt 5.3 ermitteln
wir die "echte” parallele Korrelationslidnge, deren Verhiltnis mit dem Abstand sich
naherungsweise durch (4.18) beschreiben 1ifit.

In Abb. 4.3 zeigen wir Daten fiir ein System bestehend aus drei Membranen; da
die beiden mittleren Membranenabstinde aus Symmetriegriinden gleich sein soliten,
betrachten wir den Mittelwert

(621) + (622) ) (427)
2

und entsprechende Mittelwerte fiir £, und §. Hier erhalten wir durch Fitten des
Abstandes {6z} fiir die Amplitude der Fluktuationswechselwirkung cr; = 0.1131 +
0.003; innerhalb der Fehlergrenzen ist dieser Wert gerade noch mit dem Wert fiir
das System aus zwei Membranen vereinbar.

In Abb. 4.4 zeigen wir das Verhiltnis der mittleren Abstinde fiir einen Sta-
pel aus drei Membranen und einen Stapel aus zwei Membranen als Funktion vom

(6z) =
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Abbildung 4.6: Monte Carlo Ergebnisse fiir vier gleiche Membranen. Gezeigt werden
die iiber die drei Membranenabstinde gemittelten Daten fir {(6z), (6z2)1/2 und .
Unterschiede zwischen dem inneren Abstand und den beiden &uBleren Abstanden
sind auf diesen Skalen nicht zu erkennen. Der Vorfaktor ist fiir {6z) gegeben durch

0.6075 = (2cg)'/3.

Druck. Die Ergebnisse zeigen deutlich, dafi der Abstand zwischen den Membranen
in beiden Systemen ziemlich gleich ist. Fir kleine Driicke p < 0.1 ist das Verhiltnis
groBer als 0.98, wobei fiir noch kleinere Driicke der numerische Fehler zunimmt und
keine klare Aussage moglich macht: ob das Verhiltnis asymptotisch eins wird, ist
also nicht klar. Ein Verhaltnis von eins wiirde bedeuten, daff die Stirke der Fluktua-
tionswechselwirkungen fiir Stapel aus zwei und Stapel aus drei Membranen gleich
ist.

In Abb. 4.5 zeigen wir das Verhaltnis {6z)/£, als Funktion vom Druck; wieder
ist das Verhaltnis fiir geniigend kleinen Druck in gnter Niherung durch /5 gegeben,
wie durch die gestrichelte Linie verdeutlicht wird.

Fiir einen Membranenstapel aus vier Membranen (siche Abb. 4.6) unterscheiden
wir zwischen den duBeren Membranenabstinden,

(820) = ((5—7-1)_-;(5@1, (4.28)

und dem inneren Abstand,

(6z1) = {622). (4.29)
In der Abb. 4.6 mitteln wir tatsachlich iiber alle drei Abstinde, da auf den Skalen der
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Abbildung 4.7: Monte Carlo Ergebnisse fiir das Verhiltnis (6z7)/({620), (o) und fiir
(62(N = 3))/(6z0), (o).
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<25zz>]l¢(2
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Abbildung 4.8: Verhiltnis vom Abstand (6z) zur Rauhigkeit £, = (62?)}/? fir die
innere Abstandskoordinate (o) und die dufleren Abstandskoordinaten (e) fiir vier
Membranen; die gestrichelte Linie bezeichnet V5.
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Abbildung 4.9: Schnitt durch typische Konfigurationen der vier Membranen bei
der Monte Carlo Simulation fir p = 0.001. Der Schnitt enthilt 112 diskrete
Konfigurationsdaten. Die Abstdnde zwischen den Membranen sind gegeben durch
(613) = 6.27 £ 0.3, (1) = 6.02 £ 0.53, (61,) = 6.14 & 0.35, wie durch die gestrichel-
ten Linien angedeutet wird. Die Position der Schwerpunktkoordinate wird durch
die durchgezogene Linie angegeben und wird konstant gehalten.

Grafik ein Unterschied zwischen inneren und duBeren Abstinden nicht zu erkennen
wiare. Hier erhalten wir ¢y = 0.1121 £ 0.005.

In Abb. 4.7 zeigen wir das Verhiltnis zwischen dem inneren Abstand, (6z1),
und den duBeren Abstinden, (6z0), als Funktion vom Druck (offene Kreise). Der
Graph gleicht quantitativ dem in Abb. 4.4 gezeigien, auch hier ist das Verhéiltnis fiir
Driicke um p =~ 0.1 ungefahr 0.98. Zur Verdeutlichung dieser Analogie zeigen wir das
Verhéltnis der Abstdnde in einem Stapel aus drei Membranen, {(§z(N = 3)), und der
dufleren Abstinde im Stapel aus vier Membranen, (6zp), (gefiillte Kreise). Dieses
Verhaltnis ist fiir alle Driicke in sehr guter Naherung durch eins gegeben. Die dufieren
Membranenabstinde in einem Viererstapel haben also den gleichen Wert wie die
Abstdnde in einem Dreierstapel. Die Fluktutationskonstante cg; ist grafisch in Abb.
4.6 durch die durch die Daten fiir {(§z) gezogene Gerade bestimmt. Sie ergibt sich
durch arithmetische Mittelung der separat bestimmten Konstanten fur die aufieren
Abstande, cpy = 0.1131 £ 0.003, und fiir den inneren Abstand, c¢g; = 0.1101 - 0.005.
Die Fluktuationsamplituden in einem Viererstapel zeigen also ein von den &ufleren
Membranenabstinden zu dem inneren Abstand linear abfallendes Verhalten; dies
erinnert an das Verhalten der effektiven Exponenten im Falle von kurzreichweitiger
Anziehung zwischen vier Faden (Abschnitt 3.6.2).

In Abb. 4.8 zeigen wir die Verhiltnisse des Abstandes (§z) zur Rauhigkeit &, ,
getrennt fiir die dufleren (gefiillte Kreise) und inneren Abstinde (offene Kreise).
Diese Verhaltnisse sind tatsichlich kaum voneinander zu unterscheiden, woraus folgt,
dafl der Wert dieses Verhiltnisses universeller als die Fluktuationskonstante zu sein
scheint. Die Abweichungen weg vom Wert /5 fiir sehr kleinen Druck sind wahr-
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scheinlich durch Finite-Size Effekte verursacht, wie auch aus Abb. 4.6 deutlich
wird, wo die Abweichungen vom p~*/3 Gesetz fiir die Rauhigkeit stirker als fiir den
Abstand ist.

Eine Momentaufnahme eines Schnittes durch die Konfigurationen von vier Mem-
branen wird in Abb. 4.9 gezeigt. Die Schwerpunktkoordinate ist durch eine durch-
gezogene Linie angedeutet; verglichen mit Abb. 3.24 fiir den Fall von drei kurz-
reichweitig wechselwirkenden Membranen fillt die geringere relative Rauhigkeit ins
Auge. Kollisionen zwischen den Membranen, in Abb. 3.24 durch die kurzreichwei-
tige Anziehung verursacht, kommen praktisch nicht vor.

Die Ergebnisse der verschiedenen Berechnungen zusammenfassend, ist es nume-
risch also nicht klar, ob die Fluktuationskonstante cp; asymptotisch von der An-
zahl der Membranen abhingt. Der Trend in cpy als Funktion von N ist innerhalb
der numerischen Fehlergrenzen und kann auf eine solche Abhingigkeit hindeuten,
kann aber auch auf andere Effekte zuriickzufiihren sein; dann ware der fiir zwel
Membranen ermittelte Wert giiltig fiir allgemeines V. Das Verhiltnis von Abstand
zu Rauhigkeit dagegen ist unabhingig von N und wird zusammenfassend durch
(62)/€1 = v/5 % 0.2 beschrieben.

Ein Vergleich mit bereits existierenden numerischen Abschitzungen von cg; und
experimentellen Ergebnissen erfolgt in Abschnitt 4.6.

4.3 Membranen an einem flachen Substrat

Hier studieren wir das Verhalten von identischen Membranen, die mit einem Druck
P an ein flaches Substrat gepreBt werden. In dem Energieausdruck (4.20) entspricht
dieser Fall der Parameterwahl P, = P, Ko = 0o und K, = K sonst. Der Fall von
einer Membran an einer harten Wand ist trivial: Mit der in Abschnitt 2.2.2 explizit
vorgefithrten Transformation auf Relativkoordinaten sieht man, daf} eine Membran
an einer harten Wand dem Fall von zwei Membranen mit doppelter Biegesteifigkeit
entspricht. Die in Abb. 4.1 gezeigten Resultate fiir zwei identische Membranen
gelten, mit entsprechender Reskalierung, also auch fiir eine Membran an einer harten
Wand.

Fir den Fall von zwei identischen Membranen an einer harten Wand zeigen wir
Monte Carlo Ergebnisse in Abb. 4.10 und Abb. 4.11. Wieder folgen die Daten dem
Potenzgesetz (4.26) mit einem Exponenten 3 = 1/3. Die Amplituden aller Lingen-
skalen unterscheiden sich nun aber fiir die beiden Abstinde. In Abb. 4.11 zeigen
wir das Verhidltnis der beiden Membranenabstinde, {§z5)/({6z1), (offene Kreise),
welches fiir genfigend kleinen Druck durch =~ 2'/2 gegeben ist, wie durch die gestri-
chelte Linie angedeutet wird. Dieser Wert folgt aus (4.26), wenn man Separabilitat
der beiden Membranenabstinde annimmt: die Biegesteifigkeit der Abstandskoor-
dinate zwischen den beiden oberen Membranen ist gegeben durch K/2, die der
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Abbildung 4.10: Monte Carlo Ergebnisse fiir zwei gleiche Membranen an einem
flachen Substrat. Gezeigt werden (6z), (6z%)}/% und ¢ fiir die beiden Abstinde
zwischen den Membranen. Wieder gehen alle Daten wie ~ p~'/3, wobei der Vorfaktor
fiir den Abstand zwischen den beiden oberen Membranen, {§2;}, gegeben ist durch
0.6080 = (2cF;)*/® und der fiir (62,) durch 6.4826 = (cm)!/3.

<0z,>
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Abbildung 4.11: Monte Carlo Ergebnisse fir das Verhaltnis der Abstinde,
(622)/{6z1), (o), und das Verhiltnis der parallelen Korrelationslingen, £2/£:, (o);
die gestrichelten Linien entsprechen 2'/% und 2~/

0.5
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Abbildung 4.12: Monte Carlo Ergebnisse fiir drei gleiche Membranen an einem
flachen Substrat. Gezeigt werden (6z), (62%)}/2 und ¢ fiir den Abstand der un-
teren Membran vom Substrat und dem Mittelwert der beiden anderen Membra-
nenabstinde. Wieder gehen alle Daten wie ~ p~ /3, wobei der Vorfaktor fiir den
gemittelten Abstand zwischen den drei oberen Membranen, {6z, + 623)/2, gegeben
ist durch 0.6075 = (2c#7)'/?, und der fiir (62} durch 0.4822 = (cp)*/>.

Abstandskoordinate zwischen der Wand und der unteren Membran durch K ein-
setzen dieser Konstanten in (4.26) ergibt gerade ein Verhiltnis von 2V/3. Wie im
letzten Abschnitt gezeigt, beeinflussen sich die fluktuierenden Abstandskoordinaten
benachbarter Membranen nur wenig; deshalb stimmt der Wert 2'/3 auch gut mit
dem tatsdchlichen Verhiltnis {iberein.

Das Verhiltnis der beiden parallelen Korrelationslingen, £y2/€:, (Abb. 4.11,
gefiillte Kreise), geht fiir kleinen Druck gegen ~ 216 wie durch die zweite gestri-
chelte Linie angedeutet wird. Dies folgt wieder durch Annahme der Separabilitit aus
der Beziehung ¢ ~ (T'K/P?)'/%, die man aus (4.26) mit (6) ~ (T/K)I/%ﬁ erhalt.
Tatsédchlich wird die parallele Korrelationslinge also gréfer mit wachsender Biege-
steifigkeit; dies steht in klarem Kontrast zu dem Fall der Adhésion mit kurzreich-
weitigen Wechselwirkungen. Die niherungsweise erfiillte Separabilitit des Systems
steht im Einklang mit den Ergebnissen des letzten Abschnittes fiir symmetrische
Systeme. Die Amplitude der Fluktuationswechselwirkung der oberen Membranen
ist gegeben durch cpy = 0.112510.005, also innerhalb des numerischen Fehlers gleich
dem Wert fiir die freien Membranen. Das Verhiltnis von Rauhigkeit und mittlerem
Abstand ist fiir beide Separationsvariablen durch den fiir symmetrische Systeme
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Abbildung 4.13: Monte Carlo Ergebnisse fiir Verhaltnis zwischen den Abstdnden
der oberen Membranen, {§z; +623)/2, und dem Abstand der unteren Membran vom
Substrat, {62;). Fir kleinen Druck p ist die Differenz gegeben durch 2173,
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Abbildung 4.14: Monte Carlo Ergebnisse fiir das Verhaltnis zwischen den Absténden
der drei oberen Membranen an einem flachen Substrat, (622)/(823).
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Abbildung 4.15: Schnitt durch typische Konfigurationen der drei Membranen an
einem flachen Substrat bei der Monte Carle Simulation fiir p = 0.001. Der Schnitt
enthalt 112 diskreie Konfigurationsdaten. Die Absidnde zwischen den Membranen
sind gegeben durch {6l5) = 7.25 £ 0.56, (6l>) = 6.83 £ 0.71, (61;) = 5.86 + 0.48, wie
durch die gestrichelten Linien angedeutet wird.

giilltigen Wert, (62)/€, = v/5 £ 0.2, gegeben.

In Abb. 4.12 zeigen wir analoge Daten fiir ein System von drei identischen
Membranen an einem flachen Substrat; hier haben wir iiber die beiden Abstinde
der oberen drei Membranen gemittelt, da sie sich auf den Skalen der Abbildung
nicht voneinander unterscheiden lassen. Das Ergebnis ist analog zu dem von zwei
Membranen am flachen Substrat: die untere Membran hat einen um 2'/2 kleine-
ren Abstand von der Wand als die oberen Membranen voneinander (Abb. 4.13).
Die Amplitude der Fluktuationswechselwirkung der oberen Membranen ist gegeben
durch cp; = 0.1121 + 0.005. Die Abstinde der beiden oberen Membranenpaare,
(6z2) und (6z3), sind wieder sehr Zhnlich, und der Verlauf des Verhiltnisses dieser
Abstande (siche Abb. 4.14) ist analog zu den fiir die symmetrischen Systeme be-
rechneten Kurven, sieche Abb. 4.7. Fiir kleine Driicke ist das Verhaltnis gréofler als
0.97. Das Verhaltnis von Abstand zu Rauhigkeit ist fiir alle Separationsvariablen in
guter Naherung durch v/5 gegeben.

Die Konfiguration der drei Membranen an einem flachen Substrat bei p = 0.001
(Abb. 4.15) 18t den Einflu des Substrats kaum erkennen, im Gegensatz zu dem Fall
von kurzreichweitigen Wechselwirkungen, Abb. 3.30. Dort fithrte das Substrat zu
einer Abfolge von separaten Adhisionsiibergingen; hier entbinden alle Membranen
bei p. = 0, und nur die Amplituden der verschiedenen Lingenskalen sind geringfiigig
geandert,

Zusammenfassend ist der EinfluB des flachen Substrats anders als bei den durch
kurzreichweitige Potentiale gebundenen Flachen geringfiigig: abgesehen von einem
um den Faktor 2!/3 verringerten Abstand der untersten Fliche vom Substrat, ent-
sprechen alle Eigenschaften dem symmetrischen Fall.
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4.4 Peristaltische Fluktuationen von
gequollenen Membranen

Hier betrachten wir ein System aus drei Membranen, wobei die zwischen den beiden
Membranenpaaren wirkenden reskalierten Driicke p; und p; nun unterschiedlich sein
kénnen. Und zwar halten wir p; konstant auf einem Wert von p; = 0.1 und variieren
p2 im Bereich 0.001 > p; > 10. Dies erlaubt uns, die Kopplung zwischen den
beiden Abstandsvariablen zu untersuchen, also der Frage nachzugehen, inwieweit
sich ein unter Druck stehender Membranenstapel wie ein separables System von
Membranenpaaren verhilt.

Abgesehen von dieser theoretischen Fragestellung entspricht dieser Fall der ex-
perimentell relevanten Situation, wo der mittlere Abstand zwischen benachbarten
Membranenpaaren variabel ist, wie zum Beispiel in terniren Systemen.[92, 90] Dort
sind die amphiphilen Monoschichten durch abwechselnde Lagen von Wasser und
Ol getrennt, und durch variable Verdiinnung mit Wasser und/oder Ol kénnen die
Abstinde zwischen den Monoschichten beliebig variiert werden. Der von uns si-
mulierte Fall entspricht der Situation, wo man den Anteil des einen Lésungsmittels
konstant 148t und nur mit dem anderen Losungsmittel verdiinnt. Ist der Anteil des
einen Lésungsmittels sehr gering, spricht man von peristaltischen Fluktuationen der
entsprechenden Abstandsvariablen. Tatsdchlich haben Monoschichten im allgemei-
nen eine spontane Kriimmung, die aber in diesen Simulationen nicht beriicksichtigt
wird.

In Abb. 4.16 zeigen wir die Ergebnisse fiir die beiden geeignet reskalierten mitt-
leren Membranenabstinde. Und zwar teilen wir den Abstand (§z;) zwischen den
Membranen mit dem konstanten Druck, p; = 0.1, durch den Abstand von einem
einzelnen Membranenpaar bei demselben Druck p = 0.1 (gefiillte Kreise). Wie man
erwartet, geht dieses Verhaltnis gegen eins fiir kleinen Druck p;, da dann die durch
den Druck p; sehr locker gebundene Membran das durch p, stark gebundene Mem-
branenpaar nur wenig beeinflufit.

Den Abstand (6z;) zwischen den Membranen mit dem variierenden Druck, p;,
teilen wir durch den Abstand von einem einzelnen Membranenpaar bei demselben
Druck p; (offene Kreise). Beide Graphen treffen sich natiirlich fir p; ~ 0.1 bei
einem Verhiltnis von ~ 0.98, vgl. Abb. 4.4. Fiir kleinen Druck p; sollte das
Verhiltnis (62;/6z(N = 2,p;)) gegen (3/4)'/3 konvergieren (die gestrichelte Linie),
was man wie folgt verstehen kann: Fiir kleinen Druck p, wirken die beiden durch
den Druck p; = 0.1 fest aneinandergebunden Membranen wie eine einzige Membran
mit doppelter Biegesteifigkeit 2K; die Biegesteifigkeit der Abstandskoordinate 623
ist dann um den Faktor 4/3 erhoht gegeniiber dem Fall von zwei freien Membranen,
wodurch sich mit (4.26) ein Verhaltnis von (3/4)/2 fiir die mittleren Absténde ergibt.
Die gleiche Uberlegung gilt fiir die durch die gefiillten Kreise dargestellten Daten
im Falle von groBem Druck p;. Tatsichlich sind die Daten mit diesem Grenzwert
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Abbildung 4.16: Monte Carlo Ergebnisse fiir einen Stapel aus drei Membranen,
wobei der Druck zwischen dem einen Membranenpaar konstant ist, py = 0.1. Gezeigt
werden die reskalierten Abstinde (6z1/62(N = 2,p = 0.1)}, (o), und (6z2/6z(N =

2a pZ))r (0)

vertraglich, siehe Abb. 4.16.

Als Ergebnis halten wir also fest: die beiden Abstandskoordinaten sind gekop-
pelt; drei Membranen verhalten sich nicht wie zwei getrennte Membranenpaare. Dies
wird durch die Grenzfille p; 3> p; und p; < p; klar demonstriert. Der Crossover
zwischen diesen beiden Grenzfillen ist allerdings sehr langsam und spielt sich auf
etwa sechs Groflenordnungen des Druckes ab. Hierbei ist noch zu beachten, daB
die Form der in Abb. 4.16 gezeigten Kurven im allgemeinen auch vom Wert des
fest gehaltenen Druckes p; abhingen wird, also nicht notwendigerweise universell
ist. Insbesondere der Wert der in Abb. 4.16 gezeigten reskalierten Abstédnde fiir
p1 = pp wird von dem gewihlten Druck abhingen, was uns auf die in Abschnitt
4.2 behandelte Frage zuriickfithrt, ob die Fluktuationskonstante ¢g; asymptotisch
von der Anzahl der Membranen abhdngt. Auch die in Abb. 4.16 gezeigten Daten
konnen keine klare Antwort auf diese Frage geben, da asymptotisches Verhalten nur
fiir p; — 0 erwartet wird.

Fiir ternire Systeme folgt aus diesen Berechnungen, daB die sogenannten pe-
ristaltischen Fluktuationen erst vernachlissigbar sind, wenn der Abstand zwischen
den als Doppelschichten betrachteten Einheiten um mindestens eine GréBenordnung
grofler als der Abstand zwischen den Monoschichten in einer Doppelschicht ist (da
81 ~ p~1/3, entsprechen drei Grofenordnungen des Druckes einer Grofienordnung
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des Abstandes). Ansonsten muf man die Einzelfluktuationen der Monoschichten
beriicksichtigen, die eine um den Faktor zwei kleinere Biegesteifigkeit als die Dop-
pelschichten haben.

4.5 Gauflsche Membranen

Hier behandeln wir eine Membran in einem harmonischen Potential, in welchem
Fall die Zustandssumme und damit das gesamte thermodynamische Verhalten exakt
berechnet werden kann. Unter anderem erhalten wir dadurch den von Helfrich her-
geleiteten approximativen Ausdruck fiir die Fluktuationswechselwirkung zwischen
Membranen.

Am Ausgangspunkt steht der Hamiltonian fiir eine Membran in harmonischer
Niherung,

H= f d%:% (VD) + % (AI? + %F, (4.30)

wobei fiir Berechnungszwecke ein Oberflichenspannungsterm proportional zu o mit-
genommen wird. Nach Fouriertransformation ergibt sich

H = j @)y [—q +—q2+—] HONE (4.31)
Die Zustandsumme
2= [Diges (-3 [ ook [5at+ 5+ 5 U0r) (a2

1aBt sich dann mit Gaufischen Integralen exakt berechnen, und man erhalt fir die
freie Energie pro projezierte Membranenfliche A,

——
He
G
5]

S

Durch Berechnung der Korrelationsfunktion C(x) ~ (I(0)!(x)) (siehe Abschnitt 5.3)
sieht man, daB die parallele Korrelationslinge {| gegeben ist durch

& = (4K /m)'/*. (4.34)

Zuerst berechnen wir die relative Exzeffliche, (A — A4,)/A, ~ ((V1)?}/2,

@ . 2
/1/ g ¢ (4.35)

(VD=0 _ T dlog(Z)
1/ (272 Kgt+m

2 Aa do

o=0
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Hier gibt a den unteren Cutoff an, der in realen Membranen in etwa der Molekiilgrofie
entspricht. Im restlichen Teil dieses Abschnitts ist die Oberflichenspannung o = 0
gesetzt; das Integral ergibt

((vzl)z) - :*K log ((I{/T;)"“) = L oig ( ju_:a) (4.36)

Die Exzefifliche divergiert also logarithmisch mit der parallelen Korrelationslinge,
was auf einen gekrumpelten Zustand fiir eine freie Membran hinweist. In unseren
Monte Carlo Simulationen benutzen wir den Ausdruck (4.36), um iiber den Erwar-
tungswert {(VI)?) die parallele Korrelationslinge zu bestimmen; tatsichlich erhilt
man so nur das Verhéltnis §/a, wobei a der mikroskopische Cutoff ist. In Abschnitt
5.3 schitzen wir £ direkt aus dem Verlauf der Korrelationsfunktion ab.

Die Rauhigkeit kann bestimmt werden iber den Erwartungswert von (i), der
gegeben ist durch

o 1 dlog(Z) /s d2q 1
() = =2 3(m/2T) Tf_m @ri kg +m’ (437)

Hier kann der obere Cutoff gleich Unendlich gesetzt werden und das Integral ergibt

2 T T‘fu
(1 ) 8\/K_

Fiir die elastische Energie der Membran erhalt man

K dlog(Z) T Y= d*q
24, (K /2T) / 1/a (27) 2Kq T (4.39)

(4.38)

(Ha) = S{(AI)?) = -

was durch Integration zu folgendem Ergebnis fiihrt:

(Hez)=£(—2—— = =Z(-L——15). (4.40)

16 \a?2r VK 8 Va2 £F
y \ £

Der Unterschied der freien Energie einer freien Membran (m = 0) und einer im
harmonischen Potential gebundenen Membran kann einfach bestimmt werden und

ergibt sich zu

Zom T Ve d%q Kg*+m
Af = '“_1°g (Zm_o) = Ef_ua (272 1°g( K¢ ) : (4:41)
woraus folgt dafl
A T oI 4.42
1-3%) - (442)
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ist. Die im letzten Abschnitt besprochene Fluktuationswechselwirkung Vg kann
berechnet werden iiber Vey = Af — m(I?)/2[96] und ist gegeben durch

T /m\/? T
= | = e— 4.4
Vi =15 (K) 8¢t (4.43)

Mit dem Ausdruck (4.40) berechnen wir die Differenz zwischen der elastischen
Energie einer gebundenen Membran und einer ungebundenen Membran zu (AH) =

—Ty/m/K /16, woraus folgt, daB
(AHy) = ~Vr (4.44)

gilt, genau wir fiir Faden (4.11). Uber die Beziehung zwischen m und (I?), (4.38),

erhalten wir die urspriinglich von Helfrich[31, 32] hergeleitete Formel
T? T? T?

TIBK(R) T 18Kkck T KR

Vi (4.45)

Hier haben wir die von Helfrich eingefiihrte empirische Formel {I)/2 = ¢, = C!
benutzt, die die Rauhigkeit der Membran mit dem Abstand / zu einer benachbar-
ten Membran oder harten Wand verkniipft. Helfrich schitzte den Wert von C, fiir
einen Membranenstapel auf C; = 372 ab, womit sich fiir die Fluktuationskonstante
der klassische Wert ¢l /) = 372/128 ~ 0.2313 ergibt. Benutzt man den fir Fa-
denbiindel und Membranenstapel gleichermafen giiltigen Wert C; = /5, ergibt sich
fir die Konstante der Wert cj"™ = 5/128 ~ 0.0391. Der tatsichlich mit Hilfe
von Monte Carlo Simulationen bestimmte Wert von cp; fiir Membranen ist dagegen
e = 0.116, und ist damit ziemlich genau halb so groff wie die Helfrich- Abschétzung
und 3 mal so grof wie der Wert der korrigierten harmonischen Niherung.

4.6 Vergleich mit Experimenten

Rontgenstreuung gibt normalerweise Auskunft {iber die Struktur eines studierten
Systems. In dem Fall von multilamellaren Schichten kann man sogar wichtige In-
formation iiber die Thermodynamik des Systems erhalten, wie in diesem Abschnitt
erlautert wird.

Es ist eine altbekannte Tatsache, daBl die untere kritische Dimension von Kristal-
len zwei ist. Fiir normale eindimensionale Systeme kann langreichweitige Translati-
onsordnung nicht bestehen, da die Fluktuationen mit der SystemgroBe divergieren.
Fiir dreidimensionale Systeme haben Fluktuationen in der geordneten Phase keine
Auswirkung. Genau fiir zwei Dimensionen divergieren die Fluktuationen der Trans-
lationsordnung logarithmisch mit der Systemgrofle: der Strukturfaktor kann dann
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noch Singularititen aufweisen, wobei die Braggpeaks durch wie Potenzgesetze di-
vergierende Singularitdten ersetzt werden.
Der Strukturfaktor in der Richtung parallel zu den Membranennormalen ist ge-

geben durch([9]
S(qy) o« gy = gm|™ 7, (4.46)

wobei ¢ der Impulsiibertrag parallel zu den Membranennormalen ist und ¢ =

27m/d ist, wobei d dem sogenannten Wiederholungsabstand entspricht. Der Expo-
nent ist gegeben durch
N = T_qﬁ, (4.47)
"™ 8xvBk .
B und « sind die Volumenmoduli fir Kompressibilitit und Kriimmungswiderstand.
Der Widerholungsabstand ist definiert durch die Summe aus dem Abstand zwischen

den Membranen, [, und der Dicke der Membranen, 4,
d=1+8. (4.48)

Die Kompressibilitat hingt mit der Wechselwirkung F(d) zwischen den Membranen
zusammen tber
0°F(d)

B=d—=, (4.49)

der Volumenkrimmungsmodul « ist gegeben durch & = K/d. Die sterische Wechsel-
wirkung V(1) 148t sich auf folgende Weise als Funktion des Wiederholungsabstandes
schreiben:

T? T? &\
Vpg = CFI‘*I—-{—E = CF[W (1 - 2) . (450)

Der Exponent 7,, 148t sich dann berechnen zu

= n°m? (1 - g)z. (4.51)

_wm? . §\?

m = 24/6cpy ( d)

Mit dem Helfrich-Wert fiir die Fluktuationsamplitude, ¢z = 372/128, erhilt man

n°° = 4/3, was quantitativ gut mit experimentelien Ergebnissen iibereinstimmt.[92,

4, 90, 93, 70, 71, 72] Insbesondere ist fiir groBe Abstinde, d > §/(1 — (27>°)~/2),
nur noch die erste Braggsingularitdt vorhanden.

Der hier durch Monte Carlo Simulationen bestimmte Wert fiir ¢g; ist kleiner als
der Helfrich Wert und stimmt gut mit anderen numerischen Ergebnissen iiberein, bei
denen Stapel von N Membranen zwischen zwei harten Wanden sirnuliert wurden.[40,
41, 28] Dabei wurde in 28] der Wert von cz; durch Vergleich mit (4.19) nach N = oo
extrapoliert.

Die Diskrepanz mit den Experimenten wirft die Frage nach der Verla8llichkeit der
experimentellen Ergebnisse auf. Dabei erstaunt vor allen Dingen die gute Uberein-
stimmung mit der harmonischen Niherung von Helfrich. Die Ursache kdonnte darin
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liegen, daB die Herleitung von (4.47) auf genau der gleichen harmonischen Nihe-
rung beruht, wie die Herleitung der Helfrich Konstante.[9] Die Ubereinstimmung
konnte damit der blofle Ausdruck einer Art von Selbstkonsistenz sein. In jedem
Falle stellt die Suche nach dem wahren Wert der Fluktuationskonstante ¢z ein bis
jetzt ungeldstes, fur das grundlegende Verstindnis der Membranenphysik wichtiges
Problem dar.
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Kapitel 5

Zusammenspiel von
Wechselwirkung und Druck

In diesem Kapitel behandeln wir das Zusammenspiel von dulerem Druck und kurz-
reichweitiger Wechselwirkung zwischen den Flachen. Insbesondere soll dabei der
EinfluB eines attraktiven oder repulsiven kurzreichweitigen Potentials auf die Am-
plitude ¢py der Fluktuationswechselwirkung interessieren.

Experimentell treten auch in den nur durch dufileren Druck zusammengehalte-
nen multilamellaren Systemen schwache Van-der-Waals Krifte auf. Auf sehr kleinen
Abstinden gibt es abstoBende Hydrationswechselwirkungen zwischen den Membra-
nen. Eine eventuelle Modifikation der Amplitude des fluktuationsinduzierten Poten-
tials durch kurzreichweitige Wechselwirkungen wire darum experimentell relevant,
Theoretisch gibt es bereits einige Ansitze, diesen Effekt abzuschitzen.[18, 82]

Hier wird das Problem zuerst fiir zwei Faden exakt gelGst, wobei die kurzreich-
weitige Anziehung durch ein Kastenpotential gegeben ist. Monte Carlo Simulationen
werden dann im Fall von zwei Membranen eingesetzt. Im letzten Abschnitt werden
die verschiedenen Langenskalen, die bei der Adhision von Flichen relevant sind,
durch Amplitudenverhiltnisse in Beziehung gesetzt. Diese Amplitudenverhiltnisse,
die von den wirkenden Potentialen abhingen, sind fiir Fiden und Membranen gleich.

5.1 Zwei Faden

Der Hamiltonian fiir zwei Fiden mit Steifigkeit K, Zulerem Druck P und Potential
V(I) hat nach der Abspaltung der Schwerpunktkoordinate (siehe Abschnitt 2.2.2)
die Form

dl

H= j d:c-g- (5)2 +PL+V(), (5.1)
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wobei die kurzreichweitige Wechselwirkung wieder durch ein Kastenpotential der
Reichweite I° und Tiefe V° gegeben ist:

oo fiir I<0
Vih=4¢ Ve fir0< I<P . (5.2)
¢ firl< |

Attraktive Wechselwirkungen entsprechen V° < 0, repulsive Wechselwirkungen ent-
sprechen V° > 0. Das aus (5.1) und (5.2) folgende Schrodingergleichungssytem

lautet

T2 9
[‘fﬁﬁ + Pl—E, + V"J d(H=0 fir i<l (5.3)
T2 52
[—R-‘éfz- + Pl — Eﬂ] o(l)=0 fir I>10. (5.4)
Mit den Variablentransformationen
y = (PK)Y3T-%3, (5.5)
Yo = (PK)\PT23p, (5.6)
en = (PT)PKPE,, (5.7)
u=—(PT)*PKV3Ve, (5.8)
lassen sich die Schrédingergleichungen auf folgende Form bringen:
[—gyiz' +y—en— u] U(y)=0 fir y <y, (5.9)
82
[_6_3;2 +y - sn] U(y)=0 fir y> . (5.10)

Die allgemeine Losung ist durch eine Kombination von Airyfunktionen gegeben,
UV(y)=AA(y—e, —u)+ BBify—e,—u) fiir y <y, (5.11)
Fy) = C Ay —ea) fiir y >y, (5.12)
Die harte Wand fiir y = 0 erzwingt ¥(0) = 0, woraus mit (5.11) die Beziehung

A e —u)
B=-Ap = (5.13)

folgt. Aus der Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer Ableitung am Punkt y = y,
folgt die Bestimmungsgleichung

Atf—en—u

Az'(yo T En u) B Bz’(yo ~&n — u’) Bi(—ep-u) Aif(yo - En)
Av(yo — €0 — 1) — Bi(yo — €0 — w) 24228 T Aa(y, — €,)

Bi{—en—u)

(5.14)

g
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5.1.1 Repulsive Wechselwirkung

Wir sind an dem Verhalten fiir V° = const und P — 0 interessiert; fiir repulsive
Wechselwirkungen ist u eine grofle negative Zahl, ¢, geht fiir P — 0 gegen eine
Konstante und y, geht fiir P — 0 gegen Null. Die Argumente der Airyfunktionen auf
der linken Seite der Bestimmungsgleichung gehen also fiir P — 0 gegen unendlich.
Fir # — oo sind die Airyfunktionen A:(z) und Be(z) gegeben durch

Aa(z) ~ %w“1/23’1/4e_2‘”3/2/3, (5.15)

Bi(z) ~ x4, (5.16)

Durch Taylorentwicklung der einzelnen Terme von G um (—u — €,,) bis zur zweiten
Ordnung in y, erhalten wir

~1_ % N__%zi(_z)
G~ w2 (u+en) > 272 " m 1 , (5.17)
wobei wir die vom Druck unabhingige reskalierte Potentialstirke v benutzen, die
definiert ist durch

v = uy? = —KV°(I°/T)>. (5.18)
G divergiert also fiir verschwindenden Druck, da in diesem Limes y, — 0 gilt. Daraus
folgt aus der Bestimmungsgleichung (5.14), dal A:(y, — £,) = 0 ist; dies entspricht
dem Ergebnis aus Abschnitt 4.1, wo kein zusitzliches Potential zum &uBeren Druck
wirkt. Asymptotisch ist die repulsive Wechselwirkung also irrelevant, und die in
Abschnitt 4.1 erhaltenen Resultate gelten auch hier. Fiir o — 2.3381 und y, — 0
ist der Kehrwert der rechten Seite von (5.14) gegeben durch

Ay, — €9)
L7020 93381 + 4, — £ 5.19
A (y, — €0) T4~ (5:19)

Fiir kleine Werte von v erhalten wir fiir den Einflufl der Repulsion auf die Grund-
zustandsenergie in fithrender Ordnung

go =~ 2.3381 — y,v/2. (5.20)

Da v negativ ist wird die Grundzustandsenergie also erhdht, wie man erwartet.

5.1.2 Attraktive Wechselwirkung

Hier ist u eine groBe positive Zahl, die Argumente der Airyfunktionen auf der linken
Seite von (5.14) gehen also fiir P — 0 gegen minus unendlich. Fiir z — —oo sind
die Airyfunktionen A:(z) und B:(z) gegeben durch

Az(z) ~ 7712 (—g) Y 4sin (g(—xfﬂ + g) ) (5.21)
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Bi(z) ~ 773 (—z) Y4 cos (g(—x):’/z + %) . (5.22)

Mit den Ableitungen dieser Naherungen,
41
Gy - ] (-1D)73 (—-'b") :Bi(z) i ungerade 5.93
A0) {( 1)2(—z)iAs(z) i gerade (5.23)
@y = | ( 1)‘;1(—:!:) 3 4i(z) ¢ ungerade 01
B) {( 1)2(—z)By(z) i gerade (5.24)

kann man die Fourierreihenentwicklung von G um (—e, — u) exakt aufsurnmieren

und bekommyt
2o ([~42(en + w)]' /(20)))

. 5.25
Yo 2oimo ([_yo(sn + )] /(2 + 1)!) (5.25)

G =

Mit den Identititen ()
- i
cos \/z = g (22)! , (5.26)

sin /T
Jz § (2z n 1 (5.27)

erhilt man die Bestimmungsgleichung

VEa + U Az’(yo - 5n) (5 28)
ta.n(ym/f:,l + u) .Az(yo —&n) o

Das Verhalten als Funktion der Potentialstirke 1iBt sich wieder mit dem Parameter
v = uy? klassifizieren. In dem Limes y, — 0, also fiir verschwindenden Druck P, ist

G gegeben durch

0 fir v=m?/4 . (5.29)

P —O0 fir v> 7'2/’4

+o0  fiir v < 7?4
o
Die Potentialstirke v = 7%/4 stellt also wie zu erwarten einen Grenzfall dar, da
dort im Limes verschwindenden Druckes die kritische Entbindung stattfindet, siehe
Abschnitt A.2.
Fiir v < #?/4 folgt damit aus der Bestimmungsgleichung (5.28) da8 A:(y, —e,) =0
ist. Damit ist die Grundzustandsenergie &, fiir y, — 0 durch die erste Nullstelle von
der Airyfunktion gegeben, also wieder gilt g9 = 2.3381 (man beachte dal A+'(—¢,)
positiv ist). Entwicklung der Bestimmungsgleichung in erster Ordnung nach y,

ergibt
tan /v
~ 2.3381 — y, -1], 5.30
? ! ( Vo ) (530
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wobei der lineare Term fiir v — #%/4 unendlich grof wird. Die Abhéngigkeit der
Grundzustandsenergie ¢, von y, stellt aber eine subdominate Stérung dar und &ndert
das in Abschnitt 4.1 berechnete Verhalten nicht. Das kritische Verhalten wird also
durch eine geniigend schwache kurzreichweitige Anziehung nicht verdndert.

Fiir v = n?/4 folgt aus der Bestimmungsgleichung (5.28) daBi As'(y, — &,) = 0 ist.
Die Grundzustandsenergie &, ist fiir ¥, — 0 durch die erste Nullstelle der ersten
Ableitung der Airyfunktion gegeben ist, hier erhilt man also &, = 1.01879 und
& = 3.24819. In Analogie zur Rechnung in Abschnitt 4.1 ist die freie Energie des
Zwei-Faden Problems gegeben durch

f = Ey = &(PT)*K-173, (5.31)

Die anderen Formeln kénnen direkt iibernommen werden. Insbesondere ist die Se-
paration gegeben durch

()= agf 2f/P—Eo (pr) : (5.32)

Das Fluktuationspotential ist wieder gegeben durch den Ausdruck (4.12), wobei die
Fluktuationskonstante nun den Wert

crr = (280/3)%/2 = 0.1567 (5.33)

hat, also gegeniiber dem Wert fiir verschwindendes Potential um den Faktor 12 ver-
kleinert ist, vergleiche (4.13). Fiir das Verhiltnis der Separationen fiir subkritische
und kritische Potentialstirke erhalten wir

{v=0)) _ €0 _
(o = 72/2)) 2.2950. (5.34)
Dieser Wert gilt in guter Naherung auch fiir Membranen (siehe nachsten Abschnitt).
Fiir y, — 0 kann der Erwartungswert (y*) analog zu Abschnitt 4.1 berechnet werden,
und man erhilt

rrrrr

® 2 Ar*(y — &p)d
) = Jo VLAY = Eo)dy oo oon (5.35)

T TR ARy = Ea)dy
Fiir die Rauhigkeit folgt der Ausdruck

£ = () — (1)? = 0.537189 ( Ifzp) : (5.36)

Das Verhéltnis vom Abstand zur Rauhigkeit fiir die kritische Potentialstirke v =
w2/4 ist damit gegeben durch

D _ 12643, (5.37)
&L

103




Dieser Wert ist verkleinert gegeniiber dem Wert fiir verschwindendes Potential, der
Faden ist nun rauher. Fiir die parallele Korrelationslinge £ erhalt man

= (TK) 1 (5.38)

p &1 — &

wobel &; — &g = 2.2294 ist. Das Verhiltnis des Abstandes zur parallelen Korrelati-
onslange ist dann gegeben durch

. — — = 1/2 1/2
() _ 280vé — & (T) = 1.0141 (—’{) : (5.39)

172 — 57
5” 3 K K

Fir v > x%/4 folgt mit (5.29) aus der Bestimmungsgleichung o = —oo fiir ver-
schwindenden Druck (y, — 0). Der Ausdruck goyZ = K f(I°/T)?, der proportional
zur freien Energie ist, geht aber gegen eine negative, endliche Konstante fiir y, — 0.
Dies entspricht der unvollstindigen Benetzung, bei der der Faden auch fir P = 0
im kurzreichweitigen Potential gebunden bleibt. Das Verhalten fiir verschwindenden
Druck ist dann nur durch das kurzreichweitige Potential bestimmt und wird durch
die Ergebnisse im Anhang A.2 beschrieben.

Eine kurzreichweitige Wechselwirkung zwischen den Faden ist fiir kleinen Druck
irrelevant, wenn sie nicht die fiir die Bindung nétige Wechselwirkungsstirke hat;
insbesondere die Amplitude der Fluktuationswechselwirkung hingt in diesem Fall
asymptotisch nicht von dieser Wechselwirkung ab. Hat diese kurzreichweitige Wech-
selwirkung gerade die kritische Stérke, ist die Amplitude der Flukfuationswechsel-
wirkung um einen Faktor 12 verkleinert. Ist die kurzreichweitige Wechselwirkung
starker, sind die Faden auch fiir verschwindenden Druck aneinander gebunden.

5.2 Zwel Membranen

In diesem Abschnitt berechnen wir das Entbindungsverhalten von zwei Membranen
unter duflerem Druck bei Anwesenheit eines kurzreichweitigen Potentials mit Hilfe
von Monte Carlo Methoden. Das kurzreichweitige Potential wird wie in Abschnitt
3.6.3 durch ein Kastenpotential reprisentiert. Besonders wird uns der Fall inter-
essieren, wo die Tiefe dieses Kastenpotentials dem kritischen Wert entspricht. In
Abschnitt 3.6.3 berechneten wir die kritische Potentialstirke eines Kastenpotentials
der reduzierten Reichweite i° = 0.0185 zu U.=2.78 £0.01.

In Abb. 5.1 zeigen wir die mittleren Abstande (éz) in Abhangigkeit vom duBe-
ren Druck p fiir vier verschiedene Werte der Potentialstirke; von unten nach oben
ist U = 11U, U =U,, U = U,/2 und U = 0, wobei wir hier fiir die kritische
Potentialstirke den oben angegebenen Wert, U, = 2.78, einsetzen. Fiir den Fall
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Abbildung 5.1: Monte Carlo Ergebnisse fiir zwei gleiche Membranen. Gezeigt wird
der reskalierte mittlere Abstand (6z) fiir vier verschiedene Werte der reskalierten
Potentialstarke U; von unten nach oben: U =110, U~ U,, U = U, /2 und U = 0,
wobei U, der in Abschnitt 3.6.3 ermittelten kritischen Potentialstirke entspricht.

U = 1.1U, erhalten wir auch fiir verschwindenden Druck einen gebundenen Zu-
stand, fiir den wir in Abschnitt 3.6.3 {6z) = 0.5618 % 0.005 berechneten. In Abb.
5.1 ist dieser Gleichgewichtsabstand durch eine horizontale Linie angedeutet. Die-
ser Fall entspricht dem sogenannten unvollstindigen Entbinden, ein starker duferer
Druck verringert den Abstand zwischen den Faden noch zusatzlich. Fiir den Fall
U = 1.0U, skalt der Abstand wie ~ p~'/3, allerdings ist hier der Abstand zwischen
den Membranen gegeniiber den Daten fiir U = 0 stark verkleinert. In Abb. 5.1
ist die der Fadenrechnung entnommene Veranderung des Abstandes gegeniiber dem

Fall U = 0 eingezeichnet {die durch die offenen Kreise gehende gerade Linie) und
stimmt gut mit den Monte Carlo Daten iiberein. Der Fail U = U, /2 ist fiir kleinen
Druck fast nicht von dem Fall U = 0 zu unterscheiden. In Ubereinstimmung mit den
Ergebnissen fitr Faden ist ein subkritisches Kastenpotential auf groen Langenskalen
(fiir kleinen Druck) vernachlassigbar. Den Fall eines abstoflenden Kastenpotentials
haben wir hier nicht berechnet, da selbst fiir ein unendlich abstoBendes Potential

der EinfluB auf (62) in der Grafik kaum wahrnehmbar wire.

In Abb. 5.2 zeigen wir das Verhalten von (62(U = 0))/{6z(U = U.)} als Funktion
vom Druck. Die Vorhersage der Fadenrechnung ist durch die gestrichelte Linie an-
gedeutet. Fiir mittleren Druck stimmen die Monte Carlo Daten fir die Membranen
gut mit den Fadenergebnissen itberein, fiir sehr kleinen Druck gibt es merkliche Ab-
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Abbildung 5.2: Verhéltnis vom Abstand (6z) fir U = 0 und U = U; der im Fall
von Faden erhaltene Wert (2.295) ist durch die gestricheite Linie angedeutet.
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Abbildung 5.3: Verhaltnis vom Abstand (§z) zur Rauhigkeit £, = (§2%)/? fiir drei
verschiedene Werte der Potentialstirke; von unten nach oben:U = 1.1U,, U = U,
und U = U, /2. Die Ergebnisse fiir Faden fiir die drei Fille, (62)/6, =1, (62)/é, =
1.2643; (62)/€, = /5, sind durch die gestrichelten Linien angedeutet.
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weichungen. Dies liegt daran, daB die tatsichliche kritische Potentialstarke gréfer
als der in der Simulation benutzte Wert U, = 2.78 ist, Fiir verschwindenden Druck
sollte das Verhaltnis der Abstinde dann gegen eins gehen, wie im Fall von Faden
aus (5.30) folgt.

In Abb. 5.3 zeigen wir das Verhaltnis (62)/(62%)}/? fiir die drei Potentialstirken
U=11U.,, U = U, und U = U./2. Die Daten werden verglichen mit den Vor-
hersagen der Fadenrechnung, welche durch die gestrichelten Linien angedeutet sind,
und stimmen gut mit ihnen {iberein. Im Fall der kritischen Potentialstirke gibt es
fiir kleinen Druck einen Trend zu gréfleren Werten des Verhiltnisses hin, was wie-
der daran liegt, dafl die tatsachliche kritische Potentialtiefe grofler als der in den
Simulationen benutzte Wert ist.

Zusammenfassend stimmt das Verhalten von Membranen unter der kombinier-
ten Wirkung von Druck und kurzreichweitigem Potential mit den fiir Faden exakt
berechneten Ergebnissen tiberein. Tatsichlich entsprechen sogar die Amplituden-
verhaltnisse der Abstande und der Rauhigkeiten den fiir die Fiden gefundenen Wer-

ten.

5.3 Korrelationsfunktionen

Die Ergebnisse fiir Fiden aus Abschnitt 5.1.2 beinhalten auch Werte fiir das Verhalt-
nis von paralleler Korrelationslinge und Abstand zwischen den Fiden. In diesem
Abschnitt wollen wir die parallele Korrelationslange fiir mit verschiedenen Potentia-
len wechselwirkende Membranen abschdtzen. Dazu betrachten wir zunichst wieder
eine Membran im harmonischen Potential, wo die parallele Korrelationsldnge einfach
bestimmt werden kann.

Die Korrelationsfunktion C(x) = ([i(x) — (}}][I(0) — (!}]) kann fiir Membranen
im harmonischen Potential, definiert durch Hamiltonian (4.30), ausgedriickt werden

als : .
giax T a0 d‘z q ezq-x

T./ (27r)2 Kgi+m T K J-w (27)? q4+4§|'|'4’
wobei die in (4.34) eingefiihrte Definition der parallelen Korrelationslinge benutzt

wurde. Durch Transformation auf Polarkoordinaten ¢ und ¢ und Mittelung iber
alle Winkel erhilt man

Cx) = (5.40)

Ty dg g, €t T ogedg _Jolgz)
Cle) =% 0 .(2-.;r)2qf_,r o gt + 46" K / 4+4§‘4’ (5.41)

wobei wir die Definition der Besselfunktion benutzt haben.[29] Mit der Definition
t = ¢/ V2 erhalten wir

T&? b T T
C(z) = % o ¢ 1) (tﬂ 1/5") 5” Lrei(Vaz/g).  (5.42)
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kei(+/2x/€)) ist eine sogenannte Thomsonsche Funktion, mit deren asymptotischer
Entwicklung[29] wir die Korrelationsfunktion fiir groBes z erhalten,

C(z) ~ =—Aeexe*" sin(z /€ + 7/8). (5.43)

Die asymptotische Form der Korrelationsfunktion mit dem Zerfall der Korrelationen
proportional zu e~/ rechtfertigt die Definition der Korrelationslénge in (4.34). Mit
kei(0) = —m/4 erhilt man in Ubereinstimmung mit (4.38)
T &
—g2 =5
C6)=¢ = X16° (5.44)
Die entsprechende Rechnung fiir einen Faden im harmonischen Potential geht
aus vom Ausdruck

tq T T oo dq eiq T

Cle) = Tf wKg+m K —c0 27 g +§‘2’ (545)

wobei die parallele Korrelationslange hier durch & = (K/m)"/? gegeben ist und die
Konstante K fiir die Linienspannung steht. Das Integral ergibt

_ L& e
C(z)= 75 (5.46)
woraus folgt, da

Ty |
o) =& = %3 (5.47)

ist. Die Ausdriicke (5.44) und (5.47) lassen sich zusammenfassend schreiben als

T\ 1/2 éi, {

&=2(x) (s) ’ (548)

wobei der Rauhigkeitsexponent die Werte { = 1 fiir Membranen und { = 1/2 fiar
Faden hat.

Gleichung (5.48) stellt ein wichtiges Ergebnis dar, da sie die parallele Korrela-
tionslange von Faden mit der von Membranen verkniipft. Analoge Beziehungen,
mit anderen Proportionalititsfaktoren, sollten auch fiir die anderen in dieser Arbeit
untersuchten Potentialformen gelten, wie in dem folgenden Abschnitt vorgeschlagen
wird.

In Abb. 5.4(a) zeigen wir die Korrelationsfunktion fiir einen Faden in einem har-
monischen Potential mit m/T = 0.1 und K/T = 1; daraus ergibt sich ¢ = v/10. Die
offenen Kreise geben die Ergebnisse einer Monte Carlo Simulation eines Fadens mit
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Abbildung 5.4: Korrelationsfunktion fiir einen Faden (a) und eine Membran (b) im
harmonischen Potential. Die offenen Kreise bezeichnen Monte Carlo Ergebnisse, die

Kreuze geben exakte Resultate wieder.

500 Diskretisierungspunkten gemittelt iiber 107 Monte Carlo Schritte wieder, die
Kreuze bezeichnen die aus (5.46) folgenden exakten Ergebnisse. Die Abweichungen
fiir kleine Werte von z sind wahrscheinlich Diskretisierungseffekte. In Abb. 5.4(b)
zeigen wir die Korrelationsfunktion fiir eine Membran mit 3920 Diskretisierungs-
punkten. Hier ist m/T = /2/100 und K/T = 1/2; daraus ergibt sich mit (4.34)
eine Korrelationslinge von § = 3.4485. Wieder geben die offenen Kreise die Monte
Carlo Ergebnisse und die Kreuze die numerisch iiber (5.42) erhaltenen exakten Er-
gebnisse an. Auffallend ist der Unterschied zu einer rein exponentiell abfallenden
Kurve wie in (a) und der oszillierende Verlauf fiir grofe Werte von z. Tatsédchlich
ist die Membran fiir Entfernungen von z ~~ 3.5§ antikorreliert. Eine Exponential-
kurve der Form ¢2 e~%/l schneidet die Korrelationsfunktion bei z = 3¢/2. Diesen
Sachverhalt kdnnen wir fir die Auswertung der Monte Carlo Daten benutzen.

In Abb. 5.5 zeigen wir die normierte Korrelationsfunktion fiir drei verschiedene
Stirken des kurzreichweitigen Potentials, berechnet mit Monte Carlo Simulationen.
Zur Abschitzung der parallelen Korrelationslange bestimmen wir den Wert von =,
fiir den C(z)/C(0) ungefihr auf e=3/2 abgefallen ist. Wieim letzten Absatz erliutert,
gilt fiir das harmonische Potential dann in guter Niherung { = z/log(C(0)/C(z)),
wie auch fiir eine rein exponentiell abfallende Korrelationsfunktion. Mangels einer
besseren Methode benutzen wir diese Vorschrift auch fiir die in Abb. 5.5 gezeigten
Daten. Dabei sind die zur Berechnung von £ benutzten Datenpunkte als gefiillte
Kreise gekennzeichnet. .

Fiir verschwindendes Potential U = 0, Abb. 5.5(a), hier ist p = 0.01, erhalten wir
mit C(0) = 1.688+0.007 und C(6) = 0.314+0.008 fiir die parallele Korrelationslénge
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Abbildung 5.5: Normierte Korrelationsfunktionen fiir (a) I/ = 0, (b) U = U, und (¢)
U = 1.05U.. Die gefiillten Kreise geben die fiir die Bestimmung von ) benutzten
Datenpunkte wieder.

die Abschitzung ; = 3.6 in Einheiten der Gitterkonstante. Mit K/T = 1/2 und
(81) = 2.84 £ 0.01 ergibt sich damit fiir das Verhiltnis zum Abstand der Wert
(K)1/2(61) /¢ ~ 0.564. Fiir eine kritische Potentialstirke, U = U,, Abb. 5.5(b),
mit p = 0.01, erhalten wir C(0) = 0.943 £ 0.001, C(5) = 0.17929 + 0.001 und
(61) = 1.220 & 0.003, woraus sich § ~ 3.01 ergibt. Fiir eine Potentialstdrke von
U = 1.05U,, Abb. 5.5(c), hier ist p = 0, erhalten wir C(0) = 0.98 £ 0.01, C(6) =
0.186 4+ 0.002 und (6!} = 1.018 & 0.008, woraus sich §) =~ 3.65 ergibt. Die Fehler der
ermittelten Werte fiir £ sind schwer abzuschitzen und natiirlich hSher anzusetzen
als die statistischen Fehler.

Die Korrelationsfunktion fir U = 0 dhnelt sehr der fiir ein harmonisches Po-
tential erhaltenen Kurve in Abb. 5.4(b). Insbesondere ist die erhaltene Funk-
tion negativ fir z =~ 3.5{. Dieser negative Bereich ist weniger ausgepragt fiir
U = U,, Abb. 5.5(b), und verschwindet schlieflich vollkommen fiir I/ = 1.1U,, Abb.
5.5(c); die letztere Kurve dhnelt wieder mehr einer reinen Exponentialfunktion, wie
man durch logarithmische Auftragung feststellt. Die hier benutzte Methode der
Abschétzung von ) ist akkurat fiir ein harmonisches Potential und auch fiir Korre-
lationsfunktionen, die einem reinem Exponentialgesetz folgen. Es ist zu hoffen, daB
die Abschétzung von ¢ auch fiir die in Abb. 5.5 gezeigten Kurven gut ist.

5.4 Universelle Amplitudenverhéltnisse

In Abschnitt 4.1, 5.1.2 und Anhang A.2 berechnen wir die Amplitudenverhilt-
nisse von Abstand, Rauhigkeit und paralleler Korrelationslinge im Falle von zwei
Faden fiir verschiedene Potentiale; diese Amplitudenverhéltnisse hdngen asympto-
tisch (fiir kleinen Druck) nur davon ab, ob das kurzreichweitige Potential subkri-

110




¢, = (siy/es | ey = ()" ena/sr | a/en | ¢ (o)
U<U. NG 5.8319 2.6081 | ~ 4.5
U="U. 1.2643 2.8683 22691 | ~2.3
U>U 1 V2 V2 ~ 1.6
harmon. - . 2 -

Tabelle 5.1: Amplitudenverhaltnisse von Abstand (67}, Rauhigkeit {; und paralleler
Korrelationsldnge {; fiir die drei durch die Stérke U der kurzreichweitigen Anziehung

unterschiedenen Fille und fiir ein harmonisches Potential.

tisch, kritisch oder bindend ist. Monte Carlo Simulationen in Abschnitt 4.2 und 5.2
ergeben die gleichen Werte fiir die Verhaltnisse zwischen Abstand und Rauhigkeit.
Dieses Verhiltnis hingt im Falle verschwindenden kurzreichweitigen Potentials nicht
von der Anzahl der Membranen ab.

Exakte Rechnungen fiir eine Fliche im harmonischen Potential fithren zu einer
Formel, die die parallele Korrelationslange von einer Membran mit der eines Fadens
verkniipft, siehe (5.48).

Die aus der Funktionalrenormierung gefolgerte Analogie zwischen Fiden und
Membranen legt es nahe, da} sich die Ergebnisse fiir die Amplitudenverhaltnisse
durch folgende Beziehung zusammenfassen lassen:

cits = (8 =) () " (%)C , (5.49)

wobei der Rauhigkeitsexponent gegeben ist durch { = 1/2 fiir Fiden und ¢ =1 fiir
Membranen. Die Werte fiir die Konstanten C; und Cj; sind in Tabelle 5.1 angege-
ben. Fiir einen Faden sind die Ergebnisse exakt. Fiir das harmonische Potential,
welches sowohl fiir einen Faden als auch fiir eine Membran gelést werden kann, ist
die allgemeine Formel (5.49) auch richtig. Dieser Fall stellt sozusagen die Verbin-
dung her zwischen den Membranen und den Faden. Fiir die anderen Potentiale ist
die Formel ein Vorschlag. Im Falle von C; bestitigen die detaillierten Monte Carlo
Simulationen aus Abschnitt 5.2 die Analogie zwischen Fiden und Membranen. Fir
das Verhiltnis zwischen Abstand und paralleler Korrelationslinge ist die Situation
weniger klar. In Abschnitt 5.3 bestimmen wir die parallele Korrelationsldnge fiir je-
weils einen Druckwert. Da die Unsicherheit bei der Bestimmung sehr gro8 ist, ist die
Ubereinstimmung der Monte Carlo Ergebnisse fiir das Verhaltnis ¢ als befriedigend
anzusehen.
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Kapitel 6

Zusammenfassung, experimentelle
Realisierungen und Ausblick

Das Adhéasionsverhalten von Membranenstapeln und Fadenbiindeln wurde fiir ver-
schiedene Wechselwirkungen untersucht. Es wurden zwei Grenzfille betrachtet: (1)
alle Flachen sind identisch und {iben die gleichen Wechselwirkungskréfte auf die
benachbarten Flichen aus; und (2) alle Flachen sind identisch und an ein flaches
Substrat gebunden, wobei die Wechselwirkung der untersten Fliche mit dem Sub-
strat gleich der Wechselwirkung zwischen den Flachen ist.

Das Verhalten von planaren Fadenbiindeln, wo sehr effiziente Transfer Matrix
Methoden eingesetzt werden konnen, sollte auf Grund eines Renormierungs-Argu-
mentes vollkommen analog zu dem Verhalten von Membranenstapeln sein, wo Monte
Carlo Methoden benutzt werden; dies wird durch die detaillierten Ergebnisse besta-
tigt. Die numerischen Rechnungen sind auf maximal vier Flichen (Membranen oder
Faden) beschrénkt, die Ergebnisse erlauben aber eine Extrapolation zu dem Fall sehr
vieler Flichen.

Da die in dieser Arbeit behandelten Systeme experimentell am ehesten fiir Multi-
membransysteme realisierbar sind, werden die Ergebnisse im folgenden exemplarisch
flir Membranen diskutiert.

In Abb. 6.1 sind die Phasendiagramme fiir den Fall von freien und gebunde-
nen Membranenstapeln zusammenfassend dargestellt. Dabei sind sowohl die Bie-
gesteifigkeiten der Membranen als auch die Paarwechselwirkungen zwischen den
Membranen als gleich vorausgesetzt. In den Rechnungen benutzen wir anziehende
Kastenpotentiale, die als kurzreichweitige Potentiale zwischen den Membranen wir-
ken. Tatsachlich sollte dasselbe kritische Verhalten fiir alle Potentiale, die fiir grofie
Abstinde ! schneller als 1/ abfallen, auftreten. Deshalb sind die in Abb. 6.1
gezeigten Phasendiagramme auch fiir die zwischen Membranen wirkende Van der
Waals Attraktion giiltig, welche fiir grofle Abstinde wie 1/I* abfillt.

Das Wechselwirkungspotential enthilt immer eine harte Wand fiir verschwinden-
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Abbildung 6.1: Allgemeine Phasendiagramme fiir Stapel von N Membranen, die
entweder frei sind (zur Linken), oder an ein flaches Substrat gebunden sind (zur
Rechten). P bezeichnet die Stirke des duBeren Druckes, T' die Temperatur. Alle
Membranen haben gleiche Biegesteifigkeit. Die attraktiven Paarwechselwirkungen
zwischen den Membranen und zwischen der untersten Membran und dem Substrat
sind als identisch vorausgesetzt. Die offenen Kreise bezeichnen die durch kurzreich-
weitige Attraktion hervorgerufenen kritischen Adhasionsiiberginge, die gestrichelten
Linien entsprechen den verschiedenen méglichen Entbindungsszenarien. Im freien
Fall gibt es eine von der Anzahl der Membranen unabhingige Adhésionstemperatur
T?, bei der alle Membranen gleichzeitig entbinden. Fiir an einem flachen Substrat
gebundene Stapel gibt es N getrennte Adhisionstemperaturen, bei denen jeweils
eine Membran entbindet.

den Abstand, die der Nichtdurchdringbarkeit der Membranen Rechnung tragt. Die
resultierende kritische Adhasionstemperatur hingt von einer Kombination der Bie-
gesteifigkeit der Membranen, der Reichweite und der Tiefe der Kastenpotentiale ab.
Prinzipiell kann der Adhésionsiibergang auch durch Variation eines dieser Parameter
induziert werden. In Abb. 6.1 zeigen wir das Verhalten als Funktion der Temperatur,
wobei alle anderen Parameter konstant gehalten werden. Der Druck wirkt zwischen
den Membranen und entspricht einer langreichweitigen, linearen Wechselwirkung.
Im Fall von freien Stapeln gibt es fiir verschwindenden Druck P eine Adhisions-
temperatur 77, durch einen offenen Kreis gekennzeichnet, bei der alle Membranen
gleichzeitig entbinden, und die nicht von der Anzahl der Membranen abhangt. Fiir
tiefe Temperaturen sind die Membranen fest aneinandergebunden. Pfad (1) be-
schreibt die kritische Entbindung des Membranenstapels. Die Divergenz der Mem-
branenabstinde entlang dieses Pfades folgt einem Potenzgesetz, wobei die kritischen
Exponenten auf den numerisch erreichbaren Lingenskalen von der Anzahl der Mem-

113




branen abhangen.

Pfad (2) entspricht der unvollstindigen Entbindung, hier ist der Membranen-
stapel durch die kurzreichweitige Wechselwirkung auch fiir verschwindenden Druck
gebunden; der duflere Druck verringert den Abstand zwischen den Membranen noch
zusatzlich. Die Pfade (3) und (4) entsprechen der vollstindigen Entbindung; hier ist
der Stapel fiir verschwindenden Druck nicht mehr gebunden, und die Abstidnde zwi-
schen den Membranen divergieren fiir P — 0. Dabei konnen die kritischen Exponen-
ten in diesem Fall korrekt aus der Superposition von dem zwischen den Membranen
wirkenden Druck und einer effektiven Fluktuationswechselwirkung berechnet wer-
den. Diese effektive Wechselwirkung, die durch die Einschrinkung der méglichen
Konfigurationen einer Membran durch die Prisenz der benachbarten Membranen
hervorgerufen wird, geht wie ~ 1/12, wobei ! der Abstand zwischen den Membranen
ist. Hier ist die interessierende Grofle die Amplitude dieser Fluktuationswechselwir-
kung, welche nur sehr schwach von der Anzahl der Membranen abhingt. Daraus
folgt, daB8 die einzelnen Abstinde zwischen den Membranen entlang Pfad (4) un-
gefahr gleich sind, der Stapel ist also weitgehend homogen. Asymptotisch, also fiir
geniigend kleinen Druck, beeinfluflt die kurzreichweitige Anziehung zwischen den
Membranen die Amplitude der FluktuationsabstoBung nicht, solange T > T gilt.
Bei Anndherung an den kritischen Punkt mit T' = T?, das heift fiir Pfad (3), ist
diese Amplitude allerdings ungefihr um einen Faktor 12 verkleinert.

Die verschiedenen Langenskalen (Abstand zwischen Membranen, Rauhigkeit,
parallele Korrelationslinge) auf den Pfaden (1), (3) und (4) sind durch universelle
Amplitudenverhaltnisse verkniipft.

Das Phasendiagramm fiir einen Stapel aus identischen Membranen, der mit ei-
nem flachen Substrat wechselwirkt, ist in Abb. 6.1 zur Rechten dargestellt. Es un-
terscheidet sich grundlegend von dem Phasendiagramm fiir freie Stapel. Fiir einen
am Substrat gebundenen Stapel mit N Membranen gibt es nun N durch offene
Kreise gekennzeichnete Adhisionsiiberginge. Fir verschwindenden Druck, entlang
Pfad (1’) und von tiefen Temperaturen ausgehend, wo alle Membranen fest am Sub-
strat gebunden sind, entbinden die Membranen (mit der obersten beginnend) einzeln
nacheinander. Die Entbindungstemperatur der obersten Membran in einem haib-
unendlichen Stapel entspricht der Entbindungstemperatur von freien Stapeln, 77.
Die oberen Membranen entbinden fast gleichzeitig, wie an der Haufung der Adhasi-
onsiberginge in der Ndhe von 77 in Abb. 6.1 erkennbar ist. Im Kontiruumslimes
entbindet die unterste Membran bei T = /2T, wobei T? die kritische Temperatur
des freien Stapels ist. Der gesamte Adhésionsvorgang spielt sich also in einem endli-
chen Temperaturfenster ab. Dieses Temperaturfenster wird durch Einfithrung eines
mikroskopischen Cutoffs verkleinert, wie aus den numerischen Ergebnissen ersicht-
lich ist. _

In den durchgefiihrten Rechnungen ist die Wechselwirkung zwischen der unter-
sten Membran und dem Substrat gleich der Wechselwirkung zwischen den Mem-

114




branen. Tatsdchlich gilt das in Abb. 6.1 gezeigte Phasendiagramm auch fir den
allgemeineren Fall, wo das Substratpotential in der Stirke von dem Potential zwi-
schen den Membranen abweicht, solange es nicht zu schwach ist.

Fiir das Verhalten unter der Wirkung eines dufleren Druckes ergeben sich die
folgenden Abweichungen von dem Fall der freien Stapel: fir die vollstindige Ent-
bindung, Pfad (4’), ist der Abstand der untersten Membran vom Substrat um den
Faktor 2'/3 kleiner als der Abstand der Membranen untereinander. In dem durch
die Pfade (3’) und (3”) begrenzten Temperaturfenster ist ein Teil der Membranen
gebunden und der Rest ungebunden. Pfad (4”) zum Beispiel entspricht einer un-
vollstandigen Entbindung der unteren Membran und einer vollstindigen Entbindung
der dariiberligenden Membranen. Da bei den durch die Kreise bezeichneten Tem-
- peraturen immer pur eine Membran entbindet, ist fiir diese Temperaturen nur die
Fluktuationskonstante der entbindenden Membran um den Faktor 12 kleiner; die
Fluktuationskonstanten der anderen Membranen sind in guter Naherung gleich und
entsprechen dem fiir freie Stapel berechneten Wert.

Experimentelle Realisierungen

Auf der experimentellen Seite wurden einige Teilaspekte der hier behandelten Sy-
steme bereits untersucht. Fiir andere Aspekte machen wir hier konkrete Vorschlige
fiir die mogliche experimentelle Uberpriifung unserer Ergebnisse.

Experimentell bestehen multilamellare Schichten aus Lipiden oder Tensiden und
werden in geeigneten Lésungsmitteln hergestellt. Tenside sind amphiphile Molekiile,
bei denen der hydrophobe Teil aus einer alkanihnlichen Kette besteht, bei Lipiden
sind es zwei Ketten. Der Haupunterschied besteht in der Loslichkeit in Wasser, cha-
rakterisiert durch die kritische Micellenkonzentration (CMC), der maximalen Kon-
zentration von einzelnen Molekiilen in Wasser; zusitzliche Molekiile bilden Micellen
oder andere kolloidale Aggregate. So ist die CMC von Dipalmitoylphosphatidyl-
choline (DPPC), einem der Haupbestandteile von Eilecithin, bei Raumtemperatur
ungefihr 1071%4/.[103] Im Gegensatz dazu hat das haufig benutzte ionische Tensid
Sodiumdodecylsulfat (SDS) eine CMC von ungefihr 8 x 10-3M, das nichtionische
Tensid Dodecyloctaglycol (C12Es) eine CMC von ungefihr 9 x 107°M. Der grofle
Unterschied der Loslichkeit in Wasser zwischen Tensiden und Lipiden liegt an der
Struktur der hydrophoben Molekiilteile. Er fithrt dazu, dal Lipidmembranen in
einem Stapel untereinander praktisch keine Lipidmolekiile austauschen, sondern als
getrennte Einheiten koexistieren. Das in dieser Arbeit benutzte Modell fiir Membra-
nenstapel sollte also eine gute Beschreibung von Lipidsystemen bieten. Fiir Tenside
kénnte der schnelle Austausch von Molekiilen zwischen fluktuierenden Membranen
zu zusatzlichen Wechselwirkungseffekten fiihren, die in dieser Arbeit aber nicht be-
handelt wurden.

Aufierdem haben Lipidmembranen eine im allgemeinen héhere Biegesteifigkeit als
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Tensidschichten; fiir das Phospholipid DPPC betragt die experimentell bestimmte
Biegesteifigkeit K o 25T';[31] fiir reine Doppelschichten aus dem Tensid C12E5[97,
91] oder Doppelschichten aus SDS mit geringem Olanteil in der Mitte[92] betragt
sie X >~ T (wobei die Boltzmannkonstante kg = 1 ist). Fiir Tenside ergibt sich
damit das Problem, daf die Schichten hier extrem flexibel sind und also auf experi-
mentell relevanten Lingenskalen gekrumpelt sein sollten. Diese Effekte, die in dem
in dieser Arbeit benutzten Membranenmodell nicht berticksichtigt werden, kénnten
fir Experimente an Tensid-Multischichten eine wichtige Rolle spielen.

Da die Adhisionstemperatur proportional zur Wurzel der Biegesteifigkeit ist,
wird verstandlich, dafl Phospholipidmembranen (im Gegensatz zu lamellaren Schich-
ten aus Tensiden) bei Zimmertemperaturen im allgemeinen gebundene Stapel bilden.
Dabei liegen die Gleichgewichtsabstinde zwischen den einzelnen Membranen bei
Werten, die ungefahr den Dicken der Doppelschichten (~ 4 — 6nm) entsprechen.[43,
98, 61} Tensidmultischichten hingegen lassen sich praktisch beliebig weit quellen; die
anziehenden Van der Waals Krifte reichen nicht aus, die Schichten zu binden. Ex-
perimentell wurden stabile Multischichten mit Abstinden von bis zu 1um zwischen
den Schichten erreicht.[45, 3, 84] Diese Quellexperimente an Tensidsystemen ent-
sprechen dem Pfad (4), wobei normalerweise der Abstand zwischen den Schichten
durch dosierte Zugabe von Lésungsmittel eingestellt wird, und nicht durch Varia-
tion des Druckes. Tatsichlich wurde so die Fluktuationskonstante experimentell
bestimmt (siehe Abschnitt 4.6). Der EinfluBl eines dufieren Druckes wurde im Fall
von Lipidmembranen mit einer Vielzahl von Methoden untersucht.[81, 86, 95] Diese
Untersuchungen entsprechen der unvollstindigen Entbindung, Pfad (2).

Die kritische Entbindung, Pfad (1), wurde bisher nur in einigen wenigen Fillen
beobachtet. Helfrich untersuchte freie Stapel von zwei bis acht Doppelschichten aus
Digalactosyldiacylglycerol (DGDG); diese Lipiddoppelschichten besitzen eine sehr
niedrige Biegesteifigkeit von K ~ 3 — 5T[34], wobei die Van der Waals Attrak-
tion ungefihr der von Phospholipidmembranen entspricht.[63] An diesen Systemen
konnte ein Adhisionsitbergang durch Anderung der Temperatur beobachtet werden.
In einem anderen Experiment wurde die Biegesteifigkeit von gestapelten DMPC
Membranen durch Zugabe von Alkohol verringert; dabei wurde eine kontinuierii-
che Zunahme des Gleichgewichtsabstandes beobachtet.[93] In beiden Fillen jedoch
ist eine quantitative Auswertung mit Hinblick auf kritische Entbindungsexponenten
schwierig.

Die kritische Entbindung von Membranenstapeln sollte auf kontrollierte Weise
durch Anderung der Hamakerkonstante, also der Stirke der Van der Waals Attrak-
tion, moglich sein. Wie oben dargelegt, sind Pospholipidmembranen in wisseri-
gem Losungsmittel bet Zimmertemperatur eng aneinander gebunden. Im Gegensatz
dazu ist eine Quellung bis zu sehr grofen Abstinden in einigen wasserdhnlichen
organischen Lésungsmitteln moglich. So erreicht DOPC in Formamid keinen end-
lichen Gleichgewichtsabstand,[5] dasselbe gilt offenbar fiir Eilecithin in Formamid

116




oder 1,3-Propandiol.[67] Dies liegt an dem Unterschied der Brechungsindizes und di-
elektrischen Konstanten der verwendeten Lésungsmittel.[67] Aus den Werten dieser
Konstanten fiir die verschiedenen Lésungsmittel und fiir Lecithin[12] kann theore-
tisch der entsprechende Wert der Hamakerkonstante abgeleitet werden.[62, 38]

Durch geeignetes Mischen von zum Beispiel Wasser und Formamid sollte man den
Wert der Hamakerkonstante beliebig zwischen den Werten fiir die reinen Losungs-
mittel variieren konnen. Durch Rontgenstreuung an orientierten Multischichten
kdnnte man dann den Abstand zwischen den Membranen als Funktion der Stérke
der attraktiven Wechselwirkung bestimmen.[20] Damit sollten kritische Exponen-
ten der Entbindung meBbar sein. Dariiberhinaus kann man so auch eine kritische
Starke der Wechselwirkung einstellen, und dann mit den in [92, 93] verwendeten
- experimentellen Methoden den Einflufl auf die Fluktuationskonstante messen.

Diese Messungen sollten entweder an frei aufgehingten Membranenstapeln[95]
oder an Membranenstapeln, die an ein Substrat gebunden sind,[100] durchgefiihrt
werden. Die in dieser Arbeit gefundenen charakteristischen Unterschiede zwischen
diesen beiden Situationen sollten so beobachtbar sein. Tatsdchlich wurde ein aufein-
anderfolgendes Entbinden der oberen Membranen eines an einer Glimmeroberfliche
immobilisierten Membranenstapels beobachtet.[99] Ein bindendes flaches Substrat
kann aber auch durch die Luft-Lésungsmittel Grenzfliche dargestellt werden.[11]
Eine weitere interessante Beobachtungsmoglichkeit der in dieser Arbeit studier-
ten Effekte ist durch Experimente an Multischichten mit einem Kraftmikroskop
gegeben,[44, 88, 1] wo Membranenstapel zwischen Glimmeroberflichen unter me-
chanischem Druck untersucht werden.

Ausblick

Was die Theorie betrifft, so gibt es hier eine Reihe offener Fragen. Das asympto-
tische kritische Verhalten von freien Flachenstapeln ist noch nicht restlos geklart:
die hier vorgestellten numerischen Ergebnisse weisen nichtuniverselles Verhalten auf
den erreichbaren Lingenskalen auf, analytische Rechnungen fiir vergleichbare Mo-
delle jedoch zeigen universelles Verhalten.[7, 36] Exakte Rechnungen fiir die hier
benutzten Modelle sind zur Kldrung dieses Punktes erforderlich.

Auflerdem sollten realistischere theoretische Modelle untersucht werden; diese
beinhalten Potentialverlaufe unter Einbeziehung aller zwischen realen Membranen
wirkenden Krafte (siehe Abschnitt 2.2.3), mikroskopische Modellierung der Mem-
bran und der Membranadhésion,[17] und eine iiber das Kriimmungsmodell hinaus-
gehende Behandlung der Elastizitit der Membranen. Krumplungsvorginge, wie
sie bei sehr flexiblen lamellaren Systemen auftreten, sollten auch bei der Adhision
eine Rolle spielen und kénnten durch eine andere Parametrisierung der Membra-
nen betrachtet werden. Zusatzlich kénnen Membranen wihrend der Adhéision unter
Spannung stehen; auch dieser Effekt ist theoretisch noch nicht véllig verstanden.
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Dariiberhinaus wire es eine theoretisch reizvolle Aufgabe, zu untersuchen, wel-
chen Einflu zufillig variierende Modellparameter, wie sie bei Lipidmischungen oder
bei im Ldsungsmittel vorhandenen Makropartikeln auftreten, auf die hier bespro-
chenen Phinomene haben.
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Anhang A

Schrodingergleichung

A.1 Herleitung

Hier leiten wir aus der Transfer Matrix Gleichung im Limes verschwindenden Git-
terparameters die Schrodingergleichung her.[102) Der Hamiltonian fiir zwei Féiden
mit Linienspannung K und einem beliebigem Potential V' (I) ist nach Subtraktion
der Schwerpunktkoordinate (siche Abschnitt 2.2.2) gegeben durch

H{l(z)} = / dz { %K (%t"—))z + V(l(:c))} . (A1)

Nach Diskretisierung der Koordinate x mit der Gitterkonstante Az erhilt man

H{t(me)}=zAw{§K (Helg o) +va(m,-+1))}, (A2

was sich durch Aufspaltung des Hamiltonians schreiben 138t als
M=)} = X AcH (), I zinr)) (A3)
Die bedingte Gewichtsverteilung der Fadenposition [ fiir + = z;4; ist gegeben durch
W(zis, 1) = f dV exp (~AzH(I', 1)/ T) Wz, I'), (A.4)

die Exponentialfunktion in dem Integral wird als Transfermatrix bezeichnet. Fiir
den durch (A.2) gegebenen Energieausdruck erhalten wir

W(zis1,1) = exp (~AaV(D)/T) [ d'exp (-L(z'— 1)2) W(z,l). (A.5)
R 4AzT "

119




Die Taylorentwicklung von W{z;,!') um ! = [ ist formal gegeben durch
W(z:, '} = exp (' = 1)3/1)) W (z;, ), (A.6)

mit = I’ — [ kénnen wir (A.5) schreiben als

W(zip, 1) = exp(—AmV(l)/T)/drexp (—4AK 7%+ T%) Wiz, ). (A7)

Das Integral kann gel6st werden und ergibt

zrT\/? zT §°
W (zis1,0) = exp (—AzV(1)/T) (4AK T) exp (AKT gp) Wiz, D). (A8)

Nun entwickeln wir die beiden Exponentialfunktionen bis zur ersten Ordnung in
Az, die Konstante (4Az7T/K)'/? bestimmt den Nullpunkt und die Skala der freien
Energie und wird weggelassen. Dann erhilt man

AzT &2
W(zipr, 1) =~ (1 - AeV()/T + —— e 612) W{z;, 1}, (A.9)
was sich als Differenzengleichung schreiben 1afit,
W(;BH.I, l) - W(m,-, I) __ 1 T2 62 )
A =-7 1403 T B Wi{z;,1). (A.10)

Im Limes Az — 0 erhalten wir eine "zeitabhangige” Schrédingergleichung
OW(znl) H

63: = —-“f;W(:B,',l) (All)
mit dem Hamiltonoperator

: re A.12

H=V({) - V& (A.12)

Die freie Energie pro Linge des Fadens kann aus der stationiren Gewichtsfunk-
tion W(x;, 1), die einer partiellen Zustandssumme entspricht, wie folgt berechnet

werden:

£ AF In _{W(mﬂ'l’ )\ - T 1 _/1 s .W(mi‘l'lil) — W(:I:,', 1)\ fFA 10Y
T A T A\ Wty )T TAz T Wty )\
Wieder fiir Az — 0 erhalten wir
T W(ziy1, ) — W(z;, 1) T OW(z,)

- =— . A.l4
f Wz, 1) ( Az Wz, l) Oz ( )

Die stationdre Schrédingergleichung ist also gegeben durch
W = Bw(), (A.15)

wobel die freie Energie dem kleinsten Eigenwert der Schrédingergleichung entspricht.
Erwartungswerte werden wie gewohnt als Integral fiber die quadrierte normierte

Losung W(l) berechnet.
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A.2 Kastenpotential

Hier ist der Wert des Potentials fiir 0 < ! < I° gegeben durch V?; es ist unendlich
abstoBend fir / < 0 und verschwindet fiir / > {°. Mit der Transformation y = I/1°,
der Definition ¢, = K(!°/T)?f und dem reduzierten Potential v(y), definiert durch
v(y) = —v° = V°K(I°/T)? fiir 0 < y < 1, laBt sich die stationire Schrédingerglei-
chung schreiben als

[—-% +v(y) - Eo} $(y) = 0. (A.16)

Der gebundene Grundzustand ist gegeben durch ¢(y) = Asin( /€, + voy) fiir y < 1
und ¢(y) = Cexp(—+/~&,y) fiir y > 1. Die Forderung nach Stetigkeit der Losung
- und ihrer Ableitung bei y = 1 fithrt auf die Bestimmungsgleichung

— V=&, tan(v/e, + v°) = /e, + v°. (A.1T)
Daraus folgt fiir v° > v, in fithrender Ordnung

& ~ —-1-(0" -, (A.18)

wobei v, = 7?/4. Die parallele Korrelationslinge § ist damit gegeben durch
— K oy2r, o -2
G =-T/f=45(L) (0" —ve)™" (A.19)
Der Erwartungswert des Fadenabstandes, ([}, ist definiert durch

Jo- y9*(v)
) = l"m. (A.20)
Asymptotisch, fiir v° — v,, ist dieser Ausdruck gegeben durch
foo ""6_2\/;!;

0=y =P (821

Analog berechnet man die Rauhigkeit, £, , fiir v° — v, zu
£L = (12— (12 = I°(v° —v.) 7L (A.22)
Fir die Verhiltnisse der Langenskalen ergibt sich also die einfache Relation

T 1/2
(=) = % (E) &, (A.23)
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Anhang B

Orthogonaltransformation

Zuerst werden die elastischen Konstanten in (3.2) durch die folgende Reskalierung
in den Koordinaten adsorbiert:

y; = V‘I{lll s y; =y K2t2 ’ y{i = VI{3I3' (B'l)

Nach einer geeigneten Rotation des Koordinatensystem hangt die potentielle Energie
in (3.2) nur mehr von zwei Koordinaten ab. Diese Transformation (y1,¥2,y3) =
Ol(y1, ¥4, ¥3)] ist explizit gegeben durch die Matrix

(Iﬁ)_llz (Kg)"l/z 0

b b
(Ks/Kx)'? (K3/K\)'V?  b(K1K))'/?

0= , (B.2)
ab ab a
(K)'Y? (Kp) (K3)'/*
a a a

wobei a = (K + Kz + K3)'/?, b= (1/K1 +1/K3)*/? und det(0) = 1 und 01 = O,
Die Absténde {; — l; und I; — I3 im Hamiltonian (3.2) sind nun gegeben durch;
L

d yh 1 1 \2
l -]y = ¥ _ y_2 - (_ _) B.
1 2 ‘\/ITI ‘\/E Kl + K2 i, ( 3)
= (L L)% .
I, — 3= UK Uk \L, + e (y28in 6 — 1 cos B), (B.4)
wobei
. KoKy + Ky + Ka) ) d
8= B.5
i ((Kl + K»)(Ky + Ks) ) (B-5)
_ K1 Ks \*
cosf = ((K1 KKt Ka)) . (B.6)

Die potentielle Energie hingt nicht von der Schwerpunktkoordinate y3 = (K1l +
Kyly+ K3l3)/a ab, die frei diffundiert und damit nicht betrachtet zu werden braucht.
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Anhang C
RSOS Modell in einer Dimension

Der diskrete Hamiltonian fiir zwei Fiden nach Subtraktion der Schwerpunkikoordi-
nate ist gegeben durch

H{HT = 3 [5(0 = 50)? + V)] (C.1)
mit
V(z)=-U fir 0<z<2z° (C.2)

Die Reichweite des Potentials wird in Vielfachen der Gitterkonstante, Az, gemessen
und ist gegeben durch 2° = nAz. Fir den Fall n = 1, wo also die attraktive Region
auf einen Gitterpunkt beschrankt ist, ist das Problem bereits gelost worden.[13] Hier
erweitern wir die Ergebnisse fiir U, auf n = 2,3. Zuerst definieren wir

B=eV und R=e B2 (C.3)

Die kritische Potentialstirke kann dann allgemein ausgedriickt werden als

B. = 1+ :.c(an (o4
1428 ° R

wobei
tn=1)=1, (C.5)

in Ubereinstimmung mit dem bereits bekannten Resultat.[13] Dariiberhinausgehend
erhalten wir

sn=2) =118 L1618, (C.6)
2 2
o 1
z(n=3)= % + 2\3/7 cos [arc Oz(m — g] ~ 1.802. (C.7)




Fir unendlich grofie Potentialreichweite erwartet man z(n = oo) = 2. Wenn man
nun die Gitterkonstante Az = 1 setzt wie in den numerischen Rechnungen, erhalt
man fiir die kritische Potentialtiefe {/; die Ergebnisse U;(2° = 1) ~ 0.3203, U.(z° =
2) ~ 0.1106, und U.(2° = 3) ~ 0.0558. Diese exakten Resultate sind in Abb. 3.11
mit Kreuzen bezeichnet. Die entsprechenden numerischen Ergebnisse, erzielt fiir
ein System bestehend aus 1000 diskreten Gitterplatzen, sind mit gefiillten Kreisen
bezeichnet und stimmen sehr gut mit diesen exakten Resultaten {iberein.
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Anhang D

Storungsrechnung

D.1 Drei Faden

Die aus dem Hamiltonian (3.3) folgende Schrédingergleichung fiir drei Fiden ist
bestimmt durch den Hamiltonoperator

" T &2 T d° 1 1 /1 .
H———z—d—ylz—TEg—E+V( E+K )+V( e Ks(ygsmf?—ylcosﬂ)).
(D.1)
Der Winkel 8 ist gegeben durch (3.7) und legt die relative Steifigkeit des inneren
Fadens fest. Mit der Koordinatentransformation (y; = y1,%5 = y2sin@ — y; cos 9)

148t sich dieser Ausdruck schreiben als

. TP E TPa & T 1, T
H-—-"—2—dy—’2—-§-d ’2+T COSgdyid +V( Kl+?2y1)+V( I{2+F3 ).
(D-2)

Durch Aufspaltung des Hamiltonians,

H=Hy+T?cos0H;, (D.3)

188t sich der Einfluf} des Stéroperators

. d?
H1 — ‘d“‘m (D-4)
auf die freie Energie f in erster Niherung berechnen als
f = fo+ T?cos 8{ | Hilgo), (D.3)

wobei ¢y die normierte Grundwellenfunktion des ungestérten Hamiltonoperators
Hy ist. Diese Wellenfunktion ist exakt bekannt (siehe Abschnitt A.2) und 1Bt
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sich separieren in ¢y = ¢o(y])do(y}). Damit ergibt sich fiir das Matrixelement des
Storoperators

(dollhlgo) = [ dyt [y yi)%(yé)ﬂlcﬁowi)%(%) (D-6)
= f dy; bo(vy d¢°(y‘) | dyado(y 2)‘“’5"(3“2). (D.7)

Mit partieller Integration erhilt man

[ dvidnton) B8 — g7 - [T a0y

woraus mit den Randbedmgungen #0(0) = @o(o0) = 0 folgt, daBl das Matrixelement
verschwindet. Der Storoperator H, hat also in linearer Ordnung keinen Einflu auf
die freie Energie; dies bedeutet insbesondere, daB die kritische Potentialtiefe der
Entbindung und die Entbindungsexponenten um 8 = x/2 in erster Ordnung nicht
von § abhingen. Im Gegensatz dazu scheinen die Daten fiir die Exponenten 4 und v,
(sieche Abb.3.8) jedoch auf eine kleine Steigung um § = 7 /2 hinzudeuten. In jedem
Falle muB beachtet werden, daBl die Aussagekraft einer Stérungsrechnung begrenzt
ist. Selbst wenn alle hoheren Matrixelemente der Storungsrechnung verschwinden
sollten, heifit dies nicht unbedingt, daB das kritische Verhalten unabhingig von dem
Storparameter ist. Die freie Energie konnte dann n&mlich immer noch mit einer
wesentlichen Singularitit vom Stérparameter abhdngen.

D.2 Wechselwirkung zwischen
iibernédchsten Nachbarn

Die aus dem Hamiltonian (3.3) mit zusétzlicher Dreipunktwechselwirkung (3.72) fol-
gende Schrédingergleichung fiir drei Faden ist definiert durch den Hamiltonoperator

H = —g;zz T2d2 V(’-‘—+'—'U1\+V( —+T(uzsm9—u1cosﬂ)\
i i3

+V‘?”¢2VV i + 1 % 1 +- ( 0—yicosd)).  (D.9)
(V°)2 Kl Kg i K Y2 sin i1 CO8 .
Wieder spalten wir den Hamiltonian auf, und zwar in

H = Ho+ (Vg — 2V°)Hy. (D.10)

Fiir 6 = = /2, dies entspricht dem Fall von zwei Fiden die durch eine harte Wand
getrennt sind, 138t sich der Storoperator schreiben als

o n Y2 1
e
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Der Erwartungswert dieses Operators, (¢5g|ff1 |0}, entspricht der Wahrscheinlich-
keit, daB beide duleren Faden gleichzeitig an die harte Wand gebunden sind. Wieder
konnen wir die Tatsache benutzen, dafl sowohl die Grundzustandswellenfunktion als
auch der Stéroperator in den beiden Koordinaten separieren, und miissen daher nur

die Bindungswahrscheinlichkeit fiir eine Koordinate berechnen:

o\ 1
V(KW)?;

Die freie Energie eines Fadens an einer harten Wand ist gegeben durch

¢g(y1)> . (D.12)

P= <¢o(y1)

[T TETPS e (0.13)
=T T gk ey '
wobei v° = —2K,V°({°/T)? und v, = #?/4. Mit der Identitit
(V) = Pve = 12T (D.14)
gve
erhalten wir aus (D.13)
p=gw-m. (D.15)
Fiir den Erwartungswert des Storoperators folgt daraus
. 1
(o Hi|do} = Z(v" - vc)2. (D.16)
Welche Signifikanz hat dieses Ergebnis? Setzt man die freie Energie an als
F(v°,2) = ef@)(0° — ()1, (D.17)

wobei ¢ der Storparameter ist, so folgt der erste Term der Entwicklung nach z als

oo

0 :

3—':7; = ¢(v° — v)M — VLpye(v° — )17 + In(v° — v )ype(v° ~ ). (D.18)
Da (D.16) proportional zu f selber ist (siehe (A.18)), ist nur die Konstante ¢ k-
near vom Storparameter abhingig. Das kritische Verhalten, also Exponenten und
Entbindungstemperatur, hingen in erster Ordnung nicht von der Dreipunktwech-

selwirkung ab.
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