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Abstract

Superalloys, fnainly consisting of nickel, are used for applications in aerospace as well as in
stationary gas turbines. In the temperature range above 800°C the blades, which are manufactured of
these superalloys, are subjected to high centrifugal forces and thermal induced loads. For computer
based analysis of the thermo-mechanical behaviour of the blades models for the stress-strain
behaviour are necessary. These models have to give a reliable description of the stress-strain
behaviour, with emphasis on inelastic affects. The implementation of the model in finite element
codes requires a numerical treatment of the constitutive equations with respect to the given interface

of the used code.

In this paper constitutive equations for the superalioy IN738LC are presented and the implementation
in the finite element code ABAQUS with the numerical preparation of the model is described. In order
to validate the model calculatibns were performed for simple uniaxial loading conditions as well as for
a complete cross section of a turbine blade under combined thermal and mechanical loading. The
achieved results were compared with those of -additional calculations by using ABAQUS, including
Norton's law, which was already implemented in this code.
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Kurzfassung

Ais Werkstoff fir Turbinenschaufeln, sowohi in der Luftfahrt als auch bei stationdiren Gasturbinen,
kommen Superiegierungen zum Einsatz, die lberwiegend aus Nickel bestehen. Die aus ihnen
gefertigten Schaufeln werden im Temperaturbereich Gber 800°C hohen Fliehkraftbelastungen und
thermisch induzierten Beanspruchungen ausgesetzt. Zur rechnergestitzten Analyse des
themdmechanischen Verhaltens der Schaufeln sind Werkstoffmodelle erforderlich. Diese Modelle
miissen das Spannungs-Verzerrungsverhalten zuverldssig beschreiben. Hierbei kommt es vor allem
auf die Erfassung inelastischer Effekte an. Die Implementierung des Weﬂ<stoffmodeII$ in ein FE-
Prograrhm erfordert eine numerische Aufbereitung der konstitutiven Gleichungen. Sie muB' unter
Beachtung von Schnittstellendefinitionen des voniegendeh FE-codes durchgefihrt werden.

In der folgenden Arbeit wird das Werkstoffmodell fiir die Superiegierung IN738LC vorgestellt und die
Implementierung in ABAQUS mit der damit verbundenen numerischen Aufbereitung des Modells
beschrieben. Zur Validierung wurden Testrechnungen sowohl fir einfache einachsige Belastungsfiile
als auch far ein Turbinenschaufelprofil unter thermischer und mechanischer Belastung durchgefithrt.
Die erzielten Ergebnisse wurden mit den Resultaten weiterer ABAQUS-Rechnungen verglichen, bei
denen das be_reits implementierte Norton-Gesetz verwendet wurde.
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1. Hintergrund und Problemstellung

Als Werkstoffe fiir Turbinenschaufeln, sowohl in der Luftfahrt als auch bei stationéren
Gasturbinenanlagen, kommen Superiegierungen zum Einsatz, die {iberwiegend aus
Nickel bestehen. Sie besitzen auch bei hohen Temperaturen noch hervorragende
Festigkeitseigenschaften'. Die aus ihnen gefertigten Schaufeln werden im
Temperaturberei.ch iiber 800°C hohen Fliehkraftbelastungen ausgesetzt. Zusi#tzlich
kommt es zu betréchtlichen thermisch induzierten Beanspruchungen. Zur Analysé des
- thermomechanischen Verhaltens der Schaufeln sind Werkstoffgesetze erforderlich, die
das Spannungs- Verzerrungsverhalten zuverldssig beschreiben. Hierbei kommt es vor
allem auf die Erfassung inelastiécher Effekte an. Die Art der Werkstoffgesetze hat sich
inzwischen etabliert, es handelt sich dabei um die Beschreibung zeitabhéngigen
Materialverhaltens. Zur Beschreibung des inelastischen Anteils der Verzerrung werden
heute liberwiegend Formulierungen herangezogen, die die inelastische Verzerrungsrate
mit dem Spannungszustand, dem Verzerrungszustand und geeignet definierten
Zustandsgr6Ben verknilpfen (z.B. Robinson-Werkstoffmodell). Der Ausgangspunkt der
Werkstoffgesetze sind einachsige Gleichungssysteme fiir Spannung und Verzerrung. Fir
strukturmechanische Untersuchungen sind die Gesetze zur Beschreibung mehrachsiger
Zustande zu erweitern. Sie Dbilden dann die Grundiage fiir die Modellierung des .
Werkstoffverhaltens in Finite-Elemente-Programmen. Die Implementierung eines
mehrachsigen Stoffgesetzes in ein FE-Programm - erfordert eine numerische
Aufbereitung der entsprechenden Differentialgleichungen. Sie muB unter Beachtung von
Schnittétellendefinitionen des vorliegenden FE-Codes durchgefiihrt werden.



2. _ Autgaben

2.1. Werkstoff

Bei dem zugrundeliegenden Werkstoff handeit es sich um die Superlegierung IN738LC,
die dberwiegend aus Nickel bestehi mit 16 Gew% Cr, 8.5 Gew% Co, jeweils 3.5 Gew% Al
und Ti, 2.6 Gew% W, jeweils 1.6 Gew% Ta und Mo, 0.8 Gew% Nb und weniger als
0.1 Gew% C. Das Werkstoffverhalten ist Uberwiegend in einachsigen Versuchen
untersucht und beschrieben worden. Eine mehrachsige Formulierung ist in der
Bearbeitungsphase, wobei eine an Minimalforderungen der Tensorrechnung orientierte
Version im wesentlichen vorliegt. Erster Teil der Aufgabe ist eine Beschreibung der
Werkstoffgesetze, eine kurze Diskussion der Gesetzstruktur (Parameter,
ZustandsgréfRen) mit der Angabe von einachsigén und mehrachsigen
Differentialgleichungen.

2.2. Finite Elemente Methode

Es sind kurz die - Grundziige der FE-Methode zu skizzieren. Dann sind die
Vorgéhensweisen zu beschreiben, nach denen in FE-Programmen inelastische Effekte

" behandelt werden. Als FE-Programm steht der ABAQus-CODE zur Verfiigung.

2.3. Numerische Bearbeitung des Werkstoffmodells zum Einsatz in ABAQUS

Zur Verwendung in ABAQus ist das mehrachsige Stoffgesetz in eine inkrementelle Form
zu Uberfihren. Die verschiedenen Méglichkeiten der numerischen Umsetzung sind zu

diskutieren (unter Umstédnden an einfachen Stoffgesetzen).

Die Programmierung erfolgt in dieser Arbeit in FORTRAN in einem speziellen
Urfterprogramm (UMAT-Subroutine) unter Beachtung der in ABAQus definierten
Schnittstelle.ylm wesentlichen handelt es sich um die Umsetzung der inkrementellen
Gleichungen. Ein wichtiger Gésichtspunkt ist die Organisation und die Dokumentation
des Unterprogramms (bzw. der Unterpfogramme, falls verschiedene,Modifikationen

voriiegen). -



2.5. Durchfiihrung von Testrechnungen

Zur Verifizierung und Kontrolle sind Rechnungen an einfachen einachsigen Geometrien
(Einelementstrukturen) und Belastungsféllen durchzufiihren, fiir die bereits auf anderem
Wege Ld&sungen erarbeitet worden sind, so daR man Vergleichsrechnungen durchfiihren

kann.

2.6. Strukturmechanische Analyse eines Turbinenschaufelmodells

Das Stoffgesetz ist auf ein Schaufelmodell anzuwenden und die Anwendbarkeit zu

demonstrieren.
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3. Werkstoff
3.1. Werkstoffbeschreibung

Die Superlegierung IN738LC, die iberwiegend aus Nickel besteht, ist ein typischer
Hochtemperaturwerkstoff, der hauptsichlich bei stationdren Gasturbinenanlagen
eingesetzt wird. Die -hbhen Festigkeitswerte bei hohen Temperaturen iiber 700°C bis ca.
1000°C ergeben sich hauptséichlich aus der intermetallischen y'-Phase (NiAl, Ti-Phase),
die durch Ubersittigung bei der Erstarrung aus der Matrix ausgeschieden wird [1]. Diese
zweite Phase behindert die Versetzungen, die fiir die Verformung eines metallischen
Korpers unter thermomechanischer Beanspruchung verantwortlich sind, in ihrer
Beweglichkeit, so daB zur Uberwindung der Hindernisse im Gefiige fir eine‘

Versetzungsbewegung hdhere Spannungen notwendig sind. Dies &uBert sich schlieBlich
in einer Erhdhung der Streckgrenze des Werkstoffes um einen Betrag Acy. Bestimmt wird

das Uberwinden der kohéreriten Ausscheidungsteilchen durch folgende Mechanismen [2]:
1 - Schneiden der Teilchen mit '
- schwacher Kopplung von Versetzungspaaren
- starker Kopplung von Versetzungspaaren
2 - Umgehen von Teilchen (Orowan-Mechanismus)
3 - Wechseln der Gleitebene
~ diffusionsgesteuertes Klettem fiir Stufenversetzungen

- Quergleiten fur Schraubenvensetzungen

Welcher dieser Mechanismen fiir die Versetzungen der energetisch ginstigste ist, hdngt

von der Temperatur, der Spannung und der TeilchengréRe ab. Fir homologe
Temperaturen T, < 0.4 bestimmen die ersten beiden Mechanismen die Wechselwirkung

zwischen Versetzungen. und Teilchen.... Abb. 3.1 zeigt fir diese Temperaturen die
Zunahme .der Streckgrenze.in Abh#ngigkeit. vom mittleren Teilchenradius bei konstantem

v'-Volumenanteil.
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Abb. 3.1: Zunahme der Streckgrenze in Abhdngigkeit vom mittleren y -Teilchenradius {2]

Schneidet eine Versetzung ein ¢y'-Teilchen, so erzeugt sie im Teilchen eihe
Antiphasengrenze, fir die eine gewisse Energie aufgebracht werden muR
(Antiphasengrenzenergie)[3]. Die GrdoBe der Energie steigt mit zunehmendem
Teilchenradius, so daB groRBe Teilchen von einer einzigen Versetzung nicht mehr
geschhitten werden kdnnen (Schneiden mit schwacher Kopplung von
Versetzungspaaren). Lauft jedoch auf der Gleitebene der ersten Versetzung eine zweite:
Versetzung, die die Antiphasengrenze wieder aufhebt, so wird die Antiphasenenergie .
reduziert (Schneiden mit starker Kopplung von Versetzungspaaren). ',Vversetzung‘spaare
koénnen unter diesen Umstidnden auch gréBere y'-Teilchen schneiden. Die Abnahme der
Antiphasenenergie ist jedoch begrenzt, da jede Versetzungen von einem Spannungsfeld
umgeben ist, und somit der Paarabstand nicht beliebig verkleinert werden kann. Dies
bedeutet, daB es ‘auch fiir stark gekoppelte \(ersetzungspaare einen oberen kritischen
Teilchenradius gibt, oberhalb dessen die Teilchen _nicht mehr geschnitten werden
kénnen. An dieser Stelle kommt eine weitere Wechselwirkung zum Tragen; das
Umwandern von y'-Teiichen[3]. Bei dieser Art der Wechselwirkung zwischen Versetzung
und y’-Teilchen legt die Versetzung eine "Schleife” um das zu iliberwindende Teilchen
(Abb. 3.1). Die so enistehende Krimmung der Versetzung Qbt eine riicktreibende Kraft
aus, die von der Versetzung Uberwunden werden muB. Ist die Versetzung schlieBlich
zum Halbkreis durchgebogen, kbnnen sich die benachbarten Versetzungsbbgen

vereinigen. Es bleibt ein das Teilchen umschlieBender Versetzungsring zuriick, dessen
.9 ‘



Linienspannung von der Versetzung aufgebracht werden muBte. Bei gegebenem ¢y'-

Volumenanteil erniedrigt sich die global aufzubringende Linienspanhung mit 1/r .

Das Wechseln der Gleitebene ist die dritte Art von Wechselwirkung zwischen Versetzung
und Teilchen, wobei das diffusionsgésteuerte Klettern von Stufenversetzungen mit
zunehmender Temperatur (T>700°C) immer mehr an Bedeutung gegeniiber den anderen
Mechanismen gewinnt. Beim Kilettern wird die Stufenversetzung durch
Leerstellendiffusion so lange auf hdhere Gleitebenen gehoben, bis ihre Beweglichkeit
nicht mehr durch das y'-Teilchen blockiert wird. Der Diffusionsmechanismus ist in
Abb.3.2 vereinfacht dargestelit [2/4]. Die Abbildung zeigt ein schubverzerrtes Gitter mit
einer Stufenversetzun.g.. Das 'untere Atom der eingeschobenen Ebene wird von einem y’-
Teilchen blockiert (Abb. 3.2.a). Dié Versetzung kann in der Gleitebene 1 nic'ht
weiterwandern. Erst nachdem durch Diffusionsmechanismen das untere Atom der
eingeschobenen Ebene seiner  urspriinglichen Lage verlassen, und das
Versetzungszentrum damit in eine benachbarte Gleitebene geklettert ist, kann die
Versetzung weitergleiten (Abb.3.2.b).

eingeschobene
Gitterebene -

Abb. 3.2: Diffusionsgesteuertes Wechseln der Gleitebene einer Stufenversetzung

Insgesamt zéigt sich aber ' auch fiir die hohen Temperaturen, bei denen das
diffusionsgesteuerte Uberklettern von Teilchen die Versetzuhgsbewegung mitbestimmt,
ab einem Ubergangsradius r, eine Abnahme der Festigkelt mit dem Ausscheidungsradius.
Bei Kriechversuchen unter konstanter Last wird die Abnahme der Festigkeit durch eine

Proportionalitdt der Kriechrate zum Ausscheidungsdurchmesser sichtbar. Unterhalb des
Ubergangsradius ro nimmt die Festigkeit der Teilchen mit dem Teilchenradius zu. In

10



diesem Fall ist bei einem Kriechversuch unter konstanter Last eine Proportionalitét der

Kriechrate zum reziproken Ausscheidungsradius zu erkennen:

- 1/r  fur r<rg
m8~{

r far rzr
r. Radius der Ausscheidungsteilchen
r. Ubergangsradius der Ausscheidungsteilchen

ing.  viskoplastische Dehnrate

Ein weiterer wichtiger Aspekt fir die Werkstoffbeschreibung ist die sich mit zunehmender
Verformung einstellende Verfestigung im Werkstoff. Dies wird so gedeutet, daR mit der
zunehmenden Verformung des Werkstoffes die Zahl der unbeweglichen Versetzungen
zunimmt [5]. Die beweglicﬁen Versetzungen machen schlieBlich nur noch einen Bruchteil
der Gesamtversetzungen aus und werden aufgrund der Wechselwirkung der
Versetzungen untereinander mit zunehmender Versetzungsdichte in ihrer Beweglichkeit
immer mehr behindert. Die Kriechgeschwindigkeit nimmt somit mit wachsender
Versetzungsdichte ab. In einem Zugversuch unter ,vkonstanter Last wird daher die
Kriechgeschwindigkeit im Bereich des priméren Kri'echen_s (Ubergangskriechen), in dem

dieser Verfestigungsmechnismus iiberwiegt, zundchst abnehmen (Abb. 3.3).

Fir "hohe Temperaturen treten zus#tzlich zu den Verfestigungsmechanismen
Erholdngévorgénge auf [6].' Diese Erholungsmechanismen hédngen neben Temperatur und
anliegender Spannung auch von der Verfestigung bzw. der Versetzungsdichte ab. Je
groBer die Verfestigung ist, um so mehr kommt der Erholungsmechanismus'zum Tragen.
Es kommt schilieBlich mit zunehmender Verfestigung zu einem dynamischen
Gleichgewicht zwischen Verfestigung und Erholung, so daB die Kriechgeschwindigkeit
anndhernd konstant bleibt (sekundéres bzw. stationidres Kriechen).

G-egen Ende dieses Kriechbereiches sind als Folge der Verformung so viele Poren und
Risse en'tstanden. daB® sich der tragende Querschnitt 'verkleinert. Durch diese
sogenannte innere Einschniirung wird die wirksame Spannung entsprechend hé&her,
wodurch die Kriechgeschwindigkeit wiederum zunimmt (Bereich des tertidren Kriechens).
Durch zunehmende i'nnere und duBere Einschniirung wird die Spannung schlieBlich so
groR, daB die Probe bricht [4,'{].

1M1
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Abb.3.3: Verlauf der Dehnung und der Kriechrate mit der Zeit

Die Nickelbasissuperlegierungen zeigen in Langzeitkriechversuchen bei hohen
Temperamren aufgrund von  Gefligeverdnderungen oft keine  konstante
Kriechgeschwindigkeit im stationdren Kriechbereich. Kleine <y'-Teilchen Iésen sich zu
groBen wachstumsféhigen y'-Ausscheidungen, wodurch sich der = mittlere
Ausscheidungsdurchmesser _stidndig vergrbBert; Diese Vergré6Berung der Yy'-Teilchen
bewirkt unterhalb des Ubergangsradius” re eine Zunahme, und oberhalb von r, eine
Abnahme des Widerstandes gegen Kriechen'!. Bei einem Kriechversuch unter konstanter
Last wird sich daher die Kriechgeschwindigkeit auch im Bereich des sekundéren

Kriechens stédndig #ndern.

1siehe hierzu auch Abb. 3.1
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3.2. "back stress"'-Modell

3.2.1. Einachsige Formulierung

In der folgenden Beschreibung der einachsigen Formulierung wird zundchst davon
ausgegangen, daB s#&mtliche Spannungen positiv sind. Um in der allgemeinen
Formulierung auch die Druckspannungen mit einzubeziehen, werden in den ermittelten
Gleichungen -die Spannungen durch ihren Absolutwert ersetzt und ihr Vorzeichen mit
Hilfe der Signum-Funktion (sgn) bericksichtigt.

Das "back stress"-Modell beruht auf der Annahme, daB die Dehnungen sehr klein s_ind
und sich die Gesamtdehnung in einen elastischen, einen viskoplastischen und einen
thermischen Anteil zerlegen 148t:

e=%+"g +Mg G.1)
€: Gesamtdehnung

e: elastischer Anteil der Dehnung

€: viskoplastischer Anteil der Dehnung

€: thermischer Anteil der Dehnung; the = W, - T-7)

o Wirmeausdehnungskoeffizient

T: Temperatur

T:  Bezugstemperatur (20°C)

Der elastische Anteil der Dehnung ist liber das Hooke 'sche Gesetz mit der Spannung
verkniipft:

G=E %=E-(-"e-T) ' (3.2
c: Spannung

E: Elastizitdtsmodul

Die Berechnung der viskoplastischen Dehnung erfolgt mit Hilfe des "back stress”-
Modells. Die Ausgangsgleichung fir das "back stress"-Modell ist der Norton’sche Ansatz
fir die viskoplastische-*'Dehnrate ('"é=K'cN'). Die 4uBere Spannung ¢ wird hierbei im
Modell durch die fiir das Kriechen verantwortliche Effektivspannung (bzw. wirksame
Spannung) Yo, die sich aus der Differenz von &uBerer und innerer Spannung ergibt,
ersetzt:

13



ing = k(Yo W =K(c-'o)N - (3.3)
o: Effektivspannung

innere Spannung
Koeffizient im "back stress"-Modell

‘N -Exponent im "back stress"-Modell

Die innere Spannung wird durch den Widerstand gegen Kriechen bestimmt. Sie setzt sich
aus zwei Anteilen zusammen:

's=p+Ps (3.4)

p: Anteil der inneren Spannung durch Teilchenhartung

bC)': "back stress”

Der erste Anteil p beschreibt dabei den Widerstand des Materials gegen Kriechen
aufgrund der Wechselwirkung der Versetzungen mit den y -Teilchen. p héngt nur von der
anliegenden Spannung und der GrioBe der Ausscheidungsteilchen ab.

Der zweite Anteil °

G beschreibt den Widerstand gegen Kriechen aufgrund der
Wechselwirkung der Versetzungen untereinander. Da die Zahl der unbeweglichen
Versetzungen, und damit auch der Widerstand gegen Kriechen, bei konstanter Spannung
mit zunehmender Verformung zun#chst zunimmt, gegen Ende des priméren
‘Kriechbereiches jedoch durch verstirkt auftretende Erholungsvorgénge einen Grenzwert
erreicht, muB auch °o verformungsabh&ngig einem Grenzwert °G entgegeniaufen.
Dieser Grenzwert h'a_n‘g_t_.i_m ‘Gegensatz zu p nicht vom Radius der Ausscheidungsteilchen
ab, sondern ndr vom Verhdltnis des Matrixvolumens zum Ausscheidungsvolumen. Fir die

Entwicklung von b

¢ wird dabei folgender Ansatz verwendet:
b6=xo.|né'(b3_bc) (35)

bS:  stationdrer Wert des "back stress”

loz - Parameter in Entwicklungsgleichung des "back stress”

Ist der Grenzwert erreicht, so beginnt der Bereich des stationsren Kriechens. Fiir diesen

Bereich wurde fir die viskqplastische Dehnrate durch Anpassung von
Versuchsergebnissen ein Ansatz ermittelt, der fir ro2f, die Proportionalitat zu r, und fir
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ro<fs zunéchst die Proportionalitdt zu 1/r, und schlieBlich ab dem Ubergangsradius r

ebenfalls die Proportionalitdt zu r, beriicksichtigt:

Fir ry2rg wurde der Ansatz nach Gleichung (3.6a)

ing =k-L.g". %0 (3.6a)

r
in, _ L. n, _O0C .
€, =k r o e fir r<r (3.6b)
ing o' o _ac
e,=k-—3-0 -e far rar, (3.6¢)
re _
mit
. G-C
e -[z+ Ty “] | (3.7)
[ 0 c*
i“és: stationére viskoplastische Dehnrate
Iy Radius der Ausscheidungsteilchen des Ausgangsgefiiges
k, o Parameter in Bestimmungsql. fiir stationére Kriechrate
n: Exponent in Bestimmungsgl. filir stationére Kriechrate
Z, c*: Parameter in Bestimmungsgl. fir r,
Oy Streckgrenze

b

Dieser Ansatz ermdéglicht nun die Bestimmung von "G und p. Da der stationére "back

stress*-Wert nicht vom Teilchenradius r abh&ngen soll, wird der Ansatz fiir die

viskoplastische Dehnrate im “"back stress"-Modell zun#chst mit dem Ansatz nach
Gl.(3.6a) bzw. GI.(3.6b) unter Vernachidssigung des Teilchenwachstums (r=ry = P=py

verglichen:

"¢, = K(0 -G - pp=kche*® - (3.8)

Po: Teilchenhértung des Ausgangsgefiiges

Das Verhéltnis des stationiren *back stress"-Wertes °G zu dem Anteil py der inneren

Spannung kann durch einen empirischen Ansatz bestimmt werden:
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b= 1-q

S __"T (3.9)

po 0

; o |P
mit q,=1-A [—] (3.10)
Oy
q, Parameter in Bestimmungsgleichung des stationédren
"back stress"- Wertes

A: Koeffizient in Bestimmungsgleichung fdr q,
p: Exponent in Bestimmungsgleichung fir q,,

Damit ergibt sich fiir den station&ren "back stress"-Wert:
K 1IN
®S = (1-qp)-c" [1 - [?o"‘N-eao] ] (3.11)

Das diffusionsbedingte Wachstum der y’-Teilchen wird in dem Anteil p der inneren -
Spannung beriicksichtigt. Fur die stationdre Kriechrate gilt wiederum der Ansatz nach

' Gl.(3.6a) bzw. GI;(3.6b, c). Liegt der Teilchenradius des Ausgangsgefiiges iiber dem
Ubergangsradius re, so ergibt sich durch Vergieich von GI.(3.6.a) mit dem Ansatz nach

GI.(3.3):
. 'k"r; -o"-e*% = K-(6 - ®G - p)" (3.12)
(o ‘ 1N
p=o|1:|gg-o"Ne* ] -5 (3.13)
. . o 7
r i K R 1/N K 1/N
= p=0-1- +o“‘"-e°‘° - (1-qo)~[1 - [-K—c“’"-ea"] ” (3.14)
. . o P .

Liegt der Teilchenradius des Ausgangsgefiiges dagegen unterhalb des Ubergangsradius
re, SO muB zundchst die Proportionalitdt der viskoplastischen Dehnrate zu 1/r nach

Gl.(3.6.b), und fir r2r, die Proportionalitdt zu r nach GI.(3.6.c) beriicksichtigt werden.
Die Teilchenhértung p |88t sich fiir Teilchenradien kleiner (bzw. gréBer) re durch

‘Vergleich von G1.(3.6.b) (bzw. GI.(3.6.c)) mit_dem Ansatz nach GI.(3.3) ermitteln:

p=o-|1- [—K—rc“°“-e°‘°] - b5 (3.13)
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bzw.

K-rr 1/N
p= c-[1 - [ - c"'"-eac] ] - %5 (3.15)

Der aktuelle Teilchenradius zum Zeitpunkt t kann fir die Bestimmung von p mit Hilfe der

Volumenwachstumsrate V, die nur von der Temperatur abhéngt, berechnet werden:

1/3

t
3.3 (va4 »
r=|r° +=—JVdt 3.17
0 47:{{; ( )

V:  Volumenwachstumsrate

3.2.2. Mehrachsige Formulierung

Zunéchst‘gilt fiir  den Zusa’mm‘enhang zwischen elastischem Verzerrungstensor und

Spannungstensor das Hooke’'sche Gesetz:

= e, - . in th
;= Ej & = Epa®€y- €4~ €1 | (3.18)

Hierbei ist zu beachten, daB nach der Einstein’schen Summationsvereinbarung d{ber
einen doppelt auftretenden Index in einem Produkt bzw. aligemeiner in einem Monom

summiert wird.

im isotropen Fall kann der Elastizitdtstensor in GI.(3.18) durch die Lamé’schen

Konstanten ausgedriickt werden [8/9]:
Ei,.k, = X-Sij-ﬁn + p,-(Sik-SiI + 8“-61.,() ' (3.19)
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vE

i =— 3.20
mit A A2y (3.20)
E
= 3.21
und H= 2+ 3.21)
Sij: Kronecker Tensor
A, . Lamé’sche Konstanten
Hiermit ergibt sich GI.(3.18) zu:
_ _ i th, . . i th
Oy = My Oy + 2:p% = Ae(Byy "Bpgm  Eigd Oyt 20 pi(Ey - gy - Ep (3.22)

Die Umsetzung des einachsigen "back stress"-Modells in eine mehrdimensionale
Formulierung erfolgt mit Hilfe der Invariantentheorie {10].

Die Verformung eines dreidimensionalen Elementes setzt sich aus zwei Anteilen
zusammen; der Distorsion (GeStaltﬁnderung) und der Dilatation (Volumené&nderung) [8].
>Filr klevine Verzerrungen kbénnen diese beiden Anteile durch additive Aufspalten des
Verzerrungstensors in seinen Deviator und seinen Kugeltensor ermittelt werden, wobei
der Deviator der Distorsion und der Kugeltensor der Dilatation zuzuordnen ist. Da die
viskoplastische Verformung eines Ko&rpers mit einer sehr geringen Volumenzunahme
verbunden ist [9], die gegeniiber der Volumenzunahme durch elastische Verformung
vernachlassigt werden kann, wird in der mehrachsigen Formulierung der inelastische
"Verzerrungstensor als deviatorische GréB8e angesetzt:

in, _ in_. '
€= ey (3.23)

'"eij: inelastischer Verzerrungstensor

g 'ij: Deviator des inelastischen Velzerrungstensqls

Die viskoplastische Dehnrate kann so‘mit als Funktion der Spannungsdeviatoren
festgelegt werden. Bei Isotropie 4Bt sich GI.(3.3) in die folgende mehrachsige

Formulierung Uberfiihren:

ne 3w N g - |

ey =g K- Yoy Yoy : . (3.24)
mit

W _ T o 3 .oi. v ey
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Yoy Effektivspannung; “o;, = o, - 'cij
WGVMI effektive Vergleichsspannung nach Mises

Jz('cs"ij - lcs"“): zweite Invariante des Deviators der Effektivspannung

i Tensor der inneren Spannungen,; 'cij =p;* boij

Deviator des zugehd&rigen Tensors

. . 1
(hler: wO ij = wGij - -3' * wckk)

Der Tensor der inneren Spannung icn 148t sich durch Tensoraddition von "back stress"-

Tensor "cij und Tensor der Teilchenhdartung Py ermittein:

i - b
'Gn‘ Oy + Py (3.26)

Zur Bestimmung des "back stress"-Tensors wird die Entwicklungsgleichung (3.5) auf jede
Komponente des Tensors angewendet, wobei die inelastische Dehnrate durch die
Vergleichsdehnrate, die sich auf der Basis des von Mises schen plastischen Potentials zu

inév - (3.27)
ergibt [8], erseizt wird:
°Gy = Ao - "Ey - (°5; - o (3.28)

ij

Durch Umsetzung von Glelchung (3.11) in eine mehrachsige Formulierung 148t snch der

statlonare "back stress"-Wert ermitteln:
’ k N 1IN
b= _ .~ n @O

Bei der Umsetzung der Bestimmungsgleichung fir die Teilchenhértung muB wiederum
eine FéIlunterscheidungwbeziiglich des Teilchenradius beachtet werden:

1IN

1IN
_ k-t _n-N. e00 K _n-N e00 .
Py = Oy [1 - [K-r0 CSvm - VM] - (1-q9- [ Sym '€ VM] ” firr>re  (3.30)
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k-r /N ' VMY fiir ro<r
- 0 _n-N oo . k _n-N _aoc 0 's
P = Oy 1- [K,r-o‘\,M e VM] - (1-q9)- |1 - [K Oym '€ VM] und r<r, (3.31)

Krgr VN VNN fir r<r
= 0 n-N__ac . k _n-N oo 0"'s
Py = Oy |1~ [ Gvm € VM] - (1-qp) {1 - [K Cvm € VM] und rr, - (3:32)

Die Berechnung der skalaren GréBen r, und r erfoigt nach den Gleichungen GI.(3.7) und

(3.17) wobei in G1.(3.7) die Spannung durch die von Mises-Vergleichsspannung ersetzt

wird:

1/3

t

g -0 [ .

"M—il } und  r=rd+ 2. [V at (3.33)
c* 4T t,

rs=ro-[z+

3.2.3. Parameter

Das "back stress"-Modell besitzt neben dem Elastizitdtsmodul, der Querkontraktionszahl,
de'r Streckgrenze und dem Wéarmeausdehnungskoeffizienten noch weitere 13 Parameter, '
die fur das zu besdhreibende Material bestimmt werden miissen. Fir IN738LC ergaben'
sich fiir die Parameter durch Anpassung an eine Reihe von Versuchsergebnissen dabei
die folgenden Werte bzw. temperaturabhahgigen Verldufe:
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- Koeffizienten k und K des Kriechgesetzes (Abb. 3.4):

|Koefﬁzienten des Kriechgesetzes'

1,00E-10 |
1,00E-12 %&’
————
S
< 1,00E-14 | s ®
 — ="K
-
1,00E-18

700 750 800 850 900 950 1000
Temperatur in °C

Abb. 3.4: Koeffizienten des Kriechgesetzes

- Exponenten n und N des Kriechgesetzes (Abb. 3.5):

‘Exponenten des Kriechgesetzes'

_——0———n
3g . a. < < @ < &—— O S o o
2.
l.
0

700 750 - 800 80 900 950 1000
Temperatur in °c

Abb. 3.5: Exponenten des Kriechgesetzes
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- Parameter oo des Kriechgesetzes (Abb. 3.6):

) |Parameter in Kriechgesetz.
X

3,00E-02 .

2,50E-02
2,00E-02
1,50E-02 1
1,00E-02
5,00E-03 -

0,00E+H00 —t +
700 750 800 850 900 950 1000
Temperatur in *C '

Abb. 3.6: Parameter o des Kriechgesetzes

- Koeffizient A.o in der Entwicklungsgleichung fiir "back stress" (Abb. 3.7):

, Koeffizient in Entwicklungsgleichung fiir "back'stress"l
Ae

6,00E+03 ;
5,00E+03 1
4,00E+03 ¢
3,00E+03 1
2,00E+03 1

1,00E+03 ;

0,00E+00 -+ — : + t + |
700 750 800 850 900 950 1000

Temperatur in ‘C

Abb. 3.7: Koeffizient in der Entwicklungsgleichung fiir "back stress"



- Parameter pund Ain Bestimmungsgleichung fir q, (Abb. 3.8):

‘Parameter in Bestimmungsgleichung fiir qo I

257

21

L5 1 —e—p

—— A

14

0,5 1

0 — + + 4
700 750 800 850 900 950 1000

Temperatur in °C

Abb. 3.8: Parameter in Bestimmungsgleichung fiir q,,

- Volumenwachstumsrate V (Abb. 3.9):

IVolmenwachsttmxsrate.
1,00E+06 == '
=]
],
.
o> 1,00E+04 -
£ o — =
X =
£ - &
1,00E+H02 —=
>
1,00E+00 + + + + 4 —
700 - 750 800 850 900 950 1000
'l‘emperatm'in"-C~ e

Abb. 3.9: Volumenwachstumsrate
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- Teilchenradius des Ausgangsgefiiges r:

r, = 0.0175um = konst

- Parameter in Bestimmungsgleichung fir Ubergangsradius z, B, o*:

z = 1.0 = konst

B = 2.789 =konst

o* =902 —-N—z = konst
mm

Der Verlauf des Elastizitdtsmoduls, der Streckgrenze

Wirmeausdehnungskoeffizienten idber der Temperatur ist in den Abbildungen 3.10, 3.11

"und 3.12 dargestellt. Die Querkontraktionszahl ist wiedérum eine Konstante mit dem

Wert v=0,3.

.Elasﬁzitﬁtsmodull
200000 ¢
0;3 150000
= 100000
= 50000
0!
700 750 800 850 900 950 1000
Temperatur in °C
Abb. 3.10: Temperaturabh#ngigkeit des Elastizititsmoduls
8,00E+02 +
7,00E+02
o 6,00E+02
& 5,00E+02
.c 4,00E+02
LDX 3,00E+02
2,00E+02
1,00E+02
0,00E+00
700 750 800 850 900 950 1000
Temperatur in ‘c

Abb. 3.11: Temperaturabh#ngigkeit der Streckgrenze
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lWérmeausdehnungskocfﬁn'cnt'

1,60E-05
1,58E-05
X 1,56E-05
. 1,54E-05 |
B 1,52E-05
1,50E-05

1,48E-05
700 750 800 80 900 - 950 ° 1000

Temperatur in °C

Abb. 3.12: Temperaturabhingigkeit des Warmeausdehnungskoeffizienten
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3.3. Vergleich mit anderen Werkstoffmodellen

3.3.1. Robinson Modell

Robinson unterteilt sein Modell [11/12/13] in einen rein elastischen Bereich, in dem eine
materialabhédngige kritische Schwellspannung X, nicht Uberschritten wird, und einen

viskoplastischen Bereich. Fiir den zweiten Bereich ergibt sich beim' Robinson Modell die
Gleichung fiir die viskoplastische Dehnrate als Gradient einer Potentialfunktion Q im
Spannungsraum, was der allgemeinen Theorie des plastischen Potentials entspricht. Die
Ubertragbarkeit einer plastischen Dehnung auf die inelastische Dehnrate ist die

Hoff’sche Analogie.

g, = [%QJ _ | (3.34)

Q: Potentialfunktion

Die Potentialfunktion Q im Robinson Modell wird dabei wie folgt anggsetzt:

Q=2 [ﬁ;-f(F) dF + f'—;‘- 9(G) dg (3.35)

Xor M. RV H :Méterialkonstan_ten

f,g:  Funktionen

F: skalare Funktion des Deviators der Effektivspannung (bzw. wirksamen
. Spannung) I, :
G: skalare Funktion des Deviators der inneren Spannung 3,

Im isotropen Fall hat das FlieBgesetz die folgende Form [14]:

Jo(Z) ] n oz
: A[-z—- 1| -—=k=  falls s.-£,>0 und J(Z)>K
ineij = K '2_ Jz(z) slj ij 2 (3.36)
0 sonst

A, n: Materialkonstanien

JZ(E): zweite Invariante des Deviators der Effektivspannung

Zu: ‘Deviator.der Effektivspannung
Sy Deviator der anliegenden Spannung
K: isotrope Verfestigungsvariable
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Ahnlich wie im "back stress"-Modell berechnet sich der Deviator der Effektivspannung
aus der Differenz der Deviatoren von anliegender Spannung sy und innerer Spannung ay

Die innere Spannung beriicksichtigt allerdings im Gegensatz zum "back stress"-Modell
nur die kinematische Ver- bzw. Entfestigung. Die isotrope Ver- bZzw. Entfestigung
beschreibt Robinson in seinem Modell mit Hilfe der skalaren isotropen

Verfestigungsvariablen K.

Die Evolutionsgleichung fiir die kinematische Verfestigung lautet:

) a
|H-G® P RE™ L= falls 5;2>0und G>G,

- -\,Jz(a) g 7
% fin. p . me_ 2 ‘ ‘ (330
H.GO Slj - RGO m Sonst
Jo(a
mit G= 223y V (3.38)

X2

B.m, G, Materialkonstanten

Der erste Term in der Entwicklungsgleichung fiir a; beschreibt dabei die

dehnungsabhéngige Verfestigung des Werkstoffes, wéhrend der zweite .Term -die
thermischen Erholungsvorgénge beriicksichtigt und daher stark temperaturabhdngig ist.

Fir niedrige Temperaturen kann er vernachldssigt werden.

Mit Hilfe des "Abschneide-Parameters" Go wird verhindert, daB fiir G—>0 die Funktion

nach GI.(3.37) singular wird.

Fiir die skalare isotrope Verfestigungsvariable K gilt das foigende Entwicklungsgesetz:
K=TCwW, T)-"w+ 0w, T)-T . (3.39)

Der erste Term in GI;(3.39) beschreibt dabei die Verfestigung durch die

Dissipationsleistung ("work hardening"), wihrend im zweiten Tefm der EinfluB einer

nichtisothermen Belastung beriicksichtigt wird.

Die materialspezifischen Funktionen I' und ® sind hierbei gegeben durch:

K,- K oW

= 3W, e w, - (3.40)
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®-=. Q02 o-Qo (1/T-1/T) (3.41)

3T
""W: inelastische Verformungsarbeit
K K. Q, W, T,: Materialkonstanten

Der wesentliche Unterschied zum "back stress"-Modell ist der, daB Robinson in seinem
Modell eine Schwellspannung eingefilhrt hat, unterhalb der keine inelastischen
Verformungen stattfinden. Dieser Ansatz ist jedoch zur Beschreibung von
Hochtemperaturwerkstoffen, die bei hohen Temperaturen auch bei geringen Spannungen
kriechen, nicht geeignet. Ein weiters Phdnomen, das bei IN738LC in Versuchen zu
beobachten ist und das mit dem Robinson-Modell nicht beschrieben werden kann, ist die
inelastische Rickdehnung bei Entlastung (wird eine in x-Richtung auf Zug belastete
Probe schiagartig entlastet, so kann eine viskoplastische Dehnrate in negative x-
Richtung gemessen werden). Dieses Ph&nomen wird im "back stress"-Modell mit Hiife
des "back stress" o beschrieben, der bei schlagartiger Entlastung der Probe zu einer
Riickspannung im Werkstoff, und damit zum Riickdehnen durch Kriechen fiihrt, wobei b
iangsam gegen Null relaxiert. Im Robinsonmodell wird die Effektivspannung in diesem
Fall zwar auch negativ, jedoch verhindert die Fallunterscheidung in GI.(3.36), daB eine
viskoplastische Dehnung in Richtung dieser Riickspannung stattfindet.

3.3.2. Hart-Modell

Hart geht in seinem Modell [15/16] davon aus, daB sich die inelastische Dehnrate aus
zwei Anteilen zusammensetzt; einem reversiblen und einem irreversiblen Anteil:
in_

€= a;+a

; (3.42)

i

éij: reversibler Anteil der inelastischen Dehnrate

'd”: ireversibler Anteil der inelastischen Dehnrate

Zur Bestimmung der inelastischen Dehnrate fiihrt Hart fiir die deviatorischen Tensoren

oy 207y 'c'u, d“, "‘é,j zundchst skalare Invarianten der Form

c=4fccy  ein. | | (3.43)

c’“: Deviator eiq_es Tensors zweiter Stufe

c: skalare Invariante des Deviators c'ij

c’,]: : Deviator der anliegenden Spannung

"c’ij, 'c',j: " zwel Anteile de; Spannungsdeviators: c',]= “0',] + 'c’,j
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Sind zu einem bestimmten Zeitpunkt die Werte von Spannungsdeviator_c'ij, reversiblem

Anteil der inelastischen Dehnung ay Hilfsspannung o* und Temperatur T gegeben, so

148t sich die inelastische Dehnrate und deren irreversibler Anteil wie folgt berechnen.

Zun#chst kann der erste Anteil ac’ij des Spannungsdeviators aus Gl.(3.44) und Gi.(3.45)

berechnet werden:
a
. (o]
oy =g a1y (3.44)

mit %c=pa (3.45)

R Materialkonstante
Der zweite Anteil des Spannungsdeviator ergibt siéh damit zu:
fo'u =G - ac'ij - _ (3.46)
© .Mit Hilfe dieses zweiten Anteils wird nun die viskoplastische Dehnrate bestimmt:
g, = ‘,%8 o, | (3.47)
mit Mg = ax(T)- [%]M i (3.48)

o*(T): schwach temperaturabhéngige Funktion
M: Materialkonstante '

Fir die Rate des irreversiblen Anteils giit:

- a
o= ag 2 , , : (3.49)

=

(3.50)

m, f, A: Materialkonstanten

G: Schemmodul -
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Q: ~  Aktivierungsenergie

R: Gaskonstante

Die Hilfsspannung ¢* beschreibt dabei die Ver- bzw. Entfestigung des Werkstoffes. Fir

sie wird folgender Entwigklungsansatz angegeben:
410607 - r(o*, %6)-at - R(o*,T) (3.51)

Hierbei beschreibt die Funktion I die isotrope Verfestigung aufgrund der mechanischen
Verformung, und die Funktion R die temperaturabhsingige Erholung des Werkstoffes.

In Abb. 3.13 sind die Beziehungen zwischen den einzelnen Gréfen graphisch dargestelit.
Element 1 ist ein elastisches Element, Element 2 ist durch G1.(3.49) und (3.50) bestimmt
und Eilement 3 ist ein nichtlineares viskoses Element.

a
: ® @
< — >

Abb. 3.13: Schematische Darstellung des Werkstoffmodelis von Hart [15]

Das Hart-Modell ist fir die Beschreibung des Verhaltens von Hochtemperaturwerkstoffen
gut geeignet, da beim Hart-Modell keine Schwellspannung existiert, unterhalb der die
viskoplastische Dehnrate zu Null wird. AuBerdem kann mit dem Hart-Modell das in
Kapitel 3.3.1 beschriebene Phanomen der inelastischen Rickdehnung bei Entlastung gut
wiedergegeben werden. Wird z.B. das in Abb. 3.13 gezeigte Werkstoffmodell schlagartig .
entlastet (c=0), so stellt sich aufgrund des reversiblen Anteils der viskoplastischen
Dehnung a eine RUckspannung |
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'6=-c=-pa _ (3.52)

ein, die wiederum zum Kriechen des Materials fiihrt.

Der wesentliche Unterschied zwischen dem Hart- und dem “back stress"-Modell ist, daB
im "back stress"-Modell die Ver- bzw. Entfestigung im direkten Zusammenhang mit dem
Radius der y'-Teilchen steht. Es konnen somit Gefdgeveradnderungen, die bei hohen
Temperaturen auch ohne &uBere Belastung stattfinden (Wachstum der y’-Teilchen),

beriicksichtigt werden.

3.3.3. Chaboche-Modell

Fir die Bestimmung der inelastischen Dehnrate fdhrt Chaboche in seinem Modell [17/18]
ebenso wie im "back stress"-Modell eine wirksame Spannung “’ou ein, die sich aus der

Differenz von anliegender Spannung Oy und Pseudospannung xli ergibt:

w

oy = 0 - Xy (3.53)
)

Oy Effektivspannung

X,,: Pseudospannung

Die viskoplastische Dehnrate wird im Chaboche-Modell nach GI.(3.54) berechnet,

in
<\[ Oy’ °|d' R(Tey "oy (3.54)

o "oy
K;n:  viskose Konstanten
R('“”,) Funktlon der akkumulierten inelastischen Dehnung

t

\ |
= |8, dr= ”@l dt (3.55)
0 0

wobei fir die Funktion (u) giit: (u) =u fdr u>0
und (u) =0 firu<0 (3.56)
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Die Funktion R in GI.(3.54) beschreibt die isotrope Verfestigung. Sie wirkt wie eine

Schwelispannung, unterhalb der keine viskoplastischen Verformungen stattfinden. Die
kinematische Verfestigung wird mit Hilfe der Pseudospannung XIl beschrieben. Fiir die

Entwicklung der Pseudospannung verwendet Chaboche den folgenden Ansatz:

. . - -~ -1 - .
Xy =_c-[A-'"eIl - \/g c -Xu]-F('"e“) - B-\p(”—-x;m X+ Q("EY X T (3.57)

A, B, c: temperaturabhangige Materialkonstanten
F,Q: temperaturabhéngige Funktion

Der erste Term in GI.(3.57) erm8glicht dabei die Modellierung des “strain hardening’-
und des Bauschinger-Effektes, wahrend der zweite Term die zeitliche Erholung des
Werkstoffes kennzeichnet. Der letzte Term in GI.(3.57)v beschreibt die Anderung der
Pseudospannung unter nichtisothermen Bedingungen.

Fir die Beschreibung von Hochtemperaturwerkstoffen besitzt das Chaboche-Modell
gegeniiber dem "back stress"-Modell den Nachteil, daB Chaboche in seinem Modell eine
Schwellspannung einfihrt, unterhalb der es nicht zum Kriechen des Werkstoffes kommt.
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4. Die Methode der Finiten Elemente

4.1. Grundlagen

Die Methode der Finiten Elemente ist ein besonders leistungsstarkes numerisches
Verfahren flir die Bewdiltigung komplexer Aufgaben aus der Natur- und
Ingenieurwissenschaft. Die Lésung von Aufgaben aus der Festkérpermechanik wird
dabei in mehrere L&sungsschritte untergliedert [19]. Zun&chst wird die kontinuierlich
zusammenhingende Struktur durch Unterteilung in finite Elemente diskretisiert. Der
Verlauf der Feldvariablen innerhalb eines Eiementes wird durch elementspezifische
Interpolationsfunktionen und durch Werte in den Elementknotenpunkten approximiert.
Durch Einsetzen der Ansétze in die das Pr;)blem beschreibenden Gleichungen, die im
allgemeinen als Integralausdriicke gegeben sind, wird auf Elementebene die numerische
Auswertung vorgenommen. Sodann werden die elementbezogenen Gleichungen zu
globalen Systembeziehungen zusammengefalt. Die ~ Auflésung dieser
Systembeziehungen liefert die Approximation der gesuchten FeldgréBen fiir die gesamte

zu analysierende Struktur.

4.1.1. Gleichgewichisbedingung fir ein Element und kinematische Appfoximation

Die grundlegende Gleichung fiir die Spannungs- Verformungsanalyse eines Kontinuums
im Rahmen der Finiten Elemente Methode ist die Gleichgewichtsgleichung bzw. die auf
ihr basierenden EneArgietheoreme [19/20]. Der heute lbliche Ausgangspunkt, von dem
aus die meisten kommerziellen FE-Computerprogramme entwickelt sihd, ist das Prinzip
der virtuellen Arbeit (bzw. das Prinzip der virtuellen Verriickungen). Es besagt, daB in -
einer Gleichgewichtssituation fiir jedes virtuelle, mit den Randbedingungen vertréglic_he
Verschiebungsfeld -duj(x;), das:-einem Element aufgeprégt wird, die innere Arbeit 3'W

gleich der Arbeit der 4uBeren Kréfte 5°W am Element ist:
5'w = 5°W o (4.1)

Die innere Arbeit berechnet sich geméas:

. odu. 0du
hay < ) I AN Dl Bt | i = ;
SW = f&eq oy dV = Jz [axj + ax,] oy dV ihj=1,2,3 - (42
0] o _
\'}
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Seii: Virtueller Verzerrungstensor (Koordinaten des Verzerrungstensors)
. Spannungstensor
8ui: Virtueller Verschiebungsvektor

X Koordinatenrichtung

Volumen des Elementes

Im Rahmen der Finiten Elemente Methode ist es gidngige Praxis, die Koordinaten des

virtuellen Verzerrungstensors und des Spannungstensors aufgrund ihrer Symmetrie
(8‘::|j=8'6ii , c,j=cﬁ) zu einem virtuellen Verzerrungsvektor bzw. einem Spannungsvektor

zusammenzufassen:

4 3 4 N Cex ) 3
be, LM Oy (644
de, | de,, o, S,

| %5 dey - |- _ |3 Ca3
8= |oe |= | 5e. 45 » Op= = (4.3)
| o¢, Bip+ OBy C4 C12 '
bes Beq3 + Bey Os C13
GLY \O€,, + €, (O G 3

Damit 1aRt sich die innere Arbeit auch in der folgenden Form schreiben:

s'w = Joe, 0, AV p=1,..86 (4.4)
(e)

Fdr die duBere virtuelle Arbeit gilt:

o (&) - (e) - ‘

5°w = fﬁui-bidv + fau,-pido i=1,2,3 (4.5)
(e) (o)
v o

te)
b,=b: Volumenkraft (bezogen auf Einheitsvolumen)

(o) :
Py Oberfléchenkraft (bezogen auf Einheitsfldche)

(o) - .
O: Elementoberfliche



Die Verschlebungsgrdl&en innerhalb eines Elementes werden mit' Hilfe von
Formfunktionen N , (i.A. Polynome) und Knotenpunktwerten ermittelt. Die Formfunktionen

sind dabei so konstruiert, daB jede von ihnen an genau einem Knotenpunkt den Wert eins
annimmt, wéhrend sie an allen anderen Knoten den Wert Null hat (Interpolations-

funktion):
(e) (e)
6ui= Nir'aur i=1,2,3
r=1,...Ne . (4.6)

Q)

N;:  Verschiebeinterpolationsmatrix bzw. Formfunktionsmatrix

(e _ (e)
Nlr(xp)
(e)
ou  Virtuelle Verschiebung der Elementknotenpunkte

Ng: Anzahl der Freiheitsgrade des Elementes (fiir ein dreidimensionales
Vollkbrperelement ist N = 3-Anzah! der Knotenpunkte)

Die virtuellen Verschiebungen sind fir ein dreidimensionales Element iblicherweise in

der folgenden Form organisiert:

Die zum g- ten Knotenpunkt gehdrenden virtuellen Verschiebungskomponenten
(o)
sind 8U39_2, SU:J,Q_1 und SU_,,g

Fir das Belsplel eines einfachen wirfelfbrmigen 8- Knoten Elementes ergibt sich die
(®)

folgende Formfunktionsmatrix N,, wenn der Koordinatenursprung in der Elementmitte

liegt und die Koordinaten der Eckpunkte bzw. Knotenpunkte mit (ag,bg,cg) bezeichnet

werden, wobei a bg, Cg = 11 sind (Abb. 4.1):

9!
" F, 00 F,00 F;0 0F,00F;00F;00F,00Fz;00
N, 0 F,00F,00F,00F,00F;00F;00TF,00Fg0
o 400F,»»vOOono-F300F400FSOOVFSOOF.,OO_,FB
rt ist:

wobei Fg wie folgt definie

F —%- ((1+8,7X,)-(1+bX,)-(1+€:X5)
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2(-1,1,1) 1(1,1,1)

3(-1,-1,1)

4(1,-1,1)

Xi

ot 5(1,1,-1)

7¢1.-1-1) & 8(1,-1,-1)

Abb. 4.1: 8-Knoten-Hexaederelement mit Seitenldnge 2

Der virtuelle Verzerrungstensor 148t sich mit GI.(4.6) wie folgt ausdricken:

- (e)
ON, /0x, )
(o)
aN.‘,rlax2
(e :
ON./0x © (&) (o) =
de,= | T 8U=8,80, Pl 8 @n
ON, /0x, + ON,/0x, re
_(e) (o) . ’
ON, /0xq + ON4/0x,
(e) (e)
\6N216x3 + aN3,/ax2}

(e)

B pr elementspezifische Dehnungs-Verschiebungs-Matrix

Durch Einsetzen dieser kinematischen Approximationen in GI.(4.4) und GI.(4.5) schreibt

sich das Prinzip der virtuellen Arbeit in der folgenden numerisch aufbereiteten Form:

J8,0,av= [N b av+ [N -5 do=F
pr pr pr pp = : (4.8)
(9) (o) (e) -

v 0

(e) _ ,
P_: Elementbelastung

D|e virtuellen, im Rahmen der Randbedingungen willk{irlich wédhlbaren Verschiebungen
6U kiirzen sich hierbei heraus. ’
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4.1.2. Stoffgleichung

Stoffgesetze oder Stoffgleichungen ("constitutive equations”) verkndpfen Spannunng
und VerzerrungsgréBen. Der hier betrachtete Werkstoff 188t sich charakterisieren durch
eine Kombination von n#herungsweise linear elastischen und viskoplastischen
Reaktionen. Vom  Festigkeits- und Verformungsverhalten, sowie von den
Belastungssituationen her gesehen, kann davon ausgegangen werden, daB die
Verzerrungen klein bleiben. Die Annahme Kkleiner Verzemingen erlaubt die additive
Zusammensetzung von elastischen und inelastischen Beitrigen. Im Rahmen der linearen
Elastizitdtstheorie [8] gilt das veraligemeinerte Hooke'sche Gesetz, das den elastischen
Verzerrungstensor und den Spannungstensor linear verknQpft:

o; = Emd-"s” CLLk1=1,2,3 (4.9)
: 1 a"k a"l
mit ey = gy - ey - Mgy 8"=§"[5x7+§k] @10
Ew: Elastizitatstensor
- Verzermungstensor
s, elastische Verzemungen

'"em: viskoplastische Verzerrungen
th

€y’ thermische Verzerrungen

uk:

Verschiebungsvektor

Da sowohl der Spannungs- als auch der Verzerrungstensor symmetrisch sind, mu auch
der Elastizitdtstensor beziglich der beiden ersten und letzten indizes symmetrisch sein.
Die Komponenten des Elastizitdtstensors kOnnen somit in einer quadratischen Matrix
zusammengefaBt werden, so daB sich.das Gleichungssystem (4.9) auf 6 voneinander
unabhéingige Gleichungen reduziert:

= es = (e . in, _th ,
o, = qu &g qu (sq €q ‘eq) (4.11)

Im Falle der Isotropie nimmt die Elastizitdtsmatrix dabei die folgende Form an, wobei mit
E der Elastizitdtsmodul und v die-Poissonzahl bezeichnet sind: '
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(1-v)E vE vE 0 0 0
(1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v)

vE (1-v)E vE 0 0 0
AW(1=2v) (+v)(1-2v) d+)(1-2V)
vE vE (1-v)E 0 0 0
A)(12v) d+)(I=2v) (1+V)(1=2V) _
qu= .
: E
0 0 0 2(1+v) 0
: E
0 0 0 0 Za+w O
_E
0 0 0 0 0 3w

(4.12)

4.1.3. Verknupfung von Stoffgesetz Gleichgewichtsbeziehung und kinematischer
Approximation

Neben den virtuellen VerschiebungsgréBen werden auch die im Rahmen der Belastung
wirklich auftretenden Verschiebungen im Element dber den Formfunktion-Knotenwert-
Ansatz approximiert. Bezeichnet man dié » im belasteten Element auftretenden
Knotenpunktverschiebungen mit (G)s (sie mbgen in gleicher Weise aufgereiht sein, wie die
virtuellen GréBen (Abschnitt 4.1.1)), so ist das Verschiebungsfeld u; durch

_ (e) (e) .
U= Ny Ug : ' (4.13)

und die q-te Komponente des totalen Verzerrungsvektors durch den Ausdruck

(e) (e) .
€q= BgoUg (4.19)

gegeben.

Durch Einsetzen--dieser- Terme in Gi{(4.11) erhdlt man die folgende Form der

Stoffgleichung:

oy (o) 45 th
0, = E(BeeUg- M- Mgy (4.15)

Wird dieser Ausdruck in Gl. (4 8) emgefdgt so 1@t sich die GIenchgewuchtsbedmgung wie

folgt schreiben:

(e) (e) .
f By Bog U V- faprs (e +"‘eq) dv = , (4.16)
(e) (e) .
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Wird an dieser Stelle die zu einer Matrix Cll transponierte bzw. konjugierte Matrix

T
Cij—cji 4.17)
eingefdhrt, so ergibt sich aus Gi.(4.16):
(o) 0T o @
(.)Brpqu qudVU (_!:B,pqu(eq-i- eq) dv =P, (4.18)
\' \'

Das Integral meEm qudv wird im Rahmen der Finiten Elemente Methode als
(e) '

Vv
(0)
elastische Elementsteifigkeitsmatrix K _ bezeichnet:

(-) ' (-) o o
(_!:B m E (4.19)
()

Die Gleichgewichtsbedingung lautet somit:

(o) (0) . (0) -
P, poq-1l---16
“n (!:B Epq (%eq + "eg) dV rns=1,..N (4.20)

(o)

K elastische Elementsteifigkeitsmatrix

rs :
4.1.4. Globale Gleichgewichtsbedingung

Die Betrachtungen -bisher haben sich auf ein einzelnes herausgegriffenes Element der
V Struktur bezogen. Ein solches Element besitzt eine individuelie Numerierung der
Freiheitsgrade, unter Umstédnden sogar ein eigenes lokales Koordinatensystem, in dem
die Integrale des Prinzips der virtuellen Arbeit ausgewertet werden. Nun kdnnen aber
z.B. aus Griinden der Stetigkeit die Verschiebungsfelder in den Elementen nicht vollig
losgeldst voneinander betrachtet werden. Vielmehr ist es so, daB zusammenh&ngende
Elemente. mit gemeinsamen Knotenpunkten in diesen gleiche Verschiebungsgré8en
besitzen. Aus diesem Grunde muB ein Zusammenhang zwischen der elementbezogenen
Beschreibung der Verschiebungsfreiheitsgrade und ihrer Beschreibung auf Strukturebene
hergestellt werden. Auf Strukturebene werden dazu unabhangig von der
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Elementanordnung s&mtliche mit den Knotenpunkten verkniipfte Freiheitsgrade ("globale

Freiheitsgrade") durchnumeriert.

m

uzU2 _ ' 1 .U
I G‘I,U‘l )
@ ¢ D us,Us

1] - 2@

Element 1

[

- [ .
AlsUs U2 AusUsUs

@ G%] 25'87'& : ‘ %&@——) tr,Us Os

Element 2

Aﬁsoﬂa | Al‘hzﬁa
e0 |:|
@ ; : : @ Eﬂ.ﬂs

@ : i-ter Strukturknotenpunkt
[i ] -z j-ter Elementknotenpunkt

Abb.4.2: Ebene Struktur bestehend aus zwei Elementen und sechs Knoten;

jeder Knoten trdagt zwei Freiheitsgrade

In Abb.4.2 ist ein ebenes BAe_ispieVI zur Verdeutlichung aufgefiihrt. Es enthilt 2 Elemente
und 6 Knotenpunkte, 4vonf' “denen “jeder  zwei Freiheitsgrade besitzt. Die
elementspezifische Knotenpunkt- bzw. Freiheitsgradnumerierung I3uft in beiden
Elementen jeweils von 1 bis 8, die globalen Freiheitsgrade von 1 bis 12. Die Zuordnung
von Elementfreiheitsgrad zum entsprechenden globalen Freiheitsgrad, bzw. die
Zuordnung der.entsprechende'n Feldwerte (Verschiebungen), wird dber eine Boolé'sche
Matrix vorgenommen [21/22]:
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Fir das Beispiel in Abb.(4.2) ergibt sich die folgende Zuordnung von

G.

elementspezifische Boole’sche Matrix

i

Ng:

Strukturknotenpunktverschiebungen

Freiheitsgrade der Struktur

Strukturknotenpunkt'verschiebungen:

Elevment 1:

[U)]
Us
(1

- U2
“

3
)
Us
1)

(1)
Us
(1)
Ur
(1)
Us

Eleménf 2:

CSGB CB CB

w

~

Us

CICSCBCRCE

0

100000000000
010000000000
001000000000
000100000000
000000100000
000000010000
000010000000
000001000000

000010000000
000001000000
000000100000
000000010000
000000000010

1000000000001

000000001000
000000000100

u
!2
us3

U4

.| Us
1},

Us
Us
[110)]
Ut
U2

uz
us
Us

1 Us

ur
Us
Us
1o
pitth
U2

(4.21)

Element- und

Durch Einfiihrung der Boole’schen Matrix wird nun der Weg vorgezeichnet, a'uf dem die .

Summation der Integrale {iber die gesamte Struktur ausgefihrt werden kann. Fiir die
innere virtuelle Arbeit gilt:
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vy — _ o) (e) _ ®) ()
W = fbg, 0, dV = fB pr'Gp8U, dV = BprOp Ay 8U, dV (4.22)

(o) ()
v Vv v
e e
V: Strukturvolumen

Sﬁt: virtueller Verschiebungsvektor der Strukturknotenpunkte

Fir die Arbeit der Oberflaichenlasten und Volumenkrafte an der Struktur gilt bei einer

virtuellen Verschiebung dementsprechend:

. (e) (e)
8"W = [Bu;b dV + fu;p,dO = E pr, b,-5U dV+prr pp8U,do
v o

e

o) « e) (o) (0) - -
= prr- by A 80, dV + [N_-p -A 5T, dO (4.23)
v 0

e
O: Strukthtpberflache

Zuerst wird der Ausdruck 'fur 5'w ausgewertet, aus dem sich die

Struktursteifigkeitsmatrix ergibt.

Einsetzen von ¢_nach Gl1.(4.15) in Gl.(4.22) liefert die folgende Beziehung:

p

(.’ (.) l ‘h (o) -
U, - "eq - eq)-A,,-zSut dv

2
s
]

(0) (e _ e
AT, -"eg- e A ST AV ust,n (4.24)

qssuu
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ions T, (e)T (o (e) -
= dws= f Ay B pEpgBesAgy U, dUdV
(e)

(0
T (lﬂe

th ‘
Ay-BLE (e, + e ) 8U, dv (4.25)

q
(e)

)

(
Da die Boole’sche Matrix AIj bei der Integration iiber das Elementvolumen eine

Konstante ist, kann sie aus dem Integralausdruck herausgezogen werden:

-)T @) (-) (o) (o). (o) — e
fAT. B 1 EpgB oy Agy U, 00, AV = Ag: Bm EpgBgedV- A, \-T,50, (4.26)
g (0 ‘

Mit der Definition der elastischen Elementsteifigkeitsmatrix nach GI.(4.19) gilt weiter:

U’ IB su

(o) o) (0) (o) (o) (0) (0
o, T, - 8= _i T 5=
f T BegdV-Ag, LT 8ut Z u.u-su,-Ktu §, 5T, (4.27)

K, elastische Struktursteifigkeitsmatrix

(0) (o) (e)
T.
Ky = Z AprKeAg, (4.28)

Die virtuelle innere Arbeit ergibt sich somit zu:

—_ e o)y (o) D
5'W = K, U, 5u, - [Ar8 ;Em('"eq+t“eq) dv \-55, (4.29)
(0)

43



Die Summe der Elementvolumenintegrale kann in einem weiteren Schritt durch ein
Integral iiber das Gesamtvolumen der Struktur ersetzt werden:

8'W = Ky, 1,51, - fA (Mg, + Mg ) dV-51, (4.30)

v B Epg

In gleicher Weise kann mit den Elementvolumenintegralen in der Gleichung der duBeren
virtuellen Arbeit (Gl.(4.23)) verfahren werden. Die‘ Summe der
Elementoberfldchenintegrale ist durch ein Integral Ober die Strukturoberfliche ersetzbar.
Hierbei wird von folgendem Sachverhalt Gebrauch gemacht. Im Strukturinneren liegende
Flachen von zwei zusammenstoBenden Elementen weisen Oberflichenbelastungen
entgegengesetzten Vorzeichens auf (actio = reactio). Bei vorausgesetzter Stetigkeit der
virtuellen Verschiebungen heben sich deshalb die Integrationsbeitrdge der
innenliegenden Elementoberflichen paarweise auf. Bei einer Summation auf
Elementebene bleiben somit nur die Beitrdge der Elementoberfldchen iibrig, die Teil der
Strukturoberfldche sind.

c@uny - © __ o) (o) (o)
5w = SN, b, AT av + [N, A 5T, d0
(0) (o)
e
fNP,b R, AV-5i, + pr, Py A 40-5T, (4.31)

Die globalé Gleichgewichtsbedingung la_u.tet somit:

T"’T in th :-_i 9 9
-, f Ay BB (Meg+ e_q)dv-\j;Np, prndV+£Nprpp A, dO (4.32)

K B,= JNo A b dv+fN do + fA e, + ey dv (4.33
= tw Yu™ J Npr A Pp pr rtpp v m Epq(Teq* 789 (4.33)

Vv - - -

Hierbei muB berlicksichtigt werden, daR bei der Integration (ber das Stukturvolumen
bzw. die Strukturoberflache jeweils die Dehnungs-Verschiebungs-Matrix, Boole’sche
Matrix und Formfunktion desjenigen Elementes eingesetzt werden muB, das den

aktuellen Integrationspunkt enthélt.
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(®) (e

Das Produkt von Dehnungs-Verschiebungs-Matrix Bpr und Boole’scher Matrix A, bzw.
(o) (o)

von Formfunktionsmatrix Npr und Boole’scher Matrix A, soll im Folgenden zu einer

Dehnungs-Verschiebungs-Matrix auf Strukturebene Bpt bzw. einer Formfunktionsmatrix
auf Strukturebene N',r zusammengefalt werden:

@©® (o .

Byt = By, Ay (4.34)
_(0) ()
Npe= Ny Ay (4.35)
Fir die Gleichgewichtsbedingung folgt damit:
‘U= T, ‘ T, T, in th
Ky Uy = fNgb dV+ [Nop do + [BOE ("e + Mgy av
v A o v
- Te n th '
=P, + {Bm-qu( gqt e AV (4.36)

Py Strukturbelastung

Fir die weiteren Ausfithrungen wird ebenfalis die noch nicht mit dem Stoffgesetz
verknipfte Form der globalen Gleichgewichtsbedingung bend&tigt:

JBgo,dv=p, (4.37)
v

q

(4.36) im aligemeinen ein nichtlineares Gleichungssystem in den
Knotenpunktverschiebungen iu dar. Die Losung erfoigt am gdnstigsten schrittweise.

Da in Gleichung (4.36) die ine  von den Knotenpunktverschiebungen abhéngen, stelit

Hangt die L6sung des -strukturmechanischen Problems, wie es hier der Fall ist, von der
Zeit -ab, so wird der zu analysierende Zeitschritt in kieine Zeitinkremente At aufgeteiit.
Die Gleichgewichisgleichung zum Zeitpunkt t+At wird bei bekanntem Zustand zur Zeit t
folgendermaBen formuliert:

(Ky, + AK)T, = P+ AP+ B,}(EN+ AEN)-('“eq-r A"‘eq + "‘eq + A"'_eq) dv  (4.38)
. ) . Vv

bzw. [BJ-(0,+ Ac)dV =P+ AP, (4.39)
v , -



Beachtet man die zum Zeitpunkt t als erfiilit vorausgesetzte Gleichgewichtslésung, so
folgt aus GIl.(4.39) die inkrementelle Form der Gleichgewichtsbedingung, die fir die
. folgende Beschreibung der Arbeitsweise von ABAQUs noch bendtigt wird:

f81-Ac, dV = AP, | . 440
v

Die Integrale der Gleichgewichtsbedingung werden numerisch mit Hilfe der GauB’schen
Integration ausgewertet, so daB im Rahmen von FE-Programmen die Feldwerte nur an
den Stitzstellen der numerischen Integration (GauBpunkte) zu berechnen sind.

4.2. Einbinden eines Werkstoffmodells in ABAQUS

Im FE-Programrh ABAQUS kann der Benutzer ein spezielles Unterprogramm (Subroutine
UMAT) erstellen, das ihm das Einfigen eigener Werkstoffmodelle ermdglicht. Die
Schnittstelle Stoffgesetzunterprogramm - Hauptprogramm ist klar beschrieben [14/23].
Im Prinzip benbtigt der Programmierer keinerlei Kenntnisse darlber, wie die an das
Unterprogramm Ubergebenen Daten erzeugt wurden uhd die an das Hauptprogramm zu
libergebenden Daten weiterverarbeitet werden. Die hier zugrunde liegende Philosophie
ist die im folgenden beschriebene. Das FE-Hauptprogramm @bergibt neben dem
volistdndigen Satz der' Zustandsgréfen zum Zeitpunkt t das Inkrement der totalen
Verzerrung Ae, sowie das Zeitinkrement At. Damit ist der Programmierer in dér Lage,
unter Verwendung seines Stoffgesetzes die Spannung und ZustandsgréBen zum
Zeitpunkt t+At zu berechnen. Das Unterprogramm wird dabei an jedem GauBpunkt der
Struktur aufgerufen. Die vom Unterprogramm zurlckgegebenen Spannungen werden vom
FE-Hauptprogramm auf Erfaliung der Gleichgewichtsbedingung Uberpridft. Damit wird die
"Arbeitsteilung®™ von Umat-Unterprogramm und ABAQus-Hauptprogramm deutlich. Der
Benutzer kummerf sich- um die -Integration des Stoffgesetzes, whrend ABAQUS sich um
die stati§che Vertraglichkeit-des Spannungsfeldes sorgt.

Dieses Prinzip der konsistenten Ermittlung eines Spannungsfeldes, bei dem Stoffgesetz
‘'und Gleichgewichtsbedingung im Einklang sind, erfordert ein iteratives Vorgehen, das
dem Pr'ogrammierer noch eine weitere Aufgabe stellt. Sind némlich die Spannungen im
Rahmen gegebener Fehlertoleranzen nicht statisch vertraglich, so hat eine Korrektur zu
erfolgen. Ausgehend von Gi.(4.40) ist das Vorgehen wie folgt:

Nach der i-ten Iteration liege ein verbesserungsbedirftiges inkrementelles
Spannungsfeld Ac‘:,) vor. FlOr dieses Feld kann nun eine Korrektur 8Aop gefunden

werden, so daB Gl.(4.40) erfalit ist:
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\jl' B;-(Ac(‘? + 8Ac) dV = AP, 4.41)

Das Korrekturfeld 8Acsp kann im weiteren durch eine entsprechende Korrektur der

Inkremente der Knotenpunktverschiebungen ausgedriickt werden, wobei die Terme

h6herer Ordnung vernachlassigt werden:

JAc,_ OAc OAc
o~ —p 74 A%y
8Ac, ok, A%, -5Au, = ohe, ‘B,5AT, (4.42)

Einsetzen von Gl.(4.42) in Gl.(4.41) fohrt zu folgendem:

OAc
T _ .
‘[Btpa—&a dV-5AT, ~ AP, - {B;-Ac(:,) dv (4.43)
v

Hierbei wird die GrtRe

0Ac, dc"At | .
D, = £ 2B (4.44)

Pa aAeq ast'*th

als Tangentenmodul bezeichnet, so daB sich Gl.(4.43) foigendermaBen schreiben 148t:

thp oq Bqr dV-8AT, = AP, - fBT -Ac®) dv | (4.45)

Dieses Gleichungssystem |&Bt sich nun nach der gesuchten KorrekturgroBe JAu,

auflésen. Hierzu muf allerdings der stoffspezifische Tangentenmodul vom Ahwender zur

Verfigung gestellt werden.

Die Wechselwirkung des Unterprogramms UMAT mit dem FE-Hauptprogramm ist in

Abb.4.3 -dargestelit [14].VZun8chst werden fir den neuen Zeitschritt die Anderungen der
duBeren Lasten APt vom Hauptprogramm bestimmt. Der erste Schétzwert fiir die

Anderung der Knotenpunktverschiebungen wird von ABAQUS zu Null gesetzt (Au'9 = o).

Damit werden auch alle Verzerrungsinkremente an de_nv Integrationspunkten zu Null:

Ae<°>-s AT® = | - (4.46)
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Dieser Wert, die Zvustandsgrblsen zum Zeitpunkt t und das Zeit- und
Temperaturinkrement wird nun fiir jeden Integrationspunkt an das UMAT-Unterprogramm

iibergeben. In UMAT werden die Spannungsinkremente (ber die inkrementelle
Stoffgleichung AG(L)=EN-A°8(2 + Aqu-esq berechnet. AuBerdem werden die

zeitabhédngigen HilfsgréBen gp dber den Zeitschritt At integriert und der Tangentenmodul

Dm berechnet. Liegen "alle Gr6fen an den Iterationspunkten vor, so wird vom

Hauptprogramm das Residuum aus dem Ungleichgewicht der rechten und linken Seite
der Gleichgewichtsbedingung ermittelt:

RP=AP - fB] Acl) dv (4.47)
v -

Ist der Wert der betragsm#Big groBten Komponente des Residuums kieiner als die
geforderte Toleranz PToL, so werden vom Hauptprogramm die berechneten Werte zum
Zeitpunkt t+At dbernommen und ein neuer Zeitschritt begonnen. Hat eine der
Komponenten des Residuums einen betragsmégig gréBeren Wert als PToL, so wird dber
das Residuum und die tangentiellen Steifigkeitsmatrix '

K. = (BT-D_-
Ky = JByDpg'Bgy 4V . (4.48)
v

eine Verbesserung des Schéatzwertes fiir die Anderung der Knotenpunktverschiebungen
nach GIl.(4.49) berechnet:

AT = ATO + 5AT, mit AT, = K}RY (449)



Zeilinkrement At
Berechnung von AP{" sus
Eingabedaten und Randbedingungen

T

Gleichgewichtsiteration Aus Naherung fiir Au,
berechne Ay = By, AU,

{

Schleife tiber alle . Aufruf von UMAT an
Integralionspunkle jedem Integrationspunkt

!

UMAT (of!! &)V "6, A, AL, aT)

Berechne of1*4) »g ft+a0

Schleife tber Zeitinkremente

ao’(tul)
Berechne qu = m

|
i
Berechnung des Residuums

R, = aP, —ﬁz{, act™ gy
) v

ja

max |R,|< PTOL 2

Berechnung der tangentiellen Steifigkeitsmatrix
= T
Ruu =Bl g B ¥
l Berechne &G, = Kp; R, ]

I

Verbesseries inkrement
Ay~ Aly + 8AT,

t —1+at

. g (1480
o %

@) o o (oa)

Sq ‘q
1481) -

B

= ={t -
B8 —al+ ag,

Abb.(4.3): FluBdiagramm der FE-Analyse in ABAQUS bei nichlinearem Materialgesetz
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Mit diesem neuen Schétzwert fir die An’derung der Knotenpunktverschiebungen wird die
Gleichgewichtsiteration fortgesetzt. Die Anzahl der Iterationsschritte bestimmt die
Zeitschrittsteuerung. Ist die Konvergenz der Iteration schlecht, so wird vom
Hauptprogramm die Zeitschrittweite At verkleinert und die Berechnung erneut
durchgefihrt. Ist die Konvergenz dagegen sehr gut, so wird flr den folgenden Zeitschritt
eine grbéRere Zeitschrittweite gewdhit. Dem Benutzer ist es nicht mdoglich, die

Zeitschrittweite direkt vorzugeben.

Der Abbildung (4.3) ist zu entnehmen, daB das Unterprogramm UMAT innerhalb von drei
Schleifen liegt. Eine effektive Programmierung' der UMAT-Routine kann somit eine
entscheidende Verringerung der Rechenzeit bewirken. AuBerdem wird durch die Wahl
des numerischen Integrationsverfahrens die Anzahl der Gleichgewichtsiterationen und-
somit auch die Zeitschrittéteuerung beeinfluBt.
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5. Numerische Bearbeitung des Werkstoffmodells zum Einsatz in ABAQUS

" Der Einbau des "back stress"-Modells in das Finite Elemente Programm ABAQus erfordert
die Oberfihrung des mehrachsigen Stoffgesetzes in eine inkrementelle Form. Die
Differentialgleichungen miissen hierzu numerisch dber ein Zeitinkrement At integriert
werden. Die Wahl eines geeigneten Integrationsverfahrens ist dabei flir die Berechnung
besohders wichtig, da sie sowohl EinfluB auf die Genauigkeit, als auch auf die
Rechenzeit hat. Bei der Uberfilhrung des Sfoffgesetzes in eine inkrementelle Form muR
auBBerdem die fir Finite Elemente Programme typische Anordnung der Komponenten von
Spannungstensor und Dehnungstensor zu Vektoren berlicksichtigt werden.

5.1. Integrationsverfahren:

Die Bewertung der unterschiedlichen Integrationsverfahren soll nach den folgenden
Kriterien durchgefiihrt werden [14]:

- Genauigkeit :

- numerische Stabilitat

- Rechenzeitbedarf

- Aufwand und Zuverléssigkeit der Implementierung

Von besonderem Interesse sind hierbei die ersten beiden Punkte, die die Qualitat des

Ergebnisses bestimmen.

Die einfachste Integrationsmethode ist die Explizit-Euler-Methode [24]. Ausgehend von
einer Differentialgleichung der Form

y = f(y.) , (5.1)
wird die L&sung wie folgt approximiert:
yt A= yta gyt 1AL (5.2)

Diese Methode hat gegenldber den anderen Integrationsmethoden den Vorteil, daB keine
GIeichgewichtsiteration"durchgeﬂlhrt.wverclnen muB, da das Residuum nach dem ersten
Iterationsschritt immer Null wird2. Ein Nachteil des Integrationsverfahren ist allerdings,
daB es nur bis zu einem bestimmten kritischen Zeitinkrement stabil ist. Der Benutzer

2 siehe Anhang Kapitel 11.1
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muB somit stidndig in die Zeitschrittsteuerung eingreifen, selbst dann, wenn die Lisung
stationar wird und somit beliebig groBe Zeitschrittweiten bei stabilen
Integrationsverfahren mdéglich wéren. Ein weiterer Nachteil ist, daB das Verfahren die
Fehlerordnung 1 hat. Somit wird die maximale Zeitschrittweite durch einen Vdrgegebenen
maximalen Ibkalen Fehler klein gegenlber integrationsmethoden hbherer Fehlerordnung.
Besonders ineffektiv wird diese Integrationsmethode dann, wenn in einer groBen FE-
Struktur die Zeitschrittweite durch wenige Elemente, welche durch starke Nichtlinearitit
gekennzeichnet sind, bestimmt wird.

Abhilfe schafft hier die Subinkrementtechnik, beli der das vom FE-Programm
vorgegebene Zeitinkrement At in n Subinkremente unterteilt wird. Die Ldsung der
Differentialgleichung (5.1) wird durch foigende Formel approximiert:

n-1

y AL oty Dt aAt L aAT-dAt (5.3)
i=0 »

mt  aat =2 ' (5.4

Die Anzahl der Subinkremente n kann nuﬁ aufgrund einer Fehlerabschétzung oder eines
Stabilitatskriteriums far jeden Integrationspunkt einer FE-Struktur individuell vorgegeben
werden. Allerdings hat die Subinkrementtechnik den Nachteil, daR die
Gleichgewichtslteration durchgefihrt werden muB (siehe Anhang A1) und somit an
dieser Stelle keine Aussage 0Ober die Verringerung der Rechenzeit gemacht werden
kann. Wiahrend bei der Explizit-EuIer—Methode der Tangentenmodul durch den
Elastizititsmodul gegeben ist, 188t sich fir die Subinkrementtechnik kein geschlossener
Ausdruck filr den Tangentenmodul angeben. Daher wird in diesem Fall der
Elastizitatsmodul als Naherung far den Tangentenmodul benutzt.

Hornberger [14] untersuchte in seiner Arbeit andere explizite iIntegrationsmethoden
(Milne, Runge-Kutta 4. Ordnung, modifiziertes Euler-Verfahren) in Bezug auf
Genauigkeit und Rechenzeitbedarf. Er stellte hierbei fest, daB die Explizit-Euler-
Methode in Verbindung mit einer indirekten Z_eltschrittsteuerung die héchste Effektivitét
besitzt. Daher wird auf die Untersuchung der anderen expliziten Integrationsmethoden

verzichtet.

Dahlquist [25] zeigte, daB uneingeschrinkt stabile lineare Mehrschrittverfahren
notwendigerweise implizit sein missen. Daher wird zusatzlich zur Explizit-Euler-Methode
die Trapezregel (Adams-Moulton-Formel vom Grad 1), deren Stabilitat in [24] gezeigt
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wurde, als weitere Integrationsmethode untersucht. Bei der Trapezregel wird die Losung
der Differentialgleichung (5.1) durch folgende Formel approximiert: ’

t+At t
=gty {f(y LAY 't)}-At (5.5)

Die Trapezregel hat die globale Fehlerordnung 2, so daB Dbei diesem
Integrationsverfahren die maximale Zeitschrittweite At durch eine Fehlerabschétzung
weniger stark beschrinkt ist, wie bei der Explizit-Euler-Methode. Die Schwierigkeiten
der impliziten Integrationsverfahren liegen allerdings in derbaestimmung'des
Tangentenmoduls. Um in der Gleichgéwichtslteratlon die qdadratische Konvergenz der
- Newton-Methode nutzen zu k6nnen, muB der Tangentenmodu! durch Linearisierung des
“Integrationsalgorithmus bestimmt werden [14). Da jedoch hierdurch der Aufwand der
Implementierung sehr groB wirde, wird fir das implizite Integrationsverfahren im
Rahmen dieser Arbeit wiederum der Elastizititstensor als N&herung fir den
Tangentenmodul benutzt. '

5.2. Inkrementelle Form des Stoffgesetzes

Die'Umsetzung des mehrachsigen stoffgesetzes in eine inkrementelle Form soil zun3chst
flr die Explizit-Euler-Methode dargestelit werden. ' '

Die differentielle Form des Hooke ‘schen Gesetzes lautet:
- = 4. in th . . cing - _ th
. in; th, nte Ina  thg '
+ A (B~ Epgn e,«)-sﬂ t2:u-(gy- T g) ‘ (5.6)

Die numerische Integration “dber ein Zeitinkrement At mit Hilfe der Explizit-Euler-
Methode liefert damit: ‘ ‘
= Aot _In t th t, oAl ingt _thot
AGI]'M(SI«' nekk' ekk)ﬁl+2Ap,(eﬁ- "gu- &)
+ A (A8 - Agy - AMe ) By + 20 (Agy - Al - A'e 6.7

;’ailst‘ fﬁén.die Kdrhbonéﬁteﬁ -der Tensoren in der in Kapitel 4.1 beséhriebénen Weise zuw
Vektoren zusammen, so ergibt sich fiir das Inkrement des _SpannungSvektors:

Ac, = Ah-(sp(e") - Sp("8Y) - Sp("eh) 1, + 2-A-(e} - el - e

+l‘-(Sp(As)-Sp(A'"s)--Sp(A"‘e))-1p+2-u'-(Aep-A'"eé-A'hep) firp=1,..3  (5.83)



und ,
Ac, = Ap:(e} - et - el) + pt-(Ae, - A - A ) furp=4, .., 6 (5.8b)
mit A = (Yo' *ALT+AT-T) - Yol (T-T) )1, fOrp=1,..,3 und A'"g =0 sonst (5.9)

2 GréBe z zum Zeitpunklt

1p: ~ Einsvektor

An dieser Stelle soll nochmals darauf hingewiesen werden, daB - sich die

Scherkomponenten des Verzerrungsvektors €, aus der Summe zweier Komponenten des

Verzerrungstensors zusammensetzt (Gl.(4.3)). Bei der Bestimmung der Komponenten
Ac, Acg und Ao, des Spannungsinkrementvektors entféllt somit der Faktor 2 vor der.

Lamé’schen Konstanten p.

Das Inkrement des inelastischen Verzerrungsvektors kann mit Hilfe der Explizit-Euler-
Methode wie folgt bestimmt werden:

Aln o= = Ing ‘At » ‘ (5.10)
3w N1y g » . o
= A"‘e,D =5 K-You, -“’c;-At forp=1, ..., 3 : (5.11a)
. in, _ Yo t N-1 Wt o =4 : o | ‘ (5. »
und A e,=3 K oy -At far p=4, ..., 6 , : (5.11b)

Die von 'Mi'ses Effektivspannung berechnet sich hierzu aus GI.(5.12):

| ' 3 6 ' '
: 2 2 :
Yo = %-[Z‘”c'; + Z-Z‘"o'; ] o (5.12)

. ' - ‘t 1 i
c —801-c+—s 0'1 far p=1, ..., 3 :
w_t _ "-'c';={': 3 'Sp(0) P p(o) P (5.13a.b)
o]

far p=4, ..., 6
Sp(X) = Spur des Tensors

Sp(X) = X4+ A2t A3

. In gleicher Welsé wie fir das Inkrement der inelastischen Dehnung gilt for das Inkrement
des "back stress"-Vektors:

b _ bt : : ' _ , A
Acp- cpAt, S | : (5.14)



= AP, = A, "} (°5) - °a})-At ' (5.15)

3 6

inst _ 2 N in:t2 l‘ZIn'tz
mit el = A [5|D et T D et (5.16)
p=1

p=4

Die letzte GroRe, die mit Hilfe des Explizit-Euler-Verfahrens Uber den Zeitschritt At
integriert werden muB, ist das Teilchenvolumen V. Fiir das Inkrement AV gilt:

AV = V-At (5.17)

Ober die Inkrement konnen nun die Spannung, der “"back stress” und das
Teilchenvolumen zum Zeitpunkt t+At ermittelt werden,

teAt _ _t
o, =0, Aop _ (5.18)
b t+At _ b__t b '

o, =70, + A c, | (5.19)
vitAto vty Ay | | . (5.20)

die fiir die nachfolgende Bestimmung der Gbrigen Gré6B8en notwendig sind:

- stationérer “back stress”
' n-N tm 1
| ot*at) - (5.22)
mit q, = 1- A-[ ma I
: _
- Teilchenhértung
( N )N K AN gt
p:;rAt ::At 1- K ro o,t+At G.O'm] - (1-gy) [1 - [R-. J'a’ G.Gw] fir r2rg (5.23)
[ (K, n-N  oa)"N N1 fir r<r,
tht o,uAt L1 . 0 o,uA: acw] -(1 'qo) 1- [_60+At vu} und ?_q: (5.24)
[ (kry oo™ N n-N . oot N1 far r<r
o 07's
pt‘:-At = G;*At. 1- G'*Af \m] - (1-q [1 - {—o”“ W] und rr, (5.25)
L L 9




-Ubergangsradius und Teilchenradius

T ‘ . ”
=l [Z+ My I und r= [ro3 + —V"At] (5.26)
c* 4n

Verwendet man fir die numerische Integration der Differentialgleichungen des "back
stress”-Modells die Trapezregel als implizites Integrationsverfahren, so &8t sich das
Inkrement der inelastischen Dehnung und das Inkrement des Teilchenvolumens wie folgt

bestimmen:

[ N-1 N-1 )
% .K.wovtM -wctp + % oK.chMAt .wotp’At

A, = 5 -At far p=1, ..., 3 (5.27a)
[ N-1 N-1 )
3 .K-Yg.! _wo.t +3 -K-wc“At ,wo.hAt

A'"e, = ™ P — M B__|.At far p=4, ..., 6 (5.27b)

At L ot
und AV =Y 5 VoAt (5.28)

Die numerische Integrafion der "back stress"-Differentialgleichung kann in gleicher
Weise implizit ddrchgeﬂlhrt werden. In Kapitel 6.2 Wird jeddch gezeigt, daf unter
bestimmten Vereinfachungen eine exakte LOsung der Differentialgleichung gefunden
werden kann, so daB an dieser Steille auf die numerische Integration mit Hilfe der
Trapezregel verzichtet werden kann.



6. Programmierung der UMAT-Routinen:

Die Programmierung der UMAT-Routine kann auf verschiedene Art durchgéfﬂhrt werden.
Da bei der Anwendung auf groBe Strukturen die Effizienz der Routine von groRer
Bedeutung ist, sollen mehrere Varianten des Unterprogramms untersucht werden. In dem
folgenden Kapitel werden nun die unterschiedlichen Varianten der UMAT-Routine
vorgestellt.

6.1. VISCU1

Die erste Unterprogrammversion Viscu1 benutzt fiir die Integration aller zeitabhéngigen
Differentialgleichungen das Explizit-Euler-Verfahren. Der Ablaufplan des
Unterprogramms ist in Abb. 6.1.a und Abb. 6.1.b dargestelit.

Zu Beginn des UMAT-Unterprogramms werden die Spannung, die inelastische und
gesamte Dehnung, der Schitzwert fdr das Dehnungsinkrément, die Zeit und das
Zeitinkrement, die Temperatur und das Temperaturinkrement sowie das aktuelle
Teilchenvolumen zum Zeitpunkt t vom AB'AQus-Hauptprogramm dbernommen. Aus der
Spannung o©, dem "back stress” bs und der Teilchenhartung p werden in dem
Unterprogramm INVAR der Spannungsdeviator (6°) sowie die Deviatoren der inneren und

der effektiven Spannung ('c', Ye) berechnet. AuBerdem wird die Spur des
Dehnungsinkrementtensors Sp(Ae)=Aekk. wie auch die Spur des Dehnungstensors

Sp(t—:‘)=:~:kk und des Tensors der thermischen Dehnung Sp("‘e)="'ekk im Unterprogramm

bestimmt. AnschlieBend wird die thermische Dehnung zum Zeitpunkt t+At aus dem
Temperaturinkrement ermittelt. Mit Hilfe der Deviatoren von Spannung, Effektivspannung
und innerer Spannung kann im néchsten Schritt das Inkrement der inelastischen Dehnung
berechnet werden, das zur nachfolgenden Bestimmung der Spannungen zum.Zeitpunkt
. t+At bend&tigt wird. Fir-eine spatere Fehlerabschéitzung wird aUBérdem die inelastische
Vergleichsdehnrateizum Zeitpunkt t ermittelt. Bei der Berechnung der neuen Spannungen
zum Zeitpunkt t+At wird eine Fallunterscheidung gemacht. Ist die relative Anderung des
Elastizitditsmoduls kleiner als eine vorgegebene Toleranz ToLg, so werden die
Spannungsinkrement mit Hilfe der Explizit-EuIef—Methode ermittelt. Dies hat den Vorteil,
daB vom Hauptprogramm keine Gleichgewic'htsiteration durchgefiihrt werden muB. Liegt
jedoch .aufgrund von--starken -Temperaturdnderungen der Wert von AE/E {ber der
vorgegebenen Toleranz, so werden die Spannungen zum Zeitpunkt t+At exakt berechnet.

Sind die Spannungen zum Zeitpunkt t+At bekannt, so wird _lm Falle des ersten Durchlaufs
im Inkrement mit der Bestimmung des Tangentenmoduis fortgefahren. Die Ermittiung der

inneren Spannung zum Zeitpunkt t+At kann und die Fehlerabschédtzung muB in diesem
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Obernahme der Variablen und Felder
vom Hauptprogramm

of: eh: oey; e ol pli bl Vit At THAT

|

Subroutine INVAR
Berechnung von:

o3 ‘ol opy “ob: Sp(as): Sp(et): Sp(tst)

thgt+al =g (T+AT-T,

Berechnung der inelastischen Déhnung
und der inelastischen Vergleichsdehnrate:

A%, -%K ~'u§,‘:l-(u; -lo3)- At fur p=1. .., M

A, {S'K-'u{:.-l-(e;—‘u;)- At fibr p=Ny+1 . Ny+Ngy

inglear_ ingt 4 A%

I

Pl PN+t

¥

ng .

L

Derechnung der-Spannungen zum Zeitpunkt t+at l

VISCU 1

Berech der Teilchenhartung:

P\;AI= J;Al _(1_(%;0;:‘MB-N€W)%') - ba;‘“ I__

1 n-N
s g (1_(%‘,;::1 euh“]%‘)_ na}’m‘__

p;;M= oy ,(1_(%_0:'.“.[""‘3«#)'4)_ al"ml.—

A ‘

l“mpw.: bl + a;ingh( ey - baj )-at l

Fehlerabschétzung

Bogeat - bat| < TOL( P )- [Py - by |

Fehlerabschatzung

R A
? -

erster Zeitschritt in

| a0, = 2ua%e+ A-Sp(ae)

(n+au) eebtot
+ 28pel+ Ah-Sp(%e!)

T
2
_

Aoy = patsp + Ap-ep

[1Ur poNp 41, . Noy +Ngdt gbtet = (urap) tabtot

A+82)-Sp(eslyat)

neuem STEP
2

t+atl, gt
B op + 40p

erster [terationsschritt fur
neues Zeitinkrement ?

Subroutine INVAR }

Bestimmung von i

5

Ber der Teilch 38e r:
Vito gt YAt
’ 3 yteat
r= 4zV

l .
Loat_
i+ |‘M%,ﬂz|)%}

l

Berechnung des stationdren "back stress”-Wertes:
. ) -N
vl = (1-q,) obt.(1( }.‘(‘”W‘n -y

l

Berechnung von r,: .

Subroutine INVAR
. oledt | d+81
Bestimmung von Yo, o' loy

l

Berechnung der inelastischen Vergleichsd
zum Zeitpunkt t+at:

N-1
msts 3K oyl @i for p=l. .. Ny

) N-1 .
Mgitts 3K ot (@ P - o) fur p=Ny+1. .. Ny+Now

R Pagy

inghtet v%{gnélpmz +% Zmémtz)
P

Pl Pelg 1

Fehlerabschatzung:

inévm - in*’

ingipaty ingl

< TOLpg

[inggpee _ imgy)
2

- AL< TOL g 0der

-2

nein

v

Kontrollvariablen {ir Viertelung der
Zeitschrittweite setzen:

WK =0
LCUTBK = 1

)

Y

Besti

g des T t dul:

Abb, 6.La: Ablaufplan VISCUL

Ende von UMA“I‘




[]NVAR— Unterprogramm]

Spurberechnung

Sp(ae) = Ae; + Aep + Aey

Sp(e) = e, + &5 + €,

Sp(athe) = A'he, + Athe, + Athe,
Sp(o) = 0, + 05 + o3

Sp('c) = oy + iop + log

Deviatorberechnung
0"; . U’p - %Sp(ﬁ) fur p=1. e ND]
'op = o, - %Sp(io) fur p=1, ... Ny
io;, = o, fiir p=Np;+1 . ... N, +Ngee

von Mises Spannungen
o Ny ¥ 1
.2 .2
- flf g
p=1 p=Np; +1
Ny Ny Rgm
Yoy = %.(Z'oi,z-}- 22'0},2)
p=1 p=Np,+1

- (Ende von INVAR)

Abb. 6.1.b: Ablaufplan des Unterprogramms INVAR
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Fall ibersprungen werden, da der erste Iterationsschritt eines neuen Zeitinkrementes nur
dazu dient, einen Schitzwert fiir die Knotenpunktverschiebungen A'ﬁs zu ermitteln.

Die Abfrage, ob es sich bei dem momentan durchgefiihrten Iterationsdurchlauf um den
ersten oder zweiten handelt, ist in ABAQus nicht ohne weiteres mdoglich. So wird zwar
von ABAQUS eine Variable KITER, in der die Anzahl der Gleichgewichtsiterationen
festgehalten wird, mitgefthrt, allerdings wird der erste lterationsschritt, in dem der
Schétzwert fir die Knotenpunktverschiebung ermittelt wird, in diesem Z#hler von ABAQus
nicht berlicksichtigt. Aus diesem Grund wird in der UMAT-Routine ein Feld ELINF
angelegt, in dem fiir jedes Element die aktuelle Zeitinkrementnummer (KINC) und der
erste Integrationspunkt (KINTK) festgehalten wird:

ELINF ( Element, 1) = aktuelle Zeitinkrementnummer

ELINF ( Element, 2) = erster Integrationspunkt des Elementes

Hat sich die Inkrementnummer des ersten Integrationspunktes eines Elementes seit der
letzten Abfrage um eins erhbht, so wird vom ABAaQus Hauptprogramm der erste Durchlauf
der Gleichgewichtsiteration durchgefiihrt. Der Z&hler AZITER wird fir die nachfolgenden
integrationspunkte des Elementes auf Null gesetzt. Hat sich dagegen die
Inkrementnummer des ersten Integrationspunktes seit der letzten Abfrage nicht
verandert, so wird vom UmAT-Unterprogramm der Zahler'AAZlTER um eins erhdht. Auf
diese Weise kann durch einfache Abfrage des Wertes von AZITER die Anzah| der
Durchldufe der Gleichgewichtsiteration besti_rhmt werden. ‘ E

Wird vom Asaqus-Hauptprogramm der zweite Iterationsschritt 'durchgefﬁhrt, so miissen
vor der Bestimmung des Tangentenmoduls alle mitgefiihrten Hilfsgr6B8en aktualisiert
werden. Hierzu wird zun#chst aus den Spannungen zum Zeitpunkt t+At im
Unterprogramm INVAR die neu‘e von Mises Vergleichsspannung berechnet. AnschlieBend
erfolgt die Bestimmung der aktuellen TeilchengréBe r, sowie die Bestimmung der
kritischen TeilchengréBe r,, die far die Entwicklung der Teilchenhartung mit bestimmend
ist. Nachfolgend kdnnen der station#ire "back stress"-Wert G und die Teilchenhirtung p
zum Zeitpunkt t+At ermittelt werden. Bei der Teilchenhéirtung mdssen dabei die in
Kapitel 3.2 aufgefiihrten ’drel Félle unterschieden werden.

Im Anschiuf daran wird mit Hilfe der Verdleichsdehnrate und des station#ren "back
stress"-Wertes zum Zeitpunkt t der "back stress"-Wert zum Zeitpunkt t+At berechnet. Da
for die Ihtegration d'er Differentialgleichung des "back stress"-Wertes das Explizit-Euler-
Verfahren fiir groBBe Zeitschrittweiten instabil wird, muB an dieser Stelle des UMAT-
Unterprogramms éine Abfragé beziiglich der Stébilitaf und auch der Genauigkeit der

numerischen Integration erfolgen. Hierzu wird die Differenz der "back stress"-Werte zum
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Zeitpunkt t+At und t mit der Differenz vom stationdren und vom "back stress"-Wert zum

Zeitpunkt t verglichen:

t =t t
bolrAt . bo}, < ToL(Po)- [bcsp . "op] 6.1)
Oberschreitet das Verhaitnis der beiden Differenzen einen bestimmten Wert Tor(®0). so

werden die Steuervariablen flr die Viertelung der Zeitschrittweite gesetzt.

Um die Stabilit4t der numerischen Integration zu gewahrleisten, muB TOL(bO') kleiner als
zwei gewiihit werden. Ein Uberschwingen des "back stress"-Wertes dber den stationéiren
Wert hinaus, kann mit einem ToL(°c)-Wert kieiner als eins verhindert werden. Die Wahl
eines fir die Rechnung sinnvollen Wertes hdngt neben der Stabilitdt aber auch von dem
Fehler der numerischen Integration ab. Fir einen konstanten stationdren "back stress®-
Wert ist eine Fehlerbetrachtung in Abb. 6.2 dargestellt. Es zeigt sich, daB T0|.(b0')
kieiner als 0.1 gewéhit werden muB, um die numerische Integration mit einem relativen
Fehler kleiner als 0.5% durchzufohren. Der relative Fehler des einfachen Euler-
Vorwértsschritt-Verfahrens wird allerdings dann uninteressant fir die Genauiglgeit der
Gesamtrechnung, wenn der "back stress"-Wert énhahernd seinen stationéreﬁ ~Wert
erreicht hat, da dann seine absoluten Anderungen sehr klein werden. Daher wurde vor
die eigentliche Fehlerabfrage eine Abfrage beziglich der'Differenz vo‘n"station‘ar{em und
aktuellem "back stress"-Wert gesetzt. Ist die Differenz bezogqn auf den stationaﬁen Wert
von bc kle'iner'als eine vorgegebene Toleranz Tbi;(Abo). so wird die obén beSCﬁriébene
Fehlérabfrage mit einem To:.(bo) von 1 statt 0.1 durchgefnhrt,A da in diesem Fall nicht

der relative Fehler, sondern nur die Stabilitdt von Bedeutung ist.
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Fehlerabschatzung fir numerische
Integration des "back stress"

reloliver Fehler in %

Toleranzwert fir Integration des "back stress®

Abb. 6.2: Fehler der numerische Integration des "back stress" in
Abhéngigkeit vom Toleranzwert TOL(bO')

Nach Berechnung des "back stress"-Wertes sind alle Grbﬁen und Hilfsvariablen zum
Zeitpunkt t+At bekannt und der Fehler des Euler-Schrittes kann abgeschdtzt werden.
Eine sinnvolle GréBe, mit der der Fehler der Berechnung abgeschatzt werden kann, ist
die viskoplastische _Vergleiéhsdehnrate Ing, da sowohl die Entwicklung der Spannung als
.auch die Entwicklung der inneren Spannung im wesentlichen von der Viskoblastischen
Dehnung und den #uReren Randbedingungen abh#ngt. Daher Wird zunéchst die
Vergleichsdehnrate zum Zeitpunkt t+At mit Hilfe der Deviatoren von Spannungstensor ¢
und Tensor der. inneren Spannung '0', die zuvor im INVAR-Unterprogramm berechnet
wurden, bestimmt. Unter Vernachléssigung von Fehlern hdherer Ordnung ergibt sich der
absolute Fehler des Euler-Schrittes aus Gleichung (6.2) (Abb. 6.3):

Inétl + “‘{-;:;'At : InévAt - Iné;
_ Lot
Fabs = |~ At-ingy - Atf = | ————| - At (6.2)
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viskoplastische
Dehnung
A
8.t*At
_ Fabs
i“é:////// Aine_wélnem
At
-t trAt ~ Zeit

Abb. 6.3: Bestimmung des absoluten Fehlers von A" unter Vernachléssngung von
Fehlern hdherer Ordnung “l

Der relative Fehler ergibt sich damit zu:

injt+At int

8V - By
F, = | —————— ' (6.3)
rel int+At | in:t -

8V + gy

Im Regelfall wirde eine Abfrage des relativen Fehlers fir die Fehlerabschétzung
ausreichen. Allerdings kann unter bestimmten Randbedingungen (z.B. Lastrampe mit
kleiner Lastanstiegsgeschwindigkeit) die viskoplastische Dehnrate fir die ersten
Zeitinkremente nahe Null bleiben, ehe sié;inen absoluten Wert merklich groRer als Null
annimmt. Da in diesem Fall die absoluten Werte der viskoplastischen Dehnrate
vernachldssigbar klein sind, der relative Fehler jedoch nur filr sehr kleine
Zeitschrittweiten unterhalb der vorgegebenen Toleranz liegen wiirde, muB zusé&tzlich zum
- relativen Fehler auch der absolute -Fehler fiir die - Fehlerabschitzung herangezogen
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werden. Wenn sowohl absoluter, als auch relativer Fehler gr6Ber als eine vorgegebene

Toleranz

Faps > TOLy,, und F > ToL (6.4)

sind, werden die Kontrollvariablen fur die Viertelung der Zeitschrittweite gesetzt, im
anderen Fall wird direkt mit der Bestimmung des Tangentenmoduls fortgefahren.

Ein weiterer wichtiger Aspekt bei der Fehlerabschétzung fir den einfachen EULER-
Schritt ist, daB dle’Abschétzung nicht fir das erste Zeitinkrement nach einer STEP-
Anweisung im FE-Hauptprogramm durchgefilhrt werden kann, da z.B. bei einem
vorgegebenen Spannungssprung die viskoplastische Vergle‘ichsdehnrate immer von Null.
auf einen relativ groBen Wert ansteigen wilrde. Der relative Fehler wére damit immer
gleich eins, und der absolute Fehler wiirde nur fir sehr kleine Zeitschrittweiten unterhalb
der Toleranz ToL,, liegen. Eine Fehlerabfrage wlrde in diesem Fall also dazu fihren,
daR die Zeitschrittweiten zu Beginn eineslneuen STEPs viel zu klein wirden, was
wiederum einen erheblichen Mehraufwand an Rechenzeit zur Folge hétte. Es ist daher
sinnvoller, die Festlegung der Anfangszeitschrittweite in die Verantwortlichkeit des
‘ABaaus Anwenders zu legen und die Fehlerabfrage zu Beginn eines neuen STEPs zu
dberspringen. | S

6.2 viscuz

Die ersten Testrechnungen mit der einfachsten Version der UMAT-Routine zeigten, daf
die Zeitschrittweite At fir einige Lastfélle aufgrund der Fehlerabfrage fiir die Integration
des "back stress” nach oben hin stark beschrénkt wird. Daher wurde fiir die Bestimmung
des "back stress" eine andere Ldsung gesucht. Unter der Annahme, daB sich der
stationdre "back stress"-Wert wahrend des Zeitschrittes At linear #&ndert, und Qie
viskoplastische Vergleichsdehnrate ann&hern konstant bleibt, was durch die
Fehlerabfrage nach GI.(6.4) gewahrleistet ist, kann eine analytische Lbsdng der "back
. stress"-Differentialgleichung, die sich unter diesen Voraussetzungen zu

b=t+At _ b=t

Cp Cp

b- et b _a dnst b=t o L.
G, + Ay "y O, =A, ey [ G + A rft=0.. A (8.5)

ergibt, gefundeh werden [26]:



3, ingt t b=t+At _ b=t

t
. €y . (o] c L
b_tt’ ° b=t }"o"ne:/'t' d P Ao-'“ei,-t*
op =——— [%G, Je dt* + ————— - Jt-e dt*+C| (6.6)
0

P dngt . At
}"0 8v‘ 0

Fir t'=0 kann die Konstante C bestimmt werden:

b_t
Sp

C= m (6.7)
(o]

Somit ergibt sich fir die Berechnung des "back stress"-Wertes zum Zeitpunkt t+At die

folgende Bestimmungsgleichung:

in;t '

- 1 - Ac 8V'At
T [bc;.[e oAt |,
Xo' nev'At )

e

b=t+At _ b=t
¢ - ) ,
4 p P lo-'"SL'At net bt :
N e e ‘[7‘0' E’V'At'1] +1r+ "op (6.8)
‘ SV' ’ av' t . :
o] [+]

e

Die Fehlerabfrage beziiglich der numerischen Integration des "back stress"-Wertes in der
einfachsten Version des UMAT-Unterprogramms kann nun bei dieser LOosung entfallen
(Abb. 6.4). In einigen Belastungsféllen wird damit der Rechenzeitbedarf deutlich

verringert..

6.3.- VISCU3

In der dritten Variante der UMAT-Routine wird flir die numerische Integration ebenso wie
in Viscu1l und Viscu2 das Explizit-Euler Verfahren verwendet, allerdings mit dem
Unterschied, da8 das Zeitinkrement At nach Durchfithrung einer Fehlerabschétzung in

mehrere Subinkremente dAt unterteilt wird.

Im Regelfall sind bei dieser Version zwei Programmdurchldufe notwendig; der erste
Durchlauf dient der Bestimmung der Subinkrementanzahl, der zweite zur genaueren
Berechnung der aktuellen Werte von Spannung, inelastischer Dehnung und der
HilfsgréRen (Abb. 6.5).
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VISCU 2

Umat-Unterprogramm

Ubernahme der Variablen und Felder
vom Hauptprogramm

ob: sh: Amy: Mel ol pb; Yob: Vit At T AT

Subroutine INVAR
Berechnung von:
op; lapi abys "ol Splss); Sp(e'); Sp(tst)

u‘a%"“ =a(T+AT-T,)

Berechnung der inelastischen Dehnung
und der inelastischen Vergleichsdehnrate:
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