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Summary

Both interfaces and membranes show unbinding transitions, at which a
fluctuating surface unbinds from a wall. At the wetting transition of an inter-
face the energy of the interface fiuctuations is governed by the surface tension,
whereas the bending rigidity gives the essential contribution at the adhesion
transition of a membrane. In this work first-order unbinding transitions are
comsidered, i. e. transitions showing a discontinuous detachment of the surface.

In the mean—field approximation the semi-infinite Ising model in three di-
mensions is expected to show second order wetting transitions for a certain
range of parameters. But a comparison of Monte-Carlo data for the Ising
mode] and predictions for a effective interface model (derived from the Ising
model) show discrepancies for the scaling properties at the phase transition. To
solve the contradiction, some additional terms have been introduced in the ef-
fective model recently. Of special relevance is a surface tension, which depends
on the location of the interface and which is expected to generate first—order
transitions. In this thesis, the nature of this wetting transition is studied by
Monte—Carlo simulations and finite-size scaling, which clearly indicates a dis-
continuous transition.

Results of functional renormalization group calculations suggest that for a
membrane in a short-range potential no first-order adhesion transition should
occur. But on the other hand, a simple Landau-Peierls argument predicts
such discontinuous transitions. To study the possibility of first order transi-
tions, Monte-Carlo simulations of a membrane in a double-well potential are
considered. As a result, one finds a phase diagram which is similar to the
corresponding phase diagram of an interface in a double-well potential: a line
of first-order transitions ending at a critical point. In addition, this critical
point of the membrane model belongs to the same universality class as the
critical point of the 2-dimensional Ising model. Finally, for a short-ranged ad-
hesion potential the decay times of a metastable bound state were observed by

Monte—Carlo simulations indicating a discontinuous transition.




Zusammenfassung

Sowohl bei Grenzfiichen als auch bei Membranen lassen sich Entbin-
dungsiiberginge beobachten, die durch das Abldsen einer fluktuierenden Flache
von einer Wand beschrieben werden kénnen. Dabei unterscheidet sich der Be-
netzungsiibergang einer Grenzfliche von dem Adhésionsiibergang einer Mem-
bran in der Weise, daB die Energie der Grenzflichenfluktuationen durch eine
Oberflichenspannung bestimmt wird, wohingegen bei einer Membran die Bie-
gesteifigkeit den wesentlichen Energiebeitrag liefert. In dieser Arbeit werden
Entbindungsiiberginge 1. Ordnung betrachtet, d. h. Uberginge, bei denen die
Abldsung der Flache unstetig erfolgt.

Im Rahmen der Molekularfeld-Naherung werden fiir das 3-dimensionale
Ising-Modell im halbunendlichen Raum bei einer geeigneten Wahl der Parame-
ter Benetzungsiibergiinge 2. Ordnung vorhergesagt. Ein Vergleich der Ergeb-
nisse von Monte—Carlo-Simulationen des Ising—Modells und Vorhersagen eines
effektiven Grenzflichenmodells, das vom Ising-Modell abgeleitet wurde, zeigen
jedoch eine bisher nicht verstandene Diskrepanz fiir das Skalenverhalten am
Phaseniibergang. Um diesen Widerspruch zu kléren, wurden in einer neueren
Arbeit weitere relevante Terme in dem effektiven Grenzflichenmodell berfick-
sichtigt. Von besonderer Bedeutung ist eine abstandsabhingige Oberflichen-
spannung, die zu einem Phaseniibergang 1. Ordnung fithren soll. In der vor-
liegenden Arbeit wird an Hand einer Monte-Carlo-Simulation die Unstetigkeit
des Phaseniibergangs nachgewiesen.

Fiir eine Membran in einem kurzreichweitigen Potential wurde auf Grund
einer Vorhersage einer funktionalen Renormierungsgruppe bisher angenommen,
da$ keine Adhisionsiiberginge 1. Ordnung existieren. Ein einfaches Landau-
Peierls-Argument sagt jedoch unstetige Phaseniibergénge voraus. Um nach-
zuprifen, ob Phasentiberginge 1. Ordnung auftreten, wird in dieser Arbeit zu-
erst eine Monte-Carlo-Simulation fiir eine Membran in einem Doppelmulden-
Potential durchgefithrt. Es ergibt sich ein dhnliches Phasendiagramm wie
fiir eine Grenzfachen in einem Doppelmulden-Potential: eine Linle von Pha-
seniibergangen 1. Ordnung, die in einem kritischen Punkt endet. Wie die Si-
mulationen zeigen, stimmen die Exponenten am Phaseniibergang 2. Ordnung
mit den Exponenten des Ising-Fixpunktes in zwei Dimensionen iiberein. An-
~schlieflend werden fiir kurzreichwertige Adhésionspotentiale die Zerfallszeiten
" des metastabilen gebundenen Zustands mittels Monte-Carlo-Simulation gemes-

sen. Die Ergebnisse weisen auf einen Phaseniibergang 1. Ordnung hin.
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Kapitel 1
Hinfiihrung

In dieser Arbeit werden Benetzungsiiberginge von Grenzflichen und Adhasi-
onsiiberginge von Membranen untersucht. Um einen Einblick zu gewinnen,
welche physikalischen Vorginge sich hinter diesen Phaseniibergdngen verber-
gen, werden im folgenden einige Beispiele angefiihrt, um anschliefend die zu-
gehdrigen Modelle und ihre Eigenschaften vorzustellen. Da in dieser Arbeit
ein besonderes Interesse an Phaseniibergingen 1. Ordnung besteht, wird in den
folgenden Abschnitten hierzu immer wieder Bezug genommen. Eine ausfithr-
liche Diskussion von Phaseniibergéngen 1. Ordnung kann im néchsten Kapitel

nachgelesen werden.

E ?h&sen&bergaﬂge von Gre@zﬁa&hen und
I\/’emé&rameﬁ R |

111 Grenzﬁéche_n_ e

Grenzfldchen treten Gberall dort auf, WO, zwel physikalisch unterschledhche Pha-
sen aufemander treffen, zum Beispiel zwel nicht mischbare Flu351gke1ten wie
Wasser und Ol Unter den vielen Pha.nomenen die man an Grenzflichen beob-
- achten ka,nn smd in d1eser Arbelt spez1eli Benetzungsubergange von Interesse :

Zu_m -Vel__"sta,ndms, ‘was sich hinter dem- Begrm-Benetzungsube:pgang ver-
‘birgt, wird ein Flissigkeitstropfen. auf einer Festkorperoberflache betrachtet




(Abb. 1.1). Hierbei ist das feste Substrat nicht im chemischen Gleichgewicht
mit der Flissigkeit und dem Gas. Fiir die Fliissigkeits-Gas—Grenzfliche ist
die Energie pro Oberfliche, die Grenzflichenspannung, durch X, gegeben, fiir
die Festkérper-Gas—Grenzfliche durch £y, und die Festkérper-T'liissigkeits-
Grenzfliche durch ;. Bekannt ist, daf sich in Abhingigkeit von der Art der
Fliissigkeit fiir den Tropfen unterschiedliche Kontaktwinkel 8 ergeben {Abb.

1.1).

Abbildung 1.1: Fliissigkeitstropfen auf einer Festkérperoberfliche

Dieser Kontaktwinke] 188t sich iiber die Young—Gleichung berechnen, die
aus der Forderung des Kriftegleichgewichis am Bertihrungspunkt der 3 Phasen
folgt:

Y — s
cos(8) = E"E—ll. (1.1}
g

Bei einer Anderung der Temperatur, des Drucks oder anderer thermodynami-
scher Groflen verindern sich die Grenzflichenspannungen, und somit kann sich
auch der Kontaktwinkel # andern. Insbesondere fiir den Fall, dafl man sich ent-
lang der Fliissigkeits—Gas—Koexistenzlinie dem kritischen Punkt n&hert, kann
0 gegen Null gehen und es gilt die Gleichung ¥, = Xy + 2. Dieser Uberg_ang
von einem Tropfen zu einer Fliissigkeitsschicht wurde von Cahn zum ersten Mal
vorhergesagt [20]. Ein einzelner Tropfen stellt eine kanonische Gesamtheit dar,
da sich die Anzahl der Molekiile innerhalb der Beobachtungszeit mcht andert.

Untersucht man den gleichen. Ul bergang fiir eine grofkanonische Gesamtheit, in
der die Teﬂchenzahi nicht begrenzt -ist und die im folgenden immer betrach-
tet wird, daan beobachtet man dort, daB eine Flusmgkeﬁsschmht molekularer
Dicke auf eine unendlich dicke Fliissigheitsschicht anwichst. Dies entspricht ei-
nem Phaseniibergang, dem sogenannten Benetzungsiibergang, _fi_i_r-den nicht nur’




die Dicke der Schicht sondern auch die Fluktuationen einzelner Grenzflichen-
segmente um die mittlere Schichtdicke divergiert. Es sei hier bemerkt, dafl im
Experiment die Fliissigkeitsschicht niemals-unendlick dick wird, da sie-durch

die Gravitation begrenzt ist.

Man spricht Jedoch nicht nur von Benetzung, wenn eine Flusmgkelt einen
Festkdrper bedeckt, sondern ganz allﬂeme*n dann, wenn sich zwischen der
Grenzfiiche zweier Phasen o und 3 eine Schicht einer anderen Phase -y ein-
schiebt. So kann es zur Beneizuag an einer Festkdrperoberfliche entlang der
Koexistenzlinie fest—fliissig oder entlang der Sublimationskurve kommen. Kin
weiteres Beispiel fiir einen Benetzungsiibergang liegt beim Oberflichenschmel-
zen von Kristallen vor. Hierbei schiebt sich zwischen den geordneten Zustand
des Festkorpers und das Gas eine ungeordnete Oberflichenschicht ein, die im-
mer weiter in den Kristall eindringt und zum Schimelzen des ganzen Kristalls
fishrt. Als letztes Beispiel seien noch binire Fliissigkeiten angefiihrt, bei denen
experimentell Schichtfolgen wie in Abbildung 1.2 beobachtet werden konnen.
Die Phase o hat dabei eine h8here Dichte als die Phase 3, so dafl man eigentlich

I A

Gas

" Abbildung 1.2: Schichtfolge b__ei.Be_ne_‘_tzung -fii_r_;eine ‘binire Mischung -

eine Schichtfolge a~J—Gas erwarten wiirde. ‘Da jedoch die Grenzflichenenergic
zwischen der a—Phase und dem Gas geringer ist als zwischen der 3-Phase und
dem Gas, hat sich zwischen die f-Schicht.und das (Gas eine.a—Schicht einge-
schoben.-Daf die: Dicke. der a—Schmht in dlesem Fall endhch bie1bt hegt an

.der (ravitation. .

_ Bei Benetzungsiibergdngen lassen sich Phaseniberginge 2. 'Ordnﬁng, bei
*~denen die Schichtdicke kontinuierlich anwéchst, von _Phas_eniibergé_ngen 1.0rd-




nung unterscheiden, fiir die eine endliche Schicht unstetig-in den vollstindig
benetzten Zustand mit unendlicher Schichtdicke {ibergeht. Fiir ein Einkompo-
nentensysterm in der Nahe der Fliissigkeits—Gas-Koexistenzlinie, das in Kontakt
mit einer Wand ist, sind in Abbildung 1.3 die moglichen Phaseniibergénge in
Abhangigkeit von der Ternperatur 7' und der Abweichung Ap = (g ~ p.} des
chemischen Potentials z; der Fliissigkeit von dem chemischen Potential . ent-
lang der Koexistenzlinie dargestellt. Dabei ist T. der kritische Punkt des_Ein_—

Abbildung 1.3: Au—T—Phasendlagramm fur ein Einkomponentensystem entlang der
Fliissigkeits—Gas—Koexistenzlinie

komponentensystems. Beﬁndet man sich auf der Koexistenzlinie mit Ay = 0
und erhdht die Temperatur, dann kann bei T, ein Benetzungsiibergang beob-
achtet werden {siche Pfad (1) in Abb. 1.3). Falls dieser Phaseniibergang konti-
nuierlich ablauft, wird er als kritische Be_x__let;fmg bezeichnet. Handelt es sich um
einen Phaseniibergang 1. Ordnung, dann existiert bei geringer Abweichung von
der Koexistenzlinie weiterhin ein .'unstetiger Phaseniibergang (dies gilt nicht
fiir Benetzung in 2-dimensionalen Systemen).' Dies fithrt zu einer Linie von
Phaseniibergingen, die sogenannte prewetting-Linie (siche Phasengrenze (2) in
Abb."1.3), die an einem kritischen Punkt (3) endet. Bei der Annéherung an
die Koexistenzlinie fiir T < T}, wird sich nur eine Benetzungsschicht endlicher
Dicke ausbilden (4). Man bezeichnet dies als unvollstindige Benetzung. -Fiir
T > T, wird jedoch wieder die Dicke der Benetzungsschicht divergieren und
~ein Phasenubergang stattfinden, der unter dem Begmﬁ vollstandige Benetzung

beka.nnt ist (5)-

Em Belspaei fur einen Benetzungsubergang 1. Ordmmg kann 2 an-Seifenfil- - -




men beobachtet werden. Dort lassen sich zwel Zustinde mit unterschiedlicher
Schichtdicke unterscheiden. Fiir die etwas dickere Schicht ist der Seifenfilm auf
Grund der Interferenz des Lichtes an den beiden Grenzflichen des Films farbig,

wohingegen der diinne Film dem Auge als schwarz erscheint [23].
Detaillierte Beschreibungen und weiterfiihrende literaturangaben zu Be-
netzungslibergingen kénnen in den ﬁbers_ichts_ar_tikein 160, 32, 24, 81] nachge-

lesen werden.

1.1.2 M_ef#ibraaﬂeﬂ : '5}' X

Membranen t_reten.__in_ Organismen .zur Abgrenzung _iiﬁd__.':Lokal_is_ierung einzel-
ner Funktionsbe:éiche_auf. Betrachtet man 2. B. eine tierische oder pflanzliche
Zelle (Abb. 1.4), dann sieht man, daB Membranen zur Zellbegrenzung, zur Ab-
grenzung des Zellkerns, des Golgiapparats, des Endoplasmatischen Retikulums

usw. eingesetst werden {2].

TIERISCHE ZELLE veraligemeinerter Grundtyp einer PFLANZLICHE ZELLE  veraligemeinerter Grundtyp einer
tierischen Zelle im Dénnschnitt pllanzlichen Zeile im Dunnschnill
oxirazelivife - BT - Chioropiast
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_: el '_:':.'Abbﬂ_dung 14 Modelle einer tierischen und planzlichen -S-Zelle_é;us_::_{Q]

Zellmembranen sind im allgemeinen aus Lipiden aufgebaut, die sich in einer
Doppelschicht anordnen, da es fiir die hydrophoben Fettsdurereste der Lipid-
molekiile ungiinstig ist, mit '&erw&ssrigen Losung der Umgebung in Beriithrung
zu kommen-{(Abb. 1.5). ' In Organismen ‘sind diese. Membranen fiir :‘Stoffwech-
-selfunktionen mlt Proteinen durchsetzt, Zuckermolekiile sind angelagert und -




zur Stabilisierung werden Molekiil-Netzwerke verwendet [2]. Um in physika-
lischen Experimenten gut definierte und reproduzierbare Systeme untersuchen
zu kénnen, beschrank: man sich zunéchst auf Lipid-Doppelschichten ohne Pro-

teine, Zuckermolekiile und Netzwerke.

Abbildung 1.5: Querschnitt durch eine _Ze]]_;_lj._émb_r_a,n_:[ZQ]
Diese__ﬁerden 1m folgenden als Membranen bé._z_ei_chne‘t._:._Experi_mentell las-
sen sich Stapel von.Membranen (Abb. 1.7} und geschlossene Formen unter-
schiedlicher Topplqgi_e,'_'-'éo_gen_annte Vesikel (Abb. 1.6)_,_'hers_i;e}_len__[ll_&'82].

- Abbildung 1.6: Vesikel UHterschiedl_ichef Topologie aus [48]

oo Fare ‘Membranen -'Beoba,chtet ‘man -~ Phaseniibergénge, ~dic. den “ Benet-
zungsiibergingen von Grenzflichen sehr &hnlich sind. Divergiert die Dicke einer
fliissigen Benetzungsschicht, die eine' Wand bedeckt und in Kontakt mit dem
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Gas steht, dann entfernt sich hierbei die Grenzflache Ilissigkeit-Gas immer
weiter von der Wand und die einzelnen Grenzflichenpunkte fluktuieren im-
mer starker um die mittlere Lage der Grenzfliche. Das gleiche Verhalten 148t
sich fiir Membranen beobachten, die sich etwa bei Anderung der Temperatur
von der Wand ablosen: Der Abstand zwischen Membran und Wand wird im-
mer grofler, und die Fluktuationen der Membran dréngen sie von der Wand
ab. Diese Phaseniiberginge. bei denen sich eine Membran von einer Wand
trennt oder sich zwei oder mehr Membranen voneinander a,bstoﬁen, werden als
Adhaswnsuoergange bezelchnet und Wurden in der Arbeit [59] zum ersten Mal

vorhergesagt.

In Abbildung 1.7 ist fiir einen Stapel von Membranen ein solcher Ubergang
zu sehen [40]. Bei T = 22.8°C ist der Stapel entbunden (Abb. 1.7 (a)). Nach
Erniedrigung der Temperatur auf 7" = 22.1°C' haften die Membranstiicke an-
einander (Abb. 1.7 (b)). Das Wasser, das sich bisher zwischen den Membranen
befunden hat, sammelt sich in der gut sichtbaren Ausbeulung (Abb. 1.7 (2))
an, da es auf der Zeitskala des Experiments nicht in den Aufenraum diffundie-
ren kann. Die Theome der Adhasmnsubergange von Membranstapeln Wurde in
[74 42] unte;sucht :

A_bb_il_d_un_g -_1.7: Adhﬁsions_ﬁbergan_g fiir 'e_inen 3.S_ta_pe1 'V(_)_zi:M_embranen [40] :

Weltere Entbmdungsuberg&nge von -Membranen ergeben . smh fur Vesﬂ{el
d1e an einer Oberfliche haften und. sich bel Anaerung thermodynamlscher Pa-
‘rameter aolosen (Abb 1. 8) ' NI
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Auch bei Adhasionsiibergingen konnen stetige und unstetige Pha-
senfibergénge, also Phaseniiberginge 1. Ordnung und 2. Ordnung unterschieden
werden. Eine weitergehende Ubersicht iiber das Verhalten von Membranen ist
in {66, 67] zu finden. - ) R

1.2  Modelle fiir Benetzungs— und Adhé&sions-
" tberginge | R

Nachdem imn letzten Abschnitt Beispiele fiir Phaseniiberginge von Grenzfldchen
und Membranen betrachtet wurden, sollen nun die Modelle zur Beschreibung
dieser Systeme behandelt ‘werden. Dazu. ‘werden im. folgenden die Konfigu-
rationsenergicn . fiir. Benetzungsubergange von Grenzﬂachen und fiir ~Adhasi-
onsiiberginge von. Tvlembra,nen mit den-dabei. verwendeten Nanerungen vor-
gestellt.. ‘AnschlieBend folgt eine: Da;rsteﬂung der grundlegenden Figenschaften
dieser Modelle, dle msbesonqere eme Dlskussmn von Phasenubergangen 1 Ord~

nung emschheﬁt

I\fede.u;e

Eme Benetzungsschlcht ka,nn fur 1sotrope Substanzen wie in Abblldung 1.9
durch ein Feld {(z,y) parametrisiert werden, da die intrinsische Dicke der
Grenzfliche durch die Korrelationslange - der. Volumenphasen festgelegt wird,
die hier mikroskopische Lingenskalen sind. Dabei ist [ (z,y) der Abstand zwi-
".schen ‘den beiden Grenzﬁ'alchen',. die an die Benetzungsschicht angrenzen. Fir
eine Konfiguration -1af}t sich die Energie dieser Benetzungsschicht als Summe
der Oberflichenenergie an der Grenzfliche und eines effektiven Potentials V(1) -

12
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Abbildung 1.9: Geometrie der Benetzungsschicht

schreiben [56, 61]: g : . S
__ o fa? [ -i—‘V(l)} E o _._.:(1'2)

¥ ist hierbei die Oberﬂachenspa.nnung und der Term [ d*r1/2(VI)? in (1.2) folgt
aus dem Integral f dA iiber die Grenzfliche mit der Naherung, dafl Uberhinge
und Blasen selten sind und daB die Bedingung (V1) < 1 gilt. Fiir viele Be-
netzungsiiberginge bei isotropen Substanzen kann die Energie der Grenzfliche
durch eine Oberflichenspannung ¥ beschrieben werden, die nur von thermo-
dynamischen Parametern jedoch nicht von der Konfiguration abhingt. Wie in
Kapitel 3 dieser Arbeit beschrieben wird, ist es sinnvoll, auch komphmertere
Modelle zZu betra.chten bei denen 3 eine Funktlon des Feides l 1st

Um das ef‘fektwe Potential V (I} zu erhalten, werden die Wechselwlrkungs-
energien zwischen den Molekiilen aufsummiert und es ergeben sich in Abhéngig-
keit von den Wechselwirkungen auf molekularer Skala verschiedene Potentiale
V(l)__."Da-fﬁr die Gren_zﬂ_éche'ﬁur positive Schichtdicken [ auftreten- konnen,
gilt fiir die Potentiale die Bedingung V{(I) = oo fiir I < 0.. Der Zustand mit
endlicher Schichtdicke ist zumeist durch ein Minimum des Potentials fiir kleine
[ gekennzeichnet. Ein typisches Potential ist in Abbildung 1.10 wiedergegeben.
Nahere Details zur Herleltung der Potentiale kénnen in [60 44, 24] nachgelesen

werden

' Fiir ‘eine - Membran, - die-an eine ebene Oberfliche gebunden  ist, 'oder
zwel Membranen, die miteinander Wechseiwir_ken,__setzt ‘sich die Energie aus
~ zwei -Beitrdgen zusammen: - ‘Einem Beitrag, der sich daraus. ergibt, daB die
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V(1)

Abbildung 1.10: Potential fiir einen Benetzungsiibergang

Kriimmung einer Membranoberfliche Energie kostet, und einem Beitrag, der
aus der Wechselwirkung der Membran mit der Wand oder einer anderen Mem-
bran herrithrt. Solange die Lipidmolekiile sich frei in der Membranfiiche bewe-
gen, treten in der Konfigurationsenergie keine Terme auf, die die Energiekosten
bei Scherung beriicksichtigen miifiten. Tst die Geometrie fiir eine Membran vor
einer Wand in der (u,v)-Ebene wie in Abbildung 1.11 definiert, dann kann die
Konﬁguratlonsenergxe der Membran geschneben Werden als [59 39]

/dwdy\/det( )[;(}; }Rz) + V(r( ,y))] | (1 3)

Dabei wird dle_IVIembran durch die inneren Koordm_aten (z,y) parametrisiert.
Diese Koordinaten sind in der Weise definiert, daB fiir eine Membran, die un-
verzerrt und flach in der (u,v)-Ebene liegt, die inneren z,y-Koordinaten mit
den ‘dufleren u,v-Koordinaten {ibereinstimmen. 'Der_Ort eines einzelnen Mem-
brappunkts ist durch ¥ = .(u(x_,y),v(a:,'y),_i(:a:,'y)) ‘gegeben. ~ Somit stellt die
Membran eine mathematische Flache dar, die durch Gréflen aus der Differen-
tialgeometrie charakterisiert werden kann. In-der Konfigurationsenergie (1.3)
treten die beiden Hauptkritmmungsradien :R; und R der Fliche bzw. die miti-
lere Kriimmung (1/R; —I— 1 / Rz) und dle Determmante det( ) des metnschen
Tensors der Fliche auf. - ' S

Besteht fiir einen Adhésionsiibergang eine Wechselwirkung zwischen der
" ‘Wand und der Membran, die nicht von ‘den Koordinaten u und v abhingt,
-_dann wird sich die Membran parallel zur Wand ausrlchten In diesem -Fall
' 'vernach1a551gt man die Auslenkungen U und v para.llei zur Ebene und nimmt an, _'
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Abbildung 1.11: Geometrie der Membran

daf (8;1)? klein gegeniiber (92{)? ist. Die Energie einer Membrankonfiguration
kann in dieser Niherung geschrieben werden als [59]: '

H(D) = [ dr [f(a_z)% V(z)]. 4

Die Potentiale V/(I) sind dabei von &hnlicher Gestalt wie bei der Grenzﬂache
{Abb. 1.10). ' ' ' SR

Sowohl bei der Grenzfliche als auch bei der Membran werden bei der Her-
leiturig der obigen Modelle Uberhinge und molekulare Details vernachléssigt.
Diese Naherungen lassen sich fiir Benetzungs— und Adhdsionsiiberginge, die
auch als Entbindungsiiberginge bezeichnet werden, rechtfertigen, falls bei die-
sen Phaseniibergingen die ungebundene Fliche stark fluktuiert. Beim Entbin-
dungsiibergang stoflen dann die Fluktuationen senkrecht zur Wand die Fliche
ab und fiir grofie Abstéinde werden Oberflichenmoden mit kleinem Wellenvek-
tor immer wichtiger. Da die Fluktuationen im ungebundenen Zustand mit einer
hohen Entropie verbunden sind, werden die Phaseniiberginge dadurch verur-
sacht, dafl der Entropiegewinn des ungebundenen Zustands gréfer wird als der

Energieverlust durch das Verlassen des attraktiven Potentials.

' Auf dem Hintergrund dieser Betrachtung ist es verstandlich, dafl nach der
dui‘ChgfﬁLuul Ch Na.herung die KuuusdlauOuSGﬂei'gleu u.€.1. Benetau 1g5- (1 2) u".ﬂd

der Adhésionsiibergange (1 4) sehr zhnlich sind und zu der Klasse von Modellen
. gehoren die durch folgende Konﬁguratlonsenergle deﬁmert smd [62 63 64, 63]:

H(l /dd g V“Zf + V( )] : (15)
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Fiir die Raumdimension dieser Systeme, die durch die Konfigurationsenergie
(1.5) beschrieben werden, verwendet man hiufig die Notation d = (d) + 1),
wobei es sich bei djj um die Dimension parallel zur Fliche und bei d um die
Dimension des Raumes handelt, in den die Flache eingebettet ist. Im folgenden
wird ein kurzer Uberblick iiber die elementaren Eigenschaften dieser Modelle
gegeben, um dabei einige Begriffe zu definieren, die in dieser Arbeit 1mmer

wieder benétigt werden.

1.2.2 Grundlegende Eigenschaften

Betrachtet man (1.5) zuerst einmal ohne Potential, dann kénnen die Fluktua-
tionen der Fliche durch einen Exponenten charakterisiert werden. FEr wird
iiber die Korrelationsfunktion AC(r) = 1/2{{{(r) — 1(0))?) definiert, die sich
fiir grofe r = |7 wie AC(r) ~ r?¢ mit { = (2n + 1 — d)/2 verhélt, solange die
Relation ¢ > 0 gilt. ¢ wird als Rauhigkeitsexponent bezeichnet und bestimmt
das Skalenverhalten der Rauhigkeit der Fliche, denn fiir ein Flachenstiick der
Lineardimension Ly gilt, daf die Auslenkung senkrecht zur Flache im Mittel

L, = ‘/A_C(Lﬂ) NLﬁ .ist (Abb. 112) Da der .Raphig“keitse;{poneg'.t fir eine

| ':Abbﬂduﬂg 112 'Rauhigkeit einer Fliche o

Grenzﬂache ( =0, fur eine Grenzhme C = 1 / 2 und fur eine Membra.n C = 1 ist,
werden bei einer Membra,n dle einzelnen Flachensegmente auf- groﬁen Skalen

v1e1 sta.rker um die Mittella.ge ﬂuktuleren als bel einer Grenzﬁache .

_ Fiir Adh3sions— und Benetzungsiibergénge hat es sich als sinnvoll erwiesen
_folgende drei Langensk&len zu betrachten: den mlttleren Absta,nd I= (7)),
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die mittlere Fluktuationsamplitude £, = /{(I(¥) — {)?), die unabhingig vom
Ort ist, und die Korrelationslinge &) der Oberflichenfluktuationen, die defi-
niert ist iiber ((I(F) — D0} — 1)} ~ exp(—|7l/§;), wobei (} der statischen
Mittelung entspricht. Falls es sich bel dem Entbindungsiibergang um einen
Phaseniibergang 2. Ordnung handelt wird §) als Korrelationsldnge der Flache
divergieren. Unabhingig von der Ordnung des Ubergangs streben jedoch £,
und [ gegen unendlich. Einzelheiten fiber diese Phaseniibergdnge kénnen fiir
Membranen in [64, 65] und fiir Grenzﬂachen in [32, 60, 61, 38, 64, 65] nachge-

lesen werden.

Die bisherige Klassifikation dieser Phaseniiberginge wurde in d = (1 + 1)
mit Transfermatrix-Rechnungen durchgefithrt. Um fiir beliebige Dimensionen
Aussagen machen zu kénnen, wurde eine funktionale Renormierungsgruppe
entwickelt [32, 61}, die eine Renormierung des Potentials, jedoch nicht des
Feldes beinhaltet. Mit Hilfe dieser funktionalen Renormierungsgruppe ist es
méglich die Fixpunktpotentiale dieser Modelle zu bestimmen und die jeweils
zum Fixpunkt gehdrigen Divergenzen zu untersuchen. Die méglichen Fixpunkte
der funktionale Renormierungsgruppe hingen nur noch von einem Parameter
7 = {d — 1})/¢ und dem Potential ab. Dies hat zur Folge, daf Systeme mit
gleichem 7 im Rahmen dieser funktionalen Renormierungsgruppe die gleichen
Fixpunkte aufweisen. Ein Beispiel hierzu ist eine Membran in d = (24 1) und
eine Grenzlinie in d = (1 + 1) Dimensionen, fiir die beide 7 = 2 ist. Es soll hier
erwihnt werden, daB fiir schwache Wechselwirkungspotentiale V/(I) eine Néahe-
rung der funktionalen Renormierungsgruppe existiert, die sogenannte lineare
funktionale Renormierungsgruppe. Diese erhilt man aus der vollsténdigen Re-
normierungsgruppe, indem man das renormierte Potential nach dem urspriing- -
hchen Potentla,l V(l) entw1ckelt und nur &en hnea,ren Term berucksmntigt [32].

Wle bei der Herleltung der Modelle -angedeutet, splelt die Entropie, dle
sach durch die moglichen Konfigurationen einer fluktuierenden Grenzfiiche oder
Membran ergibt, fiir Benetzungs— und Adhésionsiibergénge eine wichtige Rolle.
Deshalb hat é_s-Sich als niitzlich -erwiesenein Potential Vy einzufthren, daf
diesen Entropiebeitrag heuristisch beriicksichtigt. ~Im folgenden wird Vy fiir
ein System in d = {d)j + 1} Dimensionen hergeleitet, das die Lineardimension
L besitzt und sich in emem ‘gebundenen Zustand mit der. Kolrelatlonsla,nge
_-§|; <L beﬁndet [66] ERE SRR PR :
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V}; entspricht dabei dem Entropieverlust des gebundenen Zustands rela-
tiv zum ungebundenen Zustand, der sich dadurch ergibt, daB im gebundenen
Zustand Oberflichenmoden mit einem Wellenvektor |¢| < 7/, unterdriickt
werden. Da die Entropie proportional zu der Anzahl der moglichen Moden
ist, miissen zur Bestimmung von V}; die Anzahl N, der Moden des ungebun-
denen Zustands und N, des gebundenen Zustands bestimmt werden. Ist die
molekulare Linge des Systems durch a gegeben, folgt fiir den ungebundenen

: (ﬂ/a)d“ ; A
N, = /L = (Z) ) (1.6)

wie auch mit Hilfe von Abbﬂdung 1 13 fiir dpy = 1 gesehen Werden kann Im
gebundenen Zustand ist

/
=/~ LT
(Abb. 1.13). Somit ist die Anzah! der unterdriickten Moden N, —Ng = (L/¢;)™.
Fiir das Fluktuationspotential Vj;, das den :__En_t_ropieveﬂus_t pro Fiz_'if__:he be-
schreibt, erhélt man schlieBlich ' :

Zustand:

- kBT(N —N,) kBT kT
sz e S F) A gdﬂ
g g

)

Fiir einen Benetzungs- oder Adhisionsiibergang folgt mit der Relation
€_L ~ -(T/K)WEH und der Annahme €J_ ~ I das Potentlal

“ Vi =_:_CﬂT-_( ) I"F mit 7= (d—— 1)/§, L (19)

wobei K im Fall einer Grenzfliche der Grenzflichenspannung X und im Fall ei-
ner Membran der Blegesteaﬁgke1t K entsprlcht Dabe1 ist Cff eine dlmensmnslose

Konsta,nte [62]

L Eu

‘Abbildung 1.13: Magliche Wellenvektoren g fir Oberfiiichenanregungen einer Grenz-
linie mit der Lineardimension L und einer molekularen Linge a; Fiir die gebundene -
- Grenzlinie sind die Wellenvektoren zwischen —w /£ und 7 /§)) unterdriickt .- '
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Daf das Potential Vj; fiir die Benetzungs— und Adh#sionsiiberginge von
Bedeutung ist, zeigt sich auch daran, daB Vj; von dem Parameter 7 abhéngt,
der in der funktionalen Renormierungsgruppe auftritt. Fiir 7 = oo bzw. ( =0
fallt das Fluktuationspotential exponentiell mit [ ab [60]. Dies ergibt sich fiir
Grenzflachen mit n = 1 bei d = 3 und fiir Membranen mit n = 2 bei d = 5

Dimensionen. n ist dabei der Parameter aus der Konfigurationsenergie (1.5).

Mit Hilfe des Fluktua.tionspoten‘tials kann durch Vergieich von fo(i) und

rade betrachteten Phaseniibergang in erster Naherung a.bgeschatzt werden. Fur
Phaseniiberginge 2. Ordnung 158t sich z. B. die obere kritische Dimension d,
fiir ein Potential V/({) in der Weise angeben, daB bei d. das Potential Vyi(7)
asymptotisch fiir grofie [ mit der gleichen Potenz bzw. exponentiell wie das
Potential V(1) abfallt [57]. SR

1.2.3 Phaseniiberginge 1. Ordnung
In diesemn Abschnitt werden Potentiale mit Energiebarrieren (Abb. 1.14) be-
trachtet, die in Molekularfeld-Naherung einen Phasenfibergang 1. Ordnung zei-

gen, deren zugehdrige freie Energien jedoch auf Grund der Fluktuationen keinen
Phaseniibergang 1. Ordnung aufweisen miissen. Fiir Grenzlinien, Grenzfiichen

V(I) a8

AV

T 4
Abbildung 1.14: Potential mit einer Energiebarriere AV

und Membranen werden die Wechselwirkungspotentiale V(I} in Hinblick auf
d1e Frage betra,chtet ob Phasenubergange 1 Ordnung zu beoba,chten smd oder :

111cht

“lt Hzlfe des vorher emgefuhrten Potenula} Vf; }assen sn:h che Wechselwn— g
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kungspotentiale V(1) in zwei Klassen einteilen. Gilt asymptotisch flir grofe l
die Bedingung Vy; < V, dann kénnen sicherlich Phaseniibergénge 1. Ordnung
beobachten werden, da fiir grofie  immer das Wechselwirkungspotential 140
mit der Potentialbarriere dominiert. Im Falle, daf fiir grofe I asymptotisch
Vi > V ist, muB die Existenz mdglicher Phaseniiberginge 1. Ordnung fiir die

jeweiligen Systeme im Detail untersucht werden.

Fiir Grenzlinien ergibt sich mit Hilfe von Transfermatrix—Rechnungen das
Resultat, dafl fir alle Potentiale, ‘die schneller als Vi abfallen, d. h. in ‘die-
sern Fall, daB sie mit einer héheren Potenz als 1/1% gegen Null streben, keine
Phaseniiberginge 1. Ordnung existieren {90]. Im Vergleich dazu kénnen fir
Grenzflichen Phaseniiberginge 1. Ordnung beobachtet werden, sobald die Po-
tentialbarriere hoch genug ist, da 7 unendlich ist und somit Vy exponentiell
mit [ abfallt. Das unterschiedliche Verhalten von Grenzlinien und Grenzilichen
fiir Potentiale V({), die schneller als eine Potenz gegen Null streben, kann
an Hand eines einfachen Landau—Peierls—-Argument fiir ein Doppelmulden—

Potential verstindlich gemacht werden.

Betrachtet wird eine Grenzlinie bzw. Grenzfliche in einem der Minima des
Doppelmulden—Potentials (Abb. 1.15).  Um eine erste Vorhersage iiber die Exi-

R

AV:

S £ 3 Py

0 T |

7
Abbildung 1.15: Doppelmulden-Potential.

stenz oder 'Nichte.xistenz”.e.ines_Phasenii.berga.ng.s 1. .'Ordm.mg m_.a,ch_eﬁ zu _kér_l_ﬁen,

wird die freie Energie typischer Anregungen, die die Energiebarriere iberschrei-

ten, abgeschétzt. Fir eine Grenzlinie sind charakteristische Anregungen Seg-
' 3_1’_nent__e, die sich -_im-and_er_en Minimum befinden (Abb.1.16). Die .ents_prechenden




Anregungen fiir Grenzflichen sind Inseln (Abb. 1.16).©

Ly

Abbildung 1.16: Grenzliniensegment und Insel bei einer Grenzfliche als typis;he
Anregungen im Doppelmulden—Potential T '

Die freie Energie eines Segments oder einer Insel setzt sich zusammen aus
dem {reien Energiebeitrag F7, der durch Uberschreitung der Potentialbarriere
entsteht, und .dem Entropiebeitrag, der beriicksichtigt, _:Wie_viele Moglichkeiten
es fiir eine System der Lineardimension L gibt, Inseln einzubauen. Da fiir eine
Grenzlinie in d = (1 + 1) Dimensionen die freie Energie #7 im wesentlichen
der Energie entspricht, die bei der Uberwindung der Potentialbarriere auftritt,
wird sie proportional zur Hohe der Barriere AV sein und es ergibt sich folglich

fiir die Grenzlinie als freie Energie eines Segiments:
Foo~ AV —eksTla(L). (1.10)

Im thermodynamischen Limes gilt unabhingig von AV fir jede Segmentgrofe
Ly die Bedingung Fgr < 0. " Es wird folglich immer fiir das System- giinstig
sein, Segmente beliebiger Grofen einzubauen. Da diese Anregungen keine ge-
brochene Symmetrie des Systems zulassen, éxistieren fiir Grenzlinien keine --Pha—

senfibergdnge 1. Ordnung,

Betrachtet man hingegen eine Insel fir- eine-Grenzfliche in d = (2 +.1)

_._Dimen_s_iqnen,'da.nn ist die freie Energie Fr propo;_c__’_ciona,l zum Umfang der Insel.
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(siche dazu die etwas detailliertere Herleitung von F fiir eine Membran in
Kapitel 4.2.). Somit ergibt sich fiir eine Grenzfliche der Lineardimension L mit

einer Insel vom Durchmesser L die zusétzliche freie Energie:

FGF =~ f]'L” - EngTln(L) (1.11)

Fs 148t sich ze;geu, daf in Abhingigkeit vom Potential und der Temperatur

Parametemeremhe mit f_[ > 0 existieren. In diesen Bereichen gilt fiir Inseln,
deren Durchmesser L“'.{ron der GréBenordnung der Systemgrdde L ist, die Re-
lation F; FG > 0. Folg_l_iéh werden im thermodynamischen Limes grofie Inseln
unterdriickt, die Symmetrie bleibt gebrochen und es sollten Phasentiberginge

1. Ordnung beobachtbar sein.

Auf Grund der Gleichungen (1.10) und (1.11) kann in dieser Niherung
geschlossen werden, dafl Systeme, die eine positive freie Energie /7 aufweisen,
in d = {1 4+ 1) Dimensionen keinen Phaseniibergang 1. Ordnung zeigen, da
F; unabhingig von der Segmentgrdfe ist. Hingegen existieren in d = (2 + 1)
Dimensionen auf Grund der Abhingigkeit von Fr von der Inselgrofie unstetige

Phaseniibergénge.

Fiir Membranen war bisher nicht klar, ob fiir den Fall, daB die Relation
Vfg > 1% asymptotisch fiir grofie ! gilt, Phasenuberga,nge 1. Ordnung existieren.
Denn einerseits ist fiir eine Membran der Exponent 7 = 2 wie bei einer Grenz-
linie und die funktionale Renormierungsgruppe sagt bei gleichem 7 die gleiche
E‘lxpunkts ruktur vorher. Andererseits 1a8t sich das Landau—PelerIs—Argument

fir: Grenzﬂachen auch auf Membranen ubertragen [36 69}

1.3 Uberblick

Die Arbeit ist in folgender Weise gegliedert. In Kapitel 2 wird der Begriff
eines Phaseniibergangs 1. Ordnung definiert und das finite-size-scaling fiir diese
Ubergange angegeben, ‘da es in dieser Arbeit sehr oft um die- Fragestellung der
Existenz oder Nichtexistenz eines Phaseniibergangs 1. Ordnung geht

Wie in Kapitel 3 zu sehen ist, kdnnen Fluktua;tmnen niché nur Pha—
seniibergénge -1.-Ordrung verhindern, sondern -es ist: auch méglich, daf} sich
durch _-__d_e_n_ Einfluf der Fluktuationen fiir ein System, ‘dessen Potential keine




Energiebarriere zeigt, ein Phaseniibergang 1. Ordnung ergibt. Dies wird in der
Nzherung der linearen funktionalen Renormierungsgruppe fiir eine Grenzfliche
vorhergesagt, deren Oberflichenspannung mit dem Abstand [ von der Wand
zumimmt [46, 29, 30]. Ob dieses System unter der Beriicksichtigung aller Frei-
heitsgrade wirklich einen Phaseniibergang 1. Ordnung zeigt, wird in Ka.p1tel 3
mit Hilfe einer Monte-Carlo—Simulation untersucht.

Wie in Abschnitt 1.2.3 gesagt wurde, ist es auf Grund des Widerspruchs
zwischen dem Landau-Peierls~Argument und den Renormierungsgruppen—
Vorhersagen mnicht klar, ob fiir Membranen in kurzreichweitigen Potentialen
Phaseniibergéinge 1. Ordnung existieren. Um diese Frage zu klaren wurde zu-
erst, eine Membran im Doppelmulden—Potential und anschlieflend in einem Po-
tential mit einer Energiebarriere, das einen Adhé#sionsiibergang zeigt, an Hand
von Monte—Carlo-Simulationen untersucht. Die Ergebnisse und ihre Diskussion

sind in Kapitel 4 und 5 nachzulesen.

Aufler den Phaseniibergingen 1. Ordnung fiir Grenzilichen und Membra-
nen wurde in dieser Arbeit auch noch das Spekirum von Oberfiichenanre-
gungen einer Fliissigkeitsschicht betrachtet, die einen Festkdrper benetzt. Die
existierenden Moden an der Flﬁssigkeits—Flﬁssigkeits— oder Fliissigkeits—Gas—
Grenzflichen werden im Anhang A diskutiert in Abhangigkeit von den drei
relevanten Léngen des Systems der Dicke der. Benetzungsschlch‘t I, der Korre-
lationslinge & :de__r__Qbe;ﬂ@chenﬂuktua+1onen und einer inneren Linge /. R
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Kapitel 9

Higenschaften von
Phaseniibergingen 1. (

Jrdnung

2.1 Uberblick

In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen und Eigenschaften von
Phaseniibergingen 1. Ordnung beh_andelt,'c"iie fiir die folgenden drei deitel
von Bedeutung sind. Zuerst werden fiir unendliche Systeme Phasentibergénge
1. Ordnung und Phaseniibergange 2. Ordnung deﬁn_iert. Um in Kapitel 3 die
Simulationsergebnisse endlicher Systeme in Bezug aufl einen Phé,senﬁbergang
1. Ordnung hin priifen zu kdnnen, wird anschlieBend ein Uberblick iiber das
finite-size—scaling bei Phaseniibergéngen 1. Ordnung gegeben. Hierbei wird
sowohl die SystemgréBenabhingigkeit einzelner mefibarer Gréflen als auch die

Theorie zur Herleitung des finite—size-scaling von Interesse sein.

Um fir Grenzflichen geeignete Kriterien zum Nachweis eines Pha-
senfibergangs 1. Ordnung zu finden, werden zum Abschluff Simulationen ei-
ner Grenzfliche im Doppelmulden—Potential betrachtet. Je nach Parameter-
wahl weist dieses Modell Bereiche mit Phaseniibergingen 1. Ordnung und
Bereiche, in denen keine Phaseniiberginge stattfinden, auf. Hier soll noch
erwiahnt werden, daB in Kapitel 4 eine &hnliche Simulation fiir eine Membran
*im Doppelmulden-Potential ausgefiihrt wird, wobei dort jedoch die Untersu-
~ chung des Phaseniibergangs 2. Ordnung mit den zugehdrigen Exponenten im

Vordergrund steht. - )




2.2 Definition von Phasenu?bergamgeﬁ 1. und
2. @z"ém,mg B

Der Begriff eines Phaseniibergangs 1. oder 2. Orduung ist fiir Systeme im ther-
modynamischen Limes definiert. Im folgenden sollen die betrachieten Systeme

durch die freie Energie

F(h,T,L) := —kgTWa[Z(h, T, L)] (2.1)

beschrieber werden, die von einem Feld h, der Temperatur 7' und der Linear-
dimension L des Systems abhingt. Die Zustandsumme Z(h, T, L) ist fiir das

Ordnungsparameterfeld m (7} definiert iiber:
1 - '
Z(haT: L) = /[dm(ﬁ] exp (—%H{m(T)a haL)]> ’ : (22)
ksT

wobei H(m{7), h, L) die Konfigurationsenergie ist.

Im folgenden werden die einzelnen Begriffe und Definitionen fiir Pha-
seniiberginge angegeben, die sich bei einer Anderung des Feldes h ergeben.
Analoge Betrachtungen gelten jedoch fiir entsprechende Groflen von.Pha-
senitbergingen, die bel Temperaturdnderung étattﬁnden . Bel einem Pha-
seniibergang 1. Ordnung ist am Phaseniibergangspunkt h, die erste Ableltung
von F' nach.dem Feld % unstetig und die zweite Ableitung fithrt auf eine é-

Funktion, (Abb. 2.1).. In anderen Worten der mittlere Ordnungsparameter

.xés
m é
m,F /ﬂ,,,._
2
m; ___ﬂ_w,__,__,J '. N
e

1 P ] e
h -_ﬁn : he h

Abbildung 2.1: Mittlerer Ordnungspalameter und Suszeptibﬂlta.t eines feidgetnebe—
nen Pha,senubergangs 1. Ordnung * . : .

= L‘.d___@F /ﬁh_-.andert sich am_ _Ph_asenﬁbergangspunkt unstetig und die zu-
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gehorige Suszeptibilitit x = L™402F/0h® zeigt eine Singularitit. Beim Pha-
seniibergangspunkt A, sind beide Werte des Grdnungsparameters, /; und m,,

méglich. Man spricht dann von der Koexistenz zweier Phasen bei A = fy.

‘Im Vergleich dazu ist bei einem Phaseniibergang 2. Ordnung die erste Ab-
leitung des Potentials nach dem Parameter h stetig. Die zweite Ableitung weist

jedoch beim Phasenfibergangspunkt eine Singularitit auf {Abb. 2.2},

x“

hy hv hp h

iy

Abbildung 2.2: Mittlerer Ordnungsparameter und Suszeptibilitdt eines feldgetriebe-
nen Phaseniibergangs 2. Ordnung

Bei endlichen Systemen, die endlich viele Fretheitsgrade haben, treten in
den Potentialen keine Divergenzen und keine Unstetigkeiten auf, solange die
Konfigurationsenergie keine Divergenzen und Unstetigkeiten in den relevanten
Parametern zeigt. Somit sind die Definitionen fiir Phaseniiberginge 1. und 2.
Ordnung fiir endliche Systeme nicht mehr brauchbar. Zum Beispiel zeigt der
Ordnungsparameter und die Suszeptibilitdt in Abhangigkeit von % in beiden

Fillen ungefihr einen Verlauf wie in Abbildung 2.3.

o )~

xl

.

Abbildung 2.3: Mittlerer Ordnungsparameter und Suszeptibilitdt eines feldgetriebe-
- nen Phasentibergangs 1. oder 2. Ordnung bei endlicher Lineardimension. L -
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Fine Unterscheidung eines Phaseniibergangs 1. Ordnung von einem Pha-
seniibergang 2. Ordnung ist an Hand der Graphen nicht mehr moglich. Es ist
jedoch fiir endliche Systeme sehr niitzlich die freie Energie mit festgehaltenem
Ordnungsparameter m zu betrachten, die fiir eine Feldtheorie mit dem Feld

m(7) folgendermafen definiert ist: -

/

Fim,h, T, L) = \ o (23)

dérm(7
—kpTIn [-[ [dm(r)]6 (—-—-—--(—1 — m) exp(~’€:iﬁ7‘i(m(?)_, h,L));l :

Fir die Grofe F(m,k,T,L) ergibt sich nach Integration iber den Ordnungs-
parameter die Zustandssumme Z{A,T, L} des Systems, wie an Hand von {2.5)
ersichtlich ist:

/ dm exp —kB—TF(m WT,L)= (2.4)

Jlm() expl(— - Hm{7), b, 7)) = Z(1,T, ).

Auferdem 148t sich die Wahrscheinlichkeit P(m,k,T, L), da das System den
Ordnungsparameter m annimmt, mit Hilfe von F(m,h,T,L) ausdriicken durch

exp (~gipF(m, b, T,L)
rin. = 22T )

(2.5)

Falls és sich bei dem Ubergang um einen Phaseniibergang 1. ‘Ordnung handel,
wird F(m,h, T, L) fiir sehr grofle L die Minima der ‘koexistierenden Phasen
aufweisen, wie es z. B. in Abbildung 2.4 bei einem Entbindungsiibergang 1.
Ordnung firr. unterschledhche Feldwerte gezeigt wird. ‘Fiir diesen Fall weist
F(m, kT, .L/) ein Minimum bei endlichem m fiir den gebundenen Zustand und

ein M1n1mum im unendhchen fur den ungebundenen Zustand auf.’

Am Phasenubergangsnunkt hy Werden im tnermodynamlschen Limes diese
beiden Minima von glemher Hohe sein. ‘Bei Abweichung von k, wird deraenlge
Zustand, dessen Minimum im thermodynamischen Limes in ein globales Mi-
nimum ibergeht, als stabiler Zustand bezeichnet. Fir den anderen Zustand

wird sich ein lokales aber kein globales Minimum fiir grofes L ergeben, und

*._man spricht von einem metastabilen Zustand. Fiir Phaseniiberginge 1. Ord-

nung -in- Systemen, bei denen: N Phasen koexistieren, weist F(m, h, T,L) in
der Nahe des Phaseniibergangs fiir grofiere L mindestens N Minima auf. Im




Fall eines Entbindungsiibergangs 2. Ordnung wird im Vergleich zu einem Pha-
senfibergang 1. Ordnung fiir grofie L nur ein Minimum auftreten, dessen Lage
am Phaseniibergangspunkt gegen unendlich strebt (Abb. 2.4). =

E(m)n F(m)én

\|

W\
)/

Abbildung 2.4: Freie Energie F bei festgehaltenem Ordnungsparameter fir einen
Phaseniibergang 1. und 2. Ordnung bei endlicher Lineardimension L

2.3 Finite—Size—Scaling fiir Phaseniiberginge
1. Ordnung

Allein die Betrachtung von F (m, h,T, L) fiir festes L reicht jedoch nicht aus,
um die Existenz, die Ordnung und die Lage eines Phaseniibergangs zu bestim-
men, sondern es muf finite-size-scaling angewandt werden. Darunter {fe_rs_te;ht
man die Betrachtung geeigneter Gréfen _eines' Systems in Abhangigkeit von der
Lineardimension L. Dieses Verfahren a8t fiir grofie [ Riickschliisse auf die
Ordnung und Lage é_ines Phaseniibergangs zu. Da bei der Bestimmung des
finite-size—scaling von Groflen sehr hiufig aufwendige Rechnungen nédtig sind,
wird im folgenden ‘Abschnitt das Skalenverhalten von fiinf-GréBen ohne Herlei-
tung angegeben Um jedoch einen Eindruck zu vermltteln wie sich diese Sy-
stemgréBen—-Abhéngigkeiten ergeben, werden anschliefend Modelle vorgestellt,
die 7ur Beschreibung von Phaseniibergingen 1. Ordnung entwickelt wurden
und mit deren Hilfe das ﬁnite-—éize—scalin_g bestimmt wird. Bei den folgenden
Betrachtungen wird das Skalenverhalten immer an Hand eines feldgetriebenen
Phaseniibergangs dargestellt. ‘Die Ergebnisse konnen jedoch auf temperaturge-
‘triebene Phaseniiberginge tibertragen ‘werden und es ergibt sich fiir einander. -
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entsprechende Grofien dasselbe finite-size-scaling.

2.3.1 Finite—Size—Scaling verschiedener Griflen

In diesem Abschnitt soll das finite-size-scaling von finf unterschiedlichen
Groflen fiir einen nicht notwendigerweise symmetrischen Phaseniibergang 1.
Ordnung vorgestellt werden, d. h. es mufl nicht unbedingt die Bedingung

»F . OF
lh;p‘i'ﬁ] = (_1)!} hm{ahy Ihp_e} . (26)

e—0

lim [

S o

fiir die Ableitung der freien Energie ' nach dem Feld & am Phaseniibergang
h, erfiillt sein. Auferdem werden Systeme betrachtet, fiir die am Pha-
sen{ibérgangspunkt zwei Phasen nebeneinander koexistieren und deren Geome-
trie durch einen d—dimensionalen Kubus mit periodischen Randbedingungen ge-
geben ist. Es sei hier bemerkt, dafl die Geometrie und die Randbedingungen des
Systems das finite-size-scaling wesentlich beeinflulen [4, 78, 21]. In Hinblick
auf die nachfolgenden Simulationen wird ein feldgetricbener Phaseniibergang
betrachtet, bei dem das finite~size—scaling des mittleren Ordnungsparameters,
der Suszeptibilitit, der vierten Kumulante des Ordnungsparameterfeldes, der
Aufenhaltswahrscheinlichkeit in einer Phase und der Hohe der Energiebarriere
zwischen den beiden Phasen untersucht wird. Hierbei ist von Interesse, welche
Grdflen zur Bestimmung der Lage und welche zur Bestimmung der Ordnung
des Phaseniibergangs geeignet sind. Da im folgenden Phaseniibergénge bei
konstanter Temperatur betrachtet werden, wird bei den Funktionen die Varia-
ble T vernachlissigt. Somit wird das System durch die freie Energie F(h, L)
beschrieben. Beih = h, soll der Phaseniibergang 1. Ordnung stattiinden.

Mittlerer Ordnungsparameter_:__-_.._.

Der mittlere Ordnungsparameter ist definiert als m{h, L) = L 29F/8h und

i nungsparam t defim ls mi

1
entspricht dem statistischen Mittelwert des {iber den Raum gemittelten Ord-

nungsparameterfelds m(r):

L) = (2 | drm(i) = (m). @)
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Fiir unterschiedliche I werden sich typischerweise Kurven wie in Abbildung
2.5 ergeben. Fiir den Schnittpunkt hy(L}, der iiber die Relation m(ki(L), L) =

Y

h

Abbildung 2.5: Mittlerer Ordnungsparameter 7 fiir einen feldgetrichenen Pha-
seniibergang 1. Ordnung fiir verschiedene Systemgréfien (L1 < Lz < Ls)

m(hi(L),2L) definiert ist, gilt |hy (L) — hp| = O(exp(—L/L}) [13, 15], wobei
L von der Grofenordnung der Korrelationslinge ist. Die nur exponentielle
Abweichung hy(L) von h, kann bei Simulationen zur Abschétzung des Pha-
seniibergangspunkts verwendet werden, da sich die Kurven zumeist schon fiir
mittlere Systemgréfien im Rahmen der Ablese- und N'eﬁgena.ulgken in einem

Punkt schnelden

Suszeptibilitét:

Bei der Suszeptibilitit
| P om L
Ld ahg - —é—h_ ET' (m2) - (m)Q) (2‘8)
wird sich die Hohe Xmaz, die Breite der Kurve Aypq, und die Lage des Ma-
ximums hy(L) mit der SystemgréBe L verdndern. Fiir die drei GroBen, die in
Abbildung 2.6 deﬁmert smd erd folgende Abhang1gke1t von. der Systemgroﬁe
'vorhergesa.gt [id bdj S : :

x(h, L) =

Xraz ™ L) - (M~ L
_Ax_mam ~ L—.d R
—ha(L) = hy| o~ L o)
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Abbildung 2.6: Suszeptibilitit y fiir einen feldgetriebenen Phaseniibergang 1. Ord-
nung bei endlicher Lineardimension L

wobei d entweder d oder 2d ist.

AXmaz ist proportional zu L%, da Ymas proportional zu L und die Fliche
unter der Suszeptibilitits—-Kurve bis auf exponentielle Korrekturen unabhingig
von der Systemgrdfe L ist. Far 6h wird eine Proportionalitét zu L~%¢vorherge-
sagt, wenn unter— oder oberhalb des Phaseniibergangs jeweils nur ein Zustand
die stabile Phasge 'bestimmt [13, 17].: Ein Beispiel .hierzu__ist ein asymmetrisch_er
Phasénﬁbergahg eines SpinQModeils, __fﬁr_das oberhalb des Phaseniibergangs ein
Zustand mit positiven Spins und unterhalb ein Zustand mit negativen Spins. die
Phase dominiert. Ist jedoch einer der Phasen durch mehrere Zustédnde gleicher
freier Energie gekennzeichnet, dann ist d = d. Dies zeigt sich sich zum Beispiel
an den Phaseniibergingen 1. Ordnung der Potts-Modelle in 2 Dimensionen fiir
¢ > 4, bei denen die geordnete Phase durch g verschiedene Zustande festgelegt
wird :[53]. ~ Die Skaleneigenschaf‘t von: §h sollie geelgnet sein, um den Pha-
seniibergangspunkt zu béstimmen, und das Skalenverhalten von Xmaz, AXmaz
und 6/ kdnnen :é,is.Hi_nwe:is_ auf einen Phasentibergang 1. Ordnung verwendet
werden.. o el = S e e e L

4. Kumulante und 2. Kumulante:

Definiert man die 2. Kumulante als |

o nen =i e
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und die 4. Kumulante als

Us(h,L) := (2.11)
wobel m = L% [ dirm(F) ist, dann weisen diese beiden Gréfen bei einem
Phaseniibergang 1. Ordnung ein Maximum auf [22, 33, 10, 6], das relativ zur
Lage des Maximums im thermodynamischen Limes um 64 verschoben ist. Die
Héhen der Maxima Usmaz und Ugmg, héngen hierbei folgendermafien von der

Systemgréfle L ab:

Usinaz = const. -[—ﬁ-}-O(L’Zd) e (2u12)

=+ O(L7) (2.13)

Usmaz = CONSE, + —

L

Fiir die Verschiebung des Maximums 6k relativ zum Wert im thermodyna-
mischen Limes gilt SOwohl fiir die 2. als auch die 4. Kumulante die gleiche L~
Abhingigkeit wie fiir die Suszept1b1htat Das bedeutet, wenn unter— und ober-
halb des Phaseniibergangs nur ein Zustand von Bedeutung ist, gﬂt §h ~ L2,
Bei Existenz mehrerer Zustinde kann jedoch §h ~ L~ 4 beobachtet werden {53]
Die L—Abha.nglgkelt der Lage des Maximums 0k ka,nn verwendet werden, um
den Ort des Phasenubergangs zu best1mmen ‘und das ﬁmte—smewscahng der

Fohe und Lage, um emen Phasenubergang 1. Ordnung nachzuwelsen

Aufenhaltswahrscheinlichkeit in einer Phase:

Betrachtet man bei einem Phaseniibergang 1. Ordrung die Wahrscheinlichkeits-
verteilung des Ordnungsparameters fiir ein endliches System P{m, &, L), wie in
(2.5) definiert, dann erhdlt man fiir den Fall zweier koexistierender Phasen un-
gefihr eine Kurve wie in Abbildung 2.7. Bezeichnet man das Minimum in der
Wahrscheinlichkeitsverteilung mit mg{k, L), dann a8t sich die Wahrscheinlich-
keit Py(h, L), daB sich das System in der Phase 1 beﬁndet deﬁmeren uber

A= [ Pmb im0

- Tragt man nun Py(h, L) als Funktion von h fiir verschiedene L in der Nahe
des Phaseniibergangs a,_uf,'da,nn erhélt man z. B. Kurven wie in Abbildung 2.8.
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“P{m,h,L) T

R\/ *®

ms\h r_) m

Abbﬂdung 2.7: Wahrschemhchkeltsverteﬂung P(m h L) des Ordnungspa,rameters m
bei endhch groﬁer L1neard1men310n L

&
F

Abbildung 2.8: Aufenthaltswahrscheinlichkeit P; des Systems in der Phase 1 in
Abhisngigkeit vom Feld A und der Lineardimension {L; < Lz < Lg)

Wie in [16] gezeigt, weicht der Schnitipunkt hs(L) von Kurven unterschiedlicher
SystermgroBe, der tber die Relation Py(L, hs(L)) = P1(2 L, hs(L)) definiert ist,
nur exponentiell von &, ab. Es gilt somit |hs(L) — k| = Olexp(—cL}). Mit
Hilfe dieses Schmttpunkts h3(L) ka.nn d1e La.ge des Phasenubergangspunkts

abges chatzt Werden

--Energieb_arriere: EE

In einem endlichen System der GroBe L 158t sich die freie Energie F(A, L)
'der Nahe des Phasenubergangspunkts nach Potenzen in L entwmkeln 52k

F(h L= fb( )+ AR +o<““)  )-‘-<2-15)
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fs(h) entspricht dabei der freien Energie pro Volumen, die am Pha-
seniibergangspunkt fiir beide Phasen gleich ist und f,(h) beriicksichtigt den
Beitrag zur freien Energie, der von den Grenzilichen zwischen den beiden Pha-
sen herriihrt. In gleicher Weise ist auch eine Entwicklung der ireien Energie
mit festgehaltenem Ordnungsparameter (2.4) nach L mdglich:

F(m,hy L) = fo(m, h)L? + fo(m, ) L*7F + O(L*7%). (2.16)
Im Fall zweler koexistierenden Phasen kann E:“(m, &, L) amn Phaseniibergangs-
punkt & = k, z. B. wie in Abbildung 2.9 gegeben sein, wobei m; (L) und mo(L)
die beiden Minima der freien Energie bei festgehaltenem Ordungsparameter

kennzeichnen und fiir ms(L) das Maximum der Energiebarriere erreicht wird.

Im thermodynamischen Limes geht F(m, h, L)L~¢ tiber in fy(m, k). Mit
den Definitionen my = limp_.,o mi(L) und me = limp— .o mo(L) gilt, daf
fi{m, h) fiir ein m mit my < m < m, am Phaseniibergangspunkt & = ,
konstant ist, wie es von der freien Enthalpie des Systems bekannt ist. Da fiir
endliche Systeme der Phaseniibergangspunkt ~(L) in der Weise definiert ist,
daB zumindestens die Gleichung h(L) = %, + O(L™1) gilt, und auferdem m;(L)
als m{(L} = m; + O(L™') mit ¢ = 1,2, 3 geschrleben werden kann, ergibt sich

fiir die freien Energiebarrieren:

AvF(H(L), L) = F(mol( L), WD), L) = Flmy(L), B(E), I} ~ BusL®™ + O(L*?)
(2.17)

Do P(R(L), L) i= F(ma(L), (L), L) = F(ma(L), h(L), L) ~ stLd 1+O(Ld “)-
s (2.18)
Mit Hilfe von AsF(h(L),L) und AF(h(L),I) kann nun die Existenz
oder Nichtexistenz eines Phaseniibergangs 1. Ordnung nachgewiesen werden
[53, 41]. Denn wachsen AyF(A(L),L) und AyF(R(L),L) in der Nihe des
Phaseniibergangspunkts mit wachsendem L an, dann kann man fiir grofie L
immer zwei koexistierende Zustinde unterscheiden, die durch eine unendlich
‘hohe freie Energiebarriere voneinander getrennt sind. Es- liegt folghch ein Pha-
seniibergang 1. Ordnung vor. Nimmt jedoch Ay F(h(L), L} oder AL F(R(L), L)
‘mit anwachsendem L ab oder bleibt konstant, dann kostet es nur endlich viel

. freie Energie beliebig viele Phasengrenzen. in ‘das-System -einzubauen und es
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F(mh(L),L)

myL) m_s(f-) myl} Coeem

T,

Abbildung 2.9: Freie Energie F(m,h(L), ) fir festgehaltener Ordnungsparame-
ter bei einen Phasenubergamg 1.. Ordnung fur endhche Systemgroﬁen am Pha—
senubergangspunkt

lassen sich keine zwei voneinander getrennten Phasen beobachten. Im wesentli-
chen soll dieses Kriterium bei den folgenden Simulationen zum Nachweis eines

Phaseniibergangs 1. Ordnung angewendet werden.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daff im Fall von unsymmetri-
schen Phaseniibergingen fiir endliche Systemgrofien, die beiden Minima von
F(m,h(L),L) am Phasentibergangspunkt nicht auf gleicher Hohe sein miissen.
Man kann z. B. h(L) iiber die Bedingung w&hlen, da die Wahrscheinlichkeit fir
den Aufenthalt in einer Phase bei beiden Phasen gleich groﬁ ist.. In diesem Fall
werden die. Flach_en unter den_bezden.Gau_ﬁkurven in Abbildung 2. T_gielch sein
und es ist somit nicht_ﬁotwe_ndig, daB die Maxima der GauBkurven auf gléicher
Hohe sind. Da 7' (m, R(L), L) iiber eine Exponentialfunktion mit P(m, #(L), L)
verkniipft ist (2.5), ist es verstindlich, da,B sich dle Mmlma dieser, Funktlon

nicht auf gIelcher Hohe beﬁnden

2. 3 2 A.Me:s;“‘"ﬂg ées Fm béfSize%_ScaEing

Nachdem das ﬁnite—size—scaling fﬁr einen Phasenﬁberéang L. Ordnung bei eiﬁi—
gen GréBen angeben worden ist, sollen in diesem Abschmtt die Modeﬂe skizziert
Weraen mit denen diese _L;mﬂDna.ngIgKelb &Dgeleluet wurde. Zur nmmuung des
ﬁnzte~31ze—sca,l1n_g sind ‘drei Verfahren bekannt. ‘Das erste Verfahren wendet
_in ‘Analogie zu-den Phaseniibergingen 2. Ordnung die Renormierungsgruppe
-auf Phaseniiberginge 1. Crdnung an. An Hand von Skalenhypothesen 188t
" sich dann das finite-size-scaling ableiten [75, 28, 77]. Beim zweiten Verfahren -
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wird jeder Phase, die bei dem Phaseniibergang 1. Ordnung auftritt, eine freie
Energiedichte f,(h) zugeordnet, so daB sich die Zustandssumme des Systems
als ¥, exp{—(f,L%)/(ksT)] schreiben 1a8t. Mit Hilfe von Naherungen fir fq
liefert dies dann die Grundlage zur Berechnung von Momenten. Die Theorie
der Zerlegung der Zustandssumme kann nachgelesen werden in [12, 13] und die
Herleitung des ﬁniteﬁsize¥scaling aus dieser Zustandssumme in [14, 53]. Im
letzten Verfahren wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ordnungspara-
meters P(m, h, L) bestimmt, indem man jeder Phase beim Phaseniibergang
1. ‘Ordnung eine freie Energiedichte bei festgehaltenern Ordnungsparameter
fo(m, B) zuordnet. Da sich P(m,hk,L) als 3, N, exp|—(f£?)(ksT)] schrei-
ben 1a8t, wobei N, eine Normierungskonstante ist, kann nach einer Naherung
fir f, die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(m, h, L) verwendet werden, um das
finite—size—scaling aller Momente zu berechnen. Die belden zuletzt gena,nnteﬂ

Verfahren werden im folgenden naher erlautert

Theorie zur Zerlegung der Zustandssumme:

Ist .die freie Energie F(h,L) bekannt, dann laft sich daraus das finife-size—
scaling fiir den mittleren Ordnungsparameter m(h, L) = L~48F /8h, die Suszep-
tibilitat X( h,L) = L~%§?F/8h* und weiterer Momente von Ordnungsparameter
m bestimmen. “Deshalb ist es von Interesse, eine Néherung fiir die Zustands-
summe in der Nahe eines Phasentibergangs 1. Ordnunﬁ vy ﬁnden "Das Ziel
ist hierbei, die Zustangssumme als Summe tiber Beitrage aus den ‘einzelnen
Phasen zu schreiben: 3, exp(—';c—;-i-; foL%). Hierzu miissen die freien Energie-
dichten f,(h) pro Phase in der Nihe des Phaseniibergangs sowchl fiir stabile
als auch fiir metastabile Zustinde definiert werden. Auflerdem ist es fiir das
finite—size-scaling von Bedeutung, den Fehler fiir die durchgefiihrten Néherun-
gen abzuschitzen. Diese Zerlegung der Zustandssumme nach den einzelnen
Phasen wurde von Borgs mit Hilfe einer Clusterentwicklung durchgefithrt. Im
iolgenden. eré diese Zerlegung der Zustandssume skizziert und erlautert um

a,nschheﬁend das ﬁnltewszze—scallng emlger Groﬁen abzuleiten. B

Es Wil‘d ein System von kubischer Geometne mit per1od1schen Randbedin-
‘gungen betrachtet, fiir das NV verschiedene Phasen ‘g-beim Phaseniibergang 1.
‘Ordnung nebeneinander koexistieren. Unter einer Kontur in diesem System
~wird eine Grenze zwischen zwei Phasen Versta,nden.__"f{n.einem 3-dimensionalen
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System kénnen als Phasengrenze Flichen oder Schlauche auf_trqt_e_n_. Fiir durch-
gehende Konturen,.wie in Abbildung 2.10 dargestellt, wird die Energie der
Fliche proportional zu L? und des Schlauchs proportional _zu:'L___:mit der Sy-

stemgrofe L anwachsen.

] = 3

Abbildung 2.10: Phasengrenze in Form einer Fliche oder eines Schlauchs in 3 Di-
mensionen

Wie an Hand der folgenden Argumentation noch ersichtlich wird, ist es
sinnvoll die Zustandssumme Z,., in zwei Beitrige Z,. und Z), zu unterteilen.
Der Beitrag Z;. enthilt diejenigen Konfigurationen, die aus einer perkolieren-
den Phase mit Anregungen aus anderen Phasen bestehen (Abb. 2.11) und in
Z,4. werden die restlichen Konfigurationen zusammengefat, in denen Konturen
von einer Seite des Kubus zur anderen reichen (Abb. 2.11). Da bei den Konfi-
gurationen von Z;, immer eine Phase vorherrschend ist, kann dieser Anteil der
Zustandsumme als Z;. = Y, Z, geschrieben werden, wobei Z, die Konfiguratio-
nen der Phase ¢ mit Anregungen anderer Phasen enthalt. Mit Hilfe von Z, kann
eine freie Energiedichte f, der Phase g iiber Iy = — limy oo ((kT)/ L% In( Z,))
definiert werden. An dieser Stelle wird verstindlich, dafi die Zerlegung der Zu-
standssumme in die beiden Beitrige Z;. und Z,. notwendig War, um fiir jede

Phase eine freie Energiedichte f, bestimmen zu konnen.

-+ Der Beitrag ‘Zy-1= ¥, exp[—(f,L*)/(ksT)] zur Zustandssumme Z;, um-
.f_a,ﬂt Konfigurationen it --Anregungen andere Phasen, deren Kontur nicht von
der GréBenordnung der Systemgréfie L sind. In endlichen Systemen kommen
zu dem Term Z, in.é_r_st_er Korrektur zur-Zustandssumme .Z;. Konfigurationen
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Abbildung 2.11: Konfiguration mit durchgehen&er ?haséngrenze fiir Zwei -Phasen und
Konfiguration einer Phase, die mit Anregungen . einer andere_n._Phase durchsetzt ist

hinzu, die Schlauche mit einer Oberflache von der_Gréﬁenordnung _de_r'_Lineardi—
mension L des Systems enthalten. Deren Beitrag zur Zustaﬁds_sun_l_m_e_ ch 188t
sich durch Z; O(exp[—L/L}) abschitzen, wobei es sich bei L um eine charak-
teristische Lange des Systems handelt, auf die im folgenden noch eingegangen
wird. Somit ist es verstindlich, daff die Clusterentwicklung [13] fiir Z;. folgende
Abschitzung erhalt:

Ld . :
1= (S expl=fyp) ) 1+ Ofexal~L/ D) (2.19)

q ; EB . ) . )
Da die Konfigurationen in Z,, mindestens eine durchgehende Kontur und somit
mindestens einen Schlauch, dessen Oberfliche proportional zu [ ist, enthilt,
148t sich Z,, mit der glelchen Argumentatlon wie be1 Zcz ml‘t f mmq( fq) nach

oben a,bscha,tzen durch

2 s__'ex_p_( — o<exp( 1/1) (zexp\ fi T)) Ofexp(~L/1)

(2:20)

\/Ilt den oblgen Naherungen laﬁt smh d1e Zustandssumme Zper schrelben als: -
o = (Z xp(~hup T)) 1+ Ofex(- L/L))) e

Wie schon erwéhnt, handelt ‘es sich bei L um eine charakteristische Lange
des Systems. Aus der Clusterentwicklung ergibt sich-_.f, als ein Vielfaches der
. Lineardimension eines Clusters mit der Energie &57". Somit ist I proportional
der Korrelationslinge ¢ des Volumens, die die Clustergréfen bestimms. Hieraus
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ist ersichtlich, daB fiir eine Systemgrofie L von der Gréfenordnung ¢ eine Defi-
nition einer Phase g, die mit Clustern von anderen Phasen durchsetzt ist, nicht
mehr sinnvoll ist und somit eine Clusterentwicklung nicht mehr durchgefiihrt
werden kapn. -

Um etwas iber das .ﬁnitevsiz'e—scaling in der Nihe des Phasentibergangs

aussagen zu konnen, werden die freien Energiedichten F{R)yam bk, en‘fw*f‘kel*f

To(B) = follp) + (b= hp) + ZE (R = B + O((h = 1)), (2:22)

Dabei ist der mittlere Ordnungsparameter m, und die Suszeptibilitdt x,
fiir die Phase ¢ definiert durch n

kgT 0

Mg == lim o m(Zher, (22
und -
ksT &
Xo = = i o g (e e

Somit ergibt sich fiir die Zustandssumme in dieser Néherung:

Zyer (b, L) = (2.25)

(3 expl=(on = by) + 3200 = b+ O = D 1+ Ol )

]

Sie kann zur Berechnung von Momenten verwendet werden. ‘Mit Hilfe von
(2.26) kénnen nun die Grofen, die sich aus Z,., berechnen lassen, bestimms

und ihre Abhéngigkeit von L studiert werden.

So kann z. B. leicht eingesehen werden, warum beim Ordnungsparameter
und bei der Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir eine Phase der Schnittpunkt von
Kurven zu unterschiedlichen Systemgréfien nur um eine exponentlelie Korrektur

vom Phasenubergangspunkt h a’owelcht
o Fur den mittleren. Ordungsparameter m(h L) = L dBF /Bh gﬂt mlt der
Zustandsumme (2.26)

Z q My exXp{— -1 kBT)

eXP( fq chT

| (h L) [30( (—_))__] __m(h L)[l-;—O(exp( 'L/f,))].

(2 26)
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Da die freie Energie fiir alle Phasen am Phasentibergangspunkt A, gleich ist,
ist dort m'(h, L) von L unabhingig. Definiert man den Schnittpunkt zweier
Kurven hi(L) iiber die Relation m{fq(L), L) = m(hi(L),2L), dann ergibt sich
nach Einsetzen von (2.26) und der Verwendung der Bedingung fir 7 (h, L),
daB hi(L) = hp + Xi, B exp(—&(L/ L,)") einen mogliche Lisung ist und die
Werte von Ay, iiber Koeffizientenvergleich bestimmt werden kénnen. hi(L}

unterscheidet sich somit nur um eine exponentielle Korrektur von &,.

Die gleiche Schiuffolgerung kann fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
P.(h, L) in einer Phase s angewandt werden, die gegeben ist durch

P, ) = =PI Weat) 1y ey o)

Wiederum gilt mit der Definition von f,{k) nach Gleichung (2.22), da88 k(L)
definiert durch P,(ha(L), L) = P,(h3(L), 2L} nur um eine exponentielle Korrek-
tur von h, abweicht. Wie man sieht, kann beim finite-size-scaling des mittle-
ren Ordnungsparameters und der Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einer Phase
auch fiir mehrere koexistierende Phasen eine exponentielle Korrektur beobach-

tet werden.

Um das finite-size-scaling fiir die Suszeptibilitit und die Kumulanten her-
zuleiten, sind lingere Rechnungen nétig, die hier nicht dargestellt werden. Da
jedoch die Zustandssumme eine Funktion von L% ist, ist es verstandlich, daf das

finite-size-scaling thermodynamischer Grofien von Potenzen von Ld ‘abhéngt.

Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ordnungsparameters:

Hiufig wird das finite-size—scaling der Suszeptibilitdt und hoherer Momente
nicht iiber die Zustandssumme {2.26}, sondern iitber die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung des Ordungsparameters bestimmt. Deshalb werden in diesem Abschnitt
Zwei Moglichkeiten angefiihrt, wie man diese Wahrscheinlichkeitsverteilung be-

stimmen kann.

: " Die erste Methode wurde von Lee und Kosterlitz [53] fﬁr_.'_éinen tempe-
raturgetriebenen Phaseniibergang 1. Ordnung angewendet und ermdglicht die
Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung aus der Zustandssumme. Ist. die
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Zustandssumme _
Z(T, L) = /0 “ dEQ(E, L) exp[~E(L)/(ksT)] (2.28)

bekannt, dann erhalt man die Anzahl Q(F, L) der Zustdnde mit der Energie

E {iber die Umkehrung der Laplace-Transformation. Mit der Kenntnis von
QU E, L) ergibt sich dann die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ordnungspara-

meters P(E, L), d@ P(E, L) definiert ;_s_t als
P(E,L) = (SUE, L)[N)exp[-E/(ksT)]- - (2.29)

N ist dabei die Normierungskonstante fir die Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Das gleiche Verfahren kann auch fiir einen feldgetriebenen Phaseniibergang an-

gewendet werden, indem man die Zustandssumme definiert als
z(h1) = [ * dmW(m, L) exp(—h - m), (2.30)
o

wobei W{m, L) die Anzahl der Zustinde ist, bei denen der Ordnungsparameter

den Wert m annimmt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
P(m, L) = (W(m, L)/N) exp(—rm - ) (2.31)

ergibt sich wiederum, nachdem W(m, L) m1ttels der Lapla,ce—Tra,nsformatzon

bestimmt wurde.

Eine weitere Methode zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
des Ordnungsparameters wurde in [22, 10, 6] entwickelt und angewendet. Hier-
bei verwendet man die Bedingung, daf} die Wahrscheinlichkeit fiir einen Wert
m des Ordnungsparameters, gleich der Summe tber die Wahrscheinlichkeiten
ist, da in der Phase ¢ der Ordnungsparameter den Wert m hat. Dies schreibt

sich dann als:
d

P(m,h, L) ZN exp( f,(m, h)kLT) z:ZPq(m;h,L:). | (232)

Die __fg(m, %) konnen im Rahmen einer Clusterentwicklung bestimmt werdex,
bei der diesmal die Zustandssumme mit festgehaltenem Ordnungsparameter
(2.4) zerlegt wird. Ist F(m,k, L) am Phaseniibergangspunkt h, wie in Abbil-
dung (2.12) mit einem Minimum bei my(L) fiir die Phase ¢ gegeben, dann ist

fo(m, k) so definiert, daB mq-_ 11InL__,Oo mg(L) auch ein- Mmlmum von fq st

und 6f?/§m]mq,hp =0 gllt
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Fim,h,L)

Abbildung 2.12: Freie Energie F(m, h, L) bei festgeha.ltenem Ordnungsparame‘ter am
Phaseniibergangspunkt b = g . .

In der Nihe des Phaseniibergangspunkts. h kann fg (m R} um h, und m,
entwickelt werden und es ergibt sich dann: -

R ) = Fulmaby) 8] () S (= )

- . 32 82 Nq .
LI o 1P 0 b ) )
AO((h = hp) (m—mg)?) -
‘“_“' :fq(mmhp) - Q—X;(.m ‘.:“'m.q)z + (h—hp)m | | S
+O((h — k) (m—mg)®), o (2.38)

so dafl sich P(m, h, L) schreiben 1&8t als

rd

| P(m h L) S“N exp {—L(m ma)zJ eXP[—(h —hp)”ﬂ (234)

L

-Die Ng’ bestimmen sich durch die Bedingung, daff. am Phaseniibergangspunkt
jede Phase mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt [13, 17]). 700 oo
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2.4 Monte—Carlo—-Simulation einer Grenz-
fliche im Doppelmulden—Potential

2.4.1 Modeil

Nachder im vorherigen Abschnitt das finite-size-scaling fiir Phaseniibergénge
1. Ordnung vorgestellt wurde, sollen nun fiir eine Grenzfliche die Vorhersagen-
an Hand einer Monte—Cario-Simulation untersucht werden. Ziel ist es hierbei,
ein geeignetes Kriterium fiir eine Grenzfliche zu finden, mit dessen Hilfe man
entscheiden kann, wann ein Ubergang, der fiir endliche Systeme auf Grund
koexistierender Phasen nach einem Phaseniibergang 1. Ordnung aussieht, im
thermodynamischen Limes auch wirklich einen Phaseniibergang 1. Ordnung ist.

Deshalb wird das Modell einer Grenzfliche im Doppelmulden-Potential, das
auch unter dermn Namen ¢*~Theorie bekannt ist, in 2 Dimensionen ober— und
unterhalb des kritischen Punkts simuliert. Das bedeutet, daf die Grenzfliche
einmal entlang der Koexistenzlinie und emmal im Einphasengebiet betrachtet
wird. Die Konfigurationsenergie H(D), die der Simulation zugrundehegt 1st

gegeben durch:

. Rl 2 2 4
chT = [ [Sm(vz) $2 4 ult 4 il (235)

wobei w umgekehrt pmpo‘"tlnnal Zur Obevﬂachﬂnspannung ist. In Abhanglgkert
von den Parametern h und ¢ erhélt man das Phasendiagramm, das in Abbildung
2.13 da.rgesteﬂt ist, mit, einem Phaseniibergang 1. Ordnung fiir ¢ > #. bei h-
Anderung (Pfad 1) und einem Phaseniibergang 2. Ordnung fiir h = OQundt =t
(Pfad 2). Simulationen und Renormlerungsgruppen—Betrachtungen zeigen, dafl
t. grofer als Null ist [72, 91].:: .

Zur Simulation des Doppelmulden—Potentials wird die (z,y)-Ebene dis-
kretisiert, so daB das Ordnungparameterfeld {(7) auf einem 2-dimensionalen
Quadratgitter mit periodischen:Randbedingungen denniert ist. ‘Als zugehonge

diskretlslerte Konﬁguratlonsenergle erd gewa,hlt

;:) 16*‘rw(3 —ZJ) ;( tl —i— ul; -l— hl; ), o (236)
- wobel (z j) einer Summatlon uber nachste Nachbarn entspricht

D)
T |
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Abbildung 2.13: 'Pha,sendiagr_amm fii_'r eine G;enzﬁache im Doppelmulden—Potential

Das so definierte Modell kann auf der Cray Y-MP mit zwei Untergittern
vektorisiert werden, wobei Elie dimensions_behafteten_Gréﬁen mit Hilfe des Ab-
schneideparameteré Ar und der Energieskala kg7 auf dimensionslose Grofien
umgeformt werden. Mit Hilfe dieses Programms wurde fiir die Parameterwerte
w = (.25 und « = 0.1 und fiir die Lineardimensionen L = 10, 20, 40 des Gitters
zuerst t. bestimmt, um dann anschliefend fiir ¢ > t und ¢ <z, die Uberginge
bei Anderung von & fiir die Lmeardlmensmnen__L = 6, 10, 14, 20, 30, 40 zu
betrachten. Die Ergebnisse dieser Simulationen werden im folgenden Abschnitt

diskutiert.

2.4.2 Ergebnisse der Simulationen

Zur Bestimmung des Pha,senubergangspunkts £, erd analog zu del Arbeu von
Milchev et al. [72] eine ‘Gréfe verwende‘t dle swh aus der. 4 Kumulante U4

ergibt und iiber die Gleichung

P SRR Uy N ""'(2.37)
_ 3 B RN
definiert ist. Dabei ist der Ordnungsparameter l fiir das diskretisierte Modell
durch I = ¥, I;/N gegeben. Wie die Ergebnisse aus der Simulation in Abbildung
2.14 zeigen, schneiden sich die Kurven (7'4'(15) im Rahmen der MeBgenauigkeit in
einem Punkt, so daB aus der Abbildung ¢. = (0.598 & 0.005) abgelesen werden
kann Dieser Wert stimmt mlt den. Vorhersagen aus den Da.ten von [72] iberein.

DaB es sich bei dem Schmttpunkt der Kurven Wirkhch um £, handelt,
zeigt die fol_gende__Betrachtuag._ Ir_n _Fa,h eines. ?hasequ_berga_,_ngs 1. Ord_x_l_ung_
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Abbildung 2.14: U, fir den Phaseniibergang 2. Ordnung beim Doppelmulden—
Potential fiir verschiedene Systemgréfen L (u = 0.1, w = 0.23)

wird der Mittelwert des Ordnungsparameters (I} im thermodynamischen Li-
mes einen endlichen Wert, z. B. {I) = [y oder {{) = —ly, annehmen. Findet
kein Phaseniibergang statt, dann ist {{} = 0. Wird fiir ¢ < ¢, und £ > %,
die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ordnungsparameters durch eine Uberla-
gerung zweier identischer Gauf—Verteilungen wmn ly bzw. —ly und der Breite o
beschrieben (Abb..2.15), dann ergibt sich fiir Us die Beziehung. . .

'213(20-2 + lg) S
Im Falle eines Phaseniibergangs 1. Ordnung fiir > i andert sich I fiir grofie L
nur noch geringfiigig und ¢ wird immer kleiner, so daf Us dem Grenzwert 2/3
zustrebt. ‘AuBerdem wachst U/, mit. anwachsendem L an, da fiir L, > L; die
Beziehungen o(Lz) < o(Z;) und 8Us/80% < 0 gelten. Tm Gegensatz dazu erhélt
man fir ¢ < t. das. asymptotische Verhalten Uy = 0 fiir grofle L- und ¥, nimmt
m1t anwachsendem L ab da. lg(Lg) < lg(Ll) fur L2 > Ll und 3U4/(912 > 0 ist.

Uilono) = e

Nachdem t bestlmmt ist, erd W1ederum fur dle Paxa.meter w = O 25 und
u = 0.1 das Sys‘tem unter der Verénderung des h-Feldes betra.chtet und zwar
einmal Iur z =0.61 > Ec und einmal fir £ = 0.58 < t.. Im ersten Fall Soﬂte da:un
ein Phasenubergang 1. Ordnung im thermodynamlschen Limes zu beobachten
' sein, wohingegen im zweiten Fall uberhaap’s kein Phase*mberga,ng stattfindet.
- Der Phaseniibergangspunkt ist bekannt und liegt fiir -alle Systemgrof)en bei

k=0, da das Potential V(I) = 1l -|— ul* relativ zu { =0 symmeurisch ist

45




Abbildung 2.15: Uberlagerung zweier Gauf—Verteilungen um +ly mit der Breite o

und dies die Existenz eines symmetrischen Phaseniibergang in Bezug auf h zur
Folge hat. Gemessen wurde die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ordnungspa-
rameters P(I) bei k = 0, wobei ! definiert ist als [ = 3_;[;/N. Daraus konnte die
freie Energie bei festgehaltenem Ordnungsparameter und die Héhe der Ener-
giebarriere AF(L) bestimmt werden. Auferdem wurde bei - = 0 noch die
Suszeptibilitit pro Flache ¥ := x/L2 = ({12} — (1)?) und U, berechnet. Falls
ein Phaseniibergang 1. Ordnung stattfindet, zeigt ¥ ein Maximum und U, ein
Minimum als Funktion von h beim Phaseniibergangspunkt » = 0. Die gemes-
senen Gréfen sind in Abhéngigkeit von der SystemgréBe L in den Abbildungen
2.16, 2.17, 2.18 und 2.19 dargestellt.

" Dieser ‘Abschnitt soll mit einer Diskussion der Hrgebnisse abgeschlossen
werden. Vergleicht man die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ordnungspara-
meters bel t = 0.59 mit der bei ¢t = 0.61 (Abb. 2.16), dann sieht man deutlich,
daB fiir t = 0.59 die beiden Maxima der Verteilung im Gegensatz zu ¢ = 0.61,
wo die beider Maxima immer héher und schméler werden, verschmelzen. Dies
hat zur Folge, daB die freie Energiebarriere AF (L) bei ¢ = 0.59 mit I ‘abnimmt
und bei ¢ = 0.61 anwéchst (Abb. 2 17) und entspricht der Vorhersage der Arbeit
von Lee und Kosterhtz [52].- Es sei hier jedoch darauf hmgemesen daB AF (L)
bei ¢ = 0. 61 fiir, den zugénglichen L-Bereich nicht proportlona.l zur Potenz L4t
anwa,chst wie man es fiir. grofle. L erwarten Wurde sondem durch AF Lm _
.'mlt m= U 32 i 0. 01 gegeben 1st - ' B ' co

o Berechnet man dle Suszeptlblhtat pro Flache X( ) (lz) —-( )2 fﬁr-é_ine
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Abbildung 2.16: Wahrscheinlichkeitsverteilung P(I) fir ¢ = 0.59 und 0.61 in
Abhingigkeit von der Lineardimension L (u = 0.1, w = 0.25, h = 0)
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Abbildung 2.17: Energiebarriere AF (L) fiir t = 0. 59 und 0.61 in Abhéngigkeit von
der Lineardimension L (u = 0.1,w =0.25,A=0) -

einfache GauB-Verteilung um { = 0 mit der Breite o, dann ergibt sich x = o’
Fiir zwei Gaufi—Verteilungen um I (Abb. 2.15) gilt hingegen % _=. o? 4 I2.
Da im thermodynamischen Limes o gegen Null geht, wird man an Hand der
-obigen Formeln annehmen, daf {iir einen Phaseniibergang 1. Ordnung ¥ einem
festen Wert éustrebt, der ungleich Null ist. Findet kein ‘Phaseniibergang statt,
'+ dann wird ¥ gegen Null gehen. Wie in Abbildung 2.18 zu sehen ist, kann dieses

‘Verhalten von ¥ fitr diese Simulation noch nicht beobachtet werden, da die bei
- der Simulation verwendeten Systemgrdfien zu klein waren.  Erst fiir grofere L
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Abbildung 2.18: Suszeptibilitit pro Fliche $(L) fiir t = 0.59 und 0.61 in Abhingigkeit
von der Lineardimension L (u = 0.1, w = 0.25, h = 0)
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Abbildung 2.19: Us(L) fiir t = 0. 59 und 0.61 in Abnanglgkelt von der Lmea,rdlmen—
sion L {(x=0.1,w=025hAh=0)

kann entschleden werden ob X mit 1/ L gegen Null oder gegen eine Konstante
unglelch Null strebt ' '

- 'Wie sich Usin -Aoné.ngigkeit vou der Systemgrdfe ober- und unterhalb von
t. verhilt, wurde bei der Bestimmung von t. ausfithrlich diskutiert. Die Grofe
2 30, sollte fiir t < t, gegen 2 und fiir ¢ > t. gegen 0 gehen. Wie man der
Abbildung 2.19 entnehmen kann stlmmen die Da;ten zummdest quahtahv mlt

dieser Vorhersage tiberein. -
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Welche Kriterien sind nun geeignet, um bei dem Benetzungsiibergang die
Existenz oder Nichtexistenz eines Phaseniibergangs 1. Ordnung nachzuweisen?
Daf U, im thermodynamischen Limes fiir einen Phaseniibergang 1. Ordnung
gegen 2/3 strebt und ansonsten gegen Null, trifit nur fiir symmetrische Pha-
seniiberginge zu, bei denen (I} = 0 ist. Das sieht man unter anderem daran,
daB sich fiir zwei GauB—Verteilungen, deren Maxima sich bei¢+ _lg__:und. e—1
befinden, folgendes Uy ergibt:

7= 2(lo + ¢)* (20 + {lo + c}g). |
i (ot o)

(239)

Da U, unabhingig davon, ob Iy = 0 ist oder nicht, fiir ¢ gegen Null den Wert
2/3 annimmmt, ist der Wert 2/3 fiir U, am Phaseniibergangspunkt nicht cha-
rakteristisch fiir einen Phaseniibergang 1. Ordnung. Es sei hier bemerkt, daB
das Minimum von U, als Funktion von % jedoch einen Phaseniibergang 1. Ord-
nung kennzeichnet. Im Gegensatz dazu sollte % fiir einen Phaseniibergang 1.
Ordnung im thermodynamischen Limes unabhangig vom Mittelwert (/) immer
einem Wert ungleich Null zustreben und bei Nichtexistenz Null werden. Wie
diese Simulation jedoch zeigt, diirfen die Systemgréfien L, um dieses Verhalten
beobachten zu kénnen, nicht zu klein sein. Hingegen scheint das Kriterium,
dafl bei einem Ph_a.senﬁb.erga,z_lg_ 1. Ordnung die Encrgiebarriere AF(L) mit L
anwachsen mus$, .sch(_m "_f_ﬁr_.rel_aftiv_kkieine Systemgrofien e._rfiillt_ zu ‘sein (Abb.
2.17). SR ST PR _ _
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3.1 Einleitung

Schrankt man das einfache Ising-Modell in 3 Dimensionen durch eine Wand
auf den halbunen_dlichen Raum ein, dann lassen sich Benetzungsiibergange be-
obachten. Hierzu wird zusétzlich zu der Ising-Wechselwirkung J und dem Ma-
gnetfeld H im Volumen eine kurzreichweitige Kopplung J, der Wandspins und
ein Wandmagnetfeld H; eingefithrt, so dafi die Konfigurationsenergie gegeben
ist durch
Hisi) == 5 ss;~Jo 2. sse—Hy si—Hi Yy, s (3.1)
(i,3)Vol. (iKY Wand iVal. k Wand
Hierbei kann s; die Werte +1 und —1 annehmen. In (3.1) bedeutet (7, j) eine
Summation iiber nichste Nachbarn und die Wandspins sind mit k gekennzeich-
net. Fiir eine geeignete Wahl und Anderung der Parameter J und J;, der Felder
H und H; und der Temperatur T 148t sich eine Schicht von Isingspins mit glei-
chem Vorzeichen beobachten, die sich von der Wand ins Volumen ausbreitet.
Das Modell wurde mit Hilfe analytischer Methoden auf Benetzungsiberginge
hin untersucht. Hierauf basierend sind fiir interessante Parameterwerte Monte-
Carlo-Simulationen durchgefiihrt worden [8]. Diese Ergebnisse haben die Au-
toren von (8] veranlaft das in Abbildung 3.1 dargestellte Phasendiagramm fir




Benetzungsiiberginge des Ising—Modelis bei H = 0 anzunehmen.
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Abbildung 3.1: Phasendiagramm der moglichen Benetzungsiibergénge fiir das Ising—
Modell im halbunendlichen Raum im Fall H=0 [§] :

Grob lassen sich die méglichen Phasentibergénge in folgender Weise glie-
dern: Fiir Temperaturen, die viel niedriger als die Rauhigkeitstemperatur Tx
sind, finden bei Anderung von H; Phaseniiberginge 1. Ordnung statt, bei de-
nen die Benetzungsschicht jeweils um eine zusitzliche Monoschicht anwéchst.
Diese Flachen von Phaseniibergédngen 1. Ordnung enden in der Nihe von Tr
in Tripelpunkt-Linien. Gilt fiir die Temperatur 7" die Relation Th € T < 1,
wobei T, die kritische Temperatur ist, dann wird bei einer Anderung von H;
fir grofle Werte von J;/J ein Phaseniibergang 1. Ordnung und fiir kleine Werte
von J,/J ein Phaseniibergang 2. Ordnung vorhergesagt. Diese beiden Bereiche

beriihren sich entlang einer kritischen Linie. . .

— T
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“ir diese Ar
Die Annahme, daB in diesem Gebiet Phaseniibergange 2. Ordnung auftreten,
. beruht im wesentlichen auf der Untersuchung eines Kontinuumsimodells [73, 55]
‘in. Molekularfeld-Niherung. - Dieses Modell beschreibt fiir- T > Tr die Benet-

- zungsiiberginge des einfachen *Isi_ng_fSyst@m_s._f. 'S_e_ine -'-Kogﬁgu_ratiQnss_:J_:lerg_ie_ ist




gegeben durch:
Hm(r')] = / & ([g(vm(ﬁ))z +®(m(r)) + H - m} dz + @ (ml)) . (3.2)

Dabei ist m(s:; ) die mittlere Spindichte und das Potential ®(m) im Volumen
zeigt bei m; und my zwel Minima fiir die bei_dén moglichen Phasen des Ising-
Systems. Das Oberfidchenfeld Hl und die Zuséitzliche.Ising—‘\fv’echselwirkung J1
an der Wand werden durch das Wandpotential .@I(ml_) = —Hymi +g/2 - m?
berticksichtigt, wobei m; die Spindich‘te;_andef ‘Wand und ¢ eine Funktion der
Kopplung J; ist. Im folgenden ist z die ;Koqrdina,te, die den Abstand zur Wand
mift, und die Koordinaten parallel zur Wand werden mit 7 bezeichnet.

Bestimmt man die Sattelpunkislosungen i(z, [) von (3.2) mit den entspre-
chenden Randbedingungen an der Wand und fiir grofie z [73, 55], dann ergeben
sich Profile wie in Abbildung 3.2. ‘Das ‘Ordnungsparameterfeld m(z, f) hangt

_ ' A_bbi_ld_}_lﬁg 3.2: Crdnungsparameter—Profile ﬁz(z,f) und @z, (7)) '

nur von der z-Koordinate ab und geht in der Umgebung von [ von m, nach msq
tiber. Bei einer Anderung von H; wichst die Dicke [ der Benetzungsschicht an

und di_jfe_rgiert am Phaseniibergangspunkt.

" Um {ber die Phaseniibergénge Aussagen machen zu kénnen, die iiber die
" 'Molekulé,rfeld¥Néiherung_:hinausgehen,'_wurde aus dem Modell (3.2) ein effekti-
ves Grenzflichenmodell abgeleitet [56]. Hierbei 148t man fiir das Ordnungspara-
meterfeld m(z, 7} spezielle Fluktuationen #i(z, (7)) um die Sattelpunkislosung .
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(2, 1) zu, bei denen der Verlauf des Profils um () — [ verschoben ist (Abb
32)undfurdzesonutgﬁt e

Al = (- (A -00. (63

Nach Einsetzen von {z,/()} ir (3.2) und Integratlon iber die 2z—
Koordinate ergzbt sich das effektwe Grenzflichenmodell: - '

- ferforeva) o

in Abhéngigkeit von dem Feld Z(F), das die Grenzfldche der Benetzungsschlcht

beschreibt, mit dem Potential -

' !
aexp(—+== +bexp 2 >0
V(l)z{ o0 ( EB) " ) 1<0.

In der Konfigurationsenergie werden hierbei Terme von dritter Ordnung in
exp(—!) vernachlassigt und hohere Gradienten-Terme wie z. B. V21, (VI)* nicht
berficksichtigt, da ste fiir den zu 'betrachte_:_n_den Phasenﬁbergang 2. Ordnung
nicht relevant sind. AuBerdem erhilt man einen abstandsa.bhé,ngigen Beitrag
zur Oberﬁachenspanuung der Form AE(!)(V!) der in [56] abgeieatet aber
dessen Konsequenzen mcht naher untersucht Wurden o

__(3.5)

Wie man an Hand des Potentials: 31eht ist { durch die Wand bei! =10
auf Werte gréfer als Null beschrinkt. Die Reichweite des Benetzungspotentials
wird durch die Korrelationslinge ¢z der Volumenfluktuationen bestimmt und ¥
ist die Oberflichenspannung. Dieses Modell ist nicht nur fiir das Ising-Modell
von Interesse, sondern sollte allgemein auf Benetzungsiiberginge anwendbar
sein, deren benetzende Substanz kurzreichweitigen Wechselwirkungen unter-
liegt. Ein Beispiel stellt eine Yukawa~F lissigkeit dar, deren Molekule iber eine
abgeschirmte Coulombkraft wechselwirken [86]. ' -

Bei der Herleitung des effektiven Grenzﬁachenmodeﬂs erglbt sich fir die
‘oben genannten Fille die Relationen ¢ <0 und b >0 und somit kann bei
(3.4) in Molekularfeld-Naherung fiir den Grenzwert a = 0 ein Phasentibergang
_ 2. Ordnung beobachtet werden. Dies entspricht dem Benetzungsiibergang, der
_:bel elner Anderung von H1 in der Molekula.rfeld—j\Taherung von T\/Iodell (3 2) _
---auftmtt Cei . : - . - R SO :
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Mit Hilfe der linearen funktionalen Renormierungsgruppe lassen sich fiir die
Benetzungsiibergange 2. Ordnung des effektiven Grenzflichenmodells die cha-
rakteristischen Exponenten bestimmen. Ein Vergleich mit den Monte-Carlo-
Simulationen des Isingmodells zeigt jedoch, daB das Skalenverhalten, das von
der Renormierungsgruppe vorhergesagt wird, mit den Ergebnissen der Simula-
tion fiir die zugénglichen Langenskalen nicht ibereinstimmt. Es wurden immer
wieder Versuche unternommen diese Diskrepanz zu kldren. Unter anderem wur-
den in [46, 29, 30] bei der Herleitung des effektiven Grenzflachenmodells weitere
Terme beriicksichtigt, die sich als relevant fiir den Benetzungsiibergang erwei-
sen. Der wesentliche Beitrag ist hierbei eine /-~abhingige Oberflichenspannung.
In der Niherung der linearisierten Renormierungsgruppe ergibt sich fiir das neu
hergeleitete Grenzflichenmodell ein Phaseniibergang 1. Ordnung in dem Para-
meterbereich, fiir der die Molekularfeld-NZherung einen Phaseniibergang 2.

Ordnung vorhersagt.

In der vorliegenden Arbeit wird das erweiterte Modell aus [29] mit
Hilfe einer Monte-Carlo-Simulationen auf einen Phaseniibergang 1. Ord-
nung hin untersucht. Hierzu werden in Abschnitt 3.2 zuerst die Ergebnisse
der Renormierungsgruppen-Untersuchungen des _éﬁektiven Grenzflichenmo-
dells und ihre Diskrepanz zu den Simulationen angefithrt, um anschliefilend die
Herleitung und die Eigenschaften des erweiterten Modells mit :der [-abhéngi-
gen Oberflichenspannung zu beschreiben. Im letzten Kapitel wird zuerst, eine
Sattelpunktsauswertung fiir die freie Energie bei festgehalterem Ordnungspa-
rameter fiir das erweiterte Modell ausgefiihrt, bevor die Resultate der Monte-

Carlo-Simulation diskutiert werden. -

3.2 Bisherige Ergebnisse zum. Benetzungs-

’ Be
tibergang
3.2.1  Renormierungsgruppen—Ergebnisse. wund-  ihre

- Diskrepanz zu den Simulationen = .

‘Ersetzt man in dem -effektiven Grenzflichenmodell {3.4) {/£p ‘durch I, mift
also den Abstand zwischen Wand und Benetzungsoberfiiche in Einheiten der |
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Korrelationslinge g, dann schreibt sich die Konfigurationsenergie als:

1
H=[a& [__ 24 V(i .
M) = [ & [o=(VIP 4 V() (36)
mit dem Potential
aexp{—~{) + bexp(—20) >0
V() = { 9 P(. ) p(—21) 120, (3.7)
wobei w durch w = (kgT) /{4732 )gegeben ist. Eine Sattelpunktsndherung ist

nicht geeignet, um den Phasenuberga,ng, der bei Anderung von a auftritt, zu
untersuchen, da .d=(2+1) die obere kritische Dimension fiir Grenzflichen im
Fall kurzreichweitiger Potentiale ist. In dieser Dimension kénnen nur Pha-
seniibergé',nge deren Wechselwirkungs—Potentiale mit einer Potenz abfallen,
durch eine Molekularfeld-Néherung ausreichend beschrieben Werden [57]

Wendet man auf das Modeli Renormzerungsgruppen—Verfahren an, insbe-
sondere die lineare funktionale Renormierungsgruppe dann zeigen die Resul-
tate weiterhin einen Phasentibergang 2. Ordnung {56, 19, 271. ‘Die dabei auf-
tretenden Divergenzen der Korrelationslénge der Oberﬂachenﬂuktua,tlonen f
und der Dicke { der Benetzungsschmht weisen kein universelles Verhalten auf
sondern werden durch den Parameter w bestimmt. Fir das Skalenverhalten
beim Phaseniibergang konnen in Abha.ng1gke1t von. w drei Bereiche und der
Ubergangsbereich fiir w = 2 unterschieden werden. Ist T ~ (a — ag), wobei a.
der Parameter ist, fiir den der Phaseniibergang stattfindet, dann erhilt man
folgendes kritische Verhalten fiir £ und I..Im ersten Bereich mit w < 1/2 ergibt
sich [56, 19, 27] mit »; = (1 — w)=? )

) éu ~ (38)

und.

= InfL/7]. (3.9)

Fur d;e Falle 1 5 <w < 2 ﬁndet man [19 27] mit -y = (\/_ x/_)

V” \/W/WIJ : ' o
e . ' 6“ ~ T_I_/.H(}.Il[l/f?'])_-—_y“: Lo e (3 10)

( o m2 (1 1/7) —__§(2+w).ln[ln[l/1‘]]).__;::... _f_:f_-';f__j'-_(_é_‘;_l_.l)_
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SchlieBlich erhalt man fiir w > 2 die wesentlichen Singularitdten der Form

6 ~ exp | ([ + allal )] (3.12)
7~ \/S—wé (m[f;] + 1n[1n(c1—T]1) (3.13)
wd firw=2gl Ry
) 5I!_f“ﬁ‘?’??'[?§]_’_._ I )
EERE 6as)

Fiir w zwischen O und 2 ist g, =0 wie in der "\/Iolekula.rfeid—Na.herung, Wahrend

sich fiir w > 2 ein endlicher Wert a. < 0 ergibt.

Die hier betrachtete kritische Benetzung tritt beim Ising-Modell fiir den
Fall auf, da im Volumen kein Magnetfeld eingeschaltet ist und eine Verénde-
rung des Oberflichenfeldes H; an der Wand oder die Anderung der Temperatur
T den Phaseniibergang bewirkt. Fir dieses System 158t sich jedoch auch eine
vollstdndige Benetzung beobachten. ‘Wihlt man a > a. und schaltet ein Ma-
gnetfeld H ein, so dafl sich eine endliche dicke Benetzungsschlcht erglbt dann
wird fiir den Grenzwert H = 0 die Wand vollsténdig benetzt. Das Potential fiir
dieseri Phaseniibergang ist fiir > 0 gegeben durch V({) = aexp(— -+ H- I. In
der Nahe des Phasenubergangs zeigen £ und lin Abhangagkelt von w folgendes
Ska,lenverhalten [57].. Fur w < 2 erglbt smh mit- V|| ) :

E ~H, " (3.16)

- 24w 1
[~ In(g) (3.17)
und flir w > 2
| &~ 27, (3.18)
SETRHEE S,

Fiir diejenigen Parameter J,, J und 7' des Ising-Modells, fiir die der Pha-
seniibergang 2. Ordnung auftreten éollte, wurden Monte-Carlo—Simulationen
‘durchgefithrt. Dabei wurde sowohl der kritische als auch der vollstandige Be-
_-netzungsiibergang untersucht. Aus der Abhingigkeit der GréBe I und & von
- den Feldern H 1 und H konnten die Exponenten des. Phasenubergangs bestimmt




werden. Ein Vergleich mit den Renormierungsgruppen-Vorhersagen ergibt fiir
das Ising-Modell in dem relevanten Parameterbereich ein w < 0.5 [7, 8, 9].
Berechnet man jedoch w iiber die Definition w = {kgT')/(4x£%X), indem man
(g und ¥ des Isingmodells im Volumen verwendet, dann folgt ein w > 0.6
[31]. Um diese Diskrepanz zu verstehen, wurden mehrere Erklirungsversuche
unternommen, die im folgenden dargestellt werden. '

Es ist mdglich, daB das unterschiedliche Skalenverhalten bei den
Renormierungsgruppen- Vorhersagen und den Monte~Carlo-Simulationen auf
typische Fehler bzw. Beschrinkungen von Monte-Carlo-Simulationen zurfick-
zufithren ist. So wurde in der Arbeit {7, 8, 9] {iberlegt, ob die simulierten
Systeme vielleicht zu klein waren oder das kritische Verhalten erst sehr nahe
bei a, beobachtet werden kann. Gegen diese Erkldrung sprechen aber die Si-

mulationen zum Modell (3.6) [34].

Diese Diskrepanz kann auch dadurch entstehen, daf bei der Herleitung
von H{L) Fehler oder nicht erlaubte Niherungen gemacht wurden. Die Arbei-
ten [35, 76, 26] weisen z. B. darauf hin, daf die Reichweite { des kurzreich-
weitigen Potentials exp(—{/£) nicht durch die Korrelationslinge ép der Fluk-
tionen im Volumen, sondern durch eine weitere Linge, die durch die Wand
erzeugt wird [68], gegeben ist. Da diese Linge ¢ grofer als {p ist, ergibt
sich ein we = (kgT)/(4x€*T), das kleiner als wgy ist. Somit kdnnte mogli-
cherweise die Diskrepanz zwischen den Monte—Carlo-Simulationen und den

Renormierungsgruppen—Vorhersagen verstanden werden.

DaB es sich bei dem Phaseniibergang, der durch (3.6) beschrieben wird,
méglicherweise nicht um den gleichen Phaseniibergang wie beim Isingmodell
handelt, wird in den Arbeiten von Jin und Fisher {29, 30, 46] vermutet. Sie
leiten das effektive Grenzflichenmodell auf eine neue Art und Weise her und zei-
gen an Hand von Renormierunsgruppen—-Untersuchungen, dafl relevante Terme
vernachlissigt wurden, die das Verhalten am Phaseniibergang wesentlich be-
einflussen. Diese Arbeiten [29, 30, 46] sollen im folgenden etwas ausfiithrlicher

da._rgest_eﬂt_ werden.




3.2.2 Abstandsabhingige Oberflichenspannung

Bei der Herleitung von H(I) in Abschnitt 3.1 wurden Profile (z, (') beriick-
sichtigt, die auBer den Randbedingungen an der Wand und fiir grofie z noch die
Bedingung (2, (7)) = i (2 — (I(F) = 1), [) erfiillen. Tn den Arbeiten [29, 30]
werden zwel andere Nebenbedingungen verwendet. Dort werden als Profile
m(z,1(F)) Sattelpunktslésung von (3.2) betrachtet d1e fiar den Fall my > 0 und
mg <0 entweder der N ebenbedmgung ' : :

m (z = 1(7), E(F))uo S e
oder der Integralbedingung . ' : [
W= it Z’I(ﬂ ) (3.21)

mz)

geniigen, wobei p eine natiirliche Zahl ist. Unter Verwendung soicher Profile

ergibt sn:h nach Ausmi;egra,tlon der z—Koordmate
l) = fdzr [_62_.( ? 4 V(l) S (3.22)

wobei [ wieder in Einheiten der Korrelationslinge 5 B gemessen wird. 2.(I) und
V( [} sind fiar [ > 0 gegeben durch: - '

L) = T+ {510+ 5111) exp(ml) + (820 + 50l + 322.32) exp(—20) + ..(3.23)
Vi) = k- l—l— (wm -+ wlll)exp( t’) + (’U.'Jgo -+ 'U.?gll + 'HJZ212) exp( 21)

Da sich bei l = 0 eine Wand- befindet, sind. negatlve Werte fiir. l uber die
Bedingung Vi(I) = oo fiir [ < 0 verboten. Untersuchungen des Modells
mit Hilfe der linearen funktionalen Renormierungsgruppe zeigen [46], dafi die
Oberflichensteifigkeit unter dem Renormierungsgruppenflufl gegen den Grenz-
wert T, strebt. Von gréferer Wichtigkeit fiir den Phaseniibergang ist jedoch,
dafl das Potential V(1) durch den [-abh&ngigen Anteil der Oberﬂa.chenstelﬁgkmt
AX(l) = () — . in folgender Weise renormiert wird: : .

V(D) = Va(D) + %(1—@(1}[ (d— DA, (3.24)

wobel A der Abschneideparameter des Impulses und t der Parameter des Re-
normierungsgruppenflusses ist. Vernachléssigt man fiir diesen Phaseniibergang
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Beitrige 3. Ordnung in exp(—{) und 148t die Terme weg, deren Koeffizienten
bei einer der oben genannten Méglichkeiten H(!) abzuleiten Null sind, dann
bleiben fiir das Potential und die Oberflichensteifigkeit folgende fiir den Pha-
seniibergang relevante Terme tbrig {46]: B

Sor(l) =B + s10exp(—1) + (820 + s21{) exp(—21)
Vee(l) = B 1 + wio exp(—I) + (w0 + wail) exp(—21). (3.25)

Die Koeffizienten .., s30, Wao, Wy sind immer positiv, sy ist immer ne-
gativ und wip, $10 wechseln das Vorzeichen am Phaseniibergangspunkt der
Molekularfeld-Naherung.

Um diese Phaseniiberginge zu untersuchen und deren Ordnung zu bestim-
men, wird in [30, 46] das sogenannte “matching”Verfahren [27] angewandt.
Hierzu wird das Potential solange renormiert bis die Korrelationslinge ¢ der
Oberflichenfluktuationen von der GréfBenordnung der Korrelationslange &g der
Fluktuationen im Volumen ist. Wird diese Bedingung erfiillt, dann ist es ge-
rechtfertigt, den Phaseniibergang mit Hilfe des renormierten Potentials in einer

Molekularfeld-Naherung zu betrachtern.

- Um somit-die Ordnung des Phaseniibergangs zu bestimmen, muB die Ge-
stalt des renormierten Potentials (3.24) betrachtet werden.  Wie man an Hand
von (3.25) sieht, zeigt V,, einen Phaseniibergang 2. Ordnung und dies wird
auch durch die Terme s1g exp{—{) und s, exp(—2[) aus AX (I} nicht verandert.
Erst der Term élglexp(-m%) mit einem negativen Vorzeichen ermdglicht fiir

1821 > woy einen Phasentibergang 1. Ordnung. -

In Abbildung 3.3 aus [46] sind schematisch die Bereiche dargestellt fiir die
ein Phaseniibergang 1. Ordnung beobachtet werden kann. Dabel ist ¢ ~ —s12
und 7 proportional zu T — 72, bzw. H; — H{,, wobei fiir T2, oder H{, der
Phaseniibergang in Molekularfeld-N&herung stattfindet.

In der Arbeit [46] wird noch gezeigt, daB fiir die relevanten Parameter des
Ising-Modells Phasentiberginge 1. Ordnung fiir das Modell (3.22) auftreten. Da
“diese Phaseniibergéinge jedoch sebr schwach 1. Ordnung sind, ist es mdglich, daf§
die Systemgrdfien bei der Simulation des Isingmodells zu klein waren, um diesen

" ﬁbergang zu.beobachten. Jedoch kénnten diese Phasentiberginge 1. Ordnung
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Abbildung 3.3: Phasendlagramm fiir das Modell (3 22)in Abha,nglgkelt vom g ~ ——521,
T~T -T2 und ; Con -

die schwichere Divergenz der Korrelationslinge erkliren, die bei der Monte-
Carlo-Simulation im Vergleich zu den Renormierungsgruppen—Vohersagen be-

obachtet werden.

' Ob diese zusatzlichen relevanten Terme in H(!) die Diskrepanz zwischen
den Monte-Carlo—-Simulationen und Renormierungsgruppen—Vorhersagen be-
seitigen, wird in der ";roriiegenden Arbeit nicht untersucht, sondern es wird
im Rahmen einer Monte-Carlo-Simulation gepriift, ob der Term s12l exp(—20)
wirklich AnlaB zu einem Phaseniibergang 1. Ordnung g1bt Da,bez wird folgende

Konﬁguratlonsenergle fiir die Simulation verwendet:-

Sy ) s R :
-;cB:r f ElEOGP VO] G
mit
B() = Bw—edem(-2)
V() o= anp( )-i—be‘xp( 21) (327)

- Der Deﬁmtlonsberelch fiir- das Feld 1 lst wiederum. durch die Wand auf p051t1ve

Werte bescnrankt
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3.3 . Benetzungsiibergang mit abstandsab-
héngiger Oberfiichenspannung S

Nachdem sich bei der Simulation des Doppelmulden—Potentials in Abschnitt 24
gezeigt hat, daB sich die Abhéngigkeit der Energiebarriere AF(L) von der Li-
neardimension L des Systems als Kriterium fiir die Existenz oder Nichtexistenz
eines Phaseniibergangs 1. Ordnung eignet, soll dieses Kriterium auch auf das
System mit der Konfigurationsenergie (3.26) angewendet werden. Zuerst wird
jedoch die freie Energie mit festgehaltenem Ordnungsparameter in Gaufischer
Nizherung berechnet, um zu sehen, wie in diesem Modell, das in Moiekularfeld--
Nzherung nur einen Phaseniibergang 2. Ordnung zeigt, ein Phaseniibergang 1.
Ordnung entstehen kann. AnschlieBend werden die Ergebnisse der Simulation

dargestellt.

3.3.1 Sattelpunktsniherung

Die freie Energie pro kT mit vorgegebenen Ordnungsparameter Jp ist fir das
betrachtete Modell gegeben Giber F(ly) := — In[Z(Ip)] mit o

Z(ly) = /_ o;[dl]é( fdér(z(??)—zo))exp {—%%} o (3.28)

wobei H({) die Konfigurationsenergie (3.26) ist. #(l) soll in diesem Abschnitt
iiber eine Sattelpunktsauswertung bestimmt werden. Dazu muf eine Konfi-
guration I(7) gefunden werden, die H(!) minimiert und die Nebenbedingung
N(1) o= [ Er[I(F) — o] = 0 erfiillt. Wie sich zeigt, ist I(7) = I, fiir alle 7 eine
mégliche Sattelpunktslésung.

Bei der Berechnung von £(lo) geht aufler der Sattelpunktsauswertung als
eine weitere Niherung noch die Vernachlissigung der Wand ein, indem dber
das Feld ! -von —oo nach co integriert wird. Diese Ndherung 18t sich auf
der einen Seite rechtfertigen, da auf Grund 'der.Exponeﬁti_alfunktion in Y
negative Werte von [ vermieden werden. Auf der anderen Seite beeinfluBt die
Wand das kritische Verhalten von kontinuierlichen ﬁbergéngen, wie es z. B. die
' Renormierungsgruppen—Untersuchungen des Modells (3.6).2eigen (36, 19, 27].

- Zum N_achw_eis, dafl I(7) = I :eim_e _'S_attelpunktslésﬁng von H(lp) ist, mufl
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nachgewiesen werden, daB das Funktional J{I} = H{{} + pN{{} unter der

Bedingung A{l} = 0 fiir I(F) = Iy ein Minimum besitzt, wobei p der La-

grangeparameter ist. Da die Nebenbedingung N{I} = [d*[I(F) — ] = O

fiir I(F) = lo patiirlich erfiillt ist, bleibt zu untersuchen, ob an der Stelle

(7Y = Ip die 1. Funktzona,la,bleitung 6J/81{7)];; Null und die 2. Funkitionala-

bleitung §2J/(81(T)él(r ))I;D grofer als Null 1st. Da die belden Funktlonalablel—
tungen deﬁmert smd Gber d1e Entwmklung .

52T . Lo

Iy = J{zo}+]d2r&( i F)+2] G )l (F)SUr) + -

' (3.29)

mit §I(F) = {(F) — lo, lassen sich die beiden Bedingungen fiir ein Minimum wie

folgt formulieren. Damit die 1. Funktionalableitung gleich Null ist, muf fiir

I(7) = ly die Differentialgleichung:

%‘?(vz) + 25OV — o _ p=0 (3.30)

ol
erfiillt werden. Dies ist mit g = —dV/dl};, méglich. Fiir die 2. Funktionala-
bleitung ergibt sich in der Integralschreibweise

f & dtr 7;);’1— - / &r[S(lo) (VST + (5 exp(—lo)+2bexp(~2o)81°(7).
7

(3.31)

Man sieht, daB fiir ¥({) > 0 und a, b positiv die 2. Funktionalableitung immer

groBer als Null ist. Somit ist fiir diese Parameter eine Sattelpunktsauswertung

moglich und die Zustandssummme kann naherungsweme berechnet werden, in-
dem in (3.28) H(!) ersetzt wird durch -

. H(lo). ] d’r (61(4)11061 r)) / d%dﬁ ’(E%%[,Qéz(mz(ﬁ)) (332)

o _$A“...H.,4.:,..‘
FOTTI1a010q1 -




Die Funktionalintegration fiber die /7 13t sich ausfithren, da es sich bei den In-
tegranden um Gauflkurven handelt. Die daraus berechnete freie Energie F(ly)
bei festgehaltenem Ordnungsparameter zeigt einen Phaseniibergang 1. Ord-
nung, dessen Lage, aber nicht dessen Existenz von der Wahl des Cutoffs im
reziproken Raum abhingt. Fiir einen sphirischen Cutoff #/é ergibt sich zum
Beispiel folgende Energiedichte bei festgehaltenem Ordnungsparameter:

fllo) = ﬁ‘(zo)/fﬁ = (3.34)

2 w?
v+ g (B2 « o 1 228) B o+ )

mit

V() = aexp(~lo)+bexp(~2k),

() c |
ch:) = -l—go-lgexp(——ﬂo),
~aexp(—ly) + 4bexp(—2)
B =
(;Z‘.’). 28, (L =g=loexp —2ly) ..
n o0 = . . o R . -3’
| e B = i i e (3:38)

In Abbildung 3. 4 ist fir die Parameterwahl w=0. 15 c = 1 4, b = 1 und 5 =1
ein solcher Phasenubergang 1 Ordnung abgeblldet '

f(la)“
002

0.04

0.00

-0.02

Abbildung 3.4: Frele Energledxchte f(fo) bei festgehaltenem Ordnungsparameter lg )
.furw-015 c_-14bm1und§—1 PR
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3.3.2 Monte—-Carlo—Simulation

Nachdem das Modell mit der Konfigurationsenergie (3.26) unter der linea-
ren Renormierungsgruppe und in der Sattelpunkts—Néherung einen Pha-
senfibergang 1. Ordnung zeigt, bleibt zu untersuchen, ob sich die Art dieses
Phaseniibergangs andert, wenn man alle Fluktuationen beriicksichtigt. Die
dazu durchgefithrte Monte-Carlo—Simulation soll in diesem Abschnitt disku-

tiert werden.

Modell

Um die Methoden zum Nachweis eines Phaseniibergangs 1. Ordnung von Ka-
pitel 2 anwenden zu kénnen, sollten die Konfigurationen, die in der Simula-
tion auftreten, den Phasenraum ausreichend iiberdecken. Fiir einen Benet-
zungsiibergang ist dies prinzipiell schwer, da der Phasenraum des vollstandig
benetzten Zustands nicht in endlicher Zeit zu durchlaufen ist. Sobald die
Grenzflache den gebundenen Zustand verla$t, kommt sie innerhalb der Simu-
lationszeit nicht mehr in diesen zuriick. Deshalb mufl ein System betrachtet
werden, das fiir groBe [ ebenfalls begrenzt ist. Man konnte dort zum Beispiel
eine harte Wand einbauen. Eine andere Moglichkeit, die bei der hier beschrie-
benen Simulation verwendet wurde, ist die Spiegelung des Potentials an einer
Ebene, so dafl an Stelle von V({) und (I} das symmetrische Potential V() und
die symmetrische Oberfiichenspannung ¥,(/) simuliert werden (Abb. 3.5 und
3.6). Diese symmetrischen GroBen sind definiert iiber

aexp(%_l) -+ bexp(—2I) fir 0<I< D

V(D) = aexp(—(D — D)+ bexp(—?(D _-.'l_)) fur L < l<D (3.36)

e 0 fai<00ED
und | |
( Zeo — clexp(—21) fir 0<i<?
D)= (3.37)
C o e —dD-Dexp(=2(D = 1) fir 2 <I<D,

fvobei D der Abstand zwischen den beiden Wanden ist. Wie an Hand der Simu-
lationsergebnisse deutlich wird, fithrt dieses Potential auf einen 'I"_J_berga,_ng von .
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Abbildung 3.5: Potential V(l) und Oberﬂachenspannung E(Z) firw = 0.15, ¢ = 0.75,
b=1,c=14 L : : : .
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Abbildung 3.6: Symmetmsches Potential V(I) und symmetrische Oberﬁachenspan-
nung X,(0) firw=0.15,¢=0.75,b=1,¢=14und D =18

einem Zustand, bei dem die Grenzfliche entweder an der rechten oder der lin-
ken Wand gebunden ist, zu einem Zustand, bei dem sich die Grenzfléche in der
Mitte befindet. Dieser Ubergang entspncht fir I} = oo dem Phasenubergang,

der untersucht-werden soll. -

Da, dieser Ubergang durch Verdnderung des Parameters a bewirkt wird, ist
es smnvoﬂ als Ordnungsparameter die Ableztung der frele Energledlchte nach

dem Feld @ zu verwenden, die gegeben ist durch:

o= g [ @rlemlipaeN (3 -10) +
....exp[ (sz(,v))] ((T)_—) 0( '_.I_(F)_.)-]'_'_ (3_.?8)

. Der Ordnungspa,rameter e kann Werte zw1schen exp( -D/2) und-i:- annehmen
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und wird sich im Fall eines Phaseniibergangs 1. Ordnung unstetig &ndern.

Zur Ausfithrung der Monte-Carlo-Simulation wird das Feld I(z,y) auf ei-
nem Quadratgitter in der (z,y)-Ebene diskretisiert. Als Konfigurationsenergie

ergibt sich dann:

]Z:—; = %% [é}% —cl;exp } (I, - L)+ zi:[a _exp(ulz-;) + bexp(—21;)]
(3.39)
Dabei werden alle GréBen auf dimensionslose Gréfien zuriickgefithrt, indem sie
in den Einheiten von kgT und dem Gitterabstand Ar gemessen werden. Die so
diskretisierte Konfigurationsenergie mit periodischen Randbedingungen kann
mit 2 Untergittern auf der Cray Y-MP vektorisiert werden. Ausgefiihrt wurde
die Monte—Carlo-Simulation fiir den Parametersatz w = 0.15, ¢ = 1.4 und
b = 1, fiir den Abstand D = 18 und fiir die GittergrdBen mit der Lineardi-
mension L = 6, 10, 14, 20, 30. Hierbei wurde der Parameter b willkiirlich
1 gesetzt und der Abstand D und die Systemgrofien in der Weise eingestellt,
daf sich innerhalb sinnvoller Monte-Carlo-Simulationszeiten noch gute Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen des Ordnungsparameters ergeben. Auferdem wur-
den die Parameter w und c¢ relativ zueinander so gewahlt, da X(I) ein tiefes
Minimum aufweist, ohne Null oder negativ zu werden. Damit auch ein Pha-
seniibergang 1. Ordnung bei -Anderung des Parameters ¢ beobachtet werden
kann, wurde schlieilich der Parameter w mit dem zugehdrige ¢ entsprechend

eingestellt.

Ergebnisse der Simulation

Gemessen wird in der Simulation die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(e) des
Ordungsparameters e fiir verschiedene Parameter a und Systemgrofien der Li-
neardimension L, wobei pro MeBpunkt 107-108 Monte-Carlo-Schritte pro.Git-
ter durchgefiihrt werden. Der Ordnungspaxa.meter € 1st dabe1 fiir das diskreti-
sierte Modell definiert durch:
D
- “Z [exp 900 ("2"_1) 4 exp(— (134)) (1~ —?) oD~ 1),
Wobez iiber alle vV Gltterpunkte 3 summ1ert wird. Zusédtzlich W1rd noch dle
- ‘Wahrscheinlichkeitsverteilung P(l) vonl = Zz l /N betrachtet R
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Abbildung 3.7: Wahrscheinlichkeitsverteilung P(l} fiir L = 20 bel ¢ = 0.7, 0.775,
0.85

In Abbildung 3.7 ist P(!) fiir die feste Systemgrofie mit der Lineardimension
L = 20 fiir drei verschiedene Werte von a dargestellt. Die Bilder legen nahe,
da8 sich zwischen dem gebundenen Zustand bei ¢ = 0.7 und dem ungebundenen

Zustand bei a = 0.85 ein Phaseniibergang 1. Ordnung ereignet. '

Um nachzuweisen, daB es sich wirklich um einen Phaseniibergang 1. Ord-
nung handelt und um die Lage des Phasentibergangs zu bestimmen, muf das
Modell fiir unterschiedliche Systemgrofien L betrachtet werden. Dazu wird 1m
folgenden zuerst ‘mit Hille der Wahrscheinlichkeit, daB sich das System in der
“ungebundenen” Phase befindet, die Lage des Phaseniibergangs a, bestimmt.
Anschliefend werden zum Nachweis: eines Phaseniibergangs -1. Ordnung die
Energiebarrieren bei:a, untersucht.. Den. AbschluB dieses Abschmtts b11det

'da,nn eine Betrachtung von Momenten des Ordnungsparameters e




Die Wahrscheinlichkeiten P, und P., daf sich das System in der ungebun-
denen Phase befindet, lassen sich mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
P(I) und P(e) definieren als

P= fl P pyay fo ° Py (3.41)

Pi= [ Pe)ie | " P(e)de (3.42)

I, und eg sind dabei die Minima der Wahrscheinlichkeitsverteilungen in der
Nihe des Phaseniibergangspunkts, wie es z. B. far L = 20 und ¢ = 0.775 in
Abbildung 3.8 dargestellt ist
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Abbﬂdung 3.8: Wahrschemhchkeltsverteﬂungen P(Z) und P(e) fur L 2_0 und
a = 0 775 zur Deﬁmumn von Ig und e S

Wie in Abschnitt 2.3 bei der Diskussion des finite-size-scalings fiir Pha-
seniiberginge 1. Ordnung gezeigt wurde, sollten die Kurven P und F, als Funk-
tion von a fiir verschiedene L einen Schnittpunkt aufweisen, der sich nur um eine
exponentielie Korrektur vom Phasenﬁbergangspunkt 'ap unterscheidet '(siehe
sich - dle.Kurven Wezt oberhalb von den Werten B. 1 /3 u_nd P '=-1/3, die
man am Phaseniibergangspunkt erwarten wiirde [16, 52]. “Diese sehr ‘grofen.

Abweichungen sind noch nicht geklart. Vielleicht rithren sie von den zu kleinen
| Systemgroﬁen her, fiir die die S1mula.t10nen durchgefuhrt wurden. An Hand der
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Graphen ist es jedoch moglich, die Lage des {“Jberg_angs auf a, = 0.775 = 0.005
einzugrenzen. Zum Nachweis, daB es sich um einen Phaseniibergang 1. Ordnung

TR O AT SO VIR NI |

Abbildung 3.9: Wahrscheinlichkeit, dafi das System sich in der ungebundenen Phase
befindet, als Funktion von a fiir verschiedene L

handelt, werden die freien Energien F(I) und F(e) bei festgehaltenem Ord-
nungsparameter in der Nahe des Ubergangs untersucht D1ese be1den Groflen

smd aeﬁmert durch . et
| “ﬂo:4mwm1'j'f'ﬁ - B8)

Fle)i=—[P(e). - - (344)

In den Abbildungen 3.10 sind F{I) und F (e} bei a, = 0.77 fiir verschiedene L
aufgetragen. Man sieht deutlich, dafl die Energiebarrieren zwischen den gebun-
denen Zustanaen und dem ungebundenen Zustand anwachsen. EES

Zur genauen Betra.chﬁung ist in den Abbﬂdungen 3.11 die Hohe der Ener—
giebarriere fiir F({) als Funktion von L doppeltlogarithmisch aufgetragen. .Da-
bei sind die Energiebarrieren A, F(L ;) und Ay F(L) definiert als . -

AF(L) = Flmia) = Fllma)  (349)

AGF(L) = Fllumin) = Fllmaz)y (3.46)

wobei [ymin und lym, die Lage des Minimums von F (1) fiir den gebundenen bzw.
- ;ungebundenen Zustand und lm,w d1e Lage des Maxzmums der Energlebarnere
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Abbildung 3.10: Freie Energie F'({) und F(e) bei festgehaltenem Ordnungsparameter
fiir ¢ = 0.77 und verschiedene L

kennzeichnet. Wie mit Hilfe der Graphen 3.11 fur ap, = 0.77 gesehen werden
kann, ergibt sich - : SR : .

”(L) L™ mit my=13+01 und | (347)
F(L)~ L™ mit mg=17%0.1. | Lo

Die Energiebarriere wichst folglich mit [ an. Fir a, = 0.78 Wurden_a#_ch ()
und. F(e) fiir verschiedene Lineardimension L bestimmt und daraus AJF(L)
und A, F(L) abgeleitet. Es zeigt sich, da die Kurven sich in derselben Weise

verhalten wie bei a, = 0.77. Diese Ergebnisse weisen darauf hin, daB es sich

um einen Phaseniibergang 1. Ordnung handelt.

AuBler den bisher betrachteten Grofen kann auch das finite-size-scaling
von Momenten von e einen Hinweis auf die Ordnung des Ubergangs geben.
Deshalb sind in Abbildung 3.12 und 3.13 {iir verschledene Systemgroﬁen L und
als Funktion von a. folgende Gr oﬁen aufgetragen SR '

(1) mittlerer Ordnungsparameter & = (e) -

(2) 4. Kumulante - o = {e*)

| (3) Suszeptibilitdt pro Flache - v 5(6“_'::.'](62-) —{e)>.
‘Die Klammern () _'entsprechen einer Mittelung iber e mit ';iem Gewicht P(e).
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Abbildung 3.12: Mittlerer (}rdnungsparameter €, 4. Kumula,nte U, als Funktlon von
a fir verschiedene L S : s

‘Die Kurven zu untersch1edhchem L fiir den mlttleren Ordnungsparameter
g schneiden sich fiir grofe L im Rahmen der MeBgenauigkeit in dem Punkt

= (0.775 £ 0.005). Dieses Verhalten ist auf dem Hintergrund der finite—
siz_e-—scaling Theorie versténdlich, die fiir die Schnittpunkte eine exponentielle
Korrektur in Bezug zu g, vorhersagt. Im Gegensatz dazu kann bei den Werten
von a, fir die Simulationen durchgefuhrt wurden, nicht das von der Theone
R postuherte Mammum fur dle 4. Kumulante beobachtet Werden L

Betrachtet man schheﬁhch dle Suszepulbﬂltat pro Flache Xe, dann zeigt szch . |
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Abbildung 3.14: Maximum von ¥. und Lage des Maximums éa. telativ zum Pha-
seniibergangspunkt a, als Funktion von L

daB} %. fir groBe L zu einem konstanten Wert tibergeht (Abb. 3.14}. Fir die
Abweichung der Lage des Maximums der Suszeptibilitdt vom Phaseniibergangs-. .
punkt g, als Funktion von L ergibt sich (Abb. 3.14)

i '_.'5@5_ T;“"' T-m2 it .?’}'_2.3 = 914 92 L (348) :
Erinnert man sich "an den Abschnitt 2.3, ‘dann wird im Rahmen der

Theorie des finite-size—scalings fiir da. eine Proportionalitit zu L~* fiir Pha-
Senﬁbe_r_géi_nge vorhergesagt, -bei. denen eine Phase dur_ch. _r_n_ehrez;e..'Zust_énde :
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bestimmt wird. Da in dem hier behandelten Modell die gebundene Phase
durch zwei Zustinde bestimmt wird, ist die SystemgroBenabhingigkeit von éa.

verstdndlich.

Die Ergebnisse der Simulation zeigen, dafl es sich fiir D = 18 um einen

Phaseniibergang 1. Ordnung handelt. Um zu entscheiden, ob es sich fiir den

Ciramawer LD . ok v pivan Dhacaniibarsan S E—
WITENZWETLY L —— GO aulh Ul €iiichi ,1ua.ot;ﬁu.bc:.gq.ug 1. Oldilung ha,ndeit,

miifite dieser Ubergang als Funktion von D untersucht und die Ergebnisse auf

grofie [ extrapoliert werden. Auf Grund sehr langer Relaxationszeiten wurden

Simulationen fiir weitere Parameter [) jedoch nicht ausgefiihrt. ERE
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Kapitel 4

[embran im
mulden—Potential

4.1 Einleitung

Wie in Abschnitt 1.4 erwihnt wurde, existieren fiir Grenzlinien in d = (1 + 1)
Dimensionen keine Phaseniiberginge 1. Ordnung, wenn die Wechselwirkungs-
potentiale fiir groBe ! schneller als 1/12 abfallen [90]. Da im Rahmen der funktio-
nalen Renormierungsgruppe die Fixpunktstruktur fiir Membranen in d = (241)
Dimensionen mit der fiir Grenzlinien in d = (1+1) Dimensionen #ibereinstimmt,
wird auf Grund dieser Renormierungsmethode erwartet, daB auch fiir Membra-
nen in kurzreichweitigen Potentialen keine Phaseniibergénge 1. Ordnung zu
beobachten sind [36]. Dies wiirde bedeuten, daB der Entropiegewinn durch die
Fluktuationen der Membran jegliche Barriere eines kurzreichweitigen Wechsel-

wirkungspotentials iberwindet.

Auf der anderen Seite ist jedoch bekannt, dafl die funktionale Renor-
mierung Nzherungen enthilt, die nicht immer gerechtfertigt sind. Insbe-
sondere ist die Skalentransformation dieser Renormierungsmethode, die ge-
geben ist durch # — 7/b und ! — [/ mit dem Rauhigkeitsexponenten
¢ ={2n—d+1)/2 = (2n—d})/2, so konstruiert, da8 Ho(l) = [ddnr K [2(Vri)?
aus (1.5) unter dieser Transformation invariant ist und nur das Potential V({)
renormiert wird. Dies aber hat zur Folge, daf nur Phaseniiberginge, bei denen
‘keine Renormierung des Feldes ! auftritt, im Rahmen dieser Renormierungs-




methode betrachtet werden koénnen. Ein bekannties Beispiel fiir eine Feldre-
normierung findet sich im Fall dy > 1 fiir das Modell einer Grenziliche im
Doppelmulden—Potential, dessen Konﬁgurationsenergie gegeben ist-durch

.:..kBT f dd“ [ (vz) +VD(1J} | .""-:(4-1)

mit dem Potential B o _ Co - o
Vp(l) = —tl* + ul* + Al. : o (4.2)

Dieses Modell wurde schon in Abschnitt 2.4 fiir d; = 2 betrachtet. Der
Phaseniibergang 2. Ordnung, der bei £, stattfindet (Abb. 2.13) gehért zu der-
selben Universalititsklasse wie der Paramagnet-Ferromagnet—Phaseniibergang
des einfachen Ising-Modells und wurde deshalb sehr ausfiihrlich untersucht.
Daher ist bekannt, daf} fiir diesen Phaseniibergang 2. Ordnung eine Renormie-
rung des Feldes auftritt [91, 3, 18]. Dieser kritische Punkt ist der Endpunkt der
Koexistenzkurve bei 2 = 0 und ¢ > ., an der die beiden geordneten Phasen
mit {{} < 0 und {{} > 0 koexistieren [72].

In dem folgenden Kapitel wird eine Membran in einem derartigen
Doppelmulden-Potential untersucht, deren Kon_ﬁ_guxationsene_rgie__sich____ft'_ir be-

liebige Dimension d|;_f_ol_genderma,ﬁ_en_ schreibt: .

'Z;jz jf ddu f (A3)2_+-VD(I) T o (4.3)
Dabe1 wird als erstes der Frage nachgega,ngen, ob a.uch fur eine Membran im
Potential VD(E ) ein Phasenubergang 1. Ordnung zu beobachten ist. Hierzu wird
im néchsten Abschnitt das Landau—Pe;erls~Argument das in der Einfihrung
auf eine Grenzﬁa,che angewandt wurde, auf eine Membran Gbertragen und ge-
zeigt, aa,B im Rahmen dieser Néherung eine gebrochene Symmetrie fiir. das
Modell zu ‘erwarten ist. Somlt sohten sich unstetige Pna,senubergange bei
h—Anderung beobachten lassen. Um die Vorhersagen des La.ndau—Pelerls—
Argument nachzuprufen Wurde eine Monte—Carlo—Szmulatwn fir eme Mem-
bran im s_;oppelmul_aen——POn_e_n:,_iém durc! hgefithrt. An eru der nuS’\Vé‘:l”bdug der
Daten der Simulation fiir A =0 188t sich die Lage des kritischen Punktes und
damit die Koexistenzlinie, an der die Symmetrie gebrochen ist; bestimmen. Da-
her kénnen Phaseniibergénge 1. Ordnung bei einer Anderung von h oeooachtet

: Werden
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Der Phaseniibergang 2. -Ordnung bei {. wurde genauer untersucht. Ins-
besondere wurden die kritischen Exponenten fiir diesen Ubergang bestimmis.
Die Ergebumisse hierzu sind in Abschnitt 4.3 dargestellt. Dabei wird zuerst
eine kurze Einfihrung zur Methode der Renormierung gegeben und die im fol-
genden bendtigten Skalenfunktionen hergeleitet, um anschliefend die Resultate
der Monte—Carlo-Simulation zu diskutieren. Eine e-Entwicklung bis zur 1.
Ordnung in € um die obere kritische Dimension d. = 8, die zu diesem Pha-

seniibergang durchgefithrt wurde, kann im Anhang B nachgelesen werden.

“Weiterhin wird in Abschnitt 4.4 eine e-Entwicklung bis zur 1. Ordnung in
¢ um die obere kritische Dimension d, = 8 fiir diesen Phasenfibergang durch-

geflihrt.

4.2 Stabilitdt der geordneten ?hase |

In der Einfithrung wurden typlsche Anregungen von Grenzlinien und
Grenzfiichen daraufhin untersucht, ob sie die gebrochene Symmetrie beim
Doppelmulden—Potential aufheben und folglich Phaseniiberginge 1. Ordnung
verhindern. Fiir Grenzflichen waren diese charakteristischen Anregungen In-
seln, die von einem Potentialminimum in das andere reichen. Fiir die Argu-
mentation, daf fir Grenzflichen Phaseniiberginge 1. Ordnung existieren, war
wichtig, daB die freie Energie Fy ohne Translationsentropie fiir eine Insel po-
sitiv und proportional dem Inseldurchmesser ist. Auch- bei Membranen im
Doppelmulden—Potential sind typische Anregungen Inseln. Um somit Vorher-
sagen iiber die Existenz oder Nichtexistenz von Ph_asenﬁ__be_fgéngen 1. Ordnung
bei Membra.hen machen zu - Ikbnnen soll-im folgenden die freie Energie einer
Insel fur eine Membran im Doppe}mulden—l:’oten‘tlal fiir 2 = 0 in Analogie zu
den Arbelten (36, 69] ‘abgeschétzt werden. Wie an Hand von Gleichung (4.2)
und. Abblldung 4.1 ersichtlich, gilt fiir d1e Hohe AV der Po‘bentlalbarne_re des
Doppelmulden—Potentmls dle Rela,tlon AV #2/u und fur d1e Brelte Iy ~qft/u

D1e frele Energ1e F7 einer Insel mit ‘dem Durchmesser L) wird sich als
Differenz einer leenspannung o mal Umfang der Insel und einer: Entrople Sj _

: schrelben lassen .
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_ Abbildung 4.1: Doppelmulden—Potential fir =0

;—} = cioLlp — i ' (4.4}

Fiir die Linienspannung ¢ der Insel kann angenommen werden, dafl sie
proportional zu AV und s ist, wobei s die Strecke bezeichnet, die die Membran
bendtigt um die Potentialbarriere zu iiberqueren (Abb. 4.2). Bezeichnet « die
Biegesteifigkeit pro kg7 und ist a. die PIOJektlon von s auf die Ebene senkrecht
zur I-Achse, dann gilt fiir £ 3> 1 mit ay ~ &2}, die Bedmgung ar > 1 und
darmt ist s ~ @ I Fur d1e Lmlenspa.nnung erhalt man schheﬁhch dle Relatlon

Abblldung 4 2 Insei und Querschmtt durch eine Insel

_ D1e Entropie der Insei entsprlcht im wesentlichen der Emrop1e einer ge-
schlossenen Zufa.llsgrenzhme mit dem  Durchmesser- Ly und - der Korrelati-
._onslange aH ~ o] ot ‘und . ist ‘somit dmch SI ~ kBT ln(3Lll/ l°‘li) gegeben (Abb
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4.2). Nach dem Einsetzen der einzelnen Grofen in (4.4) ergibt sich:

Fr _ 11’1(3))
—— = |(gAVae; —c¢ L
kBT ( i L 2 a i
2 s
o (cl———us/z — CQ—-t7/2&3/2) L” (4.5)

wobei & und & Konstanten sind. Man sieht, dafl unabhingig von der Inselgrofie
Ly, die freie Energie der Insel Fy fiir ¢, ~ w313 Null wird und somit fiir £ > ¢,
positiv und fiir ¢ < ¢, negativ ist. = ' '

Die Ergebnisse liefern folglich fiir eine Membran eine freie Energie, die pro-
portional zum Durchmesser der Insel und fiir bestimmte Parameter positiv ist.
Somit kann wie bei einer Grenzfliche gefolgert werden, daB fiir eine Membran
auch Phaseniiberginge 1. Ordnung auftreten. Auferdem ergibt sich im Rahmen
dieses Stabilititskriteriums, das dem Landau—Peierls—Argument bei Volumen-
phasen entspricht, ein kritischer Punkt, der durch den Vorzeichenwechsel von
Fr gekennzeichnet ist und fiir den die Bedingung . > 0 gilt.

4.3 Phaseniibergang 2. Ordnung
4.3.i :Rene_rm_iergng und Skalenfunktionen

Phasentiberginge 2. Ordnung sind dadurch gekennzeichnet, daff die Korrelati-
onslinge des Systems divergiert und somit der Mafistab und die Bezugslénge fiir
die Strukturen des Systems verloren gehen. Dies hat zur Folge, daf das System
am Phaseniibergangspunkt auf unterschiedlichen Lingenskalen gleiches physi-
kalisches Verhalten zeigt, solange man sich auf einer Lingenskala befindet, die
grof gegeniiber molekularen Lingen ist. In anderen Worten, das System ist.un-
ter LéngenskalenQTra,nsformationen invariant. AuBerdem fithrt das Anwachsen
der Korrelationslinge bei einigen thermodynamischen Gréfien zu Singularititen

am Phaseniibergangspunks.

Diese Eigenschaften des Systerns an einem Phaseniibergang 2. Ordnung las-
_é_en sich mit sogenannten Reﬁormierungsgruppen—Metho_den untersuchen. Da-
“bei umfafit eine Renormierungsgruppen-Transformation eine Skalentransforma-
“tion des .'S_y_stems 'und 'eine"ansqh}ieﬁende ‘Ausintegration der kurzreichwelligen
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Fluktuationen. Der Phaseniibergangspunkt flir die Systeme 14t sich dadurch
bestimmen, daB man die Parameter des Modells, bzw. die gesamte Konfigu-
rationsenergie in der Weise wahlt, dafl die aus der freien Energie hergeleiteten
Korrelationsfunktionen — das heifit die mefibaren Gréflen — unter Lingen-
transformation invariant bleiben. Man spricht dann von einem Fixpunkt der
Renormierungsgruppe. Das Studium kleiner Abweichungen von dem Fixpunkt
ermoglicht die Untersuchung der Divergenzen thermodynamischer Gréfien nahe

dem Phaseniibergang 2. Ordnung.

Hiaufig kann die Renormierungsgruppen-Transformation als Transforma-
tion der Parameter der Konfigurationsenergie geschrieben werden. Linearisiert
man die Renormierungsgruppen—Transformation um den Fixpunkt, dndert sich
zum Beispiel die Temperaturabweichung von einer kritischer Temperatur unter
der Transformation in erster Naherung mit tp = b¥¢, wobei b der Langentrans-
formationsparameter und der Exponent y; eine reelle Zahl ist [89, 70]. Wendet
man dieses Transformationsverhalten mit einigen weiteren Annahmen auf die
freie Energie an, dann kdénnen Aussagen iiber das singuldre Verhalten thermo-

dynamischer Grofien in der Nihe des Fixpunkts gemacht werden.

Da das Verhalten bei Phaseniibergéangen 2. Ordnung nur von den Eigen-
schaften auf grofen Skalen und nicht von den mikroskopischen Details abhingt,
kénnen Modelle, die auf mikroskopischen Skalen unterschiedlich sind, die glei-
chen Exponenten aufweisen. Alle Modelle, die zu einem Fixpunkt, definiert
durch seine charakteristischen Exponenten, gehdren, werden in einer Universa-

litdtsklasse zusammengefaBt.

Exponenten und Skalenrelationen fiir den Phasenﬁbergang 2. Crd-
nung im Doppelmulden—Potential - - .

In diesem Kapitel werden Skalenfunktionen und Exponenten aufgefiithrt, die
fir die Monte-Carlo-Simulation und die e-Entwicklung im néchsten Abschniti
.- von Bedeutung sind. Fiir den betrachteten Phaseniibergang 2. Ordnung im

Doppelmulden—Potential kann man annehmen, dafi der Anteil der freien Ener-
- giedichte f, der zum singuléren Verhalten am kritischen Punkt beitrigt, sich

nahe dem -Phaseniibergangspunkt unter der ‘Renormierungsgruppe - transfor--
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miert wie [21, 70]:. - ' : S

' (7, k) = b4 F(b¥ 7, B P). _ - (4.6}
b ist dabei das Feld, das an ! koppelt und 7 = (T/T. = 1) die Abweichung der
Temperatur von der kritischen Temperatur, wobei nahe 1, gilt, dafl 7 ~ (f 1)

ist. W&hlt man den Skalenparameter b in der Weise, daf die Relation b7 = ¢
erfitllt ist, f‘ann emlbt szcb als Skalenfunktion der freien Energledlchte -

- BY — ¢ /yt : -
f("rh} = 7"l (Tyh/yt\ (4?)
Die Exponenten &erjenigen Gréﬁen die sich aus der Ableitung der freien Ener-
gledichte nach 7 oder kh ergeben, kénnen durch y; und Yn ausgedruckt Werden
Einige Grdfen mit zugehdrigem Exponenten sind hier aufgelistet: " .

(1) spezifische Warme: - XT = %lh:o ~lrTe, e =2—dy/y
(2) mittl. Ordnungsparameter:: [ = %[h:{, ~ 7P, B = (d) —yn)/y:

(4) mitt]. Ordnungsp. bei 7= 0: [ = Llog~ [R5, &= yaf(dy— wa)-

Nimmt man an, daB sich die Korrelationsfunktion G(r,7, k) = ({{7){(0)) mit

r = |7'] unter der Renormierungsgruppe transformiert wie [21, 70]
G(r,m, k) = 67%G(r- b0, 70 B 0¥) (4.8)

und definiert ¢ dber den exponentiellen Abfall von Glr) ~ exp(;r/f) dann
ergeben sich aus der Formel y = [d%rG(r) noch zwei Weitere Exponenten v
und ?], dle uber die folgenden Gle1chungen deﬁmert smd : e

) ﬁorrelatmnslange N N -.ﬁ...;u-::i/yt.

(6) Korrelatlonsf be} T = O G( )I¢=0,h=0~l?“[ dll+4 7 f rq = d” +4- 2yh .-
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Die bisher genannten sechs Exponenten sind durch die beiden unabhingigen
Parameter ¥, und y, ausgedriickt. Somit kénnen vier voneinander unabhéngige
Gleichungen fiir die Exponenten hergeleitet werden, die sogenannten Skalenre-

lationen:

(1) a+284+y=2

) a+5(1+5)-—2

_ ($  a%2—ﬂw o o
4)  v=wlt—9). (4.9)

Die dritte Gleichung, die als einzige von d“ abhangt erd als Hyperskalen—
Relationen bezeichnet und trifft in der Moiekula,rfeldwN aherung nicht zu.

Bei einer Monte»Cadrlo—&muiatlon oder in einem Experiment hat man im
allgemeinen ein endliches System vorliegen. In diesemn Fall kann die Linear-
dimension des Systems-L auch als Parameter des Modells betrachtet werden,
dem bei der Skalentransformation der Exponenten y; = —1 zugeordnet ist. Fir
das Skalenverhalten der freien Energiedichte, deren Singularititen beim Pha-
seniibergang von Bedeutung sind, kann dann folgender Ansatz gemacht werden
[21):

Flr b, L) = b7 f(b¥er, 5¥*h, b7 L) " (4.10)

Mit geeigneter Wahl von b 145t sich wiederum der mittlere Ordnungsparameter
I(L,7) und die Suszeptibilitit x4(L, ) schreiben als:

f==g%h;o—- ﬂ””@(TL”") (a1
62 / /v o .
X = ah2|h o= L’? “P ("L ) (4.12)

wobel f° die freie. Energledichte fur eine Membran Ist dle smh in .einem der

Mlmma cies Doppemulden—Potentlals beﬁndet o o
4.3.2 - Ergebnisse der Mante_fCarie—_Simgiatéan
'In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse : der Monte Carlo—Simulation éiner _

Membran im Doppelmulden—Potentlal in d = (2 + 1) D1mens:1onen dargemellt




werden. Die Konfigurationsenergie der Membran ist durch (4.3) gegeben Zur
Simulation wird der Laplaceoperator auf einem Quadratg1tter mit den Koordi-
naten (¢,7) und dem Gitterabstand Ar durch - '

Lijor + o0 F Loy + Lip1; —4di; |
: ’ : ’ ' 4.13
Ar? ( )

Adli,j =

diskretisiert und es werden periodische Randbedingungen gewahll. Dies
ermdglicht eine Einteilung des Feldes in 5 voneinander unabhingige Untergitter
[74], so dafl das Programm auf der Cray Y-MP vektorisiert werden kann. Alle
dimensionsbehafteten Gréfen werden wieder mit Hilfe von kT und dem Ab-
schneideparameter Ar auf dimensionslose GréBen umgeschrieben. Gemessen
wurde in der Simulation fiir die Parameter « = 0.32, u = 10, A = 0 und fir
verschiedene # und Lineardimensionen L des Gitters die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung P(1) des Ordnungsparameters, der definiert ist als { = | T; ;| /L?, wobei
der Index : iiber die L? Gitterpunkte lauft. Dabei wurden pro MeBpunkt zwi-
schen 107 und 10® Monte—Carlo-Schritte pro Gitterplaiz durchgefihrt. ¥Fiir die
Lineardimensionen n, = 3,4,6,8,10,14,20 der Untergitter, die den Gesamt-
gittergréfen L? = 5n, = 45,80, 180, 320, 500, 980, 2000 entsprechen, konnten
folgende Groﬁen in Abhingigkeit von ¢ bestlmmt werden: Ui TR

(1} mittlerer Ordnungsparameter: [ = {I)

(2) Suszeptibilitdt pro Fliche: - X1= 3 = ([*) —(D% -
(3) 2. Kumulante: . [y = %;_%
(4) 4. Kumulante: U, = 612_4%’ .

—

wobei die Klammer.{) einer statistischen Mittelung entspricht.  Analog zum
Phaseniibergang 2. Ordnung fiir eine Grenzfliche im Doppelmulden—Potential
(siche Abschnitt 2.4) wurde die 4. Kumulante und hier zusétzlich noch die 2.
Kumulante 7] verwendet, um die Lage des Phaseniibergangspunkts zu bestim-
men. Die gemessenen Kurven sind in 3-Abbi1dung 4.3 dargestellt und wie die
" etwas genaueren Ausschnitte (Abb. 4.4) um den Phaseniibergangspunkt zei-

gen, ergibt sich fiir den kritischen Punkt {., der dem Schnittpunkt der.Kurven
* ‘von unterschiedlicher Systemgroéfie L im ..ﬁherm_odyna.mischen:L_ime_s énts_pri_cht,
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der Wert 1, =12.275 £ 0.025. -

Abbiidung 4.3: 4. und 2. Kumulante, Uy und Uy, als Funktion von ? fiir verschiedene
Systemgréfen L = vbn, (k= 0.32, u = 10, A = 0)

1.1

1.08

1.2

L I PP PN S RN S
12 12.2 124 © 126 12.8 .- 12 122 124 126 12.8 13

t ' t

Abbildung 4.4: 4. und 2. Kumulante in der Néhe des__ﬁb_e_r_gangs (k= 0.32, u.= 10,

- ~An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dafl das Verhalten der 4.
“Kumulante U, in Abhingigkeit von-den Systemgréfien fiir £>.1, einen Zustand
.gebrochener Symmetrie vorhersagt, wie in Abschnitt 2.4 erklart wurde. Folglich
Z éxistiert_'éberhalb 'i:q_n t '.'eil;e Linie von Phasenfibergingen 1. Ordnung, die sich - |




bei einer Anderung des h-Feldes beobachten lassen. Diese Linie endet in dem
kritischen Punkt #., dessen Exponenten im folgenden bestimmt werden. Dazu
wird der mittlere Ordnungsparameter / und die Suszeptibilitat pro Flache ¥; in
Abhsngigkeit von ¢t und der SystemgréBe L betrachtet {(Abb. 4.5).

o T
C.04
0.8 — -
0.03
g7 podt:
’ o.02
0zl R 0.01

Abbildung 4.5: Mittlerer Ort [ und Suszeptibilitit pro Fliche %; als Funktion von ¢
fiir verschiedene SystemgréBen I = +/5n, (k = 0.32, u = 10, h = 0)

Abbildung 4.6: Finite-size-scaling fiir den mittleren Ort [ in der Nihe des Pha-
seniibergangspunkts (s = 0.32, v = 10, h = 0, £, = 12.275 & 0.025)

. "Wie man an Hand der Skalenfunktionen (4.11) und {4.12) -sieht, erhalt
‘man. fiir “den mittleren ‘Ordnungsparameter 1 ‘am. Phaseniibergangspunkt -2,
die. Abhingigkeit I|,—¢ ~ L=8/%, wobei L die Lineardimension des Systems
ist. Auflerdem gilt '.fﬁr.j-3da.s_ Maximum :der: Suszeptibilitat pro -'Fléiche,'? daB- _

g4
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Abbildung 4.7: Finite-size-scaling fiir die Hohe Yoo und die Verschiebung der Lage
Trmaz des Maximums der Suszeptibilitit pro Fliche (x = 0.32, u = 10, A =0, i, =
12.275 £ 0.025)

fiir die Abhingigkeit der Amplitude von der Systemgréfie die Bedingung
Yoz ~ LY7? zu trifft und die Verschiebung 7., der Lage relativ zum Pha-
seniibergangspuunkt ¢, proportional zu L7 igt. Diese drei Grofen: [i;—o, X¥maz
und Tmee sind doppeltlogarithmisch als Funktion von L in Abbildung 4.6 und

4.7 aufgetragen und es konnen folgende Exponenten abgelesen werden:
(1) v={1.67£0.2)
(2) v=(095£01)

(3) 8=(0.11%0.02).

Die Skalenrelation f = (2w — v)/2, die sich aus den Skalenrelationen (4.9)
herleitet, wird im Rahmen der MeBgenauigkeit mit 5 = (0.115 £ 0.15) erfillt.

Vergleicht man die gemessenen Exponenten -y, v und § mit den entspre-
chenden Exponenten fiir eine Grenzfliche im Doppelmulden—Potential, die der-
selben Universalitdtsklasse wie das Isingmodell angehéren und deren Exponen-
ten in d = 2 nach {3, 91] durch v = 7/4, v = 1 und 8 = 1/8 gegeben sind,
dann folgt aus den Daten der Monte—Carlo-Simulation, daff eine Membran im
“Doppelmulden—Potential im Rahmen der MeBgenauigkeit die gleichen Expo-

nenten wie eine Grenziliche im Doppelmulden—Potential aufweist und somit in

d); =2 Dimensionen ebenfalls zur Universalitéisklasse des Isingmodells gehdrt.
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Abbildung 4.8: Skalierte Grafien TZ8/* und ¥ I~/ als Funktion von 7LY/* =
(t — t.) LY* fiir verschiedene L (x =032, u=10,h=0,7y=7/4,8=1/8, v =1)

Diese SchluBfolgerung wird auch durch die Skalendarstellung in Abbildung 4.8
gestiitzt, in der alle Daten fiir verschiedene L-Werte auf einer Kurve zusam-

menfallen.
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5.1 éEi_nEeit ung

Nachdem in Kapitel 4 gezeigt wurde, dafi eine Membran im Doppelmulden—
Potential einen Phaseniibergang 1. Ordnung fiir ¢ > ¢, aufweist, wird in diesem
Kapitel untersucht, ob eine Membran in einem kurzreichweitigen Potential einen
Adhésionsiibergang 1. Ordnung zeigt. Das dabei verwendete Potential ist aus
dem Doppelmulden—-Potential abgeleitet und ist definiert iber

Al = lpaz)? + 0l = lngz)* + 2 Fir —00 < I < (Imas + 65)
0 . ; flil' .'lma$+63.<z7..

wobei 45 -gege_ben ist durch

53 = \/ 2 .. 1-( .(ﬂ)?).f"fﬁrf-i  > 'to - :(:5:-2)

Fur tg = 2 6 U= 1 t'-— 3.0 und lmw = 3 1st das Potentlal in Abblldung 5. 1
:w1edergegeben Solange * und %o groﬁer als %, sind, 1st auf Grund der Ergebnisse
von Kapltei 4 bel Anderung von t ein Phasenuberga.ng l Ordnung zun erwarten __

In dlesem Kapitel wird an Hand einer Monte-Carlo-Simulation geze1gt dafl
s1ch fur ein tg > 1 ein Adha,smnsubergang fir das. Poi:entlal (5 1) beobachten
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Imin —: Imax L

Abbildung 5.1: Vom Doppelmuldenpotential = abgeleitetes - Adhésionspotential
(to=2.6,u=1,t=23, lyar = 3)

138t. Da die Energiebarriere zwischen dem gebundenen und dem ungebundenen
Zustand fiir die gewihlten Parameter so hoch ist, daB die Membran sehr lange
bendtigt, um diese Barriere zu iiberwinden, konnte in den Simulationen nichs
die Wahrscheinlichkeitsverteilung P([) des Ordungsparameters wie in Abschnitt
3.3.2 gemessen werden. Um trotzdem fiir die Modelle im thermodynamischen
Limes Vorhersagen machen zu kénnen, wurde stattdessen die Zerfallszeit 7 des
metastabilen Zustands bestimmt. ‘Im folgenden werden zuerst in Abschnitt
5.2 einige Resultate aus der Theorie fiber ‘die Zerfallszeit angegeben, bevor
in Abschnitt 5.3 auf die Ergebnisse der Monte—Carlo-Simulation eingegangen

wird.

5.2 Vorhersagen fiir die Zerfallszeit

Betrachtet man ein endliches System, das im thermodynamischen Limes einen
Phaseniibergang 1. Ordnung mit zwei koexistierenden Phasen zeigt, dann be-
sitzt dessen freie Energie bei festgehaltenem Ordnungsparameter (siehe Kapitel
2) in der Nahe des Phaseniibergangs 2 Minima. . Bei Abwelchung vom Pha-

enuberga,ngspunkt erd eines der Mzmma hoher hegen und metasta.on sein.
:Begmnt man mit einer Konﬁguratmn im meta,stabﬂen Zustand,. dann. wird
das System: innerhalb einer mittleren Zerfallszeit 7 in den stabilen Zustand
‘ibergehen. -Das System bendtigt zum _Ubergang vom metastabilen zum stabi-
len :Zustand -eine endliche -Zeit,_ da die dazwischenliegende freie 'En_e_rgi_ebarri_ere
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iitberwunden werden mub.

Fir die Zerfailszeit 7 gibt es theoretische Abschétzungen [37, 1, 5}, die im
wesentlichen folgende Abhéngigkeit von der Lineardimension des Systems L
und den Parametern der ({at}) Konﬁgura,tmnsenergle vorhersagen:

({a:), I (Eb({“*} L) \ (5.3)
AL kBT / Y i
wobel F; die Hohe der Energie- oder der freien Energiebarriere und 7p eine
Zeitskala ist. Die Formel (5.3) 1aBt sich an Hand folgender einfachen Be-
trachtung verstindlich machen: Fiir die Wahrscheinlichkeit Pz, dafl der me-
tastabile Zustand zerfallt, kann angenommen werden, daf sie ein Produkt ist
aus der Haufigkeit f, mit der das System pro Zeiteinheit versucht die freie
Energiebarriere zu fiberwinden und der Wahrscheinlichkeit Pg, daf8 das System
es auch schafft iiber die Barriere hinwegzukommen. Da Pg proportional zu
exp|— Eg, /(kpT')} ist, ergibt sich fiir die zu P umgekehrt proportionale Zerfalls-
e T ] 1 1 B

T~ 7Py ~ ?exp(k—B—bT). (5.4)
Fiir das vorliegende Modell mit dem Potential (5.1) soll die Zerfallszeit in
Abhingigkeit von I und den Parametern des Systems im Rahmen der klas-
sischen Nukleationstheorie, der Becker-Déring-Theorie [5, 37, 11, hergeleitet
werden. Dazu wird im folgenden zuerst ein kurzer Uberblick fiber die Theorie
gegeben, bevor die freie Energie des sogenannten krltlschen Tropfens fur den
Adha,smnsubergang der Membran berechneu WII‘d

5.2.1° Becker—'%ériﬂg“@‘heeﬁe el

In der Becker-Déring-Theorie [5, 37, 1] wird angenommen, daf bei endlicher
Temperatur die metastabile Phase mit Trépfchen der stabilen Phase durchsetzt
wird. Dabei ist in einem d-dimensionalen System die Anzahl der Trépfchen mit
dem Radius » proportional zu L? éxp(—%%). E(r) ist die Energie eines Tropf-
chens und setzt sich zusammen aus der Oberflichenenergie ~ Z - v*! mit der
Oberflichenspannung ¥ und dem Unterschied in den freien Energien der bei-
den Bulk-Phasen ~'._ Aprd, Dabei smd ¢1 und ¢ Proportionalitdtskonstanten.

Somit ergibt sich: .+ o H PR S N S
B Elr) =aX Pl e Apr® (5.8)




Wie in Abbildung 5.2 dargestellt ist, zeigt die Energie £(r} als Funktion von r
ein Maximum fiir den Radius r* = {(d — 1)X)/(dAg). Erreicht ein Tropichen
diesen kritischen Radius r*, dann ist keine zusétzliche Energie nétig, um r weiter
zu vergrofern und der metastabile Zustand wird zerfallen. Man bezeichnet
einen Tropfen mit dem Radius 7 als kritischen Tropfen und dessen Energie
ist durch E(r*) = &(d)X%/Ap®! gegeben. Im Rahmen der Nukleationstheorie

o

=)

'Al-)bildung 5.2: Energie F(r) eines Tropfchens in Abhdngigkeit vom Radius r -

stellt man sich vor, daff die Bildung eines einzelnen kritischen Tropfens, dessen
Radius r= kleiner als die Lineardimension L des Syétems ist, den Zerfall des
metastabilen Zustands bewirkt. Somit ist die Energiebarriere £, durch die
maximale Energie E(r*) gegeben, die unabhingig von L ist. Da die Haufigkeit
fiir das Auftreten eines kritischen Tropfens proportional zur Systemgrofie L¢
ist, ergibt sich in der Becker—-Déring-Theorie fir die Zerfallszeit - . -

'r : exp (i‘BT ) | (56)

‘wobei ¢ noch von den Parametern des Modells abhingen :kann.' “Am Pha-
senubergangspunkt der durch Ay = 0 gekennzeichnet ist, divergiert der Radlus
7, die Energle E(r ) und somit auch dle Zerfa,llszelt 7.
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Abschitzung der Energie des -kritischen - Tropfens - fiir .- den
Abldselibergang einer Membran 3 Co

Fiir eine Membran in d = (2 4+ 1) Dimensionen, die sich im metastabilen ge-
bundenen Zustand des Systems mit dem Potential (5.1)befindet, gibt es auch
Trépichen, die von dem gebundenen in den ungebundenen Zustand reichen

(Abb. 5.3).

1

FLD | _. .. x U

\ AP ¢y
U ; C a F u
i : . .

Im i _ Im i)

Abbildung 3.3: Freie Energie F(I, L) bei festgehaltenem Ordnungsparameter fiir ein
System der Lineardimension L; Tropfenbildung im metastabilen gebundenen Zustand

Im folgenden soll die freie Energie eines Tropfchens in Anlehnung an die
Arbett [69] mit dem Durchmesser L) bestimmt werden, um daraus analog zur
Becker- Déring-Theoric ‘den kritischen Radius und dle Anregungsenergie £
zu bestimmen. Die freie Energie setzt sich wieder zusammen aus einem Bei-
trag, der den freien Energieunterschied zwischen den beiden Phasen fiir das
Tropfchen beriicksichtigt und der Oberflichenenergie des Tropfens. Bei der
Berechnung der freien Energie der beiden Phasen wird. fir die Entropie das
Fluktuations—Potential verwendet, das fir eine Membran, wie in Abschnitt 1.3
hergeleitet, durch Vi~ 1/(&€ L) gegeben ist. Da im gebundenen Zustand die
Bedingung {1 ~ \/% gilt und fiir den ungebundenen Zustand &, '~ L ist, er-
gibt sich fiir ein 1 "\/Iembra,nsegment mit dem Durchmesser L| ! in der ge’oundenen

Phase die frele Energle :

. kBHTZK - 4u fﬁf _

 und fn-der ungebundenen Phase -




Als Oberflichenenergie wird die in Abschnitt 4.1 berechnete freie Energie F7 =
f1Lyj der Insel fiir das Doppelmulden-Potential verwendet (4.5). Somit folgt in
dieser Naherung fir die freie Energie Fr eines Tropfens im Potential (5.1):

e Ap .

~ 4 2
T = T T BT

=L+ (5.9)
it Af -t cqu
kT 4w At (5.10)
Der kritische Radius ergibt sich zu Ljj = —f1/ (ZA f) und die Energiebarriere
ist gegeben durch Ky, = E(L) = ~f#/(2Af) + ¢,. Fiir Af = 0 divergiert der
kritische Radius gegen unendlich. Dies entspricht dem Phaseniibergangspunkt
t,. Da die Bedingung A f = 0 die Gleichung (22— t2)t, — (c;u?)/x = 0 ergibt, ist
der Wert t = t, am Phaseniibergangspunkts grofer als 0. Das bedeutet, dab
der Wert von V{{) am Phaseniibergang negativ ist, wie z. B. in Abbildung (5.1)
dargestellt ist. Interessiert man sich fir die Divergenz von E; in der Nahe von
t,, dann mu Af(t) = Af(t,) + d(Af)/Ot|:,(t — 1) + - - - untersucht werden.
Da die beiden Bedingungen Af({,) = 0 und -0(Af)/0t};, > 0 gelten, wird in
der Néhe von ?, die Abhéngigkeit By ~ (f, —)™" giiltig sein.

FaBt man die Ergebnisse der Betrachtung nochmals zusammen, dann er-
wartet man, dab in der Nihe des Phaseniibergangs fiir die Zerfallszeit die Re-
lationen 7.~ L72 und In(7) ~ (¢, — t)7" gelten, wobei der Wert _d__es_f_f?ha;

ser_liiberg;ngspun_kt__s i, gréﬁer als foist. .. -

5.3 [Ergebnisse der Monte—Carlo—Simulation

Um einen Adhésionsiibergang 1.-Ordnung fiir eine Membran im Potential (5.1}
untersuchen zu konnen, wurde. zuerst fiir die. Membran im symmetrischen
Doppelmulden—Potential mit Hilfe der 4. und 2. Kumulante £, bestimmt. Fir
die Parameter u = 1 und & = 0.32 ergab sich ¢, = (2.335+0.01). Es wurde hier-
bei das Programm von Abscnmtt 4.2 verwendet. Zur Monbe—ba,no—oimulation
der Adhésionsiiberginge wird in demselben Programm das Doppelmulden-
Potential durch das Potential (5.1) ersetzt. Die wesentliche GroBe, “die bei

der Monte-Carlo-Simulation gemessen wird, ist die Zerfallszeit 7 des metasta-

“bilen Zustands, die in folgender Weise bestimmt {fvi_rd. Jede Simulation wird -
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mit der Anfangskonfiguration {(z,y) = i fir alle (z,y) begonnen, wobei [,
die Lage des Minimums des Potentials ist (Abb. 5.1). Innerhalb einer Zeit von
7 < 102 Monte-Carlo-Schritten relaxiert . fiir die Membran im metastabi-
len Zustand. Nach weiteren 10° - 10® Monte—Carlo-Schritten iiberschreitet die
mittlere Lage [ der Membran, die fiir ein System mit N Gitterpunkten defi-
niert ist durch [ = 3, ;/N, die Potentialbarriere bei [,.. (Abb. 5.1} und die
Membran geht in den ungebundenen Zustand iber. Als 7 wird die Zeit be-
zeichnet, die vom Anfang der Simulation bis zum Uberschreiten von I, (Abb.
5.4) benotigt wird. Da bei der Simulation die Bedingung 7r << 7 erfiillt ist,
kann 7 als Zerfallszeit verwendet werden. Gemessen wird 7 in Abhingigkeit
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Abbildung 5.4: Inverses der mittleren Lage der Membran als Funktion der Zeit £

von t fiir die Parameter u = 1, o = 2.6, £ = 0.32 und fir die Lineard:-
mensionen n, = 3,4,6,10, 30,50 des Untergitters, die den Gesamigittergréfien
L* =/5n, = 45,80,180,500, 4500, 12500 entsprechen. Dabei handelt es sich
bei 7 um einen Mittelwert iiber 20 Messungen. Im folgenden soll die Zerfallszeit

7 zuerst als Funktion von I und dann als Funkiion von ¢. diskutiert werden. ..

© Aus den Vorhersagen der kla,ssis.chen Nukleationstheoﬁé wiirde man erwar-
ten, daB die Relation 7'~ L2 gdt Betrachtet man Jedoch die beiden Abbildun-
gen 5.5, in denen In(7) bzw. In(7 LZ) als Funktion von In{L) wiedergegeben ist,
dann sieht man, daB diese Abhingigkeit nicht fiir den ganzen Parameterberemh
von ¢ und:L beobachtet werden kann ' :

So nimmt fur kleine L und grofe t die Zerfallszeit 7 mit anwachsendem Z
zu. Das riihrt daher, da$ in diesen Féllen der Radius des kritischen Tropfchens |
groBer als die Systemgroﬁe 1st und somlt T umgekehrt proportiona,} der Wahr—
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n(L) ‘ In(L)

Abbildung 5.5: Die Zerfallszeit 7 und die normierte Zerfallszeit = L? in Abhingigkeit
von der Lineardimension L fiir verschiedene Parameter ¢; Vergle;chsgerade g mit der
Steigung —2 ' :

scheinlichkeit ist, daff das gesamte Membranstiick den Energiewall AE = f*L?
tiberwindet, wobei f* eine Energiedichte ist. In diesem Fall sollte 7 ~ exp(f*L?)
gelten.

Fiir groBe L und kleine ¢ fallt 7 schwicher als mit L~ ab. Dies kann
in der Weise verstanden werden, dafl zum Zerfall in diesem Bereich nicht nur
ein Nukleationstropfen sondern sehr viele beitragen [85] und man somit nicht
mehr im Giiltigkeitsbereich der Nukleationstheorie ist. Diese Annahme wird
durch typische Momenta,ufnahmen ‘der Membran beim- Zerfall bestatigt. Fiir
die Parameter ¢ = 0.95 und n, = 50 beobach‘tet man, wie in Abbildung 5.7
dargestellt ist, zumeist einen Nukleationstropfen, der den Zerfall des metasta-
bilen Zustands verursacht. Hingegen treten bei ¢ = 2.7 und n, = 50 ‘mehrere
Nukleationstropfen auf, die dann miteinander verschmelzen (Abb. 5.8). Die
erwartete Proportionalitdt von 7 zu. L2 ‘148t sich somit nur fiir grofe t und
mittlere L ‘beobachten, wie. an Hand der gemessenen Zerfallszelten fur t= 2 9
und 2.95 m Abbildung 5.5. gesehen Werden kann ' ' s

_ Betrachtet man die Zerfallszeit 7 als Funktion von ¢, dann besagt die Nu-
_ -kleatmnstheone da,ﬁ in. der Nahe des Phasenuberga.ngspunkts t dle Rela,tion

Bk I_n(f,_%)_( pf_— t) +K (5 11)
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Abbildung 5.6: . Zerfallszeit- a:is _-E_‘_unkti_on_ de_s_ Pa._rameters 1

gilt, wobei K = f3/(20F/8t|,, knT) und ¢ = c exp[c;/(ksT)] ist. In Abbildung
5.6 sind die Ergebnisse.__&.el_‘_'_.MQ_Ilté.—_Caﬂb-—S_imul_ation fiir 1 /In(7) als Funktion
von t fiir die GittergroBen L2 = 180,500, 4500, 12500 dargestelit. Man sieht,
dafl in der Nihe des Phé,seniiberga,ngs -die Mefiwerte auf einer Geraden liegen,
die die Achse bei t, = 3. 23+ 0.02 schneiden. Dle Kurven zu den Systemgrofien
L? = 45 und 80 wurden nicht betrachtet, da in dlesen Féllen fiir t = 2.8 und 2.95
der Durchmesser des kritischen .T_r_opf_eps___yon der GréBenordnung oder gréfer
als die Systemgréfie ist und somit die Asymptotik fiir ¢ nach t, nicht beobachtet
werden kann. AuBerdem ist fiir L2 =45 und 80 die GroBe In{c'/ L?) so groB, daB
das asymptotische Verhalten 1/In{7) ~ (i, — ) noch nicht abgelesen werden

kann.

Die Simulationen ergeben somit, da8 in der N&he von £, die fiir die Nuklea-

g _ A1 ALl sl Lol wmnd Ay rot arn e o N
l:J.O.U. Lﬂdldﬂbcilbblbbllc .u—nuuaug,igncu LUl lillbtlUlC u_ybtcuigluﬁcu bcubabhte

werden kann. Auflerdem erhilt man nahe bei ¢, im Fall grofler L, daf fiir

_ die Zerfallszeit die Abhingigkeit 7~ exp[K/(t, — 1)] gilt. Diese Ergebnisse

weisen auf die Existenz eines Phaseniibergangs 1. Ordnung fiir eine Membran
in einem kurzreichweitigen Potential hin, dessen Phaseniibergangspunkt bei . -




t =1, = 3.32 4 0.02 relativ zu tg = 2.6 zu groferen ¢ hin verschoben ist.

Abbildung 5.7: Wachstum eines Nukleationstropfen 'fﬁr;i_:. 2.95, v =1, x = 0.32,

75 == 50.zu-3 unterschiedlichen -Zeiten. (#; <ty < t3)_

96




‘Wachstum mehrere Nﬁklea,ti_oﬁstropfen_-_fﬁ_r t = 2.7, 'u_': 1, és; = 0.32,

50.2u°3 unterschiedlichen: Zeiten (t1 < t2 <'3)

Abbildung 5.8

s
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In den Kapiteln -3,"4 und 5 Wurdén drel verschiédene;Mo&e_lle .'auf "e.inén ‘Pha-
seniibergang 1. Ordnung hin untersucht. Die Ergebnisse der Betrachtungen

werden im folgenden da.rgesteﬂt und diskutiert.

In Kapitel 3 Wurde ein- Grenzﬂachenmodell m1t einer abstandsabhidngigen
Oberflichenspannung betrachtet “Dieses Modell- stellt eine Erweiterung eines
effektiven Grenzﬂachenmodells dar, das aus dem. Ising-Modell im halbunend-
lichen Raum abgeleitet Wurde das jedoch bel einem Phaseniibergang Diskre-
panzen zum Ising-Modell aufweist. ‘Mit Hilfe des erweiterten Modells, das auf
Grund einer Renorm1erungsgruppen—Vorhersa,ge einen Phaseniibergang schwa-
cher 1. Ordnung zeigen soll, hofft man diese. Abwelchung in den Resultaten
zu verstehen. In Kap;te_l_:i}.w_l__rd nun_em_ symmetrisches Modell simuliert, das
durch einen Abstand :_D.: zwejer-Winde, 'ii_m_erhalb derer die Grenzfliche emge-
schlossen ist, gekennzeichnet ist. Im Grenzwert D=oo geht dieses Modell in
das erweiterte Grenzfidchenmodell @iber. An Hand der Ergebnisse einer Monte-
Carlo-Simulation fiir D = 18 sieht man, daf fiir diesen speziellen Abstand ein

Phaseniibergang 1. Ordnung stattfindet.

Da D = 18 im Vergleich zu den auftretenden Lingen des Modells grof
~ ist (siehe Abb. 3.6), laBt sich vermuten, daf auch fiir grofiere Abstinde D
die Potentialbarrieren zwischen den koexistierenden Phasen mit zunehmen-

der SystemgroBe anwachsen und sich nur der Parameterwert a, am Pha-




seniibergangspunkt zu kleineren Werten von ¢ hin verschiebt. Somit kénnte
man fiir den gewihlten Parametersatz einen unstetigen Phaseniibergang fiir
dieses Grenzflichenmodell mit abstandsabhingiger  Oberflichenspannung im

Grenzwert [} = oo beobachten.

Um jedoch zu entscheiden, ob dieser Phaseniibergang 1. Ordnung des
erweiterten Grenzflachenmodells den Phasenfibergang beim Ising- -Modell b
schreibt, miissen noch weitere Untersuchungen durchgefiihrt werden. Zum
Beispiel kénnte man das erweiterte ulenzlla.cnenmoéeu flir Parameter simu-
lieren, die den relevanten Ising-Modell-Parametern entsprechen, obgleich die
vorhergesagten grofen Korrelationslingen der Grenzflichenfluktuationen den
Nachweis eines Phaseniibergangs 1. Ordnung erschweren werden. Auflerdem
miiBten noch weitere Simulationen zum Ising-Modell durchgefithrt werden, um
einen Vergleich zu ermdglichen. ~Aber auch hier wird die Tatsache, dafi der
Phaseniibergang schwach 1. Ordnung ist, zur Folge haben, daf bei den Simula-
tionen grofie Systeme bendtigt werden, um die Ordnung des Pha.senubergangs

zu bestimmen.

In Kapitel 4 wurde das Phasendiagramm einer Membran im Doppel-
mulden-Potential untersucht. Die Resultate der Monte-Carlo-Simulation zei-
gen die Phaseniiberginge 1. Ordnung, die man auf Grund eines Landau~Peierls—
Argument erwartet hat. ‘Auflerdem konnte fir den kritischen Punkt, dem End-
punkt der Koexistenzlinie, gezeigt werden, dafl die Zugehérigen Exponenten im
Rahmen der ‘MeBgenauigkeit der Simulation mit den Exponenten des Ising-
Fixpunktes in 2 Dimensionen iibereinstimmen. Folglich ergeben sich fiir eine
Grenzfliche und eine Membran im Doppelmulden-Potential nicht nur dhnliche
Phasendiagramme, sondern auch die gleichen Exponenten am kritischen Punkt.
Dies ist auf dem Hmtergrund versta,ndhch daf bei beiden Systemen dle Symme-
trie durch Inselanregungen, deren Limenspannung am Knmschen Pum:‘i; gegen

Null strebt, gebrochen wird.

An Hand der Ergebnisse aus der Simulation kénnte man vermuten, daf} bei
der Diskretisierung des Laplace-Operators Gradiententerme entstanden sind,
die diese Exponenten verursacht haben. Dies ist jedoch auszuschlieBen, da
diesselbe Diskretisierung auch fiir Adhisionsiiberginge verwendet wurde und

man dort ‘das fiir Membranen erwartete Skalenverhalten beobachten konnte.
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Mit Hilfe einer e-Entwicklung um die obere kritische Dimension d. = 8
wurde versucht, die Resultate der Monte—Carlo-Simulation zu stiitzen (siehe
Anhang B). Es zeigt sich jedoch, daB der Fixpunkt, der durch die e-Entwicklung
erhalten wird, nicht mit dem Fixpunkt aus der Simulation @ibereinstimmt. Dies
kann sicherlich darauf zuriickgefiihrt werden, dafl die obere kritische Dimension
d, = 8 weit von der Dimension d — 2 entfernt ist. Von Interesse wire somit
noch ein weiteres analytisches Verfahren, mit dessen Hilfe genauere Aussagen
iiber den hier untersuchten kritischen Punkt _é;z_iel_t werden kdnnen, als dies bei

der e-Entwicklung der Fall ist.

In Kapitel 5 wurde der Fragestellung nachgegangen, ob es fiir eine Membran
in einem kurzreichweitigen Adh#sionspotential mit einer Energiebarriere einen
Phaseniibergang 1. Ordnung gibt. Fiir das vorliegende Modell wurden Zer-
fallszeiten des metastabilen Zustands mit Hilfe einer Monte~Carlo-Simulation
bestimmt. Die Resultate konnten auf dem Hirntergrund der Becker-Doring—
Theorie, einer Nukleationstheorie fiir Phasenfibergénge 1. Ordnung, verstanden
werden und sie gaben Anlafl zu der Annahme, dafl es sich bei diesem Adhési-
onsiibergang um einen Phaseniibergang 1. Ordnung handelt.

Das bei der Simulation verwendete Potential wiachst fiir groBen negativen
Abstand mit einer Potenz I* an, enthalt jedoch keine Wand, die das gegen-
seitige Durchdringen von Membranen verhindert. Wie jedoch die heuristischen
Abschatzungen der freien Energie fiir eine Membran zeigen, sollte fiir ein Modell
mit einer Wand weiterhin ein Phaseniibergdnge 1. Ordnung :mé')glich-sein.-"

Von zusitzlichem Interesse ‘wire })ei diesen .Phasenﬁberg&ngen 1. Ord-
nung eine genaue Untersuchung des Zerfalls von metastabilen Zusténden.
Zum Belsplel 1Bt sich die Abhingigkeit des Krltlscheu Nukleationstropfen-
radius von den Parametern des Modells. mit Hilfe von Simulationen bestim-
men. Solche Betrachtungen kdnnten nicht nur fir eine Membran sondern auch
fiir eine Grenzfliche von Bedeutung sein, da die bisher beobachteten Benet-
zungsiibergénge in d = (2 4 1) Dimensionen alle von 1..Ordnung sind. - s
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Anhang A

Spektrum der
berflachenanregungen einer
enetzungsschicht

A.1 - Einleitung

Tn diesem Kapitel wird eine fluide Schicht der Dicke [ betrachtet, die etne Wand
benetzt und in Kontakt mit einem Gas oder einer Flissigkeit steht (Abb.
A.1). Bei endlicher -'T_em_p_eratur wird die Grenzfliche zwischen ‘den ‘beiden

z4

Fluid 2

Abblldung A L: Benetzung emes Festkorpers durch Flmd 1

ﬂulden Substanzen um den N ittelwert l ﬁuktuleren. Um das Spektrum die-
ser Oberﬂa,chenanregungen zu bestlmmen. kann naherungswelse a.ngenommen




werden, daff die fiuiden Substanzen inkompressibel sind. Die hydrodynamische
Gleichungen, mit denen das System beschrieben werden soli, werden in linearer
Niherung in der Geschwindigkeit ¥ geldst. Somit reicht es zur Charakterisie-
rung der Grenzflichenanregungen aus, eine einzelne Fourierkomponente einer
ebenen Welle, die sich in der Grenzfliche z. B. in z-Richtung ausbreitet, zu be-
trachten. Das Geschwindigkeitsfeld einer solchen Welle mit dem Wellenvektor
g ist gegeben durch:

{ad
Ug:\Z} ] ' ’ :
(z,z) = ( 0 exp(igz —v't) mit vy =iw +ea, . (Al)
vz(z) | .

wobei w' die Frequenz und o der Dampfungskoeﬂizlent 1st Zusatzhch Werden
%, und ¥, eine Funktion von z sein, um das Eindringen der Oberflichenanre-

gungen in die beiden angrenzenden fluiden Substanzen zu beschreiben.

Das Spektrum der Oberflichenanregungen, d. h. 4" als Funktion von ¢,
sollte im wesentlichen durch die relevanten Léngen des Systems bestimmt wer-
den. Fir die hier betrachtete Grenzfliche existieren zwei fiir die Benetzung
charakteristischen Lingen: die Dicke [ der Benetzungsschicht und die Korrela-
tionslinge &) der Oberflichenfluktuationen, die im folgenden immer mit ' und
¢' bezeichnet werden. ‘AuBerdem tritt noch eine intrinsische Linge I; auf, die
das Verhiltnis von den Reibungs— zu den Trigheitskriften in der fluiden Sub-
stanz charakterisiert. Die Bedeutung der Lange /; und ihre Abhéngigkeit von

den Parametern der Substanz wird bei der Diskussion der Ergebnisse erdrtert.

Die linearen Naherungen in der hydrodynamischen -Gleichung kénnen
fiir kleine Geschwindigkeitsamplituden und Auslenkungen an der Grenzfliche
durchgefiihrt werden. Somit sollte 31ch das in ‘dieser Nanerung betrach-
tete Spektrum fiir Benetzungspotentiale,: die- schwacher abfallen als das in
der Einfiihrung hergeleitete ‘Fluktuationspotential, .._beob@chten lassen. Fir
Grenzflichen in d = (2 —I—l) .'-D_i_me_nsio_ne_n :s:ind d_a's_."PQtentiaie, die mit einer
Potenz gegen Null stre’oen;':‘ 'In diesem Fall ist 'einé Beschreibung des Systems
urch eine Molekularfeld—Naherung allsrelchend [57] und die beiden Langen

ELALEE vy = 115

D_.

5 sind deﬁmert uber d1e Rela;tlonen -
OV(:)j0ly =0 wad € BEVEOA, (A

wobei es sich bei £ um die Oberﬂ_achens_pannung und bei V(2z) um das effektive
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Potential handelt, die die Konfigurationsenergie (1.2) der Grenzfliche bestim-
men. - et . L o

Im folgenden Abschnitt wird zuerst ein Uberblick iiber die Ergebnisse gege-
ben, die bisher fiir das Spektrum der Oberflichenwellen bekannt sind. Ansch-
lieBend wird das Oberflichenspektrum von einer Flissigkeit in Kontakt fnit
einem (as systematisch in Abha}uglgkwt ven den drei relevanten Langen dis-
kutiert. Hierzu wird zuerst das Modell vorgestellt, m1t dessen Hilfe die An-
regungen an der Grenzfliche beschrieben werden, um anschlieBend die mégli-
chen Moden zu betrachten. Abweichungen des Spektrums, die daher rithren,
daf sich die Flissigkeit nicht mehr in Kontakt mit einem Gas sondern mit
einer Fliissigkeit vergleichbarer Dichte befindet, werden im letzten Abschnitt
betrachtet. AuBerdem werden weitere Losungen der Dispersionsrelation fiir
die Fliissigkeits-Gas-Grenzfliche erwihnt, die fir den Grenzwert I — oo in

transversale Wellen im Volumen dbergehen.

A.2 Bisherige Ergebnisse

Das Spektrum von Oberflichenwellen wurde bereits fiir viele Systeme be-
stimmt. Zum Beispiel wurden Moden fiir Grenzflichen von einfachen Flissig-
keiten [54, 49, 71, 45, 87], anisotropen Flissigkeiten [51], Polymerldsungen [38],
Grenzflichen, die mit einer Schicht von Lipiden bedeckt sind, [51} und fiir
Doppelschichtmembranen [49, 83, 50] berechnet. In diesem Abschnitt wird
nun ein Uberblick iiber die bisher bekannten Moden von einfachen Fliissigkei-
ten gegeben, die dann im ndchsten Abschnitt in‘'das gesamte Spektrum der
Oberfidchenwellen eingeordnet werden.

B '.Fﬁr den Fall, daB die Dicke des BenétZungsﬁ‘ms und die Korrelationslange
so grof sind, dafl diese beiden Gréfen das Spektrum nicht beeinflussen, wurde.
die Dispersionsrelation in drei unterschiedlichen Fillen ge}ost Das erste Re-
sultat stammt von Levich [54] und. behandelt Flissigkeits-Gas-Grenzflichen
unter dem EinfluB der Gravitation. Dabei wird. die Viskositét und Dichte des
(Gases vernachldssigt, da sie relativ zur Dichte und V1skoszta, der Fluss1gkeit
klein sind. In -Abh_@nglgke_zt von der intrinsischen L_a.ng_e__ '

3_.

LN EP )
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lassen sich fiir die Moden zwei verschiedene Bereiche unterscheiden. Fiir den
Fall, dafl die Tragheitskrifte fiir das Verhalten der Flissigkeit wichtig sind,
dies entspricht der Bedingung ¢ > 1/I;, erhalt Levich eine propagierende Mode.
Bestimmen jedoch fiir ¢ < 1/I; die Reibungskrifte das Relaxationsverhalten der
Oberfidchenanregungen, dann ergeben sich zwei tiberddmpite Moden. Wird die
Viskositat der Flissigkeit mit # und die Dichte mit p bezeichnet und ist die
Grenzﬂéchenspannung durch X gegeben, dann ist die Dispersationrelation der
Frequenz w’ und des Dampfungskoeiﬁmenten a fur die propaglerende Mode

gegeben durch

S i E I ] 1/2 ’ '.r 2 i R . .
o z(—qwgq) NV
P p SN
und fiir die zwei geddmpften Moden durch:
’ N : p{E .,
o; = 0.91 —¢ Qg RE —— (—q o+ g) . A5

Eine anderes System wurde von L. Kramer [49] betrachtet. Er untersuchte
eine Fliissigkeits—Fliissigkeits—Grenzfidche von Flissigkeiten gleicher Viskositét
7 und Dichte p und erhielt fir ¢ < 1/I; die propagierende Mode . -

SR E Yo P UEE R
Cw R (—g3-) o g7 - (A.6)

2¢ 2v2p°

und fiir ¢ > 1/1; die beiden iiberddmpften Moden
o, B Eg Oy R . L (AT
P) : o

- Das allgemeinste Modell zweier Fliissigkeiten mit unterschiedlicher Visko-
sitdt und Dichte wurde von Meunier [71] unter Beriicksichtigung der Gravitation

betrachtet und ergab unter.der Voraussetzung g<l1 / l; die Frequenz o

o g’3(:+("2 £1)9/g )(1 1,”1) —1/4\ . (AS)

WObel u gegeben 1st durch _"‘

(Eq + (p2 — pl)g)(pz-!rm). - |
CAm+m)ie® (A.9)
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und die Funktion f von der Ordnung 1 ist. Aus (A.9) 148t sich fiir die Bedingung
p1 = 0 die Frequenz (A.4) und fiir p; = py die Frequenz (A.6) herleiten. Zu-
sammenfassend kann somit fiir das Spektrum von Benetzungsschichten grofler
Dicke mit einer grofien Korrelationslidnge gesagt Werden daB. fiir g < 1/1; eine
propagierende Mode existiert, fiir die gilt w ~ ¢*/? und o ~ g, und daB fiir
g > 1/I; zwei iiberdampfte Moden mit den Dispersionsrelationen o) ~ ¢ und

o ~ ¢? zu beobachten sind.

Untersucht man eine Benetzungsschichi mit geringer Dicke !, dann wird
sich das Spektrum indern, da die Wand die Oberflichenwellen daran hindert,
sich frei in der Benetzungsschicht auszubreiten. __Der EinfluB endlicher Schicht-
dicken auf das Spektrum wurde bel diinnen Filmen [88], wie zum Beispiel Sei-
fenfilmen, ausfiihrlich untersucht. Es gibt jedoch auch Ergebnisse zu diinnen
Benetzungsschichten von Jain und Ruckstein [45] sowie Voeght und Joos [87].
Im wesentlichen zeigen diese zwel Artikel, daf} fiir den Fall ¢ > 1 die bekannte
propagierende Mode und die zwei fiberdampften Moden existieren und dafl nur
fir 'l < 1 die endliche Schichtdicke die Gestalt des Spektrums beeinflufit.
Als neues Resultat erhalten sie fiir ¢ < 1 eine {iberdémpfte Mode mit einem
Dampfungskoeffizienten o ~ ¢'*. Grenzt die Benetzungsschicht bei I' an ein
Gas, dann ist die Dampfungskonstante gegeben durch [87]:

, Xt

~ - Al
& 3pq | | (A.10)

Um die Stabilitdt von Benetzungsschichten abzuschétzen, die sich in einem
metastabilen Zustand beﬁnden,"ha,ben Jain und Ruckstein [45] sowie Safran und
Klein [80] eine Kraftdichte @ in ihren Rechnungen berucksmhtlgt Diese Kraft-
dichte wirkt an der Grenzﬂa.che und ist eine Funktion der Auslenkung h, von
einem Grenzflachenpunkt- r_e_latl_v zul. _Dle.Berucks_lcht_igung einer Kra,ftcncnte
verandert die Déimpfupg_sl__{onst_anten_gl_ér_:ﬁbc;fdéimpftgn Moden in folgender Art

und Weise:

! ' 8@ '21"3

o ) ¢l <1 (A.11)
! ' 8.\ 1

i 22+'—)+’ ¢l >1 (A.12)




Somit sind alle Moden fiir kleine 1/¢ bekannt und zum Teil wurde auch
die Verinderung des Spektrums durch den EinfluB der Gravitation oder eines
Potentials mitberiicksichtigt. Der Zweck des folgenden Abschnitts ist es, den
Einfluff der Gravition und des Potentials auf das Spektrum. systematisch zu
studieren. Dies entspricht im wesentlichen der Diskussion des Spekirums in
Abhingigkeit von drei Langen: “der Korrelationsldnge, der Schichtdicke und

der intrinsischen Lénge.
A.3 Oberflichenmoden an einer Fliissigkeits—
- Gas—Grenzfiiche o | |

A.3.1 Modell

In diesem Abschnitt sollen die Moden von Oberflichenanregungen an einer
Flissigkeits—Gas-Grenzfliche hergeleitet werden, wobei die Flissigkeit. eine
Wand benetzt (Abb. A.2). ) ' :

Gas (n =0, p =0)

o

Fliissigkeit (n, p

Festkorper

X

Abbildung A.2: Geometrie der Benetzungsschicht

Die Viskositit und Dichte des Gases werden vernaéhliissigt, da sie im Ver-
gleich zu der Viskositdt und der Dichte der Fliissigkeit sehr klein sind. So-
mit besteht die Bestimmung der Oberflichenmoden in der Losung der Navier—
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Stokes-Gleichung fiir eine Fliissigkeitsschicht der Dicke I' mit entsprechenden
Randbedingungen. Ist p die Dichte und # die Viskositdt der Fliissigkeit und
beriicksichtigt p die Druckénderungen in der Flissigkeit, dann schreibt sich die
in der Geschwindigkeit linearisierte Navier-Stokes-Gleichung als:

87 R -
P57 = —Vp + n\v. {A.13)
Fiir die Flissigkeit wird angenommen, daf} sie inkompressibel ist und an der
Festkérperoberfliche bei z = § haftet. Somit sind nur diejenigen Ldsungen der

Navier-Stokes—Gleichung gesucht, die die Bedingungen
Vi =0 inder Flissigkeit (A.14)

und #(0) =0 an der Festkérperoberfliche (A.15)

erfilllen. Betrachtet man Moden, die sich in z—Richtung ausbreiten, kann gemaf
der Einleitung folgender Ansatz fiir die z-Komponente der Geschwindigkeit

gewahlt werden: -
v, =1, exp(iq'z — *ft) mit ¥ =i 4o (A.16)

Als Losung der Differentialgleichung (A.13) erkélt man unter Beriicksichtigung
der Nebenbedingungen fiir die Geschwindigkeitsamplitude 3,(z) 87):

.(2) = @ (cosh[ _(q'zflﬁe)zj{f—_._@shiqlz]) :

gt It
’YP noo. '
+a smh A —sinh[g z] | . (A.1T
2 \ ﬂ)]'- g [q ] (ALT)

Im folgenden ist die Wurzel von (¢ ——.('y’ p}/n) immer in der Weise definiert,
daff der Realteil positiv ist. Die z—Komponente der Geschwindigkeit v, er-
gibt sich mit Hilfe der Inkompressibilititsbedingung aus def'z—Komponente
der Geschwindigkeit v, durch v, = 2/ g 0,v,. Um die Dispersionsrelation fiir
die Moden :herzuleiten ‘muB beriicksichtigt werden, daB an der 'Grenzﬂéiche
F 1u331gke1t—Gas ein Kraftegleichgewicht herrschen muB. Dles fuhrt zZu Welteren '
N ebenbedmgungen an d1e Geschwmd1gke1tsamphtude R

L emy
Lol =0 --.-_-'-."‘T‘.I’?_-:-’..'-?'-—"ff._hq'-’

.. ' .(.:A.IS)
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wobei Lt BT el
T = n{dw; — Ojwi) — Péeg o (Ad9)
die Komponenten des Fluss1gke1ts Spannungstensors sind und es sich bei Hy
um die Energie pro Oberflachenmode handelt. Ist die Konﬁgurationsenergle
der Grenzfliche als Funktion von h, der Auslenkung der Grenzfliche aus der

Gleichgewichtslage [, in Gau“scher Niherung durch
H= f &'z [ (VRR+€-)] . (A20)

gegeben, dann folgt fiir die Energie pro Cberflichenmode

X "
Hy = 2(@2 +E gl (A21)
Beriicksichtigt man, dafl die Ableitung der Auslenkung %, nach der Zeit gleich
der Geschwindigkeit an der Grenzfliche ist und somit fir die Fourierkompo-
renten die Relation Ay = —v, /4" giit, dann lassen sich die Grenzbedingungen
(A.18) auswerten und fithren auf eine implizite Darstellung der Dispersionsrela-
tion. Diese Gleichung 138t sich in geeigneter Weise mit dimensionslosen Gréflen
schreiben, die mit Hilfe der intrinsischen Linge §; = n2 / (Ep) in folgender Weise
definiert sind: : : ST .
U o ST I ' :
r7 ) P !
Verwendet man noch die Bezeichnung y = /¢ — 7, dann hat die implizite
Gleichung fﬁr die Dispersionsreiation die__folgende Gestalt:

2 2
6(6" + o) tanhiyl) —y tanh(ol) = ~—LATLY ) (A.23)

+y(_(y_+_-q V' +4gY) - (old’ +-y) +_4_g_'“”(q_"’+-y2)2 .+_‘4q‘°’_92_)_‘ﬂaﬂ}%(ﬁ_)_té{l_h(yf)-:

A 3. 2 Speﬁ: TUIL cEer wi’enzﬁac%enmadeﬂ

Die- Losungen 4 = 'y(g,i &) der impliziten Daspersmnsrelatmn wurden zum
Teil tber eme.Storungstheome_ nach g bzw. 1 /g oder numerisch mit Hilfe des
Newton-Verfahrens ermittelt. Es hat sich gezeigt, dal aufler den drei skalierten
Weﬂenvektoren 1 / I 1 /§ und gs := 1 noch die beiden Wellenvektoren .'

Q1 —\/_fl 5/2 und qa —2 1/36’2/3 o o (A29)
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fiir die Modenwechsel von Bedeutung sind. Fiir die sechs mdglichen Verhéltnisse
von 1/, 1/1 und ¢z = 1 sind die Resultate in Tabelle A.1 in dimensionslosen
Gréflen dargestellt. Die Moden sind fiir anwachsendes ¢ nacheinander aufgeli-
stet und die Modenwechsel bei gy, g2, 1/, 1/¢ und g3 angezeigt. Fiir die Falle
2 und 3 treten die gleichen Moden auf, unabhéngig von der Lage von 1/£ und
1/1 relativ zu 1. Dies gilt in gleicher Weise auch fiir die Félle 4 und 5. Im Fall
6 existieren in Abhingigkeit von der Lage von ¢y zwei unterschiedliche Folgen
fitr die Moden. In den Abbildungen A.3 und A.4 sind dieselben Moden in ei-
nem 1/ l—q—Dia.gramm dargestellt fiir den Fall, daB £ einen festen Wert hat und
entweder grofler (Abb. A.3) oder kleiner (Abb. A.4) als eins ist.

Zum Uberblick kann das Spektrum der Moden entlang der g—Achse in drei
Bereiche eingeteilt werden. Definiert man gg als g4 := fnin(ql,i /1) und ¢, als
¢, = max{gs,gs = 1), dann entnimmt man Tabelle A.1 folgende Gliederung.
Fiir ¢ < ¢4 existieren Moden, die auf Grund kleiner Benetzungsschichtdicken
tiberdampft sind, zwischen ¢4 und ¢, kénnen propagierende Wellen beobachtet
werden und wenn ¢ > ¢,, dann findet man wiederum iiberdémpite Moden, die -
diesmal durch die groBe Viskositat der Fliissigkeit geddmpft sind. In welcher
‘Weise ¢4 und g, von den Lingen [ und ¢ abhingen, a8t sich mit Hilfe einiger
einfacher Argumente herleiten und soll deshalb hier kurz erlautert werden.

‘Der skalierte Wellenvektor g; wird durch die Forderung festgelegt, daf} fiir

g = ¢4 die Eindringtiefe der Oberflichenwelle von der Grofienordnung der Dicke
der Benetzungsschicht ! ist. Wie an Hand der Geschwindigkeit der Welle abgele-
sen werden kann (A.17), entspricht die Eindringtiefe dem Minimum von 1/¢ und
1/R[y] = 1/RIv/¢% — 71, wobei R der Realteil der jeweiligen Gréfen ist. Wenn
somit die Eindringtiefe 1/q ist, dann ist g4 gleich dem Inversen der Benetzungs-
schichtdicke 1/{. Fir den Fall, da die Eindringtiefe durch 1 /R[y] gegeben ist,
fithrt die Definition von gg auf R[y][ = 1. Da die Bedingung ¢ < R[vq% — 7]
~erfallt ist und fiir ¢ < ¢z der Démpfungskoetlizient der tiberdimpften Welle
“durch o = I3/(3¢2) ¢% gegeben ist, folgt die Bedingung R[y]l =~ v/al =~ 1 und
somit ist in diesem Fall ¢ = ¢; :I\/?_)(f [75/2, Dieses Resultat wurde auch durch
Losung der Gleichung (A.24) fiir verschiedene [ und ¢ init'Hilfe._des-?{ewtonj

Verfahrens bestdtigt. = -

" Der Wellenvektor ¢, hingegen .kénn_zeighnet die Lingenskala, auf der dic Be-
deutung der Tragheit fur die Dynamik der Flissigkeit von derseiben Gréfenord-

.1:09.
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Tabelle A.1: Spektrum einer Flusszgkelts—ua,s—Grenzﬁache fiir unterschledhche
. Vva,hl VOIl 1/5, l/l mlt 9'1 \/_61“5/2 und Q’2 — 2 1/35—3/2 : . .

110

amdme? |am 035V a2 am2g? o % 0.91¢2
wa{ w e IM2(8) wr (B jwm g s~ bg

@1 yr 1/€ 1 g
@Il <1fE, ()1 <1/l <1/E
an gad’ |am035(1)Y4Y lam 29’ a1~ 0.91¢7 [ & 0.91¢?
w0 wm DA o (e o2 N Ggyg 02N 50
L) ¢ 1/1 1y 92 1/¢ q
W Ye<1I</l, B1IKE <1/l
o R g am kgt o = 0.91¢°

(3¢%) 3 >
1(s) | 1/¢ Lia) 1/! q
6)1/e<t/lcl
o R (;22) ¢ |a~ 0351432 Jam0. 33(%)3/4 am2g e & 0.91¢7
__ @ 1/§ il 1. p

o= (.31;_)?2_ o R %‘14 . o o~ G 35(%)3/4 Gam 2¢% o Qg R CA91Q2
wed a0 Jes PP wa @t lemmigg

1/¢ @ VA




q =3
a=(1/2)q
a=0.91g°
93
i d=2q 2
w=q¥2-
g
=20 | a=0.35(11°4
w=q /g =172
6.60004: c0.35(1/1 3/6
o-l{e® -
a=32) q
w=0
6.0001 . 0.01 1 oy

Abbildung A.3: Spektrum der Oberflichenmoden fiir 1/¢ = 102 als Funktion von. g
und 1/{

nung-ist wie die Reibung. Das bedeutet, dal in der Navier-Stokes—Gleichung
(A.13) die beiden Terme pd;v und nAv von derselben Gréfenordnung sind
und das Kriterium |48t sich nach Einsetzen der Geschwindigkeit schreiben als
py 2 ng’* und in dimensionslosen Grfien als v ~ 7. ‘Wenn man an der Stelle v
den Dimpfungskoeffizienten o fiir ¢ > g, einsetzt, gibt es wiederum zwei Fille
fiir ¢, in Abhingigkeit von der Korrelationslinge . Fiir 1/{ < 1 ist o = ¢/2
und ¢y st von der Ordming 1. Im Fall 1/6 > 1 gilt & = 1/(2¢? ¢) und fithrt auf
Gu = ga = 27Y3¢=23" Auch dieses Resultat Wurde zusatzhch noch numerisch

mit Hilfe des Newton—Verfahrens bestimmdt..

' Die Rolle von 1/¢ fir -das Spektrum kann wie 'folgt charakterisiert wer-
den: Solange 1/¢ kleiner als das gerade betrachtete q 1st smd d1e Moaen mit
a.nwachsendem q gegeben durch die Folge T AR S

e F I : ol w i~ gt o

: __1.11. .




1
% a=1/(2E%)(1/q)

q
= 4=0.91g2  g=1fl

=@
w=0 -

a=0.35(1/1) (qE) "

0.4 o='lo®

= i 30 Y

Abbildung A.4: Spektrum der Oberflichenmoden fiir 1/¢ = 10% als Funktion von q
und 1/1

Andererseits wenn 1 JE gré_';ﬁe_r_i_st als ¢, dann werden die Moden__vg_réi.nde_rt
& | e~ | a~d a~1/(&q)
w ~ (¢/) w~9'”2/€ w=0
e e IEq

(83
oW

Il

In Hinblick auf die Dispersionsrelation sind diese Korrekturen Verstandi_lch,
da der Ubergang von der oberen Tabelle mit ¢ >.1/£ zu der unteren ‘dem

Ersetzen von ¢° durch 1/£? in der Dispersionsrelation entspricht. -

Fiir die iiberddmpften Moden kann die ¢~ und {~Abhéngigkeit der Damp-
fungskoeffizienten auf einfache Weise hergeleitet werden, ohne daf} die Dispersi-
onsrelation geldst werden muB. Dies soll hier kurz erliutert werden. Ausgangs-
punkt ist dabej folgende Gleichung fiir den Dampfungskoeffizienten [43]:

amwTH, o (A29)

wobei T' der kinetische Koeffizient und #, die Energle pro -Mode in dimensi-
" onslosen .._Gr__oﬁ_en ist. Die q_—Abhangzgke;’g von I' wird fiir die erste Klasse von




iiberddmpften Moden, die fiir ¢ < g4 beobachtet werden, durch die Erhaltung
des Volumens der inkompressiblen Fliissigkeit festgelegt. Dies hat zur Folge,
daB fir die Amplitude A(z) die Bedingung [ h(z)d?z = 0 erfiillt ist und so-
mit nach [43] der kinetischer Koeffizient T' proportional zu g% ist. Fiir die
{iberddmpften Moden bei ¢ > gu beherrschen die hydrodynamischen Wechsel-
wirkungen das Verhalten der Grenzﬂéche, so da I' ~ 1/¢, wie an Hand des
Oseen—Tensor nachvollzogen werden kann [84, 25]. Da H, als Funktion von ¢
und ¢ bekannt ist, kann somit die ¢— und {é—Abhangigkeit der Dampfungskoef-

fizienten hergeleitet werden.

Bisher wurden alle Moden bis auf die Mode o ~ ¢* diskutiert, die sich
in dimensionsbehafteten Grofen wie o ~ 7/pq? schreibt. Diese Mode héngt
nicht von den Parametern 1/ oder ¥ ab, die die Oberfliche charakterisie-
ren. Somit scheint es sich um eine Welle des Volumens zu handeln, die durch

Oberflichenfluktuationen angeregt wird.

A.3.3 Vergleich mit bisherigen Ergebniséeﬂ

Vergleicht man die Resultate in Tabelle A.1 mit den bisher schon bekannten
Ergebnissen, die in Abschnitt 1.2 angefithrt worden sind, dann sieht man, daf
aufler der Verinderung der Moden durch den Wechsel von ¢* zu £% sich eine

weitere neue Mode zwischen ¢ und 1/{ exgibt.

Da bisher die Dispersionsrelation zumeist fiir normale Fliissigkeits—Gas—
Grenzflichen und nicht fiir Benetzungsschichten untersucht wurde, ist es sicher-
lich niitzlich, den Zusammenhang zwischen den beiden Faller zu klren. Bevor
dies durchgefithrt wird, soll jedoch zuerst noch der Unterschied zwischen einer
Benetzungsschicht und einer normalen Fliissigkeits—Gas—Grenzflache erldutert
werden. Fiir eine Benetzungsschicht wird die Schichtdicke durch das Poten-
tial festgelegt. Bei einer ﬁorma_.len_Flﬁssigkeits_—Ga,s—Grenzﬂé,che handelt sich
jedoch um eine Fliissigkeitsschicht, deren Dicke nicht durch ein Potential be-
stimmt ist und deren Molekiile der Gravitation unterliegen [54,-71]. Ein typi-
sches Beispiel hierzu stellt eine Fliissigkeit in einem Gefdf dar. Die Moden fiir
die beiden unterschiedlichen Fille sind folgendermafen miteinander verkniipft:
~ Ersetzt man ¢ durch die Lange I, = 1/2/(pg) bei den Oberflichenmoden der

Benetzungsschi_cht, dann erhélt man die Moden der normalen Flissigkeits~Gas—
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Grenzflichen.

‘Dieser Abschnitt soll mit einem Beispiel beendet werden, das Zeigt, daf} das
Spektrum der Wellen fiir ¢ < 1/1 von den Randbedingungen an der Festkorper-
oberfliche abhdngt. Fiir diinne Filme sind sogenannte “squeezing”éModen [47]
bekannt, fiir die nach Wahl eines Koordinatensystems wie in Abbildung A.5 fir

die UGSCﬂWIDngKeltSkOOle“laheu c‘ue 1015::1'1(161.!. Bedmgaugeu gelueu -

vo(2) = —v,(—z) und v.(z) =vo(—2).0 (A 26).

Abbildung A.5: Geometrie fiir “squeezing”-Moden eines diinnen Filmes

Das Spektrum dieser Moden entspricht dem Spektrum eines Benetzungs-

ﬁlms der Dicke l mxt den- Ra.ndbedmgungen '
'_(G)*G und 3%_.,'_0 | o (A27)

an der Festkorperoberﬂache Fiir den Fall g{ < 1 und v/¢? — 71 < 1 ergibt s1ch_
eine uberda,mpfte Mocie m1t dem Dampfungskoefﬁmenten [47} i

4al

und nicht, wie es von der Benetzungsschicht aus dem vorherigen Abschnitt be-
kannt 1st, ein v = 13/3 ¢*(¢*+ 1/€*). Somit sind die Moden fiir ¢ < l/l von den
‘Randbedingungen bei z = 0 abhingig und es werden unterschiedliche Moden -
fir diinne Filme, Benetzungsschlchten auf Festkorpem oder Benetzungsschlch- .

; 'ten auf F1u331gke1ten ex1st1eren




A4 Weitere Aspekte

Im vorherigen Abschnitt wurde ausfithrlich das Spektrum von Oberflachen-
moden fir eine Grenzfliche Fliissigkeit—-Gas diskutiert, wobei fiir das Gas
die Viskositit und Dichte vernachlissigt wurden. Experimentelle Untersu-
chungen existieren jedoch auch fiir Flissigkeits—Fliissigkeits—Grenzflichen oder
Fliissigkeits—Gas~Grenzflichen nahe dem kritischen Punkt. Eine Vernachléssi-
gung der Dichte und Viskositét ist in diesen Fallen nicht mehr zulassig. Dies gab
AnlaB dazu, die Dispersionsrelation bei Fliissigkeits—Flissigkeits—Grenzflichen
fiir zwei Spezialfslle zu 16sen. Erstens wurden die Moden im Grenzfall [ " 0
fitlr zwei Fliissigkeiten mit unterschiedlicher Viskositdt und Dichte bestimmt
und zweitens konnte auch die Dispersionsrelation fiir endliches I und Fliissig-
keiten, die die gleiche Viskositdt und Dichte besitzen, hergeleitet und gelost wer-
den. Die Betrachtung der Ldsungen zeigen, daf fir Fliussigkeits-Flissigkeits—
Grenzflachen bis auf zwel Ausnahmen die gleichen Oberflichenmoden mit
der gleichen Potenzabhingigkeit von ¢, { und [ wie  bei Flissigkeits-Gas—
Grenzflichen existieren. Die erste Abweichung des Spektrums kann fir die
Moden mit der Frequenz w = ¢"/*(¢* + £72)/? und dem Démpfungskoeffizient
o = 2¢* beobachtet werden. Denn die Berechnung dieser Mode fiir zwei Fluide

mit der Viskositit n; und 7, und den Dichten p; und p, ergibt:
/2
1 / by /_,( ) 1 )1
w = 4+ =1
V_ p1+ P2 Vi e &)
r ' 2 21/4 D ' i /4.
o = Vv eNin2 \/E) q 5/4 (q 2 ___) . (A.29)
P2 .

(o1 + p2)?12(J 2 + £2)

Der Dimpfungskoeffizient ist folglich proportional zu g'3/4(g + 1/£%)"/* und
nicht zu ¢2. Dieses Resultat ist nicht beka,m_lt,'da es in der Arbeit von Meunier
[71] nur implizit enthalten ist und Kramer {49] ein Fehler in der Auswertung
der Dispersionsrelation unterlaufen ist. Eine weitere Korrektur ergibt sich fiir
g < ¢1. Dort kann fiir */(3£%) > 1 eine Frequenz w ~ ¢*(g? + 1/€?) beobachtet
werden, die jedoch im allgemeinen kiein gegeniiber demn Démpfungskoeffizienten
e P A s
Aufler diesen Oberflichenmoden, die speziell fir Flissigkeits—Fliissigkeits—
QGrenzflichen existieren, sollen hier auch noch weitere Moden erwihnt werden,
die. bei .Flﬁssig__keits—Ga,s—._Grenzﬂéchen auftreten. Betrachtet man die Tabelle '
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A.1, dann fallt auf, daB entlang der ganzen g—Achse entweder zwei iiberddmpfte
oder eine propagierende Mode existiert, ausgenommen fiir ¢ < gq. Dies gab
Anlaf nach weiteren Losungen der Dispersionsrelation zu suchen. Als Resuliat
ergab sich eine Schar von iiberddmpften Moden, die fur beliebige q existieren

und folgende Dampiungskoeffizienten aufweisen: - . _ o
| .'a:__z' ’2-.i- (fﬁ)z . 2 /mr)g - (A.30)
o = %(q + (@%Jf) ) ¢ < ((”%,)—75) L (A

wobei n» € N. Da diese Moden nicht von den Oberflichenparametern, ¥ und
¢, abhingen, scheint es sich bei dieser Anregungen um Wellen im Volumen zu
handeln. Diese Annahme wird durch das Geschwmdlgkeltsproﬁl in der Benet-
zungsschicht bestétigt. Denn das Profil erinnert eher an eine stehende Welle
als an eine Oberflichenwelle, die innerhalb einer Benetzungsschicht exponentiell
abfallt (Abb. A.6). AuBerdem gehen diese Moden fiir I’ — oc in die bekannten
Transversalwellen des Volumens rmt dem Dampfungskoefﬁmenten o =n/pg?
[33] tiber. ' ' ' '

Abbﬂdung A.6: Profil entlang der z—Achse fiir die Amphtuden ¥y und T, fur g= 100
n = 7 l = 1 ;/5 = 0 '
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e—Entwicklung

Zu dem Phaseniibergang 2. Ordnung, den die Membran im Doppelmulden—
Potential aus Kapitel 4 zeigt, wurde eine e-Entwicklung um d. = 8 durch-
gefiihrt. Das dabei verwendete Verfahren der Ortsraum-Renormierung und die
Ergebnisse der Entwicklung sind in diesern Abschnitt dargestellt.

Die obere kritische Dimension, um die die e-Entwicklung durchgefithrt
wird, folgt aus der Betrachtung der Dimensionen der einzelnen Groflen in der

Konfigurationsenergie: _ o
H(D)/(hsT) = [ &1z [g(az)z Pl 4 hl] . (B.1)

Die Dimensionen der Gréfien im Impulsraum sind fiir die Konfigurationsenergie
in folgender Weise gegeben: o

(] =0, [2]=-1 0= (d—4)/2=—(
=4 [u]:-Sf.du-. [l = (dy +4)/2 (B2)

Die obere kritische D1men51on d. erglbt sich aus ‘der Forderung, daB die
Dimension von u oberhalb d. negativ und unterhalb positiv ist. Far dy > d, ist
dann der Term u-[*in Bezug auf seine Impulsdimension fiir kleine Impulse bzw. '
grofic Lingenskalen unwichtig und fiir dyy < d; wird er von Bedeutung sein. Dies
hat. zur Folge dafl die lepunkthamﬂtonfunktmn Ho = [ dUiz(x/ Q(Al) ) fidr
dy > d, nicht langer Fixpunkt fiir-dy < d. sein kann. W1e man sieht, 1st in
_ d1eser Theorle die obere kritische Dimension gegeben durch d = 8 o

Fir die Fixpunkthamiltonfunktion unterhalb d, mmm‘t man an, daﬁ sie
- die Gestalt H*(1)/(ksT) = f d¥iz(s/2(L1)? — °12 + u*l?) besitzt. Ziel ist es




nun als erstes u* zu bestimmen und danach die Divergenzen zu betrachten,
die durch Abweichung des Parameters ¢ von t* und des Parameters A von 0
enstehen. Hierzu nimmt man an, dafl fiir d| = d; — e mit ¢ < 1 die Kopplungs-
konstante u* < 1 jst. Da die Parameter u in der Nihe von v auch kleiner als 1
sein werden, kann die Anderung von v durch den Renormierungsflufl stérungs-
theoretisch nach € und u entwickelt und in beliebiger Ordnung in » und € der
Fixpunkt u~ bestimmt werden. Anschliefend lassen sich die Exponenten, die
bei den von A und t abhiingigen Divergenzen auftreten, aus der Betrachtung der
Theorie um den Fixpunkt wiederum stérungstheoretisch nach ¢ und u” bestim-
men. An Hand eines Renormierungsverfahrens im Ortsraum wurde der Fix-
punktparameter u* und die Exponenten bis zur ersten Ordnung in € bestimmt.
Die Ergebnisse und eine kurze Erliuterung des Renormierungsverfahren sind

im nachsten Abschnitt angegeben.

Berechnung der Exponenten mit Ortsraum—Renormierung

Zur Bestimmung des Fixpunktparameters u* wird die Zustandssumme fiir t = 0

und A = 0 nach u entwickelt:

'z =N ] dl]exp [_ N ddllr(f(Az)2+uz4>]

Z = Zg(l— uj AU (I())e + 2u2 Ar ddll'rlddl.l_rz.(.14(5’1)1%(52.))0.
1 3

*gu ddﬁTldd”T'gdd“?"3(lé(?':‘l)ﬁ(??z)_lé__(i‘?:g)}O -+ '-..),. (Bg)

wobei die Klammern () der Mittelung fiber das Feld ! mit dem Ge-
wicht exp [—Ho(l)] mit Ho({) = [d¥rE(Al)? entsprechen und Zg =
N [[dl] exp(—Ho) ist. Bei Ar handelt es. sich um den-Abschneideparameter
i Ortsraum. Da man durch das Renormierungsverfahren nur den Fixpunkt-
parameter »* und nicht. -t*..éde_r eine Konstante.zu H (1), die durch die Renor-
mierung entsteht, bestimmen méchte, werden fiir die Korrelationsfunktionen in
(B.3) nur zusammenhéangende Graphen ohne Schleifen berlicksichtigt. Man be-
trachtet dann Z/Z¢ unter einer mﬁn1tes1malen Skalentransforma‘tlon des Feldes

und der Ortskoordmaten '

b _-.z_'-:rsz:-.mi_t__ b= exp(fs) und es< 0. (B4)
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Der Parameter & wird bei dieser Transformation kleiner als 1 gewshlt, da man
am Verhalten des Modells auf grofien Skalen interessiert ist. Wie man an Hand
von (B.4) sieht, entspricht im Fall b < 1 der Abstand A[7| = 1 des renor-
mierten Modells einem Abstand A|F] > 1 im urspriinglichen Modell und somit
betrachtet man nach der Renormierung thermodynamische Groflen auf einer
groferen Skala. Diese Transformation fithrt nach einem Koordinatenwechsel
von 7 auf eine Transformation der Kopplungsparameter in Abhéngighkeit von
ihrer Impulsraum-Dimension (B.2) und zu einer Transformation des Abschnei-
deparameters Ar im Ortsraum. Dies 138t sich wiederum in erster Ordnung
in 83 und in beliebiger Ordnung in u und ¢ auf eine reine Transformation der
Kopplungskonstante umschreiben. Es findet dann keine Transformation des
Abschneideparameters mehr statt. Somit entspricht eine Skalentransformation
einer Transformation der Kopplungskonstanten, deren Renormierungsfluf bis
zur ersten Ordnung jeweils in v und e gegeben ist durch:

%= —elu—u)+ O((u—u)? ) mit u*= S (B.3)

Die Renormierungsgleichung besitzt in dieser Naherung einen Infrarotfixpunkt.
Der Renormierungsgruppenflufl um den Fixpunkt u* ist in Abbildung B.1 wie-

dergegeben.

u &
5

u*\ U S

Abbildung B.1: Renormierungsgruppenfiuf um den Fixpunkt w* "

TTen
I

UIIl Zu s8¢ anten B“

€iirage in

1 sehen, wie sich die beiden relevanten
tionsenergie (B.1} t und h unter der Renormierungsgruppen—-Transformation
4ndern, welche Werte also y; und yp, in 1. Ordnung in € haben, betrachtet man
diesmal Z/Z¢ mit der Konfigurationsenergie (B.1) einmal fiir # =0 und ¢ # 0

- und zum anderen fiir ¢ = 0 und & # 0. Z/Zg wird dann fiir die jeweilige
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Konfigurationsenergie nach den Parametern ¢ und u, bzw. 2 und u entwickelt.
Dabei wird wie bei der Fixpunktbestimmung vorgegangen. Nach Anwendung
der Skalentransformation, die sich wieder auf eine Transformation der Kopp-
lungskonstanten zuriickfiihren 148¢, ergeben sich in erster Ordnung in € folgende

Renormierungsgruppenfliisse:

O

\ o R .
Nome o= (A= S 4 0(2)
S ke = RO (B)
T, s = 5" h+O(e"). - (B.7)

Somit ist y; = (4 —~¢/3) + O(e?) und y;, = (d + 4)/2 + O(€?).

Hier sei noch bemerkt, daB fiir die Skalentransformation bei ¢ # 0, also bei
endlicher Korrelationslinge, auch b < 1 gewéhlt wird. Um kritisches Verhalten
zu beobachten, muf} dann die Transformation in der Weise interpretiert wer-
den, daf man die renormierte Korrelationslinge festhilt und somit unter der
Skalentransformation die physikalische Korrelationslinge anwachst.

Die Exponenten lassen sich mit Kenntnis von y; und y; aus den Formeln

in Abschnitt 4.2.1 berechnen und man erhalt bis zur 1. Ordnung in e
o =5+ O(e?) §=3+:<+0(é)

B=1_ 240 5=0() o (B.2)

Die Ergebnisse der e-Entwicklung zeigen somit einen Fixpunkt, der nicht
mit dem Ising-Fixpunkt iibereinstimmt, da dessen Fixpunkthamiltonfunktion
die Gestalt H*(1)/(kgT) = [dUz(2/2(VI)? — £*I* -+ 4*[*) besitzt und somit
den (VI)>-Term und keinen {Al)?>~Term enthalt. Es ist jedoch mdglich, da
die Fixpunktstruktur des Medells (B.1) sich von djj =.(8 — ¢} bis zu dj = 2
noch indert. . o o
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