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Summary

Both interfaces and membranes show unbinding transitions, at which a

fluctuating surface unbinds from a wall . At the wetting transition of an inter-

face the energy of the interface fluctuations is governed by the surface tension,

whereas the bending rigidity gives the essential contribution at the adhesion

transition of a membrane. In this work first-order unbinding transitions are

considered, i . e. transitions showing a discontinuous detachment of the surface.

In the mean-field approximation the semi-infinite Ising model in three di-

mensions is expected to show second order wetting transitions for a certain

range of parameters . But a comparison of Monte-Carlo data for the Ising

model and predictions for a effective interface model (derived from the Ising

model) show discrepancies for the scaling properties at the phase transition . To

solve the contradiction, some additional terms have been introduced in the ef-

fective model recently . Of special relevance is a surface tension, which depends

on the location of the interface and which is expected to generate first-order

transitions . In this thesis, the nature of this wetting transition is studied by

Monte-Carlo simulations and finite-size scaling, which clearly indicates a dis-

continuous transition.
Results of functional renormalization group calculations suggest that for a

membrane in a short-range potential no first-order adhesion transition should

occur. But on the other hand, a simple Landau-Peierls argument predicts

such discontinuous transitions . To study the possibility of first order transi-

tions, Monte-Carlo simulations of a membrane in a double-well potential are

considered. As a result, one finds a phase diagram which is similar to the

corresponding phase diagram of an interface in a double-well potential : a line

of first-order transitions ending at a critical point . In addition, this critical

point of the membrane model belongs to the same universality class as the

critical point of the 2-dimensional Ising model . Finally, for a short-ranged ad-

hesion potential the decay times of a metastable bound state were observed by

Monte-Carlo simulations indicating a discontinuous transition .



Zusammenfassung

Sowohl bei Grenzflächen als auch bei Membranen lassen sich Entbin-

dungsübergänge beobachten, die durch das Ablösen einer fluktuierenden Fläche

von einer Wand beschrieben werden können . Dabei unterscheidet sich der Be-

netzungsiibergang einer Grenzfläche von dem Adhäsionsübergang einer Mem-
bran in der Weise, daß die Energie der Grenzflächenfluktuationen durch eine

Oberflächenspannung bestimmt. wird, wohingegen bei einer Membran die Bie-

gesteifigkeit den wesentlichen Energiebeitrag liefert . In dieser Arbeit werden

Entbindungsübergänge I . Ordnung betrachtet, d . h . Übergänge, bei denen die

Ablösung der Fläche unstetig erfolgt.

Im Rahmen der Molekularfeld-Näherung werden für das 3-dimensionale

Ising-Modell im halbunendlichen Raum bei einer geeigneten Wahl der Parame-

ter Benetzungsübergänge 2 . Ordnung vorhergesagt . Ein Vergleich der Ergeb-

nisse von Monte-Carlo-Simulationen des Ising-Modells und Vorhersagen eines

effektiven Grenzflächenmodells, das vom Ising-Modell abgeleitet wurde, zeigen

jedoch eine bisher nicht verstandene Diskrepanz für das Skalenverhalten am

Phasenübergang . Um diesen Widerspruch zu klären, wurden in einer neueren

Arbeit weitere relevante Terme in dem effektiven Grenzflächenmodell berück-

sichtigt . Von besonderer Bedeutung ist eine abstandsabhängige Oberflächen-

spannung, die zu einem Phasenübergang 1 . Ordnung führen soll . In der vor-

liegenden Arbeit wird an Hand einer Monte-Carlo-Simulation die Unstetigkeit

des Phasenübergangs nachgewiesen.
Für eine Membran in einem kurzreichweitigen Potential wurde auf Grund

einer Vorhersage einer funktionalen Renormierungsgruppe bisher angenommen,

daß keine Adhäsionsübergänge 1 . Ordnung existieren . Ein einfaches Landau-

Peierls-Argument sagt jedoch unstetige Phasenübergänge voraus . Um nach-

zuprüfen, ob Phasenübergänge 1 . Ordnung auftreten, wird in dieser Arbeit zu-

erst eine Monte-Carlo-Simulation für eine Membran in einem Doppelmulden-

Potential durchgeführt . Es ergibt sich ein ähnliches Phasendiagramm wie

für eine Grenzflächen in einem. Doppelmulden-Potential: eine Linie von Pha-

senübergängen 1 . Ordnung, die in einem kritischen Punkt endet . Wie die Si-

mulationen zeigen, stimmen die Exponenten am Phasenübergang 2 . Ordnung

mit den Exponenten des Ising---Fixpunktes in zwei Dimensionen überein . An-

schließend werden für kurzreichweitige Adhäsionspotentiale die Zerfallszeiten

des metastabilen gebundenen Zustands mittels Monte-Carlo-Simulation gemes-

sen. Die Ergebnisse weisen auf einen Phasenübergang 1 . Ordnung hin.
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In dieser Arbeit werden Benetzungsübergänge von Grenzflächen und Adhäsi-

onsübergänge von Membranen untersucht . Um einen Einblick zu gewinnen,

welche physikalischen Vorgänge sich hinter diesen Phasenübergängen verber-

gen, werden im folgenden einige Beispiele angeführt, um anschließend die zu-

gehörigen Modelle und ihre Eigenschaften vorzustellen . Da in dieser Arbeit

ein besonderes Interesse an Phasenübergängen 1 . Ordnung besteht, wird in den

folgenden Abschnitten hierzu immer wieder Bezug genommen . Eine ausführ-

liche -Diskussion von Phasenübergängen 1 . Ordnung kann im nächsten Kapitel
nachgelesen werden.

1 .1 . P~°~asenilbergdnge von .GrenzIlAchen . und

Grenzflächen

Grenzflächen treten iiberall dort auf, wo zwei physikalisch unterschiedliche .Pha-
sen aufeinander treffen, zum Beispiel zwei nicht mischbare Flüssigkeiten wie
Wasser und 01 Unter den vielen Phänomenen, die man an Grenzflachen beob-
achten kann, sind in dieser Arbeit speziell Benetzungsübergänge von Interesse.

Zum Verständnis, was sich hinter dem Begriff Benetzungsiibergang ver-
birgt, wird ein Flüssigkeitstropfen auf einer Festkörperoberfläche betrachtet



(Abb . 1.1). Hierbei ist das feste Substrat nicht im chemischen Gleichgewicht

mit der Flüssigkeit und dem Gas . Für die Flüssigkeits-Gas-Grenzfläche ist

die Energie pro Oberfläche, die Grenzflächenspannung, durch E12 gegeben, für

die Festkörper-Gas-Grenzfläche durch Es9 und die Festkörper-Flüssigkeits--

Grenzfläche durch Esi . Bekannt ist, daß sich in Abhängigkeit von der Art der

Flüssigkeit für den Tropfen unterschiedliche Kontaktwinkel 0 ergeben .: (Abb.

1.1) .

Abbildung 1 .1 : Flüssigkeitstropfen auf einer Festkörperoberfläche

Dieser Kontaktwinkel 8 läßt . sich über die Young-Gleichung berechnen, die

aus der Forderung des Kräftegleichgewichts am Berührungspunkt der 3 Phasen

folgt :

cos(6) = Ess	 Esl

	

(1 .1)
E I9

Bei einer Änderung der Temperatur, des Drucks oder anderer thermodynami-

scher Größen verändern sich die Grenzflächenspannungen, und somit kann sich

auch der Kontaktwinkel 9 ändern . Insbesondere für den Fall, daß man sich ent-

lang der Flüssigkeits-Gas-Koexistenzlinie dem kritischen Punkt nähert, kann

9 gegen Null gehen und es gilt die Gleichung Ess = Eig .± ESc . Dieser Übergang

von einem Tropfen zu einer Flüssigkeitsschicht wurde von Cahn zum ersten Mal

vorhergesagt [20], Ein einzelner Tropfen stellt eine kanonische Gesamtheit dar,

da sich die Anzahl der Moleküle innerhalb der Beobachtungszeit nicht ändert.

Untersucht man den gleichenTJbergang für eine großkanonische Gesamtheit, in

der die Teilchenzahl nicht begrenzt ist und die im folgenden immer betrach-

tet wird, dann beobachtet man dort, daß eine Flüssigkeitsschicht molekularer

Dicke auf eine unendlich dicke Flüssigkeitsschicht anwächst . Dies entspricht ei-

nemPhaseniibergang, dem sogenannten Benetzungsiibergang,fiir den nicht nur



die Dicke der Schicht sondern auch die Fluktuationen einzelner Grenzflächen-

segmente um die mittlere Schichtdicke divergiert . Es sei hier bemerkt, daß im

Experiment die Flüssigkeitsschicht niemals unendlich dick wird, da -sie durch

die. Gravitation begrenzt ist.

Man spricht jedoch nicht nur von Benetzung, wenn eine Flüssigkeit einen

Festkörper bedeckt, sondern ganz allgemein dann, wenn sich zwischen der

Grenzfläche zweier Phasen a und ß eine Schicht einer anderen Phase -y ein-

schiebt . So kann es zur Benetzung an einer Festkörperoberfläche entlang der
Koexistenzlinie fest-flüssig oder entlang der Sublimationskurve kommen. Ein

weiteres Beispiel für einen Benetzungsübergang liegt beim Oberflächenschmel-

zen von Kristallen vor . Hierbei schiebt sich zwischen den geordneten Zustand

des Festkörpers und das Gas eine ungeordnete Oberflächenschicht ein, die im-

mer weiter in den Kristall eindringt und zum Schmelzen des ganzen Kristalls

führt . Als letztes Beispiel seien noch binäre Flüssigkeiten angeführt, bei denen

experimentell Schichtfolgen wie in Abbildung 1 .2 beobachtet werden können.

Die Phase a hat dabei eine höhere Dichte als die Phase ß, so daß man eigentlich

Abbildung 12 : . Schichtfolge bei . Benetzung für eine :binäre _. Mischung

eine Schichtfolge a--ß-Gas erwarten würde . Da. jedoch die Grenzflächenenergie

zwischen der a-Phase und dem Gasgeringer ist als zwischen der 0-Phase und

dem Gas, hat sich zwischen die ß-Schicht und das Gas eine a-Schicht einge-

schoben. Daß die Dicke der a-Schicht in diesem Fall endlich bleibt, liegt an

der Gravitation . .:

Bei Benetzungsübergängen lassen sich Phasenübergänge 2 . Ordnung, bei

denen die Schichtdicke kontinuierlich anwachst, von Phasenübergängen 1.. .'Ord



nung unterscheiden, für die eine endliche Schicht unstetig in den vollständig

benetzten Zustand mit unendlicher Schichtdicke übergeht . Für ein Einkompo-

nentensystem in der Nähe der Fliissigkeits-Gas-Koexistenzlinie, das in Kontakt

mit einer Wand ist, sind in Abbildung 1 .3 die möglichen Phasenübergänge in

Abhängigkeit von der Temperatur T und der Abweichung Ay = (~c~ pc) des

chemischen Potentials pi der Flüssigkeit von dem chemischen Potential /l c ent-

lang der Koexistenzlinie dargestellt . Dabei ist Tc der kritische Punkt des Ein-

Abbildung 1 .3 : Ay-T-Phasendiagramm für ein Einkomponentensystem entlang der
Flü ssigkeit s-Gas-Koexistenzlinie

ko nponentensystems . Befindet man sich auf der Koexistenzlinie mit Ayy = 0

und erhöht die Temperatur, dann kann bei Tw ein Benetzungsübergang beob-

achtet werden (siehe Pfad (1) in Abb.. 1 .3) . . .Falls dieser Phasenübergang konti-

nuierlich abläuft, wird er als kritische Benetzung bezeichnet . Handelt es sich um

einen Phasenübergang 1 . Ordnung, dann existiert bei geringer Abweichung von

der Koexistenzlinie weiterhin ein unstetiger Phasenübergang (dies gilt nicht

für Benetzung in 2-dimensionalen Systemen) . Dies führt zu einer Linie von

Phasenübergängen, die sogenannte prewetting-Linie (siehe Phasengrenze (2) in

Abb. 1 .3), die an einem kritischen Punkt (3) endet . Bei der Annäherung an

die Koexistenzlinie für T < Tw wird sich nur eine Benetzungsschicht endlicher

Dicke ausbilden (4) . Man bezeichnet dies als unvollständige Benetzung. Far

T > Tw wird jedoch wieder die Dicke der Benetzungsschicht divergieren und

ein Phasenübergang stattfinden, der unter dem Begriff vollständige Benetzung

bekannt ist (5).

Ein Beispiel für einen Benetzungsiibergang 1 . Ordnung kann an Seifenfil-



men beobachtet werden . Dort lassen sich zwei Zustände mit unterschiedlicher

Schichtdicke unterscheiden . Für die etwas dickere Schicht ist der Seifenfilm auf

Grund der Interferenz des Lichtes an den beiden Grenzflächen des Films farbig,

wohingegen der dünne Film dem Auge als schwarz erscheint [23].

Detaillierte Beschreibungen und weiterfiihrende Literaturangaben zu Be-

Membranen treten in Organismen zur Abgrenzung und . Lokalisierung einzel-

ner Funktionsbereiche auf. Betrachtet man z. B . eine tierische oder pflanzliche

Zelle (Abb . 1 .4), dann sieht man, daß Membranen zur Zellbegrenzung, zur Ab-

grenzung des Zellkerns, des Golgiapparats, des Endoplasmatischen Retikulums

usw. eingesetzt werden [2].
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netzungsübergängen können in den Übersichtsartikeln [60, 32, 24, 81] nachge-

lesen werden.

Abbildung 1 .4: Modelle einer tierischen und pflanzlichem Zelle aus [2]
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tZen limemnranen sind im allgemeinen ausLipiaen aufgeraut, ale sich in einer

Doppelschicht anordnen, da es für die hydrophoben Fettsäurereste der Lipid-

moleküle ungiinstig ist, mit der wässrigen Lösung der Umgebung in Beriihrung

zu kommen (Abb . 1 .5). In Organismen sind diese Membranen für Stoffwech
selfunktionen mit Proteinen. durchsetzt, Zuckermoleküle sind angelagert und



zur Stabilisierung werden Molekül-Netzwerke verwendet [2] . Um in physika-
lischen Experimenten gut definierte und reproduzierbare Systeme untersuchen
zu können, beschränkt man sich zunächst auf Lipid-Doppelschichten ohne Pro-
teine, Zuckermoleküle und Netzwerke.

Abbildung 1 .5: Querschnitt durch eine Zellmembran [79]

Diese werden im folgenden als Membranen bezeichnet . Experimentell las-

sen sich Stapel von Membranen (Abb . 1 .7) und geschlossene Formen unter-
schiedlicher Topologie, sogenannte Vesikel (Abb . 1.6) . herstellen [48, 82].

Fiir Membranen beobachtet man Phasenübergänge, die den Benet-
zungsiibergängen von Grenzflächen sehr ähnlich sind . Divergiert die Dicke einer
flüssigen Benetzungsschicht, die eine Wand bedeckt und in Kontakt mit dem

10



Gas steht, dann entfernt sich hierbei die Grenzfläche Flüssigkeit-Gas immer

weiter von der Wand und die einzelnen Grenzflächenpunkte fluktuieren im-

mer stärker um die mittlere Lage der Grenzfläche. Das gleiche Verhalten läßt

sich für Membranen beobachten, die sich etwa bei Änderung der Temperatur

von der Wand ablösen: Der Abstand zwischen Membran und Wand wird im-

mer größer, und die Fluktuationen der Membran drängen sie von der Wand

ab . Diese Phasenübergänge, bei denen sich eine Membran von einer Wand

trennt oder sich zwei oder mehr Membranen voneinander abstoßen, werden als

Adhäsionsübergänge bezeichnet und wurden in der Arbeit [59] zum ersten Mal

vorhergesagt.

In Abbildung 1 .7 ist für einen Stapel von Membranen ein solcher Übergang

zu sehen [40] . Bei T = 22.8°C ist der Stapel entbunden (Abb . 1 .7 (a)) . Nach

Erniedrigung der Temperatur auf T = 22 .1°C haften die Membranstücke an-

einander (Abb . 1 .7 (b)) . Das Wasser, das sich bisher zwischen den Membranen

befunden hat, sammelt sich in der gut sichtbaren Ausbeulung (Abb . 1 .7 (2))

an, da es auf der Zeitskala des Experiments nicht in den Außenraum diffundie-

ren kann. Die Theorie der Adhäsionsübergänge von Membranstapeln wurde in

[74, 42] untersucht.

Abbildung 1 .7 : Adhäsionsübergang für :einen Stapel von. . Membranen [40]

Weitere Entbindungsübergänge Von Membranen ergeben sich für Vesikel,

die an einer Oberfläche . haften :undsich bei Änderung thermodynamischerPa-

ram.eter ablösen (Abb . 1.8) .



Abbildung 1 .$ : Adhäsionsübergang für ein v`esiAei

Auch bei Adhäsionsübergängen können stetige und unstetige Pha-
senübergänge, also Phasenübergänge I . Ordnung und 2 . Ordnung unterschieden
werden. Eine weitergehende Übersicht über das Verhalten von Membranen ist
in 66, 67] zu finden.

L2 Modelle far Benetzungs- und Adhäslons®

ilbergänge

Nachdem im letzten Abschnitt Beispiele für Phasenübergänge von Grenzflächen
und Membranen betrachtet wurden, sollen nun die Modelle zur Beschreibung
dieser Systeme behandelt werden. Dazu werden im folgenden die Konfigu-
rationsenergien für Benetzungsübergänge von Grenzflächen und für Adhäsi-
onsubergänge von Membranen mit den dabei verwendeten Näherungen vor-
gestellt . Anschließend folgt eine Darstellung der grundlegenden Eigenschaften
dieser Modelle, die insbesondere eine Diskussion von Phasenubergangen 1 .Ord-

Eine Benetzungsschicht kann für isotrope Substanzen wie in Abbildung 1 .9
durch ein Feld 1(x, y) parametrisiert werden, da die intrinsische Dicke der

Grenzfläche durch . die Korrelationslänge der-Vollumenphasen festgelegt wird,

die hier mikroskopische Längenskalen sind . Dabei ist 1(x, y) der Abstand zwi-

schen den beiden Grenzflächen, die an die Benetzungsschicht angrenzen . Für

eine Konfiguration läßt sich die Energie dieser Benetzungsschicht als Summe
der Oberflächenenergie an der Grenzfiäche und eines effektiven Potentials V(1)

12



Abbildung 1 .9 : Geometrie der Benetzungsschicht

schreiben 56, 61] :

	

'l(l) _ I der [(Vfl2+ .V(l)] .

	

(1 .2)

E ist hierbei die Oberflächenspannung und der Term f d 2rl/2(Vl)2 in (1 .2) folgt

aus dem Integral f dA über die Grenzfläche mit der Näherung, daß Überhänge

und Blasen selten sind und daß die Bedingung (V1)2 « 1 gilt . Für . viele Be-

netzungsübergänge bei isotropen Substanzen kann die Energie der . Grenzfläche

durch eine Oberflächenspannung E beschrieben werden, die nur von thermo-
dynamischen Parametern jedoch nicht von der Konfiguration abhängt . Wie in

Kapitel 3 dieser Arbeit beschrieben wird, ist es sinnvoll, auch kompliziertere
Modelle zu betrachten, bei denen E eine Funktion des Feldes 1 ist.

Um das effektive Potential V(l) zu erhalten, werden die Wechselwirkungs-
energien zwischen den Molekülen aufsummiert und es ergeben sich in Abhängig-
keit von den Wechselwirkungen auf molekularer Skala verschiedene Potentiale
V(l) . Da für die Grenzfläche nur positive Schichtdicken l auftreten können,
gilt für die Potentiale die Bedingung V (l) oc für l < 0. : Der Zustand mit
endlicher Schichtdicke ist zumeist durch ein Minimum des Potentials für kleine
l gekennzeichnet . Ein typisches Potential ist in Abbildung 1 .10 wiedergegeben.
Nähere Details zur Herleitung der Potentiale können in [60, 44, 24] nachgelesen
werden.

Für eine Membran, die an eine ebene Oberflache gebunden .. ist,_ oder
zwei Membranen, die . miteinander wechselwirken, setzt : sich die Energie aus
zwei Beitragen zusammen: Einem Beitrag. der sich daraus ergibt, daß die



Abbildung 1 .10 : Potential für einen Benetzungsiibergang

Krümmung einer Membranoberfläche Energie kostet, und einem Beitrag, der
aus der Wechselwirkung der Membran mit der Wand oder einer anderen Mem-
bran herrührt . Solange die Lipidmolekiile sich frei in der Membranfläche bewe-
gen, treten in der Konfigurationsenergie keine Terme auf, die die Energiekosten
bei Scherung berücksichtigen müßten . Ist die Geometrie für eine Membran vor
einer Wand in der (u, v)-Ebene wie in Abbildung 1 .11 definiert, dann kann die
Konfigurationsenergie der Membran geschrieben werden als [59, 39]:

	

(r)= dxdy\/det(g) 2 (R

	

) 2 -~- V(r(

	

(1 :3)
	a

	

2

Dabei wird die. Membran durch die inneren Koordinaten (x, y) parametrisiert.

Diese Koordinaten sind in der Weise definiert, daß für eine Membran, die un-
verzerrt und flach in der (u, v)-Ebene liegt, die inneren x,y--Koordinaten mit

den äußeren u,v-Koordinaten übereinstimmen . Der Ort eines einzelnen Mem-

branpunkts ist durch (u(x, y), v(x, y), I(x, y)) gegeben. Somit stellt die

Membran eine, mathematische Fläche dar, die durch Größen aus der Differen-

tialgeometrie charakterisiert werden kann . In der Konfigurationsenergie (1 .3)

treten die beiden Hauptkrümmungsradien R l und R2 der Fläche bzw. die mitt-
lere Krümmung (1/R 1 + 1/R2)und die Determinante det(g) des metrischen

Tensors .der Fläche auf.

Besteht für einen Adhäsionsübergang eine Wechselwirkung zwischen der
Wand und der Membran, die nicht von den Koordinaten u und v abhängt,
dann wird sich die Membran parallel zur Wand ausrichten. In diesem Fall
vernachlässigt man die Auslenkungen u und v parallel zur Ebene und nimmt an,



Abbildung 1 .11 : Geometrie der Membran

daß (an' klein gegenüber (5 l)2 ist . Die Energie einer Membrankonfiguration

kann in dieser Näherung geschrieben werden als [59]:

~-l(t) = f d2r [l)2+ V(1)] .

Die Potentiale V(1) sind dabei von ähnlicher Gestalt wie bei der Grenzfläche

(Abb. 1 .10).

Sowohl bei der Grenzfläche als auch bei der Membran werden bei der Her-

leitung der obigen Modelle Überhänge und molekulare Details vernachlässigt.

Diese Näherungen lassen sich für Benetzungs- und Adhäsionsübergänge, die

auch als Entbindungsübergänge bezeichnet werden, rechtfertigen, falls bei die-

sen Phasenübergängen die ungebundene Fläche stark fluktuiert . Beim Entbin-

dungsübergang stoßen dann die Fluktuationen senkrecht zur Wand die Fläche

ab und für große Abstände werden Oberflächenmoden mit kleinem Wellenvek-

tor immer wichtiger . Da die Fluktuationen im ungebundenen Zustand mit einer

hohen Entropie verbunden sind, werden die Phasenübergänge dadurch verur-

sacht, daß der Entropiegewinn des ungebundenen Zustands größer wird als der

Energieverlust durch das . Verlassen . des attraktiven Potentials.

Auf dem Hintergrund dieser Betrachtung ist es verständlich, daß nach der

durchgeführten I V a11G1 uug die £W[111glllauIonsenerglen der Benetzungs- (1 .2) und

der Adhäsionsübergänge (I :4) sehr ähnlich sind und zu der Klasse von Modellen

gehören, die durch folgende Konfigurationsenergie definiert sind [62, 63, 64, 651:

a

rr [ 2
07.02 + V(l)



Für die Raumdimension dieser Systeme, die durch die Konfigurationsenergie
(1 .5) beschrieben werden, verwendet man häufig die Notation d = (d i s + 1),

wobei es sich bei d i! um die Dimension parallel zur Fläche und bei d um die
Dimension des Raumes handelt, in den die Fläche eingebettet ist . Im folgenden

wird ein kurzer Überblick über die elementaren Eigenschaften dieser Modelle
gegeben, um dabei einige Begriffe zu definieren, die in dieser Arbeit immer
wieder benötigt werden.

L202 Grundlegende Eigenschaften

Betrachtet man (1 .5) zuerst einmal ohne Potential, dann können die Fluktua-
tionen der Fläche durch einen Exponenten charakterisiert werden. Er wird

über die Korrelationsfunktion AC(r) = 1/2((l(r) -- l(0))2 ) definiert, die sich

für große r = 1rI wie AC(r) r2C mit = (2n + I - d)/2 verhält, solange die

Relation ( > 0 gilt . ( wird als Rauhigkeitsexponent bezeichnet und bestimmt
das Skalenverhalten der Rauhigkeit der Fläche, denn für ein Flächenstück der

Lineardimension 4 gilt, daß die Auslenkung senkrecht zur Fläche im Mittel

= \/AC(L11 ) N L~~ ist (Abb. 1 .12) . Da der Rauhigkeitsexponent für eine

Grenzfläche .. = . 0, für eine Grenzlinie .' = 1/2 und für eine Membran ( = 1 ist,
werden bei einer Membran die einzelnen Flächensegmente auf großenSkalen
viel starker um die Mittellage fluktuieren als bei einer Grenzfläche.

Für Adhäsions- und Benetzungsübergänge hat es sich als sinnvoll erwiesen
folgende drei Längenskalen zu betrachten : den mittleren Abstand l = (1(0),
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die mittlere Fluktuationsamplituden = \/((l(r̀ - 02), die unabhängig vom

Ort ist, und die Korrelationslänge all der Oberflächenfluktuationen, die defi-

niert ist über ((l(r) - l)(l(Ö) - l)) ti exp(-jr1/ell), wobei () der statischen

Mittelung entspricht. Falls es sich bei dem Entbindungsübergang um einen

Phasenübergang 2 . Ordnung handelt wird all als Korrelationslänge der Fläche

divergieren . Unabhängig von der Ordnung des Übergangs streben jedoch 1

und l gegen unendlich . Einzelheiten über diese Phasenübergänge können für

Membranen in [64, 65] und für Grenzflächen in [32, 60, 61, 58, 64, 65] nachge-

lesen werden.

Die bisherige Klassifikation dieser Phasenübergänge wurde in d = (1 + 1)

mit Transfermatrix-Rechnungen durchgeführt . Um für beliebige Dimensionen

Aussagen machen zu können, wurde eine funktionale Renormierungsgruppe

entwickelt [32, 61], die eine Renormierung des Potentials, jedoch nicht des

Feldes beinhaltet . Mit Hilfe dieser funktionalen Renormierungsgruppe ist es

möglich die Fixpunktpotentiale dieser Modelle zu bestimmen und die jeweils

zum Fixpunkt gehörigen Divergenzen zu untersuchen . Die möglichen Fixpunkte

der funktionale Renormierungsgruppe hängen nur noch von einem Parameter

T = (d - 1)/C und dem Potential ab . Dies hat zur Folge, daß Systeme mit

gleichem r im Rahmen dieser funktionalen Renormierungsgruppe die gleichen

Fixpunkte aufweisen. Ein Beispiel hierzu ist eine Membran in d = (2 + 1) und

eine Grenzlinie in d = (1 + 1) Dimensionen, für die beide T = 2 ist . Es soll hier

erwähnt werden, daß für schwache Wechselwirkungspotentiale V(l) eine Nähe-

rung der funktionalen Renormierungsgruppe existiert, die sogenannte lineare

funktionale Renormierungsgruppe. Diese erhält man aus der vollständigen Re-

normierungsgruppe, indem man das renormierte Potential nach dem ursprüng-

lichen Potential V(l) entwickelt und nur den linearen Term berücksichtigt [32].

Wie bei : der Herleitung der Modelle angedeutet, spielt die Entropie, : die

sich durch die möglichen Konfigurationen einer fluktuierenden Grenzfläche oder

Membran ergibt, für Benetzungs- und Adhäsionsübergänge eine wichtige Rolle.

Deshalb hat es sich als nützlich. erwiesen ein Potential Vf einzuführen, daß

folgendene	i

	

t s r r••füdiesen Entropiebeitrag heuristisch berücksichtigt . im fwird vfl r

ein System in d (d i ' + 1) Dimensionen hergeleitet, das die Lineardimension

L besitzt und sich in einem gebundenen Zustand mit der Korrelationslänge

C ll < L befindet [66] .



Vft entspricht dabei dem Entropieverlust des gebundenen Zustands rela-

tiv zum ungebundenen Zustand, der sich dadurch ergibt, daß im gebundenen

Zustand Oberflächenmoden mit einem Wellenvektor 19, 1 < ir/ unterdrückt

werden . Da die Entropie proportional zu der Anzahl der möglichen Moden

ist, müssen zur Bestimmung von Vf1 die Anzahl Nu der Moden des ungebun-

denen Zustands und Ng des gebundenen Zustands bestimmt werden. Ist die

molekulare Länge : des Systems durch a gegeben, folgt für : den ungebundenen

Zustand :

1Vu _
(7rla)

	

- (
(~I L)dii	a

	

'

wie auch mit Hilfe von Abbildung .1.13 für d1 ~ = 1 gesehen werden kann . Im

gebundenen Zustand ist

(r/a)dll

	

(r/	 il)dll

	

L dll .

	

L

	

d ll

( 7r/L)d ll	( 7r/L) d II

	

a)

	

11

(Abb . .1 .13). Somit ist die Anzahl der unterdrückten Moden Nu, -N9 = (Lgjl) dUI.

Für das Fluktuationspotential Vfz, das den Entropieverlust pro Fläche be-

schreibt, erhält .. man schließlich

kB T (Nu. - N9 ) kB T kBT
d ll

wobei K im Fall einer Grenzfläche der Grenzflächenspannung E und im Fall ei-

ner Membran der Biegesteifigkeitentspricht . Dabei ist cfI eine dimensionslose

Konstante [62] .

... -

	

~-ca
Abbildung 1 .13: Mögliche Wellenvektoren q für Oberflächenanregungen einer Grenz-
linie mit der Lineardimension L und einer molekularen Länge a ; Für die gebundene

Grenzlinie sind die Wellenvektoren zwischen -7r/Cll und

	

unterdrückt

Für einen Benetzungs- oder Adhäsionsübergang folgt mit der Relation

(T/K)11% und der Annahme 6, 1 das Potential

VP = cfrT(
T

)
2 l-T mit --(1 .9)

(1 .6)
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Daß das Potential Vil für die Benetzungs- und Adhäsionsübergänge von

Bedeutung ist, zeigt sich auch daran, daß Vf1 von dem Parameter r abhängt,

der in der funktionalen Renorrnierungsgruppe auftritt . Für T = oo bzw . = 0

fällt das Fluktuationspotential exponentiell mit l ab [60] . Dies ergibt sich für

Grenzflächen mit n = 1 bei d = 3 und für Membranen mit n = 2 bei d = 5

Dimensionen. n ist dabei der Parameter aus der Konfigurationsenergie (1 .5).

Mit Hilfe des Fluktuationspotentials kann durch Vergleich von Vfi (l) und

dem Wechselwirkungspotential V(l) der Einfluß der Fluktuationen auf den ge-

rade betrachteten Phasenübergang in erster Näherung abgeschätzt werden . Für

Phasenübergänge 2 . Ordnung läßt sich z . B. die obere kritische Dimension d,

für ein Potential V(l) in der Weise angeben, daß bei d~ das Potential Vfi (l)

asymptotisch für große T mit der gleichen Potenz bzw . exponentiell wie das

Potential V(l) abfällt [57].

102 .3 Phasenilbex°gänge 1e Ordnung

In diesem Abschnitt werden Potentiale mit Energiebarrieren (Abb . 1 .14) be-

trachtet, die in Molekularfeld-Näherung einen Phasenübergang 1 . Ordnung zei-

gen, deren zugehörige freie Energien jedoch auf Grund der Fluktuationen keinen

Phasenübergang 1 . Ordnung aufweisen müssen . Für Grenzlinien, Grenzflächen

i

Abbildung 1 .14: Potential mit einer Energiebarriere OV

und Membranen werden die Wechselwirkungspotentiale V(l) in Hinblick auf

die Frage betrachtet, ob Phasenübergänge I . Ordnung zu beobachten sind oder

nicht.

Mit Hilfe des vorher eingeführten Potential Vfd :lassen sich dieWechselwir



kungspoten.tiale V(I) in zwei Klassen einteilen . Gilt asymptotisch für große -1

die Bedingung V1t < V, dann können sicherlich Phasenübergänge 1 . Ordnung

beobachten werden, da für große I immer das Wechselwirkungspotential V(I)

mit der Potentialbarriere dominiert . Im Falle, daß für große .l asymptotisch

V11 > V ist, muß die Existenz möglicher Phasenübergänge 1 . Ordnung für die

jeweiligen Systeme im Detail untersucht werden.

Für Grenzlinien ergibt sich mit Hilfe von Transfermatrix-Rechnungen das

Resultat, daß für alle Potentiale, die schneller als Vc i abfallen, d . h . in die-

sem Fall, daß sie mit einer höheren Potenz als 1/12 gegen Null streben, keine

Phasenübergänge 1 . Ordnung existieren [901 . Im Vergleich dazu können für

Grenzflächen Phasenübergänge 1 . Ordnung beobachtet werden, sobald die Po-

tentialbarriere hoch genug ist, da t unendlich ist und somit Vfj exponentiell

mit I abfällt . Das unterschiedliche Verhalten von Grenzlinien und Grenzflächen

für Potentiale V(1), die schneller als eine Potenz gegen Null streben, kann

an Hand eines einfachen Landau-Peierls-Argument für ein Doppelmulden-

Potential verständlich gemacht werden.

Betrachtet wird eine Grenzlinie bzw. Grenzfläche in einem der Minima des

Doppelmulden-Potentials (Abb . 1 .15). Um eine erste Vorhersage über die Exi-

Abbildung 1 .15: Doppelmulden---Potential.

stenz oder Nichtexistenz eines .Phasenübergangs 1 .. Ordnung machen zu können,

wird die freie Energie typischer Anregungen, die die Energiebarriere überschrei-

ten, abgeschätzt . Für eine Grenzlinie sind charakteristische Anregungen Seg-

mente, die sich im anderen Minimum befinden (Abb . 1 .16) . Die entsprechenden
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Anregungen für Grenzflächen sind Inseln (Abb . 1.16).

Abbildung 1.16: Grenzliniensegment und Insel bei einer Grenzfläche als typische
Anregungen im Doppelmulden-Potential

Die freie Energie eines Segments oder : einer Insel setzt. sich zusammen aus

dem freien Energiebeitrag F1 , der durch Überschreitung der Potentialbarriere

entsteht, und dem Entropiebeitrag, der berücksichtigt, wieviele Möglichkeiten

es für eine System der Lineardimension L gibt, Inseln einzubauen . Da für eine

Grenzlinie in . d = (1 + 1) Dimensionen die freie Energie . 'x im wesentlichen

der Energie entspricht, die bei der Überwindung der Potentialbarriere auftritt,

wird sie proportional zur Höhe der Barriere bV sein und es ergibt sich folglich

für die Grenzlinie als freie Energie eines Segments:

im thermodynamischen Limes gilt unabhängig von AV`für jede Segmentgröße

L il die Bedingung FGL < 0 . Es wird folglich : immer für' das System günstig

sein. Segmente beliebiger Größen einzubauen. Da diese Anregungen keine ge-

brochene Symmetrie des Systems zulassen, existieren für Grenzlinien keine Pha-

seniibergänge 1 . Ordnung.

Betrachtet man hingegen eine. Insel für eine Grenzfläche in d . _ (2 + .1)
Dimensionen, dann ist die freie Energie Fr proportional zum Umfang der Insel



(siehe dazu die etwas detailliertere Herleitung von Fr für eine Membran in

Kapitel 4 .2 .) . Somit ergibt sich für eine Grenzfläche der Lineardimension L mit

einer Insel vom Durchmesser L II die zusätzliche freie Energie:

FGF

	

f1Lll c 2 kB T ln(L) .

	

(1 .11)

Es IaäBLt sich Abhängigkeit vom Potential und der T.u zeigen, daß u in Temperatur

Parameterbereichemit fr > 0 existieren . In diesen Bereichen gilt für Inseln,

deren Durchmesser Lll von der Größenordnung der Systemgröße L ist, die Re-

lation FFG > 0 . Folglich werden im thermodynamischen Limes große Inseln

unterdrückt, die Symmetrie bleibt gebrochen und es sollten Phasenübergänge

1 . Ordnung beobachtbar sein.

Auf Grund der Gleichungen (1 .10) und (1 .11) kann in dieser Näherung

geschlossen werden, daß Systeme, die eine positive freie Energie Fr aufweisen,

in d = (1 + 1) Dimensionen keinen Phasenübergang 1 . Ordnung zeigen, da

Fr unabhängig von der Segmentgröße ist . Hingegen existieren in d = (2 + 1)

Dimensionen auf Grund der Abhängigkeit von Fr von der Inselgröße unstetige

Phasenübergänge.

Für Membranen war bisher nicht klar, ob für den Fall, daß die Relation

V11 > V asymptotisch für große 1 gilt, Phasenübergänge 1 . Ordnung existieren.

Denn einerseits ist für eine Membran der Exponent r 2 wie bei einer Grenz-

linie und die funktionale Renormierungsgruppe sagt bei gleichem r die gleiche

Fixpunktstruktur vorher : Andererseits läßt sich das Landau-Peierls-Argument

für Grenzß.ächen auch auf Membranen übertragen [36, 69

I 3 Uberblick

Die Arbeit ist in folgender Weise gegliedert . In Kapitel 2 wird der Begriff

eines Phasenübergangs 1 . Ordnung definiert und das finite-size=scaling für diese

Übergänge angegeben, da es in dieser Arbeit sehr oft um die Fragestellung der

Existenz oder Nichtexistenz eines Phasenübergangs 1 . Ordnung geht.

Wie in Kapitel .3 zu sehen ist, können Fluktuationen nicht nur Pha-

senübergänge 1 . Ordnung verhindern, sondern es ist auch möglich, daß sich

durch den Einfluß der Fluktuationen für ein System, dessen Potential keine



Energiebarriere zeigt, ein Phasenübergang 1 . Ordnung ergibt . Dies wird in der

Näherung der linearen funktionalen Renormierungsgruppe für eine Grenzfläche

vorhergesagt, deren Oberflächenspannung mit dem Abstand I von der Wand

zunimmt [46, 29, 30] . Ob dieses System unter der Berücksichtigung aller Frei-

heitsgrade wirklich einen Phasenübergang 1 . Ordnung zeigt, wird in Kapitel 3

mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation untersucht.

Wie in Abschnitt 1 .2.3 gesagt wurde, ist es auf Grund des Widerspruchs

zwischen dem Landau-Peierls-Argument und den Renormierungsgruppen-

Vorhersagen nicht klar, ob für Membranen in kurzreichweitigen Potentialen

Phaseniibergänge 1 . Ordnung existieren . Um diese Frage zu klären wurde zu-

erst eine Membran im Doppelmulden-Potential und anschließend in einem Po-

tential mit einer Energiebarriere, das einen Adhäsionsübergang zeigt, an Hand

von Monte-Carlo-Simulationen untersucht . Die Ergebnisse und ihre Diskussion

sind in Kapitel 4 und 5 nachzulesen.

Außer den Phaseniibergängen 1 . Ordnung für Grenzflächen und Membra-

nen wurde in dieser Arbeit auch noch das Spektrum von Oberflächenanre-

gungen einer Flüssigkeitsschicht betrachtet, die einen Festkörper benetzt .. Die

existierenden Moden an der Flüssigkeits-Flüssigkeits- oder Flüssigkeits-Gas-

Grenzflächen werden im Anhang A diskutiert in Abhängigkeit von den drei

relevanten Längen des Systems: der. Dicke derBenetzungsschicht 1, der Karre-

lationslänge der Oberflächenfluktuationen und einer inneren Lange Zi.
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Kanitel 2

Eigenschaften von
Phasenilbergangen Ordnung

,2 ®1-Uberblick

In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen und Eigenschaften von

Phasenübergängen 1 . Ordnung behandelt, die für die folgenden drei Kapitel

von Bedeutung sind . Zuerst werden für unendliche Systeme Phasenübergänge

1. Ordnung und Phasenübergänge 2 . Ordnung definiert . Um in Kapitel 3 die

Simulationsergebnisse endlicher Systeme in Bezug auf einen Phasentibergang

1. Ordnung hin prüfen zu können, wird anschließend ein Überblick über das

finite-size-scaling bei Phasenübergängen 1 . Ordnung gegeben . Hierbei wird

sowohl die Systemgrößenabhängigkeit einzelner meßbarer Größen als auch die

Theorie zur Herleitung des finite-size-scaling von Interesse sein.

Um für Grenzflächen geeignete Kriterien zum Nachweis eines Pha-

senübergangs 1 . Ordnung zu finden, werden zum Abschluß Simulationen ei-

ner Grenzfläche im Doppelmulden-Potential betrachtet . Je nach Parameter-

wahl weist dieses Modell Bereiche mit Phasenübergängen I . Ordnung und
.. y

b

	

n s

	

r

	

Hier

	

iBereiche, in denen keine Phasenübergänge stattfinden, auf . Her soli noch

erwähnt werden, daß in Kapitel 4 eine ähnliche Simulation für eine Membran

im Doppelmulden-Potential ausgeführt wird, wobei dort jedoch die Untersu-

chung des Phasenübergangs 2 . Ordnung mit den zugehörigen Exponenten im

Vordergrund steht ..



2 . 2 Definition von ..Pha,Senfibergdngen und
~ a Ordnung

Der Begriff eines Phaseniibergangs 1. oder 2. Ordnung ist für Systeme im ther-

modynamischen Limes definiert . Im folgenden sollen die betrachteten Systeme

durch die freie Energie

T'( jz,T, L) o_ -kaT IniZ(h, T,

	

(2.1)

beschrieben werden, die von einem Feld h, der Temperatur T und der Linear-

dimension L des Systems abhängt . Die Zustandsumme Z(h, T, L) ist für das

Ordnungsparameterfeld m(T.) definiert über:

Z(h, T, L) := f [dm(r'] exp (_k'T[m()h,L)])

	

.

	

(2 .2)

wobei 7-1(m(r), h, L) die Konfigurationsenergie ist.

Im folgenden werden die einzelnen Begriffe und Definitionen für Pha-

senübergänge angegeben, die sich bei einer Änderung des Feldes h ergeben.

Analoge Betrachtungen. gelten jedoch für entsprechende . Größen von Pha-

senübergängen, die bei Temperaturänderung stattfinden. Bei einem Pha-

senilbergang 1 . Ordnung ist am Phaseniibergangspunkt hp die erste Ableitung

von F nach. dem Feld h umstetig und die zweite Ableitung fahrt auf eine 5-

Funktion . (Abb. 2.1). In anderen Worten der mittlere Ordnungsparameter

Abbildung 2 .1 : Mittlerer Ordnungsparameter und Suszeptibilität eines feldgetriebe-
nen Phasenübergangs 1 . Ordnung

m= .L'a F/äh ändert sich am .:Phasenübergangspunkt unstetig und : die .. zu-
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gehörige Suszeptibilität x = L-do2F/ah2 zeigt eine Singularität . Beim Pha-

senübergangspunkt hp sind beide Werte des Ordnungsparameters, m i und rn2 ,

möglich . Man spricht dann von der Koexistenz zweier Phasen bei h - = hp .

lm Vergleich dazu ist bei einem Phasenübergang 2 . Ordnung die erste Ab-

leitung des Potentials nach dem Parameter h stetig . Die zweite Ableitung weist

jedoch beim Phasenübergangspunkt eine Singularität auf (Abb . 2.2).

h p

Abbildung 2 .2 : Mittlerer Ordnungsparameter und Suszeptibilität eines feldgetriebe-
nen Phaseniibergangs . 2 . Ordnung

Bei endlichen Systemen, die endlich viele Freiheitsgrade haben, treten in

den Potentialen keine Divergenzen und keine Unstetigkeiten auf, solange die

Konfigurationsenergie keine Divergenzen und Unstetigkeiten in den relevanten

Parametern zeigt . Somit sind die Definitionen für Phasenübergänge 1 . und 2.

Ordnung für endliche Systeme nicht mehr brauchbar . Zum Beispiel zeigt der

Ordnungsparameter und die Suszeptibilität in Abhängigkeit von h in beiden

Fällen ungefähr einen Verlauf wie in Abbildung 2 .3.

Abbildung 2 .3: Mittlerer Ordnungsparameter und Suszeptibilität eines feldgetriebe-
lien Phasenii.bergangs1 . oder 2 . Ordnung bei endlicher Lineardimension L
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Eine Unterscheidung eines Phasenübergangs 1 . Ordnung von einem Pha-

senübergang 2 . Ordnung ist an Hand der Graphen nicht mehr möglich . Es ist

jedoch für endliche Systeme sehr nützlich die freie Energie mit festgehaltenem

Ordnungsparameter m zu betrachten, die für eine Feldtheorie mit dem Feld

m(r) folgendermaßen definiert ist:

F(m,h, T;

L)[f[dm(]8(

:=

	

~
-kBT in

	

~ ~~ r	~ ( ~ - m) exp(- ; 1,., I i(m(r-), h, L))1 .
LJ

	

~B1

	

.

Für die Größe P(m, h, T; L) ergibt sich nach Integration über den Ordnungs-

parameter die Zustandssumme Z(h, T, L) des Systems, wie an Hand von (2 .5)

ersichtlich ist :

f dm exp(- kBTF(m h, T, L)) _

	

(2 .4)

f [dm()]exp(-kBTx(m(r),h,T)) = Z(h,T,L).

Außerdem läßt sich die Wahrscheinlichkeit P(m, h, T, L), daß das System den

Ordnungsparameter m annimmt, mit Hilfe von F(m, h, T, L) ausdrücken durch

exp (- el-P(7n h, T, L))
P(m, h, T, L) =	

Z(h, T, L)

	

(2 .5) .

Falls es sich bei dem Übergang uni einen Phasenübergang 1 . Ordnung handelt,

wird F(rn, h, T, L) für sehr große L die Minima der koexistierenden Phasen

aufweisen, wie es z . B . in Abbildung 2 .4 bei einem Entbindungsübergang 1.

Ordnung für unterschiedliche Feldwerte gezeigt wird . Für diesen Fall weist

P(m, h, T, L) ein Minimum bei endlichem rn far den gebundenen Zustand und

ein Minimum im unendlichen für den ungebundenen Zustand auf.

Am Phasenubergangspunkt hp werden im thermodynamischen Limes diese

beiden Minima von gleicher Höhe sein . Bei Abweichung von hp wird derjenige

Zustand, dessen Minimum im thermodynamischen Limes in ein globales Mi-

nimum
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wird sich ein lokales aber kein globales Minimum für großes L ergeben, und

man spricht von einem metastabilen Zustand .Fur Phasenii.bergänge 1 .Ord-

nung in Systemen, :bei denen N Phasen koexistieren, weist L'(m, h, T, L) in

der Nahe des Phasenübergangs für größere L mindestens N .. : Minima auf. Im



Fall eines Entbindungsübergangs 2 . Ordnung wird im Vergleich zu einem Pha-

seniibergang 1 . Ordnung für große L nur ein Minimum auftreten, dessen Lage

am Phasenübergangspunkt gegen unendlich strebt (Abb. 2.4).

Abbildung 2 .4 : Freie Energie ' bei festgehaltenem Ordnungsparameter für einen
Phasenübergang I. und 2 . Ordnung bei endlicher Lineardimension L

2.3 Finite-Size-Scaling filr Phasenfibergange
L Ordnung

Allein die Betrachtung von P(rn, h,T, L) für festes L reicht jedoch nicht aus,

um die Existenz, die Ordnung und . die Lage eines Phasenübergangs zu bestim-

men, sondern es muß finite-size-scaling angewandt werden. Darunter versteht

man die Betrachtung geeigneter Größen eines Systems in Abhängigkeit von der

Lineardimension L . Dieses Verfahren Iäßt für große L Rückschlüsse auf die

Ordnung und Lage eines Phasenübergangs. zu . Da bei der Bestimmung des

finite-size-scaling von Größen sehr häufig aufwendige Rechnungen nötig sind,
wird im folgenden Abschnitt das Skalenverhalten von fiinfGroßen ohne Herlei-

tung angegeben . Um jedoch einen Eindruck zu vermitteln, wie sich diese Sy-

stemgrößen-Abhängigkeiten ergeben, werden anschließend Modelle vorgestellt,

die zur Beschreibung von Phasenübergängen 1 . Ordnung entwickelt -wurden

und mit deren Hilfe das finite-size-scaling bestimmt wird . Bei den folgenden

Betrachtungen wird das Skalenverhalten immer an Hand eines feldgetriebenen

Phasenübergangs dargestellt . Die Ergebnisse können jedoch auf temperaturge-

triebene Phaseniibergänge ubertragen werden und es ergibt sich für einander
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entsprechende Größen dasselbe finite-size-scaling.

2a3>1 Finite-Size-Scaling verschiedener GröBen

In diesem Abschnitt soll das finite-size-scaling von fünf unterschiedlichen

Größen für einen nicht notwendigerweise symmetrischen Phasenübergang 1.

Ordnung vorgestellt werden, d . h. es muß nicht unbedingt die Bedingung
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(2 .6)

für die Ableitung der freien Energie F nach dem Feld h am Phasenübergang

h2 erfüllt sein . Außerdem werden Systeme betrachtet, für die am Pha-

senübergangspunkt zwei Phasen nebeneinander koexistieren und deren Geome-

trie durch einen d-dimensionalen Kubus mit periodischen Randbedingungen ge-

geben ist . Es sei hier bemerkt, daß die Geometrie und die Randbedingungen des

Systems das finite-size-scaling wesentlich beeinflußen [4, 78, 21] . In Hinblick

auf die nachfolgenden Simulationen wird ein feldgetriebener Phasenübergang

betrachtet, bei dem das finite-size-scaling des mittleren Ordnungsparameters,

der Suszeptibilität, der vierten Kumulante des Ordnungsparameterfeldes, der

Aufenhaltswahrscheinlichkeit in einer Phase und der Höhe der Energiebarriere

zwischen den beiden Phasen untersucht wird. Hierbei ist von Interesse, welche

Größen zur Bestimmung der Lage und welche zur Bestimmung der Ordnung

des Phasenübergangs geeignet sind . Da im folgenden Phasenübergänge bei

konstanter Temperatur betrachtet werden, wird bei den Funktionen die Varia-

ble T vernachlässigt . Somit wird das System durch die freie Energie F(h, L)

beschrieben. Bei . h . hp .sollderPhaseniibergang 1 . Ordnung stattfinden.

Der mittlere Ordu ngsparameter ist definiert als h ,L) L-aaFlah und

entspricht dem statistischen Mittelwert des über den Raum gemittelten Ord-

nungspararneterfelds m(77) :



Fiir unterschiedliche L werden sich typischerweise Kurven wie in Abbildung

2.5 ergeben. Für den Schnittpunkt h1(L), der über die Relation m(h1 (L), L) _

Abbildung 2 .5 : Mittlerer Ordnungsparameter m für einen feldgetriebenen Pha-
senübergang 1 . Ordnung für verschiedene Systemgrößen (L 1 < L2 < L3)

rrc(hi (L), 2L) definiert ist, gilt 1h 1 (L) hpf = O(exp(-L/L)) [13, 15], wobei

L von der Größenordnung der Korrelationslänge ist . Die nur exponentielle

Abweichung h 1 (L) von hp kann bei Simulationen zur Abschätzung des Pha-

senübergangspunkts verwendet werden, da sich die Kurven zumeist schon für

mittlere Systemgrößen im Rahmen der Ablese- und Meßgenauigkeit in einem

Punkt schneiden.

wird sich die Höhe Xmas, die Breite der Kurve AX,,,,Qx und . die Lage des Ma-
ximums h2 (L) mit der Systemgröße L verändern . Für die drei Größen, die in

Abbildung .2 .6 definiert sind, wird folgende Abhängigkeit von der. Systemgröße

vorhergesagt [13, 53]:

X ( h , L) = l ä
2F =tam = Ld ((

m2) - (m))
Ld äh

	

Oh

	

kBT

	

(2.8)
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Abbildung 2 .6 : Suszeptibilität x für einen feldgetriebenen Phasenübergang I . Ord-
nung bei endlicher Lineardimension L

wobei d' entweder d oder 2d ist.

-Xmax ist proportional zu L-d, da Xmax proportional zu L d und die Fläche
unter der Suszeptibilitäts-Kurve bis auf exponentielle Korrekturen unabhängig
von der Systemgroße L ist . Fair öh wird eine Proportionalität zu L -2 d vorherge-
sagt, wenn unter- oder . oberhalb des Phasenübergangs . jeweils nur ein Zustand
die stabile Phase bestimmt [13, 17] . Ein Beispiel hierzu ist ein asymmetrischer
Phasenübergang eines Spin-Modells, für .das . oberhalb des Phasenübergangs ein
Zustand mit positiven Spins und unterhalb ein Zustand mit negativen Spins die
Phase dominiert . Ist jedoch einer der Phasen durch mehrere Zustände gleicher
freier Energie gekennzeichnet, dann ist d' = d . Dies zeigt sich sich zum Beispiel

an den Phasenübergängen 1 . Ordnung der Potts-Modelle in 2 Dimensionen für
q > 4, bei denen die geordnete Phase durch q verschiedene Zustände festgelegt

wird [53] . Die Skaleneigenschaft von Sh sollte geeignet sein, um den Pha-
senübergangspunkt zu bestimmen, und das Skalenverhalten von Xmax, AXmax

und Sh können als Hinweis auf einen Phasenübergang 1 . Ordnung verwendet

werden_



und die 4. Kumulante als
4

U4(h, L)
:= (m2)2'

wobei m = L-d f ddrm(r') ist, dann weisen diese beiden Größen bei einem

Phasenübergang 1 . Ordnung ein Maximum auf [22, 53, 10, 6], das relativ zur

Lage des Maximums im thermodynamischen Limes um Sh verschoben ist . Die

Höhen der Maxima und U4n-,ax hängen hierbei folgendermaßen von der

Systemgröße L ab :

	

c2
n,,ax = tonst . +

Ld
+ O(L-2d )

	

(2 .12)

	

U4maz = tonst. + Ld + O(L -2d )

	

(2 .13)

Für die Verschiebung des 1lrlaximumsSh relativ zum Wert im thermodyna-

mischen Limes gilt sowohl für die 2 . als auch die 4 . Kumulante die gleiche L-

Abhängigkeit wie für die Suszeptibilität . Das bedeutet, wenn unter- und ober-

halb des Phasenübergangs nur ein Zustand von Bedeutung ist, gilt Sh N L_2d .

Bei Existenz mehrerer Zustände kann jedoch Sh N L- d beobachtet werden [53].

Die L-Abhängigkeit der Lage des Maximums bh kann verwendet werden, um
den Ort des Phasenübergangs zu bestimmen und das finite-size--scaling der

Höhe und Lage, um einen Phasenübergang 1 . Ordnung nachzuweisen.

A.ufenhaltswahrschernlichkeat in einer Phase:

Betrachtet man bei einem Phasenübergang 1 . Ordnung die Wahrscheinlichkeits-
verteilung des Ordnungsparameters für ein endliches System P(m, h, L), wie in

(2.5) definiert, dann erhält man für den Fall zweier koexistierender Phasenun-
gefähr eine Kurve wie in Abbildung 2 .7. Bezeichnet man das Minimum in der

Wahrscheinlichkeitsverteilung mit ms{h, L), dann läßt sich die Wahrscheinlich-

keit P1 (h, L), daß sich das System in der Phase 1 befindet, definieren über

Pr (h, L) :=
f

P(an, h, L)dm.

	

(2.14)
0

Trägt man nun PI (h, L) als Funktion von . .h für verschiedene L in der Nähe

des Phasenübergangs auf, dann erhält man z . B . Kurven wie in Abbildung 2 .8.

(2 .11)



Abbildung 2 .7: Wahrscheinlichkeitsverteilung P(m, h, L) des Ordnungsparamete
bei endlich großer Lineardimension L

Abbildung 2 .8 : Aufenthaltswahrscheinlichkeit PI des Systems in der Phase I in
Abhängigkeit vom Feld h und der Lineardimension (LI < L2 < L3 )

Wie in [16] gezeigt, weicht der Schnittpunkt h3(L) von Kurven unterschiedlicher

Systemgröße, der über die Relation Pi (L, h3(L)) = P1 (2 L, h3 (L)) definiert ist,

nur exponentiell von hp ab . Es gilt somit h3(L) - hp l _ O(exp(-cL)) . Mit

Hilfe dieses Schnittpunkts h3 (L) kann die Lage des Phasenübergangspunkts

abgeschätzt werden.

In einem endlichen System der Größe L läßt sich die freie Energie P(h, L) in

der Nähe des . Phas .enübergangspunkts nach Potenzen in L entwickeln [52] :

sm



fb (h) entspricht dabei der freien Energie pro Volumen, die am Pha-

senübergangspunkt für beide Phasen gleich ist und L(h) berücksichtigt den

Beitrag zur freien Energie, der von den Grenzflächen zwischen den beiden Pha-

sen herrührt. In gleicher Weise ist auch eine Entwicklung der freien Energie

mit festgehaltenem Ordnungsparameter (2 .4) nach L möglich:

F(m , h, L) = fb (m, h)L d -1 ' fs (m, h)Ld-i + O(Ld-2) .

	

(2.16)

im Fall zweier koexistierenden Phasen kann F (m, h, L) am Phasenübergangs-

punkt h = hp z. B. wie in Abbildung 2 .9 gegeben sein, wobei mi (L) und m2(L)

die beiden Minima der freien Energie bei festgehaltenem Ordungsparameter

kennzeichnen und für m3(L) das Maximum der Energiebarriere erreicht wird.

lm thermodynamischen Limes geht F(m, h, L)L- d über in fb (m, h) . Mit

den Definitionen m l limL,, m i (L) und m2 = limL_ m 2 (L) gilt, daß

fb (m, h) für ein m mit m1 < m < m2 am Phasenübergangspunkt h = hp

konstant ist, wie es von der freien Enthalpie des Systems bekannt ist . Da für

endliche Systeme der Phaseniibergangspunkt h(L) in der Weise definiert ist,

daß zumindestens die Gleichung h(L) hp + O(L -1 ) gilt, und außerdem m i(L)

als m i(L) = mi + O(L" 1 ) mit i = 1,2,3 geschrieben werden kann, ergibt sich

für die freien Energiebarrieren :

A1P(h(L), L) := P(m3(L), h(L), L) F(rn1 (L), h(L), L BisLd-I + o(La-2 )

und

(2 .17)

A2F(h(L), L) := F(rn3 (L), h(L), L) F(m2 (L), h(L), L) B2SLd-1 ±O(Ld-2 ) .

(2.18)

Mit Hilfe von A 1 F(h(L), L) und A 2F(h(L), L) kann . . nun die Existenz

oder Nichtexistenz eines Phasenübergangs 1 . Ordnung nachgewiesen werden

[53, 411 . Denn wachsen A1 .P(h(L), L) und A 2 F(h(L), L) in der Nähe des

Phasenübergangspunkts mit wachsendem L an, dann kann . man für große. L

immer zwei koexistierende Zustande unterscheiden, die durch eine unendlich

hohe freie Energiebarriere voneinander getrennt sind . Es liegt folglich ein Pha-

senübergang . 1 . Ordnung vor. Nimmt jedoch A1F(h(L), L) oder . A2F(h(L), L)

mit anwachsendem L ab oder bleibt konstant, dann kostet . es nur endlich viel

freie Energie beliebig viele Phasengrenzen in das System einzubauen und es
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m1(L) m3(L) m2(L)

Abbildung 2 .9: Freie Energie F(m, h(L), L) für festgehaltenen Ordnungsparame-
ter bei einen Phasenübergang 1 . . Ordnung für endliche Systemgrößen am Pha-
seniibergangspunkt

lassen sich keine zwei voneinander getrennten Phasen beobachten . lm wesentli-

chen soll dieses Kriterium bei den folgenden Simulationen zum Nachweis eines

Phasenübergangs 1 . Ordnung angewendet werden.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daß im Fall von unsymmetri-

schen Phasenübergängen für endliche Systemgrößen, die beiden Minima von

r(m, h(L), L) am Phasenübergangspunkt . nicht auf gleicher Höhe sein müssen.

Man kann z . B. h(L) über die Bedingung wählen, daß die Wahrscheinlichkeit für

den Aufenthalt in einer Phase bei beiden Phasen gleich groß ist . In diesem Fall

werden die • Flächen unter den .beiden . Gaußkurven in Abbildung 2 .7 gleich sein

und es ist somit nicht notwendig, daß die Maxima der Gaußkurven auf gleicher

Höhe sind. Da F(m, h(L), L) über eine Exponentialfunktion mit P(m, h(L), L)

verknüpft ist (2 .5), ist es verständlich, daß sich die Minima dieser Funktion

nicht auf gleicher Höhe befinden.

2 .3 .2 . Ableitung des Finite-Size-Scaling

Nachdem das finite-size-scaling für einen Phasenübergang 1 . Ordnung bei eini-

gen Größen angeben worden ist, sollen in diesem Abschnitt die Modelle skizziert

werden, mit denen diese L---Abhängigkeit abgeleitet wurde . Zur Ableitung des

finite-size-scaling sind drei Verfahren bekannt . Das erste Verfahren wendet

in Analogie zu den Phasenübergängen 2 . Ordnung die Renormierungsgruppe

auf Phasenübergänge 1 . Ordnung an. An Hand von Skalenhypothesen .läßt

sich dann das finite-size-scaling ableiten [75, 28, 77] . Beim zweiten Verfahren



wird jeder Phase, die bei dem Phasenübergang 1 . Ordnung auftritt, eine freie

Energiedichte fq (h) zugeordnet, so daß sich die Zustandssumme des Systems

als Eq exp[-(fgLd)/(kB T)] schreiben läßt . Mit Hilfe von Näherungen für fq

liefert dies dann die Grundlage zur Berechnung von Momenten . Die Theorie

der Zerlegung der Zustandssumme kann nachgelesen werden in [12, 13] und die

Herleitung des finite-size-scaling aus dieser Zustandssumme in [14, 53] . Im

letzten Verfahren wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ordnungspara-

meters P(m, h, L) bestimmt, indem man jeder Phase beim Phasenübergang

1 . Ordnung eine freie Energiedichte bei festgehaltenem Ordnungsparameter

fq (m, h) zuordnet . Da sich P(m, h, L) als G.q Nq exp[-(fgLd)(kBT)] schrei-

ben läßt, wobei Nq eine Normierungskonstante ist, kann nach einer Näherung

für fq die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(m, h, L) verwendet werden, um das

finite-size-scaling aller Momente zu berechnen . Die beiden zuletzt genannten

Verfahren werden im folgenden näher erläutert.

Theorie zur Zerlegung der Zustandssumme:

ist die freie Energie F(h,L) bekannt, dann läßt sich daraus das finite-size-

scaling für den mittleren Ordnungsparameter rn(h, L) = L-daF/ah, die Suszep-

tibilität X(h, L) = L_da2 F/ah2 und weiterer Momente von Ordnungsparameter

m bestimmen. Deshalb ist es von Interesse, eine Näherung für die Zustands-

summe in der Nahe eines Phasenübergangs 1 . Ordnung zu finden . Das Ziel

ist hierbei, die Zustandssumme als Summe über Beitrage aus den einzelnen

Phasen zu schreiben : E g exp(-Lfg Ld ) . Hierzu müssen die freien Energie-

dichten fg (h) pro Phase in der Nähe des Phasenübergangs sowohl für stabile

als auch für metastabile Zustände definiert werden . Außerdem ist es für das

finite-size-scaling von Bedeutung, den Fehler für die durchgeführten Näherun-

gen abzuschätzen . Diese Zerlegung der Zustandssumme nach den einzelnen

Phasen wurde von Borgs. mit Hilfe einer Clusterentwicklung durchgeführt . Im

folgenden wird diese Zerlegung der Zustandssume skizziert und erläutert, um

anschließend das finite-size-scaling einiger Größen abzuleiten.

Es wird ein System von kubischer Geometrie mit periodischen Randbedin-
gungen betrachtet, für das N verschiedene Phasen beim Phasenübergang 1.

Ordnung nebeneinander koexistieren . Unter einer Kontur 'in diesem System

wird eine Grenze zwischen zwei Phasen verstanden. In einem 3-dimensionalen
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System können als Phasengrenze Flächen oder Schläuche auftreten . Für durch-

gehende Konturen, wie in Abbildung 2 .10 dargestellt, wird. die Energie der

Fläche proportional zu L 2 und des Schlauchs proportional zu L mit der Sy-

stemgröße L anwachsen.

L

Abbildung 2 .10: Phasengrenze in Form einer Fläche oder eines Schlauchs in 3 Di-
mensionen

Wie an Hand der folgenden Argumentation noch ersichtlich wird, ist es

sinnvoll die Zustandssumme ZZe, in zwei Beiträge •Z9L und Zia zu unterteilen.

Der Beitrag Zie enthält diejenigen Konfigurationen, die aus einer perkolieren-

den Phase mit Anregungen aus anderen Phasen bestehen (Abb. 2.11) und in

Z9e werden die restlichen Konfigurationen zusammengefaßt, in denen Konturen

von einer Seite des Kubus zur anderen reichen (Abb . 2.11) . Da bei den Konfi-

gurationen von Zr, immer eine Phase. vorherrschend ist, kann dieser Anteil der

Zustandsumme als Zia = Eq Zq geschrieben werden, wobei Zq die Konfiguratio-

nen der Phase q mit Anregungen anderer Phasen enthält . Mit Hilfe von Zq kann

eine freie Energiedichte fq der Phase q über fg := - limL,	 cc((kBT)/Ld ln(Zq))

definiert werden . An dieser Stelle wird verständlich, daß die Zerlegung der Zu-

standssumme in die beiden Beiträge Zia und Z9~ notwendig war, um für jede

Phase eine freie Energiedichte fq bestimmen zu können.

Der Beitrag : Zb E g exp [-(fgLd:)/(kBT)] zur Zustandssumme .' Zi , um-

faßt Konfigurationen mit •Anregungen andere Phasen, deren •Kontur nicht von

der Größenordnung der Systemgröße L . :sind. In endlichen Systemen kommen

zu• dem _Term Zb in . erster Korrektur zur Zustandssumme Z ia Konfigurationen
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(2.20)
Mit den obigen Näherungen läßt sich die Zustandssumme Zpe, . schreiben als:

L
Zg, exp(-f kBT

) • 0(exp(-L/L)) < EeXp(-fg k m) ~ o(exp(L/L))•

q

	

'.

Ld

Abbildung 2 .11: Konfiguration mit durchgehender Phasengrenze für zwei Phasen und
Konfiguration einer Phase, die mit Anregungen . einer anderen . Phase durchsetzt ist

hinzu, die Schläuche mit einer Oberfläche von der .Größenordnung der Lineardi-

mension L des Systems enthalten . Deren Beitrag zur Zustandssumme Zk läßt

sich durch Zb 0 (exp [-L/L]) abschätzen, wobei es sich bei L um eine charak-

teristische Länge des Systems handelt, auf die im folgenden noch eingegangen

wird. Somit ist es verständlich, daß die Clusterentwicklung [13] für Zt~ folgende

Abschätzung erhält :

d

= (exP(_f k )) [1 + 0(exp(-L/L))]•

	

(2 .19)

Da die Konfigurationen in Z9 , mindestens eine durchgehende Kontur und somit

mindestens einen Schlauch, dessen Oberfläche proportional zu L ist, enthält,

laßt sich Z9 mit der gleichen Argumentation wie bei Z~1 mit f minq(fq) nach

oben abschätzen durch

Wie schon erwähnt, handelt es sich bei L um eine charakteristische Länge

des Systems. Aus : der Clusterentwicklung ergibt sich L als ein :Vielfaches der

Lineardimension eines Clusters mit der Energie kBT Somit ist L proportional

der Korrelationslänge des Volumens, die dieClustergroßen bestimmt . Hieraus
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ist ersichtlich, daß für eine Systemgröße L von der Größenordnung e eine Defi-

nition einer Phase q, die mit Clustern von anderen Phasen durchsetzt ist, nicht

mehr sinnvoll ist und somit : eine Clusterentwicklung nicht mehr durchgeführt

werden kann.

Um etwas über das finite-size-scaling in der Nähe des Phasenübergangs

aussagen zu können, werden die freien Energiedichten g(h) um hp entwickelt:

q( h) -
~

9(hp) .~- 732 4 (~L ., hp) -- 2g (1Z - 1

	

D((h ~ ) 3 )

Dabei ist der mittlere Ordnungsparameter M g und die Suszeptibilität Xg

für die Phase q definiert durch

Somit ergibt sich für die Zustandssumme in dieser Näherung:

Sie kann zur Berechnung von Momenten verwendet werden . Mit Hilfe von

(2 .26) können nun die Größen, die sich aus ZpeT berechnen lassen, bestimmt

und ihre Abhängigkeit von L studiert werden.

So kann z. B . leicht eingesehen werden, warum beim Ordnungsparameter

und bei der Aufenthaltswahrscheinlichkeit für eine Phase der . Schnittpunkt von

Kurven zu unterschiedlichen Systemgrößen nur um eine exponentielle Korrektur

vom Phasenübergangspunkt 1ip abweicht.

Fiir den mittleren Ordungsparameter
Zustandsumme (2 .26)



Da die freie Energie für alle Phasen am Phasenübergangspunkt hp gleich ist,

ist dort rn'(h, L) von L unabhängig. Definiert man den Schnittpunkt zweier

Kurven h l (L) über die Relation m(hi (L), L) = m(h i (L), 2L), dann ergibt sich

nach Einsetzen von (2.26) und der Verwendung der Bedingung für m'(h, L),

daß hr(L) = h P + Ek, ,, hk,exp(-k(L/L„)'') einen mögliche Lösung ist und die

Werte von hkv über Koeffizientenvergleich bestimmt werden können . h1 (L)

unterscheidet sich somit nur um eine exponentielle Korrektur von hp.

Die gleiche Schlußfolgerung kann für die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
P8 (h, L) in einer Phase s angewandt werden, die gegeben ist durch

P5(h,
L) = exp(-fS(h)

BL)	 [ + O(exp(-L/L})]•

	

(2.27)
exp(-fg(h) 1-6 )

Wiederum gilt mit der Definition von fq(h) nach Gleichung (2 .22), daß h3(L)

definiert durch PQ (h3(L), L) P4 (h3 (L), 2L) nur um eine exponentielle Korrek-

tur von hp abweicht . Wie man sieht, kann beim finite-size-scaling des mittle-
ren Ordnungsparameters und der Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einer Phase
auch für mehrere koexistierende Phasen eine exponentielle Korrektur beobach-

tet werden.

Um das finite-size-scaling für die Suszeptibilität und die Kumulanten her-
zuleiten, sind längere Rechnungen nötig, die hier nicht dargestellt werden . Da

jedoch die Zustandssumme eine Funktion von Ld ist, ist es verständlich, daß das
finite-size-scaling thermodynamischer Größen von Potenzen von L d abhängt_

Wahrscheinlichkeitsverteilung des . Ordnungsparanneters:

Häufig wird das finite-size-scaling der Suszeptibilität und höherer Momente
nicht über die Zustandssumme (2 .26), sondern über die Wahrscheinlichkeitsver-

teilung des Ordungsparametersbestimmt . Deshalb werden in diesem .Abschnitt
zwei Möglichkeiten angeführt, wie man diese Wahrscheinlichkeitsverteilung be-
stimmen kann.

Die erste Methode wurde von Lee und Kosterlitz [53] far . einen tempe-

raturgetriebenen Phasenübergang 1 . Ordnung angewendet und ermöglicht die

Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung aus der Zustandssumme . Ist die
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Z(T, L) = f
.

dEf (E, L) exp[-E(L)/(kBT)]

	

(2 .28)
0

bekannt, dann erhält man die Anzahl Sl(E, L) der Zustände mit der Energie

E über die Umkehrung der Laplace-Transformation . Mit der Kenntnis von

52(E, L) ergibt sich dann die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ordnungspara-

meters P(E, L), da P(E, L) definiert ist als

P(E, L) = (SZ( .E, L)/N) exp[-E/(kBT)] .

	

(2.29)

N ist dabei die Normierungskonstante für die Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Das gleiche Verfahren kann auch für einen feldgetriebenen Phasenübergang an-

gewendet werden, indem man die Zustandssumme definiert als
ce

Z(h, L) =

	

dmW(m, L) exp(-h m),

	

(2.30)
0

wobei W(rn, L) die Anzahl der Zustände ist, bei denen der Ordnungsparameter

den Wert m annimmt . Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

P(m,L) = (W(m, L)/N) .exp(-m h)

	

(2.31)

ergibt sich wiederum, nachdem W (m, L) mittels der Laplace-Transformation

bestimmt wurde.

Eine weitere Methode zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsverteilung

des Ordnungsparameters wurde in [22, 10, 6] entwickelt und angewendet . Hier-

bei verwendet man die Bedingung, daß die Wahrscheinlichkeit für einen Wert

M. des Ordnungsparameters, gleich der Summe über die Wahrscheinlichkeiten

ist, daß in der Phase q der Ordnungsparameter den Wert m hat . Dies schreibt

sich dann als:

P(m, h, L) _ y:
A'q exp (_f(m, h)	 ) _ EPg (m, h, L) .

	

(2 .32)
q

	

q

Die fq (m, h) können im Rahmen einer Clusterentwicklung bestimmt werden,

bei der diesmal die Zustandssumme mit festgehaltenem Ordnungsparameter

(2.4) zerlegt wird . Ist F(m, h, L) am Phasenübergangspunkt h2 wie in Abbil-

dung (2 .12) mit einem Minimumbei mq(L) für die Phase q gegeben, dann ist

fq (m, h) so definiert, daß mq limL_ mq (L) auch ein Minimum von fq ist
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Abbildung 2.12 : Freie Energie F(m, h, L) bei festgehaltenem Ordnungsparameter am

Phasenübergangspunkt h =. .hp

In der Nähe des Phasenübergangspunkts h, kann fq (m, h) um hp und mq

entwickelt werden und es ergibt sich dann:

3I

	

a

af
J QI~' : hp) +

Vm~ I m4~hP(m -
MQ) ~ ah lm 4e hP(~y7~"" - hp)

1 a2f~
I mq hP(m - mg)2 + öha2cifm+ öm

	

g- hp)('n -

+p((h (
~?p)2, (??2

	

i7Lq)3)

fg (mq , h p )
+ 2Xq

(m - ?.Zq)2 + (h -h)m

+O((h - h p )2, (m -

Die. N bestimmen sich durch die Bedingung, daß . am Phasenübergangspunkt

jede Phase mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt [13, 17].

fq(m, h)

)3 .) ~ (2.33)



2 .4 Monte-Carlo-Simulation einer Grenz®
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2<4-01 Modell

Nachdem im vorherigen Abschnitt das finite-size-scaling für Phasenübergänge

1. Ordnung vorgestellt wurde, sollen nun für eine Grenzfläche die Vorhersagen

an Hand einer Monte-Carlo-Simulation untersucht werden . Ziel ist es hierbei,

ein geeignetes Kriterium für eine Grenzfläche zu finden, mit dessen Hilfe man

entscheiden kann, wann ein Übergang, der für endliche Systeme auf Grund

koexistierender Phasen nach einem Phasenübergang 1 . Ordnung aussieht, im

thermodynamischen Limes auch wirklich einen Phasenübergang 1 . Ordnung ist.

Deshalb wird das Modell einer Grenzflache im Doppelmulden-Potential, das

auch unter dem Namen 4 4-Theorie bekannt ist, in 2 Dimensionen ober- und

unterhalb des kritischen Punkts simuliert . Das bedeutet, daß die Grenzfläche

einmal entlang der Koexistenzlinie und einmal im Einphasengebiet betrachtet

wird. Die Konfigurationsenergie 'K(l), die der Simulation zugrundeliegt, ist

gegeben durch :

	

1)

	

1
	 (T _ f d2r [__(Vl) 2 - t12 + u14 + hi] ,

	

(2.35)

wobei w umgekehrt proportional zur Oberflächenspannung ist . In Abhängigkeit

von den Parametern h und t erhält man das Phasendiagramm, das in Abbildung

2 .13 dargestellt ist, mit einem Phasenübergang 1 . Ordnung für t > t, bei Ii-

Änderung (Pfad 1) und einem Phasenübergang 2 . Ordnung für h = 0 und t = t,

(Pfad 2) . Simulationen und Renormierungsgruppen-Betrachtungen zeigen, daß

t, größer als Null ist [72, 91] . .'

Zur. Simulation des Doppelmulden-Potentials wird die (x, y)-Ebene dis-

kretisiert, so daß das Ordnungparameterfeld l(f.) auf einem 2-dimensionalen

Quadratgitter mit periodischen Randbedingungen definiert ist . Als zugehörige

diskretisierte Konfigurationsenergie wird gewählt:

wobei (i, j.} einer Summation fiber nächste Nachbarn entspricht .



Abbildung 2 .13: Phasendiagramm für eine Grenzfläche im Doppelmulden-Potential

Das so definierte Modell kann auf der Cray Y-MP mit zwei Untergittern

vektorisiert werden, wobei die dimensionsbehafteten Größen mit Hilfe des Ab-

schneideparameters Ar und der Energieskala kB T auf dimensionslose Größen

umgeformt werden . Mit Hilfe dieses Programms wurde far, die Parameterwerte

w = 0.25 und u = 0 .1 und für die Lineardimensionen L = 10, 20, 40 des Gitters

zuerst t, bestimmt, um dann anschließend für t > t, und t < t, die Übergänge

bei Änderung von h für die Lineardimensionen L = 6, 10, 14, 20, 30, 40 zu

betrachten . Die Ergebnisse dieser Simulationen werden im folgenden Abschnitt

diskutiert.

2 .4.2 Ergebnisse ... der. . $imulationen .

Zur Bestimmung des Phasenübergangspunkts t, wird analog zu der Arbeit von

Milchev et al . [72] eine Größe verwendet, die sich aus der 4. Kumulante U4

ergibt und über die Gleichung

	 ( 14 )
3(12)2

definiert ist . Dabei ist der Ordnungsparameter 1 für das diskretisierte Modell

durch 1 = E, li/ T gegeben . Wie die Ergebnisse aus der Simulation in Abbildung

2.14 zeigen, schneiden sich die Kurven U4(t) im Rahmen der Meßgenauigkeit in

einem Punkt, so daß aus der Abbildung t, = (0 .598 + 0 .005) abgelesen werden

kann. Dieser Wert stimmt mit den Vorhersagen aus den Daten von [72] überein.

Daß es sich bei dem Schnittpunkt der Kurven wirklich urn t, handelt,

zeigt die folgende Betrachtung . lm Fall eines Phaseniibergapgs 1 . Ordnung
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Abbildung 2.14 : U4 für den Phasenübergang 2. Ordnung beim Doppelmulden-
Potential für verschiedene Systemgrößen L (u = 0 .1, w = 0 .25)

wird der Mittelwert des Ordnungsparameters (1) im thermodynamischen Li-

mes einen endlichen Wert, z . B. (l) = lp oder (1) = ---la, annehmen. Findet

kein Phasenübergang statt, dann ist (1) = 0 . Wird für t < t, und t > t e

die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ordnungsparameters durch eine Überla-

gerung zweier identischer Gauß-Verteilungen um lQ bzw . -10 und der Breite 6

beschrieben .(Abb. .2 .15), dann ergibt . sich für U4 die Beziehung

	

21n(2o-2 + l
° )

	

2.38

	

U4( l0,o-) - 3f2,2\2

	

(2.3S)
z o)

Im Falle eines Phasenübergangs 1 . Ordnung für t > t, ändert sich 10 für große L

nur noch geringfügig und o wird immer kleiner, so daß U4 dem Grenzwert 2/3

zustrebt . Außerdem : wächst U4 mit anwachsendem L . an, da für. L 2 > Ll die

Beziehungen a(L 2 ) < u(L1 ) und aU4/a - 2 < 0 gelten. . .' Im Gegensatz dazu erhält

man für t t e das asymptotische Verhalten U4 0 für große L und U-4 nimmt

mit anwachsendem L ab da 10 (L 2 ) < . 10(L1) fur L2 > Lk und aU-4/R > 0 ist.

Nachdem t e bestimmt ist, wird wiederum für die Parameter w 0 .25 und

u = 0.1 das System unter der Veränderung des h-Feldes betrachtet und zwar
r .. n r

7
L Fall solltezur t = 0.01 > tc und einmal fur t = 0 .59 < tc . am ersten Fall sollte dann

ein Phasenübergang 1 . Ordnung im thermodynamischen Limes zu beobachten

sein, wohingegen im zweiten Fall überhaupt kein Phasenübergang stattfindet.

Der Phasenübergangspunkt ist bekannt und liegt für alle Systemgroßen bei

	

0, da das Potential V(1)

	

-t12 + u14 relativ

	

zu l = 0 symmetrisch ist

0 .2



Abbildung 2 .15: Überlagerung zweier Gauß-Verteilungen um +1 0 mit der Breite a

und dies die Existenz eines symmetrischen Phasenübergang in Bezug auf h zur
Folge hat . Gemessen wurde die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ordnungspa-
rameters P(l) bei h = 0, wobei 1 definiert ist als 1 = Ei li/1V . Daraus konnte die

freie Energie bei festgehaltenem Ordnungsparameter und die Höhe der Ener-

giebarriere df(L) bestimmt werden . Außerdem wurde bei h 0 noch die

Suszeptibilität pro Fläche := x/L2 = ((12) - (1) 2 ) und U4 berechnet . . Falls

ein P-hasenii.bergang 1 . Ordnung stattfindet, zeigt ein Maximum und U4 ein

Minimum als Funktion von h beim Phasenübergangspunkt h = O . Die gemes-

senen Größen sind in Abhängigkeit von der Systemgröße L in den Abbildungen
2.16, 2 .17, 2 .18 und. 2.19 dargestellt.

Dieser Abschnitt soil mit einer Diskussion der Ergebnisse abgeschlossen

werden. Vergleicht man die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ordnungspara-
meters bei i 0 .59 mit der bei t 0.61 (Abb . 2 .16), dann sieht man deutlich,
daß für t = 0 .59 die beiden Maxima der Verteilung im Gegensatz zu t . .= 0 .61,

wo die beiden Maxima immer höher und schmäler. werden ; verschmelzen . Dies

hat zur Folge, daß die freie Energiebarriere d '(L) bei t = 0 :59 mit L abnimmt

und bei t = 0 .61 anwachst (Abb . 2.17) und entspricht der Vorhersage der Arbeit

von Lee und Kosterlitz [52] . Es sei hier jedoch darauf hingewiesen, daß dP(L)

bei t = 0 .61 für den zugänglichen L-Bereich nicht proportional zur Potenz Ld- i

anwächst, wie man es für große L erwarten würde, sondern durch . F L'n

mit m = 0.32 ± 0.01 gegeben ist.

Berechnet man. die S.uszeptibilität pro Fläche X(L) - ` .(l2 ) -(l)2 für eine



Abbildung 2 .16: Wahrscheinlichkeitsverteilung P(l) für i = 0.59 und 0 .61 in
Abhängigkeit von der Lineardimension L (u = 0 .1, w = 0 .25, h = 0)
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Abbildung 2 .17: Energiebarriere Af(L) für t = 0.59. und 0 .61 in Abhängigkeit von

der Lineardimension L (u = 0 .1, w = 0 .25, h = 0)

einfache Gauß-Verteilung um l = 0 mit der Breite a, dann ergibt sich X a2 .

Fiir zwei Gauß-Verteilungen um +lo (Abb . 2.15) gilt hingegen a2 +lp.
Da im thermodynamischen Limes a gegen Null geht, wird man an Hand der

obigen Formeln annehmen, daß iir einen Phasenübergang 1 . Ordnung einem

festen Wert zustrebt, der ungleich Null ist . Findet kein Phaseniibergang statt,
dann wird gegen Null gehen . Wie in Abbildung 2.18 zu sehen ist, kann dieses
Verhalten von für diese Simulation noch nicht beobachtet werden, da . die bei
der Simulation verwendeten Systemgrößen zu klein waren . Erst far größere L

0.9

0.8

0.7



Abbildung 2 .18: Suszeptibilität pro Fläche X(L) für t = 0 .59 und 0 .61 in Abhängigkeit
von der Lineardimension L (u = 0 .1, w = 0 .25, h = 0)
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Abbildung 2 .19 : Ü4 (L) für t = 0 .59 tend 0.61 in Abhängigkeit von der Lineardixnen-
sionL (u=0.1,w .=0.25,h=0)

kann entschieden werden, ob mit 1/L gegen Null oder gegen eine Konstante

ungleich . Null strebt.

V yYS Tie sich usich TT4 in Abhängigkeit

	

der Cti __-L-_...~ ...~. ••R ..e oben~- 	 - und~ unterhalbn~~ vonYTr~r~von d .Sytit,emgröß

t0 verhält, wurde bei der Bestimmung von t 0 ausfiihrlich diskutiert . Die Größe

2 - 3ÜI4 sollte für t < t0 gegen 2 und für t > t 0 gegen 0 gehen . Wie man der

Abbildung 2.19 entnehmen kann, stimmen die Daten :zumindest qualitativ mit

dieser Vorhersage überein .



Welche Kriterien sind nun geeignet, um bei dem Benetzungsübergang die

Existenz oder Nichtexistenz eines Phasenübergangs 1 . Ordnung nachzuweisen?

Daß U4 im thermodynamischen Limes für einen Phasenübergang 1 . Ordnung

gegen 2/3 strebt und ansonsten gegen Null, trifft nur für symmetrische Pha-

senübergänge zu, bei denen (l) = 0 ist. Das sieht man unter anderem daran,

daß sich für zwei Gauß-Verteilungen, deren Maxima sich bei :e + l© . und. c -• la

befinden, folgendes U4 ergibt:

_-

2 ( 10 + c)2(2a 2 + (10
+ c)2)

	

(2 .39)U4

3(0'2 + (la +
c)2)2

Da U4 unabhängig davon, ob l4 = 0 ist oder nicht, für o gegen Null den Wert

2/3 annimmmt, ist der Wert 2/3 für U4 am Phasenübergangspunkt nicht cha-

rakteristisch für einen Phasenübergang 1 . Ordnung. Es sei hier bemerkt, daß

das Minimum von U4 als Funktion von h jedoch einen Phasenübergang 1 . Ord-

nung kennzeichnet . Im Gegensatz dazu sollte für einen Phasenübergang 1.

Ordnung im thermodynamischen Limes unabhängig vom Mittelwert (1) immer

einem Wert ungleich Null zustreben und bei Nichtexistenz Null werden. Wie

diese Simulation jedoch zeigt, dürfen die Systemgrößen L, um dieses Verhalten

beobachten zu können, nicht zu klein sein. Hingegen . scheint das Kriterium,

daß bei einem Phasenübergang 1 . Ordnung die Energiebarriere 0P(L) mit L

anwachsen muß, schon für relativ kleine Systemgrößen erfüllt zu sein (Abb.

2.17) .
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KaDitel 3

Ben®~',zungs
®®

ergan

® Ordnung in d (2 + 1)
Dimensionen

3.1 Einleitung

Schränkt man das einfache Ising-Modell in 3 Dimensionen durch eine Wand

auf den halbunendlichen Raum ein, dann lassen sich Benetzungsübergänge be-

obachten. Hierzu wird zusätzlich zu der Ising-Wechselwirkung J und dem Ma-

gnetfeld H im Volumen eine kurzreichweitige Kopplung J s der Wandspins und

ein Wandmagnetfeld Hr eingeführt, so daß die Konfigurationsenergie gegeben

ist durch

7-((isi}) = -J

	

sis j - JS ~ s isk - H

	

si

	

sk .

	

(3 .1)
(i,j)Vol .

	

(i,k)Wand

	

i Vol .

	

k Wand

Hierbei kann s i die Werte +1 und -1 annehmen. In (3.1) bedeutet (i, j) eine

Summation über nächste Nachbarn und die Wandspins sind mit k gekennzeich-

net. Für eine geeignete Wahl und Änderung der Parameter J und J5 , der Felder

H und H1 und der Temperatur T läßt sich eine Schicht von Isingspins mit glei-

chem Vorzeichen beobachten, die sich von der Wand ins Volumen ausbreitet.

Das Modell wurde mit Hilfe analytischer Methoden auf Benetzungsübergänge

hin untersucht. Hierauf basierend sind für interessante Parameterwerte Monte-

Carlo-Simulationen durchgeführt worden [8] . Diese Ergebnisse haben die Au-

toren von [8] veranlaßt das in Abbildung 3 .1 dargestellte Phasendiagramm für



Benetzungsübergänge des Ising-Modells bei H = 0 anzunehmen.
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Abbildung 3 .1 : Phasendiagramm der möglichen Benetzungsübergänge für das hinge

Modell im halbunendlichen Raum im Fall 11=0 [8]

Grob lassen sich die möglichen Phaseniibergänge in folgender Weise glie-

dern : Für Temperaturen, die viel niedriger als die Rauhigkeitstemperatur TR

sind, finden bei Änderung von HI Phaseniibergänge 1 . Ordnung statt, bei de-

nen die Benetzungsschicht jeweils um eine zusätzliche Monoschicht anwächst.

Diese Flächen von Phasenübergängen 1 . Ordnung enden in der Nähe von TR

in Tripelpunkt-Linien . Gilt für die Temperatur T die Relation TR Z T <

wobei TT die kritische Temperatur ist, dann wird bei einer Änderung von HI

für große Werte von J5 /J ein Phasenübergang 1 . Ordnung und für kleine Werte

von L/J ein Phasenübergang 2 . Ordnung vorhergesagt . Diese beiden Bereiche

berühren sich entlang einer kritischen Linie.

diese 1A rbeit sind die Phasen ibergange bei kli°.i .fern 7 / J interessGnt .

Die Annahme, daß in diesem Gebiet Phaseniibergänge 2 . Ordnung auftreten,

beruht im wesentlichen auf der Untersuchung eines Kontinuumsmodells [73, 55]

in . Molekularfeld-Näherung. Dieses Modell beschreibt für .T> TR die .: Benet-

zungsiibergänge des einfachen Ising-Systems . Seine Konfigurationsenergie ist



gegeben durch:

7-t [m (rl )] -= j d2r ([(Vm(2))2+(m(2fl+H .m] dz + 1(mi)JJJj . (3 .2)

Dabei ist m(r') die mittlere Spindichte und . das Potential (D(m) im Volumen

zeigt bei ml und m2 zwei Minima für die beiden möglichen Phasen des Ising--

Systems . Das Ob
~ i erflän

••ch
7 enf reldi r -rr - undi die zusätzl1 ich7 e 7sing-WechselwirkungTechselwil

	

Tn i

	

. lrkung

an der Wand werden durch das Wandpotential 1 (mi ) = -HI ml + g/2 m4.

berticksichtigt, wobei m l die Spindichtean der Wand und g eine Funktion der

Kopplung .Il ist . Im folgenden ist z die Koordinate, die. . den Abstand zur Wand

mißt, und die Koordinaten parallel zur Wand werden mit bezeichnet.

Bestimmt man die Sattelpunktslösungen m(z ;1) von (3 .2) mit den entspre-

chenden Randbedingungen an der Wand und fi_ir große z [73, 55], dann ergeben

sich Profile wie in Abbildung .3.2. Das Ordnungsparameterfeld rh(z,1) hängt

Abbildung 3 .2: Ordnungsparameter-Profile 7n(z, l) und m(z, l(r.)

nur von der z-Koordinate ab und geht in der Umgebung von 1 von .ml nach m2

liber. Bei einer Änderung von H 1 wächst die Dicke 1 der Benetzungsschicht an

und divergiert am Phasenübergangspunkt.

Um Tiber die Phaseniibergänge Aussagen machen zu können, die über die

Molekularfeid-Näherung hinausgehen, wurde aus dem Modell (3 .2) ein effekti-

ves Grenzflächenmodell abgeleitet [56] . Hierbei läßt man für das Ordnungspara-

meterfeld m(z; spezielle Fluktuationen m(z,1(r)) um die Sattelpunktslösung



m(z, l) zu, bei denen der Verlauf des Profils um IV) - 1 verschoben ist (Abb.

3.2) und für die somit gilt:

rrt(z, l(O) _

Nach Einsetzen von rrt(z, l(r)) in (3 .2) und Integration fiber die z-

Koordinate ergibt sich das effektive Grenzflächenmodell:

x(I) _ f d2 r [(Vl) 2 ...± V (1)~ (3.4)

in Abhängigkeit von dem Feld l(r), das die Grenzfläche der Benetzungsschicht

beschreibt, mit dem Potential .

V(1) -
aexp(--B) +bexp(-2 ) 1 > 0

co

	

1<0.

In der Konfigurationsenergie werden hierbei Terme von dritter Ordnung in

exp(-1) vernachlässigt und höhere . Gradienten-Terme wie z . B . V21, (Vl) 4 nicht

berücksichtigt, da sie für den zu betrachtenden Phasenübergang 2. Ordnung

nicht relevant sind . Außerdem erhält . man einen abstandsabhängigen Beitrag

zur Oberflächenspannung der Form AE(l)(Vl) 2 , der in [56] abgeleitet, aber

dessen Konsequenzen nicht näher untersucht wurden.

Wie man an Hand des Potentials sieht, ist 1 durch die Wand bei 1 - 0

auf Werte größer als Null beschränkt . Die Reichweite des Besetzungspotentials

wird durch die Korrelationslänge 6B der Volumenfluktuationen bestimmt und E

ist die Oberflächenspannung . Dieses Modell ist nicht nur für das Ising-Modell

von Interesse, sondern sollte allgemein auf Benetzungsübergänge anwendbar
sein, deren benetzende Substanz kurzreichweitigen Wechselwirkungen unter-

liegt . Ein Beispiel stellt eine Yukawa-Fliissigkeit dar, deren Moleküle über eine

abgeschirmte Coulombkraft wechselwirken [86].

Bei der Herleitung des effektiven Grenzflächenmodells ergibt sich für die

oben genannten !C
r} • -yialle die Relationen a < 0.::n undt b > 0 undund somit kannZ_~~~ bei._b__

(3A) in Molekularfeld-Näherung für den Grenzwert a - 0 ein Phasenübergang

2. Ordnung beobachtet werden . Dies. entspricht dem Benetzungsübergang, der

::bei einer Änderung vonH1 in : der Molekularfeld-Näherung von . Modell . (3 .2)

auftritt .

53 . .



Mit Hilfe der linearen funktionalen Renormierungsgruppe lassen sich für die

Benetzungsübergänge 2 . Ordnung des effektiven Grenzflächenmodells die cha-

rakteristischen Exponenten bestimmen. Ein Vergleich mit den Monte-Carlo-

Simulationen des Isingmodells zeigt jedoch, daß das Skalenverhalten, das von

der Renormierungsgruppe vorhergesagt wird, mit den Ergebnissen der Simula-
tion für die zugänglichen Längenskalen nicht übereinstimmt . Es wurden immer

wieder Versuche unternommen diese Diskrepanz zu klären . Unter anderem wur-

den in [46, 29, 30] bei der Herleitung des effektiven Grenzflächenmodells weitere

Terme berücksichtigt, die sich als relevant für den Benetzungsiibergang erwei-

sen. Der wesentliche Beitrag ist hierbei eine 1-abhängige Oberflächenspannung.

In der Näherung der linearisierten Renormierungsgruppe ergibt sich für das neu

hergeleitete Grenzflächenmodell ein Phasenübergang 1 . Ordnung in dem Para-

meterbereich, für den die Molekularfeld-Näherung einen Phasenübergang 2.

Ordnung vorhersagt.

In der vorliegenden Arbeit wird das erweiterte Modell aus [29] mit

Hilfe einer Monte-Carlo-Simulationen auf einen Phasenübergang I . Ord-

nung hin untersucht . Hierzu werden in Abschnitt 3 .2 zuerst die Ergebnisse

der Renormierungsgruppen-Untersuchungen des effektiven Grenzfiächenmo-

dells und ihre Diskrepanz zu den Simulationen angeführt, um anschließend die

Herleitung und die Eigenschaften des erweiterten Modells mit der 1-abhängi-

gen Oberflächenspannung zu beschreiben . Im letzten Kapitel wird zuerst eine

Sattelpunktsauswertung für die freie Energie bei festgehaltenem Ordnungspa-

rameter für das erweiterte Modell ausgefiihrt, bevor die Resultate :der .Monte-
Carlo-Simulation diskutiert werden . :

3 .2 Bisherige
u'''bergang

Ergebnisse zum Benetzungs-

Ersetzt man in dem effektiven Grenzflächenmodell (3 .4) l/ B durch 1, mißt

also den Abstand zwischen Wand und Benetzungsoberfiäche . in Einheiten der
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Korrelationslänge B , dann schreibt sich die Konfigurationsenergie als:

H
(1)

	

d2r [ ' (Vl) 2 + vu)

	

(3 .6)

mit dem Potential

a exp(---1) + bexp(-21) 1 > 0
00

	

1 < 0,

wobei w durch = (k8 )/(4 )gegeben ist . Eine Sattelpunktsnäherung ist

nicht geeignet, um den Phasenübergang, der bei Änderung von a auftritt, zu

untersuchen, da .d=(2+1) die obere kritische Dimension für Grenzflächen im

Fall kurzreichweitiger Potentiale ist . In dieser Dimension können nur Pha-

senübergänge, deren Wechselwirkungs-Potentiale mit einer Potenz abfallen,

durch eine Molekularfeld-Näherung ausreichend beschrieben werden [57].

Wendet man auf das Modell Renormierungsgruppen-Verfahren an, insbe-

sondere die lineare funktionale Renormierungsgruppe, dann zeigen die Resul-

tate weiterhin einen Phasenübergang . 2 . . .Ordnung . . [56, 19, 27] . Die dabei auf-

tretenden. Divergenzen der Korrelationslänge der Oberflächenfluktuationen !I

und der Dicke 1- der Benetzungsschicht weisen kein universelles Verhalten auf,

sondern werden durch den Parameter w bestimmt . Für das Skalenverhalten

beim Phasenübergang können in Abhängigkeit von w drei Bereiche und der

Übergangsbereich für w = 2 unterschieden werden . Ist r ' (a - a c), wobei a,

der Parameter ist, für den der Phasenübergang stattfindet, dann erhält man

folgendes kritische Verhalten für II und L Im ersten Bereich mit w < 1/2 ergibt

sich [56, 19, 27] mit vll = (1 - w)" z

~II ^ T- v u

1 + 2w Intl/71.
1-w

< w < 2 findet man [19., 27] mit

und

vll = (v - / ) -2 und



Schließlich erhält man für w > 2 die wesentlichen Singularitäten der Form

(3.15)T 2

Für w zwischen 0 und 2 ist a, . = 0 wie in der Molekularfeld-Näherung, während

sich für w > 2 ein endlicher Wert a, < 0 ergibt.

Die hier betrachtete kritische Benetzung tritt beim Ising-Modell für den
Fall auf, daß im Volumen kein Magnetfeld eingeschaltet ist und eine Verände-
rung des Oberflächenfeldes HI an der Wand oder die Änderung der Temperatur

T den Phasenübergang bewirkt . Für dieses System läßt sich jedoch auch eine
vollständige Benetzung beobachten . Wählt man a > a, und schaltet ein Ma-

gnetfeld H ein, so daß sich eine endliche dicke Benetzungsschicht ergibt, dann

wird für den Grenzwert H = 0 die Wand vollständig benetzt . Das Potential für

diesen Phaseniibergang ist für l > 0 gegeben durch V(1) = = a exp(-l) + H • 1 . In

der Nahe des Phasenübergangs zeigen ell und T in Abhängigkeit von tv folgendes

Skalenverhalten [57] . Für w < 2 ergibt sich mit v ll

und für w > 2

n

	

-, R

	

,1

	

r••

	

t• der nFür diejenigen Parameter j j J und TT des Ising-Modells, für die dPha-

senübergang 2 . Ordnung auftreten sollte, wurden Monte-Carlo-Simulationen
durchgeführt . Dabei wurde sowohl der kritische als auch der vollständige Be-
netzungsübergang untersucht . Aus der Abhängigkeit der Größe l und el von

den Feldern Hf und H konnten die Exponenten des ... Phasenübergangs bestimmt



werden. Ein Vergleich mit den Renormierungsgruppen-Vorhersagen ergibt für

das Ising-Modell in dem relevanten Parameterbereich ein w < 0 .5 [7, 8, 9].

Berechnet man jedoch w über die Definition w - (kB T)/(47raE), indem man

und E des Isingmodells im Volumen verwendet, dann folgt ein w > 0 .6

[31] . Um diese Diskrepanz zu verstehen, wurden mehrere Erklärungsversuche

unternommen, die im folgenden dargestellt . werden.

Es ist möglich, daß das unterschiedliche Skalenverhalten bei den

Renormierungsgruppen-Vorhersagen und den Monte-Carlo-Simulationen auf

typische Fehler bzw. Beschränkungen von Monte-Carlo--Simulationen zurück-

zuführen ist. So wurde in der Arbeit [7, 8, 9] überlegt, ob die simulierten

Systeme vielleicht zu klein waren oder das kritische Verhalten erst sehr nahe

bei a~ beobachtet werden kann . Gegen diese Erklärung sprechen aber die Si-

mulationen zum Modell (3.6) [34].

Diese Diskrepanz kann auch dadurch entstehen, daß bei der Herleitung

von 7-«(L) Fehler oder nicht erlaubte Näherungen gemacht wurden . Die Arbei-

ten [35, 76, 26] weisen z . B . darauf hin, daß die Reichweite des kurzreich-

weitigen Potentials exp(-1/C) nicht durch die Korrelationslänge eB der Fluk-

tionen im Volumen, sondern durch eine weitere Länge, die durch die Wand

erzeugt wird [68], gegeben ist . Da diese Lange größer als 6 3 ist, ergibt

sich ein w 6 = (kBT)/(41r 2 E), das kleiner als i.,kB ist . Somit könnte mögli-

cherweise die Diskrepanz zwischen den Monte-Carlo-Simulationen und den

Renormierungsgruppen-Vorhersagen verstanden werden.

Daß es sich bei dem Phasenübergang, der durch (3 .6) beschrieben wird,

möglicherweise nicht um den gleichen Phasenübergang wie beim Isingmodell

handelt, wird in den Arbeiten von Jin und Fisher [29, 30, 461 vermutet . Sie

leiten das effektive Grenzflächenmodell auf eine neue Art und Weise her und zei-
gen an Hand von Renormierunsgruppen-Untersuchungen, daß relevante Terme

vernachlässigt wurden, die das Verhalten am Phasenübergang wesentlich be-

einflussen . Diese Arbeiten [29, 30, 46] sollen im folgenden etwas ausführlicher

dargestellt werden .
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3 .2 .2 Abstandsabhängige Oberflächenspannung

Bei der Herleitung von I(l) in Abschnitt 3.1 wurden Profile m(z, l(0) berück-

sichtigt, die außer den Randbedingungen an der Wand und fürgroße z noch die

Bedingung 7h(z,1()) = m (z - (l(r) -- 1), l) erfüllen . In den Arbeiten [29, 30]

werden zwei andere Nebenbedingungen verwendet . Dort werden als Profile

rrt(z, l V)) Sattelpunktslösung von (3 .2) betrachtet, die für den Fall ml > 0 und

m 2 < 0 entweder. der Nebenbedingung

oder der Integralbedingung

1(r~)
=

100

dz (m z,1(r))
2 )m

2)P

genügen, wobei p eine natürliche Zahl ist . Unter Verwendung solcher Profile

ergibt sich nach Ausintegration der z-Koordinate:

j rc(l) (®1) 2 + V~(l) ,

wobei 1 wieder in Einheiten der Korrelationslänge

	

gemessen wird . E,(l) und

V0(l) sind für 1 > 0 gegeben durch:

E~(1) = Ec, + (sic + sill) exp(-l) + (8 20 -- 8 21 1 + 6221 2) exp(-21) + : .(3 .23)

K(l) = h 1 + (w1o + will) exp(-l) + (W 20 + w 21 1 + w22 12 ) exp(-21) + . . .

Da sich bei 1 = 0 eine Wand befindet, sind negative Werte für .1 über die

Bedingung V/(l) oo für 1 . < 0 verboten . Untersuchungen des Modells

mit Hilfe der linearen funktionalen Renormierungsgruppe zeigen [46], daß die

Oberflächensteifigkeit unter dem Renormierungsgruppenfluß gegen den Grenz-

wert E c, strebt. Von größerer Wichtigkeit für den Phasenübergang ist jedoch,

daß das Potential V(l) durch den 1-abhängigen Anteil der Oberflächensteifigkeit

AE(1) = E(l) - E c , in folgender Weise renormiert wird:

Va (l) = V.(l) -'r d 	
s2

(1 - exp[-(d - 1)t])AE0(l),

	

(3.24)

wobei A der Abschneideparameter des Impulses und t der Parameter des Re-
normierungsgruppenflusses ist. Vernachlässigt man .für diesen Phasenübergang
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Beiträge 3 . Ordnung in exp(-l) und läßt die Terme weg, deren Koeffizienten

bei einer der oben genannten Möglichkeiten 1 (1) abzuleiten Null sind, dann

bleiben für das Potential und die Oberflächensteifigket folgende für den Pha-

senübergang relevante Terme übrig [46]:

E cT (l) ^ : . EcG + slo eXp( - l) + ( 8 20 + s21 1) exp(-21).

1l~T (1) = Fi • 1+ wlo exp(-l) +. . (?.U20 + .w21 l) exp( -2l ) .

	

(3.25)

Die Koeffizienten Ei,,, s20, W2o, w21 sind immer positiv, s12 ist immer ne-

gativ und w10 , slo wechseln das Vorzeichen am Phasenübergangspunkt der

Molekularfel d-Näherung.

Um diese Phasenübergänge zu untersuchen und deren Ordnung zu bestim-

men, wird in [30, 46] das sogenannte "matching"-Verfahren [27] angewandt.

Hierzu wird das Potential solange renormiert bis die Korrelationslänge ell der

Oberflächenfluktuationen von der Größenordnung der Korrelationslänge B der

Fluktuationen im Volumen ist . Wird diese Bedingung erfüllt, dann ist es ge-

rechtfertigt, den Phaseniibergang mit Hilfe des renormierten Potentials in einer

Molekularfeld---Näherung zu betrachten.

Um somit die Ordnung des Phasenübergangs zu bestimmen, muß die Ge-

stalt des renormierten Potentials (3.24) betrachtet werden . Wie man an Hand

von (3 .25) sieht, zeigt .V ,. einen Phasenübergang 2 . Ordnung und dies wird

auch durch die Terrne sio exp(--1) und s20 exp(--21) aus AE,(l) nicht verändert.

Erst der Term s12 l exp(---21) mit einem negativen Vorzeichen ermöglicht für

is21 I > w21 einen Phasenübergang I . Ordnung.

In Abbildung 3 .3 aus [46] sind schematisch die Bereiche dargestellt für die

ein Phasenübergang 1 . Ordnung beobachtet werden kann . Dabei ist q rs, -612

und 7 proportional zu T - T° bzw. HI - Hl°,, wobei für T°, oder H° der

Phasenübergang in Molekularfeld-Näherung stattfindet.

In der Arbeit [46] wird noch gezeigt, daß für die relevanten Parameter des

Ising-Modells Phaseniibergänge .1 . Ordnung für das Modell (3.22) auftreten . Da

diese Phasenübergänge jedoch sehr schwach 1 . Ordnung sind, ist es möglich, daß

die Systemgrößen bei der Simulation des Isingmodells zu klein waren, urn diesen
Übergang zu .beobachten. Jedoch könnten diese . Phasenübergänge 1 . . . .Ordnung
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Abbildung 3 .3: Phasendiagramm für das Modell (3 .22) in Abhängigkeit von q -821,

die schwächere Divergenz der Korrelationslänge erklären, die bei der Monte-

Carlo-Simulation im Vergleich zu den Renormierungsgruppen-Vohersagen be-

obachtet werden.

Ob diese zusätzlichen relevanten Terme in H(l) die Diskrepanz zwischen

den Monte-Carlo-Simulationen und Renormierungsgruppen-Vorhersagen be-

seitigen, wird in der vorliegenden Arbeit nicht untersucht, sondern es wird

im Rahmen einer Monte-Carlo-Simulation geprüft, ob der Term s12 1 exp(-21)

wirklich Anlaß zu einem Phasenübergang 1 . Ordnung gibt . Dabei wird folgende

Konfigurationsenergie für die Simulation verwendet:

Der Definitionsbereich fiir das Feld l ist wiederum durch die Wand auf positive

Werte beschränkt .

60



3 .3 Benetzungsilbergang mit abstands.ab-
hangiger Oberfidchenspannung

Nachdem sich bei der Simulation des Doppelmulden-Potentials in Abschnitt 2 .4

gezeigt hat, daß sich die Abhängigkeit der Energiebarriere Lr(L) von der Li-

neardimension L des Systems als Kriterium für die Existenz oder Nichtexistenz

eines Phasenübergangs 1 . Ordnung eignet, soll dieses Kriterium auch auf das

System mit der Konfigurationsenergie (3 .26) angewendet werden. Zuerst wird

jedoch die freie Energie mit festgehaltenem Ordnungsparameter in Gaußscher

Näherung berechnet, um zu sehen, wie in diesem Modell, das in Molekularfeld-

Näherung nur einen Phasenübergang 2 . Ordnung zeigt, ein Phasenübergang 1.

Ordnung entstehen kann . Anschließend werden die Ergebnisse der Simulation

dargestellt.

3 .3 .1 Sattelpunktsnäherung

Die freie Energie pro kBT mit vorgegebenen Ordnungsparameter 1 0 ist für .. das

betrachtete Modell gegeben über P(l0) := --- ln[Z(lo)] mit

Z(lo) = J[&]8(Jd2r(1() - lo)) exP [_}
k8(~ '

	

(3.28)

wobei 7-(l) die Konfigurationsenergie (3 .26) ist . P(10) soll in diesem Abschnitt

über eine Sattelpunktsauswertung bestimmt werden . Dazu muß eine Konfi-

guration l(r) gefunden werden, die ?-1(1) minimiert und die Nebenbedingung

.1[(l) := f &r[l(r`) - 10] = 0 erfüllt . Wie sich zeigt, ist 1( ?) = 10 für aller eine

mögliche Sattelpunktslösung.

Bei der Berechnung von F(10 ) geht außer der Sattelpunktsauswertung als

eine weitere Näherung noch die Vernachlässigung der Wand ein, indem über

das Feld 1 von --co nach oo . integriert wird . Diese Näherung läßt . . sich auf

der einen Seite rechtfertigen, da auf Grund der Exponentialfunktion in V(1)

negative Werte von 1 vermieden werden. Auf der anderen Seite beeinflußt die

Wand das kritische Verhalten von kontinuierlichen Übergängen, wie es z . B. die

Renormierungsgruppen-Untersuchungen des Modells (3 .6) zeigen [56, 19, 27].

Zum Nachweis, daß .:'1(0 = 1 0 eine Sattelpunktslösung von 7-1(10 ) . ist, muß
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nachgewiesen werden, daß das Funktional J{1} = 1{l} + pAr{1} unter der

Bedingung Y{l} 0 für l(r) = 10 ein Minimum besitzt, wobei p der La-

grangeparameter ist . Da die Nebenbedingung hr{l} = f d2 r[l(O - lo] = 0

für 11(ij .1 0 natürlich erfüllt ist, bleibt zu untersuchen, ob an der Stelle

l(r) = 10 die 1. Funktionalableitung SJ/451(0I ia Null und die 2. Funktionala-

bleitung 52J/(Sl(0Sl(r')) I io größer als Null ist . Da die beiden Funktionalablei-

tungen definiert sind aber die Entwicklung

J{1} = J{l0} + j der
Si

I 1o51(r1 +~ d2rd2r'

	

5 2 J
I

	

. .~ .

	

.1

	

ioS1(r)6l(r')
fsl(r)

	

2 61(064
; )

(3.29)

mit S1(0 = l(0 - l 0 , lassen sich die beiden Bedingungen für ein Minimum wie

folgt formulieren. Damit die 1 . Funktionalableitung gleich Null ist, muß für

l (r) = 10 die Differentialgleichung:

erfüllt werden. Dies ist mit p = -8V/5ll io möglich. Für die 2. Funktionala-

bleitung ergibt sich in der Integralschreibweise

f d2"r-d2r'	
S27

	

f d2 r[(lo)(V5l() 2+( exp (-l0)+2b exp (-2lo))Sl2()]•
Sl(()

	

(3.31)
Man sieht, daß für E(10) > 0 und a, b positiv die 2 . Funktionalableitung immer

größer als . Null ist . Somit ist für diese Parameter eine Sattelpunktsauswertung

möglich und die Zustandssummme kann näherungsweise berechnet werden, in-

dem in (3 .28) ?i(l) ersetzt wird durch

H(10) + jdr
: ( 81(0

	 %  2o&1(r_) + f d2rd 2r ' . .( 	 lI1 51(051(r-')

	

(3 .32)
Slr81r

Da sich S(f d2r(l(r) -lo)) schreiben läßt als f d.l.exp(-i.l f dr(l(O .. -- 10)),

erhält - man nachaLll~ einer i'L`
Vü11GlE~ld=i[.,3.ila~1V
.
.~-"W~~"~£~~`~'~~

:,."
11 a ^° v~rims ~;-üi „ ~ ; .~ ~/„n

~11+7Va11liJJ121111111+
r~c+o~irv .ma

der -51(0 J l UAC+ ~



Die Funktionalintegration über die lß läßt sich ausführen, da es sich bei den In-

tegranden um Gaußkurven handelt . Die daraus berechnete freie Energie P(10 )

bei festgehaltenem Ordnungsparameter zeigt einen Phasenübergang 1 . Ord-

nung, dessen Lage, aber nicht dessen Existenz von der Wahl des Cutoffs im

reziproken Raum abhängt . Für einen sphärischen Cutoff ergibt sich zum
Beispiel folgende Energiedichte bei festgehaltenem Ordnungsparameter:

j( lo) = P(1 0)/L2 -

V(10)+Sb2In
(( 1 0))

mit

(3 .34)

+	
7r2 )

B(10)
Sb2 In
	 	 °) In I + .52B(lo )(1 +	

7r 2 ///

V(l0)

. a exp(-lo) + 4b exp(-210 )

. 2E,o , (1 ~.-.*10 exp -210 ) '

1
. öTw

(3.35)

In Abbildung 3 .4 ist für die Parameterwahl w = 0 .15,

ein solcher Phasenübergang 1 . Ordnung abgebildet.

Abbildung 3 .4: Freie Energiedichte f (l 0) bei festgehaltenen: Ordnungsparameter 0
fürw=O.15,c'=1 .4,b--1 und :E=1.
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3e3 .2 Monte-Carlo-Simulation

Nachdem das Modell mit der Konfigurationsenergie (3 .26) unter der linea-

ren Renormierungsgruppe und in der Sattelpunkts-Näherung einen Pha-

senübergang 1 . Ordnung zeigt, bleibt zu untersuchen, ob sich die Art dieses

Phasenübergangs ändert, wenn man alle Fluktuationen berücksichtigt . Die

dazu durchgeführte Monte-Carlo--Simulation soll in diesem Abschnitt disku-

tiert werden.

Modell

Um die Methoden zum Nachweis eines Phasenübergangs 1 . Ordnung von Ka-

pitel 2 anwenden zu können, sollten die Konfigurationen, die in der Simula-

tion auftreten, den Phasenraum ausreichend überdecken . Für einen Benet-

zungsübergang ist dies prinzipiell schwer, da der Phasenraum des vollständig

benetzten Zustands nicht in endlicher Zeit zu durchlaufen ist . Sobald die

Grenzfläche den gebundenen Zustand verläßt, kommt sie innerhalb der Simu-

lationszeit nicht mehr in diesen zurück . Deshalb muß ein System betrachtet

werden, das für große l ebenfalls begrenzt ist . Man könnte dort zum Beispiel

eine harte Wand einbauen . Eine andere Möglichkeit, die bei der hier beschrie-

benen Simulation verwendet wurde, ist die Spiegelung des Potentials an einer

Ebene, so daß an Stelle von V(l) und E(l) das symmetrische Potential VS(z) und

die symmetrische Oberflächenspannung Es(l) simuliert werden (Abb . 3.5 und

3 .6) . Diese symmetrischen Größen sind definiert über

aexp(-l) '+ bexp(-21 )

	

für 0<1 .<

aexp( -(D - 1)) + bexp(-2(D -- l)) fiir

	

< 1. < D

	

(3 .36)

far . 1<Q,1> D

fiir . 0<iCDE~ - cl exp(-21)

{
(3.37)

E~

	

(D. :- .1) exP(-:2(D ..-. l)). . iiir . q. .< 1 < . Ds

und

wobei D der Abstand zwischen den beiden Wänden ist . Wie an Hand der Simu-

lationsergebnisse deutlich wird, führt dieses Potential auf einen Übergang von
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Abbildung 3 .5: Potential V(1) und Oberflächenspannung E(l) .fiir w = 0 .15, a = 0 .75,
b=1,c .=1 .4

Abbildung 3 .6 : Symmetrisches Potential Vs(l) und symmetrische Oberfiächenspan-
nungE s(l)fürw =0.15, a= 0.75, b= 1, c= 1 .4 undD=18

einem Zustand, bei dem die Grenzfläche entweder an der rechten oder der lin-

ken Wand gebunden ist, zu einem Zustand, bei dem sich die Grenzfläche in der

Mitte befindet. Dieser Übergang entspricht für D = oc dem Phasenübergang,

der untersucht werden soll.

Da dieser Ubergang durch Veränderung des Parameters a bewirkt wird, ist

es sinnvoll als Ordnungsparameter die Ableitung der freie Energiedichte nach

dem Feld a zu verwenden, die gegeben ist durch :

n

d
J

d2r[exp[-l(r]O(l(r))g
(-

2
1(0) +

exp[-(D - l(0)0 (1 (?') - r) O(D. - l(r))] .

	

(3..38)

Der Ordnungsparameter e kann Werte zwischen exp( D/2) und 1. annehmen
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und wird sich im Fall eines Phasenübergangs 1 . Ordnung unstetig ändern.

Zur Ausführung der Monte-Carlo-Simulation wird das Feld l(x, y) auf ei-

nem Quadratgitter in der (x, y)-Ebene diskretisiert . Als Konfigurationsenergie

ergibt sich dann:

kBT

	

2 { -- - cl
. exp(-l i )j (l -- 112 ± E[aexp(----12) + bexp(-212 )]

(3 .39)

Dabei werden alle Größen auf dimensionslose Größen zurückgeführt, indem sie

in den Einheiten von kB T und dem Gitterabstand Zr gemessen werden . Die so

diskretisierte Konfigurationsenergie mit periodischen Randbedingungen kann

mit 2 Untergittern auf der Cray Y-MP vektorisiert werden . Ausgeführt wurde

die Monte-Carlo-Simulation far den Parametersatz w = 0.15, c = 1 .4 und

b = 1, für den Abstand D = 18 und für die Gittergrößen mit der Lineardi-

mension L = 6, 10, 14, 20, 30 . Hierbei wurde der Parameter b willkürlich

1 gesetzt und der Abstand D und die Systemgrößen in der Weise eingestellt,
daß sich innerhalb sinnvoller Monte-Carlo-Simulationszeiten noch gute Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen des Ordnungsparameters ergeben . Außerdem wur-

den die Parameter w und c relativ zueinander so gewählt, daß E(l) ein tiefes

Minimum aufweist, ohne Null oder negativ zu werden . Damit auch ein Pha-

senübergang 1 . Ordnung bei Änderung des Parameters a beobachtet werden

kann, wurde schließlich der Parameter w mit dem zugehörige .c entsprechend

eingestellt.

Ergebnisse der Simulation

Gemessen wird in der Simulation die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(e) des

Ordungsparameters e für verschiedene Parameter a mid Systemgrößen der Li-

neardimension L, wobei pro Meßpunkt i0'-i0 8 Monte-Carlo-Schritte pro Git-

ter durchgeführt werden . Der Ordnungsparameter e ist . dabei für das diskreti-

sierte Modell definiert durch:

e :_

	

[exp(_l 2)(l2 )o ( Via) + exp(-(D - l2))0 (12 - ) 8(D- 1 2 )]

1 (3 .40)

wobei über alle N Gitterpunkte i summiert wird . Zusätzlich wird noch die

Wahrscheinlichkeitsverteilung P(l) von 1 := E2 1% /Nbetrachtet.
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Abbildung 3 .7: Wahrscheinlichkeitsverteilung P(1) für L = 20 bei a = 0.7, 0 .775,
0 .85

In Abbildung 3 .7 ist P(l) für die feste Systemgröße mit der Lineardimension

L = 20 für drei verschiedene Werte von a dargestellt . Die Bilder legen nahe,

daß sich zwischen dem gebundenen Zustand bei a = 0 .7 und dem ungebundenen

Zustand bei . a = 0 .85 .. ein Phasenübergang 1 . Ordnung ereignet.

Um nachzuweisen, daß es sich wirklich umreinen Phasenübergang 1 . Ord-

nung handelt und um die Lage des Phasenübergangs zu bestimmen, muB das

Modell flirr unterschiedliche Systemgrößen L betrachtet werden . Dazu wird im

folgenden zuerst mit Hilfe der Wahrscheinlichkeit, aas sich das System in der

"ungebundenen" Phase befindet, die Lage des Phasenübergangs ap bestimmt.

Anschließend werden zum Nachweis eines Phasenibergangs 1 . Ordnung die

Energiebarrieren bei ap untersucht . Den Abschluß. dieses Abschnitts bildet

dann eine Betrachtung von Momenten des Ordnungsparameters e .



Die Wahrscheinlichkeiten Pi und Pe , daß sich das System in der ungebun-

denen Phase befindet, lassen sich mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsverteilungen

P(l) und P (e) definieren als

Pt := ~

D-io

	

D

P(l)dl /
o

P(l)dl

i
Pe

:= ~oeg
P(e)de/ ~ P(e)de

la und eo sind dabei die Minima der Wahrscheinlichkeitsverteilungen in der

Mahe des Phaseniibergangspunkts, wie es z . B . für L = 20 und a = 0175 in

Abbildung 3 .8 dargestellt ist

(3.41)

(3.42)

0 .6 30
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Abbildung 3 .8: Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(1) und P(e) für L

	

20 und
a = 0 .775 zur Definition von lo und eo

Wie in Abschnitt 2 .3 bei der Diskussion des finite-size-scalings für Pha-

senübergänge I . Ordnung gezeigt . wurde, sollten die Kurven Pj .und Pe als Funk-

tion von a für verschiedene Leinen Schnittpunkt aufweisen, der sich nur um eine

exponentielle Korrektur vom Phasenübergangspunkt ap unterscheidet (siehe

2.27) . Die Abbildungen 3.0 bestätigen diese Anna:nrrle . Andererseits schneiden

sich die Kurven weit oberhalb von den Werten P1 . = 1/3 und Pe 1/3, die

man am Phasenübergangspunkt erwarten würde [16, 52] . Diese sehr großen

Abweichungen sind noch nicht geklärt . Vielleicht rühren sie von den zu kleinen

Systemgrößen her, für die die Simulationen durchgeführt wurden . An Hand der
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Graphen ist es jedoch möglich, die Lage des Übergangs auf ap = 0 .775 ± 0.005

einzugrenzen. Zum Nachweis, daß es sich um einen Phasenübergang 1 . Ordnung

a

	

a

Abbildung 3 .9: Wahrscheinlichkeit, daß das System sich in der ungebundenen Phase
befindet, als Funktion von a für verschiedene L

handelt, werden die freien Energien '(l) und F(e) bei festgehaltenem Ord-

nungsparameter in der Nähe des Übergangs untersucht . Diese beiden Größen

sind definiert durch

F(l) = - ln [P ( l)] (3.43)

F(e) := ln[P(e)1 . (3.44)

In den Abbildungen 3 .10 sind F(l) und F(e) bei ap = 0.77 für verschiedene L

aufgetragen. Man sieht deutlich, daß die Energiebarrieren zwischen den gebun-

denen Zuständen und dem ungebundene . Zustand. anwachsen.

Zur genauen Betrachtung ist in den Abbildungen 3 .11 die Höhe der Ener-

giebarriere für F(l) als Funktion von L doppeltlogarithmisch aufgetragen. Da-

bei sind die Energiebarrieren Og J(L) und Du .(L) definiert als

ng F
(

T,) ;_ F(Ig

	

; - F(l;;~ax) (3.45)

,A9 F(L)

	

.F(lumin,) - F(lmax)~ (3.46)

wobei l9min und l,,m,in die Lage des Minimums von F(l) für den gebundenen bzw.

ungebundenen Zustand und lmax die •Lage de. :Maximums . der Energiebarriere
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6 a=0 .77

36

2

e

Abbildung 3 .10 : Freie Energie F(l) und F(e) bei festgehaltenem Ordnungsparameter
für a = 0.77 und verschiedene L

kennzeichnet . Wie mit Hilfe der Graphen 3.11 für ap = 0 .77 gesehen werden

kann, ergibt sich

A9 F(L) ti Lm' mit ml = 1 .3 + 0 .1 und

A,-E- (L) ti Lr 2 mit m2 = 1 .7 ± 0 .1.

Die Energiebarriere wächst folglich mit L an. Für ap = 0 .78 werden auch F(l)

und . P(e) für verschiedene Lineardimension L bestimmt und daraus A9F(L)

und AJ(L) abgeleitet . Es zeigt sich, daß die Kurven sich in derselben Weise

verhalten wie bei ap = 0 .77. Diese Ergebnisse weisen darauf hin, daß es sich

um einen Phasenübergang 1 . Ordnung handelt.

Außer den bisher betrachteten Größen kann auch das finite-size-scaling

von Momenten von e einen Hinweis auf die Ordnung des Lebergangs geben.

Deshalb . sind in Abbildung 3 .12 und 3 .13 für verschiedene Systemgrößen L und

als Funktion von a folgende Größen.. aufgetragen:

(1) mittlerer Ordnungsparameter

	

= (e)

(3 .47)

(2) 4. ri.urnulante u

	

( e4)I( e' ) 'u4

Die. Klammern :() entsprechen einer .Mittelung über e mit dem Gewicht P(e).
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Abbildung 3 .11 : Energiebarriere von E(L) für a = 0.77 als Funktion von L
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Abbildung 3 .12 : Mittlerer Ordnungsparameter 4 . Kumulante . Ue als Funktion von
a für verschiedene L

Die Kurven zu unterschiedlichem L für den mittleren Ordnungsparameter

e schneiden sich für große L im Rahmen der lileßgenauigkeit in dem Punkt

ap = (0 .775 + 0 .005) . Dieses Verhalten ist auf dem Hintergrund der finite-

size-scaling Theorie verständlich, die für die Schnittpunkte eine exponentielle

Korrektur in Bezug zu a p vorhersagt . Im Gegensatz dazu kann bei den Werten

von a, für die Simulationen durchgeführt wurden, nicht das von der Theorie

postulierte Maximum fur die 4 . Kumulante beobachtet werden.

Betrachtet man schließlich die Suszep.tibilität pro Fläche . e7 dann:zeigt . sich,



0 .003

a

Abbildung 3 .13 : Suszeptibilität pro Fläche Xe als Funktion von a für verschiedene L
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Abbildung 3 .14: Maximum von X e und Lage des Maximums (Sa e . :relativ zum Pha-
senübergangspunkt ap als Funktion von L

daß Xe für große L zu . einem konstanten Wert übergeht ..(Abb. 3 .14). Für die
Abweichung der Lage des Maximums .der Suszeptibilität vom Phasenübergangs..
Punkt ap als Funktion von L ergibt sich. (Abb. 3 .14) ..

Erinnert man sich 'an den Abschnitt 2 .3, dann wird im Rahmen . .. der
Theorie des finite--size-scalingsfür bae eine Proportionalität zu L -2 für Pha-
seniibergänge vorhergesagt, bei denen eine Phase durch mehrere Zustände



bestimmt wird. Da in dem hier behandelten Modell die gebundene Phase

durch zwei Zustände bestimmt wird, ist die Systemgrößenabhängigkeit von &a e

verständlich.

Die Ergebnisse der Simulation zeigen, daß es sich für D = 18 um einen

Phaseniibergang 1 . Ordnung handelt . Um zu entscheiden, ob es . sich für den

Grenzwert D cG auch am eineu Phasenübergang 1 . Ordnung handelt,

müßte dieser Übergang als Funktion von D untersucht und die Ergebnisse auf

große .D extrapoliert werden . Auf Grund sehr langer Relaxationszeiten war den

Simulationen für weitere Parameter D jedoch nicht ausgefiihrt.
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Kapitel 4

®
Membran im
Doppel§~a lden-Potent® ~~

4.1 Einleitung

Wie in Abschnitt 1 .4 erwähnt wurde, existieren für Grenzlinien in d = (1 + 1)

Dimensionen keine Phasenübergänge 1 . Ordnung, wenn die Wechselwirkungs-

potentiale für große 1 schneller als 1/1 2 abfallen [90] . Da im Rahmen der funktio-

nalen Renormierungsgruppe die Fixpunktstruktur für Membranen in d = (2+1)

Dimensionen mit der für Grenzlinien in d = (1+1) Dimensionen übereinstimmt,

wird auf Grund dieser Renormierungsmethode erwartet, daß auch für Membra-

nen in kurzreichweitigen Potentialen keine Phasenübergänge 1 . Ordnung zu

beobachten sind [36] . Dies würde bedeuten, daß der Entropiegewinn durch die

Fluktuationen der Membran jegliche Barriere eines kurzreichweitigen Wechsel-

wirkungspotentials überwindet.

Auf der anderen Seite ist jedoch bekannt, daß die funktionale Renor-

mierung Näherungen enthält, die nicht immer gerechtfertigt sind . Insbe-

sondere ist die Skalentransformation dieser Renormierungsmethode, die ge-

gebengeben ist durch T - r/b und 1 > l/b5 mit dem Rauhigkeitsexponenten

= (2n - d+ 1)/2 = (2n-d 1 )/2, so konstruiert, daß 7-6M = f ddlIrK/2(Vnl)2

aus (1 .5) unter dieser Transformation invariant ist und nur das Potential V(l)

renormiert wird. Dies aber hat zur Folge, daß nur Phasenübergänge, bei denen

keine Renormierung des Feldes 1 auftritt, im . Rahmen dieser. Renormierungs-



methode betrachtet werden können . Ein bekanntes Beispiel für eine Feldre-
normierung findet sich im Fall d 1 > 1 für das Modell einer Grenzfläche im
Doppelmulden-Potential, dessen Konfigurationsenergie gegeben ist durch

kB(T .- fdII r [(Vl) ± VD( l )

	

(4.1)

mit dem Potential

YD(l) = -- t1 2 +.ul4 + hl ..

Dieses Modell wurde schon in Abschnitt 2 .4 für dg l = 2 betrachtet . Der
Phasenübergang 2 . Ordnung, der bei t, stattfindet (Abb . 2.13) gehört zu der-
selben Universalitätsklasse wie der Paramagnet-Ferromagnet-Phasenübergang
des einfachen Ising-Modells und wurde deshalb sehr ausführlich untersucht.
Daher ist bekannt, daß für diesen Phasenübergang 2 . Ordnung eine Renormie-
rung des Feldes auftritt [91, 3, 18] . Dieser kritische Punkt ist der Endpunkt der
Koexistenzkurve bei h = 0 und t > 4, an der die beiden geordneten Phasen
mit (1) < 0 und (1) > 0 koexistieren [72].

In dem folgenden Kapitel . wird eine Membran in einem derartigen
Doppelmulden-Potential untersucht, deren Konfigurationsenergie . sich für be-

	

liebige Dimension dis folgendermaßen schreibt:

I)

	

f

	

B(T

	

f ddllr
[ 2 (

Al) Z + VD(l)

	

(4.3)

Dabei wird als erstes der Frage nachgegangen, ob auch für eine Membran im
Potential VD(l) ein Phasenübergang 1 . Ordnung zu beobachten ist . Hierzu wird

im nächsten Abschnitt das Landau-Peierls-Argument, das in der Einführung
auf eine Grenzfläche angewandt wurde, auf eine Membran übertragen und ge-
zeigt, daß im Rahmen dieser Näherung eine gebrochene Symmetrie für . das

Modell zu erwarten ist . Somit sollten sich unstetige Phasenübergänge bei

h-Anderung beobachten lassen. Um die Vorhersagen des Landau-Peierls-

Argument nachzuprüfen, wurde eine Monte-Carlo-Simulation für eine Mem-
bran im Doppelmulden-Potential durchgefubrt . An Hand der Auswertung der

Daten der Simulation für h = 0 läßt sich die Lage des kritischen Punktes und
damit die Koexistenzlinie, an der die Symmetrie gebrochen ist; bestimmen . Da-

her können. Phasenübergänge 1 . Ordnung bei einer Änderung von h beobachtet

werden .



Der Phasenübergang 2 . Ordnung bei tc wurde genauer untersucht . Ins-

besondere wurden die kritischen Exponenten für diesen Übergang . bestimmt.

Die Ergebnisse hierzu sind in Abschnitt 4 .3 dargestellt . Dabei wird zuerst

eine kurze Einführung zur Methode der Renormierung gegeben und die im fol-

genden benötigten Skalenfunktionen hergeleitet, um anschließend die Resultate

der Monte-Carlo-Simulation zu diskutieren . Eine c---Entwicklung bis zur 1.

Ordnung in e um die obere kritische Dimension d, = 8, die zu diesem Pha-

senübergang durchgeführt wurde, kann im Anhang B nachgelesen werden.

Weiterhin wird in Abschnitt 4 .4 eine c-Entwicklung bis zur 1. Ordnung in

c um die obere kritische Dimension d~ = 8 für diesen Phasenübergang durch-

geführt ...

4 .2 Stabilität der geordneten Phase

In der Einführung wurden typische Anregungen von Grenzlinien und

Grenzflächen daraufhin untersucht, ob sie die gebrochene Symmetrie beim

Doppelmulden-Potential aufheben und folglich Phasenübergänge 1 . Ordnung

verhindern. Für Grenzflächen waren diese charakteristischen Anregungen In-

seln, die von einem Potentialminimum in das andere reichen . Für die Argu-

mentation, daß für Grenzflächen Phasenbergänge 1 . Ordnung existieren, war

wichtig, daß die freie Energie Fj ohne Translationsentropie für eine Insel po-

sitiv und proportional dem Inseldurchmesser ist . Auch bei Membranen im

Doppelmulden-Potential sind typische Anregungen Inseln . Um somit Vorher-

sagen Tiber die Existenz oder Nichtexistenz von Phasenübergängen 1 . Ordnung

bei Membranen machen zu können, soll im folgenden die freie Energie einer

Insel für eine Membran im Doppelmulden-Potential für h 0 in Analogie zu

den Arbeiten [36, 69] abgeschätzt werden . Wie an Hand von Gleichung (4 .2)

und Abbildung 4.1 ersichtlich, gilt für die Höhe A V der Potentialbarriere des

Doppelmulden-Potentials die Relation AI/ t2/u und für die Breite l b N . 1/t/u.

Die freie Energie Fr einer Insel mit dem Durchmesser L ll wird sich 'als

Differenz einer Linienspannung cr mal Umfang der Insel und einer Entropie Sj

schreiben lassen:
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Abbildung 4 .1: Doppelmulden-Potential für h = 0

Sj
=

kBT
ciBLll

kBT

Für die Linienspannung a- der Insel kann angenommen werden, daß sie

proportional zu AV und s ist, wobei s die Strecke bezeichnet, die die Membran

benötigt um die Potentialbarriere zu überqueren (Abb . 4.2) . Bezeichnet .c die

Biegesteifigkeit pro kBT und ist a l die Projektion von s auf die Ebene . senkrecht

zur 1-Achse, dann gilt für » 1 mit ai N K ll2 lb die Bedingung al » 1 b und

damit ist s ,- a l . Fiir die Linienspannung erhalt man schließlich die Relation

-AV al .

Abbildung 4 .2: Insel und Querschnitt durch eine Insel

D.ie . Entropie der. Insel entspricht im wesentlichen . : der Entropie einer ge-

schlossenen . ; :Zufallsgrenzlinie mit dem Durchmesser L IA und der Korrelati-

onslange a l[

	

o-al und ist somit durch SI	k B T ln(3LI1191) gegeben (Abb.



4 .2) . Nach dem Einsetzen der einzelnen Größen in (4 .4) ergibt sich:

B

	

C1QVa j -
c2

ln(3)

all I
t5/2 0/2

	

2L 5/2

u3/2
	

- c2t7/2K3/2)
L ll

	

(4 .5)

wobei ez und c'2 Konstanten sind . Man sieht, daß unabhängig von der Inselgröße

L I I die freie Energie der Insel F1 für t, u2/3/ '3 Null wird und somit für t > t G

positiv und für t < t, negativ ist.

Die Ergebnisse liefern folglich für eine Membran eine freie Energie, die pro-

portional zum Durchmesser der Insel und für bestimmte Parameter positiv ist.

Somit kann wie bei einer Grenzfläche gefolgert werden, daß für eine Membran

auch Phasenübergänge 1 . Ordnung auftreten . Außerdem ergibt sich im Rahmen

dieses Stabilitätskriteriums, das dem Landau-Peierls-Argument bei Volumen-

phasen entspricht, ein kritischer Punkt, der durch den Vorzeichenwechsel von

Fr gekennzeichnet ist und für den die Bedingung t~ > 0 gilt.

Phasentibergnng. 2. s Ordnung

4..3 .1 Renormierung und Skalenfunktionen

Phasenübergänge 2 . Ordnung sind dadurch gekennzeichnet, daß die Korrelati-

onslänge des Systems divergiert und somit der Maßstab und die Bezugslänge für

die Strukturen des Systems verloren gehen . Dies hat zur Folge, daß das System

am Phasenübergangspunkt auf unterschiedlichen Längenskalen gleiches physi-

kalisches Verhalten zeigt, solange man sich auf einer Längenskala befindet, die

groß gegenüber: molekularen Längen ist . In anderen Worten, das System ist .ün-

ter Längenskalen-Transformationen invariant . Außerdem führt das Anwachsen

der Korrelationslänge bei einigen thermodynamischen Größen zu Singularitäten

am Phasenübergangspunkt.

Diese. Eigenschaften des Systems an einem Phasenübergang 2 . Ordnung las-

sen sich mit. sogenannten Renormieruungsgruppen-Methoden untersuchen . Da-

bei umfaßt eine Renormierungsgruppen--Transformation eine Skalentransforma-

tion des Systems und eine anschließende Ausintegration der kurzreichwelligen



Fluktuationen . Der Phasenübergangspunkt für die Systeme läßt sich dadurch

bestimmen, daß man die Parameter des Modells, bzw . die gesamte Konfigu-

rationsenergie in der Weise wählt, daß , die aus der freien Energie hergeleiteten

Korrelationsfunktionen - das heißt die meßbaren Größen unter Längen-

transformation invariant bleiben . Man spricht dann von einem Fixpunkt der

Renormierungsgruppe . Das Studium kleiner Abweichungen von dem Fixpunkt

ermöglicht die Untersuchung der Divergenzen thermodynamischer Größen nahe

dem Phasenübergang 2 . Ordnung.

Häufig kann die Renormierungsgruppen-Transformation als Transforma-

tion der Parameter der Konfigurationsenergie geschrieben werden . Linearisiert

man die Renormierungsgruppen-Transformation um den Fixpunkt, ändert sich

zum Beispiel die Temperaturabweichung von einer kritischen Temperatur unter

der Transformation in erster Näherung mit t R - bv't, wobei b der Längentrans-

formationsparameter und der Exponent Yt eine reelle Zahl ist [89, 70] . Wendet

man dieses Transformationsverhalten mit einigen weiteren Annahmen auf die

freie Energie an, dann können Aussagen über das singuläre Verhalten thermo-

dynamischer Größen in der Nähe des Fixpunkts gemacht werden.

Da das Verhalten bei Phasenübergängen 2 . Ordnung nur von den Eigen-

schaften auf großen Skalen und nicht von den mikroskopischen Details abhängt,

können Modelle, die auf mikroskopischen Skalen unterschiedlich sind, die glei-

chen Exponenten aufweisen . Alle Modelle, die zu einem Fixpunkt, , definiert

durch seine charakteristischen Exponenten, gehören, werden in einer Universa-

litätsklasse zusammengefaßt.

für die Monte-Carlo-Simulation und die e-Entwicklung im nächsten Abschnitt

von Bedeutung sind . Für den betrachteten Phasenübergang 2 . Ordnung im

Doppelmulden-Potential kann man annehmen, daß der Anteil der freien Ener-

giedichte f, der zum singulären Verhalten am kritischen Punkt beiträgt, sich

nahe dem Phaseniibergangspunkt unter der Renormierungsgruppe transfor-

Exponenten und Skalenrelationen für den Phasenübergang 2 . Ord-
nung ixn Doppelmulden-Potential

In diesem Kapitel werden Skalenfunktionen und Exponenten aufgeführt, die



miert wie [21, 701 : .

f(r , h) = b-dUF(bytr, byh h) .

	

(4.6)

h ist dabei das Feld, das an 1 koppelt und T (T/T, -- 1) die Abweichung der
Temperatur von der kritischen Temperatur, wobei nahe T T gilt, daß r (t -- tc)

ist. Wählt man den Skalenparameter bin der Weise, daß die Relation by t T c
erfüllt ist, dann ergibt sich als Skalenfunktion der freien Energiedichte:

h) = T diilyt,f(r(
h,)

	

(47)
vt

Die Exponenten derjenigen Großen, die sich aus der Ableitung der freien Ener-
giedichte nach r oder h ergeben, können durch yt und yh ausgedrückt werden.
Einige Größen mit zugehörigem Exponenten sind hier aufgelistet:

(1) spezifische Wärme:

	

XT = ä2 Ih=a 1rI

(2) mittl. Ordnungsparameter :

	

l = ä ih=o IrI G,

(3) Suszep:tibilität :

	

Xh = ä
2

h2 lh=o

(4) mittl. Ordnungsp . bei r = 0 : T . gi
r=

o Ihll/s

a = 2 - d ll/yt

ß = ( dll - yh)%y t

= (2yh -- d ll)/ yt

= yht(dll

Nimmt man an, daß sich die Korrelationsfunktion G(r, r, h) = (i(r)1(0)) mit
r = f r unter der Renormierungsgruppe transformiert wie [21, 70]

und definiert über den exponentiellen Abfall von G(r) exp(--rg), dann
ergeben sich aus der Formel x = f ddLE rG(r) noch zwei weitere Exponenten v

und 77, die über die folgenden Gleichungen definiert sind:

d
u
t4-n(6) Korrelationsf. bei r = 0 : G(r)-o,h=o •,, I

r l-

	

.-,dll -}- 4 - 2yh .

G(r, r°7 h) = b-2xG(r ..• b- l : . Tb~t, h ; . .byh)
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Die bisher genannten sechs Exponenten sind durch die beiden unabhängigen
Parameter yt und yh ausgedrückt . Somit können vier voneinander unabhängige

Gleichungen für die Exponenten hergeleitet . werden, die sogenannten Skalenre-

lationen:

Die dritte Gleichung, die als einzige von d11 abhängt, wird als Hyperskalen-
Relationen bezeichnet und trifft in der Molekularfeld-Näherung nicht zu.

Bei einer Monte-Carlo-Simulation oder in einem Experiment hat man im
allgemeinen ein endliches System vorliegen. In diesem Fall kann die Linear-
dimension des Systems L auch als Parameter des Modells betrachtet werden,
dem bei der Skalentransformation der Exponenten yL = -1 zugeordnet ist . Für
das Skalenverhalten der freien Energiedichte, deren -Singularitäten beim Pha-

senübergang von Bedeutung sind, kann dann folgender Ansatz gemacht werden
[21] :

.f(r,h,L) =b-dIl f(bv=r,bYhh,b-'L)

	

(4 .10)

Mit geeigneter Wahl von b läßt sich wiederum der mittlere Ordnungsparameter
l(L, r) und die Suszeptibilität xh(L, r) schreiben als:

ä

	

h=

	

= L -Q' yL11L)

a2f
Xh

	

ah2l h-o - L~~"~x('L1 ~ U )>

wobei f die freie Energiedichte für eine Membran ; ist, : die. sich in einem der

Minima des Doppemulden-Potentials befindet.

Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse der . Monte-Carlo-Simulation einer
Membran im Doppelrnulden-Potential in d = (2 + 1) Dimensionen dargestellt

(1) a+2ß+y =2

'(2) cr + ß(1 .--{- S) : . .= 2..

(3)

	

a = 2- dll y

(4) . . y =v.(4-~1)



werden . Die Konfigurationsenergie der Membran ist durch (4 .3) gegeben Zur

Simulation wird der Laplaceoperator auf einem Quadratgitter mit den Koordi-

naten (i, j) und dem Gitterabstand Ar durch

A diZ -
l,j+1 -- 1=,3-	 +	 + li+l,ä 	 - 4l 2 3

	

(4.13)
3

_	
Ar2

diskretisiert und es werden periodische Randbedingungen gewählt . Dies

ermöglicht eine Einteilung des Feldes in 5 voneinander unabhängige Untergitter

[74], so daß das Programm auf der Cray Y-MP vektorisiert werden kann . Alle

dimensionsbehafteten Größen werden wieder mit Hilfe von kßT und dem Ab-

schneideparameter Ar auf dimensionslose Größen umgeschrieben . Gemessen

wurde in der Simulation für die Parameter = 0 .32, u = 10, h = 0 und für

verschiedene t und Lineardimensionen L des Gitters die Wahrscheinlichkeitsver-

teilung P(1) des Ordnungsparameters, der definiert ist als I = E i 12 ~/L2 , wobei

der Index i über die L 2 Gitterpunkte läuft . Dabei wurden pro Meßpunkt zwi-

schen 10 7 und 108 Monte-Carlo-Schritte pro Gitterplatz durchgeführt . Für die

Lineardimensionen n s = 3,4, 6, 8,10,14, 20 der Untergitter, die den Gesamt-

gittergrößen L 2 5 ns = 45, 80,180, 320, 500, 980, 2000 entsprechen, konnten

folgende Größen in Abhängigkeit von t bestimmt werden:

mittlerer Ordnungsparameter:

Suszeptibilität pro Fläche:

2. Kumulante:

(4) 4 . Kumulante:

wobei die Klammer .() einer statistischen Mittelung entspricht . Analog zum
Phaseniibergang 2 . Ordnung für eine Grenzfläche im Doppelmulden-Potential

(siehe Abschnitt 2.4) wurde die 4. Kumulante und hier zusätzlich noch die 2.

Kumulante [7] verwendet, um die Lage des Phaseniibergangspunkts zu bestim-

men. Die gemessenen. Kurven sind in Abbildung 4.3 dargestellt und wie die

etwas genaueren . Ausschnitte (Abb . 4.4) um den Phasenübergangspunkt zei-

gen, ergibt sich für den kritischen Punkt te, der dem Schnittpunkt der Kurven

von unterschiedlicher Systemgröße L im thermodynamischen Limes entspricht,

(l)

4 = (12)2 >

12) -,(l) 2



Abbildung 4 .3: 4 . und 2 . Kumulante, U4 und U2, als Funktion von t für verschiedene
Systemgrößen L = ns (n = 0 .32, u = 10, h = 0)

Abbildung 4 .4: 4. und 2 . Kumulante. in . der Nähe des Übergangs . (h = .0 .32,
h = 0)

An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, daß das Verhalten der 4.

Kumulante U4 in . Abhängigkeit von den Systemgrößen für t .:> t, einen Zustand

gebrochener Symmetrie vorhersagt, wie in Abschnitt 2 .4 erklärt wurde . Folglich

existiert oberhalb von tc eine Linie von Phasen{ibergangen 1 . Ordnung, die sich



bei einer Änderung des h-Feldes beobachten lassen . Diese Linie endet in dem

kritischen Punkt tc, dessen Exponenten im folgenden bestimmt werden. Dazu

wird der mittlere Ordnungsparameter T und die Suszeptibilität pro Fläche Xt in

Abhängigkeit von t und der Systemgröße L betrachtet (Abb . 4.5).

t

Abbildung 4 .5: Mittlerer Ort l und Suszeptibilität pro Fläche Xd als Funktion von t
für verschiedene Systemgrößen L = /n 2 (ic = 0.32, u = 10, h = 0)

-0 .4

-0.45

-0 .s

log(L)

Abbildung 4.6: Finite-size-scaling für den mittleren Ort I in der Nähe des Pha-
senübergangspunkts (i = 0 .32, u = 10, h = 0, t o = 12.275 ± 0 .025)

Wie man an Hand der Skalenfunktionen (4 .11) und (4.12) sieht, erhält

man für den mittleren Ordnungsparameter l am Phasenübergangspunkt t,

die Abhängigkeit II T_a L-ß/', wobei L die Lineardimension des Systems

ist . Außerdem gilt fur das Maximum der Suszeptibilität pro t:läche, daß



Abbildung 4 .7: Finite-size--scaling für die Höhe x,, a und die Verschiebung der Lage
Tmax des Maximums der Suszeptibilität pro Flache ('c = 0 .32 ; u ..= 10, h 0, t~ =
12 .275 ± 0 .025)

für die Abhängigkeit der Amplitude von der Systemgröße die Bedingung

Xknax - zu trifft und die Verschiebung Tmax der Lage relativ zum Pha-

senübergangspunkt t, proportional zu L- ' 1v ist. Diese drei Größen : lT=o, Xmax

und Tmax sind doppeltlogarithmisch als Funktion von L in Abbildung 4 .6 und

4 .7 aufgetragen und es können folgende Exponenten abgelesen werden:

(1) 7 = (1 .67 ± 0.2)

(2) = (0.95 0 .1)

(3) ,B = (0 .11 + 0.02) .

Die Skalenrelation

	

= (21/ - y)/2, die sich aus den Skalenrelationen (4 .9)

herleitet, wird im Rahmen der Meßgenauigkeit mit /3 = (0 .115 10.15) erfüllt.

Vergleicht man die gemessenen Exponenten y, v und ß
mit den entspre-

chenden Exponenten für eine Grenzfläche im Doppelmulden-Potential, die der-

selben Universalitätsklasse wie das Isingmodell angehören und deren Exponen-
ten in (L

7
il = G

c nach oi [., 911] j dürcuL 7 = 7/4,

	

= unu.7 13 = l/ oiIß gegeben,. .-. sind,v

	

i

	

,

dann folgt aus den Daten der Monte-Carlo-Simulation, daß eine Membran im

Doppelmulden-Potential im Rahmen der Meßgenauigkeit die gleichen Expo-

nenten wie eine Grenzfläche im Doppelmulden-Potential aufweist und somit in

dgl = 2 Dimensionen ebenfalls . zur Universalitätsklasse des Isingmodellsgehört.

2 .5

	

3

iog(L)

2 43 .5
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o .a

0 .4

20

Abbildung 4 .8: Skalierte Größen I Lß/ und X
L2-ry/U als Funktion von r Ll/" =

(t - t) L1 "U für verschiedene L (~c = 0.32, u = 10, h = 0, y = 7/4, /3 = 1/8, v = 1)

Diese Schlußfolgerung wird auch durch die Skalendarstellung in Abbildung 4 .8

gestützt, in der alle Daten für verschiedene L-Werte auf einer Kurve zusam-
menfallen .



Kapitel 5

Adhdsionsilbergang lo Ordnung
einer Membran

5.1 Einleitung : .

Nachdem in Kapitel 4 gezeigt wurde, daß eine Membran im Doppelmulden-

Potential einen Phasenübergang 1 . Ordnung für t > t, aufweist, wird in diesem

Kapitel untersucht, ob eine Membran in einem kurzreichweitigen Potential einen

Adhäsionsübergang 1 . Ordnung zeigt . Das dabei verwendete Potential : ist aus

dem Doppelmulden-Potential abgeleitet und ist definiert über

-oo<1 <(1,,,,az+5$)

für 17n, ,„ + bs < 1,
(5.1)

Für to = 2.6, u = 1 ., t =. 3 .0 und

	

= 3 ist das Potential in Abbildung 5 .1
wiedergegeben. Solange t und to größer als t e sind, ist auf Grund der Ergebnisse

an Kapitel 4 bei Änderung von t ein Phasenübergang 1 . Ordnung zu erwarten.

In diesem Kapitel wird an Hand einer Monte-.Carlo-Simulation gezeigt, ..daß
sich für ein to > za ein Adhäsionsibergang für das .. :Potential (5 .1) beobachten

-4 1 - lmaa)2 + u(l - 17rzaz) 4 + 4u fürv(l)
:_

0



Abbildung 5 .1 : Vom Doppehnuldenpotential abgeleitetes Adhäsionspotential

(to=2.6,u=1,t=3,l .m.a =3)

läßt . Da die Energiebarriere zwischen dem gebundenen und dem ungebundenen
Zustand für die gewählten Parameter so hoch ist, daß die Membran sehr lange
benötigt, um diese Barriere zu überwinden, konnte in den Simulationen nicht
die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(1) des Ordungsparameters wie in Abschnitt
3 .3 .2 gemessen werden . Um trotzdem für die Modelle im thermodynamischen
Limes Vorhersagen machen zu können, wurde stattdessen die Zerfallszeit T des

metastabilen Zustands bestimmt . Im folgenden werden zuerst in Abschnitt

5 .2 einige Resultate aus der Theorie über die Zerfallszeit angegeben, bevor
in Abschnitt 5 .3 auf die Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation eingegangen

wird.

5 .2 Vorhersagen ~ ur ~le
7 ~~

Betrachtet man ein endliches System, das im thermodynamischen Limes einen
Phaseniibergang 1 . Ordnung mit zwei koexistierenden Phasen zeigt, dann be-
sitzt dessen freie Energie bei festgehaltenere Ordnungsparameter (siehe Kapitel
2) in der Nähe des Phasenübergangs 2 Minima. Bei Abweichung vom Pha-

senübergangsp.unkt wird eines der Minima höher liegen und metastabil. ;sein.
Beginnt man mit einer Konfiguration im metastabilen Zustand, claim wird

das System innerhalb einer mittleren Zerfallszeit T in den stabilen Zustand

übergehen. Das System benötigt zum Übergang vom metastabilen zum stabi-
len Zustand eine endliche Zeit, da die dazwischenliegende freie Energiebarriere



überwunden werden muß.

Für die Zerfallszeit T gibt es theoretische Abschätzungen [37, 1, 51, die im

wesentlichen folgende Abhängigkeit von der Lineardimension des Systems L

und den Parametern der ({a ti }) Konfigurationsenergie vorhersagen:

c({n. i }, l.) exp 1 Eb({a=},
L))

k$T

	

(5 .3)

wobei E b die Höhe der Energie- oder der freien Energiebarriere und To eine

Zeitskala ist . Die Formel (5 .3) läßt sich an Hand folgender einfachen Be-

trachtung verständlich machen : Für die Wahrscheinlichkeit Pz, daß der me-

tastabile Zustand zerfällt, kann angenommen werden, daß sie ein Produkt ist

aus der Häufigkeit f, mit der das System pro Zeiteinheit versucht die freie

Energiebarriere zu überwinden und der Wahrscheinlichkeit PE , daß das System

es auch schafft Fiber die Barriere hinwegzukommen . Da PE proportional zu

exp[-Eb/(kB T)] ist, ergibt sich für die zu Pz umgekehrt proportionale Zerfalls-

zeit T :
1T	 	 1	 	 1 exp(	

Eb )
.

	

(5.4)
Pz f PE f

	

k$T

Für das vorliegende Modell mit dem Potential (5 .1) soll die Zerfallszeit in

Abhängigkeit von L und den Parametern des Systems im Rahmen der klas-

sischen Nukleationstheorie, der Becker-Döring----Theorie [5, 37, 11, hergeleitet

werden . Dazu wird im folgenden zuerst ein kurzer Überblick über die Theorie

gegeben, bevor die freie Energie des sogenannten kritischen Tropfens für den

Adhäsionsübergang der Membran berechnet wird.

5 .2 .1 Becker-Döring-Theorie

In der Becker-Döring-Theorie [5, 37, 1] wird angenommen, daß bei endlicher

Temperatur die metastabile Phase mit Tröpfchen der stabilen Phase durchsetzt

wird. Dabei ist in einem d-dimensionalen System die Anzahl der Tröpfchen mit

dem Radius r proportional zu Ld exp(-
k
	 10 ) E(r) ist die Energie eines Tröpf-

chens und setzt sich zusammen aus der Oberflächenenergie N E rd-, mit der

Oberflächenspannung E und dem Unterschied in den freien Energien der bei-

den Bulk-Phasen

	

rd. Dabei sind cl und c2 Proportionalitätskonstanten.

Somit . ergibt sich :



Wie in Abbildung 5 .2 dargestellt ist, zeigt die Energie E(r) als Funktion von r

ein Maximum für den Radius r* = ((d - 1)E)/(dAp) . Erreicht ein Tröpfchen

diesen kritischen Radius r*, dann ist keine zusätzliche Energie nötig, um r weiter

zu vergrößern und der metastabile Zustand wird zerfallen . Man bezeichnet

einen Tropfen mit dem Radius r* als kritischen Tropfen und dessen Energie

ist durch E(r*) = c(d)Ed/Ap'' gegeben. Im Rahmen der Nukleationstheorie

Abbildung 5 .2: Energie E(r) eines Tröpfchens in Abhängigkeit vom Radius r

stellt man sich vor, daß die Bildung eines einzelnen kritischen Tropfens, dessen

Radius r* kleiner als die Lineardimension L des Systems ist, den Zerfall des

metastabilen Zustands bewirkt . Somit ist die Energiebarriere Eb durch die

maximale Energie E(r'`) gegeben, die unabhängig von L ist. Da die Häufigkeit

für das Auftreten eines kritischen Tropfens proportional zur Systemgröße Ld

ist, ergibt sich in der Becker-Doring-Theorie für die Zerfallszeit

wobei c noch von den Parametern - des Modells abhängen kann . Am Pha-

seniibergangspunkt, der durch = 0 gekennzeichnet ist, divergiert der Radius

r* ; die Energie E(r*) und somit auch die Zerfallszeit T.
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Abschätzung der Energie des kritischen Tropfens für den
Ablöseiibergang einer Membran

Für eine Membran in d = (2 T 1) Dimensionen, die sich im metastabilen ge-

bundenen Zustand des Systems mit dem Potential (5 .1)befindet, gibt es auch

Tröpfchen, die von dem gebundenen in den ungebundenen Zustand reichen

(Abb. 5 .3).

Abbildung 5 .3 : Freie Energie

	

,L) bei festgehaltenem Ordnungsparameter für ein
System der Lineardimension L ; Tropfenbildung im metastabilen gebundenen Zustand

Im folgenden soll die freie Energie eines Tröpfchens in Anlehnung an die

Arbeit [69] mit dem Durchmesser L i a bestimmt werden, um daraus analog zur

Becker-Döring-Theorie den kritischen Radius und die Anregungsenergie Lb

zu bestimmen. Die freie Energie setzt sich wieder zusammen aus einem Bei-

trag, der den freien Energieunterschied zwischen den beiden Phasen für das

Tröpfchen berücksichtigt und der Oberflächenenergie des Tropfens . Bei der

Berechnung der freien Energie der beiden . Phasen wird .. für die Entropie das

Fluktuations-Potential verwendet, das für eine Membran, wie in Abschnitt 1 .3

hergeleitet, durch :Vfl

	

1/(rcl) gegeben ist . Da im gebundenen Zustand die

Bedingung N Jt/u gilt und für den ungebundenen Zustand re, L it ist, er-

gibt sich für ein Membransegment mit dem Durchmesser L I! in der gebundenen

Phase die freie Energie
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Als Oberflächenenergie wird die in Abschnitt 4.1 berechnete freie Energie Fz =

f1 L11 der Insel für das Doppelmulden-Potential verwendet (4 .5) . Somit folgt in

dieser Näherung für die freie Energie .~T eines Tropfens im Potential (5 .1):

2

L II + kBT Li, + c`2

	

(5.9)
kBT kB T

	

B

Af

	

t2 -
	
to

2

cu	 .=	 	 (5 .10)
kßT

	

4u

	

nt •

Der kritische Radius ergibt sich zu = - f r/(2®f) und die Energiebarriere

ist gegeben durch Eb = E(LO = -E/(2Af) + ci . Für L f = 0 divergiert der

kritische Radius gegen unendlich . Dies entspricht dem Phasenübergangspunkt

tp . Da die Bedingung A f = 0 die Gleichung (tp2 -tp)tp -- (c 'lu2)/n = 0 ergibt, ist

der Wert t = tp am Phasenübergangspunkts größer als to . Das bedeutet, daß

der Wert von V(l) am Phasenübergang negativ ist, wie z . B . in Abbildung (5.1)

dargestellt ist . Interessiert man sich für die Divergenz von Eb in der Nähe von

tp , dann muß if(t) = 0 f(tp ) + a(z f)/atI t,,(t - tp) + • • • untersucht werden.

Da die beiden Bedingungen 0 f (tp) = 0 und a(A f )/Ot1 tp > 0 gelten, wird in

der Nähe von tp die Abhängigkeit Eb ti (tp - t) -1 gültig sein.

Faßt man die Ergebnisse der Betrachtung nochmals zusammen, dann er-
wartet. man, daß in der Nähe des Phasenübergangs für die Zerfallszeit die Re-
lationen r . L_2 und in(r) (tp - t)- gelten, wobei der Wert des Pha-

seniibergangspunkts tp größer als to ist.

5 .3 Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation

Um einen Adhäsionsübergang 1 . Ordnung für eine Membran im Potential (5.1)

untersuchen zu können, :wurde . zuerst für die Membran im symmetrischen
Doppelmulden-Potential mit Hilfe der 4 . und 2. Kumulante t~ bestimmt. Für

die Parameter it = 1 und 0.32 ergab sich t, = (2 .335+0 .01) . Es wurde hier-

bei das Programm von Abschnitt 4 .2 verwendet . Zur Monte-Carlo-Simulation

der Adhäsionsübergänge wird in demselben Programm das Doppelmulden-

Potential durch das Potential (5 .1) ersetzt. Die 'wesentliche Größe, die bei

der Monte-Carlo-Simulation gemessen wird, ist die Zerfallszeit r des rnetasta-

bilen Zustands, die in folgender Weise bestimmt wird. Jede Simulation wird

mit



mit der Anfangskonfiguration l(x, y) = 1„,i
,

für alle (x, y) begonnen, wobei l,nin

die Lage des Minimums des Potentials ist (Abb . 5.1) . Innerhalb einer Zeit von

TR < 102 Monte-Carlo-Schritten relaxiert für die Membran im metastabi-

len Zustand . Nach weiteren 103 - 108 Monte-Carlo-Schritten überschreitet die

mittlere Lage 1 der Membran, die für ein System mit N Gitterpunkten defi-

niert ist durch 1 = Ei l,/N, die Potentialbarriere bei 1,,,, ax (Abb . 5.1) und die

Membran geht in den ungebundenen Zustand über . Als T wird die Zeit be-

zeichnet, die vom Anfang der Simulation bis zum Überschreiten von 1,nax (Abb.

5.4) benötigt wird. Da bei der Simulation die Bedingung TR « r erfüllt ist,

kann r als Zerfallszeit verwendet werden . Gemessen wird r in Abhängigkeit

t

Abbildung 5 .4: Inverses der mittleren Lage der Membran. 'als . Funktion der Zeit t'

von t für die Parameter u =. 1, to = 2.6, K

	

0.32 und für die Lineardi-

mensionen ns =. ..3, 4, 6,10, 30, 50 des ..Untergitters, die den Gesamtgittergrößen

L2 = ns = 45,80,180,500,4500,12500 entsprechen . Dabei handelt es sich

bei 7 um einen Mittelwert über 20 Messungen . Im folgenden soll die Zerfallszeit

r,zuerst als Funktion von L und dann als Funktion von t diskutiert werden . .

Aus den Vorhersagen der klassischen Nukleationstheorie würde man erwar-

ten., daß die Relation r L -2 gilt . Betrachtet man jedoch die beiden Abbildun-

gen 5 .5, in denen ln(r) bzw. ln(iL2) als Funktion von 1n(L) wiedergegeben ist,

dann sieht man, daß diese Abhängigkeit nicht für den ganzen Parameterbereich

von t und L beobachtet werden kann.

So nimmt für kleine L und große t die Zerfallszeit r mit anwachsendem L

zu. Das rührt daher, daß in diesen Fallen der Radius des kritischen Tröpfchens

größer als die Systemgröße ist und somit T umgekehrt proportional der Wahr-
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Abbildung 5 .5: Die Zerfallszeit r und die normierte Zerfallszeit r L 2 in Abhängigkeit
von der Lineardimension L für verschiedene Parameter t ; Vergleichsgerade g mit der
Steigung -2

scheinlichkeit ist, daß das gesamte Membranstück den Energiewall DE = f'"L2

überwindet, wobei f eine Energiedichte ist . In diesem Fall sollte r N exp(f*L2)

gelten.

Für große L und kleine t fällt r schwächer als mit L"2 ab. Dies kann

in der Weise verstanden werden, daß zum Zerfall in diesem Bereich nicht nur

ein Nukleationstropfen sondern sehr viele beitragen 185] und man somit nicht

mehr im Gültigkeitsbereich der Nukleationstheorie ist . Diese Annahme wird

durch typische Momentaufnahmen der Membran beim Zerfall bestätigt . Für

die Parameter t 0 .95 und ns = 50 beobachtet . man, wie in Abbildung 5 .7

dargestellt ist, zumeist einen Nukleationstropfen, der den Zerfall des metasta-

bilen Zustands verursacht . Hingegen treten bei t = 2.7 und n$ = 50 mehrere

Nukleationstropfen auf, die dann miteinander verschmelzen (Abb . 5 .8) .. Die

erwartete Proportionalität von 7 zu L -2 laßt sich somit nur für große t und

mittlere L beobachten, .wie .. an Hand . der gemessenen Zerfallszeiten .für t 2.9

und 2.95 in Abbildung _ 5 .5 ..: gesehen . .werden kann

Betrachtet man die Zerfallszeit r als Funktion von t, dann besagt die Nu-

kleationstheorie, daß in der Nähe des . Phasenübergangspunkts, tp die Relation

ln(L)



t

Abbildung 5.6 : Zerfallszeit als Funktion des Parameters i

gilt, wobei k = f /(2äf /ätj t kBT) und = c exp[c 'I /(kBT)] ist . In Abbildung

5 .6 sind die Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation für 1/ In(r) als Funktion

von t für die Gittergrößen L 2 180,500,4500, 12500 dargestellt . Man sieht,

daß in der Nähe des Phasenübergangs die Meßwerte auf einer Geraden liegen,

die die Achse bei tp = 3 .23+ 0.02 schneiden. Die Kurven zu den Systemgrößen

L 2 = 45 und 80 wurden nicht betrachtet, da in diesen Fällen für t = 2 .3 und 2 .35

der Durchmesser des kritischen. Tropfens von der Größenordnung oder größer

als die Systemgröße ist und somit die Asymptotik für t nach tp nicht beobachtet

werden kann . Außerdem ist für L2 = 45 und 80 die Größe ln(c' /L2 ) so groß, daß

das asymptotische Verhalten 1/ 1n(r)

	

(tp t) noch nicht abgelesen werden

kann.

Die Simulationen ergeben somit, daß in der Nähe von tp die für die Nuklea-

tion charakteristische L-Abhängigkeit für mittlere Systemgroßen beobachtet

werden kann. Außerdem erhält man nahe bei tp im Fall großer L, daß für

die Zerfallszeit die Abhängigkeit r ti exp[k/(tp - t)] gilt . Diese Ergebnisse

weisen auf die Existenz eines Phasenübergangs 1 . Ordnung für eine Membran

in einem kurzreichweitigen Potential hin, dessen Phaseniibergangspunkt bei



t = tp = 3.32 ± 0 .02 relativ zu to = 2 .6 zu größeren t hin verschoben ist.

t

Abbildung 5 .7: Wachstum eines Nukleationstropfen für t= 2 .95,
ns 50 zu 3 unterschiedlichen Zeiten (ti < t2 <. t3 )
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Abbildung 5 .8 : Wachstum mehrere Nukleationstropfen für t= 2.7, u= 1, ~ = 0.32,
n5 = 50 zu 3 unterschiedlichen Zeiten (t1 < t2 < t3)



Kapitel 6

S4.

	

ppf_ saung
Ergebnisse

In den Kapiteln 3, 4 und 5 wurden drei verschiedene Modelle ,.äuf einen Pha-

senübergang 1 . Ordnung hin untersucht . Die Ergebnisse der Betrachtungen
werden im folgenden dargestellt und diskutiert.

In Kapitel 3 wurde ein Grenzflächenmodell mit einer abstandsabhängigen
Oberflächenspannung betrachtet . Dieses Modell stellt eine Erweiterung eines
effektiven Grenzflachenmodells dar, das aus dem Ising-Modell im halbunend-
lichen Raum abgeleitet wurde, das jedoch bei einem Phasenübergang Diskre-
panzen zum Ismg-Modell aufweist Mit Hilfe des erweiterten Modells, das auf
Grund einer Renormierungsgruppen-Vorhersage einen. ..Phasenübergang schwa-

cher 1 . Ordnung zeigen soll, hofft man diese Abweichung in den Resultaten

zu verstehen . In Kapitel 3 wird nun ein symmetrisches Modell simuliert, das

durch einen Abstand D zweier Wände, innerhalb derer die Grenzfläche einge-

schlossen ist, gekennzeichnet ist . Im Grenzwert D = :c geht dieses Modell in

das erweiterte .Grenzfiächenmodell über. An Hand der Ergebnisse , einer ..Monte-

Carlo-Simulation für D = 18 sieht man, daß . für diesen speziellen Abstand ein

Phasenübergang 1 . Ordnung stattfindet.

Da D = 18 im Vergleich zu den auftretenden Längen des Modells groß

ist (siehe Abb. 3 .6), läßt sich vermuten, daß auch für größere Abstände D

die Potentialbarrieren zwischen den koexistierenden Phasen mit zunehmen-
der Systemgröße anwachsen und sich nur der Parameterwert ap am Pha-



senübergangspunkt zu kleineren Werten von a hin verschiebt . Somit könnte
man für den gewählten Parametersatz einen unstetigen Phasenübergang für
dieses Grenzflächenmodell mit abstandsabhängiger Oberflächenspannung im
Grenzwert . .D = oo. beobachten.

Um jedoch zu entscheiden, ob dieser Phasenübergang 1 . Ordnung des
erweiterten Grenzidcbenmodells den Phasenübergang beim Ising-Modell be-
schreibt, müssen noch weitere Untersuchungen durchgeführt werden. Zum
Beispiel könnte man das erweiterte Grenzflächenmodeli für Parameter slmu-
lieren, die den relevanten Ising-Modell-Parametern entsprechen, obgleich die
vorhergesagten großen Korrelationslängen der Grenzflächenfluktuationen den
Nachweis eines Phasenübergangs 1 . Ordnung erschweren werden . Außerdem
müßten noch weitere Simulationen zum Ising-Modell durchgeführt werden, um
einen Vergleich zu ermöglichen. Aber auch hier wird die Tatsache, daß der
Phasenübergang schwach 1 . Ordnung ist, zur Folge haben, daß bei den Simula-
tionen große Systeme benötigt werden, um die Ordnung des Phasenübergangs
zu bestimmen.

In Kapitel 4 wurde das Phasendiagramm einer Membran im Doppel-
mulden-Potential untersucht . Die Resultate der Monte-Carlo-Simulation zei-
gen die Phasenübergänge 1 . Ordnung, die man auf Grund eines Landau-Peierls-
Argument erwartet hat. Außerdem konnte für den kritischen Punkt, dem End-
punkt der Koexistenzlinie, gezeigt werden, daß .die zugehörigen Exponenten im
Rahmen der Meßgenauigkeit der Simulation mit den Exponenten . des Ising-
Fixpunktes in 2 Dimensionen übereinstimmen. Folglich ergeben sich für eine
Grenzfläche und eine Membran im Doppelmulden--Potential nicht nur ähnliche
Phasendiagramme, sondern auch die gleichen Exponenten am kritischen Punkt.
Dies ist auf dem Hintergrund verständlich, daß bei beiden Systemen die Symme-
trie durch Inselanregungen, deren Linienspannung am kritischen Punkt gegen
Null strebt, gebrochen wird.

An Hand der Ergebnisse aus der Simulation könnte man vermuten, daß bei
der Diskretisierung des Laplace-Operators Gradiententerme entstanden sind,
die diese Exponenten verursacht haben . Dies ist jedoch auszuschließen, da
diesselbe Diskretisierung auch für Adhäsionsübergänge verwendet wurde und
man dort das für Membranen erwartete Skalenverhalten beobachten konnte.
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Mit Hilfe einer e-Entwicklung um die obere kritische Dimension d, = 8

wurde versucht, die Resultate der Monte-Carlo-Simulation zu stützen (siehe

Anhang B) . Es zeigt sich jedoch, daß der Fixpunkt, der durch die 6-Entwicklung

erhalten wird, nicht mit dem Fixpunkt aus der Simulation übereinstimmt . Dies

kann sicherlich darauf zurückgeführt werden, daß die obere kritische Dimension

de = 8 weit von der Dimension d = 2 entfernt ist. Von Interesse wäre somit

noch ein weiteres analytisches Verfahren, mit dessen Hilfe genauere Aussagen

über den hier untersuchten kritischen . Punkt erzielt werden können, als dies bei

der e-Entwicklung der Fall ist.

In Kapitel 5 wurde der Fragestellung nachgegangen, ob es für eine Membran

in einem kurzreichweitigen Adhäsionspotential mit einer Energiebarriere einen

Phasenübergang 1 . Ordnung gibt. Für das vorliegende Modell wurden Zer-

fallszeiten des metastabilen Zustands mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation

bestimmt. Die Resultate konnten auf dem Hintergrund der Becker-Döring-

Theorie, einer Nukleationstheorie für Phasenübergänge 1 . Ordnung, verstanden

werden und sie gaben Anlaß zu der Annahme, daß es sich bei diesem Adhäsi-

onsübergang um einen Phasenübergang 1 . Ordnung handelt.

Das bei der Simulation verwendete Potential wächst für großen negativen

Abstand mit einer Potenz 1 4 an, enthält jedoch keine Wand, die das gegen-

seitige Durchdringen von Membranen verhindert . Wie jedoch die heuristischen

Abschätzungen der freien Energie für eine Membran zeigen, sollte für ein Modell

mit einer Wand weiterhin ein Phasenübergänge 1 . Ordnung möglich sein..

Von zusätzlichem Interesse wäre bei diesen Phasenübergängen 1 . Ord-

nung eine genaue Untersuchung des Zerfalls von metastabilen Zuständen.

Zum Beispiel laßt sich die Abhängigkeit des kritischen Nukleationstropfen-

radius von den Parametern des Modells mit Hilfe von Simulationen bestim-

men. Solche Betrachtungen könnten nicht nur für eine Membran sondern auch

für eine Grenzfläche von Bedeutung sein, da die bisher beobachteten Benet-

zungsiibergänge in d = (2 + 1) Dimensionen alle von 1 . Ordnung sind .



Anhang A

Spektrum der
Oberflachenanregu . en
Be . tzungssc ic t

A. l Einleitung

In diesem Kapitel wird eine fluide Schicht der Dicke l betrachtet, die eine Wand

benetzt und in Kontakt mit einem Gas oder einer Flüssigkeit steht (Abb.

A .1). Bei endlicher Temperatur wird die Grenzflache zwischen den beiden

Abbildung Ad: Benetzung eines Festkörpers durch Fluid 1

fluiden Substanzen um den Mittelwert l fluktuieren . Um das Spektrum die-

ser Oberflächenanregungen zu bestimmen . kann näherungsweise angenommen



werden, daß die fiuiden Substanzen inkompressibel sind . Die hydrodynamische

Gleichungen, mit denen das System beschrieben werden soll, werden in linearer

Näherung in der Geschwindigkeit gelöst. Somit reicht es zur Charakterisie-

rung der Grenzflächenanregungen aus, eine einzelne Fourierkomponente einer

ebenen Welle, die sich in der Grenzfiäche z . B . in x-Richtung ausbreitet, zu be-

trachten. Das Geschwindigkeitsfeld einer solchen Welle mit dem Wellenvektor

q ' ist gegeben durch :

3"x( z )
v(x, z) = 0

vz(z) 1

wobei cv ' die Frequenz und a ' der Dämpfungskoeffizient ist . Zusätzlich werden

i i, i eine Funktion von z sein, um das Eindringen der Oberflächenanre-

gungen in die beiden angrenzenden fiuiden Substanzen zu beschreiben.

Das Spektrum der Oberflächenanregungen, d . h. -y ' als Funktion von q ' ,

sollte im wesentlichen durch die relevanten Längen des Systems bestimmt wer-

den. Für die hier betrachtete Grenzfiäche existieren zwei für die Benetzung

charakteristischen Längen : die Dicke l der Benetzungsschicht und die Korrela-

tionslänge 4 der Oberflächenfluktuationen, die im folgenden immer mit 1 ' und

` bezeichnet werden . Außerdem tritt noch eine intrinsische Länge l i auf, die

das Verhältnis von den Reibungs- zu den Trägheitskräften in der :fiuiden Sub-

stanz charakterisiert . Die Bedeutung der Länge l i und ihre Abhängigkeit von

den Parametern der Substanz wird bei der Diskussion der Ergebnisse erörtert.

Die linearen Näherungen in der hydrodynamischen Gleichung können

für kleine Geschwindigkeitsamplituden und Auslenkungen an der Grenzfläche

durchgefiihrt werden . Somit sollte sich das in dieser Näherung betrach-

tete Spektrum für Benetzungspotentiale, die schwacher abfallen als das in
der Einfiihrung hergeleitete Fluktuationspotential, beobachten lasset. . Für

Grenzflächen in d = (2 + 1) Dimensionen sind das Potentiale, die mit einer

Potenz gegen Null streben : In diesem Fall ist eine Beschreibung des Systems

durch eine Molekula.rffeld-Näherung ausreichend [571 und die beiden Längen 1 '
und ' sind definiert über die Relationen

3V(z)/azl i , = 0 und
6'2

:= E/( 02V(z )/az2)I(A .2)

wobei es sich bei Eum die Oberflächenspannung und bei V(z).umdas effektive
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Potential handelt, die die Konfigurationsenergie (12) . der Grenzfläche bestim-

men .

Im folgenden Abschnitt wird zuerst ein Uberblick über die Ergebnisse gege-

ben, die bisher für das Spektrum der Oberflächenwellen bekannt sind . Ansch-

ließend wird das Oberflächenspektrum von einer Flüssigkeit in Kontakt mit

einem Gas systematisch in Abhängigkeit von den drei relevanten Längen dis-

kutiert . Hierzu wird zuerst das Modell vorgestellt, mit dessen Hilfe die An-

regungen an der Grenzfache beschrieben werden, um anschließend die mögli-

chen Moden zu betrachten. Abweichungen des Spektrums, die daher rühren,

daß sich die Flüssigkeit nicht mehr in Kontakt mit einem Gas sondern mit

einer Flüssigkeit vergleichbarer Dichte befindet, werden im letzten Abschnitt

betrachtet . Außerdem werden weitere Lösungen der Dispersionsrelation für

die Flüssigkeits-Gas--Grenzfläche erwähnt, die für den Grenzwert 1' -} oo in

transversale Wellen im Volumen übergehen.

A.2 Bisher ige : Ergelmisse

Das Spektrum von Oberflächenwellen wurde bereits für viele Systeme be-

stimant. Zum Beispiel wurden Moden für Grenzflächen von einfachen Flüssig-

keiten [54, 49, 71, 45, 87], anisotropen Flüssigkeiten [51], Polymerlösungen [38],

Grenzflächen, die mit einer Schicht von Lipiden bedeckt sind, [51] und für

Doppelschichtmembranen [49, 83, 50] berechnet . In diesem Abschnitt wird

nun ein Überblick über die bisher bekannten Moden von einfachen Flüssigkei-

ten gegeben, die dann im nächsten Abschnitt in das gesamte Spektrum der

Oberflächenwellen. eingeordnet werden.

Für den Fall, daß die Dicke des Benetzungsfilms und die Korrelationslänge

so groß sind, daß diese beiden Großen das Spektrum nicht beeinflussen, wurde

die Dispersionsrelation in drei unterschiedlichen Fällen gelöst . Das erste Re-

sultat stammt. von Levich , [54] und behandelt .Flüssigkeits-Gas-Grenzflächen

unter dem ~E iIIiLL1J3 der'-r Gravitation. Dabei wirdlE die ZTiskovosita~wt~ und„nd Dichte des-

	

liic v i~

Gases vernachlässigt, da sie relativ zur Dichte und Viskosität der Flüssigkeit

klein sind. In Abhängigkeit von der intrinsischen Lange
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lassen sich für die Moden zwei verschiedene Bereiche unterscheiden . Für den

Fall, daß die Trägheitskräfte für das Verhalten der Flüssigkeit wichtig sind,

dies entspricht der Bedingung q > 1/l i , erhält Levich eine propagierende Mode.

Bestimmen jedoch fiir.q < 1/li die Reibungskräfte das Relaxationsverhalten der

Oberflächenanregungen, dann ergeben sich zwei überdämpfte Moden . Wird die

Viskosität der Flüssigkeit mit i und die Dichte mit p bezeichnet und ist die

Grenzflächenspannung durch E gegeben, dann ist die Dispersationrelation der

Frequenz w' und des Dämpfungskoeffizienten a ' für die propagierende Mode

gegeben durch :

1/2

P q + gq .

und für die zwei gedämpften Moden durch:

cr E 091-q 'z
p

p

	

'2
a2 ~

2 nq' pq +g

. (A.5)

Eine anderes System wurde von L . Kramer [49] betrachtet . Er untersuchte

eine Fliissigkeits-Flüssigkeits-Grenzfläche von Flüssigkeiten gleicher Viskosität

q und Dichte p und erhielt für q < 1 /li die propagierende Mode

i/2
,3

w rw - q
2p

und für g > 1/12 die beiden überdämpften Moden

	 11 	 '22/	 pq . . (A.s)

cx~
N ?I q ~a

p

(A .7)

Das allgemeinste Modell zweier Flüssigkeiten mit unterschiedlicher Visko-

sität und Dichte wurde von Meunier [71] unter Beriicksichtigungder Gravitation
betrachtet und ergab unter der Voraussetzung q

	

die Frequenz:

( Eg2 +(pa- pl)g )(p2+ pi)

402 + fiJi)~q '3
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und die Funktion f von der Ordnung 1 ist . Aus (A.9) läßt sich für die Bedingung

pi = 0 die Frequenz (A.4) und für p2 = pi die Frequenz (A .6) herleiten. Zu-

sammenfassend kann somit für das Spektrum von Benetzungsschichten großer

Dicke mit einer großen Korrelationslänge gesagt werden, daß ..f ir q < I/li eine

propagierende Mode existiert, für die gilt co '

	

q'312 und a '	q ' , und daß für

q > 1 /li zwei überdämpfte Moden mit den Dispersionsrelationen a ; q ' und

a2 q '2 zu beobachten sind.

Untersucht man eine Benetzungsschicht mit geringer Dicke 1 ' , dann wird

sich das Spektrum ändern, da die Wand die Oberflächenwellen daran hindert,

sich frei in der Benetzungsschicht auszubreiten . Der Einfluß endlicher Schicht-

dicken auf das Spektrum wurde bei dünnen Filmen [88], wie zum Beispiel Sei-

fenfilmen, ausführlich untersucht . Es gibt jedoch auch Ergebnisse zu dünnen

Benetzungsschichten von Jain und Ruckstein [45] sowie Voeght und Joos [871.

Im wesentlichen zeigen diese zwei Artikel, daß für den Fall q ' l ' > 1 die bekannte

propagierende Mode und die zwei überdämpften Moden existieren und daß nur

für q' l' < 1 die endliche Schichtdicke die Gestalt des Spektrums beeinflußt.

Als neues Resultat erhalten sie für q ' l ' < 1 eine überdämpfte Mode mit einem

Dämpfungskoeffizienten a ' - q '4 . Grenzt die Benetzungsschicht bei l' an ein

Gas, dann ist die Dämpfungskonstante gegeben durch [87]:

E l/3 '4Cy

3r;

Um die Stabilität von Benetzungsschichten abzuschätzen, die sich in einem

metastabilen Zustand befinden, haben Jain und : Ruckstein [45] sowie Safran und

Klein [80] eine Kraftdichte in ihren Rechnungen berücksichtigt . Diese Kraft-

dichte wirkt an der Grenzfläche und ist eine Funktion der Auslenkung hq , von

einem Grenzflächen.punkt relativ zu
,

Die Berücksichtigung einer Kraftdichte

verändert die Dämpfungskonstanten der überdämpften Moden in folgender Art

und Weise :



Somit sind alle Moden für kleine bekannt und zum Teil wurde auch

die Veränderung des Spektrums durch den Einfluß der Gravitation oder eines

Potentials mitberiicksichtigt . Der Zweck des folgenden Abschnitts ist es, den

Einfluß der Gravition und des Potentials auf das Spektrum .. systematisch zu

studieren . Dies entspricht im wesentlichen der Diskussion des Spektrums in

Abhängigkeit von drei Längen : der Korrelationslänge, der Schichtdicke und

der intrinsischen Länge.

A.3 ®ber äche.n oden an einer Flilssigkeits-
Gas-Grenzfidche

.Ao3 . 1 Modell

In diesem Abschnitt sollen die Moden von Oberflächenanregungen an einer

Fliissigkeits-Gas-Grenzfläche hergeleitet werden, wobei die Flüssigkeit eine

Wand benetzt (Abb . A.2).

Abbildung A .2 : Geometrie der Benetzungsschicht

Die Viskosität und Dichte des Gases werden vernachlässigt, da sie im Ver-

gleich zu der Viskosität und der Dichte der Flüssigkeit sehr klein sind. So-

mit besteht die Bestimmung der Oberflächenmoden in der Lösung der Navier-
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Stokes-Gleichung für eine Flüssigkeitsschicht der Dicke l ' mit entsprechenden

Randbedingungen. Ist p die Dichte und n die Viskosität der Flüssigkeit und

berücksichtigt p die Druckänderungen in der Flüssigkeit, dann schreibt sich die

in der Geschwindigkeit linearisierte Navier-Stokes-Gleichung als:

. av
pst = -Vp -

	

(A .13)

Für die Flüssigkeit wird angenommen, daß sie inkompressibel ist und an der

.restkorp ero'berflache bei z = 0 haftet . Somit sind nur diejenigen Lösungen der

Navier-Stokes-Gleichung gesucht, die die Bedingungen

CIv = 0 in der Flüssigkeit

	

(A .14)

und 6(0) = 0 an der Festkörperoberfiäche

	

(A .15)

erfüllen . Betrachtet man Moden, die sich in x-Richtung ausbreiten, kann gemäß

der Einleitung folgender .. Ansatz für die, z-Komponente der Geschwindigkeit

gewählt werden :

v z = vz exp(iq 'x -

	

mit -y ' = iw ' + a' .

	

(A_1.6)

Als Lösung der Differentialgleichung (A .13) erhält man unter Berücksichtigung

der Nebenbedingungen für die Geschwindigkeitsamplitude vz(z) [87] :

. (A.17)

Im folgenden ist die Wurzel von (q '2 - (7 ' p)/71) immer in der Weise definiert,

daß der Realteil positiv ist . Die x-Komponente der Geschwindigkeit .vom er-

gibt sich mit Hilfe der Inkompressibilitätsbedingung aus der z--Komponente

der Geschwindigkeit vz durch v, = i/q' özvz . Um die Disp.ersionsrelation für

die Moden herzuleiten, muß berücksichtigt werden ; daß an der Grenzfläche

Flüssigkeit-Gas ein Kräftegleichgewicht herrschen muß . Dies führt zu weiteren

Nebenbedingungen. an die Geschwindigkeitsamplitude:

Sh '
(A.18)
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wobei

- Ti.i = n(atv.i - Ci;?li) = psi~ (A.19)

die Komponenten des Flüssigkeits-Spannungstensors sind und es sich bei'Hq ,
um die Energie pro Oberflächenmode handelt . Ist die Konfigurationsenergie

der Grenzfläche als Funktion von h, der Auslenkung der Grenzfläche aus der

Gleichgewichtslage l ' , in Gaußscher Näherung durch

f d2x [ L ((Vh)2 +
1-2h2)1

	

(A.20)

gegeben, dann folgt für die Energie pro Oberflächenmode

mag , _ (q'2+e'-2)hq,12 .

	

(A.21)

Berücksichtigt man, daß die Ableitung der Auslenkung h g, nach der Zeit gleich

der Geschwindigkeit an der Grenzfläche ist und somit für die Fourierkompo-

nenten die Relation h q, = -v,/-y ' gilt, dann lassen sich die Grenzbedingungen

(A.18) auswerten und führen auf eine implizite Darstellung der Dispersionsrela-

tion . Diese Gleichung läßt sich in geeigneter Weise mit dimensionslosen Größen

schreiben, die mit Hilfe der intrinsischen Länge l i = 71
2 /(Ep) in folgender Weise

definiert sind :
1,

= lZ
.

	

(A.22)7 ' 93
7 = E2p . s

Verwendet man noch die Bezeichnung y = \/q 2 - - y, dann hat die implizite

Gleichung für die Dispersionsrelation die folgende Gestalt:

2

	

2

q(q2 + 2)(q tanh(yl) - y tanh(gl)) = - cosh(gl)	 cosh( o)
(q

	

(y )

+y((y2 + .47 2 )2 .+ 4q4) - (q(q2 + y2 )2 + 4g3(g 2 + y2 ) 2 + 4g3y2) tanh(gl) tanh(yl)•

Die Lösungen -y = ly(q,1, ) der impliziten Dispersionsrelation wurden zum

Teil über eineStorungstheorie nach q bzw . 1/q oder numerisch mit Hilfe des

Newton-Verfahrens ermittelt. Es hat sich gezeigt, daß außer den drei skalierten

Wellenvektoren 1/1, 1/ und q3 := 1 noch die beiden Wellenvektoren

qi

	

el-$I2 und q2
: 2-113e-213

	

(A.24)

(A.23)
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für die Modenwechsel von Bedeutung sind. Für die sechs möglichen Verhältnisse

von 1/6, 1/1 und q3 = 1 sind die Resultate in Tabelle A .1 in dimensionslosen

Größen dargestellt . Die Moden sind für anwachsendes q nacheinander aufgeli-

stet und die Modenwechsel bei q l , q2 , 1/1, 1/6 und q3 angezeigt . Für die Fälle

2 und 3 treten die gleichen Moden auf, unabhängig von der Lage von 1/6 und

1/1 . relativ zu 1 . Dies gilt in gleicher Weise auch für die Fälle 4 und 5. Im Fall

6 existieren in Abhängigkeit von der Lage von q 1 zwei unterschiedliche Folgen

für die Moden. In den Abbildungen A .3 und A.4 sind dieselben Moden in ei-

nem 1/l-q-Diagramm dargestellt für den Fall, daß 6 einen festen Wert hat und

entweder größer (Abb. A.3) oder kleiner (Abb. A.4) als . eins ist.

Zum Uberblick kann das Spektrum der Moden entlang der q-Achse in drei

Bereiche eingeteilt werden. Definiert man qd als qd := min(gi , 1/1) und qu als

qu := max(g2 , q3 = 1), dann entnimmt man Tabelle A .1 folgende Gliederung.

Für q < qd existieren Moden, die auf Grund kleiner Benetzungsschichtdicken

überdämpft sind, zwischen qd und qu können propagierende Wellen beobachtet

werden und wenn q > qu , dann findet man wiederum überdämpfte Moden, die

diesmal durch die große Viskosität der Flüssigkeit gedämpft sind . In welcher

Weise qd und qu von den Längen l und c abhängen, läßt sich mit Hilfe einiger

einfacher Argumente herleiten und soll deshalb hier kurz erläutert werden.

Der skalierte Wellenvektor q d wird :durch die Forderung festgelegt, daß für

q = qd die Eindringtiefe der Oberflächenwelle von der Größenordnung der Dicke

der Benetzungsschicht l ist . Wie an Hand der Geschwindigkeit der Welle abgele-

sen werden kann (A.17), entspricht die Eindringtiefe dem Minimum von 1/q und

1/R[y] = 1/l[ \/q2 - -y], wobei R der Realteil der jeweiligen Größen ist . . Wenn

somit die Eindringtiefe .l/q ist, dann ist q d gleich dem Inversen der Benetzungs-

schichtdicke 1/1. Für den Fall, daß die Eindringtiefe durch 1/R[y] gegeben ist,

führt die Definition von qd auf J[y] 1 I . Da die Bedingung q < R[ \/q2 - y]

erfüllt ist und für q < qd der Dämpfungskoeffizient der iiberdämpften Welle

durch a 13/(362) q2 gegeben ist, folgt die Bedingung i[y]l ,\/l 1 und

somit ist in diesem Fall qd = q 1 =/6l-5/2 . Dieses Resultat wurde auch durch

Losung der Gleichung (A .24) fur verschiedene i und mit Hilfe des Newton-

Verfahrens bestätigt.

Der Wellenvektor qu hingegen kennzeichnet die Längenskala, auf der die Be-

deutungder Trägheit für die Dynamik der Flüssigkeit von derselben Gräßenord
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Tabelle A .1: Spektrum einer Fliissigkeits-Gas-Grenzfläche. für unterschiedliche
Wahl von 1/6, 1/1 reit :q1 _ .Oe1.T512 und q2 .~. 2-113 -3l2



Abbildung A .3 : Spektrum der Oberflächenmoden für 1/ = 10 -2 als Funktion von q
und 1/1

nung- ist wie die Reibung. Das bedeutet, daß in der Navier-Stokes-Gleichung

(A.13) die beiden 'Ferme pöty und qAf von derselben Größenordnung sind

und das Kriterium läßt sich nach Einsetzen der Geschwindigkeit schreiben als

p-, ' r~q '2 und in dimensionslosen Größen als ~: q2 . Wenn man an der Stelle 'y

den Dämpfungskoeffizienten a für q > qu einsetzt, gibt es wiederum zwei fälle

für qu in Abhängigkeit von der Korrelationslänge Für 1/ < 1 ist a = q/2

und qu ist von der Ordnung 1 . Im Fall 1g > 1 gilt a = 1/(2V q) und fuhrt auf

qu = q2 = 2-113 -21' . Auch dieses Resultat wurde zusätzlich noch numerisch

mit Hilfe des Newton-Verfahrens bestimmt.

Die Rolle von 1/ für das Spektrum kann wie folgt charakterisiert wer-

den: Solange 1/ kleiner als das gerade betrachtete q ist, sind die Moden mit
anwachsendem q gegeben durch die Folge :

W g32
a'-'-' q ¢
w=0

. a tiq

q 2

. a ~ q2 a^-, q
cv = 0
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aj=q/2

a2.0.91 q 2

Abbildung A .4: Spektrum der Oberflächenmoden für 1/ = 10 2 als Funktion von q
und 1/i

Andererseits wenn

	

größer ist als q, dann werden die Moden verändert

zu :

a. j (g l6) 2
w-

^
0

(g/S) r 1 2
~ . (qg)

cxNg 2
w

	

gl/2 /4
-

a ^' 1/(e2g )
zv=0 .

1/1

	

l/e

In Hinblick auf die Dispersionsrelation sind diese Korrekturen verständlich,

da der Übergang von der oberen Tabelle mit q > l/ zu der unteren dem

Ersetzen von q 2 durch 1/ 2 in der Dispersionsrelation. entspricht.

Für die überdämpften Moden kann die q- und -Abhängigkeit der Dämp-

fungskoeffizienten auf einfache Weise hergeleitet werden, ohne daß die Dispersi-

onsrelation gelöst werden muß . Dies soll hier kurz erläutert werden . Ausgangs-

punkt ist dabei folgende Gleichung für den Dämpfungskoeffizienten [43]:

- a^ F ?iq >
(A.25)

wobei F der kinetische Koeffizient und 7i g die Energie pro Mode in dimensi-

onslosen Größen ist . Die q-Abhängigkeit von F wird für die erste Klasse von



überdämpften Moden, die für q < q d beobachtet werden, durch die Erhaltung

des Volumens der inkompres .siblen Flüssigkeit festgelegt. Dies hat zur Folge,

daß für die Amplitude h(s) die Bedingung f h(x)&x -= 0 erfüllt ist und so-

mit nach [43] der kinetischer Koeffizient F proportional zu q2 ist . Für die

überdämpften Moden bei q > qu beherrschen die hydrodynamischen Wechsel-

wirkungen das Verhalten der Grenzfläche, so daß F ti l/q, wie an Hand des

Oseen-Tensor nachvollzogen werden kann [84, 25] . Da Rq als Funktion von q

und bekannt ist, kann somit die q- und e-Abhängigkeit der Dämpfungskoef-

fizienten hergeleitet werden.

Bisher wurden alle Moden bis auf die Mode a - q2 diskutiert, die sich

in dimensionsbehafteten Größen wie a ' q /p q '2 schreibt . Diese Mode hängt

nicht von den Parametern 1/- oder E ab, die die Oberfläche charakterisie-

ren . Somit scheint es sich um eine Welle des Volumens zu handeln, die durch

Oberflächenfluktuationen angeregt wird.

A .3 .3 Vergleich mit bisherigen Ergebnissen

Vergleicht man die Resultate in Tabelle A .l mit den bisher schon bekannten

Ergebnissen, die in Abschnitt 1 .2 angeführt worden sind, dann sieht man, daß

außer der Veränderung der Moden durch den Wechsel von q2 zu sich eine

weitere neue Mode zwischen q1 und 1/1 ergibt.

Da bisher die Dispersionsrelation zumeist' für normale Flüssigkeits-Gas-

Grenzflächen und nicht für Benetzungsschichten untersucht wurde, ist es sicher-

lich nützlich, den Zusammenhang zwischen den beiden Fällen zu klären . Bevor

dies durchgeführt wird, soll jedoch zuerst noch der Unterschied zwischen einer

Benetzungsschicht und einer normalen : Flüssigkeits-Gas-Grenzfläche . erläutert

werden. Für eine Benetzungsschicht wird die Schichtdicke durch das Poten-

tial festgelegt . Bei einer normalen Flüssigkeits-Gas-Grenzfläche handelt sich

jedoch um eine Flüssigkeitsschicht, deren Dicke nicht durch ein Potential be-

stimmt ist und deren Moleküle der Gravitation unterliegen [54, i 1] . .Ein typi-

sches Beispiel hierzu stellt eine Flüssigkeit in einem Gefäß dar. Die Moden für

die beiden unterschiedlichen Fälle sind folgendermaßen miteinander verknüpft:

Ersetzt man durch die Länge = . i/E/(pg) bei den Oberflächenmoden der

Benetzungsschicht, dann erhält man die Moden .dernorn



Dieser Abschnitt soll mit einem Beispiel beendet werden, das zeigt, daß das

Spektrum der Wellenfür q < 1/1 von den Randbedingungen an der Festkörper-

oberfiäche abhängt. Für dünne Filme sind sogenannte "squeezing"-Moden [47]

bekannt, für die nach Wahl eines Koordinatensystems wie in Abbildung A .5 für

die Geschwindigkeitskoordinaten die folgenden Bedingungen gelten:

Abbildung A .5 : Geometrie für "squeezing"-Moden :eines dünnen. Filmes

Das Spektrum dieser Moden entspricht dem Spektrum eines Benetzungs-

films der Dicke l' mit den Randbedingungen:

an der Festkörperoberfläche . Für den Fall q 1 < 1 und ;3q2 y 1 < 1: ergibt sich

eine uberdämpfte Mode mit dem Dämpfungskoeffizienten [47]:

und nicht, wie es von der Ben.etzungsschicht aus dem vorherigen Abschnitt be-

kannt ist, ein -y = 13/3 g2(g 2 + 1/62) . Somit sind die Moden für q < 1/1 von den

Randbedingungen bei z = 0 abhängig und es 'werden unterschiedliche Moden

für dünne Filme, Benetzungsschichten auf Festkörpern oder Benetzungsschich-

ten auf Flüssigkeiten existieren .



A e 4 Weitere Aspekte

lm vorherigen Abschnitt wurde ausführlich das Spektrum von Oberflächen-

moden für eine Grenzfläche Flüssigkeit-Gas diskutiert, wobei für das Gas

die Viskosität und Dichte vernachlässigt wurden . Experimentelle Untersu-

chungen existieren jedoch auch für Flüssigkeits-Flüssigkeits-Grenzflächen oder

Flüssigkeits-Gas-Grenzflächen nahe dem kritischen Punkt . Eine Vernachlässi-

gung der Dichte und Viskosität ist in diesen Fällen nicht mehr zulässig . Dies gab

Anlaß dazu, die Dispersionsrelation bei Flüssigkeits-Flüssigkeits-Grenzflächen

für zwei Spezialfälle zu lösen . Erstens wurden die Moden im Grenzfall l ' - -} 00

für zwei Flüssigkeiten mit unterschiedlicher Viskosität und Dichte bestimmt

und zweitens konnte auch die Dispersionsrelation für endliches 1 ' und . Flüssig-

keiten, die die gleiche Viskosität und Dichte besitzen, hergeleitet und gelöst wer-

den. Die Betrachtung der Lösungen zeigen, daß für Flüssigkeits-Flüssigkeits-

Grenzflächen bis auf zwei Ausnahmen die gleichen Oberflächenmoden mit

der gleichen Potenzabhängigkeit von q, C und 1 wie bei Flüssigkeits-Gas-

Grenzflächen existieren. Die erste Abweichung des Spektrums kann für die

Moden mit der Frequenz w = q1/2(q2
+

0--2)112 und denn Dämpfungskoeffizient

a = 2q2 beobachtet werden . Denn die Berechnung dieser Mode für zwei Fluide

mit der Viskosität q1 und 772 und den Dichten p1 und p2 ergibt:

1/2

w J	' 	 ~ q~2

	

IZ

V p1 + p2

a

	

'54

	

' 2 1V2i 7]2
E1/4

(

	

)s/4 (

	

')

	

+
4	 g

pl + p2

	

P1 ... ~P2

(A1

	

.29)

Der Dämpfungskoeffizient ist folglich proportional zu q '5/4(q 2 + 1/C'2)1/4 und

nicht zu q'2 . Dieses Resultat ist nicht bekannt, da es in der Arbeit von Meunier

[71] nur implizit enthalten ist und Kramer [49] ein Fehler in der Auswertung

der Dispersionsrelation unterlaufen ist . Eine weitere Korrektur ergibt sich für

q < q1 . Dort kann für 13/(3 C2 ) > 1 eine Frequenz w g3(g2 + I/C2) beobachtet

werden, die jedoch im allgemeinen klein gegenüber dem Dämpfungskoeffizienten

g2 ( g2 + 1/ 2) ist.

Außer diesen Oberflächenmoden, die speziell für Flüssigkeits-Flüssigkeits--

Grenzflächen existieren, sollen hier auch noch weitere Moden erwähnt werden,

die .. bei. .Flüssigkeits-Gas-Grenzflächen auftreten . . Betrachtet man die Tabelle
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A .1, dann fällt auf, daß entlang der ganzen q-Achse entweder zwei überdämpfte

oder eine propagierende Mode existiert, ausgenommen für q < qd . Dies gab

Anlaß nach weiteren Lösungen der Dispersionsrelation zu suchen . Als . Resultat

ergab sich eine Schar von überdämpften Moden, die für beliebige q f existieren

und folgende Därnpfungskoeifizienten aufweisen:

r r,

	

(,
a - q

P

\q
'2

	

(n+ 2	
)7+ 1)7 2.

- -

	

1 ,

wobei n E N. Da diese Moden nicht von den Oberflächenparametern, E und

abhängen, scheint es sich bei diesen Anregungen um Wellen im Volumen zu

handeln . Diese Annahme wird durch das Geschwindigkeitsprofil in der Benet-

zungsschicht bestätigt . Denn das Profil erinnert eher an eine stehende Welle

als an eine Oberflächenwelle, die innerhalb einer Benetzungsschicht exponentiell

abfällt (Abb . AM). Außerdem gehen diese Moden für l '	oc in die bekannten

Transversalwellen des Volumens mit dem Dampfungskoeffizienten a'

	

/p q '2

[33] über.

Abbildung A.6 : Profil entlang der z-Achse für die Amplituden vx und vZ für:q = 100,
n7,1 ' =1,=0

(A . .30)

(A.31)
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Anh 'B

E-Entwicklung

Zu dem Phasenübergang 2. Ordnung, den die Membran im Doppelmulden-

Potential aus Kapitel 4 zeigt, wurde eine 6-Entwicklung um dc = 8 durch-

geführt . Das dabei verwendete Verfahren der Ortsraum-Renormierung und die

Ergebnisse der Entwicklung sind in diesem Abschnitt dargestellt.

Die obere kritische Dimension, um die die E-Entwicklung durchgeführt

wird, folgt aus der Betrachtung der Dimensionen der einzelnen Größen in der

Konfigurationsenergie:

fl( l)/(kBT) _ j dd" x 12 (0l) 2 - tl2 + ul4 + hi .

	

(B .1)

Die Dimensionen der Größen im Impulsraum sind für die Konfigurationsenergie

in folgender Weise gegeben:

['s] = 0, .

	

[x] = -1

	

[1] =
(d11 - 4)/2 =

-C

	

(B.2)
[t ] := 4

	

[u] = 8 dii

	

[h] _ (dI1 + 4)/2

Die obere kritische Dimension d, ergibt sich aus der Forderung, daß die

Dimension von u oberhalb d~ negativ und unterhalb positiv ist . Für d11 >d, ist

dann der. Term u 14 in Bezug auf seine Impulsdimension für kleine Impulse bzw.

große Längenskalen unwichtig und für d < d~ wird er von Bedeutung sein. Dies

hat zur Folge, daß die Fixpunkthamiltonfunktion 7-La = f dd!ix(ic/2(,l)2) für

dg l > d~ nicht länger Fixpunkt für dn < dsein kann . Wie man sieht, ist in

dieser Theorie die obere kritische Dimension gegeben durch = 8.

Für die Fixpunkthamiltonfunktion unterhalb d~ nimmt man an, daß sie

die Gestalt 'x (l)/(kBT) = f cddliz(?c/2(t 1)2 - t*l? + u-14) besitzt . Ziel ist es



nun als erstes u * zu bestimmen und danach die Divergenzen zu betrachten,
die durch Abweichung des Parameters t von t'" und des Parameters h von 0
enstehen. Hierzu nimmt man an, daß für = d~ - E mit e < 1 die Kopplungs-

konstante u " < 1 ist . Da die Parameter u in der Nähe von u" auch kleiner als 1

sein werden, kann die Änderung von u durch den Renormierungsfluß störungs-
theoretisch nach e und u entwickelt und in beliebiger Ordnung in u und E der

Fixpunkt u" bestimmt werden . Anschließend lassen sich die Exponenten, die

bei den von h und t abhängigen Divergenzen auftreten, aus der Betrachtung der
Theorie um den Fixpunkt wiederum störungstheoretisch nach und u* bestim-

men. An Hand eines Renormierungsverfahrens im Ortsraum wurde der Fix-
punktparameter u* und die Exponenten bis zur ersten Ordnung in e bestimmt.
Die Ergebnisse und eine kurze Erläuterung des Renormierungsverfahren sind

im nächsten Abschnitt angegeben.

Berechnung der Exponenten mit Ortsraum-Renormierung

Zur Bestimmung des Fixpunktparameters u* wird die Zustandssumme für t = 0

und h = 0 nach u entwickelt:

- Z -= N I[dl] exp [-

	

ddii
r

((A1)2
-+ u14

)]
Jr

Z = ZG(1 -u~ ddllq-114~1)o~ LJ~d
d llr iddll

®r

	

(14(6 )14

--u
3~

ddllrlddllr2ddil r3(14/r1)l4(r2)14.(r3))o -}- . . .),
3!

	

Or

wobei die Klammern () der Mittelung über das Feld 1 mit dem Ge-
wicht .. exp[-fo(l)] mit 7-o(l) = . . fddIIr.2(Ql.) 2 entsprechen und ZG =

N J [di] exp(-? o) ist . Bei 'Or handelt es .. sich um den Abschneideparameter

im Ortsraum. Da man durch das ._ Renormierungsverfahren nur den Fixpunkt-.

parameter i ..und nicht . t oder eine Konstante zu H(l), die durch . die Renor-

mierung entsteht, bestimmen möchte, werden für die Korrelationsfunktionen in
(B .3) nur zusammenhängende Graphen ahne Schleifen berücksichtigt . Man be-

trachtet dann Z/ZG unter einer infinitesimalen Skalentransformation des Feldes

und der Ortskoordinaten :

(B .3)



Der Parameter b wird bei dieser Transformation kleiner als 1 gewählt, da man

am Verhalten des Modells auf großen Skalen interessiert ist . Wie man an Hand

von (114) sieht, entspricht im Fall b < 1 der Abstand A Vr j = 1 des renor-

mierten Modells einem Abstand Aril > 1 im ursprünglichen Modell und somit

betrachtet man nach der Renormierung thermodynamische Größen auf einer

größeren Skala. Diese Transformation führt nach einem Koordinatenwechsel

von r auf eine Transformation der Kopplungsparameter in Abhängighkeit von

ihrer Impulsraum-Dimension (B .2) und zu einer Transformation des Abschnei-

deparameters 4r im Ortsraum . Dies läßt sich wiederum in erster Ordnung

in Ss und in beliebiger Ordnung in u und E auf eine reine Transformation der

Kopplungskonstante umschreiben . Es findet dann keine Transformation des

Abschneideparameters mehr statt . Somit entspricht eine Skalentransformation

einer Transformation der Kopplungskonstanten, deren Renormierungsfiuß bis
zur ersten Ordnung jeweils in u und E gegeben ist durch:

as -
.w..£(u - u* ) + o((u - u) 2 , E2 ) mit 6(2104K2

	

(B.5)

Die Renormierungsgleichung besitzt in dieser Näherung einen Infrarotfixpunkt.

Der Renormierungsgruppenfiuß um den Fixpunkt . u `istin Abbildung B .1 wie-

dergegeben.

Ua;

	

d

	

Konfigura-

tionsenergie

IL Gu JeFlen, -wisich UI Ue'1 en reffevan4CLL B L)CLtUrage in der

(B .1) t und h unter der Renormierungsgruppen-Transformation

ändern, welche Werte also yt und yh in 1 . Ordnung in haben, betrachtet man

diesmal Z/ZG mit der Konfigurationsenergie (B .1) einmal für h = 0 und t 0

und zum anderen für t

	

0 und h

	

O . Z/ZG wird dann für die jeweilige

Abbildung B .I. : Renormierungsgruppenfiuß um den Fixpunkt u*
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Konfigurationsenergie nach den Parametern t und u, bzw . h und u entwickelt.

Dabei wird wie bei der Fixpunktbestimmung vorgegangen . Nach Anwendung

der Skalentransformation, die sich wieder auf eine Transformation der Kopp-

lungskonstanten zurückführen läßt, ergeben sich in erster Ordnung in folgende

Renormierungsgruppeniüsse :

(B . 6)

(B.,7)

Somit ist yt = (4 --- E/3) + O(E 2 ) und yh, _ (d + 4)/2 -}- O(c2).

Hier sei noch bemerkt, daß für die Skalentransformation bei t 0, also bei

endlicher Korrelationslänge, auch b < 1 gewählt wird. Um kritisches Verhalten

zu beobachten, muß dann die Transformation in der Weise interpretiert wer-
den, daß man die renormierte Korrelationslänge festhält und somit unter der

Skalentransformation die physikalische Korrelationslänge anwächst.

Die Exponenten lassen sich mit Kenntnis von y t und y~ aus den Formeln

in Abschnitt 4.2 .1 berechnen und man

a= ]2 + O(€2 )

1

	

e
= 2 - 24 T 0(E2

)

`j"
I2 + 0(6 2 )

erhält bis zur 1 . Ordnung in e:

=® (f2 )

v

	

+ 48 +o(E2

(B .8)

Die Ergebnisse der 6-Entwicklung zeigen somit einen Fixpunkt, der nicht

mit dem Ising-Fixpunkt übereinstimmt, da (lessen Fixpunkthamiltonfunktion

die Gestalt 7-l*(l)/(kBT) = J ddlix(E/2(®l) 2 t*l2 + i-t-14) besitzt und somit

den (Vl) 2-Term und keinen (Al) 2-Term enthält. Es ist jedoch möglich, daß

die Fixpunktstruktur des Modells (B .1) sich von d il

	

(8 e) . bis zu d~1 = 2

noch ändert .
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