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1~ I Einleitung

Die Entdeckung der adiabatischen Phase und deren erste systematische Behandlung
durch M . BERRY im Jahre 1983 führte zu einer stürmischen Entwicklung in vielen Be-
reichen der theoretischen Physik. Dieser Effekt, der seit der Entwicklung der quanten-
mechanischen Adiabatentheorie Ende der zwanziger Jahre übersehen worden war, erwies
sich als fundamental und konnte in fast allen Theorien - von der klassischen Mechanik
bis zu den modernen Feldtheorien - nachgewiesen werden.

M. BERRY untersuchte nichtentartete Eigenzustände von Quantensystemen, die von
mehreren äußeren, langsam veränderlichen Parametern abhängen . Die adiabatisch lang-
same Veränderung der Parameter hat zur Folge, daß das System, ist es einmal in ei-
nem solchen Eigenzustand des Hamiltonoperators pranariert, der Veränderung dieses
Zustands folgt, ohne Ubergänge in andere Quantenzustände zu erleiden. Dieses Er-
gebnis, das Adiabatentheorem der Quantenmechanik, wurde bereits im Jahre 1928 von
M . BORN und V. Foci< aufgestellt . Jedoch machten die Autoren keine Aussagen über
die Phase des Quantenzustands . M . BERRY betrachtete die zeitliche Entwicklung der
Phase eines solchen Systems, wenn äußere Parameter eine geschlossene Bahn im Para-
meterraum durchlaufen .' Dabei entdeckte er, daß sich die Phase des Endzustandes . aus
zwei Teilen zusammensetzt : Der bekannten dynamischen Phase -'-i f dt B,,(t) und einer
geometrischen Phase 7,,., die auch Berryphase genannt wird. Letztere hängt nicht von
der Geschwindigkeit der Parameterveränderung ab, sondern nur von der Sehleife, die von
den Parametern durchlaufen wird.

Noch vor der Veröffentlichung dieser Ergebnisse in [B84] beschäftigte sich B . SIMON mit
der Berryschen Phase und erkannte das generelle mathematische Konzept, das diesem
von BERRY selbst als „remarkable and rather. mysterious"[B84] bezeichneten Effekt zu-
gr9indeliegt. Die adiabatische Entwicklung induziert auf dem Faserbiindel, das durch

'Der Grund hierfür . ist der folgende: Der Vergleich der Phasen von Zuständen, die zu unterschiedli-
chen Parametersätzen gehören, bedarf einer zusätzlichen Konstruktion [SB88j, da zu unterschiedlichen
Pararnetersätzen die Phasen der Basiszustände weitgehend frei gewählt werden dürfen . Vergleicht man
jedoch die Phasen bei gleichen Parametern vor und nach Durchlaufen einer Schleife im Parameterraum,

so ist die Phase eindeutig festgelegt, da jedesmal dasselbe Basissystem benutzt wird.

5
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KAPITEL I . EINLEITUNG UND ÜBERSICHT

Abbildung 1 .1 : Ein auf der Kugel parallel-
verschobener Tangentialvektor wird beim
Durchlaufen einer geschlossenen Kurve
i. a . nicht auf sich selbst abgebildet, im
Gegensatz zur Parallelverschiebung in ei-
nem euklidischen Raum. Vielmehr wird
er um das Integral der Krümmung der
von der Kurve eingeschlossenen Fläche ge-
dreht . Im Fall der Kugel ist der Drehwin-
kel gerade gleich dem von der Kurve ein-
geschlossenen Raumwinkel fl.

den Unterraum des Quantenzustands über dem Parameterraum aufgespannt wird, einen
Zusammenhang, dessen Holonomie sich durch die Berryphase ausdrückt . Dieses sehr ab-
strakte Konzept wird im folgenden ausführlich erklärt . Ein sehr anschauliches Analogon
der Berryphase ist die effektive Drehung eines Tangentenvektors, der auf einer gekrümm-
ten Mannigfaltigkeit entlang einer geschlossenen Schleife parallelverschoben wird (siehe
Abb. 1 .1).

Obwohl die Adiabatentheorie der Quantenmechanik bereits im Jahre 1928 detailliert un-
tersucht worden war, blieb die Berryphase über 50 Jahre unentdeckt . In [BF28] und [F28]
hatten M . BORN und V. Fock bereits alle Formeln angegeben, die für die Berryphase re-
levant sind. Die Phase war bei ihren Betrachtungen jedoch nicht von Bedeutung gewesen,
da sie die Möglichkeit des Zurückkehrens zu den Ausgangsparametern nicht diskutierten.

Dennoch sind bereits einige Beispiele und verwandte Phänomene seit längerem bekannt.
In der . Optik wurden 1956 von S . PANCHARATNAM Interferenzphänomene beschrieben
[P75], die sich in analoger Weise als Holonomie der Phase kohärenten Lichtes über der
Poincaresphäre interpretieren lassen . . 1959 entdeckten Y . AHARONOV und D_ B0HM
die erste quantenmechanische geometrische Phase, die Aharonov-Bohm-Phase, die ein
geladenes ..Quantenteilchen beim „Umfliegen" eines magnetischen Flusses erhält [AB59].

Bei der Beschreibung molekularer Quantensysteme entdeckten G . HERZBERG und H.
LONGUET-HIGGINS, daß die elektronische Born-Oppenheimer-Wellenfunktion, wenn die
Konfiguration der Atomrümpfe einen Punkt degenerierter elektronischer Zustände um-
läuft, einem Vorzeichenwechsel unterliegt, wenn sie sich zu allen Zeiten glatt und reell
entwickeln soll [HL63] . C . A . MEAD und D . G . TRUHLAR betrachteten die Ergebnisse
von HERZBERG und •LONGUET-HIGGINS in allgemeinerem Zusammenhang und zeigten,
daß der Vorzeichenwechsel der elektronischen Wellenfunktion durch einen solchen der
Momrumpiwelienfunktionen kompensiert werden kann, wenn man einen zusätzlichen
Vektorpotentialterm in den Hamiltonoperator der langsamen Freiheitsgrade aufnimmt
[MT79] . Da die Gesamtwellenfunktion eine eindeutige Funktion der Gesamtkonfigurati-
onsraumkoordinaten sein muß, ist dieser Vektorpotentialterm im langsamen Hamiltonian
zwingend und fehlte in der Theorie von BORN und OPPENHEIMER . Wegen einer Analogie
zum Aharonov-Bohm-Effekt, nannte MEAD dieses Phänomen in spdteren ArbeiteniVV31 IVV

lekularer Aharonov-Bohm-Effekt [M80a, M80b] .yDa beim molekularen Aharonov-Bohm-

6
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Effekt eine direkte Analogie zu magnetischen Kräften besteht, hat BERRY den Begriff
geometrischer Magnetismus geprägt, der heute gebräuchlicher ist [BR93a].

Nach der denkwürdigen Veröffentlichung von BERRY 1984 konnte das Konzept der geo-
metrischen Phasen unter allgemeineren Bedingungen gefunden und auf andere Theorien
übertragen werden . Im Rahmen der Quantenmechanik wurde ein geometrischer Effekt für
entartete Zustände von F . WILCZEK und A . ZEE hergeleitet [WZ84], und Y . AHARO-
Nov und J . ANANDAN führten geometrische Phasen in nichtautonomen Systemen ein, für
die eine Schleife im Parameterraum in beliebiger, endlicher Zeit durchlaufen wird [AA87].
Eine weitere, auf der Arbeit von S . PANCHARATNAM basierende Verallgemeinerung, die
während der zeitlichen Entwicklung des Systems quantenmechanische Messungen zuläßt,
stammt von J . SAMUEL und R. EHANDARI [SB88].

In diversen Experimenten konnte eine Berryphase gemessen werden. A. TOMITA und
It . CHIAO wiesen sie in der Drehung der Polarisationsrichtung von Licht in einem spi-
ralförmig gewundenen optischen Leiter nach [TC86], und bei Neutronenexperimenten von
T . BITTER und D. DUBBERS sowie von H . WEIN; URTER und G. BADURET tritt die
Berryphase als zusätzliche Rotation der Neutronenspins in einem schwachveränderlichen
Magnetfeld auf [BD87, WB90] . Die erste experimentelle Bestätigung des Auftretens von
Berryphasen in Molekülen wurde von G . DELACRETAZ et al. am Spektrum von Na3 -

Clustern gefunden. Dabei wurde die Herzberg-Longuet-Higgins 'sche Phase in Form einer
halbzahligen Quantisierung der Pseudorotationen des Clusters nachgewiesen [DGWZ86].

J . HANNAY beschrieb 1985 eine zur Berryphase analoge klassische Größe in adiabatisch
veränderten

	

klassischen Systemen, die heute allgemein als Hannaywinkel be-
kannt

	

~ i .,~b~ .,a .,
kannt ist [H85] . Wie in der Quantenmechanik gibt es für integrable klassische Systeme
ein Adiabatentheorem, das besagt, daß bei beliebig langsamer Veränderung des klassi-
schen Hamiltonians H(p, q, t) eine Trajektorie zu jedem Zeitpunkt auf dem Torus des
autonomen Hamiltonians H(p, _, t = const.) verläuft, der die Wirkungen I = f pdqH~

des Anfangswertes besitzt . Die Wirkung ist also eine adiabatische Erhaltungsgröße, die
durch die Anfangsbedingungen bestimmt ist [A80, N76] . Wie im quantenmechanischen
Fall macht auch hier das Adiabatentheorem keine Aussage über den Ort auf dem Torus
(gemessen durch Winkelvariablen), an dem sich das System nach adiabatischer Entwick-
lung befindet . Beim Durchlaufen einer Schleife im Parameterraum - so zeigte HANNAY

kehrt das klassische System auf den Torus zurück, auf dem es gestartet wurde, befindet
sich jedoch nicht an dem Ort, der durch den dynamischen Winkel Mon = f dtw(t) be-
stimmt ist, sondern ist um einen geometrischen Winkel 11‘,, verschoben. Dieser hängt,
ebenso wie die Berryphase, nur von der Schleife im Pararneterraum ab und nicht von
der Geschwindigkeit, mit der die Schleife durchlaufen wird . Den Zusammenhang mit der
quantenmechanischen Berryphase hat BERRY in [B85] durch semiklassische Betrachtun-
gen hergestellt, so daß sich der Hannaywinkel tatsächlich als klassischer Grenzfall der
Berryphase interpretieren läßt . Eine mathematisch präzisere Untersuchung und Verall-
gemeinerung des Hannaywinkels wurde . von S. GOLIN et al. in [GKM89] durchgeführt.

Die

	

dess Hanna=w..iu ....~~nkeis als Holonomie eines Zusammenhangs auf einemInterpretation u s~.a.uucLy

Prinzipalbündels ist ohne Weiteres möglich . Dabei stellt der Torus die Faser und der
Parameterraum die Basis des Bündels dar . Der Zusammenhang auf diesem Bündel wird
durch die adiabatische Entwicklung vermittelt, dessen Holonomie gerade der Hannaywin-
kel ist .
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Einige Verallgemeinerungen des Hannaywinkels wurden zum Teil in Analogie zum quan-
tenmechanischen Fall versucht . So wurde zum Beispiel ein zur Aharonov-Anandan-Phase
analoger nichtadiabatischer Winkel von BERRY und HANNAY hergeleitet [BH88], der je-
doch nur in sehr seltenen Fällen existiert, da die Integrabilität eines nichtautonomen
Systems verlangt wird.

Eine analoge Theorie zu der von BORN und OPPENHEIMER [B®27] kann mit Hilfe des
klassischen Adiabatentheorems auch für integrable klassische Systeme mit stark getrenn-
ten Zeitskalen (Slow-Fast-Systeme) entwickelt werden . Dabei separieren die schnellen und
langsamen Freiheitsgrade im adiabatischen Limes und können getrennt integriert werden.
Die schnellen Freiheitsgrade, ausgedrückt in instantanen Winkel-Wirkungs-Variablen,
entwickeln sich zeitlich wie folgt : Bei adiabatisch konstanten Wirkungen werden die
Winkel zusätzlich zu den dynamischen Winkeln ®Sdyr,. um die Hannaywinkel verschoben.
Die langsamen Freiheitsgrade verspüren eine gemittelte effektive Kraft von den schnellen
Freiheitsgraden, die Born-Oppenheimer-Potentialkraft . In diversen Veröffentlichungen
zu diesem Thema wird, neben der Born-Oppenheimer-Potentialkraft, eine geometrisch
magnetische Kraft postuliert [GT87, B89, K90, BR93a, BR93b].

Während die geometrischen Effekte in der Quantenmechanik für eine sehr große Klasse
von Hamiltonoperatoren erklärt werden können, kann der Hannaywinkel nur für die nicht
generischen integrablen klassischen Systeme erklärt werden . Verallgemeinerungen auf
allgemeine klassische Hamiltonsche Systeme scheitern bereits daran, daß für sie kein
Adiabatentheorem existiert . Das liegt daran, daß ihre Bewegung nicht quasiperiodisch
auf Tori, sondern im allgemeinen sehr kompliziert verläuft . Daher können wesentliche
Mittel,mgsschrittte nicht durchgeführt werden.

Ist das Hamiltonsche System jedoch ergodisch auf der Energieschale, d . h . füllt diese im
Laufe der Zeit für fast alle Startwerte gleichmäßig dicht, so kann eine adiabatische Inva-
riante gefunden werden . Der einzige vom mathematischen Standpunkt aus befriedigende
Beweiseines Adiabatentheorems für ergodische Systeme, der in der physikalischen Lite-
ratur jedoch weitgehend unbeachtet geblieben ist, wurde 1961 von T . KAZUGA geführt
[K61] . Dieses Adiabatentheorem besagt, _ daß das in einer beschränkt en Energieschale
eingeschlossene Phasenraumvolumen im adiabatischen Limes erhalten bleibt . Das bedeu-
tet, daß sich das System zu jedem Zeitpunkt auf der instantanen Energieschale bewegt,
die das Anfangsphasenraumvolumen einschließt . Wie die anderen Adiabatentheoreme
macht es aber keine Aussagen darüber, wie sich das System auf der Energieschale be-
wegt . : S . GOLIN et al . argumentierten nun, daß es wegen der sensitiven Abadngigkeit von
den Anfangsdaten eines ergodischen Systems keinen von den Anfangsbedingungen glatt
abhängenden geometrischen Effekt in den Koordinaten geben kann [GKM89].

Dennoch haben J . ROBBINS und M . BERRY 1992 versucht, mit Hilfe des semiklassischen
Übergangs der quantenmechanischen geometrischen 2-Form einen geometrischen Effekt
in klassischen ergodischen Systemen herzuleiten [RB92], konnten jedoch für die gefundene
klassische 2-Form zunächst keine Interpretation finden . Wie in dieser Arbeit gezeigt wird,
beschreibt die 2-Form von ROBBINS und BERRY nicht den gewünschten Holonomieeffekt,
da beim semiklassischen Ubergang eine unzulässige Vertauschung festgehaltener Größen
in den Differentialen gemacht wurde . Eine korrigierte Herleitung im Rahmen dieses
semiklassischen Zugangs scheint jedoch nicht möglich

	

sein,

	

~,	da die korrigierte 2-Form..dem .,~
aufgrund einer Vertauschung des adiabatischen und des semiklassischen Limes identisch
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verschwindet.

In zwei Folgeartikeln greifen BERRY und ROBBINS die in [RB92] berechnete 2-Form auf
und interpretieren sie im Rahmen klassischer Systeme mit stark getrennten Zeitskalen
(Slow-Fast-Systeme) [BR93a, BR93b] . Neben einem geometrischen Magnetismus finden
sie [BR.93b] in niedrigdimensionalen ergodischen Hamiltonschen Systemen eine Reibungs-
kraft, die Energie der langsamen Freiheitsgrade irreversibel auf die schnellen Freiheits-
grade überträgt.

-Ober die Dynamik der schnellen Freiheitsgrade eines ergodischen Slow-Fast-Systems ist
bis heute nicht viel bekannt, wie J . ROBBINS in einer aktuellen Veröffentlichung schreibt
[R94] :

,,Whether the classical 2-form describes an anholonomy in adiabatically cycled
chaotic systems is an open question . "

In dieser Arbeit werden klassische Slow-Fast-Systeme betrachtet, die bei festgehaltenen
langsamen Freiheitsgraden entweder eine integrable oder ergodisehe schnelle Dynamik
besitzen. Eine Separation der schnellen von der langsamen Dynamik gelingt im adiaba-
tischen Limes .unter Benutzung geeigneter Koordinaten.

Im integrablen Fall werden die schnellen Freiheitsgrade in instantan .en Winkel-Wirkungs-
Variablen dargestellt . Obwohl die Winkel-Wirkungs-Variablen bei festgehaltenen langsa-
men Freiheitsgraden kanonisch konjugiert sind, bilden sie zusammen mit den ursprüng-
lichen Koordinaten der langsamen Freiheitsgrade kein kanonisches Koordinatensystem.
Die Bewegungsgleichungen lassen sich daher in den neuen Koordinaten nicht mit Hilfe des
kanonischen Formalismus aufstellen, sondern werden aus den symplektischen Eigenschaf-
ten Hamiltonscher Flüsse abgeleitet . Diese Methode wurde schon 1990 von J . KOILLER

[K90] in diesem Zusammenhang angewendet.

Die langsame Bewegung wird im adiabatischen Limes autonom, und die Wechselwir-
kung mit den schnellen Freiheitsgraden kann durch eine effektive Born-Oppenheimer-
Potentialkraft beschrieben werden . Im Gegensatz zu vielen Aussagen in der Literatur
[GT87, B89, K90, BR93a, BR93b], gibt es neben dieser Potentialkraft keine weiteren
Kräfte, die von den schnellen auf die langsamen Freiheitsgrade wirken . Der vielfach
untersuchte geometrische Magnetismus tritt nicht auf. Die Bewegung der schnellen Frei-
heitsgrade verläuft im adiabatischen Limes wie folgt : Die Wirkungen sind adiabatische
Invariante und bleiben zeitlich unverändert, während sich die Winkel, wie bei den Han-
nayschen Betrachtungen, aus einem dynamischen und geometrischen Teil zusammenset-
zen [H85, K90].

Im Fall ergodischer schneller Dynamik existieren keine globalen kanonischen Koordinaten
der schnellen Freiheitsgrade bei festgehaltenen langsamen, in denen die Bewegung im
adiabatischen Limes separiert . Daher muß auf die kanonische Struktur ganz verzichtet
und die Bewegung in geeigneten nichtkanonischen Koordinaten dargestellt werden.

Die langsame Dynamik hat dieselben Eigenschaften, wie im integrablen Fall : Die langsa-
men Freiheitsgrade bewegen sich nach autonomen Hamiltonschen . Bewegungsgleichungen,
in denen sich die Wechselwirkung mit den schnellen Freiheitsgraden durch ein zusätzliches
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Born-Oppenheimer-Potential ausdrückt . Auch für Slow-Fast-Systeme mit ergodischen
schnellen Freiheitsgraden wird in der Literatur der geometrische Magnetismus postuliert
[BR93a, BR93b], der auch in diesem Fall nicht auftritt . In [BR93b] wird zusätzlich eine
deterministische Reibungskraft deduziert, die den langsamen Freiheitsgraden irreversibel
Energie entzieht und auf die schnellen Freiheitsgrade überträgt . Da die Bewegung der
langsamen Freiheitsgrade im adiabatischen Limes explizit autonom und Hamiltonsch ist,
kann auch eine solche Reibungskraft nicht auftreten.

In dieser Arbeit wird erstmals ein glatter geometrischer Effekt in den ergodischen schnel-
len Freiheitsgraden identifiziert, der als eine Art Zeitverschiebung interpretierbar ist.
Beim Durchlaufen einer Schleife im Raum der langsamen Koordinaten liegt der End-
punkt einer Trajektorie im adiabatischen Limes auf derselben Energieschale, auf der sie
gestartet wurde . Der Endzustand auf der Energieschale ist natürlich i . a. ein anderer
als der Anfangszustand und hängt, wegen der möglichen sensitiven Abhän gigkeit von
den Anfangsdaten, im adiabatischen Limes nicht glatt von den Anfangswerten ab (siehe
[GKM89]).

Da sich im integrablen Fall die geometrischen Effekte am besten in den zu den adiaba-
tischen Erhaltungsgrößen konjugierten Variablen, den Winkeln, messen lassen, liegt es
nahe, die zum adiabatisch invarianten Phasenrauanvolumen konjugierte Größe zu unter-
suchen. Diese Größe mißt, im Fall festgehaltener langsamer Freiheitsgrade, die Zeit, die
das System entlang der Trajektorie verbracht hat, und wird daher im folgenden als Tem-
pus bezeichnet . Im Fall veränderlicher langsamer Freiheitsgrade ist die Interpretation des
Tempus als „Zeit" nicht möglich, da seine Bewegung nicht ausschließlich proportional zur
Zeit ist.

Integriert man die Zeitableitung des Tempus entlang einer beliebigen Trajektorie, bei der
die langsamen Konfigurationen nach sehr langer Zeit wieder an ihren Ausgangswerten
sind, so zerfällt der Tempus auf natürliche Weise in zwei Teile : Der erste ist der dyna-
mische Tempus, der die Zeit entlang der Trajektorie mißt . Der zweite, geometrische Teil
hängt nur vom Weg im langsamen Konfigurationsraum ab und hat eine zum Hannaywin-
kel analoge Struktur . Da sowohl die Zeit als auch der Tem pus entlang einer Trajektorie
gemessen werden kann, ist der geometrische Tempus im Prinzip observabel, zu seiner
Bestimmung muß die Trajektorie jedoch zu allen Zeiten beobachtet werden.

Die Interpretation als Holonomie eines Zusammenhangs auf einem Prinzipalbiindel ist
auch in diesem Fall nicht schwierig . Als Basis des Bündels dient der langsame Konfigura-
tionsraum, während die Faser durch die reelle Tempusachse gegeben ist . Der Zusammen-
hang auf diesem Faserbündel wird durch die ergodische Dynamik auf der Energieschale
bestimmt . Die Holonomie des Zusammenhangs drückt sich in einer Verschiebung auf der
Tempusachse aus, die gerade dem geometrischen Tempus entspricht.

Um ergodische Slow-Fast-Systeme überhaupt im Rahmen der Adiabatentheorie behan-
deln zu können, mußte das Adiabatentheorem von T . KAZUGA auf den Slow-Fast-Fall
verallgemeinert werden . Diese Verallgemeinerung wird ebenfalls in dieser Arbeit vollzo-
gen und P1n allgemeines diabatentheorem bewiesen . Zudem wird,] ein M

1Ti11.G

	

~.

	

S„aµudüVlil

	

it¢I .G 1l[b' .]sp,Ula für
Observablen formuliert .

_4

Zur Illustration des Hannaywinkels wird in dieser Arbeit die adiabatische Entwicklung des
verallgemeinerten harmonischen Oszillators graphisch dargestellt (siehe Abschnitt 6 .1) .
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In der rechten unteren Ecke jeder ungeraden Seite ist eine von 66 Momentaufnahmen
eines Torus dieses Systems gezeigt, der sich unter adiabatischer Entwicklung der Para-

meter entlang einer Schleife im Parameterraum verformt . Nach Durchlaufen der Schleife
stimmt der Endtorus mit dem Ausgangstorus überein (vergleiche Seiten 1 und 131) . Der
geometrische Winkel .°geO dieses Systems wird, von der p-Achse aus gemessen, in jede
Momentaufnahme des Systems eingezeichnet . Nach Durchlaufen der Schleife kehrt die
Bewegung des Systems zwar auf den Ausgangstorus zurück, jedoch ist die Trajektorie
um einen endlichen Hannaywinkel ®B seo verschoben.

ao

1 .2 Ubersicht

Zunächst werden in Kapitel 2 die differentialgeometrischen Grundlagen eingeführt, die
für das Verständnis von Holonomieeffekten aus mathematischer Sicht benötigt werden.
Die Differentialgeometrie bietet einen großen Rahmen, in den sich die dynamischen Sys-
teme, die in den folgenden Kapiteln untersucht werden, einordnen lassen . Dadurch
können die quantenmechanischen und klassischen Dynamiken, die sehr unterschiedliche
Phasenräume und Bewegungsgleichungen besitzen, mit gleichen Mitteln untersucht und
ähnliche Effekte systematisch behandelt werden . Dieses Kapitel ist stark an die entspre-
chenden Kapitel in [CdWD91] und [vW78] angelehnt, und alle Definitionen und mathe-
matischen Sätze sind [CdWD91] direkt entnommen.

Wegen der relativ einfachen Darstellung quantenmechanischer Holonomieeffekte im Ver-
gleich zu den klassischen bietet sich ihre Untersuchung als Einführung an . Dies entspricht
auch der historischen Entwicklung . Daher werden in Kapitel 3 Quantensysteme unter-
sucht, die sich unter dem Einfluß äußerer Parameter adiabatisch entwickeln . Zunächst
wird das quantenmechanische Adiabatentheorem eingeführt und diskutiert, warum die

Holonomieeffekte in der Quantenmechanik erst verhältnismäßig spät entdeckt wurden.
Dabei dienen insbesondere die Orginalarbeiten von BORN und FOCK [F28, BF28] als Aus-
gangspunkt . Anschließend wird die quantenmechanische Berryphase nach [B84] hergelei-
tet und in den mathematischen Rahmen von Kapitel 2 eingeordnet . Auf die notwendigen
Bedingungen für das Auftreten der Berryphase und typische Beobachtungssituationen
wird zum Abschluß des Kapitels eingegangen [RB92, B84].

Da der Zugang zu den klassischen Holonomieeffekten etwas aufwendiger ist, werden
zunächst in Kapitel 4 einige Vorbetrachtungen angestellt und Definitionen gegeben . Nach-
dem die klassische Hamiltonsche Mechanik koordinatenfrei und in beliebigen nichtkanoni-
schen Koordinaten formuliert wurde (nach [A80]), werden klassische autonome Slow-Fast-
Systeme definiert, da sich eine mathematisch und physikalisch befriedigende Herleitung
von Holonomieeffekten nur im Rahmen der Behandlung solcher Systeme durchführen läßt.
Abschließend werden die beiden Klassen von Systemen vorgestellt, die im Rahmen der
klassischen Adiabatentheorie behandelt werden können : Die Liouville-integrablert [N76]

und die auf der Energieschale ergodischen [K61] Systeme.

Nach diesen Vorbereitungen werden in Kapitel 5 die klassischen Slow-Fast-Systeme mit
integrabler schneller Dynamik untersucht (nach [K90]) . In den Bewegungsgleichungen
der langsamen Freiheitsgrade, die im adiabatischen Limes vollständig von den schnellen
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separieren, tritt neben der effektiven Born-Oppenheimer-Potentialkraft keine zusätzli-
che magnetische Kraft auf, was im Widerspruch zu bisherigen Veröffentlichungen steht
[GT87, B89, K90, BR93a, BR93b] . Es wird gezeigt, daß sich die Terme, die zum geome-
trischen Magnetismus führen würden, in den Bewegungsgleichungen exakt kompensieren.
Dies ist ein wichtiges, wenn auch nicht das zentrale Ergebnis dieser Arbeit. Bis heute
wurde diese Kompensation aus diversen Gründen, die in dieser Arbeit geschildert werden,
nicht entdeckt . Im Gegensatz dazu ist die Dynamik der schnellen Freiheitsgrade seit lan-
gem bekannt : Die adiabatische Entwicklung führt zu einer geometrischen Verschiebung
der Winkelkoordinaten um den Hannaywinkel [1185], die zusätzlich zur dynamischen Ver-
schiebung auftritt [885, K90].

Für integrable Systeme wird im ersten Teil von Kapitel 6 der Zusammenhang zwischen
den quantenmechanischen und den klassischen Holonomieeffekten im Rahmen der Semi-
klassik dargestellt (nach [B85]) . Im zweiten Teil wird die Untersuchung des semiklassi-
schen Limes der Berryphase für klassisch ergodische Hamiltonsche Systeme vorgeführt,
wie sie von .1 . ROBBINS und M . BERRY in [RB92] gemacht wurde . Es wird gezeigt, daß
die von diesen Autoren angegebene klassische 2-Form aufgrund einer unzulässigen Ver-
tauschung festgehaltener Größen bei der Differentialbildung keine klassische Holonomie
beschreibt, und eine Korrektur im Rahmen dieses Formalismus erscheint nicht möglich.

Kapitel 7 enthält die eigentliche Hauptaussage dieser Arbeit : Es wird die adiabatische
Entwicklung von Slow-Fast-Systemen untersucht, deren schnelle Freiheitsgrade ergodisch
sind. Mit Hilfe rein klassischer Betrachtungen im Rahmen des symplektischen For-
malismus Hamiltonscher Systeme [A80, K90] wird in den schnellen Freiheitsgraden ein
Holonomieeffekt, der geometrische Tempus, hergeleitet . Dieser ist vollkommen analog
zum Hannaywinkel im integrablen Fall, seine Beobachtung ist jedoch etwas schwieri-
ger . Ebenso wie die Slow-Fast-Systeme mit integrablen schnellen Freiheitsgraden zeigen
auch die mit ergodischen Freiheitsgraden keinen geometrischen Magnetismus neben der
Born-Oppenheimer-Potentialkraft . 111,E Widerspruch dazu stehen die Arbeiten [BR93a]
und [BR93b], nach denen sogar Reibungskräfte in Hamiltonschen Systemen auftreten
können . Diese Arbeiten werden ebenfalls widerlegt.

Kapitel 8 faßt die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen.

Der Anhang ist dreigeteilt : Anhänge A und B enthalten einige Nebenrechnungen, die
den Lesefluß von Kapitel 5 und 7 stark gestört hätten, auf die jedoch im Rahmen einer
ausführlichen Darstellung nicht verzichtet werden kann . Anhang C enthält den ausführli-
chen Beweis des Adiabatentheorems für ergodische Slow-Fast-Systeme, der auf [K61] und
[N76, GKM89] aufbaut . Ferner wird ein Mittelungssatz für Observablen aufgestellt, der
die Mittelung der Bewegungsgleichungen in Kapitel 7 ermöglicht . Wegen der aufwendi-
gen Beweisführung klassischer Adiabatentheoreme wurden die Aussagen des Anhang C
nicht im Hauptteil gemacht, da sie den Lesefluß der Arbeit stark beeinträchtigt hatten .
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Elemente der Differentialgeometrie, wie Bündelstrukturen und Zusammenhänge auf den-
selben, sind in der theoretischen Physik, besonders in der Feldtheorie, von großer Bedeu-
tung. Obwohl sie auch der Theorie der dynamischen Systeme zugrunde liegen, sind sie
in dieser Disziplin weniger populär.

Um jedoch die geometrischen Effekte (Holonomieeffekte) in dynamischen Systemen, wie
Berryphasen und Bannaywinkel, verstehen zu können, sind die Begriffe des Faser- und
Prinzipalbündels, eines Zusammenhangs auf dem Prinzipalbündel und dessen Halonomie
von großer Bedeutung.

In den folgenden drei Abschnitten werden diese Begriffe anhand von Beispielen eingeführt.
Dabei wird zugunsten der Anschaulichkeit auf eine mathematisch exakte Darstellung
verzichtet .' Dennoch ist es unumgänglich, einige „trockene" mathematische Definitionen
un d Sätze zu formulieren . Dieses Kapitel basiert auf ICdWD91] und [vW78].uu . ww~, w

	

r

2®1 Randel9 Faserbilndel und Prinzipalbiineiel

Bündel sind eine Verallgemeinerung von topologischen Produkten . Mit zusätzlichen
Strukturen ausgestattet, werden sie zu Faserbündeln und Prinzipaibi adeln.

In der Topologie ist man bemuht, komplizierte topologische Strukturen auf einfachere
zuriickzuführen .• So kann zum Beispiel ein Zylinder als topologisches Produkt der 1-
Sphäre Si mit einem Linienelement I C R dargestellt werden (siehe Abbildung 2 .i) . Die
Topologie des Zylinders wird dann zur Produkttopologie.

Eine solche Zuriickfi hrung z. B . der Möbiusschleife auf ein topologisches Produkt ein -
facherer topologischen Räume ist nicht möglich. Sie sieht zwar lokal dem Zylinder sehr
ähnlich, jedoch gibt es durch die „Verdrillung" der Schleife keine Möglichkeit, sie global

'Mine exakte mathematische Formulierung ist zum Beispiel in [CdWD91] oder [vW78] zu :finden.

13
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Abbildung 2 .1 : Der Zylinder als topologisches Produkt der S i mit I C I ..

b)

Abbildung 2 .2: a) Triviales Produktbiindel . b) Möbiusschleife als Beispiel eines nichttri-
vialen Bündels.

durch ein topologisches Produkt darzustellen (Abbildung 2 .2 b)). Die nötige Verallge -

meinerung der Produktbildung liefert der Bündelbegriff.

Ein Z2

	

ipel (id :/L+, (1D, 7i1 bestehend_)f b_st-~ en aus den ' -- -l-	t -eäi RailineI.i a undi B8~
1JliF 1J {LlLiLel istL ein Tripel

	

"'ll L[J~,D ü.iU~'iSGti

	

%S

	

~!'
und einer stetigen, surjektiven Abbildung 7r : E -> B. B heißt die Basis und 7r Projektion.
Die Urbildmenge 7r-1 (x) (x E B) der Projektion heißt die Faser Fx am Punkte x E B.
Im folgenden sollen nur solche Biindel betrachtet werden, deren Fasern sich für alle x E B
umkehrbar stetig (homöomorph) auf einen Raum F, die typische Faser, abbilden lassen
(siehe Abbildung 2 .2a).

Ein kartesisches Produkt zweier togologischer Räume (B2 x Bi, B1 , 7r) heißt triviales
Bündel, wobei 7r definiert ist durch 7r(x 2 , x i ) = xl für xi E Bi und x2 E B2 (siehe
Abbildung 2.2a). Der Zylinder ist also ein triviales Bündel, während die Möbiusschleife
(Abbildung 2 .2b) kein triviales .Bündel ist . Lokal ist die Möbiusschleife jedoch als Pro dukt
von U C Si und I darstellbar, ist also lokal trivial . Dies gilt für alle Bündel.

Eine Abbildung f B ---~ E, die jedem Basispunkt x E B ein Element der Faser Fs
zuordnet, nennt man einen Schnitt durch das Bündel (E, B, 7r) . Damit f ein Schnitt
ist, ni.uß 7r o f. . .= id8 gelten, d. h . jedem x E B darf nur genau ein Punkt auf der
Faser Fx zugeordnet sein (siehe Abbildung 2 .3). Beispiele für Schnitte findet man in
der Physik sehr häufig . Betrachte zum Beispiel das Bündel (]R, x M, .M, 7r) iiberr einer
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Abbildung 2 .3 : . Schnitt durch ein Bündel.

Mannigfaltigkeit M, das JR als typische Faser besitzt . Eine Funktion f : M --~ JR kann
als Schnitt durch dieses Bündel interpretiert werden . Eine skalare Potentialfunktion über
der Konfigurationsmannigfaltigkeit ist zum Beispiel ein solcher Schnitt.

ln der Physik betrachtet man typischerweise Bündel, deren typische Faser F eine zusätz-
liche Struktur hat, die durch eine Gruppe G von Homöomorphien der Faser F auf sich
erklärt ist . Das Quadrupel (E, B, 7r, G) nennt man ein Faserbündel . Genauer gesagt
definiert man Faserbündel wie folgt [CdWD91):

Def. 2 .1 (Faserbündel) Ein Faserbündel (E, B, ar, G) ist ein . Bündel (E, B, ir) mit ei-
ner typischen Faser F, einer Homöomorphiegruppe p(G) von F auf sich 2 und einer of-
fenen Überdeckun g der Basis B durch eine Familie offener Mengen {Uj lj E J}, so daß
gilt:

1. Das Bündel ist lokal trivial, d. h. ist lokal homöomorph
zu einem Produktbündel: 9r- 1 (U3) ist homöomorph zum
topologischen Produkt Uj x F für alle j E J . Sei p E E
ein Punkt des Bündels mit 7r(p) E U3 . Die Ilomöomor-
phie 03 : 7r -" r (Uj) -> Ui x F hat dann die Form 0 (p) =
(ir(p), ¢j(p)), und die Tupel {Uj, heißen lokale Tri-
vialisierungen des Bündels. Dabei bildet i (p) den Punkt
p auf die typische Faser F ab.

2. Die trivialen Unterbiindel, definiert auf den offenen Mengen U , hängen wie folgt
zusammen: Für jedes x E UinUk und alle j, k E J ist die iiomöomorphie Ok(xo q?fix

F

	

F ein Element der Strukturgruppe p(G) . 3 Falls G aus nur einem Element
besteht, ist das Blindel trivialisierbar.

2p(G) ist eine treue Realisierung der Gruppe G auf der typischen Faser F.
'Dies stellt eine Einschränkung der lokalen Trivialisierungen dar . Falls nämlich G nicht transitiv auf

der typischen Faser wirkt, könnte es Homöomorphien 4k~x o TI ~ geben, die kein Element derStruktur-

gruppe sind .
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3. Die induzierten Abbildungen gjk : ~U• n Uk -a p(G) gegeben durch S'jk ( ) OjIzo
-I

_

	

95 k1z
sind dann stetig und erfüllen die Bedingung

gjk(x)gki( x) = gji(x )> (Z, j, k E J)

Die lokalen Trivialisierungen legen die Koordinaten eines Punktes auf der Faser am
Punkt x fest, wenn man ein Koordinatensystem auf der typischen Faser gegeben hat.
Die lokalen Trivialisierungen werden auch Eichungen genannt, und die induzierten Ab-
bildungen gij heißen Eichtransformationen.

Häufig werden Abbildungen von einem Faserbündel (EI , BI, 7r1, G 1 )

	

El -# EZauf ein anderes (E2 , B2 , 72, G2) betrachtet, die die Bündelstruktur
ri

	

J.des ersten Bündels auf das zweite abbilden . Solche Abbildungen,
die mit der Bündelstruktur beider Bündel kompatibel sind, nennt

	

B1 ' B2

man Bi ndelmorphismen und werden durch zwei Abbildungen {F, f } mit F : E, - E2 ,
f : B I --~ B2 bestimmt, für die das nebenstehende Diagramm kommutativ ist . Ist F
vorgegeben, so ist f, falls es existiert, eindeutig durch F bestimmt.

Das Faserbündel heißt diferenzierbares C k Faserbündel, falls E und B C k-Mannigfal-
tigkeiten sind, 7r eine C k-Funktion und G eine Liegruppe ist . Ferner muß sich auf der
Überdeckung { Uj Ij E J} von B ein C 11-Atlas erklären lassen.

Nicht alle Koordinaten auf der C 11-Mannigfaltigkeit E sind mit der Bündelstruktur ver-
einbar. Seien E und B Mannigfaltigkeiten der Dimension n + p bzw. n, dann definiert
die Karte (U, Bündelkoordinaten auf E, falls U Rn$P ein Bündelrnorphismus
ist, und R"'+' die natürliche Produktbündelstruktur Rn+P = Rn x

1R2 besitzt . Da die
typische Faser nicht notwendig homömorph zum 1V' ist, bedarf es im allgemeinen eines
Atlanten, um 7r -I (Ui) durch Koordinaten zu parametrisieren.

Als Beispiel für ein C k-Faserbündel sei das T ängentialbündel gegeben, das in der Dif-
ferentialgeometrie oder in der Lagrange'schen Mechanik von großer Bedeutung ist . Es
läßt sich wie folgt konstruieren : Sei T(Xn ) der Raum der Paare (x, v„) für alle x aus der
Ck -E1-Mannigfaltigkeit Xn und alle vx Vektoren aus dem Tangentialraum T,(X' ) . Dann
bildet (T (Xn), Xn , 7r, GL(n, R)) ein Ck-Faserbündel, wobei die Faser am Punkte x E Xn

durch T .(Xn ) gegeben ist, die isomorph zum K
n als typischer Faser ist . Die Projek-

tion ist durch 7r : (x, v0 ) x definiert, und die offene Überdeckung von X n wird durch
{Ui I {Ui, i } ist ein Atlas von Xn } gegeben. Die Homöomorphie qj ist durch (7r, d j o7r2)

mit 7r2(x, vx) = v,~ bestimmt, wobei d (vx ) die Koordinaten von vx bezüglich der Karte
(Uj,2bj) sind.' Die Koordinatendarstellung

o 7r, d0i 0 7r2 ) : 7r-1(Uj ) --~ Rn x Rn

bezüglich der Karte (Uj , G) bildet eine Biindeikoordinatendarsteliung . Die Struktur-
gruppe G ist die der linearen Automorphismen GL(n, i.) des Rn .5 Es ist

9dzjs ll ,, o dO2-1x E GL(n, R) :

	

R
.,
"

'liier und im folgenden wird die lirearisierte Abbildung einer Abbildung f : X -3. zwischen zwei
iviannig altigkeiten X und Y mit d f : T(X) ' T(Y) bezeichnet.

5GL(n, R) ist eine Liegruppe .
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Abbildung 2.4: Operation der Gruppe G von rechts auf einer Faser FF

die Koordinatentransformationsvorschrift, mit der Koordinaten des Tangentialraums am
Punkte x von der Karte 2 in die Karte 1 umgerechnet werden.

Der Phasenraum eines mechanischen Systems in Lagrange'scher Darstellung ist ein Tan-
gentialbiindel auf der Konfigurationsmannigfaltigkeit . Die verallgemeinerten Koordina-
ten und deren Geschwindigkeiten sind zulässige Bündelkoordinaten . Der Phasenraum
eines Hamiltonschen Systems läßt sich analog als Kotangentialbündel über der Konfigu-
rationsmannigfaltigkeit beschreiben . Als Faser dient der zum isomorphe Dualraum
Ty (X'E) . Die Koordinaten q auf der Konfigurationsmannigfaltigkeit und deren konju-
gierte Impulse p im Kotangentialraum bilden hier die Bündelkoordinaten . Alle übrigen
Konstruktionen für das Tangentialbündel können übernommen werden.

Ist die Strukturgruppe G des Faserbündels isomorphe zur typischen Faser F und wir-
ken die Elemente von G auf Elemente der Faser von links, so spricht man von einem
Prinzipalbündel.

Als einfaches Beispiel für ein Prinzipalbündel betrachte das Bündel, das die Phasen e
=$

komplexer Zahlen z = ret¢ mit der Strukturgruppe U(1) über dem 1R2 bilden : ({z E

ClIz~ = 1} x IR,2 ,1R2 , 7r, U(1)) . Phasendrehungen sind Elemente der Strukturgruppe U(1).
Die Operation von links ist erklärt durch (go, e s°) E G x {z E Cl zI = 1}

	

e t 'e iq
et( ~~) E {z E CIlzl = 1}.

Unter dem Wechsel der lokalen Trivialisierung von (U i ,

	

nach (Uj , ¢j) (i i) transfor-
miert sich das Bild ct l,r(p)(p) E F eines Punktes p E FR(p) durch Linksmultiplikation mit

gjt(7(p)) = y'.t l,(p)
G '4(0 in das Bild ¢j9T(p) (p) E F (siehe Abbildung 2 .4)

¢.i{,t(p)(p) -- 9.ii(r(P))4ii1,r(p)(P)

	

(2.1)

Möchte man durch Anwendung von Elementen der Gruppe G auf die typische Faser

'Isomorph bedeutet bijekiiv abbildbar auf. . .

17
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des Prinzipalbündels Verschiebungen auf allen Fasern des Prinzipalbiindels induzieren,
die mit der Faserbündelstruktur (Def . 2.1) vereinbar sind, so ist dies nicht durch Links-
multiplikation zu erreichen, da G i . a. nicht kommutativ ist und daher für allgemeines
gEG

Amp ) g.i( r (p) )gQj f,1( p)

gilt . Dieses Problem läßt sich umgehen, wenn man statt der Operation von links die von
rechts benutzt, um Punkte auf den Fasern des Prinzipalbündels aufeinander abzubilden.

Die Operation der Gruppe G von rechts auf einer Faser des Prinzipalbündels wird durch

(fiep ); = 311(Rg jix(p)) = Qy~ (4~ilx(p)g), p E %r-1 (Uj)

	

(2 .2)

zunächst nur auf'- 1 (U1) definiert . Da diese Operation von rechts mit dem Wechsel der
lokalen Trivialisierung vertauschbar ist, ist sie von j E J unabhängig und auf dem ganzen
Prinzipalbündel eindeutig erklärt [CdWD91] . Rg operiert auf der Faser Fx so, daß das
Diagramm in Abbildung 2 .4 kommutativ ist . Die gestrichelte Abbildung von G nach G
ist durch gjj (x) =

	

o c¢?~i gegeben. Anschaulich bedeutet das, daß Rg auf der Faser F.

so wirkt, wie g selbst von rechts auf der typischen Faser G . Rg spielt bei der Konstruktion
eines Zusammenhangs eine wesentliche Rolle und wird im nächsten Abschnitt benutzt.

Zum Abschluß dieses Abschnitts wird noch der Begriff der Reduzierbarkeit eines Prin-
zipalbündels eingeführt, der von besonderer Bedeutung bei der Vereinfachung der Be-
schreibung dynamischer Systeme ist (siehe zum Beispiel Kapitel 3 und 5) . Ein Prinzi-
palbiindel (E, B, 7r, G) heißt auf das Prinzipalbündel (E', B, G') reduzierbar, wenn G'
eine Untergruppe von G und E' eine Untermannigfaltigkeit von E ist, so daß die Injektion
f E' -~ :E ein Bündelmorphismus ist, der mit der Rechtsoperation von G' kommutiert:

r.f(p) - r'p, (p E E')
~,a,

~(~gP) - Rgf(P), (P E ~.~ ., g E ui--
.

)

Dabei bleibt die Basis des Prinzipalbiindels unverändert.

Da es keinen kanonischen Isomorphismus zwischen der Faser an einem Basispunkt und
der typischen Faser gibt, ist es nicht möglich, ohne zusätzliche Struktur Punkte auf zwei
Fasern zu unterschiedlichen Basispunkten zu vergleichen. Es wird ein sogenannter Zu-
sammenhang benötigt, der im folgenden Abschnitt eingeführt wird . Ein Zusammenhang
ist die abstrakte Struktur, die die Vorschrift zur Parallelverschiebung entlang einer Kurve
C auf einer gekrümmten Mannigfaltigkeit verallgemeinert.

2.2 Zusammenhänge

Im vorherigen Abschnitt wurden Prinzipalbündel eingeführt, die durch die Gruppenei-
genschaft der typischen Faser bereits sehr viel Struktur haben . Dennoch wurde nichts
darüber ausgesagt, wie sich zwei Punkte auf verschiedenen Fasern vergleichen lassen . Da
es keine kanonische Art und Weise gibt, in der dieser Vergleich angestellt werden kann,
muß eine Abbildung zwischen den Fasern zusätzlich zur vorhandenen Prinzipalbundel-
struktur eingeführt werden .

(2.3)

(2.4)
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B
R^

gp = dR9 o-p mit g E G.

Bedingung l beschreibt die Verträglichkeit des Zusammenhangs mit der Operation der
Gruppe G von rechts, die, wie bereits erwähnt, den zunächst scheinbar für jedes p E Fx =

-i (x) frei wählbaren Zusammenhang stark einschränkt . dR̂9 ist dabei die linearisierte
Abbildung von R9 .

Sei C : I C R -- X vermöge t s-> C(t) eine Kurve in X, die durch den Basispunkt xo
führt, und po E G, 0 . Die Parallelverschiebung von po entlang der Kurve C ist durch die
Kurve Cpo : 1 C IR ' P, x C gegeben, die durch

dCat(t) _
6

p d
dtt)'

Cpo( 0 ) = po> c'(t) = p .

bestimmt ist . Die Lage der Kurve Cpo ist dabei unabhängig von der Parametrisierung
von C.

Da crp linear ist, ist das Bild von 2''(X) unter sp am Punkt p ein vektorieller Unterraum
von Tp (P), der mit Hp - o- (T, (X)) bezeichnet wird und horizontaler Vektorraum am
Punkte p heißt . Wegen der Eigenschaft 2 aus Def. 2.2 ist Hp isomorph zu T1(X) und hat
daher die Dimension der Basis . Der Vektorraum Tp (P) läßt sich als direkte Summe aus
dem horizontalen Vektorraum Hp und dem Tangentialraum Tp(G) zusammensetzen, der
vertikaler Vektorraum Vp heißt:

T2(P) = Hp e
v = VH + VV, VH E Hp, VV E Vp

Die Operation RQ legt durch vv(p) := d(Rd~S)P)is_0 einen kanonischen Isomorphismus J
zwischen der Liealgebra Q der Gruppe G und Vp fest . Dabei wird g = äs ~s~o E Q auf ein
Element vv E Vp abgebildet.

Es ist möglich einen Zusammenhang mit Hilfe einer liealgebrawertigen 1-Form über P

wp : Tp(P)

	

(2 .6)

einzuführen, die folgende Eigenschaften erfüllen muß [CdWD91]:

1. wp(u) _ il far u aus dem vertikalen Vektorraum Vom . ii = T- lu ist das Liealgebra-
element, das über den kanonischen Isomorphismus mit u zusammenhängt.

2. wp erfüllt die Ck-Eigenschaft, d. h. ist k mal stetig differenzierbar bezüglich p E P.

3. wp ist verträglich mit der Operation von rechts : wilQp(d]9 v) = Ad9.-~wp(v) . 8

'Der kanonische Isomorphismus ist von großer Bedeutung, da ohne ihn kein Vergleich der 'iangenti-
alräume Vp zu verschiedenen Punkten p E P möglich wäre.

8Ad g : C' -> g ist definiert durch Ad9 v = d(L g Rg i ) v und definiert für g E G die adjungierte
Darstellung der Gruppe G über der Liealgebra : Ad : G L(g, g), Ad : g 1-i Mg , wobei mit L(g, g) die
linearen Automorphismen der Liealgebra bezeichnet wird .
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Die Wirkung von wp auf allgemeine Vektoren des Tangentialraums Tp(P) legt wie folgt
einen Zusammenhang fest : Der Kern von wp hat die Dimension der Basis und legt durch
Hp = Kern (wp ) = {v E Tp(P) wp (v) = 0} den horizontalen Vektorraum eines Zusam-
menhangs up fest . Die Eigenschaften I . bis 3. garantieren, daß die horizontalen Vek-
torräume Hp zu verschiedenen p zu ein und demselben Zusammenhang 6p passen.

Diese Variante einen Zusammenhang zu definieren, bringt gegenüber tip im Grunde nichts
neues . Sie ermöglicht jedoch die Konstruktion eines Zusammenhangs derart, daß die
Bedingung der Verträglichkeit mit der Operation der Gruppe G von rechts „automa-
tisch" erfüllt wird . Dadurch spart man sich einerseits das Überprüfen der Bedingung

4 bzw. 3 ., andererseits braucht der Zusammenhang nur auf einem glatten Schnitt des
Prinzipalbündels definiert zu werden . Der Nachteil dieser Konstruktion ist jedoch, daß
man glatte Schnitte i . a. nicht global definieren kann.

Diese Konstruktion, die in der Physik gebräuchlich ist, geht nun so : Durch eine liealge-
brawertige 1-Form zv : TT(X) --§ Q und einen differenzierbaren Schnitt f : X -4 P wird
wp für p = f (x) gegeben durch

Wf(,)(v) = Os (d7r v) + 1, ' ,

	

(2 .7)

wobei v' = v - (d f o dir )v und v ' = T-lv' ist . Dabei sei noch einmal daran erinnert, daß
die linearisierten Abbildungen mit de notiert werden . Für Punkte p f (x) einer Faser
des Prinzipalbündels kann wp über ihr Transformationsverhalten unter der Operation von
rechts definiert werden:

wp (v) = Adg-1wf(,)(cl i v), wenn p = fgf(x) .

	

(2 .8)

Daß wp die obigen Bedingungen erfüllt, ist sehr leicht nachzuprüfen.

Hat man andererseits wp gegeben und möchte, bestimmen, so kann dies mit Hilfe von

w : u E TT (X) ~-s wx(u) _ (f*w),(u) := wf(x)(df u)

	

(2 .9)

erreicht werden.

Zur Veranschaulichung betrachte das Prinzipalbündel ({z E C I izj = 1} xla2 , R2 , 7r, U(1))

aus Abschnitt 2 .1 . Rg(3)(x,w) = e'''g(s), so daß sich der kanonische Isomorphismus zu
vv(g) = e~~g für E ermittelt . Um jetzt einen Zusammenhang zu definieren, wählt man
einen differenzierbaren Schnitt f, so daß jedem Ort x E JR,2 eine Phase ei p̀° ( ' ) (x E R2 )
zugeordnet wird :

f : R2 -4 R2 x {z E E; ~ Iz l = 1}, x ~ (x, eis° o ( x))

	

(2.10)

Mit Hilfe der U(1)-wertigen 1-Form a- -itl~dx : R2 --> U(1),9 ergibt sich der Zusam-
menhang gemäß (2 .7) auf dem Schnitt f zu

WAX) (v) _ -iAxdx (dr, v) + Ü '
~._

-iAsdx (vs) + id4a (d~,' v) i ä~°dx (vx),

	

(2.11)
~,~,

d ( R e( .	 )
91d(1) ist die Liealgebra von U(1), die mittels des kanonischen Isomorphismus vv(p) =

	

da I$-a
auf Vp abgebildet wird .
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wobei sich die letzte Gleichheit wie folgt berechnet : Das Liealgebraelement v' E U(1),
das auf kanonische Weise zum vertikalen Vektor v' E Vx ,, gehört, wird durch v ' = e- t,'o v'
berechnet, und für v' gilt nach Definition:

v - (df o drr)v

ldTwo (v) + dx (v) -2et~o axodx (v4 + dx (v)

= e"°o i [dw (dR~p v)
~T

dx (vx )~ .
a

Für beliebige Punkte p auf der Faser wird w, durch die Operation von rechts erklärt
(2.8) :

wv(v) = Ad-owwo (dRor 1 v) ® -ie-"~ w ~o (d ir 1 v ) ie` ' = w4,,o (d1y l v )

(e s ''' = ei 'PoeaO ) . Der Horizontalraum Hp ist durch w,(vH ) = 0 charakterisiert, so daß

Hp = { v E LR.a x T p (U(1M dcp (dR;l v) = AAx (v~) + ö~ßdx (vx) } .

	

(2.12)

Somit ermittelt sich ox,v , geschrieben als 7'x ~({z E C j Izi = 1} x R2 )-wertige 1-Form
über T;(lft2 ), zu

dP,, [ ./L +

	

dx (v )
~x,m(vx) =

	

dx (v )

	

(2 .13)

für alle vr € Tx(R2 ) . Der Zusammenhang bildet einen Punkt pi zum Basispunkt x1 E R2
entlang einer Kurve C in einen Punkt p2 zum Basispunkt x2 E R2 ab: Sei Ox : UU (1)
U(1) zum Beispiel definiert durch .(p) := e&O(')ir2(p) mit 0(x) : R2 ---f JR glatt . Dann
ist

dR ~ ~Ax -4 °c °i dx (v~) = i
(ay) + a7~

+ Fix +
a~ol

e=(`~(x)~~c(~))dx (vx),

	

(2.14)axL.

	

x ,

	

\ !~r

	

~ .

	

r̀r~r.

	

r~7m /

so daß Integration

Ox2(p2) _ zl(pl)ei[

	

}dz.]

	

(2.15)

liefert . Das Vektorpotential A induziert also zusammen mit dem Schnitt wo im Prinzi-
palbündel ({z E C (zl = 1} x 1R2 , R2 , rr, U(1)) einen Zusammenhang . Auf die physikali-
schen Implikationen dieses Zusammenhangs wird in Abschnitt 3 .2 gesondert eingegangen.

Mit Hilfe des Begriffs der Assoziier theit eines Faserbündels (E, X, 7r, F, G) mit typischer
Faser F und Strukturgruppe G zu einem Prinzipalbündel (F, X, ?r, G) läßt sich, mit Hilfe
eines Zusammenhangs auf dem Prinzipalbündel, eine Parallelverschiebung auf dem Fa-
serbundel erklären.

Das Faserbündel (E, X, 7r, F, G) bzw. das Prinzipalbündel (F, X, 7r, G) habe bezüglich
derselben Überdeckung {U„ i E J} die lokalen Trivialisierungen r¢ ; : 7r -1 (Ui) . Ui x F
und 0_ :r_'1(Uj) ; F bzw . 0, : r;-1 (Ut) - Ui x G und : 7r- 1 (U1) -:- G. Sei
ferner p(G) die Darstellung der Gruppe G auf der typischen Faser F. Dann heißt das

22
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Abbildung 2 .6: Die Assoziation eines Faserbündels zu einem Prinzipalbiindel ermöglicht
es, eine Parallelverschiebung auf dem Faserbündel zu erklären, wenn auf dem Prinzi-
palbündel ein Schnitt gegeben ist . Diese Abbildung veranschaulicht die Parallelverschie-
bungskonstruktion, die durch (2 .16) definiert wird.

Faserbündel zum Prinzipalbiindel assoziiert, falls zu den lokalen Trivialisierungen (Ui , ~ 4 )
des Prinzipalbündels lokale Trivialisierungen (Ui , 04 ) existieren, für die gilt [CdWD91):

giä = (D 4 i, o 0;1 , P(94ä) =

	

° q' , i r

Die Parallelverschiebung eines Punktes zx E E mit Basispunkt x i = ir(zl) E X entlang

	

einer Kurve C, die in einem Punkt X 2 E X endet, ist gegeben durch

	

Cg y
q5 ( zz) P(ll(r2)

o (L(p1))_1)wi(z1),

	

(2.16)

wobei p 2 E P die Parallelverschiebung von p l E P mit ir(p l) = x l gemäß eines auf dem
Prinzipalbiindel erklärten Zusammenhangs ist (siehe Abbildung 2 .6). Die Parallelver-
schiebung (2.16) ist unabhängig von der Wahl von pz und den lokalen Trivialisierungen
(U,4 ,0 ;,) und ( Um, O 16) (u E J) jCdWD91).

Zur Illustration betrachte das Faserbündel (C x R2 , R2 , rr, U(1)), das mit der Darstellung
p(e'l')z = e 4°z (eil E U(1)) der Gruppe U(1) zum Prinzipalbiindel ({z E C kJ = 1} x
R2 , R. 2 , ar, U(1)) assoziiert ist . Wegen Def. 2.1 2 sind auf dem Faserbündel nur solche
lokalen Trivialisierungen zugelassen, die durch ein Element von p(U(1)) aus einander
hervorgehen.

Sei nun 'I'x(p) := e` '(x) rr 2 (p) eine Trivialisierung des Prinzipalbündels . Dann ist die asso-
ziierte Trivialisierung durch x (z) := ei (x)z gegeben. Mit dem durch (2.13) definierten
Zusammenhang erhält man die Parallelverschiebung entlang der Kurve C

	

„2,z2, = p(e i [v(x2)-v(1)+fc(As+ ea ) ) )o-x, (zr),

	

(2.17)

d. h. die Zahl z bleibt betraglich unverändert und erhält eine zusätzliche Phase.

Als. zweites Beispiel betrachte ein dynamisches System, das den n-dimensionalen Phasen-
raum M besitzt . Das triviale Bündel (M x K, K, ir, G) mit der Zeitachse als Basis und
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der typischen Faser M bildet mit der Strukturgruppe G der Diffeornorphismen auf M ein
Faserbündel, das zum Prinzipalbündel (G x JR,, I ., ir, G) assoziiert ist . Mit Hilfe eines Zu-
sammenhangs auf dem Prinzipalbiin.del der Diffeomorphismen wird auf dem Faserbündel
ein Paralleltransport erklärt.

Die Elemente der Liealgebra 5 der Diffeomorphismen G sind die zugehörigen Vektorfelder
v E g. Mit Hilfe der liealgebrawertigen 1-Form w kann gemäß (2.6) auf (G x K, IR, r, G)
ein Zusammenhang erklärt werden . Sei v(t) : R --p g eine glatte liealgebrawertige Funk-
tion über der Zeitachse . Definiere

w(,t) = Ad (D-l {dh l -v(t)dt] ,

	

(2 .18)

wobei E Gt ein Diffeomorphismus zum Zeitpunkt t E . ist . cr l,,t) ist dann durch

(dR,; v(t)dt
u( ,t) =

	

dt

	

)
(2.19)

gegeben, da der Kern von wp ,t) den Horizontalraum H am Ort der Identität festlegt, der
mit Hilfe von (L1 in den Horizontalraum HR,t) an den Punkt

	

t) abgebildet wird.

Die Zeitentwicklung eines Diffeomorphismus ist somit gemäß (2 .5) durch die Differenti-
algleichung

dRcl, v(t)
dt (2.20)

bestimmt_

Betrachte nun einen beliebigen Punkt des Phasenraums xo E M zum Zeitpunkt to E R.
Gemäß (2 .16) ist eine Vorschrift für die Parallelverschiebung von (so, to) entlang der
Zeitachse erklärt durch

v3(x , t ) = c t-to ¢(xo, to),

	

(2 .21)

da die Darstellung p per Definition von G der Identität entspricht, und 1 t_ to :_

Wählt man auf dem Faserbündel (M x 1R., R, 7r, G) die Trivialisierung (K, ii5) wobei $ vom
Basispunkt t E K unabhängig ist (man wählt zu allen Zeiten dasselbe Koordinatensy-
stem), und so laßt sich die durch den obigen Zusammenhang erklärte Parallelverschiebung
durch die folgende Differentialgleichung beschreiben (y = ¢(z) E M):

cly
dt =

v(y, t )

	

(2 .22)

Die Parallelverschiebung durch das Vektorfeld v ist also äquivalent zum Anfangswertpro-
blem (2 .22) zum Anfangswert (yo, t),

Holonomie

Für verschiedene Punkte x,

	

x2 E X der Basis eines Prinzipalbündels (F, X, ir, G)
können. die Koordinaten auf den zugehörigen Fasern nahezu beliebig gewählt werden,
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sie müssen lediglich so gewählt sein, daß sie Unterkoordinaten eines stetig differenzier-
baren Bündelkoordinatensystems auf der Mannigfaltigkeit P bilden . Die Festlegung der
Koordinaten auf den Fasern des Bündels geschieht durch Eichung.

Ein Zusammenhang auf dem Prinzipalbündel legt eindeutig fest, wie ein Punkt pi E
P er(pi ) = xi ) in einen Punkt p2 E P (ir(p2 ) = x 2 x i) entlang einer Kurve C
parallelverschoben wird . Durch geeignete Eichung können den beiden Punkten jedoch
unabhängig von einander beliebige Koordinaten zugewiesen werden, also zum Beispiel
auch dieselben Koordinaten.

Wird der Punkt jedoch entlang einer geschlossenen Kurve (Schleife, Zyklus) parallelver-
schoben, so liegen Anfangs- und Endpunkt auf derselben Faser G2,1=2,2 . Die Eichung
ermöglicht zwar die freie Wahl des Koordinatensystems auf der Faser, jedoch werden
dadurch gleichzeitig die Koordinaten beider Punkte festgelegt.

Durch jeden Zyklus C wird ein Diffeomorphismus C : G2, -> G2, der Faser G2, auf sich
erzeugt, der mit der Rechtsoperation von G kommutiert . Die Inverse Abbildung C' ist
gerade durch den Paralleltransport entlang der Kurve C in entgegengesetzter Richtung
gegeben.

Betrachte nun die Menge Cz aller Zyklen, die von einem Basispunkt x E X ausgehen . Die
durch den Paralleltransport entlang dieser Zyklen erzeugten Abbildungen C : G2, ---~ G2,
bilden mit dem hintereinander ausgeführten Paralleltransport entlang zweier Zyklen C i
und C2 eine Gruppe, die sogenannte Holonomiegruppe Die Untergruppe, die alle Zy-
klen enthält, die in X 0-horntop sind, 1° nennt man die eingeschränkte Holonomiegruppe
'1-ßo.

Die Holonomiegruppe f am Punkte x E X kann mit einer Untergruppe der Struktur-
gruppe G identifiziert werden : Durch Paralleltransport des Punktes p E P (w(p) = x)

entlang eines Zyklus gelangt man an den Punkt C(p) E G2,, so daß ein a E G existiert,
mit C(p) -= Rap. Falls nun a i , a 2 E G zu den Zyklen Ci und C2 gehören, gehört a i a2 E G
zum Zyklus C1 C2 , da

	

UZyklus

	

al wa - Ral a2

Betrachte als Beispiel das Prinzipalbündel ({z E C Izl = 1} x RR2 , R2 , 7r, U(1)), auf dem
ein Zusammenhang durch ein Vektorpotential 1$x und einen Schnitt f : x E JR2 ►--4

(x, e is°°) E R2 x {z E C I zI = 1} erklärt ist (siehe Abschnitt 2 .2).

Entlang einer beliebigen (nichtgesehlossenen) Kurve C, die die Punkte xi und x2 der
Basis verbindet, hängt die Phasendifferenz gemäß (2 .15) von der Eichung Ox(p) = e iOWp

ab. Ein Wechsel der ortsabhängigen Referenzphase 0(x) ist durch Umeichung möglich:

Az= A

addiert (p(x) zur Phase . r (x~ . Durchurci

	

Wahl von v(x) laßt sich die Phasendifferenz~t~~

	

geeignete ~ Wahl
beliebig einstellen :

	

x -,^as

	

(2.23)~xz(p2) _ ~xl(pi)e'[O(xz)-lP(xl)-w(xz)+to(xl)+,%(A+as )dx]

'°O-homotop : Zusammenziehbar auf einen Punkt .
P

	q,
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Entlang eines Zyklus C jedoch verschwinden die Beiträge, die durch 4a und zustande
kommen . Die Phasendifferenz wird eindeutig:

~x2-T1(p2) = ~z, (p1) (2.24)

e'ia'4 2 d' ist ein Element der Holonomiegruppe 7t und gleichzeitig der Strukturgruppe
U(1).

Schneidet man in die Basis IR des obigen Prinzipalblindels ein „Loch", so hängt die Basis
.v2 C nicht einfach zusammen . Das einen Zusammenhang definierende Vektorpo-
tential Ax sei nun so gewählt, daß rot Az = 0 überall in .W, und fa dx Az = tonst. 0
für alle Kurven C gilt, die das „Loch" einfach in positivem Sinn umschließen, d . h. nicht
0-homotop in M' sind.

Wegen rot Az = 0 besteht die eingeschränkte Holonomiegruppe 7-to nur aus der Identität,
die trivialer Weise eine Untergruppe der Strukturgruppe U(1) bildet . Die Holonomie-
gruppe ?-i selbst wird durch das Element e ` Jc A° erzeugt, ist also, falls e' ic dx A2 eine
Einheitswurzel ist, eine endliche Untergruppe der U(1) . Ist e` fa AT keine Einheitswur-
zel, liegt die Holonomiegruppe 7i in der Strukturgruppe U(1) dicht .



>i Berryphase

Sowohl in der Quanten- als auch in der klassischen Mechanik sind, seit der Entdeckung
der geometrischen Berryphase im Jahre 1983 [B84], Holonomieeffekte unter diversen Be-
dingungen gefunden worden . Die Berryphase ist wegen der relativen Einfachheit der
mathematischen Hintergründe als einführendes Beispiel für Holonomieeffekte in dynami-
schen Systemen besonders geeignet, und wird daher in diesem Abschnitt vorgestellt und
in den mathematischen Rahmen von Kapitel 2 eingeordnet.

Abschnitt 3.1 beschreibt zunächst die quantenmechanische Adiabatentheorie vor der Ent-
deckung der Berryphase . Es wird gezeigt, warum M . BORN und V . FOCK bei der
Ableitung des A diabatentheorems Holonomieeffekte außer Acht gelassen haben . In Ab-
schnitt 3 .2 wird die Adiabatentheorie auf Quantensysteme angewendet, die von einem
Satz adiabatisch veränderter Parameter abhängen. In solchen Systemen ist bei Durch-
laufen eines Zyklus im Parameterraum das Auftreten einer Berryphase möglich, die der
Originalarbeit von M . BERRY folgend hergeleitet wird [B84] . Anschließend werden die
notwendigen Bedingungen und typische Beobachtungssituationen für das Auftreten von
Berryphasen diskutiert.

301 Das quantenmechanische Adiabat enprinzip

In vielen physikalischen Situationen lassen sich äußere Einflüsse auf das betrachtete Sys-
tem durch äußere Parameter beschreiben . Dabei wird angenommen, daß der Einfluß des
Systems selbst auf die ,,Außenwelt" nur vernachlässigbar schwach ist . Die zeitliche Ent-
wicklung der äußeren Parameter wird dann von „außen" vorgegeben und nicht durch die
Dynamik des betrachteten Systems mitbestimmt . Sind die äußeren Parameter zeitlich
konstant, so ist das System autonom, während man im Fall veränderlicher Parameter
von einem nichtautonomen System spricht.

Im allgemeinen ist die Berechnung der Dynamik eines nichtautonomen Systems, im
Vergleich zu demselben System bei festgehaltenen äußeren Parametern, sehr schwierig.
Häufig werden nämlich durch die zeitliche Veränderung innere Symmetrien des Systems
gebrochen, so daß die entsprechenden Konstanten der Bewegung nicht mehr existieren.

27
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Ist jedoch die äußere Veränderung im Vergleich zur inneren Dynamik des Systems sehr
langsam (adiabatische Näherung), so vereinfacht sich die quantenmechanische Dynamik
dieses nichtautonomen Systems und läßt sich mit kontrollierbarem Fehler durch das Lösen
von autonomen Systemen bestimmen . Den mathematischen Hintergrund dieser Näherung
liefert das quantenmechanische Adiabatentheorem, das bereits Ende der zwanziger Jahre
im wesentlichen von M . BORN und V. FOCK entwickelt wurde [B26, F28, BF28] .' Da
die adiabatische Dynamik quantenmechanischer Systeme bei der Berryschen Herleitung
der geometrischen Phase eine fundamentale Rolle spielt, wird auf sie an dieser Stelle
ausführlich eingegangen.

Betrachte ein gebundenes quantenmechanisches System mit Hamiltonoperator H(r), der
von einem äußeren Parameter E [0,1] abhängt . Zu festem r E [0,1] betrachte die ge-
bundenen Zustände des Systems Iv, r) zum Eigenwert Ev(r), die die stationäre Schrödin-
gergleichung

ft ( r )I v, r) = E,(r )Jv, r)

	

(3 .1)

erfüllen. Die zeitliche Entwicklung eines solchen Zustands bei festem r ergibt sich zu

Jv, r(t)) = e-n "(T)tIv, r(0)),

	

(3 .2)

d. h. bis auf die dynamische Phase e`*E,,(T)t ändert sich am Zustand des Systems nichts,
falls es in einem Eigenzustand zum Hamiltonoperator präpariert ist.

Die Zeitentwicklung eines beliebigen Zustands j?1) kann nun durch Entwicklung von 10)
nach den Eigenzuständen Iv, r) gemäß

I0( t)) _Ee~EY(T)tlv, r(o)(v, r(0) I O (a))
U

berechnet werden, so daß das allgemeine Schrödingerproblem für festes r gelöst ist.

Diese Lösung gestaltet sich dadurch verhältnismäßig einfach, daß das autonome System
zeitlich translationsinvariant ist . Variiert man jedoch den Parameter r als Funktion der
Zeit, so verliert das System diese Symmetrie und eine Lösung nach dem obigen Verfahren
ist nicht mehr möglich.

Ist jedoch die zeitliche Veränderung des Hamiltonoperators hinreichend langsam und das
System in einem Zustand v, dessen Eigenwert E„ vom Rest des Spektrums während der
ganzen Entwicklung bis auf vereinzelte Zeitpunkte hinreichend weit entfernt ist, so bleibt
das System zu jedem Zeitpunkt im v-ten Eigenzustand zum instantanen Hamiltonope-
rator Is(t/T ) . Etwas mathematischer lautet dieses Adiabatentheorem wie folgt . 2

Satz 3.1 (Adiabatentheorem (M . BoRN und V . FICK 1928)) Sei fI : r E [0,111->
H(r) ein parameterabhängiger Hamiltonoperator, wobei . sich r zeitlich gemäß r = t/T

lBoRN und FocK betrachteten nur Quantensysteme, deren gesamtes Spektrum diskret und nur in
Ausnahmefähen entartet ist . Eine Erweiterung des Adiabatentheorems auf Quantensysteme mit einem
Spektrum, das fern vom betrachteten Quantenzustand beliebig entartet oder kontinuierlich sein kann,
wurde 1950 von T . KATO veröffentlicht [K50] . Sie spielt für die folgenden Betrachtungen keine wesent-
liche Rolle.

2Für eine ausführliche Darstellung siehe [BF28] .
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verändert . Zum Zeitpunkt t = 0 befinde sich das Quantensystem im Eigenzustand I v, r(0))
zum Hamiltonian H(0) mit Eigenwert E j,(0) . Sind die Matrizelemente (it,rtar lv,r) für
aller E 0,1] absolut beschränkt, und ist der v-te Eigenzustand nur zu bestimmten Zeit-
punkten r0 mit anderen Zustdnden entartet, so daß

1

	

A

	

_

	

it<
17 --

701r'

	

v

	

(3 .4)
di-

	

dl

gilt, wobei A und r geeignete von r unabadngige Konstante sind, so sind die Matrix-
elemente des Zeitentwicklungsoperators dargestellt in der instantanen Basis iv, r) zu
jedem Zeitpunkt von der Form

cuv = Sog, 0 (T- *) ,

	

(3.5)

d. h. das System ist im adiabatischen Limes T cc zu jedem Zeitpunkt im instantanen
Eigenzustand zum Hamiltonoperator H(r).

Das Adiabatentheorem 3 .1 besagt, daß für sehr große T das System nach Vollendung
der adiabatischen Entwicklung mit der Wahrscheinlichkeit ]c,,I 2 = 0 (T- T) in einen
Zustand mit anderer Quantenzahl v übergegangen ist. Ebenfalls ist nach (3 .5) die
Wahrscheinlichkeit im Zustand zur Quantenzahl v zu verharren ~cvv 2 = 1 - 0 (T-+).
Im Limes T --~ oo bleibt das System also für alle r in einem Zustand, der sich nur durch
eine Phase von I v, r) unterscheidet.

Die Zeitentwicklung des Zustands 1140) unter der Schrödingerschen Dynamik ist

i.~.at kb) ° ~(t/T)O), l?Ü(0)) = {v,0).

Unter adiabatischer Entwicklung kann [s1) nach Satz 3 .1 in der Form 10) = e''° (¢) 1v, t/T)
dargestellt werden, so daß, eingesetzt in (3 .6)

d

dtdty" = -TE,(tlT) + i(v,t/T v, t/T }

	

(3 .7)

folgt.

Über diese Phase machten M . BORN und V. Fool aus dem folgenden Grund keine
Aussage : 3 Der Zustand lv, r) ist für jedes r nur bis auf eine beliebige, stetig differenzier-
bare Phase yP l (r) bestimmt. Der Wert -y„ der Phase hängt stark von der Wahl der Phase
y(°)(7) der Basisfunktionen ab und kann durch geeignete Wahl der I v, r) jeden beliebigen
Wert annehmen. Eine solche Umeichung der Phase nehmen BORN und Foex vor und
waLt~~lden die Phasen ~,:~.zie

	

der Basisfunkti onen gerade so, daß der Term ('v, t/TI d Iv,2/T far

aller verschwindet ([BF23] ( 3)) .

Dieser Term kann i . a. nur über einem 1-dimensionalen tarameterraum (der Zeitachse)
weggeeicht werden . In höherdimensionalen Parameterräumen ist dies i . a. nicht möglich,

a ln [F28] wird die Phase ausführlich diskutiert .
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da Bündel über mehrdimensionalen Basisräumen nichttriviale Holonomiegruppen besit-
zen können . Die aufgrund dieses Terms zusätzlich auftretenden Holonomieeffekte wurden
daher von BORN und FOCK übersehen und erst ab 1983 systematisch untersucht [B84].

In der Sprache von Kapitel 2 kann die quantenmechanische Dynamik wie folgt formuliert
werden : Auf einem Hilbertraum operiere der Hamiltonoperator H(r), der mit Hilfe der
Schrödingergleichung (3.6) einen Fluß auf dem Hilbertraum definiert . Betrachte nun das
Prinzipalbündel ({U} x R,1R, r, {U}) der unitären Transformationen des Hilbertraums
über der Zeitachse . Durch die Schrödingergleichung wird auf diesem Prinzipalbiindel ein
Zusammenhang definiert, der durch

(dku ( i R"(r)) dt
a(U,t) =

	

dt

	

(3 .8)

gegeben ist . 4 Die einzelnen Fasern hängen gemäß

a't (v lt/) = e-R J;, irl(T)atJ 'Dß(U(v))

zusammen, wobei (IR, O t ) eine Trivialisierung (Eichung) des Prinzipalbündels darstellt.
Da die Basis dieses Prinzipalbündels eindimensional ist, gibt es nur die triviale Holonomie
7-i = {id}.

Im adiabatischen Limes (T - oo) kann der Zusammenhang (3 .8) durch

a _ (dEu (a,iv,r)(-kE,(r)-gv,0 Iv,

	

(v, '7-1) dt /n Ins.

\

	

)

dargestellt werden. Beschränkt man sich nun bei der Betrachtung auf einen eindimen-
sionalen Eigenraum, der durch Iv, r) aufgespannt wird, so kann das Prinzipalbündel
({U} x IR,, IR, ar, {U}) auf (U(1) x R, LR, 7r, U(1)) reduziert werden (siehe Abschnitt 2 .2).
Der Zusammenhang (3 .10) führt nicht aus dem Unterraum heraus, der durch Iv, r) aufge-
spannt wird, so.. .. aB der auf (11(1) x IR 1, . .

	

der quuanu_-r _-	 n	 -

	

\ . . ~~~ x	 s d r, U(1)) reduzierte. Zusammenhang der

	

-
tenmechanischen Bewegung entspricht.

Betrachtet man also speziell einen Eigenzustand v, r) zum instantanen Hamiltonoperator
H(r), so reicht es aus, den Zusammenhang

	

o (1)

	

dR~ (- , E,(r) - T(v, r t v, rdt
(3 .11)(7,a) =

	

dt

auf dem Prinzipaibiindel (V(1) x IR, IR, ir, U(1)) zu untersuchen.

32 Herleitung der Berry-phase und Interpretation

Häufig ist die Zeitabhängigkeit des Quantensystems über die zeitliche Veränderung eines
k-dimensionalen Parametersatzes Q e MQ C Rk realisiert . Der Hamiltonoperator H(Q)

4a ( v, o ist hier eine T( v,t) ({U} x R)-wertige 1-Form .
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ist dann eine Funktion des Parametersatzes Q

	

. t, der sich zeitlich entlang einer
Kurve

C : [0,1] --+ M , r

	

Q(r),

	

(r = t/T)

	

(3 .12)

im Parameterraum entwickelt . Im Limes T --a co wird die Kurve C adiabatisch langsam
durchlaufen und das Adiabatentheorem 3 .1 kann angewendet werden.

Für diesen Fall untersuchte M . BERRY die Dynamik eines Quantensystems, wobei er als
Anfangswert einen nichtentarteten Eigenzustand Iv, Q(0)) des instantanen Hamiltonope-
rators H(Q(0)) wählte [B84] . Der Ansatz ) = ei-f"(2))v,Q(t/T)) für die adiabatische
Dynamik wird in die Schrödingergleichung

ih-dt
d

	

.s

	

~b) = E(Q(t/T))IO), k (°)) = I v, Q(0))

	

(3 .13)

eingesetzt und führt auf die Bewegungsgleichung für die Phase 7v

(57
v
_ - iEv(Q( tlT)) + i(v, Q(t/T) v,Q(tIT)) T d , (3.14)

a
äQ

wobei die Eigenzustände Iv, Q) stetig dif£erenzierbar auf Jet, sind, und die Phase dieser
Zustände willkiihrlich gewählt werden kann s . Die Phase Yv läßt sich leicht integrieren
gemäß

7v

	

-1 Jdt E,(Q(t/T)) + i fdt (v, Q(t/T) ä v, Q(t/T)) ,

dt Ev(Q(t/T)) + i 1 clQ (v, Q
-Q

v, Q

	

(3 .15)

'ryvdyn

	

= :ryvgeo

Das erste Integral 'Yudy,, ist der gewohnte dynamische Anteil der Phase . Das zweite Integral
7bgeo (geometrische Phase) ist nicht explizit zeitabhängig, sondern hängt nur von der
Kurve C im Parameterraum und der Quantenzahl v ab . Wegen der Freiheit der Phase
bei der Wahl der Basiszustände Iv, Q) ist die Phase °yvgeO für nichtgeschlossene Kurven C
nicht eindeutig bestimmt, und ihrem absoluten Wert kommt physikalisch keine Bedeutung
zu.

Anders ist die Situation jedoch im Fall geschlossener Kurven C . N.. ist in diesem Fall
durch

(3 .16)'Yvgeo = idQ v

bestimmt, wobei Umeichungen

v, Q~
a

äQ

l v, Q) r-~ e'(Q)Iv, Q) (3 .17)

'Daß der zweite Term rechts in (3 .14) eine reelle Größe ist, folgt aus der Normierung des Zustands
l v,Q)

0= ~(v,Ql v,Q) = ( (v,Qi) (v,~) (v,Ql (iQ))

Mit (112) =-(211) folgt, daß (v, Q[ (dt Iv, Q)) unter komplexer Konjugation das Vorzeichen wechselt und
somit rein imaginär ist .

	

0
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Abbildung 3 .1: Nichtverschwindende Phase y rgeO für eine Schleife im Parameterraum.

den Wert von yyg . Q in (3 .16) wegen

V (Q)EC'(MQ) : cdQaQ 0

nicht beeinflussen . Für geschlossenen Kurven C ist yvgeo eichinvariant. Diese Größe wird
nach ihrem Entdecker Berryphase genannt.

Zur mathematischen Interpretation dieser Phase betrachte das U(1)-Prinzipalbündel
(U(1) x M ,

	

,r, U(1)) der Phasen des v-ten Quantenzustands, auf dem sich durch
die a .-_.ta.ba .t_

	

J Y ..:.«~~.

	

,~~.auf natürlichefische ! ~ynaTn ik des Quantenzustands auf natürlic~ .he Weise der Zusammenhang`3er

v' Q)) dQ

definieren läßt . Die Phasen -y„geo (Qo, C) für alle geschlossenen Kurven C, die am Punkte
Qa starten und enden, bilden die Holonomiegruppe 1i des Zusammenhangs (3 .18) am
Orte Qp (Abbildung 3 .1).

Bezeichnet man mit H, den durch den Zustand I v, Q) aufgespannten 1-dimensionalen
Hilbertraum, so bildet (H,, x MQ, , U(1)) ein zum obigen Prinzipalbündel assozi-
iertes Faserbündel. Der Zusammenhang cr(7,Q) induziert auf diesem Faserbündel gemäß
(2.16) aus Abschnitt 2.2 eine Parallelverschiebungsvorschrift, die bei „Verschiebung" des
Quantensystems entlang einer Kurve C im Parameterraum die Phase des Quantenzu-
stands festlegt . Ist die Holonomiegruppe des Prinzipalbündels nichttrivial, dann führt
eine Parallelverschiebung entlang einer Schleife C im Parameterraum zu einem Zustand,
der sich;' um die BGleri ,hase 'fLgeo vom Ausgangszustand unterscheidet.

Zum Abschluß dieses Abschnitts wird noch ein Beispiel für eine nichtverschwindende
Berryphase gegeben [B84], das mit dem Aharonov-Bohm-Effekt verwandt ist . Betrachte
ein in einem Kasten eingeschlossenes geladenes Teilchen (e = 1) . Der Kasten wird, wie in
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Abbildung 3 .2 : Wird ein geladenes quantenmechanisches Teilchen in einem Kasten um
einen magnetischen Fluß herumgeihrt, so erhält die Wellenfunktion nach Umlaufen
des Flußes eine Berryphase, die (DM entspricht.

Abbildung 3 .2 dargestellt, auf der Kurve C um einen linienförmigen magnetischen Fluß
herumgeführt . Außerhalb der Flußlinie '0 soll das magnetische Feld verschwinden, so

daß zwar die Rotation des Vektorfeldes A(Q) im Außenraum (rot A = 0), jedoch A selbst
nicht, überall verschwindet, da

_ dQ A(Q).

	

(3 .19)

Mit Q E R3 seien die kartesischen Koordinaten eines Referenzpunktes des Kastens be-
nannt, während q E R3 die Lage eines Punktes bezüglich dieses Referenzpunktes be-
schreibt.

Bei abgeschaltetem magnetischem Fluß 0, ist eine Eigenfunktion des Hamiltonoperators
in Ortsdarstellung (von 0 aus gemessen) durch

o,.(q , Q) := eiv(Q)ov(q) _ (Q +

	

Q)

	

(3.20)

gegeben, wobei w(Q) E C i(MQ) eine auf MQ glatte Phase und 0v (q) eine reelle Lösung
der stationären. Schrödingergleichung des Teilchens im Kasten bezüglich der Relativko-
ordinaten q ist.

Bei eingeschaltetem magnetischen Feld kommt zur feldfreien Lösung (3 .20) lediglich ein
zusätzlicher Phasenterm hinzu, so daß die Wellenfunktion in Ortsdarstellung

(Q + g i v ,Q) = e" Ir dq'A(q,)t'v(q,Q)

	

(3.21)

lautet . (Q + ql v, Q) ist eine eindeutige, glatte Funktion des Ortes, da das Integral, wegen
rot A = 0, nicht vom Weg abhangt .'Die Berrysche 1-Form ermittelt sich zu

i1 v, 01 - Iv, Q } = i ! d3q -0,,( q , Q) {_A(Q)v(q,Q) +

	

cb (q , Q)
1 NI f

	

J

	

t

	

-Q

A(Q) -
aQ

6 Die eingeschränkte Holonomiegruppe 7-to ist trivial (siehe Abschnitt 2 .3) .

3 .22)
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Integriert man (3 .22) entlang einer Kurve C, die den Fluß umschließt, so folgt:

ILBeo ( C) = - J dQ `4(Q) - ya dQ äQ = .h
(3.23)

Das zweite Integral verschwindet für jede Wahl der Eichung co(Q) identisch, da es ein
Ringintegral über eine exakte 1-Form ist . Die Berryphase stimmt mit der Aharonov-
Bohm-Phase überein und hängt in diesem speziellen Beispiel nicht von der Quantenzahl
v ab. Wie in Abschnitt 6.1 gezeigt wird, ist dies der Grund dafür, daß dieser Effekt
klassisch nicht beobachtbar ist.

33" Das Auftreten der Berryphase

3 .3 . 1 Notwendige Bedingungen

Aus den vorhergehenden beiden Abschnitten geht hervor, daß die Dimension k des Pa-
rameterraums MQ für das Auftreten einer nichttrivialen Holonomie von Bedeutung ist.
So kann zum Beispiel für k = 1 keine nichttriviale Holonomie auftreten, was dazu führte,
daß M . BORN und V. Focl die Holonomieeffekte bei der adiabatischen Entwicklung
eines Quantensystems übersahen . Damit eine nichttriviale Holonomie auftreten kann,
muß die Dimension k mindestens zwei betragen.

Ferner darf das System nicht gegen antiunitt re 7 Transformationen 1 invariant sein [RB92],
da die eingeschränkte Holonomiegruppe ansonsten trivial ist, und die Berryphase iden-
tisch verschwindet . Zum Beweis betrachte ein System, das die antiunitäre Symmetrie T
besitzt . D

y
e~r

onj
H

u
amiltonoperator H kommutiert mit T und Erwartungswerte gehen in ihr

Komplex-Konjugiertes "ber:~/aa.A 11VJ3C1L1 Vl.il uVCl .

tfir,

	

(oI (3.24)

Somit geht das Matrixelement (v, Ql dv, Q) (Idv , Q) := dQ ä~ Iv, Q)), das im Fall der
Existenz einer nichtverschwindenden Berryphase selber nicht verschwinden darf, unter
der antiunitären Transformation in das Konjugiert-Komplexe über:

(Tv,QlTdv,Q) = (dv,QI v, Q)

	

(3 .25)

Da der Erwartungswert (v, QI dv, Q) rein imaginär ist (siehe Fußnote auf Seite 31), wech-
selt er unter komplexer Konjugation sein Vorzeichen; es ist nämlich

(dJ,QI v ,Q) _ -(vsQId~,Q (3:25)

7Antitinitäre Transformationen sind solche, die sich durch Hintereinanderausfiihrung der komplexen
Konjugation K und einer unitären Transformation U darstellen lassen:

= UK

t
2~ilrCJpBEä.L̀ oE i94

b ein spezieller antiurti$Ärer Operator, der in OrtsdarstellungDer nueitiiIl'iti

	

durch -
bestimmt ist [S6$] .
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Die Kommutativität des Hamiltonoperators mit T impliziert, daß eine unitäre Transfor-

mation U existiert, die den komplex konjugierten Hamiltonoperator H = KHK gemäß

UHU t = H auf den ursprünglichen abbildet . Ist H nicht rein reell, gibt es im allgemeinen
keine solche unitäre Transformation U [S68] . Ist l reell, so können die Eigenzustände
I v, Q) rein reell gewählt werden, so daß

(i'v, Ql I''dv, Q) _ (v, Ql dv, Q) .

	

(3 .27)

In Kombination mit (3 .25) und (3 .26) folgt somit unmittelbar (v, QI dv, Q) 0 und somit
das Verschwinden der Berryphase .

	

0

In einem System mit dem Standardhamiltonian der Form

2

= 2 + V(x , Q), V(x, Q) reell

	

(3 .28)

kann unter keinen Umständen in einem einfach zusammenhängenden Konfigurationsraum
eine Berryphase auftreten . Anders ist das für komplexe Hamiltonians H KHK. In
Gegenwart eines magnetischen Flusses zum Beispiel (siehe Abschnitt 3 .2) ist der Ha-
miltonian komplex und somit nicht mehr invariant unter der antiunitären komplexen
Konjugation K.

3®3a2 Die Rolle degenerierter Energieeigenwerte

Der Energieeigenwert des betrachteten Zustands v kann für bestimmte Parametereinstel-
lungen Q* E M I6 mit einem anderen zusammenfallen, d . h. der Zustand v ist an der
Stelle Q* bezüglich der Energie entartet . Solche Entartungspunkte

T
im Parameterraum

spielen bei der Entstehung einer Berryphase eine entscheidende Rolle, sind aber nicht
ausschließlich für das Auftreten von Berryphasen verantwortlich [B84].

UmT dies zu

	

Ausdruck

	

fü die Berryphase umgeformt werden . DasLLlCS

	

zeigen, x~isiß der 16~ .aus., .a	 (~ ... .1 . .~6)
Linienintegral über die Berrysche 1-Form dQ (v, Q)ä lv, Q) entlang der Kurve C kann
mit Hilfe des Stokes'schen Satzes $ in ein Flächenintegral des äußeren Differentials der
1-Form über eine von der Kurve C berandeten Fläche A umgeformt werden:

'Yvgeo - 2 i(v ,QIdQIU,Q)

~ i
164=C d

7(2 1Q)

i

	

(dv, Ql A ldv, Q)

	

(3 .29)
6A-C
P

_ a if

	

E (dv, Q l y, Q) A (u, Qdv, Q),

	

(3 .30)
54-C u#v

wobei der Zustand 8Q I v, Q)dQ mit ldv, Q) abgekürzt wurde . im letzten. Schritt wurde =

Q) (i, Q I eingefügt . Der Summand für v = jc verschwindet dabei, da beide Terme

8Fiir die Anwendbarkeit des Stokes'schen Satzes muß die Kurve C in Jv{l 0-homotop sein, d . h . sich
stetig auf einen Punkt zusammenziehen lassen .
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bis auf ein. Vorzeichen übereinstimmen (3 .26). Durch partielles Ableiten von ft(Q)9 Iäßt
sich . durch kurze Rechnung die Identität

	

41, Q I dv, Q) = (IL, Q (dQ at) v, Q) , i 1	 -	
Eu

	

f

	

7

	

(3.31)

herleiten, die unabhängig von der Wahl der Darstellung des Hamiltonoperators gilt . Da-
her ist die Schreibweise dH := dQ ä4 gerechtfertigt . Die Identität (3 .31) in (3 .30)
eingesetzt, ergibt

-
(v, QI(dH )Ip, Q) A ti, QI(d-H)i v , Q)

	

)i j E	 (E',(Q) - Eu(Q))2

	

(3 .32
SA=(.'

- ~ VL , Vv - -i E (v,Qi(d	
{~I (Q))nE~(Q))~H)I

	 v, Q) (3.33)
SA=C

	

;4,

	

~
wobei V„ als Berrysche 2-Form bezeichnet wird.

Aus (3 .32) geht hervor, daß Quantenzustände I,u, Q) mit Energieeigenwerten EM (Q)
E„(Q) stärker zu (3 .32) beitragen als entfernt gelegene Eigenzustände . Falls die Kurve
C in der Mähe eines Punktes Q* entarteter Eigenzustände I v, Q= ) und 1,a, Q*) (Ev (Q*) =
Et,(Q')) verläuft, trägt praktisch nur das Matrixelement mit den Zuständen v und i zur
Berryphase bei . In linearer Näherung kann das Quantensystem auf ein Zweiniveausystem
mit allgemeinem Harniltonian

X
Y= Q E

	

C iR .3

	

(3 .34)
Z

reduziert werden . Die Energieeigenwerte des Zweiniveausystems wurden o . B. d. A. sym-
metrisch

	

Null gelegt : Fr . --- -

	

= ?. / a'2 + Y2 ± 72 = 11Q1 . OOffensichtlich sinds ichtl . ch sind_--	 umum -	 ~ .. . .~ .;.

	

~-

	

2 v ll + Y2 T u
die Eigenwerte von It ausschließlich bei Q* = 0 entartet, so daß die drei Parameter X,
Y und Z gleichzeitig verschwinden müssen . Damit zufällig ein solcher Entartungspunkt
auftritt, müssen mindestens drei Parameter variiert werden, falls keine zusätzliche Sym-
metrie vorliegt . Man sagt auch, ein Entartungspunkt einer hermiteschen 2 x 2-Matrix
habe die Kodimension drei . Höhere Entartungsgrade haben noch höhere Kodirnension
(z. B. dreifache Entartung hat Kodimension acht).

Durch die Parametrisierung (3 .34) des Hamiltonoperators gilt für di

lYgeo `

=-I-[ Z

	

X-iY
2 X +iY -Z ],

(3.35)

wobei & der vektorielle Operator der Paulischen Spinmatrizen ist . Eine einfache, aber
längere Rechnung liefert den Ausdruck für die Berryphase (siehe [B84j):

7±geo = ~ if d2Q 2IQI3

	

S2(v)
SA=C
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Abbildung 3 .3: Fiir das Zweiniveausystem ist die Berryphase durch den halben Raum-
winkel 11(C) bestimmt, der durch die Kurve C vom Entartungspunkt Q aus aufgespannt
wird.

Die Berryphase ist gerade die Hälfte des durch die Kurve C vom Entartungspunkt aus
gesehen aufgespannten Raumwinkels 11(C) (siehe Abbildung 3 .3).

Das hier betrachtete Zweiniveausystem beschreibt ein Spinsystem mit S = ä (-HV2

--10-B). Spin-a-Teilchen, zum Beispiel Neutronen [BD87, WB90], können in einem
langsam veränderlichen äußeren Magnetfeld B eine Berryphase erhalten . In diesem Fall
ist die Berryphase eine Folge der Existenz des Entartungspunktes.

HERZBERG und DONGUET-HIGGINS haben in molekularen Systemen mit mehr als zwei
Atomen mit Hilfe der obigen Betrachtungen den Vorzeichenwechsel der elektronischen
Wellenfunktion erklärt, wenn irrt Parameterraum ein Punkt Q $ degenerierter Eigenwerte
in der reellen Ebene Y = 0 umlaufen wird [HL63] . Der Raumwinkel, der von der Kurve
aufgespannt wird, beträgt 27r, so daß die Phasendifferenz gerade ir beträgt . Dieser Vor-
zeichenwechsel äußert sich zum Beispiel in der halbzahligen Quantisierung der Pseudoro-
tationen eines N4-Clusters [DCWZ86].

In vielen konkreten experimentellen Situationen sind die degenerierten Punkte für die
Existenz von Berryphasen verantwortlich . Allerdings sind sie nicht die einzigen Quellen
der Berryschen 2-Form Vy , denn auch im Parameterraum verteilte Ströme können sie
erzeugen, wie es für den Aharonov-Bohm-Effekt der Fall ist (beim Aharonov-Bohm-Effekt
hängen die Energieeigenwerte gar nicht von den externen Parametern ab).

91 (Q) wirkt hier für alle Q auf einem Q-unabhängigen Hilbertraum .
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Kapitel

Klassische Hamiltonsche Systeme

Im letzten Kapitel ließ sich die quantenmechanische Berryphase mit verhältnismäßig we-
nig Aufwand berechnen. Die Herleitung klassischer Holonomieeffekte erweist sich jedoch
als etwas schwieriger, so daß einige Vorbereitungen getroffen werden müssen.

Daher wird in diesem Kapitel der Hamiltonsche Formalismus koordinatenfrei und in nicht-
kanonischen Koordinaten dargestellt, da sich eine mathematisch korrekte Konstruktion
geometrischer Effekte dadurch stark vereinfacht (Abschnitt 4 .1) . In Abschnitt 4 .2 wer-
den klassische Slow-Fast-Systeme eingeführt, die einerseits eine Verallgemeinerung der
nichtautonomen Hamiltonschen Systeme darstellen und andererseits die mathematische
Herleitung ebenfalls erleichtern.

Im Gegensatz zur Berryphase ist die Herleitung klassischer Holonomieeffekte nur für
zwei eingeschränkte Klassen Hamiltonscher Systeme möglich, für die Adiabatentheoreme
formuliert werden können, nämlich nur für Liouville-integrable (Abschnitt 4 .3) und auf
der Energieschale ergodische (Abschnitt 4 .4).

4®1 Allgemeine Eigenschaften Hamiltonscher FlUsse

In den beiden Abschnitten 4 .1 .1 und 4 .1 .2 werden klassische Hamiltonsche Systeme von ei-
nem abstrakten mathematischen Standpunkt aus betrachtet . Dabei wird die diesen Syste-
men zugrundeliegende symplektische Struktur besonders hervorgehoben . Abschnitt 4.1 .1
beschreibt die klassische Mechanik koordinatenfrei, und in Abschnitt 4 .1 .2 werden die
klassischen Bewegungsgleichungen in beliebigen Koordinaten angegeben . Beide Abschnit-
te

	

9 vonte sind stark an Kapitel 8 und 9	[A80] angelehnt.

Hier wurde bewußt auf die übliche Darstellung der klassischen Mechanik im Rahmen des
kanonischen Formalismus verzichtet, da sich dieser Zugang im folgenden (Kapitel 5 und
7) als unzweckmäßig erweist .
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4e1e1 Koordinatenfreie Darstellung Hamiltonseher Flilsse

Ein Hamiltonscher Fluß ist eine einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen auf ei-
ner glatten 2n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M (n E E " ), die durch zwei mathematische
Objekte eindeutig charakterisiert wird:

1. Eine symplektische 2-Form w 2 E A 2 (M), die parametrisch von t E , abhängen
kann.

Def. 4 .1 (Symplektische 2-Form) eine 2-Form w 2 E A2 (M) heißt symplek-
tisch, wenn folgende Eigenschaften auf M erfüllt sind:

dw2 = 0 (Geschlossenheit)

	

(4 .1)

und
VO

	

E T(M), 3 E T(M) : w2 (71, e) 0 (nicht degeneriert) .

	

(4.2)

Ist auf M eine symplektische 2-Form erklärt, so heißt das Paar (M, w 2 ) symplek-
tische Mannigfaltigkeit.

2. Eine hinreichend oft stetig differenzierbare Hamiltonfunktion H E Cm(M x .)
(2 m E IN).

Mit folgender Konstruktion wird der Fluß

	

konstruiert: Auf dem erweiterten Phasen-
raum M := M x R = {(z, t) Iz E M, t E I.) wird die 2-Form 72 E A2(M) durch

72 ,_ r. .J 2 -dH A dt

definiert, die wegen der ungeraden Dimension von 1 f nach Konstruktion den Rang 2n
t

	

Das i

	

rya n- n . sbesitzt. Dden Fluß Oz festregende Vektorfeld v E i(M) ist dadurch definiert, daß

d(z, t) E M, 3 v E Tz (M),

	

E T(z,¢) (M)

	

'Y2 ([__')

= o.

v ist durch (4.4) eindeutig bestimmt . Die 1 in der Zeitkomponente von ergibt sich
dadurch, daß t = 1 gelten soll, d . h. daß sich der Parameter gleichförmig und in Ein-
heiten der Zeit verändert e (Abbildung 4.1) . Diese Definition ist koordinatenunabhängig,
insbesondere auch unabhängig von der Parametrisierung der Zeitachse.

Für praktische Rechnungen ist die Bestimmung von v mit Hilfe von (4 .4) schlecht ge-
eignet, da v nur implizit daraus hervorgeht . Die symplektische 2-Form erzeugt jedoch
durch

'9`rl,e E T(m) : w~ (21)

	

(4 .5)

'Würde man eine schlechte Uhr bei der Beobachtung des Hamiltonschen Flusses benutzen, würde t
von 1 abweichen .

(A 2\
l eee )
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Abbildung 4 .1: Hamiltonscher Fluß über dem erweiterten Phasenraum . Man beachte die
typische Bündelstruktur des erweiterten Phasenraums.

einen Isomorphismus vom Tangentialraum auf den Kotangentialraum, bei dem jedem
Vektor E T(11/1) genau eine I-Form wI gemäß (4 .5) zugeordnet wird . Die Umkehrung

: T"(M) -> T(M) dieser Abbildung erfüllt die Gleichung
w~ E

T*( ),V E T(M) : w2(r7,Tw;) = w'(71),

	

(4.6)

mit Hilfe derer die 1-Form dH auf das Hamiltonsche Vektorfeld v abgebildet wird '̀ gemäß

v=IdH .

	

(4.7)

Hat man I aus cv 2 bestimmt, so können die Bewegungsgleichungen in den gegebenen Ko-
ordinaten für jeden Hamiltonian explizit angegeben werden (siehe nächsten Abschnitt).
Die Definition des Vektorfeldes nach (4 .7) ist im Gegensatz zu (4 .4) nicht unabhängig
von der Wahl des Zeitparameters . (Das Differential von H ist in (4.7) bei festgehaltenem
t zu bilden.)

Die Ha-niltonschen Vektorfelder bilden eine Lieunteralgebra gH aller glatten Vektorfelder
Q auf M . Das Lieprodukt wird durch die symplektische 2-Form w 2 gemäß

Vv, w : (v, w) = Id [w2(v, w)]

	

(4 .8)

vermittelt und ist bilinear, antisymmetrisch und erfüllt die Jacobiidentität . Mit Hilfe
des Isomorphismus I kann ein Lieprodukt auf den glatten Phasenraumfunktionen : F G E
Cm(M) erklärt werden:

'Es ist nämlich
7`(•, v) = w 2 ( . , v) - dH (•) = w 2 (•, 2dH) - dB- (-) = 0,

wobei die letzte Gleichheit wegen (4 .6) gilt .
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Def. 4 .2 (Poissonklammer)

{F, G} =w 2 (IdF,TdG) = dF(IdG),

wobei die letzte Gleichheit wegen (4 .6) gilt.

Diese Definition der Poissonklammer ist koordinatenunabhängig.

Die zeitliche Änderung einer Funktion F E Cm (M) am Punkte (z, t) E M unter dem
Fluß der Hamiltonfunktion H ist koordinatenfrei gegeben durch

F={F,H}+ az.

Die klassische Mechanik läßt sich völlig koordinatenfrei schreiben . Für praktische Rech-
nungen ist man jedoch auf eine feste Wahl von Phasenraumkoordinaten angewiesen.
Wegen der besonders einfachen Struktur von w2 in kanonischen Variablen, benutzt man
daher meistens letztere . Für manche Zwecke sind kanonische Variablen jedoch ungeeig-
net und man muß auf nichtkanonische zurückgreifen . Wie sich das Vektorfeld v in diesen
Variablen darstellt wird im folgenden Abschnitt 4 .1 .2 dargestellt.

Die Hamiltonschen Flüsse bilden eine Untergruppe GH (M) aller Diffeomorphismen G auf
dem Phasenraum M, die durch die Lieunteralgebra gH der Hamiltonschen Vektorfelder
(4.7) erzeugt wird. Das Prinzipalbiindel (G x R, R, 7r, G) der Diffeomorphismen über der
Zeitachse kann auf das Prinzipalbündel (G H(M) x R, R, r, GH(M)) reduziert werden.
Ein Hamiltonsehes Vektorfeld IdH definiert gemäß (2 .19) auf (G x ., ?,, 7r, G) einen
Zusammenhang, der mit dieser Reduktion auf die Hamiltonschen Flüsse kompatibel ist,
und somit auch auf dem reduzierten Bündel einen Zusammenhang erklärt . Auf dem
assoziierten Faserbündel (M x R, R, 7r, GH ) kann ein Zustand (zc, to) E M X R gemäß
dieses Zusammenhangs parallelverschoben werden, was der zeitlichen Entwicklung dieses
Zustands unter IdH entspricht (siehe Abschnitt 2 .2 S . 24).

4.1 .2 Darstellung in nichtkanonischen Koordinaten.

Die Größen w 2 , I und H sind in Abschnitt 4 .1 .1 koordinatenfrei definiert worden . Möchte
man jedoch konkrete Rechnungen durchführen, oder ist darauf angewiesen, bestimmte
Teile der Dynamik voneinander zu trennen, muß man mit konkreten Koordinaten rechnen.

Der Übergang von der Lagrangeschen zur Hamiltonschen Mechanik liefert auf natürliche
Weise Phasenraumkoordinaten (p, q), in denen sich die symplektische 2-Form w2 gemäß

w 2 = b jdpt A dq'

	

(4.11)

darstellt, wobei über die Indizes i und j, die von 1 bis n laufen, summiert wurde . . .: An
einem beliebigen Phasenraumpunkt (p, q) E M ist co' daher

0

	

E',.
{`'(P,g)=1_L,'n

	

0

	

'

(4 .10)

(4.12)



4.2. KLASSISCHE SLOW-FAST-SYSTEME

	

43

wobei ER die n-dimensionale Einheitsmatrix ist . Die Definitionsgleichung (4.6) für den
Isomorphismus I drückt sich in lokalen Koordinaten wie folgt aus:

2
7=wk = w i 71 ,

	

(4.13)

wobei q i die Komponenten eines beliebigen Tangentialvektors und wi die Komponenten
einer beliebigen 1-Form sind (die Summation läuft im Gegensatz zu (4 .11) von 1 bis 2n.
Hochgestellte Indizes indizieren Vektorkomponenten, während tiefgestellte Komponenten
bzgl. der dualen Basis indizieren) . Daraus folgt w~3I~k = St, so daß, unter Benutzung der
Antisymmetrie von w?, Tij die Inverse von w .?j ist. Im Fall kanonischer Koordinaten ist
dies

-

	

-En

] '

	

(4 .14)

und das Vektorfeld Tdlf führt zu den kanonischen Gleichungen:

- ~ - _oqH

	

(4.15)

Die Struktur der Gleichungen ist in kanonischen Koordinaten besonders einfach und wird
daher vorwiegend benutzt, zumal sich kanonische Koordinaten auf natürliche Weise aus
dem Lagrangeformalisrnus ergeben.

Drückt sich w2 in einem Satz e von Koordinaten wie in (4 .11) aus, so spricht man ka-
nonischen Koordinaten . Für kanonische Variable erfüllen die Poissonklammern die Glei-
chungen

{gi,p,}=6jj,

	

{Eis

	

0

	

(4 .16)

Gilt (4.11) oder (4 .16) für die Koordinaten nicht, so heißen nichtkanonische Ko-
ordinaten . Transformationen, die zwischen kanonischen Koordinaten vermitteln, nennt
man kanonisch . Beschränkt man sich, wie es in der Literatur üblich ist, auf kanonische
Transformationen, so bleibt die kanonische Struktur der Bewegungsgleichungen erhalten.

In beliebigen nichtkanonischeniäch e drückt sich die svmplektische 2-Form lokalnichtkanonischen Koordinaten -3 - r
in einer komplizierteren symplektischen Matrix aus, und auch der kanonische Isomorphis-
Inus I hat nicht mehr die einfache Gestalt (4 .14) . Die Bewegungsgleichungen ergeben
sichtgemäß (4 .7) zu

4 2 . Klassische Slow-Fast-Systeme

Bei den Betrachtungen zu quantenmechanischen Systemen in Kapitel 3 waren äußere
Einflüsse auf das zu untersuchende Hamiltonsche System durch externe Parameter mo-
delliert worden, deren Bewegung nicht durch das System selbst beeinflußt sondern von
außen fest vorgegeben wurde .

de

	

. .aH

dt

	

T?
ä

	

(4.17)

und können i . a. sehr kompliziert ausfallen (siehe zum Beispiel Abschnitt 7 .1) . Dennoch
kann es von Vorteil sein, solche Koordinaten zu benutzen, da sich nicht immer kanonische
Koordinaten finden lassen, in denen sich die Bewegung geeignet darstellen läßt .
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im allgemeinen jedoch, ist das betrachtete System nur ein Teil eines größeren Systems,
dessen Dynamik sehr wohl durch die Bewegung des Teilsystems beeinflußt werden kann.
Ob dieser Einfluß im Einzelfall vernachlässigt werden kann, hängt von der geeigneten
Teilung des größeren Systems ab.

Irre folgenden werden sogenannte Slow-Fast-Systeme untersucht, in denen eine natürli-
che Trennung der Freiheitsgrade in schnelle und langsame vorliegt . Für solche Systeme
kann die schnelle und langsame Dynamik im adiabatischen Limes tatsächlich voneinander
separiert werden, vorausgesetzt die schnelle Dynamik ist bei festgehaltenen langsamen
Freiheitsgraden entweder integrabel oder ergodisch . Die langsamen Bewegungsgleichun-
gen können dann unabhängig vom schnellen Teilsystem gelöst und als externe Parameter
in die schnelle Dynamik eingesetzt werden.

Slow-Fast-Systeme stellen also eine Verallgemeinerung der parametrisch getriebenen nicht-
autonomen Systeme dar und liefern gleichzeitig eine Rechtfertigung für die Abgrenzung
des schnellen Systems vom „Rest der Welt" . Ferner hat Ihre Untersuchung noch einen
praktischen Grund : Mit Hilfe nichtkanonischer Transformationen können die Bewegungs-
gleichungen in einer für die Adiabatentheoreme notwendigen Form dargestellt werden,
so daß alle notwendigen mathematischen Voraussetzungen mühelos überprüft werden
können.

Eine Definition der Slow-Fast-Systeme wird in Abschnitt 4 .2 .1 gemacht, und in 4 .2 .2 wird
gezeigt, daß sich jedes nichtautonome System als Slow-Fast-System formulieren läßt.

4 e2a 1 Definition

Betrachte ein autonomes Hamiltonsches System - auch das ist natürlich eine Idealisie-
rung --, dessen Freiheitsgrade sich auf natürliche Weise in k langsame und rc schnelle
aufteilen. Die langsamen bzw. die schnellen Freiheitsgrade seien durch kanonische Ko-
ordinaten P und Q bzw . p und q parametrisiert, so daß die symplektische 2-Form w2 in
(F, Q, p, q) die Form

w2 = dP A dQ + dp A dq

	

(4 .18)

hat . Da die Bewegung für alle Zeiten als beschränkt vorausgesetzt wird, kann der Pha-
senraum M als kompakte Teilmenge des 1R,2(k+") . betrachtet werden . Der Phasenraum
M ist als Produkt der Räume M%, M , Mn und darstellbar, wobei P E M%,
QE 3iQ,pEM undgEM'.

Die autonome Hamiltonfunktion habe in diesen Koordinaten die spezielle Form

H(P, Q, p , q ) := H1 (P, Q) + H2 (P, q , Q),

	

(4 .19)

die viele physikalische Situationen modelliert . In der quantenmechanischen Theorie mo-
lekularer Systeme ist dieser Typ von Hamiltonian als Born-Oppenheimer-Hamiltonian
bekannt [B027], und auch die Theorie fester Körper basiert auf diesem Typ von Hamil-
tonfunktionen [M81a] . Aber auch klassisch wurde dieser Typ von Hamiltonian bereits für
den Fall untersucht, daß die Dynamik der p und q für festgehaltene P und Q integrabel
ist •[GT87, K90} .
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In (4.19) steckt noch keine Bedingung, die zur Trennung der Zeitskalen der schnellen und
langsamen Freiheitsgrade führt . Diese muß zusätzlich eingeführt werden und kann zum
Beispiel dadurch realisiert werden, daß für die Hamiltonfunktion 1 die sehr allgemeine
Form

Hi(P, Q) _ 1e2Eo(Q) F«Fß + '(Q)

gewählt wird, wobei e der adiabatische Kleinheitsparameter, eine von den Orten Q
abhängige Inverse-Masse-Matrix und 4 ein von den Orten abhängiges Potential darstellt.

Weitere Annahmen über die Dynamik der schnellen Freiheitsgrade werden erst in den
Kapiteln 5 und 7 gemacht . Im nächsten Abschnitt 4 .2 .2 wird ein anderer Typ von Ha-
miltonian HH vorgestellt, mit dem sich beliebige nichtautonome Systeme modellieren
lassen.

4.2.2 Das S Iow® Fast® System als Verallgemeinerung nichtauto-
nomer Systeme

Betrachte ein nichtautonomes Hamiltonsches System H(p, q, Q), wobei die p und q ka-
nonische Koordinaten der n Freiheitsgrade und Q E .A/i'‘!2 k externe Parameter sind, die
sich im Verhältnis zu p und q adiabatisch langsam bewegen . Die äußeren Parameter Q
seien als Funktion der Zeit durch

C :TE[0,11 i--+ Q(r)E Met?

	

(4.21)

und r = et parametrisiert (t echte Zeit), wobei C eine zweimal stetig differenzierbare
Kurve in MQ darstellt . Im adiabatischen Limes e --+ 0 geht die zeitliche Ableitung von
Q(et) gleichmäßig gegen null.

Um die langsamen Q mit in die Dynamik eines erweiterten Hamiltonschen Slow-Fast-
Systems einzubeziehen, definiert man ein Vektorfeld v(Q) auf MQ, so daß eine Lösung
vors

	

= v(Q)

	

(4.22)

unter geeigneten Anfangsbedingungen mit C iübereinstimrnt .3 Setzt man für H1 (P, Q) in
(4.19)

	

a(FS Q) := ePava(Q),

	

(4.23)

so reproduziert die daraus abgeleitete Hamiltonsche Dynamik für Q die von außen vor-
gegebene Parameterveränderung entlang der Kurve C, falls das System mit geeignetem
Anfangswert gestartet wurde . Die langsame Dynamik des neuen Slow-Fast-Systems ist
durch

äLli
= evc,(Q)

L/a

3I~i 8112
C~Qa ÖQ

3 Es kann natürlich vorkommen, daß ein Punkt von C mehrmals besucht wird . In einem solchen Fall
gibt es natürlich kein Vektorfeld v(Q) das die Kurve C reproduziert . Die Kurve C muß in einem solchen
Fall in eindeutige Teilkurven zerlegt und v für jede Teilkurve konstruiert werden .

(4.20)

Pa =

(4.24)

(4.25)
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gegeben, wobei sich Gleichung (4 .24) problemlos integrieren läßt:

t

Q(t) = Q(o) + ~ dt Ev(Q)

Die P-Dynamik nimmt keinen Einfluß auf die übrigen Freiheitsgrade und hat hier keine
besondere Bedeutung.

Somit lassen sich nichtautonome Systeme auf Slow-Fast-Systeme vom Typ (4 .19) ab-
bilden, so daß alle im folgenden für Slow-Fast-Systeme getroffenen Aussagen auch auf
nichtautonome Systeme übertragen werden können.

4®3 Integrable Hamiltonsche Systeme

Klassische LiouviIle-integrable Hamiltonsche Systeme sind dadurch charakterisiert, daß es
zu jedem der n Freiheitsgrade eine Erhaltungsgröße gibt, so daß die Bewegung, außer für
singuläre Startwerte, auf einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit verläuft, die aus
topologischen Gründen ein n-Torus ist . Die Bewegung auf diesem n-Torus, der durch die
Anfangsbedingungen festgelegt ist, ist für fast alle Anfangsbedingungen quasiperiodisch
und ergodisch.

Autonome Hamiltonsche Systeme mit einem Freiheitsgrad sind immer integrabel, da die
Energie in diesem Fall das erste Integral der Bewegung ist . Der integrable Fall ist hier
generisch. Anders ist das für Systeme mit n > 1 Freiheitsgraden : Die Wahrscheinlichkeit,
aus der Menge aller Systeme mit Hamiltonians H E C2(M) ein integrables herauszugrei-
fen, verschwindet EMM74) . Für fast alle Hamiltonschen Systeme mit mehr als einem
Freiheitsgrad existieren außer der Energie keine weiteren Erhaltungsgrößen . Daher tref-
fen die in diesem Abschnitt gemachten Aussagen in Strenge für nahezu kein in der Natur
vorkommendes System zu . Dennoch ist die Untersuchung integrabler Systeme von hohem
praktischem Nutzen, da. sie die einzige Klasse von Systemen darstellen, f

iums die die Dyna-
mik

	

die die Dy~	 die

	

___	 darstellen,
explizit angegeben werden kann . Mit Hilfe störungstheoretischer Methoden (KAM)

lassen sich dann auch quasiintegrable Systeme behandeln.

Um die quasiperiodische Bewegung auf n-Tori hervorzuheben, eignen sich besondere kano-
nische Koordinaten, die Winkel-Wirkungs-Variablen . Die Konstruktion dieser Koordina-
ten wird in Abschnitt 4 .3.1 skizziert . Die Lösung (Integration) eines integrablen Systems
besteht dann darin, eine kanonische Transformation auf Winkel-Wirkungs-Variablen zu
finden und die einfache Dynamik der Winkel-Wirkungs-Variablen in die Inverse dieser
Transformation einzusetzen, um somit die Dynamik in den ursprünglichen Koordinaten
zu berechnen.

Während in der Quantenmechanik ein Adiabatentheorem für generische Systeme exi-
stiert, gibt es in der klassischen Mechanik nur für die verschwindend kleine Klasse in-
tegrabler und ergodischer4 Systeme ein Adiabatentheorem . Das Adiabatentheorem für
integrable Systeme von A . NEISHTADT wird mit einigen Erweiterungen in Abschnitt 4 .3 .2
formuliert.

4 Ergodische Systeme werden in Abschnitt 4 .4 behandelt .

(4.26)
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4 m 3 v1 WinkelmWirkungssVariable

In diesem Abschnitt werden, in Anlehnung an [A 80] und [AA89], Liouville-integrable
Hamiltonsche Systeme in Winkel-Wirkungs-Variablen dargestellt . Die Transformation
auf Winkel-Wirkungs-Variable wird hier nur skizziert . Für die Details der Konstruktion
wird auf obige Literatur verwiesen.

Betrachte dazu ein autonomes Hamiltonsches System mit n Freiheitsgraden, das in den
Koordinaten (p, q) E M durch die symplektische 2-Form co' = dp A dq und den Hamilto-
nian H(p, q) charakterisiert ist . Die Bewegung bei vorgegebener Energie sei beschränkt,
so daß der Phasenraum M als kompakte Teilmenge des R2 ' angesehen werden kann.
Ferner sei das System Liouville-integrabel, d. h., daß n global unabhängige Integrale F

(i = 1,- ,n) existieren, die in Inversion sind, d . h.

	

= 0 für alle (i, j = 1, . . . , n).

H ist aufgrund der Autonomie selbst eines dieser Integrale der Bewegung . Der zu H
gehörende Fluß WH(p, q) ist durch das Vektorfeld vH IdH auf dem 2n-dimensionalen
Phasenraum M bestimmt. Auch den anderen Integralen der Bewegung können Flüsse
OFs (p,q) zugeordnet werden, deren Vektorfelder sich analog durch

vF, _ IdFq =

	

)Fi (PQ), tii E {1, . . . , n}

	

(4.27)

darstellen lassen. Im Phasenraum M gibt es singuläre Punkte der Vektorfelder der Er-
haltungsgrößen, in deren Umgebung die Bewegung möglicher Weise nicht auf n-Tori T Th
verläuft . 5 Daher wird der Phasenraum M auf ein Gebiet C'a C M eingeschränkt, auf dem

'di E { 1, . . . , n}, V
(g , p) E G

= ~ [(OFi)

p~

	

+

	

z

	

0,

	

(4 .28)

gilt . Die Vektorfelder sind in C' singularitätenfrei . s

A ufgrund der Unabhängigkeit der Erhaltungsgrößen, sind die Vektorfelder (4 .27) überall
in g linear unabhängig . Die n unabhängigen Erhaltungsgrößen zwingen die Bewegung,
wegen ihrer vorausgesetzten Beschränktheit, auf eine n-dimensionale, kompakte Unter-
mannigfaltigkeit des Phasenraums C, auf der die Gradienten der F= senkrecht stehen.'
Diese Untermannigfaltigkeit kann mehrere Zusammenhangskomponenten besitzen . Im
folgenden . wird jedoch immer nur eine solche Zusammenhangskomponente betrachtet.
Die Vektorfelder (4 .27) liegen im Tangentialbündel dieser Untermannigfaltigkeit und die
zugehörigen Flüsse kommutieren wegen {F, F} = 0 (i, j = 1, . . . ,n).

Die Untermannigfaltigkeit ist somit zusammenhängend, kompakt und glatt, und die
Gruppe .", realisiert durch die Flüsse, die durch (4 .27) erzeugt werden, wirkt auf ihr
glatt und transitiv.° Daher hat die Mannigfaltigkeit die topologischeStruktur eines n-
Torus [AA89] . Dieser ist invariant unter dem Hamiltonschen Fluß

	

und durch die

^'e Bewegung veE l	entweder auf ein e_r-n_~~~ä uft dortv en t~ .v

	

~

	

Torus kleinerer Dimension oder auf einer Separatrix.
Über diese Bereiche des Phasenraums werden im folgenden keine Aussagen gemacht.

6Eine analoge Bedingung gibt es auch im Fall ergodischer Dynamik [siehe (4 .62)1.
?Dabei wurde die Metrik gii = 5j auf M zugrundegelegt.
'Eine Gruppe wirkt auf einer Mannigfaltigkeit transitiv, wenn es zu je zwei beliebigen Punkten . der

Mannigfaltigkeit ein Gruppenelement gibt, das den einen in den anderen abbildet .
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Abbildung 4.2: Stratifizierung des Phasenraums eines Liouville-integrablen Hamilton-
schen Systems durch n-Tori.

Anfangsbedingungen eindeutig festgelegt . Das gesamte Gebiet

	

ist wie in Abb. 4.2
durch solche Toni stratifiziert.

Zur Konstruktion eines geeigneten kanonischen Koordinatensystems für das die kanoni-
schen „Impulse" Erhaltungsgrößen sind und die dazu konjugierten „Orte" sich periodisch
entwickeln, werden die togologischen. Eigenschaften der n-Tori ausgenutzt.

Die Homologiegruppe der eindimensionalen Zyklen auf dem n-Torus, der durch die In-
tegrale F der Bewegung charakterisiert . ist, hat die Dimension n ([CdWD91] S . 226), so
daß ii funktional unabhängige Größer

Ii(F,Q) :=
1

	

pdq
2r -,,(F> Q}

durch Integration Fiber die n fundamentalen unabhängigen Zyklen -OF) definiert wer-
den können. Die Größen Ii (i 1, . . . ,n) sind eindeutig bestimmt, da pdq auf T'(I)
geschlossen ist,9 d . h .:

V(e, i] E 1 (1 '(I))) : d (pdq ) (e, q) = dp A dq (' ?I) = O .

	

(4.30)

Die letzte Gleichheit gilt, da sich jeder Tangentialvektor von Tin (I) als Linearkombination
der VF; darstellen läßt und wegen {F , P } = 0 das Lieprodukt (4 .8) dp A dq (V F,, vp3 ) . für
alle i, j =1, . . .,n verschwindet.

Die n Größen Ii(F) sind alle funktional voneinander unabhängig, . und es gilt

det
~aF)

0 auf g.

	

(4.31)

9 pd g ist ein Element der Kohomologie des Torus .

(4.29)
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Wegen (4 .31) läßt sich F in einer Umgebung eines Torus nach I auflösen, so daß der
Torus statt durch einen Satz F durch die Größen I vollständig bestimmt ist, und es gilt

{I31 I;} = aI;
--IQ , {Fk, Fi } = a.

äFk a~-

Ferner sind die I Integrale der Bewegung, da sie sich als Funktion der alten Integrale
schreiben lassen. Sie werden im folgenden als die neuen kanonischen „Impulse" benutzt
und Wirkungskoordinaten genannt.

Die zugehörigen n Flüsse die durch die Vektorfelder vl, := Idli (i - 1, . . . , n)
definiert sind, kommutieren aufgrund von (4 .32), so daß es zu je zwei Punkten 6, e2 E
Tn(I) Zahlen 0t E JR (i = 1, . . . , n) gibt, so daß

(4.32)

= en

	

It Sl5~2I~o . . .0~ (4.33)

gilt ." Mit einem festen R.eferenzpunkt o E Tn(I) können die 0 als Koordinaten auf dem
Torus verwendet werden.

Die Flüsse 0% sind jedoch noch nicht eindeutig festgelegt, da noch offen ist, wie stark
der Punkt pro ®i unter dem Fluß verschoben wird . Diese Freiheit läßt sich dazu nutzen,
die Vj so zu wählen, daß 0 und I kanonische Koordinaten bilden. An jedem Punkte des
Torus Tn(I) wird daher definiert :

", (o (vI, (e)) = Es,, (4.34)

d. h. die d0 bilden an jedem Punkt E M das zu den v l; reziproke Gitter (duale
Basis) . Mit (4.9) aus Abschnitt 4 .1 .1 gilt damit für die Poissonklammer {0,, I,} = dt7

(i,? = 1, . . . , n) . Die Poissonklammer {0i, 9,} hingegen verschwindet identisch

{0`, O i l = d0t (TdB, ) = 0,

	

(4.35)

da Id®, keine Tangentialkomponente zum Torus T n (I) hat, d . h. Td0 2 I vl1 für alle
i, j = 1, . . . ,n . Die 0, die Winkelkoordinaten genannt werden, bilden zu den I kanonisch
konjugierte Koordinaten auf dem Torus. Gehen die Referenzpunkte o auf allen Tori
durch eine glatte Funktion von I auseinander hervor, so bilden die I und 0 ein Koordi-
natensystem auf g, das als Winkel- irkungs-Koordinaiens istem bezeichnet wird . Daß
0i, wie ein Winkel, tatsächlich nach 21r in sich zurückläuft, wurde hier nicht gezeigt und
es wird auf die Literatur verwiesen [AA89].

Die Bewegung des Systems in den neuen Winkel-Wirkungs-Variablen stellt sich besonders
einfach dar :: Die Hamiltonfunktion H ist eines der n Integrale Ft der Bewegung, und kannfa:..u

	

Die
wegen (4 .31) in der Umgebung von T'(I) nach I aufgelöst werden, so daß H eine reine
Funktion von ..I ist :

H = H(I)

	

(4.36)

10 Auch durch 44: a . . . o ; wirkt die Gruppe En transitiv auf T" (I) .
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Da (I, 0) den kanonischen Vertauschungsrelationen (4 .16) genügt, drückt sich in ihnen
der Hamiltonsche Fluß durch die kanonischen Bewegungsgleichungen aus:

OH

aH
aI

Mit Hilfe der Koordinatentransformation (p, q) -> (I, A) kann die Dynamik in den ur-
sprünglichen Koordinaten (p, q) durch p(I (t), 0(t), Q) und q(I(t), ®(t), Q) ausgedrückt
werden.

4 .3 .2 . iabatent eorie integrabler Systeme

Wie in der Quantenmechanik (Abschnitt 3 .1) gibt es auch in der klassischen Mechanik ein
Adiabatentheorem. Allerdings ist die Gültigkeit dieses Theorems auf die sehr spezielle
Klasse integrabler Hamiltonscher Systeme beschränkt . Ein weiteres Theorem dieser Art,
das für ergodische Hamiltonsche Systeme gilt, wird in Abschnitt 4 .4.2 vorgestellt.

In diesem Abschnitt werden im wesentlichen die Ergebnisse von A . NEISHTADT [N76]
vorgestellt, die die adiabatische Entwicklung integrabler Systeme mathematisch rigoros
beschreiben .ii Neben dem Adiabatentheorem von NEISHTADT wird in Kapitel 5 ein
Satz über die Mittelung von Observablen benötigt, der auf S . GOLD et al. zurückgeht
[GKM89] . Dieser wird im folgenden ebenfalls angegeben.

Gegeben sei ein nichtautonomes Hamiltonsches System, dessen Hamiltonian H(p, q, Q)
außer von den kanonischen Variablen (p, q) von einem Satz Q E J4~€Q C Rk von k Parame-
tern abhängt . Für konstante Q E Mq sei das System Liouville-integrabel . Die äußeren
Parameter sollen sich sich zeitlich gemäß einer Vorschrift

C : r E [0,1]

	

Q(r) E

	

r := et

	

(4.38)

verändern, 'wobei e = 1/T (adiabatischer Kleinheitsparameter) das Inverse der Beobach-
tungsdauer T und die Kurve C eine stückweise stetig differenzierbare Funktion ist (siehe
uzten).

Das Adiabatentheorem besagt nun folgendes : Im Limes e -4, 0 bewegt sich das System für
fast alle Startwerte auf dem instantanen n-Torus des autonomen Systems H(p, q, Q(r) =-
tonst.), der die konstante Wirkung I des Ausgangszustands hat . Man sagt, die Wirkung
I ist eine adiabatische Erhaltungsgröße.

Im folgenden wird das etwas allgemeinere Adiabatentheorem von A . NEISHTADT ange-
geben, das für sog . Stamdar'dmultiphasensysteme gilt . Der Zusammenhang zu den obigen
Aussagen wird auf den ersten Blick nicht deutlich, so daß eine Übersetzung der exakten
mathematischen Aussagen dieses Satzes im Anschluß geliefert wird.

Es seien J Koordinaten einer offenen und beschränkten Teilmenge G E iam und 4o die
eines Torus Tn (m > n) . Ein System von Differentialgleichungen auf G x T n heißt

i z ür eine ausführliche mathematische Behandlung siehe zum Beispiel [N76] und [LM88].

0=
0

(4 .37)

= : w` (I , Q)
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Standardmultiphasensystem, wenn gilt:

J = ef (J, c, e)

	

(4 .39)
= w(J) + eg(J, so, e) J '

wobei . f, g E C1 (G x Tn x R) und f (J, 0, 0), 'f
-(f '°) E Cn+2(Tn) 12 Sei ferner G > E tm

eine offene und beschränkte Menge, die den Abschluß von G enthält, d. h . C G> , so
daßwEC1(G>)undrg( ) =nfüralle JEC> .

Das zugehörige gemittelte System lautet

J = e fo(J),

	

(4.40)

wobei fo(J) := (2R) n fo . . . fö f (J, p , 0)dc

Seien J(t) = J(t; J (°) , cp ( °) , e) bzw.-.-I(t) = J(t ; JO° ) , e) = J(et, J l° ) ) Lösungen des Systems
(4.39) bzw. (4.40) zu den Anfangsbedingungen J E° ) E G, (pl° ) E Tn . Betrachte eine
beschränkte Menge U C G x T"', für die die Lösungen 1(t) mit (J (° ) , cp(°)) E U im
Zeitintervall [0, T] (T = E) wohldefiniert sind, d. h. daß J(t) für t E [0,T] G nicht
verläßt.

Der maximale Abstand zwischen den Trajektorien J(t) und J(t) im Zeitintervall [0, T]
wird gemäß

A(J( ° ) , (pm, e) :=
tEr I J(t) - J(t)I, ((J o °), v(°)) E U)

	

(4.41)

definiert, falls die Trajektorie J(t) für alle t E [0, T] in G verläuft, bzw.

00) , e) := 00,

	

(4.42)

falls nicht . In (4.41) wird z. B. die Manbatten-Norm 1J(t) -J(2)1 := Ea, IJs( t) -- Ji(t)1
benutzt . Für p > 0 können die beiden Mengen

U(p, e) := {(Jo), 00) ) E U ®(J(° ) , So(°) e) < p},

	

(4.43)

L( e)	U iU(p, e)

	

(4 .44)

definiert werden, die angeben, für welche Anfangswerte aus U sich die Trajektorien we-
niger bzw. mehr als p voneinander entfernen.

Mit Hilfe obiger Definitionen kann das Adiabatentheorem für Multiphasensysteme wie
folgt formuliert werden:

Satz 4 .1 (Adiabatentheore f r Multiphasensysteme (A . NEISHTADT [N76]))
Es gilt :

®(J( °) y;,(° ) e) dJ(° ) de) <

	

(4.45)

'de > 0, dc1~ < p < c2 : meas(D(p, e)) < c~,

	

(4.46)
P

wobei K1 i cl, c2 und e 'von e und p unabadngige . Konstanten sind. Dieses Ergebnis ist

optimal.

12 Häufig werden f(J, o, 0) und 8/(J ,O) als analytisch Vorausgesetzt [LM88j, während sich obige Be -

dingung bis auf Cn+1 (Tp') abschwächen Mt [GKM89].

r
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Beweis : Siehe zum Beispiel [N76], [LM88] oder [GKM89].

Optimalität bedeutet, daß es den obigen sehr allgemeinen Voraussetzungen genügende
Systeme gibt, für die die gemittelten Abweichungen (4 .45) der Bahnen des gemittelten
und des ungemittelten Systems genau von der Ordnung 0 (/) sind.

Auf Hamiltonsche Systeme angewendet heißt das : Zunächst muß das Hamiltonsche Sys-
tem für jeden Parameterwert Q(et) auf Winkel-Wirkungs-Variablen transformiert werden.
Dies ist eine zeitabhängige kanonische Transformation, so daß sich der Hamiltonian in
den neuen Koordinaten (I, 0) gemäß

11(I, 6, Q) = H(p(I , 0, Q), q (I , 0, Q), Q) +
(8Q J

Q

	

(4.47)
4,7

ausdrückt. Dabei ist S eine Erzeugendenfunktion, die die kanonische Transformation auf
Winkel-Wirkungs-Variable bewirkt . Die Bewegungsgleichungen in den neuen Koordina-
ten lauten nun

di
dQ a

4.48=

d
®i

	

=

~~
(8S)

dt a0=

	

8Q e

Q

(

	

)

(4 .49)
dt ä dt aIi	aQ Q$

Bei dieser Herleitung ist einzuwenden, daß nicht ohne weiteres zu erkennen ist, ob die
Ableitungen von S, die hier gebildet werden, global definierte glatte Phasenraumfunktio-
nen sind, da S selbst, wegen äi = 0, keine global definierte Funktionen des Phasenraums
sein kann. Für die Anwendbarkeit von Satz 4 .1 ist dies von großer Bedeutung . Daß diese
Funktionen in (4.48) und (4 .49) wirklich diese Eigenschaft besitzen, wird im folgenden ge-
zeigt . Eine andere Herleitung, die auch in dem sehr viel komplizierteren Fall ergodischer
schneller Dynamik

	

wird in Kapitel 5t1 durchgeführt.mschneller i+ä,iiin' anwendbar i~tL, w1rCl

Um die partiellen Differentiationen in (4 .48) und (4.49) vertauschen zu können, muß
(as) durch partielle Ableitungen bei festgehaltenen neuen Koordinaten ausgedruckt

.9Q )q,Q

werden . Definiere daher S(I, 0, Q) := S(q(I, 0, Q), I, Q) . Die partielle Ableitung (8Q)4 Q

läßt sich gemäß

~ aQ~I B - (~ )j ,Q ( aQ )I,8
as -

PöQ

	

(4.50)

umrechnen . Dabei wurde die Eigenschaft p = () der Erzeugendenfunktion benutzt.

Betrachte nun

a( aS )

	

a [ as

	

ag l
06 t,aQ ), g,0 - 08 ~ aQ - PAQ I

	

a r aS

	

aq

	

f ap ag ap aq

	

- aQ ~ 56

	

86 + [8Q 86 56 aQ
=o

0

(4.51)
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Das Verschwinden des ersten Klammerausdrucks ist eine Folge der Eigenschaften von S.
Es ist nämlich für festes Q

(8S\~_ r q

	

-

	

~ a6~ -J

	

\ ir,Q

([G801 S . 447) . Der zweite Klammerausdruck enthält nur noch glatte Funktionen des
Phasenraums und wird in Kapitel 5 mit C bezeichnet.

Die zweite partielle Ableitung är (g)g e kann ebenfalls gemäß

a as 1

	

8 as

	

aq
äI ~äQ)a.s - äI äQ

_ pä3-

	

as

	

aq~ ~ ap ag ap aq

äI äI ~ äQ äI äI äQ

__es-g

ap aq ap aq -

aQ aI al aQ

umgeformt werden, wobei (j)1,9 O. Dieser Term wird in Kapitel 5 mit B bezeichnet.

Somit sind die in den Bewegungsgleichungen (4 .48) und (4 .49) vorkommenden Funktionen
glatt, so daß die obigen Bedenken bei der Anwendung von Satz 4 .1 ausgeräumt sind.

Die n Wirkungen I und die k Parameter Q, deren Dynamik sich wegen (4 .38) gemäß

(4.52)

a-

(4.53)

di Q

a3
(4 .54))

formulieren 1ä1ät, bildenden die langsamen n i k =: f~

	

n Variablen des Stan ...w_-_-e~ard77lul~ ~;

	

~

	

VWi1W6J1V .F+

	

..,_

tiphasensystems. Die Winkelvariablen 0 sind Koordinaten des n-Torus und bilden die
schnellen (v.

Das Adiabatentheorem trifft nun folgende Aussage: Im Mittel über den „zulässigen"
Phasenraum 13 U ist die maximale Abweichung der Wirkungen I, die sich gemäß (4.48)
entwickeln, von der Ausgangswirkung I f°> von der Ordnung , geht also im . adiabati-
scheu Limes mit e -~ 0 gegen null.

Ebenso wie in der Quantenmechanik keine Aussage über die Phase gemacht wurde, wird
hier keine Aussage über die Entwicklung der Winkel ;a gemacht . Dazu benötigt man
einen Satz über die Mittelung von Phasenraumfunktionen, der insbesondere in Kapitel 5
bei der Herleitung des Hannaywinkels von Bedeutung ist.

Dazu, betrachtet man Phasenraumfunktionen A(J, 40, e) für die dieselben Bedingungen wie
für die Funktion f aus (4 .39) gelten, nämlich A .E . CI(GxT'xlR) und A(J, ®, 0),

	

E

13 Es ist nur sinnvoll, über adiabatische Eigenschaften zu sprechen, wenn die gemittelte Bewegung auf

dem Zeitintervall [0, T] existiert . Daher werden nur Startwerte in Ü betrachtet (siehe Seite 51) .
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Cn+2(Tn ) . Dann können für alle (J (° ) , 4o ( ° ) ) E U und alle Zeiten t E [0, T] die beiden
Größen

A(t) := €
fT

(4.55)

A(t) := e j dt'A(J(t')) (4.56)

definiert werden, wobei A°(J) :=
(2 ) n fö" . J ä " A(J, cp, 0)d=,o die über cp gemittelte

Funktion ist . A(t) ist das zeitliche Mittel über eine Bahn des Multiphasensystems,
während A(t) das zeitliche Mittel der über co gemittelten Funktion unter der Zeitent-
wicklung des gemittelten Systems (4 .40) ist.

Die maximale Differenz von A(t) und A(t) ist analog zu (4 .41) definiert als

A(J (°) , (p (o) e) := ¢ffiQ x 1A(t) - 71(t )I

	

(4.57)

und gibt an, wie stark sich die Zeitmittelwerte (4 .55) und (4 .56) entlang einer Trajektorie
mit Anfangswert maximal unterscheiden . Die Menge aller Anfangswerte (J(°), cp (o)) E U,

für die A größer als eine Konstante p > 0 ist, wird mit D(p, e) bezeichnet:

-b(P, e) :_ {(J(°), 0°)) E U T A(J(° ) , so(° ) , e) > p} (4.58)

Ein Theorem zur Mittelung von Phasenraumfunktonen lautet dann:

Satz 4 .2 (Mittelung von Phasenraurnfunktionen (S . GOLIN et al. [GKM89]))
Für e > 0 und p > 0 gilt :

Ju

	

(°)'vr-(0)' ~)dr(O) dcp(o) G si; /7.

	

(4.59)

~. ,

	

.,

	

,j
measmp, E)) <

P
wobei I% und c von e und p unabhängige Konstanten sind.

Beweis : siehe [GKM89].

Im Abschnitt 4 .4.2 werden ähnliche Sätze für ergodische Hamiltonsche Systeme ange-
geben. Im Gegensatz zu den Ergebnissen für integrable Systeme jedoch, reichen die
Ergebnisse aus der Literatur für die Anwendung in Kapitel 7 nicht aus, so daß einige
Erweiterungen im Rahmen dieser Arbeit gemacht werden müssen.

A .4 'O.-<,.
(e;.Led y

Im Gegensatz zu den integrablen Hamiltonschen Systemen gibt es für ergodische neben
der Energie, die die einzige Erhaltungsgröße ist, keine weiteren unabhängigen Erhal-
tungsgrößen. Dadurch verläuft die Bewegung auf einer (2n - 1)-dimensionalen Fläche

(4.60)

0
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konstanter Energie, der Energieschale . Ergodisch ist das System nun, wenn fast jede Tra-
jektorie - es gibt einige maßtheoretisch unbedeutende Ausnahmen - jedem Punkt der
(2n - 1)-dimensionalen Energieschale beliebig nahe kommt (die Energieschale also dicht
füllt), wobei das Zeitmittel einer beliebigen Observablen entlang einer solchen Trajekto-
rie durch ein Mittel über die Energieschale mit einem von der Trajektorie unabhängigen
Maß ersetzt werden kann . L . BOLTZMANN hat den Begriff „ergodisch" geprägt, der aus
den griechischen Wörtern ergon (Arbeit) und odos (Weg) gebildet ist und etwa „Pfad auf
der Energieschale" heißt [M88a].

Die Ergodizität ermöglicht es, zeitliche Mittelwerte von Observablen, die typischerweise
in thermodynamischen Systemen gemessen werden, mit einem geeigneten Ensemblemittel
über die Zustände der Energiehyperfläche zu vergleichen . Hier ist das Ensemblemittel
das mikrokanonische.

Hamiltonsche Systeme mit einem Freiheitsgrad sind sowohl integrabel als auch ergodisch,
da in diesem Fall die Energieschale mit dem 1- T orus übereinstimmt. Daher ist die Ergodi-
zität für einen Freiheitsgrad generisch . Fier Systeme mit n > 2 hingegen, sind ergodische
Systeme ebenso selten wie integrable. Beim herausgreifen eines beliebigen Hamiltonschen
Systems trifft man ein ergodisches mit verschwindender Wahrscheinlichkeit [MM74].

Die Dynamik ergodischer Systeme mit mehr als einem Freiheitsgrad ist i . a. chaotisch,
d. h. hat möglicherweise positive Lyapunovexponenten . Daher kann die Bewegung sensi-
tiv von den Anfangsdaten abhängen, so daß sich eng benachbart startende Trajektorien
exponentiell voneinander entfernen . Trotz deterministischer Dynamik sind daher für sol-
che Systeme keine Langzeitprognosen der Bewegung möglich.

In Abschnitt 4 .4.1 wird die ergodische Bewegung präziser charakterisiert und einige,
rdigenden I,

	

4-e • . i te Gr6Ben definiert wie das von der Energieschale eingeschlossene
Phasenraumvolumen.

Im darauffolgenden Abschnitt 4.4.2 werden nichtautonome Systeme betrachtet, die für
festgehaltene äußere Parameter ergodisch sind . Wie für integrable Systeme existiert
auch für ergodische ein Adiabatentheorem, das 1961 von T. KAZUGA bewiesen wurde.
Die adiabatische Erhaltungsgröße ist das 2n-dimensionale Phasenraumvolumen, das von
der (2n - 1)-dimensionalen Energieschale eingeschlossen wird . Im adiabatischen Limes
verläuft die Bewegung auf den instantanen Energieschalen, die alle das gleiche Pha-
senraumvolumen einschließen . Über die Bewegung auf der Energieschale wird, wie im
integrablen Fall, durch das Adiabatentheorem keine Aussage gemacht.

Die sensitive Abhängigkeit von den Anfangsdaten macht es unmöglich, Fiber den Endzu-
stand der Trajektorie Aussagen zu machen . Wohl aber ist es möglich, eine Aussage über
die „Länge" der Trajektorie in Einheiten einer zeitähnlichen Größe zu machen, in der sich

+

	

+

	

lein zur Berryphase und zum Hannaywinkel anaaoger Hoaoriomaeefflle1
6~~ zeigte (Kapitel4~el 7).

Analog zum Mittelungssatz 4 .2 wird ein Satz bewiesen, der im adiabatischen Limes die
Mittelung von Phasenraumfunktionen über das mikrokanonische Ensemble erlaubt, und
das Kazugasche Adiabatentheorem wird so verallgemeinert, daß es auf Slow-Fast-Systeme
anwendbar ist (siehe Kapitel 7) .
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4 .4 .1 Charakterisierung ergod.ischer Dynamik

Betrachte ein Hamiltonsches System mit n Freiheitsgraden, dessen Hamiltonfunktion
H(p, q) nur von den kanonischen Koordinaten p und q abhängt. Ferner sei die Hamilton-
funktion so beschaffen, daß die resultierende Dynamik neben der Energie E := H(p, q)
keine weiteren unabhängigen Erhaltungsgrößen zuläßt . Die Bewegung verläuft dann we-
gen der Energieerhaltung auf einer Energieschale . Ferner komme fast jede Trajektorie l4

jedem Punkt der zugehörigen, beschränkten15 Energieschale beliebig nahe und zwar so,
daß Zeitmittelwerte glatter Observabler A(p, q) entlang einer solchen Trajektorie (mit An-
fangswerten p ( °) und q(°)) durch geeignete Ensemblemittelwerte über die Energieschale
E = H(pi°l , q(°)) ersetzt werden können:

T
VA E L 1(M) :

Tlim 21 jT dt A(p(t , p(0) , q (0)), q(i, p(0) , q (0) )) = fdrnE A(p,q) (4 .61)

Hamiltonsche Systeme mit diesen Eigenschaften nennt man ergodisch (dm E ist dabei
das ergodische Maß auf der Energieschale mit Energie E) . Die Ergodizität schließt zum
Beispiel die Möglichkeit aus, daß Trajektorien zu Startwerten aus einer Menge, die ein
endliches Lebesguemaß besitzt, auf Teilbereiche der Energieschale beschränkt sind.

Damit die betrachtete Energiehyperhäche, festgelegt durch E H(p, q), eine (2n - 1)-
dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit des Phasenraums bildet, betrachtet man nur
eine offene Teilmenge C' des Phasenraums M, auf der keine lokalen Extrema von H(p, q)
liegen, d. h . :

d(p , q) E G :
;[&)

~I

	

2@2

~ ~
Su
äqs~

00

	

(4.62)

Ist (4.62) nicht erfüllt, so können die Energiehyperiächen entweder zu niedriger dimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten degenerieren, oder, wie z . B . im Fall einer Separatrix, in der
Umgebung der instabilen Fixpunkte gar keine Mannigfaltigkeit mehr bilden.

Da das Hamiltonsche System nach Voraussetzung in g keine ins unendliche führenden
Trajektorien besitzt, sind die glatten Hyperflächen konstanter Energie

SE : .- {(p, q) E Q C M H(p, q) = E}

	

(4 .63)

in sich geschlossen, d . h. haben keinen Rand, und bilden daher selber den Rand einer 2n-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit IE := {(p, q) E M] (p, q) < E} des Phasenraums
M, i6 deren Volumen gegeben ist durch

J(p 5 q ) :=

	

d"`p dnq . (4.64)

"„fast jede" ist, hier im maßtheoretischen Sinne bzgl . des Lebesguemaßes auf dem Phasenraum M
gemeint.

15 Es sollen solche Energieschalen des Systems ausgeschlossen werden, auf denen Trajektorien ins Un-
endliche führen.

"Hier wurde vorausgesetzt, daß der Phasenraum M einfach zusammenhängt . Anderenfalls ist nicht
gewährleistet, daß aus 6SE = 0, SE = 6IE folgt, da dann die Homologiegruppe von M möglicherweise
nichttrivial ist ([CdWD91] S . 222f) .
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Abbildung 4 .3 : Der 2n-dimensionale Phasenraum ergodischer Systeme ist durch die (2n-
1)-dimensionalen Energiehyperflächen stratifiziert.

Im folgenden wird vorausgesetzt, daß IE bzw. SE zusammenhängend ist . Falls dies nicht
7

it~L
1

	

te betrachtet .

	

der Defini-
tion

sein sollte, wird nur eine Zusammenhangskomponente ucuiaa,ut e~ua..l, . Bei	
tion von IE wurde o . B . d. A, angenommen, daß die Energie der von der Energieschale
eingeschlossenen Punkte (p, q) niedriger ist als die Energie E . Dadurch ist der Phasen-
raum, zumindest in 7, durch die Energiehyperflächen S E stratifiziert, ähnlich wie eine
Zwiebel durch ihre Schalen (Abbildung 4 .3).

Das Volumen des von einer Energieschale SE eingeschlossenen Phasenraumteils JE als
Funktion der Energie ist gegeben durch

j(E) J(H(p, q)) = j(p , q) =
JrG

ep d' q ,

so daß 3 auf einem geeigneten Energieintervall stetig differenzierbar und streng monoton
steigend ist . Somit kann 3(E) eindeutig nach E aufgelöst werden, und E = £(J)
ist ebenfalls eine streng monoton steigende, stetig differenzierbare Funktion auf einem

lgeeigneten J'1Tterv
saaua.i

Aylsn•

Wegen . (4.62) und der strengen Monotonie folgt für j(p, q) . := J (H(p, q)):

d(p , q) E
e=1 [(v-)

	

2

	

(4.66) ~~

IdonsG

.(4 .65)
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ist somit ebenso wie die Energie zur eindeutigen Charakterisierung einer Energiehy-
perschale S(J) := SE geeignet und kann daher anstelle der Energie verwendet werden.
Im folgenden wird die Energie E durch das Phasenraumvolumen J ersetzt, da J, im
Gegensatz zu E, unter adiabatischer Veränderung der Hamiltonfunktion erhalten bleibt.

4 .4.2 Adiabatentheorie ergodisc er Systeme

Wie bereits in Abschnitt 4 .3.2 erwähnt, gibt es auch für die ergodischen Hamiltonschen
Systeme ein Adiabatentheorem, das in diesem Abschnitt vorgestellt und erweitert wird.
Es stammt von T . KAZIJGA und wurde 1961 veröffentlicht [K61].

KAZUGA betrachtete ergodische Hamiltonsche Systeme, deren Hamiltonfunktionen H
außer von den 2n kanonischen Variablen p und q von einem externen Parameter s
abhängen (H = H(p, q, s)) . Dieser entwickelt sich zeitlich gemäß .s = t/T, wobei T = 1/e
die Beobachtungsdauer des Systems und e der adiabatische Kleinheitsparameter ist.

Das Adiabatentheorem besagt, daß die Bewegung im Limes e - 0 (adiabatischer Limes)
zu jedem Zeitpunkt t auf der instantanen Energieschale des Systems verläuft (H(p, q, s =
tonst .)), die das konstante Phasenraumvolumen J ( °) 7(H(p (° ) , q(°) , s ( °)), s (°)) des An-
fangswertes (p(° ) , q(°)) einschließt . Das Phasenraumvolumen ist die einzige adiabatische
Invariante.

Das Kazugasche Adiabatentheorem gilt nur für nichtautonome Systeme, deren Dynamik
nicht auf die Bewegung der langsamen Parameter zurückwirken kann . Da in Kapitel 7
die langsamen Parameter mit in das dynamische System einbezogen werden, und die
ergodische Dynamik auf die langsamen Parameter zurückwirken kann, muß das Theo-
rem entsprechend erweitert werden . Diese Erweiterung, die stark an die Arbeiten von
KAZUGA, NEISHTADT und GoLIN et al . angelehnt ist [K61, N76, GKMS9], wird in An-
hang C.1 explizit durchgeführt.

Im folgenden wird das erweiterte Adiabatentheorem für Slow-Fast-Systeme mit ergodi-
scher schneller Dynamik vorgestellt und sein Beweis skizziert . Das Kazugasche Theorem
kann ohne weiteres als Spezialfall des erweiterten angesehen werden.

Ausgegangen wird von einem wie in Abschnitt 4 .2 definierten Hamiltonschen Slow-Fast-
System mit k langsamen und n schnellen Freiheitsgraden, das durch die Hamiltonfunktion

H(P, Q, p, q) = Hi (P, Q) + H2(p , q , Q)

	

(4 .67)

charakterisiert ist, und dessen schnelle Dynamik bei festgehaltenen (P, Q) E x MQ
für geeignet gewählte Energien, wie in Abschnitt 4 .4.1 beschrieben, auf einer (2n - 1)-
dimensionalen Energiehyperfiäche des schnellen Teilsystems ergodisch ist.

Zu jedem festen (P, Q) gibt es nach den Ausführungen des vorherigen Abschnitts ein ,-
Intervall, in dem die Energieschalen wohldefiniert sind . Im folgenden wird vorausgesetzt,
daß für alle (F, Q) E Mp x 1~/f ein gemeinsames J-Intervall (Jl , J2) existiert, für das
(2n -1)-dimensionale Energieschalen existieren . Bei der Untersuchung der adiabatischen
Eigenschaften des Systems wird daher der schnelle Phasenraum auf

cQ =

	

l~ S (J, Q) _ {(p, q) E M J Ji < J(p, q, Q) < J2 }

	

(4.68)
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beschränkt . 17

Betrachte die Bewegungsgleichungen des Slow-Fast-Systems

(4 .69)
dP

= -aQ(P}Q,p,q),
dr 8P

1(P,Q),

dp 1 Ma dq 1 8112_ (4.70)
dr e aq ' dr e 8p

auf der Menge D := {(P, Q, p, q) IP E .Ap, Q E ~3i ~, (p, q) E gQI, wobei hier die Tren-
nung der Zeitskalen des Systems „künstlich " durch Einfügen von e in (4 .70) erreicht
wurde. Die Hamiltonfunktion H(P, Q, p, q) muß zweimal stetig differenzierbar sein (wei-
tere, eher technische Bedingungen an das System sind in Anhang C .1 aufgeführt) . Es
ist r = et die Zeit gemessen auf der für die langsamen Freiheitsgrade charakteristischen
Zeitskala . Der Beobachtungszeitraum ist auf dieser Skala das konstante r-Intervall [a, b].

Mittelt man das System (4 .69,4.70) über die Energieschale S(3, Q) := SE(7,Q),Q, so
erhält man die gemittelten Bewegungsgleichungen

dP aH -

	

dQ aHl
är ~- - (P , , 3), dr = aP (P, Q),

d3

dr = 0'

wobei := fs
(7 Q)

odmy ,Q ist . (4 .72) ist notwendige Bedingung für die adiabatische Inva-
rianz des Phasenraumvolumens (siehe Satz C.1 auf Seite 114 und (C .14) auf Seite 120).
Der Kürze halber werden im folgenden die langsamen Freiheitsgrade durch . J (P, Q)
abgekürzt.

Zu gegebenen Startwerten (J(° ) , p( °) , q ( ° ) ) E D wird die maximale Abweichung der .gemit-
Lte lte

	

gemit-
telten 1J~ )j 6 / 'r(0)~ von der ürsparüug~jli..~	 : . ~• Ichen

Bahn (J(r), ~' II3(r)) durch(7(
1
r.1~

®j(a9 b, J ( °) , p(° ) , g(°), )

ay(a , b,
J (o),

p(° ) > e) , e)

definiert, falls die Bahn in D bis zum Zeitpunkt r = b fortgesetzt werden kann . Ande-
renfalls setzt man

®j(a, b, Jo), p(°),
q (o) , e) _

®.y(a, b , j(° ) , p( ° ) , q(° ) , e)

Dabei ist J(r) = (P(r), Q(r)) der zu den Anfangswerten (JO), p` ) , q ( °) ) gehörende nu-
stand des langsamen Teilsystems zum Zeitpunkt r, der sich durch Integration von (4 .69,
4.70.) ergibt.

17Beachte, daß die in Abschnitt 4 .4 .1 eingeführten Größen hier wegen der Form (4 .67) der Hamilton-
funktion von Q E Mt? , nicht aber von P E Mp abhängen . Somit ist S(J) = S(J, Q), usw.

(4.71)

(4.72)
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Die Menge

L(a, b, e, S) _{(J(°) , p(° ) , q(°) ) E

	

J(a , b , J(°) , p(° ) , g(°), 6)

+ ®~(a , b , J ( °) , p(°) , g(° ) , 6) < 61

enthält alle die Startwerte in D, für die ®J + L kleiner als eine vorgegebene kleine Zahl
S > 0 ist.

Bezeichnet man mit D ( °)(a, b, p) die Menge der Startwerte in D, für die das gemittelte
System (4 .71,4 .72) auf dem ganzen Zeitintervall [a, b] eine Lösung in D besitzt, die zu allen
Zeiten r E [a, b] vom Rand von D den Abstand p > 0 hat, so kann das Adiabatentheorem
für ergodische Slow-Fast-Systeme wie folgt formuliert werden:

Satz 4.3 (Adiabatentheorem für autonome Slow-Fast-Systeme) Unter den obi-
gen Voraussetzungen gilt

I(2n+2k) [D(°) (a , b , p) - L(a, b, e, 6)] 5--'0> 0

	

(4 .74)

für aide p > 0 und S > 0 . /z(2n+2k) ist dabei das Lebesguernai des IR.(2n+2k)

Der Satz besagt, daß im adiabatischen Limes e -+ 0 das Lebesguemaß der Menge der
Startwerte in D ( °)(a, b, p), für die der Abstand zwischen der gemittelten und ursprüngli-
chen Trajektorie größer als eine beliebige positive Zahl S ist, für alle b > 0 verschwindet.
D . h. für p(2,,+270 -fast alle Startwerte in D(°) (a, b, p) konvergiert das gemittelte System
(4.71,4 .72) gegen das ursprüngliche (4.69,4 .70), so daß im adiabatischen Limes anstelle
des ursprünglichen das einfachere gemittelte betrachtet werden darf . Dies geht natürlich
auf Kosten der Kenntnis der schnellen Bewegung . Ebenso wie die anderen Adiabatentheo-
reme, macht Satz 4.3 keine Aussage über den Verbleib der Trajektorie auf der instantanen
Energieschale.

Zu den 2k langsamen Koordinaten J - (F, Q) des Systems gesellt sich das Phasenraum-
volumen als weitere langsame Koordinate . Die Nomenklatur wurde hier in Analogie
zum integrablen Fallgewählt.

Der Beweis des Satzes besteht nun darin, zunächst für ein genügend eingeschränktes
Teilintervall der Beobachtungszeit [a', b'] c [a, b] die Existenz beider Trajektorien zu
zeigen und deren Abstand im Mittel über D (° ) (a', b', p) abzuschätzen . Diese Abschätzung
ist technisch recht aufwendig, und es wird daher auf Anhang C .1 verwiesen.

Eine Erweiterung der Aussage auf das gesamte Beobachtungsintervall gelingt durch ein
„bootstrap"-Argument, das etwa wie folgt funktioniert : Man nimmt an, das Adiabaten-
theorem sei maximal für ein Intervall [a, ß] mit ß < b zu erfüllen . Ebenfalls gibt man ein
zweites Zeitintervall [a", ß" ] (a < a" < ß, ß < ß" < b) vor, für das der Adiabatensatz für
eine bestimmte Menge von Startwerten D ( ° ) (a", ß", p) erfüllbar ist . Nun wird gezeigt,
daß der Schnitt dieser Menge mit der Bildmenge von D ( °) (a, b, p) im adiabatischen Limes
maßtheoretisch gegen die Bildmenge von D ( °) (a, b, p) konvergiert, so daß das Adiabaten-
theorem für fast alle Startwerte aus D (°)(a, b, p) bis zum Zeitpunkt ß" > ß ausgedehnt
werden kann.. Dies steht Jedoch im Widerspruch zur Annahme, das Adiabatentheorem

(4.73)
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gelte maximal auf dem Zeitintervall [a,(3] . Der Beweis des Adiabatentheorems ist ausführ-
lich im Anhang C .1 durchgeführt.

Eine wichtige Erweiterung des Adiabatensatzes 4.3, insbesondere in Hinblick auf Kapi-
tel 7, stellt der Mittelungssatz für Observablen A.(J, p, q) dar, der im adiabatischen Limes
die Ersetzung des Zeitmittels von A(J, p, q) entlang einer Trajektorie von (4 .69,4.70)
durch das Zeitmittel der über die instantane Energieschale gemittelten Observablen
.A(J, J) entlang der Trajektorie des gemittelten Systems erlaubt.

Sei A(J, p, q) E C ; (D) und

A(r)

	

:- ~T A (J ('r' ), p(r' ), q(r' )) dr' (4.75)
~

T

	

_

A(r) ~

	

( .A)(J(r'),~(r'))d (4.76)

wobei (®) = fs(3,Q) sdm ,j-,Q ist . Dann wird die maximale Differenz dieser beiden Zeit-
mittelwerte auf dem Zeitintervall [a, b] mit

AA(a, b , J( ° ) , p(° ) , q(° ) , e ) := max (A(r) - A(r)1

	

(4.77)
«<T<b

bezeichnet . Die Menge der Startwerte, für die AA + A j + ®r < S, ist

IA(a, b, s , 6)

	

{(J(°), p( ° ) , q(°) ) E Dl A(a, b , Jo) , 0) , q(°) , s )

~ .J(a , b , J(°) , p(°) , q( ° ) , 5 ) + n3 (`-', b, J(°) , p(o) , 9,0) , e) < S},(4.78)

so daß der folgende Mittelungssatz formuliert werden kann:

Satz 4.4 ' a `•

	

ergodisehen Slow-Fast-Systemen)~39l~it$eiEd81~' von Observablena in arm..
Unier in diesem Abschnitt gemachten Voraussetzungen gilt

r (°)
(r

	

~kk'
S°e0 '

	

/A 7(1)
6(2sa-} 3k) I D	a, b p)

	

LA (a, b, s, /J

	

t`2 . f J)

für alle p > 0 und alle S > 0.

Der Beweis dieses Satzes ist dem des Adiabatentheorems ähnlich und wird in Anhang C .2
explizit durchgeführt .



62

	

KAPITEL 4 . KLASSISCHE HAMILTONSCHE SYSTEME



Kapitel 5

Integrable Slow.-Fast-Systeme und
Hannaywinkel

Nach den etwas längeren vorbereitenden Betrachtungen von Kapitel 4 ist es jetzt möglich,
die geometrischen Effekte in klassischen Systemen zu untersuchen. Dieses Kapitel dient
der ausführlichen Herleitung der geometrischen Effekte in Slow-Fast-Systemen, deren
schnelles Teilsystem Liouville-integrabel ist . Die Ergebnisse dieses Abschnitts, die die
schnelle Dynamik betreffen, sind nicht neu [H85, K90] . Ebenso ist das Verfahren zur
Konstruktion der Bewegungsgleichungen in diesem Zusammenhang schon von J . K0IL-

LEn verwendet worden [K90].

Kurz nach der Entdeckung der quantenmechanischen Holonomieeffekte durch M . BERRY

fand J . HANNAY einen analogen Effekt in klassisch integrablen Harniltonschen Systemen
[1185] . Die adiabatische Bewegung definiert über dem Parameterraum einen Zusam-
menhang, der sich in der Konstanz der Wirkungen ausdrückt und möglicher Weise eine
nichttriviale Holonomie in den Winkeln besitzt . Die Holonomie äußert sich in einer
Verschiebung a.uld dem Torus, die durch eine Differenz in den Winkelkoordinaten, , denf ucfia

	

a
sogenannten Hannaywinkein, beschrieben werden kann.

Da die ursprüngliche Darstellung der Iiannaywinkel [1185] und alternative Herleitungen
(z. B . [B85]) für eine Verallgemeinerung auf nichtintegrable System nicht geeignet sind,
wird hier eine neue Herleitung in Anlehnung an [K90] vorgestellt . Diese wird in Kapitel 7
so verallgemeinert, daß. sie auch in ergodischen . Hamiltonschen Systemen angewendet
werden kann.

Im adiabatischen Limes können die Kräfte, die von 'den schnellen auf die langsamen
Freiheitsgrade wirken, über den n-Torus gemittelt werden. Die resultierende effektive
Kraft, die nur von den adiabatisch invarianten Wirkungen des n-Torus abhängt, ist aus
schließlich eine Born-Oppenheimer-Potentialkraft . Neben dieser tritt kein geometrischer
Magnetismus auf, wie es vielfach in der Literatur behauptet wird [OT87, B89, K90,
BR93a, BR93b].

In 'Abschnitt 5 .1 werden die Bewegungsgleichungen des Slow-Fast-Systems in instan-
tanen Winkel-Wirkungs-Variablen ausgedrückt, so daß das Adiabatentheorem 4 .1 von

A . NEIsHTADT angewendet werden kann, und dadurch die schnellen von den langsamen

63
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Freiheitsgraden separiert werden . In den Abschnitt 5 .2 .1 wird die adiabatische Dynamik
der langsamen Freiheitsgrade ausführlich beschrieben und die dazu widersprüchlichen Er-
gebnisse in der Literatur kritisiert . Abschnitt 5 .2.2 behandelt die adiabatische Dynamik
der schnellen Freiheitsgrade ausführlich.

5 .1 Instantane Winkel-Wirkungs-Variablen und adia=
batische Naherung

Betrachte ein Slow-Fast-System der Form (4.18,4 .19), das wie in Abschnitt 4 .2.1 definiert
ist, und dessen schnelle Freiheitsgrade (p, q) bei festgehaltenen langsamen Freiheitsgraden
(P, Q) ein Liouville-integrables System bilden.

Obwohl die schnelle Bewegung bei festgehaltenen langsamen Freiheitsgraden integra-
bel ist, ist die Dynamik des gesamten Slow-Fast-Systems, das sich frei gemäß der aus
(4.18,4 .19) resultierenden Bewegungsgleichungen entwickelt, i . a. nicht integrabel und
damit seine Lösung sehr kompliziert.

Eine Näherungslösung kann für den Fall gefunden werden, daß die Zeitskalen der schnellen
und langsamen Bewegung sehr stark getrennt sind . Die Trennung der Zeitskalen wird, wie
in Abschnitt 4 .2.1 beschrieben, durch Einführen eines Kleinheitsparameters e erreicht.
Die Näherungslösung ergibt sich durch Mittelung der Bewegungsgleichungen über die
schnelle Bewegung, die zu einer Entkopplung von schnellem und langsamem Teil führt.

Dies setzt jedoch voraus, daß das Adiabatentheorem 4 .1 anwendbar ist . Im allgemei-
nen haben die Bewegungsgleichungen in den Variablen (P, Q, p, q) nicht die für Satz 4.1
notwendige Gestalt

J = f(J, (p , e),

	

= w(J) + Eg(J, w, ~)-

Dabei sind7 a Koordinaten des arm<sn undz w Winkel aufr einem n-Torus T
m

'
.,

(~ rn n).abe d ~ n)Die Ge-
stalt (5.1) der Bewegungsgleichungen erhält man dadurch, daß die integrablen schnellen
Freiheitsgrade für festgehaltene langsame Freiheitsgrade in Winkel-Wirkungs-Variablen
dargestellt werden. Die Wirkungen zusammen mit den langsamen Freiheitsgraden bilden
dann die m = 2k +n langsamen J, und die n Winkel 0 sind mit den p aus (5 .1) identisch.

Wie man bei festen Q das schnelle Teilsystem auf Winkel-Wirkungs-Variable bringt,
ist in Abschnitt 4 .3.1 skizziert worden . Dazu muß im folgenden vorausgesetzt werden,
daß die . schnellen Variablen p und q für alle Q E MQ genügend oft stetig differen-
zierbare Funktionen der Winkel-Wirkungs-Variable I und 0 sind. Genauer muß gel-
ten:

	

e , Q), qi(I , e, Q) E Ci' +'(T' ), pi(® , 0, a), gi(i
a

, 0, e ) E C 2(Rn X 14) (der „merk-
würdige" Grad n + 3 der Differenzierbarkeit nach 0 ergibt sich aus den Voraussetzungen
des Adiabatentheorems 4 .1).

Um das System der Form

w 2 = dPAdQ -¢- dpAdq

H(P, Q, p, q) = Hf (P, Q) + H2 (p, g, Q)

(5.1)

(5.2)

(5.3)
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in den Koordinaten (P, Q, I, 8) auszudrücken, muß sowohl die symplektische 2-Form w2

als auch die Hamiltonfunktion H(P, Q, p, q) in den neuen Koordinaten ausgedrückt wer-
den.

Für letztere gilt

H(P,Q,I) = H1(P,Q) +H2 (I,Q)

und hängt gemäß (4.36) nicht von den Winkeln 0 ab.

Zur Umrechnung von w2 wird die Summationskonvention benutzt, d . h. über zwei gleiche
Indizes wird summiert . Dabei ist zu beachten, daß griechische Indizes von 1 bis k und
römische von 1 bis n laufen. Die symplektische 2-Form w 2 transformiert sich gemäß

SapdP,„ A dQß +(5i,jdpi A dq,

Sap dPa A dQa + Si? dIi A d9; +

[aQa ~i - är a~a )

	

aQa i _ ä®i®i aQtt

~

dQa n dIi + [--

	

dQa A dOi +

~

ß

ap aq

	

Op ag

dQa
A

dQp
a< ~ QQa aQp aQp 8Qa

Die hier durchgeführte Koordinatentransformation l ist nicht kanonisch, weil die kanoni-
sche Struktur (4 .18) der 2-Form co' nicht erhalten bleibt . Dies liegt daran, daß die neuen
Koordinaten I und 0 neben den p und q von den langsamen Orten Q abhängen . Die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen haben nicht die kanonische Form, sondern müssen
gemäß IdH berechnet werden . Der kanonische Isomorphismus ist gemäß w?jjk =
(siehe Seite 43) gegeben und führt auf die Bewegungsgleichungen

ULI

	

aH

	

aH

	

a~
u- - aQ~ +

aIi + ~'aßaPß + ~CiaBiß -- Piaciß] aPß
cl~-f''a8

(5.5)

Pa =

-
a

+ C,a 8H

aH

aPa
OH

Ii = -Cia ~Pa

ih = ~
8H , 8H

+1.7ia
aP .

=:w t

Qa =

Die Gleichheit (1) wird in Anhang Ad gezeigt . Es wurden die folgenden Abkürzungen
benutzt :

[
Op az

	

an aq
Pa%i ---

aQa aQß - ~/Qß aQa ,

1 J . KoILLER hat diese Transformation in [K90] durchgeführt . Siehe auch S . 69 .

(5 .11)
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ap aq ap ag '
(5.12)

8Q0 84 ari aQ Q

ap aq_ap aq
(5.13)Ci°, - [8Qft 00 i 80 äQa .

Diese Bewegungsgleichungen enthalten noch keine Näherungen, sondern beschreiben die
Bewegung exakt . Bei festgehaltenen Q und P ergeben sich die Bewegungsgleichungen
(4.37) für die schnelle Dynamik.

Für eine Diskussion der Diskrepanz zwischen dem obigen Ergebnis und denen von E.
Gozzr und W. D . TRACKER [GT87], J . KOILLER (K90] und M . BERRY und J . RoBBINs
[BR93b] siehe Abschnitt 5 .2 .1.

Als nächstes wird die Slow-Fast-Eigenschaft des Systems ausgenutzt und die Anwendbar-
keit von Satz 4 .1 auf das Multiphasensystem (5 .7,5.8,5 .9,5 .10) gezeigt.

Die Trennung der Zeitskalen des Slow-Fast-Systems wird dadurch erreicht, daß im lang-
samen Hamiltonian (4.20)

( P,Q) = e'2 'ctß(Q)Pa Pp + I'(Q) (5.14)

der adiabatische Kleinheitsparameter e beliebig klein gemacht wird . Nach der Substitu-
tion P = eP lauten die Bewegungsgleichungen (5 .7,5.8,5 .9,5.10):

~r

Pa (5.15)-e aQa + ECia
-j

ari

Qa = E.0-P^ 0 (5 .16)
;Ti

	

= -eCi,.u'-'Y
_~~ P~

- Y (5 .17)
(ji

	

= wi(I, Q) + eBia~aQPß, (5.18)

die die Struktur (5 .1) eines Multiphasensystems haben. Dabei werden P, Q und I zu den
langsamen T zusammengefaßt, und die werden mit c identifiziert . Trivialer Weise ist die
Zahl m der langsamen Koordinaten größer als die Zahl der schnellen, d . h . m = 2k+n > n.

Die Voraussetzungen für Theorem 4 .2 aus Abschnitt 4 .3 .2 werden vom obigen System
erfüllt, vorausgesetzt rg (a(I7)	 l ) _ n gilt überall auf einer offenen, beschränkten Menge
G' E B,2'+', die Mp x MQ x M7 enthält.

Das über die schnellen Koordinaten Bemittelte System lautet unter Berücksichtigung von
(Cia)I,Q = 0 (siehe Anhang A .2)

Pa
OH

(5.19)
äQ a

e~cYß~ß (5 .20)

0 (5.21)

wi -¢- ( Bia)r , Q Q„ (5.22)
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wobei die Ableitungen von H(P, Q, I) wegen ihrer Unabhängigkeit von 0 aus den Mit-
telungen herausgezogen wurden . 2 (5.21) ist notwendige Bedingung für die adiabatische
Invarianz der Wirkungen. (®)r

Q
ist die Mittelung über den n-Torus Tn (I) und wird

durch
1

	

r2;

	

r27r

(0)I,Q

	

(2r )n ~o

	

J° ed01 . . . din

	

(5 .23)

definiert.

Die beiden Bewegungsgleichungen (5 .19) und (5.20) sind wegen der Konstanz der Wir-
kungen I vollständig von (5.21) und (5 .22) entkoppelt . Für vorgegebene Wirkungen I (° )
können sie daher unabhängig von der schnellen Dynamik integriert werden.

Mit gegebener Lösung von (5 .19,5 .20) können anschließend auch die schnellen Bewegungs-
gleichungen gelöst werden . Die Lösung des gemittelten Slow-Fast-Systems ist sehr viel
einfacher als die des ursprünglichen.

5®2 Dynamik adiabatischer Slow-Fast-Systeme

Mit Hilfe des Adiabatentheorems 4 .1 und des Mittelungssatzes 4 .2 für Observablen aus
Abschnitt 4 .3 .2 können die Abweichungen abgeschätzt werden, die eine Trajektorie des
gemittelten Systems (5 .19,5 .20,5 .21,5 .22) gegenüber einer des ursprünglichen Systems
(5.15,5 .16,5 .17,5 .18) zu den gleichen Anfangsbedingungen (P(°), Q (°) , I (°) , i (°) ) E D (o)

hat . Nach einer Zeit T N E
weicht jede Koordinate im Mittel über alle Anfangswerte in

D( °) um einen Betrag der Ordnung 0 (.) ab. Im adiabatischen Limes e -a 0 verschwin-
det für fast alle Trajektorien diese Diskrepanz zwischen gemittelter und nichtgeinittelter
Dynamik.

Da die Aussage maßtheoretischer Natur ist, gibt es keine Aussage über den Verbleib
einzelner Trajektorien . So könnte eine Menge von Startwerten von verschwindendem
Lebesguemaß existieren, für die sich die Trajektorien aufgrund von Resonanzen sehr viel
stärker voneinander entfernen, als es die meisten Trajektorien tun. Diese werden aber
in einer realistischen Meßsituation nicht beobachtet und sollen daher im Weiteren nicht
betrachtet zu werden.

Die beiden folgenden Abschnitte befassen sich mit der getrennten Lösung der langsamen
bzw. schnellen Bewegungsgleichungen.

5.2 .1 Dynamik der langsamen Freiheitsgrade

Untersucht werden in diesem Abschnitt die Eigenschaften der Dynamik der langsamen
Freiheitsgrade ir>? adiabatischen Limes . Die gemittelten Bewegungsgleichungen (5 .19,5 .20)Z B~+suvJV w

lauten

Pc, 8H
-e aQ,

(5 .24)

2Dies funktioniert nur für Winkel-Wirkungs-Variable .
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Q-% = eE«aPa. (5 .25)

Neben den durch H1 erzeugten Kräften tritt eine von den schnellen Freiheitsgraden aus-
gehende effektive Potentialkraft gegeben durch --WI auf, die in der Quantenmechanik
als Born-Oppenheimer-kraft bekannt ist .' Sie ist zum Beispiel in molekularen Systemen
für die chemische Bindung verantwortlich.

Mit Hilfe der Umskalierung der Zeit um den Faktor 1/e wird die Dynamik auf ihrer cha-
rakteristischen Zeitskala dargestellt und der Faktor e fällt aus den Bewegungsgleichungen
heraus.

Aus differentialgeometrischer Sicht (Kapitel 2) hat die langsame Bewegung die folgende
Struktur : Betrachte das Prinzipalbündel (GH(M) x 1R, 1R, ir, GH(M)) der Hamiltonschen
Flüsse GH(M) des Phasenraums M des Slow-Fast-Systems über der reellen Zeitachse, auf
dem durch das adiabatische Vektorfeld IdH , wie es durch (5 .19,5 .20,5 .21,5 .22) gegeben
ist, der Zusammenhang

cr( o ,t)

~(o,t)

	

=

Tt(1R)

	

T( .,t)(GH x IR)

dR4 (IdH )dt

dt

	

)
(5.26)

erklärt ist (siehe auch Abschnitt 4 .1 .1). Dabei ist df die kanonische linearisierte Ab-
bildung von der Liealgebra QH in den Tangentialraum der Liegruppe GH an der Stelle '
(siehe Abschnitt 2 .2).

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, ist das langsame Teilsystem zusammen mit den
konstanten Wirkungen I E. Ml unabhängig von den Winkeln 0 E MB lösbar . Das Prin-
zipalbi ndel (GH (M) x 1R, J ., ir, GH (M)) kann somit auf das Unterbündel (G x J, IR, ir, G)
reduziert werden, wobei die Gruppe G := GH (M Ä x MM x idm das direkte Produkt
der Hamiltonschen Flüsse GH (M , x M ) über dem langsamen Phasenraum und der
trivialen Gruppe {idm } über dem Raum der Wirkungen Mi ist.

Der Zusammenhang (5 .26) ist mit dieser Reduktion kompatibel, denn der reduzierte
Zusammenhang ist Hamiltonsch in (P,(2) und konstant in I. Er lautet nämlich

cr( l),t ) : Tt (lR) -~ T(,t) (G x R)

rö ~ di
di

In [' } ist dabei IdH ein Element der Liealgebra gH und 0 das Liealgebraelement der
trivialen Gruppe {idm }.

Das effektive Vektorfeld
,. .r

-e on
aQtt

Qa = e E«aPa

'Der Differentialquotient eQ ist dabei bei fester adiabatischer Erhaltungsgröße I zu nehmen .

(5 .27)

(5,28)

(5.29)
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ist Hamiltonsch, da es durch die symplektische 2-Form

r,) 2 =dP AdQ

	

(5.30)

und die Hamiltonfunktion

H e ~aßP«Pß + (Q) + H2(I, Q)

	

(5.31)

charakterisiert ist . Dabei wurde die Zeit in Einheiten von E gemessen . Aus (5 .30) und
(5.31) folgt, daß die langsamen Freiheitsgrade im adiabatischen Limes Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen genügen, die in keiner Weise Dissipation, d . h . irreversible Uber-
tragung von Energie auf das schnelle Teilsystem, zulassen . Ferner tritt nach den obigen
Betrachtungen in den langsamen Freiheitsgraden kein geometrischer Magnetismus auf,
im Gegensatz zu den früheren Untersuchungen [GT87], [K90] und [BR93b]:

E . Gozzi und W. D . THACKER machen folgenden Ansatz [GT87] : Die schnellen Frei-
heitsgrade werden auf Winkel-Wirkungs-Gestalt gebracht, wobei sie die in Abschnitt 4 .3 .2
benutzten Gleichungen (4.48) und (4 .49) verwenden. Aus diesen Bewegungsgleichungen
leiten sie den effektiven Hamiltonian

\H(P, Q, I):= Hi(P, Q) + H2(I,Q) +
a~

as(a)

	

(I, 0, Q)Q

	

(5.32)
4,r

für das Gesamtsystem ab . Diesen Hamiltonian setzen sie gemittelt in die Hamilton-
sche Variationsgleichung für die langsamen Freiheitsgrade ein . Die Mittelung geschieht
hier zu früh, denn dadurch werden Terme vernachlässigt, die den Term, der in [GT87]
für den geometrischen Magnetismus verantwortlich ist, exakt kompensieren . Setzt man
(5.32) ungemittelt in die Variationsgleichung für das Gesamtsystem ein, so erhält man
(5 .7,5.8,5.9,5.10) als Bewegungsgleichung . Dies ist in Anhang A.3 vorgeführt.

Wie in Abschnitt 5 .1 vorgeführt, führt J . KOILLER in [K90] eine nichtkanonische Trans-
formation auf instantane Winkel-Wirkungs-Variable durch . Dabei erhält er jedoch

w2 = dP A dQ + dl A dO B;adQa A dIt + CtadQa A d0t

+ FodQa A dQß

	

(5 .33)

2 E FaßdQa A dQ0
a<ß

Der letzte Term wurde dabei fälschlicherweise doppelt gezählt, so daß (2F + [CB -
BC]) s = F0 in der Bewegungsgleichung für P übrig bleibt . Dieser Term erzeugt
scheinbar den geometrischen Magnetismus.

BERRY und ROBBINS erhalten bei ihren Betrachtungen in [BR93a, BR93b .] ebenfalls
einen geometrischen Magnetismus . Warum das obige Ergebnis nicht mit dem ihren über-
einstimmt, wird sowohl in Abschnitt 6 .2 als in Abschnitt 7 .2 diskutiert.

5®2e2 rlyg~al..,nr de, schnellen Preiheitsgrade: Der H na .mm

ke.l. : ..

Im folgenden wird angenommen, der langsame Teil der Slow-Fast-Bewegung sei, wie in
Abschnitt 5 .2.1 beschrieben, gelöst . Dann können die schnellen Bewegungsgleichungen
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für alle i = 1, . . . ,n explizit integriert werden gemäß

Ii = It° )

	

(5.34)

o i =

	

+ f dt' wi(l, Q(t')) + I dt' Q.(Bi .)1,Q

9i°) + j1dt'wi(I, Q(t')) +f dQa (Bia}I,Q

	

(5.35)

	

= :®Bayn

	

=:Be 0(I,C)

Die Wirkungen I bleiben unter adiabatischer Entwicklung konstant und sind durch die
Anfangsbedingungen des Gesamtsystems gegeben:

I ( °) = 1(p( ° ) , 4 (° ) , Q (°) )

Die Winkel 0 setzen sich aus zwei Teilen zusammen, dem dynamischen Anteil L Odyn und
einem nicht explizit von der Zeit abhängigen geometrischen A0geo, der außer von den
Konstanten 1 ( ° ) von der Kurve C parametrisiert durch Q(t) abhängt.

Die schnelle Dynamik der Winkel 0 läßt sich nicht durch Reduktion des Prinzipalbiindels
(GH (M) x 113., T., i, GH(M)) isolieren, da sie von den langsamen Q(t) abhängt.

Betrachte vielmehr das Prinzipalbiindel (T" x Mt x JR, Mt? x IR,'ir, Tm) der n-Torusro-
tationen über dem um die Zeitachse erweiterten langsamen Konfigurationsraum M x
R. Durch die gegebenen Winkel-Wirkungs-Variablen I, 0 ist zu jedem festen I eine
Trivialisierung des Bündels definiert, die jedem Punkt p auf dem Bündel gemäß c4(p) = 0
einen Winkel zuordnet . . Bezüglich dieser Trivialisierung betrachte den Nullschnitt

	

f : MQ x T Tn x . ./e6 x Ta, (Q, t)

	

f (Q, t) mit (Q,t) (f(Q, t)) = 0,

	

(5 .36)

der zusammen mit der r-Wertigen 1-Form

	

w = -wdt -

	

(B)1,Q dQ

	

(5.37)

auf dem Prinzipalbiindel (Tn x ./ x ,, MQ x 1R., ir,T") einen Zusammenhang definiert
(siehe Kapitel 2).

Die Hochhebung einer Kurve C gibt dann das richtige Zeitverhalten der Winkel unter
den gemittelten Bewegungsgleichungen (5 .19,5 .20,5 .21,5 .22) wieder, falls die Kurve C auf
der Basis Mt? x so gewählt ist, daß (Q(t), t) eine zulässige Trajektorie des langsamen
Teilsystems beschreibt.

Der Zusammenhang hat jedoch nur bedingt physikalische Relevanz, da nur .Hochhebun-
gen von Kurven zu einem physikalischen Ergebnis ffihren, die einfach über der Zeitachse
sind und sich wegen der Adiabatenbedingung in .A4 als Funktion von t nur sehr lang-
sam verändern . Die Holonomiegruppe dieses Zusammenhangs hat keine physikalische
Bedeutung.

Interessanter ist jedoch die Interpretation des geometrischen Winkels 610 geo im Rahmen
der Differentialgeometrie . Betrachte dazu das Prinzipalbiindel (Tfl x MQ, .lvMQ, ir, Tm )
und einen durch

= -($ia)l,Q dQa

	

(5.38)



5.2. DYNAMIK ADIABATISCIER SLOW-FAST-SYSTEME 71

und

f: ~vEQ -+ Tn x

	

Q

	

f(Q) mit 0'Q ( .f(Q)) = 0 (5.39)

definierten Zusammenhang, wobei ¢ Q eine Trivialisierung des Prinzipalbündels darstellt.
Die Hochhebung einer beliebigen Kurve C der Basis parametrisiert durch Q(t) gibt die
Dynamik des geometrischen Winkels AOgeo(I, C) wieder . lm Gegensatz zu oben hat hier
jede stetig differenzierbare Kurve C auf MQ physikalische Relevanz, Die A°geo „sehen"
nämlich außer der resultierenden Kurve C nichts von der langsamen Dynamik . Da man
im Prinzip durch geeignete Wahl der langsamen Hamiltonfunktion jede Kurve C im
langsamen Konfigurationsraum erzeugen kann, hat der Zusammenhang (5 .38, 5.39) eine
direkte physikalische Bedeutung.

Da die Wahl der Winkelkoordinaten über MQ nicht eindeutig ist, sondern jeder be-

liebige stetig differenzierbare Schnitt f gemäß 0Q(p) _ O'Q(p) + Q(f(Q)), p E (T' x

MQ, ir, Tn ) eine andere Trivialisierung (ein anderes Winkelkoordinatensystem) auf
dem Biindel definiert, hängt der Winkel AB $eO für nichtgeschlossene Kurven C von dieser
Eichung ab. 4 Durch eine Umeichung

ö(I, 0 , Q) - 0 + 0 0(I, Q) .	(5 .40)

geht AOseO in

ABgeo(C) -- A$geO( C) + oQ , (f(w) - Qo(f(Qo))
= Aggeo(C) + 80(I , Qi) ° ®o(I, Qo)

über, wenn Qo bzw. Q1 der Anfangs- bzw . Endpunkt der Kurve C ist . Die den Zusam-
menhang definierende 1-Form (5 .38) transformiert sich unter dieser Umeichung gemäß

_ -

	

dQa

(Anhang A.4).

Aus (5.41) gehts, hervor, dws+aß A0geo 1

	

~----(C) f;,r geschlossene Kurven C (Zyklen) eine von der
Eichung unabhängige Größe ist . Dies liegt daran, daß die Winkel zu Anfang und Ende
der Entwicklung bezüglich desselben Winkelkoordinatensystems gemessen werden und
somit vergleichbar sind . Die Transformation von der Faser T& auf sich selbst, die durch
die Hochhebung eines Zyklus C erzeugt wird, der bei Qo E tQ startet und endet, ist
ein Element der Holonomiegruppe HQ° des Zusammenhangs . Daher ist AMgeO(C) als
Funktion der Zyklen ein Element der Holonomiegruppe q, 7 und man bezeichnet die
geometrische Winkelverschiebung auch als Holonomieefekt.

J . HANNAY betrachtete als erster A0geO(C) als Funktion der geschlossenen Zyklen C
[H851 . Es gilt

~} /

	

ap aq ap
aq I

f
c

(~`~a
( B a)T0 ~ C

	

-d~a ~vQa vsi `~'i A

r

j‘ dQa
Ui4', a (p~~

) °
~

dQa
~i lpaQa l ,

,Q

~Im Gegensatz zu den absoluten Phasen in der Quantenmechanik sind die absoluten Winkel observa-

bel, d . h . gemäß ¢Q 1 (w) = p kann dem Winkel B der Zustand p zugeordnet werden .

(5.41)

(5.42)

(5 .43)
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wobei das erste Integral um einen Zyklus C verschwindet, da dQc,
8Q% (PO

	

auf Q
exakt ist . Mgeo ist von der Wahl der Eichung unabhängig und wird nach seinem Ent-
decker auch Hannaywinke1 genannt.

Über einem einfach zusammenhängenden M I6 kann ®Bseo mit Hilfe des Stokes'schen
Satzes als Flächenintegral über eine geschlossene 2-Form geschrieben werden:

Aegeo

	

---
i dQa KP ±)IQ

j
aI JJA

dQ, A dQa c 8Q
8

1

Qß ll,Q

a ff~ ((dp)I,e A (dq )I,eir,Q = 81 if
W(I, Q)

	

(5 .44)

mit

W(I, Q) = -((dp)I,e A (dq )I,e)I,Q •

	

(5.45)

Dabei ist A eine Fläche in

	

die von C berandet wird (SA = C) und W(I, Q)
eine geschlossene 2-Form, die auch Hannaysche 2-Form genannt wird. Die Schreibweise
((dp)I,9 A (dq)I,e)I Q für die Hannaysche 2-Form ist etwas irreführend, da sie suggeriert,
(dp)I,e l1 (dq) I, e habe bereits die Eigenschaft einer nur von Q E M abhängigen 2-Form.
Dies ist aber nicht der Fall, da der Term noch von der Wahl der Winkelkoordinaten
abhängt . Dal3 jedoch W(I, Q) eine von der Winkelkoordinatenwahl unabhängige 2-Form
über M I6 ist, ist in Anhang A .4 gezeigt ._

Zusammenfassend können folgende Aussagen über die schnelle Dynamik getroffen wer-
den: Die adiabatische Entwicklung der Winkelkoordinaten setzt sich aus zwei Teilen
zusammen. Der dynamische Winkel L Odrn = f dtw(I, Q(i)) hängt vom zeitlichen Ver-
lauf der langsamen Orte Q(t) ab . Der geometrische Winkel jedoch hängt nicht explizit
von der Zeit ab, sondern nur von der Kurve C in M (gegeben durch Q(t)) . Beide Teile
sind Funktionen der konstanten Wirkungen I und hängen für nichtgeschlossene Kurven
von der Eichung ab . Für geschlossene Kurven C (Zyklen) verschwindet jedoch diese
Abhängigkeit.

Zur Illustration betrachte den sogenannten „rotierten Rotor" [H85, B85] : Ein Massen-
punkt bewege sich, wie in Abbildung 5.1 angedeutet, frei gleitend auf einer glatten,
geschlossenen Schiene S der Länge 1. Diese sei, ausgehend von einem beliebigen aber auf
der Schiene festen Punkt ro, durch einen Winkel ¢ parametrisiert

S : [0, 27rJ --4 2 ,

	

1-> r (O + 4a), (r(0) = r(2ir)),

	

(5 .46)

und sei um den Ursprung frei drehbar, wobei cp den Winkel bezeichnet, der vom Orts-
vektor des Punktes ro und der x-Achse eingeschlossen wird.

Die Be.x1Pgungsgleichungen far den Winkel können ohne Weiteres mit Hilfe des Lagran-
geformalis .ms aufgestellt werden. Das zugehörigeh

	

ie System,

	

7r._Ctit,Stzugehörige t~amlltonscttaiisgeuiu

	

in
und dem kanonisch konjugierten Drehimpuls L, besitzt die Hamiltonfunktion

r2

	

1
H(L, ~, ~) = 2mr a(O + (P) 2mr2(~ +

	

(5 .47)
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Abbildung 5 .1 : Schematische Zeichnung des „rotierten Rotors" (frei nach [B85]).

wobei Sl := als bekannt und im Verhältnis zur Winkelgeschwindigkeit als adiabatisch
langsam vorausgesetzt wird.

Bei festem c bewegt sich der Massenpunkt gleichförmig entlang der Schiene mit der
konstanten Geschwindigkeit v . Daher gilt für die Wirkung I der Bahn

I

	

i

2r
mly.

	

(5.48)

Die Winkelkoordinate 0 ist durch die Bogenlänge der Bahn in Einheiten von bestimmt,
die von einem reitrotierenden Referenzpunkt aus gemessen wird, und kann zum Beispiel
durch

a
Ile) +,.2
00 ,

definiert werden. Dabei wurde ro als Referenzpunkt gewählt.

Wird die Schiene nun adiabatisch langsam um den Ursprung gedreht (Sl = cp 4Z ¢),5

dann bewegt sich der Massenpunkt auf der Schiene gemäß (5 .35) . Betrachtet man nun
den Ort des Massenpunktes nach einem Umlauf der Schiene, erhält man zusätzlich zum
dynamischen Winkel t Oa y,i = wt = i t einen geometrischen, der sich wie folgt berechnen
läßt :

(5.50)

(
(5.49)

ä
~9geO

	

aI Jfla~
dw

2,r

je2

o ~
d8 L

ä~ a

(a$)
asp'lyDer Drehimpuls ist durch L = mr'4 charakterisiert, und

Beides in (5 .50) eingesetzt ergibt

a [ 21r

d
1 f 2

,a~ ,~Adgeo _ - I Jo `~ 2r Jo
uv r„rz

f2dp

	

ds mvr sin(cY)
o

'Es muß v 0 gelten, damit die Adiabatenbedingung erfüllt werden kann .

1 folgt aus (5 .49) .
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-

	

aII ~?~ d~ j2 ~r ds r(¢(s , 4°) ~" (o) sin(a(~b(s, (P) + Q )),

	

(5.51)

wobei s das zu gehörende Bogenmaß und a(0) der Winkel ist, der vom Ortsvektor r(~)
und der Tangente 4(¢) an die Schiene eingeschlossen wird (siehe Abbildung 5 .1) . Das
zweite Integral ergibt gerade das Doppelte der orientierten Fläche A, die von der Schiene
eingeschlossen wird . Diese ist von cp. unabhängig, so daß

A$seo = - (27)2 2A12

	

1

	

= -87r 2 `2

	

(5 .52)

gilt . Somit ist der Hannaywinkel A0geo immer von null verschieden, wenn die orientierte
Fläche innerhalb der Kurve von null verschieden ist . Fiir einen Kreis ist der Hannaywinkel
betraglich maximal und gleich -27r, was man auch intuitiv erwarten würde .



Kapitel 6

$erniklassik

In den beiden Kapiteln 3 und 5 wurden quantenmechanische und klassische Holonomieef-
fekte in adiabatisch getriebenen Hamiltonschen Systemen untersucht . In diesem Kapitel
wird der Zusammenhang zwischen diesen Effekten im klassischen Limes untersucht.

In der Quantenmechanik ist es möglich, die Berryphase für eine sehr allgemeine Klasse
von Systemen zu definieren, nämlich alle die, die gebundene nichtentartete Zustände
besitzen.' Im Gegensatz dazu ist es in der klassischen Mechanik bis heute nur gelungen,
Liouville-integrable Systeme zu behandeln . Dies liegt an der Existenz topologisch gleich-
bleibender invarianter Untermannigfaltigkeiten des Phasenraums (Tori), auf denen die
Bewegung ergodisch verläuft, und somit Zeitmittel durch Ensemblemittel ersetzt werden
dürfen.

Eine Möglichkeit, die klassischen Analoga zur Berryphase für nichtintegrable Systeme zu
finden, wäre es, für solche Systeme die Berryphase im klassischen Limes zu betrachten.
Dies scheitert jedoch für die generischen chaotischen Systeme daran, daß für sie keine qua-
siklassischen Quantisierungsregeln bekannt sind, oder, anders ausgedrückt, keine adiaba-
tischen Invarianten existieren . Anders ist das für die ergodischen Hamiltonschen Systeme,
für die die Weylsche Quantisierungsbedingung bekannt ist . J . ROBBINS und M . BERRY

haben versucht, mit Hilfe dieses Zugangs geometrische Effekte in klassischen ergodischen
Systemen zu finden [RB92].

In Abschnitt 6 .1 wird die semiklassische Korrespondenz zwischen Berryphase und Han-
naywinkel gezeigt . Die Darstellung folgt dabei der aus [B85] . Anschließend wird der qua-
siklassische Zugang für klassisch.. ergodische Systeme von ROBBINS und BERRY [RB92]

nachvoiizogen und gezeigt, daß er nicht auf klassische Holonomieeffekte fiihrt.

'Durch die diversen Verallgemeinerungen der Berryphase durch andere Autoren (siehe Einführung)
ist diese Klasse sogar noch wesentlich erweitert worden.
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KAPITEL 6 . SEMIKLASSIK

6 .1 Klassische Korrespondenz : Berryphase .<=,> Han-
naywinkel

Betrachte ein mechanisches System mit n Freiheitsgraden, das quantenmechanisch se-
parabel ist, so daß sich der Quantenzustand durch n Energiequantenzahlen v, (i =
I, . . . , n) der Teilsysteme charakterisieren läßt . Das zugehörige klassische System ist
dann Liouville-integrabel . Nach der Bohr-Sommerfeldschen Quantisierungsbedingung
wird jedem solchen Teilsystem die klassische Wirkung

I= = (v= + r )i

	

(6 .1)

zugeordnet, wobei der Quantenzustand v-(vi, ,Lnl klassisch durch den n-Torus mit den
Wirkungen I, (i = I, . . . ,n) ersetzt wird [K58] . Die Zahl cr4 ist dabei durch die Bedingung
der Eindeutigkeit der Wellenfunktion gegeben [K58], und spielt für große Quantenzahlen
eine immer unwichtigere Rolle, so daß sie im klassischen Limes vernachlässigt werden
kann.

Die quasiklassischen Wellenfunktionen werden durch Projektion des Torus auf den Kon-
figurationsraum gemäß

11'„ (q, Q) = E a«(g> I , Q)eis'')(g,l .Q)

gewonnen . 2 Da der Torus über dem Konfigurationsraum nicht eindeutig ist, werden mit
a die verschiedenen Teilstücke des Torus numeriert, die sich eindeutig auf den Konfigura-
tionsraum projizieren lassen (siehe Abbildung 6 .1) . S`'" ist dabei die in Abschnitt 4 .3 .2
diskutierte klassische generierende Funktion der kanonischen Transformation auf instan
tane Winkel-Wirkungs-Variablen [B85], und aä die Jacobideterminante der Projektion:

~	 	 1	 .(d®si

	

a; -- (2r)n (let [
dq3)

	

(6 .3)

a? ist entweder positiv oder negativ, was einem "-Phasensprung an den Umkehrpunkten

der klassischen Bewegung entspricht.

Ausgegangen wird von der Berryphase

7sgeo = j

	

dwl ( v, Q), wi (v , Q) := z (v, Ql dv, Q)

	

(6.4)
a=a

für den v-ten Eigenzustand zum instantanen Hamiltonoperator A. Durch Einsetzen der
Wellenfunktionen

v(q , Q)

	

(q I v , Q)
(Ortsdarstellung) in die 1-Form Lol(v, Q) erhält man

w l (v,Q) ..=idQ dq Q) ()(q,Q),
o q,v

2Die Bohr-Sommerfeldsche Quantisierungsbedingung resultiert daraus, daß die Phase der Wellen-
funktion 0,(q, Q) bei einem Umlauf um den Torus in sich übergehen muß . Zur Phase trägt neben dem
Term e* sss) . auch der Term a ,,(q, Q) mit Phasensprüngen an den Umkehrpunkten bei, die durch die
konstanten ß, kompensiert werden .

(6.2)
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Abbildung 6 .1 : Aus der über q mehrdeutigen Funktion Si" ; wird die über 0 eindeutige
Funktion S (nach [B85]).

wobei die unten rechts an der partiellen Ableitung stehenden Größen bei der Bildung
dieser festgehalten werden. Setzt man die quasiklassische Formel (6 .2) für die Wellen-
funktionen in (6.5) ein, so folgt mit (6 .3)

wl (I , Q) = -1hdQ

	

(2~)n
det

	

(66)

	

Jdq	
~

	

~ ~ ~

	

~

Dabei wurde benutzt, daß die Integrale über die Produkte verschiedener Äste a wegen
schneller Oszillationen im klassischen Limes verschwinden . Die q-Integration zusammen
mit der Summation über a kann durch eine Integration über die Winkel 9 auf dem Torus
ersetzt werden

-dQ n(27r) n ,~ d0 (8Q ))

	

~ ~(r, u, Q), I, Y)

	

(6.7)

wobei q_ auf den einzelnen Asten als Funktion von I, 0 und Q aufgefaßt wird . Ebenso kann
S als Funktion von I, 0 und Q aufgefaßt werden : 8(1,0, Q) := S`'i(q(a)(I, 0, Q), I, Q)
(siehe Abbildung 6 .1) . Für die partielle Ableitung g bei festem q, I und a gilt

(8S
80

)

	

= 85

	

'öS

	

' äq

	

'öS

	

(6 .8)

/

	

- ~Q1ra \

	

E,Q ~ aQ .B .a

	

~ a I

	

p
Q /1,9

wobei a g''') p() nach Definition von S folgt (siehe zum Beispiel [G80]), Damit gilt

w'(1, Q) -dQ
h(27r) r' J dO [-)(I,

0, Q) - p

	

q ` (I, 0, Q)1	(6 .9)
II .B

	

I
,$

	

.!
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und äußere Differentiation von w i nach Q bei festgehaltenen I und 0 liefert

dw i = h(21)n
f

d8 (

	

(~) dQ
A dQ

	

(6.10)
I,B

	

l 1,e

i ((dp )I,6 A (dq) 1,9 ) = -TW(I, Q),

	

(6.11)

da (a) a (I, 0, Q)dQ exakt ist und das äußere Differential daher identisch verschwin-
det . (6.11) ist gerade das -n-fache der Hannayschen 2-Form (5 .45), so daß sich der
Hannaywinkel gemäß

a~
'0HH~$y = -~i

öI Js~-c dw
(6.12)

berechnet . Ein Vergleich mit der Berryphase V 'geo (O) liefert

LO H

	

ay = -hal7vgeo(C) _ -ä7vgea( C` ), (6.13)

wobei im klassischen Limes v + = kI als kontinuierliche Funktion zu betrachten ist.

Für integrable Systeme ist damit der Zusammenhang zwischen den quantenmechanischen
und den klassischen Holonomieeffekten hergestellt.

Als Beispiel betrachte den Aharonov-Bohm-Effekt : Aus Formel (6 .13) ist sofort ersicht-
lich, warum der Aharonov-Bohm-Effekt rein quantenmechanischer Natur ist . Damit ein
klassischer Effekt sichtbar wird, muß sich die Berryphase als Funktion der Quantenzahl v
ändern. Die Aharonov-Bohm-Phase ist jedoch gerade vom Quantenzustand unabhängig
(siehe (3.23) in Abschnitt 3.2).

Als zweites Beispiel soil der vielfach in der Literatur zitierte verallgemeinerte harmonische
Oszillator betrachtet werden. Das Hamiltonsche System mit einem Freiheitsgrad und
kanonischen Variablen p und q, ist durch die Hamiltonfunktion

H(p,q,X,Y,Z) =
2
-Xq2 + I'qP -l- 2-Zp2 , (X,1'9 Z) E 1R.3 , XZ > Y2

	

(6.14)

charakterisiert . Ist die Bedingung XZ > Y2 erfüllt, so hat das System bei festen X, Y
und Z klassisch geschlossene Trajektorien und kann mühelos integriert werden . p und q
als Funktion der I, 0 und. ..Q (X, Y, Z) sind durch

VZI cos(O) - Y wZ
sm(O)

q -2ZI
sin(8)

w

gegeben, wobei w := 1/XZ - Y 2 . Die Zeitentwicklung der p und q ergibt sich dann durch
einsetzen der . Bewegung von I und 0:

=I(°) , ~=6 {°) + wt (6 .15)
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Der Hannaywinkel A0geo ermittelt sich gemäß (5 .44) zu

A0geO(C) = 1

	

13
(XdY A dZ + YdZ A dX + ZdX A dY) .

	

(6 .16)
4 sA-C w3

Am rechten unteren Rand jeder ungeraden Seite ist zur Illustration die Entwicklung von
A0geo entlang der geschlossenen Bahn

X

	

- 2.3 + 1 .4 sin(a) -
C : a E [ 0 , . . ., 2 1 r ] t-a	Y

	

=

	

-1.2

	

(6.17)
Z

	

2.3 + 1 .4 cos (a) -

in 66 Schritten dargestellt . Am Ende der Entwicklung ist der Hannaywinkel
-0 .7684 (siehe auch das Ende von Abschnitt 1 .1).

Das zugehörige Quantensystem hat den Hamiltonoperator

	

H = (xe + Y(4p + 4} + ZP' 2) ,

	

(6 .18)

der bei festgehaltenen Parametern Q die stationäre Schrödingergleichung

- Z
2

dq=-ihYg d +(~q2 -i

	

=E„2G„

	

(6.19)

liefert . (6.19) hat die normierten Eigenfunktionen

mit Eigenwerten. ; = (v ± ) iss = (v + )hVXZ - Y 2 zur Lösung, wobei H,(e) die
Hermitepolynome sind ([S88] S . 47).

Der Mischterm im Hamiltonoperator ermöglicht das Auftreten der Berryphase, da er
die antiunitäre Zeitumkehrinvarian .z des herkömmlichen harmonischen Oszillators bricht.
Daher ist Y 0 auf der Kurve im Parameterraum notwendige Bedingung für das Auf-
treten nichttrivialer Holonomie . In der Energieeigenfunktion drückt sich diese Tatsache
dadurch aus, daß 02, für Y 0 nicht reell gewählt werden kann.

Zur Berechnung der Berryphase setzt man &Yin die Formel (6 .4) für die Berrysche 2-Form
ein und erhält mit der Substitution := 1,40

_ -d A Jdee-2H (e) :1'e-2= d (2Zl
-d (Z) Ad (2Z) I dec 2H e2

--
v
4 w3

(XdY A dZ + YdZ A dX -i- ZdX A dY)

	

(6 .21)

und damit die Berryphase

2 P 1
-

	

(XdY A dZ + YdZ A dX + ZdX A dY)

	

(6.22)
~5A=C 3

Ein Vergleich von (6 .16) mit (6.22) unter Berücksichtigung der Bohr-Sommerfeldschen
Quantisierungsbedingung I = hi(v + 2), die für den harmonischen Osziliator exakt ist,
bestätigt den allgemeinen Zusammenhang (6 .13).

Z)
_ \Zh)il

4H„

	

Zh q) eXp [- Gw, + 2Zh) 2 ~

	

(6.20)
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6e2 Seiniklassik ergodischer Systeme

J . Roms und M . BERRY haben in [RB92] erstmals versucht, sich mit Hilfe qua-
siklassischer Methoden den bisher unbehandelten nichtintegrablen klassischen Systemen
zu nähern. Dabei haben sie die einzige behandelbare Klasse nichtintegrabler Systeme
untersucht, nämlich die der ergodischen Hamiltonschen Systeme . In diesem Abschnitt
wird diese Arbeit ([RB92]) nachvollzogen und gezeigt, warum die erhaltene 2-Form keine
klassische Holonomie beschreibt .'

Betrachtet wird ein quantenmechanisches System mit n Freiheitsgraden und Hamilton-
operator H (Q), der von k Parametern Q E MQ abhängt. Das klassische Pendant dieses
Systems sei bei festen Parametern Q ergodisch auf der Energieschale (siehe Abschnitt 4 .4).

Die Berrysche 2-Form (3 .33)

V,

	

(v, Q](di)/a, Q) A(,u Qj(dft )J v,Q)

	

(6 .23
;4,

	

(Ev(Q)

	

)

wird, wie es im „Quantenchaos" üblich ist, von R.oBBINs und BERRY auf eine zeitab-
hängige Form gebracht. Der Nenner kann gemäß

	

(Efr(Q) - E,,(Q))-2 = - lim

	

die
- 't t

cos(w,,,t)

	

(6 .24)

als ein Zeitintegral formuliert werden, wobei w,,,h := (E„ E,)/hi und e-" ein konver-
genzerzeugender Term ist . Dies fuhrt auf die Darstellung von V , als Zeitintegral

Bezeichnet man mit Ü(t) den Zeitentwicklungsoperator e-
;,rat des Systems bei festgehal-

tenen Q und den Heisenbergoperator Ot(i)(dH)ll(t) mit (dH) t , so kann der In t egran d
gemäß

cos(w„o,t)(v, Q I(dft )fr , Q) A (p,Odi) v, Q) =

2 [(u , Q (dH) t y, Q) A (g, Q f
(dfl)

v, Q) + (v, Q (df)J( t, Q) A 04,Q (di)t v, Q)}
(6 .26)

umgeschrieben werden . Da der Term im Integranden von (6 .25) für v = i identisch
verschwindet, kann er, ohne die 2-Form zu verändern, hinzugefügt werden. Einsetzen
von (6 .26) in (6.25) und die Ausnutzung der Vollständigkeit _ führt
auf

V„ -
2ď '

lim ~ ee dt e-Ett
(v, Ql(dH) t A (dH) + (dH) A (dH) t Iv, Q) (6 .27)e-e--i Jo

2h,2 m nJ ~
dt ei¢

	

Ql

	

)g, /~(dH) 3 Iv, Q)•

	

(6.28)

'Die Nomenklatur von [RB92] wurde teilweise durch eine mit dieser Arbeit konsistente ersetzt.

lime dt e-"t cos (w„ mt)(v, QI(dH)Itt, Q) n(p, Q) (dI~) I v, Q) .

	

(6 .25)
~v

E->o
;=� v

p
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Der Integrand von (6 .27) ist der Kommutator des Grassmannproduktes, so daß die Kurz-
schreibweise (6.28) verwendet werden kann.

Ausgehend von dieser 2-Form führen ROBBINS und BERRY den klassischen Limes im
Wigner-Weyl-Formalismus durch. Dieser erlaubt die Herstellung der exakten Korrespon-
denz von klassischen und quantenmechanischen Observablen . Die klassischen Phasen-
raumfunktionen A(q, p) können aus den zu quantenmechanischen Observablen gehören-
den Operatoren A gemlß

A(p, q) = f dis q +
2 3 1 A q - 2 -

1 s)e,ps

	

(6.29)

gewonnen werden . 4 Die klassische Phasenraumfunktion A(p, q) wird als Weyisyrnbol der
Observablen A bezeichnet . Das Weylsymbol eines Projektors P = 10)(01 des Quanten-
zustands j ) ist eine Pseudowahrscheinlichkeitsfunktion 5 Wv,(p, q) mit der sich quanten-
mechanische Erwartungswerte gemäß

(olAlo) = JjdpdqW.p(p,q)A(p,q)

	

(6.30)

bilden lassen, wobei A(p, q) das Weylsymbol von A ist [W32] . In dieser Weise kann der
Erwartungswert im Integranden von (6.28) gemäß

Q'[(dII)t,A(dit)]jv,Q) = fJ dpdgW( ,,Q)(p , q) ([(d)f,A(dk) ) w (p , q)

	

(6.31)

umgeschrieben werden, wobei ([(di") t, A(dl)]) , das wie in (6 .29) gebildete Weylsymbol

von [(dH) t , A(dII)] ist.

ROBBINS und BERRY ersetzen nun die Weylsymbole durch ihre klassischen Grenzwerte.
Dabei wird die Wignerfunktion W(,, ,Q)(p, q) wegen der Ergodizität des klassischen Systems
durch die mikrokanonische Dichte ersetzt:

W(u,Q) (p, q)	S (~ - J(p , q , Q)) - m7`( , Q) ö(E - H(p, q , Q))

	

(6 .32)

ist hier das in Abschnitt 4 .4.1 definierte Phasenraumvolumen, das durch die Ener-
gieschale eingeschlossen wird . Das (2n - 1)-dimensionale Volumen der Energieschale ist
durch J'(E, Q) = äi gegeben. Ebenfalls in klassischer Näherung wird das noch unbe-
kannte 3 durch die Weylsche Quantisierungsbedingung

J(Ev) vhn	(6 .33)

bestimmt, die jedem Quantenzustand das Phasenraumvolumen ..hn zuordnet.

4(6,29) ist eine spezielle Form der Weylschen Korrespondenzformel

ff.

hA(p,Q) T - -

	

dx dy ek(~P~-Ys)~ (e- k(4

[G46, M49, B58].
'Diese Funktion, auch Wignerfunktion genannt, ist wegen der quantenmechanischen Unschärfe keine

echte Wahrscheinlichkeitsfunktion : Sie ist zwar überall reell, kann aber auch negative Werte annehmen.
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Das Weylsymbol ([(dH) t , A(df)) w geht im quasiklassischen Limes in das ih-fache der

Poissonklammer der Symbole (df)w über [RB92]:

([(d.ih) t , A(dH)]) w

	

ihn {((df )t)w, A(df )w}

	

(6 .34)

ROBBINS und BERRY argumentieren nun weiterhin wie folgt [RB92] : Zeitentwickelte
Operatoren, wie (dH)t , gehen in Phasenraurnfunktionen über, die statt bei (p, q) an der
um die Zeit t entlang der klassischen Trajektorie verschobenen Stelle (p(t), q(t)) ausge-
wertet werden. Sie interpretieren das äußere Differential do im klassischen Limes bei
festgehaltenen Phasenraumkoordinaten p und q so, daß sie die klassische 2-Form

1

	

~VRBsz = - 2h
1öo dte -Et t {((dFar) P,Q ) t ,A(dIi)P,e })

	

(6.35)

erhalten. (de)r,q bedeutet das äußere Differential bei festgehaltenen p und q . ROBBINS
und BERRY schreiben in [RB92]:

„(An explication of notation might be helpful at this point : (dH)t, evaluated
at z [entspricht in dieser Arbeit (p, q)] and R [entspricht Q], is just H(zt , R +
dR) - H(zt, R) ` to first order in dR , )"

Diese Interpretation des äußeren Differentials ist jedoch nicht richtig, da das bei fester
Quantenzahl v gebildete Differential wegen der vveyischen Quantisierungsbedingung im
klassischen Limes in ein Differential bei festgehaltenem Phasenraumvolumen und (2n-
1) beliebig gewählten Koordinaten auf der Energieschale iibergeht . 6 Um dies zu zeigen,
betrachte zunächst den quantenmechanischen Ausdruck

dH = ~ E Iv, Q)E'v(Q)(v, QidQ ,

wobei ä9 hier bei festem Quantenzustand v gebildet wird. Das Weylsymbol ist

q - 2

	

s_s)] eRP
dQ

q 2s)enP dQ . (6 .37)

Im klassischen Limes ersetzen ROBBINS und BERRY die Wignerfunktion des Zustands
Iv, Q) gemäß (6 .32) [RB92] und die Summation über die Quantenzustände geht wegen
der 7qGy

	

~lschen Qliantisier iinFsbeidingi,i~n~ 1,6~ ~.33) in ein Integral "Lü~er

	

"L er. Bei der,./ ü .
Differentiation a wird ---"--and von (6.33) im klassischen Linkes festgehalten . Daher

'Analog dazu wurde in Abschnitt 6 .1 mit Hilfe der Bohr-Sommerfeldschen Quantisierungsbedingung
ale Quantenzahn n in die Wirkung l umgerechnet, die bei der Bildung des äu fieren Differentials festge-
halten wird (siehe auch [B85]) .

(6.36)

. .(d.H) _ ~ d's
L aQ

[(q+s v, Q)E„(Q)(v , Q

~

	

[E(Q) I d's(q+
s v,Q)(v,Q

=w(,4)(P,4)
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ist

(dH)

	

dj
äQ [E(j , Q)s(j _ :1(p, q , Q))] dQ

d~ ~Z (j, Q) S(J :.1(P, q , Q))
Q

+I dj E(67, (-8-%-6(J - .i(p , g, Q))) dQ

=©

(0Q) dQ

Die 2-Form (6 .35) ist daher nicht der klassische Grenzfall der Berryschen 2-Form (6 .23),
wie es in [RB92] behauptet wird.

Dies kann auch an einfachen Beispielen direkt nachgewiesen werden : Klassische Sys-
teme mit einem Freiheitsgrad sind sowohl Liouville-integrabel als auch ergodisch . Daher
müssen die klassischen 2-Formen (5 .45) und (6 .35) in diesem Fall übereinstimmen. Im
Fall des verallgemeinerten harmonischen Oszillators kann mühelos nachgewiesen wer-
den, daß die beiden 2-Formen nicht übereinstimmen . Hingegen „deduzieren" ROBBINs

und BERRY in [RB92] mehrfach die Übereinstimmung, machen aber bei diesen Betrach-
tungen das Festhalten der falschen Variablen bei der äußeren Differentiation unbewußt
rückgängig ([RB92] : Von (B .2) (p, q festgehalten) nach (B .3) (I, 0 festgehalten) und
(G.3) (bei festem I und 0) wird in (6.11) (festes p und q) eingesetzt).

Hält man statt der kanonischen Koordinaten p und q das Phasenraumvolumen und
weitere beliebige Koordinaten auf der Energieschale bei der Bildung des äußeren Dif-
ferentials fest, so erhält man die 2-Formso ..w xa

l;n~ ~~ dt e-eti ({(( dH)g)t, A(dI~ ) ~}),

	

(6.39)
Gra «~ ,U

die wegen der Unabhängigkeit der Hariltonfunktion H von den Koordinaten nicht
von deren Wahl abhängt . Leider verschwindet diese 2-Form identisch und beschreibt
daher ebenfalls keine Holonomie, wie man leicht zeigen kann : H ist eine reine Funktion
von J und den äußeren Parametern Q, d . h. H = H(J, Q) . Da J eine Konstante
der Bewegung bei festem Q ist, ist (dH) ,7 ebenso eine Konstante der Bewegung und
es gilt ((dH)3)t

	

(dH).y . Nach (4.9) aus Abschnitt 4.1.1 gilt fier die Poissonklammer

{((dH) .7)t, A(dH)1}

a((dH)j) an ((dH)s-) {~, ~ },

	

(6 .40)
aJ

	

~aE

so daß d7P 2-Form V` identisch verschwindet.

Es verbirgt sich somit noch ein weiterer. Fehler in dieser Herleitung einer klassischen
2-Form, der möglicherweise darauf beruht, daß der klassische Limes i . a. nicht für unend-
lich lange Zeiten durchgeführt werden kann, da `jedes Wellenpaket bis auf ganz seltene
Sonderfälle im Lauf der Zeit unbegrenzt „zerfließt " , bis es nach genügend langer Zeit

{(dH).7, A(dH)g} _
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einen beliebig großen Raumbereich besetzt' ([M81b] S . 195) . Damit der klassische Li-
mes jedoch durchgeführt werden kann, `müssen die Dimensionen des Wellenpaketes im
Verhältnis zu den für das Problem charakteristischen Dimensionen klein sein und es im
zeitlichen Verlauf auch bleiben' ([M81b] S . 195).

Der Weg über den klassischen Limes der Berryphase scheint also im Rahmen des zeitab-
hängigen Formalismus in der Quantenmechanik nicht durchführbar zu sein. Im nächsten
Kapitel wird daher ein rein klassischer Zugang benutzt, um geometrische Effekte in Slow-
Fast-Systemen mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden zu berechnen .



Ergodische Slow-Fast-Systeme . . . n .. .. .

geometrischer Tempusus

In diesem Kapitel werden Slow-Fast-Systeme mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden
untersucht und deren adiabatische Bewegungsgleichungen mit Hilfe des in Anhang C .l
bewiesenen Adiabatentheorems hergeleitet (Abschnitt 7 .1) . Um das schnelle vom lang-
samen Teilsystem zu entkoppeln, muß die adiabatische Invariante des schnellen Systems,
das Phasenraumvolumen 5, als Koordinate verwendet werden . Da es unter Umständen
sehr schwierig und unpraktisch sein kann, einen symplektischen Atlas 1 zu konstruieren,
dessen Karten alle das Phasenraumvolumen enthalten, wird hier auf die kanonische
Struktur der Koordinaten verzichtet . Diese Erleichterung bei der Koordinatenwahl geht
allerdings auf Kosten der Einfachheit der Struktur der Bewegungsgleichungen.

Nach Separation der beiden Teilsysteme wird in Abschnitt 7 .2 die Dynamik des langsamen
Teilsystems untersucht . Auch im Fall ergodischer schneller Dynamik zeigen die langsa-
men Freiheitsgrade keinen geometrischen Magnetismus, und die Bewegungsgleichungen
haben dieselbe Hamiltonsche Struktur wie die in Abschnitt 5 .2.1 beschriebenen . Diese
Ergebnisse widersprechen denen von M . BERRY und J . RoBBires in [l3R93b] . Daher
folgt eine Diskussion dieser Diskrepanz am Ende von Abschnitt 7 .2.

Eine zu Abschnitt 5 .2.2 analoge Untersuchung der schnellen Bewegung wird in Ab-
schnitt 7 .3 vorgenommen . Diese gestaltet sich jedoch wegen der sensitiven Abhängigkeit
von den Startwerten komplizierter als im integrablen Fall . Es ist daher prinzipiell nicht
möglich, eine Trajektorie über ange Zeiten numerisch zu verfolgen, so daß ein Holono-
mieeffekt als Verschiebung der schnellen Koordinaten nicht gemessen werden kann.

Statt dessen wird die zum adiabatisch erhaltenen Phasenraumvolumen t7 konjugierte
Größe, der Tempus, entlang einer Trajektorie betrachtet . Der Tempus kann jedoch nicht
als Koordinate benutzt werden, da er nicht in sich zurückläuft, wie die Winkel im integra-
blen Fall . Statt dessen kann er entlang einer gegebenen Trajektorie aufintegriert werden.
Das Ergebnis dieser Integration setzt sich aus zwei Teilen zusammen, einem dynamischen
und einem geometrischen Teil, die beide nicht von der speziellen Trajektorie auf der Ener-
giehyperschale abhängen, sondern nur vom eingeschlossenen Phasenraumvolumen . Beide

'Atlas, dessen Karten kanonische Koordinaten haben.

85
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Teile sind glatte Funktionen der Anfangsbedingungen.

Die reelle Tempusachse bildet über dem langsamen Konfigurationsraum ein Prinzipalbün-
del, auf dem durch die adiabatische Dynamik des Slow-Fast-Systems ein Zusammenhang
erklärt ist . Der geometrische Tempus beschreibt die Holonomie dieses Zusammenhangs.

7 .1 Bewegungsgleichungen in nichtkanonischen Va-
riablen und adiabatische Nhherung

Um eine Entkopplung der schnellen und langsamen Freiheitsgrade des Slow-Fast-Systems
zu erreichen, ist es notwendig, das System in Koordinaten darzustellen, die die adiaba-
tischen Invarianten enthalten . In Kapitel 5 musste das schnelle Teilsystem daher auf
instantane Winkel-Wirkungs-Variablen transformiert werden . Im hier betrachteten er-
godischen Fall existiert nur eine adiabatische Erhaltungsgröße, das Phasenraumvolumen
7, das im folgenden als Koordinate benutzt wird.

Es ist jedoch nicht möglich, auf dem schnellen Phasenraum brauchbare kanonische Ko-
ordinaten zu definieren, die 7 enthalten, da die zu 67 konjugierte Koordinate die Zeit
entlang einer Trajektorien mißt und fast keine Trajektorie in sich zurückläuft . Daher
werden auf dem schnellen Phasenraum beliebige Koordinaten ic gewählt, von denen eine
das • Phasenraumvolumen a7 ist.

Die erste dieser Koordinaten

	

wird mit ? identifiziert, so daß gilt:

Ki(p , q ,Q) := j (p, q ,Q)•

	

(7 .1)

Die anderen bilden beliebige Koordinaten der Energieschale S(i£,, Q) . Da im folgen-
den nur lokale Eigenschaften dieser Koordinaten benutzt werden, müssen keine globalen
Koordinatensysteme dieser Art existieren.

Um das Adiabatentheorem für ergodische Systeme (Satz 4 .3) anwenden zu können, wer-
den die i£ i = 67 auf das Intervall (Ji, 72) beschränkt, für das die Energieschalen für alle
Q E .A/1 16 wohldefiniert sind (siehe Abschnitt 4 .4.2).

Da ici das von S(iis Q) eingeschlossene Phasenraumvolumen ist, gilt

E (J;', 672) : 1 cl,' J

	

den-2PC
p (n , Q) _

	

(7.2)

drnKi,Q -

	

p(~,, `~ d2n-1
.

_ 1.

	

(7.J)
,5'(~i,Q)

	

.~s(x i ,C)
/

p(iv, Q) ist die Dichtefunktion zum (2n - 1)-dimensionalen ergodischen Maß dm,, i,o der
Energieschale bezüglich . der Koordinaten (i = 2, . . . , n) . Unter Koordinatentransfor
mation i£ t-+ is'(ic, Q) mit f£ ; = 9i1 transformiert sie sich gemäß

/Ai
= det

	

Pk Q)
d2n-i

i£
~

so daß .

p i(xi, Q)
Cl
,I2n-1 ie
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und das ergodische Mittel über die Energieschale S(i 1 , Q) ist

(o)

	

l

	

p(c, Q)d2n-1 !£ . (7 .5)
JS(n i ,Q)

In den hier konstruierten Koordinaten hängt der Hamiltonian H2 nur noch von K j und

Q ab :

	

H2(n, Q) :- E( K 1, Q)

	

(7.6)

In den neuen Koordinaten druckt sich sie symplektische 2-Form w 2 gemäß

w2 = dPa A dQa + dpi A dqi
api aqi

	

api aqi d n dQa
Qa•

		

dPa n dQa + a dQa n dic j + - aQa

api aqi

	

api aqi d#c A dick
aQa

aQ p

	

A dQß
oKj o K k '

api aqi

	

api aqi dQa
•

	

dPa n dQa + A dKj

aQa
&Cj

_ N 3 8Q,,

api aqi

	

8p' aqi dQa dQ0E [	 ]

	

A
+ c,<0 aQa aQß aQß aQa

p: q= lt

sumrniert . 2 Im folgenden werden die Abkürzungen

	

_ ap aq

	

ap aq
Paß

	

aQa aQß No 8Qa

ap aq

	

ap aqoki a P a j 8hc i

_ ap aq äp aq
8Qa Sie e ai i 8Qa

verwendet, die sich von den gleichnamigen Größen (5 .11), (5.12) und (5 .13) in Ab-

schnitt 5 .1 unterscheiden.

Man gewinnt die Bewegungsgleichungen durch Konstruktion des Hamiltonschen Vektor-

feldes gemäß v := IdH :

8H 2n

	

n

	

8H
= - 8

	

¢ijk~I~ . . .knlncia

	

Plevlc vn jv=2

2n

	

n

	

aH

	

on
eijk,1 2 . . .kn[n cia Cjß äi Bk~dC`'rPß + aß 7.wv=2

2Hier und im folgenden können römische Indizes, im Gegensatz zu denen in Abschnitt .5 .1, Werte

zwischen 1 und 2n annehmen .

q` dK . A dick
j< k 8hc; 8K k

	

eck 8icj

aus. Dabei wird dort, wo kein explizites Summenzeichen steht, Summationskonventio n

benutzt und gleiche griechische bzw . römische Indizes werden von 1 bis k bzw. :1 bis 2n

cia

(7.10)
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OH 2n

	

8H
o

	

~~ - D E ijk2 2 2 . . .knln Cia ~ Dkvlv af£a

	

v=2

~?) (7.11)

Qa
OH
aPa

(7.12)

2n

	

~~
- -D Eijk212 . . .knlnCja ig Dk!,l!, av=2

8H
kv1v

	

,
v=2

	

7

aH
(7.13)

2n
ijk 2 22 . . .knl n

wobei
n

D := det(B) ° E k l l i . . .knln H Bk~l,

	

(7 .14)
v-1

Die Gleichheit (1) gilt aufgrund der in Anhang B .1 hergeleiteten Identität, wobei sich die
beiden letzten Tenne in (7 .10) wie in (5 .7) aus Abschnitt 5.1 aufheben. DaB (7.11, 7.12,
7 .13) die zu (w 2 ,H) gehörigen Bewegungsgleichungen sind, läßt sich durch Einsetzen in
(4.4) sehr leicht nachprüfen.

Die obige Form der Bewegungsgleichungen ist sehr kompliziert und für konkrete Rechnun-
gen i . a. denkbar ungeeignet . Das wichtige an ihnen ist jedoch, daß alle vorkommenden
Funktionen glatte Phasenraumfunktionen sind, wie es im folgenden für die Anwendung
des Adiabatentheorems 4 .3 notwendig ist.

Um im folgenden eine Trennung der Zeitskalen schneller und langsamer Freiheitsgrade
zu erreichen, wird für H1 (P, Q), ebenso wie in Abschnitt 5 .1, die sehr allgemeine Form
(4.20) gewählt :

H1(P, Q ) - 2-1 e2°ß(Q ) papß I ® (QI

Substituiert man P := eP wie in Abschnitt 5 .1 und benutzt (7.15), so folgt für die
Bewegungsgleichungen des Gesamtsystems (7.11,7 .12,7 .13)

aH 2n

-EaQa
E

D E i1k 2 12 . . .knlnCia

EvaßFß

2n

	

'~

	

2n
~E Etijk2d2 . . .knlnCja ~ ~kvlv~°trßpß - ~£ijk222 . . .knln ~

v=2

	

v,2

n

wobei in (7.16) ausgenutzt wurde, daß H nur von i 1 und nicht von n i (i = 2, . . . , 2n)
abhängt. Das Ensemblemittel (nach (7 .5)) des zweiten Terms in (7.16) und der rechten
Seite von (7 .18) für i = I verschwinden nach (C .14) und Satz C .1 in Anhang C .1, so daß
das gemittelte System folgenden Bewegungsgleichungen genügt :

(7.19)

(7 .20)

(7 .21)

Nach Satz 4.4 aus Abschnitt 4 .4.2 konvergiert die ursprüngliche Dynamik für e --> 0 und
für .fast alle Anfangswerte gegen die gemittelte . Das Verschwinden der rechten Seite in

(7.15)

Qa =

Fa =

ki =

aH
kvl~ ax1v-2

aH
kvlv n~

(7.16)

(7 .17)

(7.18)

= O .
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(7 .21) spiegelt die adiabatische Invarianz des Phasenraumvolumens i i wieder (der Beweis
der Invarianz wird in Anhang C .1, Satz C .4 erbracht).

Die langsame Dynamik ist vollkommen analog zu der integrabler Systeme, so daß die
Ergebnisse aus Abschnitt 5 .2.1 übernommen werden können. Im folgenden Abschnitt
wird ihre Struktur jedoch noch einmal explizit hervorgehoben und mit den Ergebnissen
von M . BERRY und J . ROBBINs in [BR93a, BR93b] verglichen . Aspekte der schnellen
Dynamik werden im Abschnitt 7 .3 untersucht.

72 Dynamik der langsamen Freiheitsgrade

Die gemittelten Bewegungsgleichungen (7 .19,7 .20) der langsamen Freiheitsgrade können
mit Hilfe der Hamiltonfunktion

-TA P, (2, ~i) = H1(P, Q) + Hz(Kis Q) (7.22)

und der kanonischen symplektischen 2-Form c,.r 2 = dP A dQ aus dem Hamiltonschen
formalismus gewonnen werden, sind also Hamiltonsche Bewegungsgleichungen . Daher
erhält der resultierende Fluß alle Poincare-Cartan-Invarianten und ist insbesondere pha-
senraumvolumenerhaltend, d . h . nicht dissipativ.

Wie im integrabler Fall äußert sich die schnelle Dynamik im adiabatischen Limes aus-
schließlich als zusätzliche Born-Oppenheimer-Kraft auf die langsamen Freiheitsgrade

- -H2( iz 1, Q),

	

(7 .23)

und der mehrfach in der Literatur

	

O _ _ _ .

	

. ..

1 3__ r,.~ iq, der

	

behandelte 3 geometrische Magnetismus tritt nicht auf.
Letzterer verschwindet sogar schon in den exakten Bewegungsgleichungen des Slow-Fast-
Systems, so daß für sein Verschwinden keine Näherungen verantwortlich sind.

M . BERRY und J . ROBBINS untersuchen in [BR93b] Hamiltonsche Slow-Fast-Systeme
mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden . Dabei gehen sie von der unphysikalischen
2-Form VRB92 (siehe (6.35) Abschnitt 6 .2) aus und interpretieren sie im Rahmen einer
Nichthamiltonschen Störungstheorie. Neben dem geometrischen Magnetismus erhalten
sie eine deterministische Reibungskraft (BR93b], die ebenso wie der geometrische Magne-
tismus bei einer Behandlung im Rahmen eines Hamiltonschen Formalismus nicht auftre-
ten kann, was durch die Hamiltonsche Struktur der langsamen Bewegungsgleichungen
garantiert wird.

7.3 Chaotische Dynamik und adiabatischer Tempus

In den schnellen Freiheitsgraden eines Slow-Fast-Systems (7 .16,7 .17,7 .18) soll im adiaba-
tischen Limes - 0 eine zu den Hannaywinkeln analoge, glatt von den Anfangsbedin-
gungen abhängende Größe identifiziert werden, die nur von der adiabatischen Invarian-

3 [G'I'87, K90, B89, BR93a, BR93b]
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ten K l des Ausgangszustands und dem Zyklus C im langsamen Konfigurationsraum Jk
abhängt.

Im integrablen Fall können die schnellen Freiheitsgrade durch adiabatisch invariante Wir-
kungen I und die zu ihnen bei festen Q kanonisch konjugierten Winkel 0 parametrisiert
werden. Die Trennung der Holonomieeffekte von den Einflüssen der lokalen Dynamik am
Punkte Q E4 ist in diesen Koordinaten besonders einfach.

Im ergodischen Fall können keine vergleichbaren Koordinaten c für die schnelle Dynamik
gefunden werden . Zudem hängen die i wegen des chaotischen Charakters der schnel-
len Dynamik sensitiv von den Anfangsbedingungen ab, so daß eine Identifikation eines
geometrischen Effekts als Verschiebung dieser Variablen aussichtslos ist, wie schon in
[GKMS9] erwähnt wird . Der Endzustand des Systems hängt i . a. vom Startwert auf der
Energieschale und vom genauen Zeitprogramm ab, mit dem C durchlaufen wird.

Wenn man analog zum integrablen Fall vorgeht, so wird man versuchen, die Dynamik
der zur adiabatischen Invarianten konjugierten Größe 0 bei festgehaltenen langsamen
Freiheitsgraden zu untersuchen. Leider existiert keine global auf , p x M definierte
solche Größe. Die Eigenschaft, kanonisch konjugiert zu sein, wird aber durch die lokalen
Eigenschaften des ersten Differentials (bei festgehaltenen Q) bestimmt (siehe (4 .34) in
Abschnitt 4.3.1).

Bei festgehaltenem Q kann eine 1-Form w 1 definiert werden, die die Eigenschaften des
ersten Differentials der zu ~c 1 lokal kanonisch konjugierten Größe 0 besitzt . Es ist, analog
zu (4.34) aus Abschnitt 4.3 .1, an jedem Phasenraumpunkt f E gQ :

wl(ldni
) = Sli

	

(7.24)

Im Fall festgehaltenem Q ist der kanonische Isomorphismus I lokal (an jedem Punkt
E gQ) invers zur Matrix Bij der symplektischen 2-Form des schnellen Teilsystems, d . h.

es gilt :

n
/er\ Ir\

	

I n \-1/r\

	

n

	

ä-°3 rs

	

, n irr~
ILJ=jlSJ

	

t~l = '-
~

E ijk2l2 . . .k~1~

	

nkyly, so aal~ ~`1') ijBj k = äik

(siehe Anhang B .2) . Da Q bei der Konstruktion festgehalten wird, hängt w 1 nur para-
metrisch von Q ab und kann daher in der Form

w l = Oidi£i

	

(7 .26)

dargestellt werden. Durch Einsetzen von (7 .25) in (7 .24) folgt an jedem Punkte E gQ :

v=2

-2n

	

n

ei

	

eijk2 1 2 . . .kn1„ 11 Bk,l„
v=2

-2n

	

""
ei D 6ijk 2 12 . . .knln rf B,L,v :e Bjin

v-2

wobei die Aquivalenz (1) wegen rg (B) = 2n gilt .

(7 .27)

= ~ij

Bim
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Das Integral 0(t, P { ° ) , Ql° l , rn ( °) , t (° ) , e) von wl entlang einer Trajektorie C gegeben durch
(P(t), Q(t), i(t)) mit Anfangswert (PO) , Q (° ) , c ( °) ) zur Zeit t (° ) berechnet sich gemäß

0(t) =
f

13; ;dre; = t dt' Biiii = f w(ni, Q)dt' +

	

CiaQadt' :

	

(7.28)
Jc

	

f
o)s,o)

wobei die letzte Gleichheit in Anhang B.3 bewiesen wird (w(x l , Q) := e) . Das Integral
(7.28) wird im folgenden als Tempus der Trajektorie bezeichnet.

Im adiabatischen Limes e -* 0 kann nach Satz 4 .3 aus Abschnitt 4.4.2 das Zeitintegral
über eine glatte Phasenraumfunktion durch das Zeitintegral über ihr Ensemblemittel
ersetzt werden. Betrachte nun den Grenzfall -+ 0 (r := et):

0(r)

	

-

1
J~rco)

w(i i, Q) dr' +

	

(CIa} ,,Q Q,ydt '	(7 .29)

fr

~ ~r(
w(n1, Q) dr' + jC ( Ci~iK,,4 dQ«

0)

= : ®B d ya

®Odyn + ®Ogeo

=A.8 0

(7.30)

(7.31)

C ist die Projektion der Bahn C auf M . Der Tempus 0 hängt nur noch von p40) und der
Kurve C ab. Die Abhängigkeiten von den Startwerten auf der Energieschale sind durch
die Mittelung weggefallen.

Der Tempus 0 zerfällt in zwei Teile, die unterschiedliche Eigenschaften haben : Mdyn

ist der dynamische Anteil, der sich analog zum dynamischen Winkel proportional zu
w(rar, Q) mit der Zeit entwickelt.

Der geometrische Tempus ®®geo hingegen hängt nicht explizit von der Zeit ab, sondern
beschreibt

	

.,. .~_~~ ...aufgrund der Veränderung der Koordinaten p und q alsbt , eine Verschiebung
Funktionen der xi (i = 1, . . . , 2n) und der Q . Sie hängt im adiabatischen Limes nicht von
der Wahl der Koordinaten x i (i = 2, . . . , 2n) auf der Energieschale ab, wie in Anhang B .4
gezeigt wird.

Zur mathematischen Interpretation betrachte das Prinzipalbiindel (IR x 1 Q, M,I? , rr, Ft),
das von der reellen Tempusachse über dem langsamen Konfigurationsraum aufgespannt
wird. Durch die adiabatische Dynamik wird auf diesem Prinzipalbiindel ein Zusammen-
hang erklärt, der sich durch die reellwertige 1-Form

w _.._ -(C'1a)K,,Q dQa (7.32)

und einen Schnitt

f :M 'Z? -sHx1A4, Q t-f(Q) mit dQ(f(Q. ))=0

	

(7.33)

darstellen läßt . Dabei ist f der Schnitt, der unter der benutzten Trivialisierung auf die
Null abgebildet wird . Durch die Eichung, die durch f festgelegt wird, wird der Tempus zu
Beginn des Durchlaufeus der Kurve C für alle langsamen Orte Q E MQ gleich gewählt.
Die geometrischen Tempi b0geo entlang einer nichtgeschlossenen Kurve C sind nicht
eichinvariant, da für die Faserkomponente von f jede beliebige glatte Funktion der Q
gewählt werden kann .
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Viel interessanter ist die eichinvariante Hofanomie dieses Zusammenhangs . Betrachte
geschlossene Kurven C (Zyklen) in Mt, für die A0geO weiter umgeformt werden kann:

609geo

	

j(Clrx)qQ dQc

8 / 8

	

n

	

n

	

- ~c aQa päq ~~	
dQa - ~

c ~ ~paQ ~ dQa

	

(7.34)
~,~

	

~,,Q

Das erste Integral verschwindet, da dQa a a
(o) eine exakte Form auf MQ ist . Somit

bleibt nur das zweite Integral in (7 .34) übrig, das vollkommen analog dem Integral über
die Hannaysche 1-Form im integrablen Fall ist.

Durch äußere Differentiation nach Q bei festgehaltenen i und Anwendung des Sto-
kes'schen Satzes für 0-homotope Zyklen in mit kann ®9geO als Integral über eine 2-Form
geschrieben werden :

A9geo = ö

	

(dp A dq ,Q

	

(7.35)aa l if

Dabei ist A eine von C berandete Fläche in Mt und do = (aQa) dQa . Man beachte, daß
der 2-Form-Charakter des Integranden, wie im integrablen Fall, erst durch die Mittelung
zustande kommt. Daher ist diese Schreibweise, die in der Literatur weit verbreitet ist,
etwas irreführend (siehe auch Seite 72).

Der geometrische Tempus A9geo ist einzeln observabel, da einerseits f BlidK, entlang ei-

ner Trajektorie gemessen, und andererseits AOdyn durch Integration von. w(i€ 1 , Q) entlang
der Kurve Q(t) über die Zeit aufintegriert werden kann.

Betrachte nun zunächst den Fall festgehaltener langsamer Freiheitsgrade : Bei Q = coast.
fällt G,9geo weg, und 0 entwickelt sich gemäß

9 = 9 ( °i + w(K, . ow - to))
•

	

's ., ro /\"

	

/5 (730)

wobei 0(° ) der Ausgangswert von 0 zum Zeitpunkt t ( °) ist. 0 mißt in diesem Fall die
Zeit in Einheiten von w(i i , Q), die entlang der Trajektorie verstreicht und kann bei
festgehaltenen Q anstelle der Zeit als Parameter benutzt werden . Daher wird für 9 der
Name „ Tempus" benutzt.

Entwickeln sich die langsamen Freiheitsgrade nun gemäß ihrer Bewegungsgleichungen, so
ist der gemessene Gesamttempus 0, der sich gemäß fdt (Bliki) ermittelt, i . a. nicht mehr
durch den naiv zu erwartenden dynamischen Tempus

66dyn = fw(fci ,Q(t))dt

	

(7.37)

allein bestimmt, sondern erhält einen zusätzlichen, von der Zeit t unabhängigen geome-
trischen Anteil 6,9geo :

= A9dYn + A9geo = j w(KY, Q(t))dt -
ä r dQa p

8g

	

(7.38)
a~1 ~"r8

	

aQa xi
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In gewisser Weise mißt der Tempus die Zeit, die das System entlang einer Trajektorie
„verspürt" . Der geometrische Tempus führt zu einer Verschiebung des Referenzpunktes
BM , so daß sich das System scheinbar um eine Zeit AOgeo/W weiterentwickelt hat.

Im eindimensionalen Fall stimmen die ergodischen mit den integrablen Systemen überein,
und der geometrische Tempus ist bis auf einen konstanten Faktor 22r der Hannaywinkel.
In diesem Fall drückt sich die Tempusverschiebung direkt als eine Verschiebung auf dem
Torus aus, die, wenn die Anfangsbedingungen und die Kurve C im langsamen Ortsraum
bekannt sind, durch einmalige Beobachtung nach Vollendung des Zyklus C gemessen
werden kann. Dasselbe gilt natürlich auch für integrable Slow-Fast-Systeme mit beliebiger
Anzahl von schnellen Freiheitsgraden.

Fiir ergodische Systeme mit mehr als einem Freiheitsgrad trifft dies jedoch nicht zu.
Wegen der sensitiven Abhängigkeit von den Anfangsdaten kann die Trajektorie nicht die
gesamte Zeit der adiabatischen Entwicklung numerisch verfolgt werden. Hinzu kommt
noch, daß durch die adiabatische Näherung die exakten Bewegungsgleichungen nicht mit
den gemittelten übereinstimmen, sondern etwas abweichen . Selbst bei perfekter Kenntnis
des Startwertes weicht die Bahn nach kurzer Zeit von der mit Hilfe der adiabatischen
Näherung berechneten stark ab . Daher ist es nicht möglich, den geometrischen Tempus
mit einer Verschiebung auf der Energieschale zu identifizieren . Seine Messung ist nur
durch ständige Beobachtung der Trajektorie während der zeitlichen Entwicklung möglich.
Dieser Unterschied zu den integrablen Systemen ist prinzipieller Natur [GKNi89] .
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~ ~ssung ..

In dieser Arbeit wurden klassische Hamiltonsche Systeme untersucht, deren Dynamik auf
zwei stark getrennten Zeitskalen verläuft (Slow-Fast-Systeme) . Diese starke Trennung
der Zeitskalen ermöglicht näherungsweise eine Separation der schnellen und langsamen
Freiheitsgrade, wie in der quantenmechanischen Born-Oppenheimer-Näherung . Jedoch
gelingt eine Separation im adiabatischen Limes nicht für alle klassischen Hamiltonschen
Slow-Fast-Systeme, sondern nur für solche, deren schnelle Freiheitsgrade entweder eine
Liouville-integrable oder eine auf der Energieschale ergodische Dynamik besitzen. Da
gezeigt wurde, daß adiabatisch getriebene nichtautonome Systeme mit integrabler oder
ergodischer Dynamik als Spezialfälle obiger Slow-Fast-Systeme aufgefaßt werden können,
beziehen sich alle folgenden Ergebnisse auch auf diese Systeme.

Eine Separation der schnellen und langsamen Dynamik kann nur in geeigneten nichtka-
noniscn4 en KoordinatenGU durchgeführt werden;

	

~, a o_
urchgeführt werden; die Bewegungsgleichungen wurden daher

mit Hilfe des symplektischen Formalismus ermittelt . Neben der Konstruktion geeigne-
ter Koordinaten und der mathematisch exakten Separation der schnellen und langsamen
Freiheitsgrade, wurde eine Analyse der Natur sowohl der schnellen als auch der langsamen
Dynamik durchgeführt.

Dabei wurden insbesondere die Holonomieeffekte untersucht, die aufgrund der adiaba-
tischen Bewegung in den schnellen Freiheitsgraden entstehen . Dazu wurden zunächst
die nötigen differentialgeometrischen Grundlagen, wie Prinzipalbündel, Zusammenhänge
und deren Holonomie, vorgestellt [CdWD91, vW78] . Anschließend wurde das bekannte-
ste physikalische Beispiel, die Berryphase, vorgeführt, die bei der adiabatischen Dynamik
quantenmechanischer Systeme entsteht [B84].

In den klassischen Slow-Fast-Systemen mit integrablen schnellen Freiheitsgraden äußert
sich die Holonomie in den seit 1985 bekannten Hannaywinkeln [H85], während ein Ho-
l] onoinieernex, r

r .. ergoc~, •zsche Systemeyste-,,. .e in derer Literatur bis heute n icht bekannt ist 8941.~[

	

zur
Seine Herleitung und Interpretation im Rahmen der Differentialgeometrie war Schwer-
punkt dieser Arbeit : In der ergodischen schnellen Dynamik wurde ein zu den Hannay-
winkeln analoger, glatt von den Anfangsbedingungen abhängender geometrischer Tempus
gefunden, der als eine Verschiebung einer zeitähnlichen Größe (Tempus) entlang einer ge-
nerischen Trajektorie interpretiert werden kann.
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Für die langsamen Freiheitsgrade wurde gezeigt, daß sich die Wechselwirkung der schnel-
len und langsamen Freiheitsgrade in der langsamen Dynamik in Form einer effektiven
Born-Oppenheimer-Potentialkraft äußert . Der vielfach in der Literatur' behauptete geo-
metrische Magnetismus, tritt nicht auf; er entsteht, wie gezeigt wurde, durch fehlerhaften
Umgang mit der symplektischen Form.

Bei den Untersuchungen wurde von einem Hamiltonschen System mit k langsamen und
n schnellen Freiheitsgraden ausgegangen, die durch die kanonischen Koordinaten (F, Q)
bzw . (p, q) parametrisiert sind. Als Hamiltonfunktion wurde

h (P,Q, p, q ) -_=II1(P,Q)+H2(P,q,Q)

benutzt, die die typische Born-Oppenheimer-Struktur besitzt.

Zunächst wurden Slow-Fast-Systeme mit integrablen schnellen Freiheitsgraden betrach-
tet . Im einzelnen wurden die nachstehenden Untersuchungen durchgeführt und folgende
Ergebnisse erhalten:

Damit die Bewegungsgleichungen des Slow-Fast-Systems die für die Anwendung des
klassischen Adiabatentheorems geeignete Struktur eines Multiphasensystems besit-
zen, wurden die schnellen Freiheitsgrade (p, q) bei festgehaltenen langsamen Frei-
heitsgraden auf Winkel-Wirkungs-Koordinaten (1,0) transformiert . Diese Trans-
formation ist nichtkanonisch (in Bezug auf das Gesamtsystem) . Bei der Aufstellung
der Bewegungsgleichungen in den neuen Koordinaten wurde deshalb der symplek-
tische Formalismus der Hamiltonschen Mechanik benutzt [K90] . Die schnellen Ko-
ordinaten (p, q) sind glatte Funktionen der Winkel-Wirkungs-Variablen (I, 0) und
der langsamen Orte Q.

Auf die so erhaltenen neuen Bewegungsgleichungen wurde das klassischee das

	

1`S.UicEUaE~CU
A d_ ab~te~kua ~~.•.u. neuen

	

^
theorem für Multiphasensysteme [N76] angewendet . Im adiabatischen Limes, d . h.
dem Limes unendlicher Zeitskalentrennung, kann die langsame von der schnellen
Dynamik separiert werden . Das langsame Teilsystem ist autonom und hängt nur
von den im adiabatischen Limes konstanten Wirkungen des schnellen Teilsystems
ab . Die schnelle Dynamik ist nichtautonom und ermittelt sich durch Integration
der schnellen Freiheitsgrade bei vorgegebener langsamer Bewegung.

o Im adiabatischen Limes sind die Koordinaten (F, Q) des langsamen Teilsystems
kanonisch und die Dynamik wird durch die Hamiltonfunktion

H(P,Q) = H1(F,Q) + H2(I ,Q)

bestimmt, wobei die Wirkungen I von den Anfangsbedingungen des Gesamtsystems
abhängige adiabatische Invarianten sind. . Die Wechselwirkung der schnellen und
langsamen Freiheitsgrade äußert sich in der langsamen Dynamik ausschließlich in
der Born-Oppenheimer-Potentialkraft

'[GT87, B89, K90, BR93a, BR93b]
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Weitere von den schnellen Freiheitsgraden ausgehende Kräfte treten nicht auf. Ins-
besondere gibt es in klassischen Hamiltonschen Systemen keinen geometrischen Ma-
gnetismus, im Gegensatz zu den Aussagen früherer Veröffentlichungen [GT87, B89,
K90, BR93a, BR93b], die im Rahmen dieser Arbeit diskutiert und widerlegt wur-
den.

Die Dynamik der schnellen Freiheitsgrade wurde nur als Vorbereitung auf den er-
godischen Fall nochmals dargestellt . Sie ist in [H35] ausführlich beschrieben.

Ist C : tee> Q(t) eine Kurve, die die zeitliche Entwicklung der langsamen Konfigu-
rationen wiedergibt, so kann das nichtautonome schnelle Teilsystem entlang dieser
Kurve integriert werden . Die Wirkungen sind im adiabatischen Limes Konstanten
der Bewegung, während sich die Winkelbewegung aus zwei Teilen zusammensetzt
[H85] :

1. Dem dynamischen Winkel

e
fA [~

~d~

	

to
w(I, Q(t'))dt' )

der als Zeitintegral der instantanen Winkelgeschwindigkeiten w(I, Q) = är
vom exakten Zeitprogramm abhängt, mit dem die Kurve Q (t) durchlaufen
wird.

2. Dem geometrischen Winkel

o am ag ar a, 1

	

Agsea - fc dQ« 8Q
,y

	

8I äQ	«

	

« )r,Q

der von der Kurve C abhängt, die durch Q(t) parametrisiert wird, nicht aber

	

vom

	

dem sie durchlaufen wird.

	

m

	

mit ~ dem

Beide Winkeldifferenzen sind für allgemeine nichtgeschlossene Kurven Q(t) von der
Wahl der Winkelkoordinaten äbu1 an~agig.

Für geschlossene Kurven Q(t) jedoch sind sie von der Wahl der Koordinaten un-
abhängig . Der geometrische Winkel A05eo wird in diesem Fall nach seinem Ent-
decker Hannaywinkel genannt und beschreibt die Holonomie eines Zusammenhangs,
den die adiabatische Dynamik auf dem Prinzipalbündel der schnellen Freiheitsgrade
Aber dem langsamen Konfigurationsraum erzeugt.

Für klassische Slow-Fast-Systeme mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden wurden in
dieser Arbeit erstmals systematische Untersuchungen der adiabatischen Dynamik durch-
geführt.

Die Frage nach Holonomieeffekten in nichtintegrablen klassischen Systemen konnte seit
der Entdeckung der Hannaywinkel für integrable Systeme nicht beantwortet werden.
Der einzige Versuch, einen solchen Effekt für nichtintegrable Systeme zu finden, wurde
von ROBBINS und BERRY [RB92] mit Hilfe eines semiklassischen Übergangs aus der
Quantenmechanik für ergodische Systeme gemacht . Dieser indirekte Zugang wurde in
dieser Arbeit kritisiert und es wurde gezeigt, daß er keine Holonomieeffekte in klassi-
schen Systemen beschreibt . Auf [RB92] aufbauende Arbeiten von BERRY und ROBBINS



98

	

KAPITEL S. ZUSAMMENFASSUNG

[BR93a, BR93b] behandeln ergodische Slow-Fast-Systeme, jedoch gelingt ihnen aufgrund
der falschen Ausgangsgleichungen keine Untersuchung innerhalb des Hamiltonschen For-
malismus . Sie gelangen zu unphysikalischen Ergebnissen, wie zum Beispiel einer „deter-
ministischen Reibungskraft" [BR93b].

Im einzelnen wurden folgende Untersuchungen für ergodische Slow-Fast-Systeme durch-
geführt und . nachstehende Ergebnisse erhalten:

e Da sich die klassische Adiabatentheorie ergodischer Hamiltonscher Systeme von
T. KAZUGA [K61] nur auf nichtautonome Systeme beschränkt, bei denen keine
Rückwirkung der schnellen ergodischen Dynamik auf die der langsamen Parameter
mit einbezogen wird, mußte die bestehende Adiabatentheorie für die Anwendbarkeit
auf Slow-Fast-Systeme erweitert werden . Es wurde ein auf Slow-Fast-Systeme an-
wendbares erweitertes Adiabatentheorem sowie ein Mittelungssatz für Observable,
der bei der Herleitung geometrischer Effekte in der schnellen Dynamik benötigt
wird, aufgestellt und im Anhang bewiesen . Das neue Adiabatentheorem besagt,
daß das Phasenraumvolumen j = ac 1 , das von der instantanen Energieschale des
schnellen Teilsystems eingeschlossen wird, im adiabatischen Limes erhalten bleibt
und daß sich die langsamen Freiheitsgrade nach gemittelten Bewegungsgleichungen
entwickeln.

Um die Separation der schnellen von der langsamen Dynamik eines Slow-Fast-
Systems mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden zu erreichen, ist eine Trans-
formation der schnellen Koordinaten (p, q) auf Koordinaten (k) notwendig, von
denen eine das adiabatisch erhaltene Phasenraumvolumen J = # ist. Da es i . a.
selbst bei festgehaltenen langsamen Freiheitsgraden kein solches global definiertes
kanonisches Koordinatensystem gibt, wurden die Bewegungsgleichungen in geeig-
neten nichtkanonischen Koordinaten dargestellt . Dabei wurde der symplektische
Formalismus Hamiltonscher Systeme benutzt . In den neuen Koordinaten lautet die
Hamiltonfunktion

R ( .P, Q7 f") = Iä1(P, Q) + H2 ( 1 , Q)

und hängt nicht von den übrigen Koordinaten (sc 2s . . . , ic 2,) auf der Energieschale
des schnellen Systems ab. Dennoch ist die Struktur der Bewegungsgleichungen auf-
grund der nichtkanonischen Koordinaten sehr kompliziert . Die schnellen Koordina-
ten (p, q) sind glatte Funktionen der neuen ic und der langsamen Konfigurationen
Q .

® . Auf die neuen . Bewegungsgleichungen wurde das erweiterte Adiabatentheorem für
ergodische Slow-Fast-Systeme angewendet . Die resultierende langsame Dynamik
hat im adiabatischen Limes folgende Eigenschaften : Sie ist ein autonomes, vom kon-
stanten (adiabatisch erhaltenen) Phasenraumvolumen abhängiges Hamiltonsches
System mit kanonischem Koordinaten (P Q), dessen Hamiltonfunktion wie in (82)
gegeben ist . Die Wechselwirkung der langsamen Freiheitsgrade mit den schnellen
äußert sich in der langsamen Dynamik durch eine zusätzliche Potentialkraft

AaQ H2(NisQ)s

(8.2)
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die analog zur Born-Oppenheimer-Potentialkraft in quantenmechanischen Syste-
men ist . Neben dieser Potentialkraft gibt es keine weiteren auf das langsame System
wirkenden Kräfte, die ihren Ursprung in der Wechselwirkung mit den schnellen Frei-
heitsgraden haben . Insbesondere tritt kein geometrischer Magnetismus und keine
„deterministische Reibung" ([BR93b]) auf, im Gegensatz zu den Ergebnissen von
BERRY und ROBBINS in [BR93a, BR93b].

e Die schnelle Dynamik läßt sich aufgrund der sensitiven Abhängigkeit von den An-
fangsdaten nicht über lange Zeit vorausberechnen . Dennoch ist die Identifikation
eines Holonomieeffektes in der schnellen Dynamik möglich . Dieser wurde erstmals
berechnet, kann jedoch wegen der sensitiven Abhängigkeit von den Anfangsdaten
nicht, wie im integrablen Fall, als Verschiebung des Endzustands auf der Energie-
schale interpretiert werden, da letzterer von allen Details der Bewegung abhängt.
Bei Kenntnis der Bewegung der langsamen Freiheitsgrade in Form einer durch die
Zeit parametrisierten Kurve C : t

	

Q(t), gelingt jedoch folgende Konstruktion:

In Analogie zum integrablen Fall wurde die zur adiabatischen Invarianten, dem.
Phasenraurnvolumen J = rcr, bei festgehaltenen langsamen Freiheitsgraden kano-
nisch konjugierte Größe untersucht . Diese ist, im Gegensatz zu den Winkeln im
integrablen Fall, nicht als Koordinate auf der Energieschale geeignet. Aufgrund
ihres zeitdhnlichen Charakters wurde sie als Tempus (0) bezeichnet.

Da der Tempus zum Phasenraumvolumen kanonisch konjugiert ist, muß sein er-
stes Differential co', eine 1-Form über dem Phasenraum, die lokale Bedingung für
kanonische Konjugiertheit

Vi = 1, . . .,2n : wi (2di ) =
s1i

erfüllen und kann aus dieser Bedingung berechnet werden . Die so berechnete 1-
Form w 1 wurde entlang der schnellen Trajektorie des Systems bei vorgegebener
langsamer Bewegung Q(t) zum Tempus integriert . Nach dem Mittelungssatz für
Observablen konnte dieses Integral im adiabatischen Limes durch ein Integral Fiber

die gemittelte 1-Form (wi ) ersetzt werden . Der so ermittelte Tempus setzt sich aus
zwei Teilen zusammen:

1. Dem dynamischen Tempus, der sich gemäß

t

®Odni =

	

w(ki, Q(t'))dt'f
o

ermittelt und die Zeit entlang der Trajektorie in Einheiten des zeitlich veränder-
lichen Maßstabs w(rcr, Q(t)) = ä mißt.

2. Dem geometrischen Tempus, der durch

DB - / vp
'j

	

vF v ‘,
dDeo

JC 1OQa Ohr dfi l ÖQa

	

Qa

gegeben ist und nicht vom Zeitprogramm der langsamen Bewegung Q(t) ab-
hängt, sondern vollständig durch die Kurve C und das adiabatisch konstante
scr bestimmt ist .
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Sowohl MSdyn als auch ' 0geo hängen nicht von der Wahl der Koordinaten auf der
Energieschale ab . Für nichtgeschlossene Kurven C hängen ®0 dyn und a0geo jedoch
von den Koordinaten auf der Tempusachse ab.

Für geschlossene Kurven (Zyklen) C verschwindet diese Abhängigkeit von der Ei-
chung des Tempus . QBgeo beschreibt in diesem Fall die Holonomie des Zusam-
menhangs, der von der adiabatischen Dynamik auf dem Frinzipalbündel, das die
Tempusachse über dem langsamen Konfigurationsraum aufspannt, erzeugt wird.

Für 0-homotope Zyklen C kann der Stokes'sche Satz angewendet und der geometri-
sche Tempus als Integral über eine vom Zyklus C berandeten Fläche A berechnet
werden:

Dabei ist da = ädQ . Der Integrand (dp A dq) ist analog zur Hannayschen 2-Form
[1185].

Der geometrische Tempus ist ein meßbarer Holonomieeffekt in der ergodischen
schnellen Dynamik von Slow-Fast-Systemen . Seine Messung ist jedoch, im Ge-
gensatz zu der der Hannaywinkel im integrablen Fall, sehr viel aufwendiger, weil
dazu die schnelle Trajektorie über den gesamten Zeitraum der adiabatischen Bewe-
gung beobachtet werden muß . Dies liegt an der sensitiven Abhängigkeit von den
Anfangsdaten und ist daher prinzipieller Natur.

®Sgeo = aai il (dp n dq ,~ i ,Q



Der Term

[CiaBiß BiaCißJ

tritt in den Bewegungsgleichungen eines Slow-Fast-Systems mit integrablen schnellen
Freiheitsgraden auf (Abschnitt 5 .1) . Im folgenden wird eine Identität hergeleitet, die
diesen Ausdruck vereinfacht.

Nach Definition von B (5 .12) und C (5.13) gilt (Summationskonvention)
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ANHANG A . INTEGRABLE SYSTEME

A®2 Mittelung Von Cza

Es wird gezeigt, daß Cia über den n-Torus Tn(I) gemittelt verschwindet . Dies ist die
notwendige Bedingung dafür, daß die Wirkungen I adiabatische Invarianten sind . Es ist:

(Ctc, )

	

ap AAa/~g
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N or U~i a/~i ÖQa ~

- ~
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de
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=I;

wobei die letzte Gleichheit gilt, weil die partielle Ableitung nach Q a bei festem I durch-
geführt wird .

	

0

A®3 Slow-Fast-Systeme und Hamiltonsches Variati-
®

	

a

onsprinzgp

Betrachte das klassische System (5 .2,5 .3), für das die n schnellen Freiheitsgrade p, q auf in-
stantane Winkel-Wirkungs-Koordinaten transformiert werden . Die Wirkung einer durch
die Zeit parametrisierten Kurve im erweiterten Phasenraum lautet, ausgedrückt in den
neuen Koordinaten P, Q, I und 0,

(I, 0, Q)Qa ,

	

(A.3)
I ,

wobei S die Q-abhängige Erzeugendenfunktion der kanonischen Transformation vom Va-
riablensatz (p, q) nach (I, 0) ist. Dabei wurdeder effektive schnelle Hamiltonian (4.47)
in das Wirkungsintegral eingesetzt.

Das Hamiltonsche Variationsprinzip besagt nun, daß die Wirkung entlang den Tra-
jektorien des Systems für feste Anfangs- und Endkonfigurationen (Q ( °) , 0 ( °) , t(o) ) und
(Q(1) , 0 (1) , t (1 )) extremal ist, d . h. die erste Variation der Trajektorie verschwindet . Es ist
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Mit partieller Integration nach der Zeit in den Termen, die die Variation einer Zeitablei-
tung enthalten, folgt

to.)
0 =

Jt(o)
dt ~aPQ - PSQ + SIG - 180 - sHg( P, Q) - 8112( 1 , Q)

-s (-as ) (I, 0 , Q)Q« +
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dt
(-as
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so daß die folgenden Bewegungsgleichungen resultieren (die partiellen Differentiationen,
bei denen nicht explizit spezifiziert wird, welche Variablen festgehalten werden, sind bei
festgehaltenen neuen Koordinaten zu bilden):
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=Bia

denn nach Abschnitt 4 .3 .2 Gleichung (4 .51) und (4 .53) gilt:
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Mit der Identität aus Anhang A .1 heben die beiden Terme proportional zu Qo in (A.6)
gerade auf, so daß auch bei dieser alternativen Herleitung der Slow-Fast-Bewegungsglei-
chungen kein geometrischer Magnetismus auftritt . Die Bewegungsgleichungen stimmen
mit (5.7,5.8, 5.9,5.10) überein .

	

o

Pa
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Ae4

	

a sformatio sei e sch. f en unter Umeichung

Es ist zu zeigen, daß sich (5 .42) unter einer Umeichung der Winkelkoordinaten gemäß

9(9 , I, Q) = 9+ 9o(I , Q) ( A .10)

wie folgt transformiert :
aOo

= +
aQ«dQ«

	

(A.11)

Zunächst wird gezeigt, daß (B=«), Q nicht von der Wahl der Koordinaten abhängt . Unter
der Koordinatentransformation (A .10) transformiert sich
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(A.12)

(2) {3}

Es bleibt zu zeigen, daß die Terme (1), (2) und (3) bei Mittelung über den n-Torus
verschwinden.

Der Term. (1) in (A.12) ist eine Komponente der (n + 1)-Form

[()l
NB -(alq) B ö®;] 0Q1«dQ«

A dpi A . . . A an ,

über die das n-dimensionale Integral über den Torus ausgeführt wird . Das n-dimensionale
Volumenelement für die Mittelung auf dem Torus bei festem Q und I transformiert sich
gemäß

dOi A . . . A dsn = d9l A . . . A dd, .
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(A.15)

wobei wegen der adiabatischen Erhaltung von I die Abhängigkeit von I weggelassen
wurde.'

Durch Einsetzen von (A.15) in (A.13) und Benutzung von (A.14) gilt dann
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1 Dies ist erlaubt, da das Differential nur auf Tangentialvektoren des Phasenraums wirkt, die keine
Komponente in 1-Richtung besitzen . Es ist daher dl, (v) = ü für alle Tangentialvektoren v an eine
Trajektorie .

n (A In)
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wobei die Gleichheiten (1) und (2) wegen des doppelten Vorkommens von dB, bzw . d8;
gelten.

	

Der Term (2) verschwindet, da

	

= a-~gt nicht von 8 abhängt, so dais
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da (61.0 nach Anhang A .2 identisch verschwindet.

Der Term (3) verschwindet, weil

rapaqapaq -0
[80 j a®k a®k®;

wegen der kanonischen Eigenschaft der (p, q) und (0, I) bei festgehaltenen (P, Q) identisch
verschwindet.

Somit ist (Pia) invariant unter Eichtransformationen der Form (A,10) . Nach (A.15) gilt
nun insbesondere

(A.17)

was zu beweisen war .

_ ~- Q:dQasa

Die Unabhängigkeit der Hannayschen 2-Form von der Wahl der Winkelkoordinaten (Ei-
chung) kann wie folgt gezeigt werden : Betrachte die Terme
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transformieren. Sie sind die Komponenten der (n + 2)-Form, die, über den n- Torus
integriert, zu der gesuchten 2-Form wird . Für den Term (1) gilt zum Beispiel:
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Dabei wurden, wie oben, (A .14) und (A.15) benutzt . Die anderen Terme (2) und (3)
verschwinden aus ähnlichem Grund, so daß

(Z), (aQ0)

	

dQ« A d
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(A .23)
,Q
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für beliebige Eichtransformationen der Form (A .10) gilt.

Die Hannaysche 2-Form hat somit die eichinvariante Form

W(I' Q) ~(~ aQtt~e (a))I,Q
dQ« A dQ0

was zu beweisen war .

(A.24)
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Anhang B

Ergodische Slow-Fast-Systeme

B ®I Eine Identität

Unter Verwendung der Definitionen (7 .7), (7.8) und (7 .9) für F, B bzw. C wird der Term

2n

	

CiaC3p
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(B .1)
~~ijk2 12-

	

. . .kr.1n
v=2

ausgewertet, wobei D wie in (7 .14) definiert wird . Dabei wird folgende Summationskon-

vention benutzt : Ober zwei gleiche römische, griechische bzw . gotische Indizes wird von

1 bis 2n, 1 bis k bzw. 1 bis n summiert. Es gilt

~
n

eijk 2 12 . . .knrn C:a

%~

`~jp "~~ Bk,,r,

Y=2
r
aP151 al~[ aY~ ("VI'

	

at'm ag [ agii~ ap[

= ~ijk212 . . .knrn
d aQa aQp aKi

arc; aQa aQp
ani ax;

//71 tr

	

r3aa. ..~ Oar ap cn apr
•-7~ia -'['

	

-r . 2 as
+

	

<

	

. .

	

'- _~ * ä~ ~kvj v

aQa aQß afi i Oki 8Q,, 0Q0 Di6i an; v-2

i

	

aPm ag[ agnl 0p( ~	 ag[ apm ~pt aqm]
c ~ Ei3k2

I2 . . .kn1n ~- aQa 8Q0

	

a,~;

	

aQa aQß aK;

( 2 ) aPm ag [	ag t aPm ~ aq~lläp[ . .. ~ $kvly

=

	

aß -D,

wobei Gleichheit (1) gilt, da der e-Tensor im ersten und letzten Term mit zwei identi-

schen Vektoren bzw . kontrahiert wird. Gleichheit (2) folgt mit Vertauschung der

Summationsindizes m und bzw. i und j im zweiten Term . Für (B .1) folgt

2n

	

CiaC II Bk i = - D 2Fap n D = -
Fap

D
ri
j

k2 j2 . . .knln

	

jp g~

	

v v
v=2
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n

v=2

-~4jk2i2 . . .knln

v DQ~ aQp - aQcx aQp (91 i ai6.7 v=2

1 • apm agstt agm aPm Eijk2I2~ aq~l aprl agm apm

	

n

. .kri2n

	

~~ ~kvj v

2~ aQa aQp - aQ aQß

	

Di6i aK;

	

U=2gtt_1 _

	

a

(B .2)
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B .2 Kanonischer Isomorphismus des schnellen Teil-
systems filr ~ ö cone.

Bei der Konstruktion der zum adiabatisch invarianten Phasenraumvolumen kanonisch
konjugierten Größe in Abschnitt 7 .3 wird die Inverse der symplektischen Matrix B des
schnellen Teilsystems benötigt . Diese ist durch

2n

	

n

Zj = .
D-E ijk2 12 . . .knlnn Bkvly

y=2

gegeben, was im folgenden bewiesen wird . Betrachte dazu den folgenden Ausdruck:

n

BmiE ijk2 12 . . .knln

	

pkvly
v=2

Zunächst wird gezeigt, daß (B .4) verschwindet, falls j

	

m ist: Angenommen (BA)
verschwinde nicht für j m. Da B antisymmetrisch ist, muß m von i verschieden sein.
Daher muß m einen Wert in der Menge {k 2 , 12 , . . . , kn , In} annehmen. 0. B . d. A . sei
m = k2 . Dann ist (über geklammerte Indizes wird nicht summiert!)

n

~(m)i~(m}1a Eij(m)12 .. .kn1n

	

~kv1v7
v=3

d. h. der Term gleich seinem Negativen, was im Widerspruch zur Annahme steht, daß
(B.4) nicht verschwindet.

Sei jetzt m = j. Dann ist

2n

	

n" ~gln''~~?7t)i'-'xvly = ~ fD

	

v=2

da D = E1s111 . ..knln~v=1 k v 1 v .

	

0

B ® Zeitabhängigkeit von 0

Der Tempus 9(t, P( °) , Q (° ) , x ( °), t ( ° ) , 6) ist in Kapitel 7.3 als das Zeitintegral

S = I dt Bliki

definiert. Betrachte im folgenden den Integranden, der sich so umformen läßt, daß } in
einen dynamischen und einen geometrischen Teil zerfäll-t, Durch Einsetzen von (7 .13) für
xi gilt

2n ~OH

	

OH~

	

n
_

D [
+C7ap

~P ~
E ijk 2 12 . . .knln Bli~~~kv1v

v=2
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(B .3)

(B .4)

n

B(m)iB(m)12Eij(m)12 . . .k1n ~ kr,1v

n

-B(*rt)iB(sn)12 612 j(m)i . . .knln H~kv[„
v-3

	

v=3

Blt k 4
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2n aH

	

B
n

Dä►~€
tpk 2 ly . . .knln ii Bkvt v

j

	

v-2

Gn

C
OH

-

	

~ ¢ d7 kvlvs-jG

	

Eijk2ly . . .knln ii o
D aPa

	

v=2

erste Term in (B.7) gemäß

2n

	

aH _ aH
-~ ~iikyly . . .knln ~ B kv l v Bis

we].
v=2

=[B-i] ;i

aH OH
vereinfacht, da

	

4

	

lm folgenden können römische, griechische bzw . gotische

Indizes Werte zwischen I und 2n, 1 und k bzw. 1 und n annehmen. Unter Benutzung

der Summationskonvention ergibt der zweite Term

n

	

OH
H Bk,lv aPa

wobei sich der

n

-
D - Cja a

P
Eijkylg . . .knlnBii Tl B&vlv

a

2n
- Eijk 2 1 2 . . .knln

2n
- D

Eijy 2 . . .knIn

v=2

[apm agm apm aqm a'P[ aq € _ apt aar 1 n

	

OH

0Q,,

	

aKj Nod ~afcl a~z a~i ä~

[apm aft apt agt apm aqm apt agt

aQa al~j a~i axi NJ aQa aKi am i

_ 8v.,, aom apt aq ;

	

agm ap s aqc l ~ n OH

0Q,, axj

	

+ al~j aQa a~ui

	

j

	

.Dk"t" aBa

apt aqm apm a qt + aPm agt aqm apt

-

	

~atci aQa NJ ani aQa a~i anj NiYf9--i

[ apm aqm apm agm aH
° ai£1 aQa

+
8Q,, axi OP,,

2n aH

6'6 k 2 1 2 . . .knrn
v=2

aH
Biiki = w(isis Q) + Cia aP

a

so daß unmittelbar
(B .9)

folgt.

B.4 KoordinatenunabMngigkeit des geometrischen

`e

	

s

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daß der geometrische Tempus (7 .34) in Abschnitt 7.3

nicht von der Wahl der Koordinateni (i = 2, . . . , 2n) abhängt.

Dazu werden allgemeine Koordinatentransformati on T der Form

T : Mp X M4 r-, Mp X M4
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Ki -> ki(n, Q), (i = 2, . . . , 2n)
~i -> k1 = K1

betrachtet . Es ist nun

p(aha) P(i
c ,Q) d"-1 KdQa =

p ( q j P( k, Q)d"-ik dQ« + p a •(--)P(k,
Q)d

2n-i
R dQa (13 .10)

Ausführlich geschrieben ist der zweite Term in (B .10)

aq ~

	

a!£ i
p

	

p(k, Q)di-2 n . . .A dk2n n dQ a

	

(B .11)

Die Umrechnung der (2n -- 1)-dimensionalen Volumenelemente erfolgt bei festem Q und
ic l , so daß

(n, Q)d2n-1k = P(~, Q)d
2n-1 k

(a, j = 2, . . . , 2n)

	

(8.12)

(K l konstant) läßt sich (B.11) wie folgt umschreiben:

)d n . . . n d n dQ
(ö) (akt)q

	

p ( ~ Q 2

	

2~

aq
P

a~;
)p(n, Q) dk 2 n . . . A dk2 ,, n dki -

( äq

~ ~a~j ~
p

	

P(K, Q) dK2 A . . . A dK2n n dKj ,

	

(B .13)

wobei die Gleichheiten (1) und (2) wegen des doppelten Vorkommens von dki bzw. dIj
gelten .

	

q

Der gemittelte Term
a

	

d~pa
g

	Qa
1

	

« /Ki,Q
hat fiber dem langsamen Konfigurationsraum MI6 1-Form-Charakter und ist unabh:ingig
von der Wahl der K-Koordinaten . Sein R19ßeres Differential ist die geschlossene 2-Form

	

(dp n dg L 1 , Q

	

(B.I5)

T .

P(1,Q)d2n-1n
= det ~a(~2, . . .	, ~2n)

~a(~2 , . . . , ~2n)

ist (siehe Abschnitt 7 .1 (7.4)) . Mit Hilfe von

= ( :)‚c
dQa + (~

aa~j (2

l~l 0

=0

(B.14)

. über
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Adiabatentheorie ergodischer
autonomer Slow-Fast-Systeme

Cd Beweis des Adiabatentheorems

In diesem Abschnitt wird das Adiabatentheorem von T. KAZUGA [K61], das nur für nicht-
autonome Systeme bewiesen wurde, so erweitert, daß es auf autonome Slow-Fast-Systeme
anwendbar ist . Dazu wird ein Slow-Fast-System mit ergodischen schnellen Freiheitsgra-
den betrachtet, das wie in Abschnitt 4 .2 und 4.4 definiert ist.

Dieser Anhang ist sehr eng an die Herleitung des Adiabatentheorems in [K61] angelehnt
und, wie [K61], in drei Teile unterteilt . An einigen Stellen des Beweises von .KAZUGA

sind Erweiterungen notwendig, deren Grundideen aus der Adiabatentheorie integrabler
Systeme stammen [GKM89] . Im ersten Teil wird ausschließlich die autonome Hamil-
tonsche Bewegung der schnellen Freiheitsgrade bei festgehaltenen langsamen Freiheits-
graden (P, Q) untersucht . Neben einigen Definitionen wird eine notwendige Bedingung
für die adiabatische Invarianz des Phasenraumvolumens j hergeleitet . Der zweite Teil
umfaßt die Ergodentheorie des schnellen Teilsystems, und es wird eine wichtige funk-
tionentheoretische Näherungsmethode hergeleitet, die im dritten Teil beim Beweis des
Adiabatentheorems von großer Bedeutung ist.

Gegeben sei ein Harniltonsches System (w 2 ; H2 ) mit kanonischer symplektischer 2-Form

w2 dp A dq . und einem von äußeren Parametern Q E MQ abhängenden Hamilto-

nian H2 (p, q, Q), der auf einer menge Mp x Mq x Mt, (MP x Mq C Rn x : IR,~ ein-

fach zusammenhängend, offen und beschränkt) zweimal stetig differenzierbar ist, d . h.

112 E Ci 2 (M ; x

	

x Ma) .

111
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Ferner wird vorausgesetzt, daß überall in einer offenen Menge K CP x Ms x .iiQ

E äH2 2 (8H2)2} 0

	

(C.1)
aqi

gilt, so daß für alle Q E .I4Q in KQ :_ {(p, q)I(p, q, Q) E K} kein lokales Extremem
von 112 bzgl . (p, q) existiert (eine exakte Definition von K und KQ wird weiter unten
gegeben) . Das Hamiltonsche Vektorfeld hat somit in K keine Singularitäten. Wegen
der vorausgesetzten. Beschränktheit des Teilphasenraums »p x 1q und der zweimaligen
Differenzierbarkeit von 112 bezüglich p und q besitzen die glatten Hyperflächen konstanter
Energie SE,Q , definiert durch

SE,Q := {(p, q) E KQ I 112(p , q , Q) = E, Q E MQ},

keinen Rand ($SE,Q = 0) und bilden daher selber den Rand einer 2n-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit IE,Q := {(p, q) E KQ I H2 (p, q, Q) < E, Q E J/Q} (SE,Q = $IE Q ) i
von IA; x M4, deren Volumen gegeben ist durch

3(p, q , Q) f drip d T q .
rE,e

Dabei wurde o . B. d. A . angenommen, daß die Energie der von der Energieschale einge-
schlossenen Punkte (p, q) kleiner ist als die Energie E. Im folgenden wird die Menge SE,Q
als zusammenhängend vorausgesetzt . Ansonsten betrachte man jeweils nur eine Zusam-
menhangskomponente von SE,Q . Für jedes Q E M I6 wird die Existenz eines Intervalls
ÄQ := {EIEQ < E < EI} mit -co < EQ < E[ < ±oo vorausgesetzt, so daß SE ,Q,
wie oben definiert, existiert, und KQ = UEErQ SE,Q . Damit ist K := {(p, q, Q)IQ E
M Q,(p , q )EKc} .

Die ..Punktmenge A := {(E, Q)IQ E Mt? , E E I'Q }
ist offen. Das Volumen der Menge IE, Q als Funktion
der : Energie E und der Koordinate Q ist analog zu

pe / l\0q=)

(C

I!Y n\ 7 r

	

.r~ r,
~11 .L1 ciennieri una mit J ~~, Q) bezeichnet, so 615

-jE C(A) und gi > 0 für alle (E, Q) E A . Mit

3Q := hmE--gEQ 3(E, Q), 36 := liinE,E ~ 3(E, Q)
kann ,a(E, Q) auf A. eindeutig nach E aufgelöst wer-

	

3Q
den, und E E(3, Q) E C'(A') mit 5 > 0 auf A'
(A' :_ {(J,Q)IQ EM 16, 32 < 3< g-6})-

Wegen (C.2) folgt für j(p, q, Q) = 3(H2 ( p , q , Q), Q) E Ci (K)

e(p , q,Q)EK .

	

{(ai ) 2
l l 2 J r

3 legt somit eindeutig eine Energiehyperschale S E,Q fest und kann anstelle der Ener-
gie zur Charakterisierung von SE,Q verwendet werden. Die Energiehyperscnalen SE ,
stratifizieren KQ wie eine Zwiebel :(siehe. Abbildung 4 .3 in Abschnitt 4 .4 .1).

'Dieses Argument u gilt u nur, wenn die Homologiegruppe von .MpTi x J'vtgaf7 trivial, 13t . P u.. r einfach,äCA Zusam-
lnenhängendes .Mpn x Mß ist dies der Fall .

.2)
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Im weiteren wird angenommen, es existierten zwei Zahlen 3'1* und 672 unabhängig von

Q, sodaßfüralle QEh4 ,7Q<671<

	

<67Q gilt-

Es wird definiert für Q E Mt und J, 32 E (672, J21 :

e S(J, Q) := Se(J,Q),Q = {(p, q) E KQ lJ(p, q, Q) = J}

• I( 6T, Q) := I£(J,Q),Q

• I(J.,n,Q) :_ {( n, q) E KQI6% < 67(p, q ,Q) < J2}

Ferner sei für alle QEMQund,,71<J<672:

® gQ := I(67; , 672 Q)

~ G := {(I',Q)IREA/iQ,QEM 76}C11.2k

� D := {(P,Q, p, g )E E m~,Q E (p, g ) EgQ}

ß D 2 := {(p, g ,Q)E K IQEM 76 ,(p , g)E~Q}

e D 2 (67) :_ {(p, q , Q) iQ E E I(67, Q)}

� W(67) := {(p , q, Q) E K IQ E A/t, (p, q) E S(J,Q)}

D, D2 und  D 2 (J) sind offen, D, D2 (J), W(J) und D2 kompakt für alle 67i < J < 6 Tä ,
und D2(J) = D2(67) U W(J), D2 = D 2 U W(J1) U W(J2).

Lemma r~ ~ ([K61]) L~ . . existiert '„ eindeutiges jVfa.~f_~ mT,Y!l auf den Borelmengen jeder~ . .~

	

~~

	

ein ,.o .o . ...~,.y ".

	

.,

Energieschale S(,7, Q) (Q E M 76, 671 < < J2*), so dafi

ä67 jr(7i,j,Q) f(p , q) dp dg f(.T,Q)
f(p, g)dm

für alle f(p, q) E Co(gQ ) . 2 Die Vervollständigung von mg" , Q sei wieder mit my,Q be-

nannt. Dann ist jede auf gQ integrable Funktion f (p, q) auch integrabel auf dem Mafiraurn

(S(j, Q), mi-,Q ) für fast alle 671 < k7 < J2 und

I(.r,Q) f (
p , q ) dm.r,Q

ist integrabel nach 67 im Intervall (J1,,72*) mit

~
72,Q) f ln

. aldp dq = f~2a /l

	

f (p, q)dm.7Q d67 •

y	s(3,Q)

Ferner
drn,7,Q = 1.

.i s(v,Q)

2Co(A) ist die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger auf A .
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Dieses Lemma kann ohne Änderung aus [K61] übernommen werden .

	

0

Nach diesen einführenden Definitionen wird der folgende Satz bewiesen, der besagt, daß
die Anderung des Phasenraumvolumens 7 als Funktion der Parameter Q im Mittel über
die Energieschale verschwindet . Dies ist eine notwendige Bedingung für die adiabatische
Invarianz von 7 und eine wichtige Voraussetzung für die in Teil II und IH gemachten
Abschätzungen (siehe Lemma C .7 und Beweis von Lemma C .8).

Satz CA Für alle ~f < j < J2 und alle Q E M I6 gilt

f c~ Q} äQ (P, q , Q) dm,~,Q = O.

Beweis: Sei w(J) eine stetige Funktion mit kompaktem T ager im Intervall (JI ,,%2 ),
d. h. v)(7) E CD [(J , j2*)j . Setzte

b'67i' <~< ,T2 :

Dann ist g(J) E Cl [(J , J2 )],

	

= cp(j), und wegen der Kompaktheit des Trägers
von c,a(J) existieren zwei Zahlen J ,

,72
mit a%g <

	

< ,7-2 < J2 , so daß g(J) = 0
für J2 <

	

< J2 und g(7) = g(J,) für 31* < 7 < Jl . Die Funktion f (p, q, Q) auf
R~ x R' x G sei definiert durch

ä g (i(p, q , Q)) fur (P, q, Q) E D2

f(P, q ,Q) := 0

	

für LW' x R.~ x G\D 2 (72) .

g(Ji)

	

für D2(% )

f(• •• r~

	

4 , q,O.) E C1(W x 1R n x G) verschwindet fur hinreichend große ln! 2 + 1(11 2 _ Nach
Lemma C .1 folgt mit den obigen Definitionen von g(7) und f (p, q, Q) für alle Q E

g (J) :=

J g(7 (P, q, Q))dp dq +

	

g(Ji )dp dq

(?)

	

~a (i

	

g(J(P, q , Q)) dm7,Q) di + J1 g(JI)
.7i

	

S(.%,Q)

(2
)

	

g'2'

g(7)dJ + J
.

g(Ji),

	

(C.5)

wobei die Gleichheit (I) wegen Lemma C.1 und die Gleichheit (2) wegen (C .4) folgt . Es

ist für alle QEM,t,

~~an

	

f (p,q,Q)dpdq

ä~ (J(P, q, Q)) ~Q dp dq
fcQ

P
ja 2n .f {P, q, Q)dpdq

5Q .2n f (P, q, Q)dp dq = 0,

	

(C .6)

da (C .5) nicht von Q abhängt . Andererseits ist auch nach Lemma C .1 für alle Q E MQ

Or
R2n f(P, q,Q)dP dq

(=)
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V ~.~ ( `7(p, g, Q)) aQdm7Q dJ

( .7z
dg (

	

a,7
dm ) d J

d,7 `s(J,Q) ~ ~ ~ )
~

J T2
`i (P(J) (!S(1,Q)

äQ dmJ,Q) de%

für alle Testfunktionen c,o( 6J) E C° j( ;%,,J2 )) . Mit (C .6) folgt unmittelbar die Behaup-
tung.

	

q

Teil

	

.72 (

~s(.~,Q)

In diesem Teil werden, in Analogie zu Teil II von [K61], die ergodischen Eigenschaften
des schnellen Teilsystems bei festgehaltenen (P, Q) E G untersucht . Ferner werden ei-
nige funktionentheoretische Aussagen gemacht, die für die Abschätzungen in Teil III von
großer Bedeutung sind. Einige Sätze in diesem Abschnitt werden ohne Beweis gegeben,
da sie aus [K61] ohne Anderung übernommen werden können.

Def. C .1 (Fluß, Invarianz, Ergodizität [K611)
Eine einparametrige Gruppe {O t I - oo < t < oo} von Difeomorphismen heißt Fluß
auf dem "3raßraum (X, :m). Eine meßbare Funktion f (O ( E X) heißt invariant (strikt
invariant) unter dem Fluß O t , falls

f (t()) = f (O

fast überall auf (überall auf) X gilt (t E It) . Ein maßerhaltender Fluß auf (X, m) heißt
ergodis-ch (im Sinne von J . v . NEUMANN) dann und nur dann, wenn alle Invarianten
Funktionen auf L~auf ( ~j, Iref fast wv+ . . ..~..) fst überall konstant sind.

Falls Ot meßbar und maßerhaltend ist, existiert eine einparametrige Gruppe {Llt I - oo <
t < co} von unitdren Transformationen auf den quadratintegrablen Funktionen L 2 (X, m),
so daß

Vf E L2(X, m), Ve E X : (Utf)(e) = f ( Dt(e))•

lit ist als Funktion von t stark stetig (im Sinne der 11 . 11-Topologie).

Betrachte nun das Hamiltonsche System

•

		

= 8112 ,

▪

=aI .
. (C.7)

aq

	

ap

mit 112 (p, q, Q) wie in Teil I definiert und (p, q, Q) E K. Dann existieren die Lösun-
gen p(t, p ( °) , q ( ° ) , Q), q(t, p (° ) , q ( °)9 Q) für alle festen Q E MQ, alle Anfangsbedingungen

(p ( °), q (°) ) E O'Q und alle Zeiten t E R . Ferner liegt die ganze Bahn auf der Energieschale
S(j , Q), falls (p (° ) , q ( °) ) E S(J, Q), da 112 ein Integral der Bewegung ist (Q fest) . Daher
bildet das Hamiltonsche System einen meßbaren und maßerhaltenden Fluß otQ) für alle
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Q E Mö (maßerhaltend wegen des Satzes von Liouville) . Da dieser Fluß jede Ener-
gieschale S(1, Q) (1 E (J17, j:)) diffeomorph auf sich abbildet, kann man einen Fluß
(Dt Y ' Q) := o5(, Q) auf S(1, Q) definieren, der auf S(1, Q) mit otQ) übereinstimmt.

wirkt dann auf dem Maßraum (S(1, Q), my,Q).

Lemma C.2 Der Fluß Otf' Q) ist auf (S(1, Q), m J,Q ) meßbar und maßerhaltend für alle
Q E MQ und E [, T , J2 ] [K61].

Ferner kann ein meßbarer und maßerhaltender Fluß 0t auf D durch die Vorschrift

(P, Q, p(° ) , q(°)) -+ (P, Q, p(t , p(° ) , q(°) , Q), q(t , p( ° ) , q( ° ) , Q))

definiert werden.

Satz C .2 Für jedes feste Q E .Q sind die folgenden zwei Aussagen äquivalent (analog
zu [K61]):

1. Jede unter CQ) invariante Funktion f definiert auf gQ ist äquivalent (im Sinne von
Lebesgue) einer Funktion co(H2 (p, q, Q)), wobei io(E) eine meßbare Funktion von E
auf dem Intervall (S(7; , Q), E(J2, Q)) ist.

2. Der Fluß olY' Q) auf dem Maßraum (S(1, Q), m y,Q ) ist ergodisch für fast alle I E
1LJ

/ l*'
.72*) .

Beweis : [K61]

	

q

Es sei im folgenden vorausgesetzt, daß Aussage 1 . von Satz C.2 far fast alle Q E 4.
erfüllt ist . Ebenso wie eine Funktion p(E) existiert, so daß sich jede invariante Funktion f
des Hamiltonschen Flusses durch cp(H2 (p, q, Q)) ausdrücken laßt, so existiert auch eine auf
(eJ°, ~I2 j meßbare Funktion ?p(j) (I E (,7 ,,72)), so daß f Equivalent zu 0(j(p, q, Q))
ist.

Sei nun v :

	

T(M 16) ein beliebiges Cl-Vektorfeld.

Lemma C .3 Sei f E L2(D) -t-invariant, dann gilt:

äQ v)	D f(I', Q, p, g) ~~ (p , g , Q)v(P, Q)dp dg dP dQ = 0,

d. h. invariante L2 (D)-Funktionen stehen senkrecht auf d (p, q, Q)v( p, Q).

Beweis : O . D . d. A. kann angenommen werden, daß f (P, Q, p, q) eine strickt invariante
Funktion den Flusses dt ist . Dann ist A P, Q, p, q) für fast alle (P, Q) E G eine invariante
Funktion von (p, q) E

	

unter dem Fluß 01 ) , so daß f (P, Q, p, q) äquivalent einer
Funktion

	

Q
,

	

?

	

,I',q)) ) ist, wobei tiP,Q

	

eine meßbare Funktion von j'p auf( )

	

dem
Intervall

	

ist.

(f
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Somit folgt

!D~QV dp dg dP dQ

-aj
▪ IG (I09 f aQ v dp dq) dP dQ

L▪

	

v(P, Q) [L. (Is(s.,Q) OP,Q(j)Xd7n ,F,Q ) dJ
~

dP dQ

-72''	 l

IG v(P, Q) [ f ~P,Q (j) (L(i,Q)
aQ

dmg ,Q J d,~ ~ dP dQ = 0
`

nach Lemma C .1 und Satz C .1 .

=0

Betrachte jetzt die zum Fluß gehörige, einparametrige unitäre Operatorgruppe Lit , die
wie in Def . C .1 definiert ist . Nach dem Satz von Stone (siehe zum Beispiel [W76]) existiert
ein im L 2 (D) dicht definierter, selbstadjungierter Operator A, so daß Llt = e` At im Sinne
einer Reihenentwicklung ist .' A heißt dann der infinitesimale Generator von Lit , und sein
Definition- bzw. Wertebereich sei mit D(A) bzw. R(A) bezeichnet . Eine Funktion f sei
auf dem Inneren von D einmal stetig differenzierbar und habe einen kompakten Träger,
d. h . f E C4(D) . Es ist Co(D) c L2 (D) und Co(D) C Cl(D).

Lemma CA Für alle f E C©(D) gilt : f E D(A) und

A f = ." i {f, H2 } = i{H2 , f},

wobei f . , .1 die Poissonklammer ist [K61].

Beweis : Durch bilden der zeitlichen Ableitung bei t = 0 von Litf und Einsetzen von (C.7)
folgt unmittelbar die Behauptung .

	

0

Lemma C .5 Sei L ein selbstadjungierter Operator auf einem abstrakten Hilbertraum 7-i
und {14 oo < t < oo} sei eine stark stetige einparametrige unitcire Gruppe mit V = e:I,t

auf H. Sei _ { f E f E D(L), L f = 0} der Kern des Operators L . Dann ist
ein abgeschlossener Unterraum von 7-i . Sei r l das orthogonale Komplement von lv in
W. Sei W ein linearer nicht notwendig abgeschlossener Unterraum von 7-f, der unter
dem Fluß J invariant ist, d . h . Vt(W _ W für alle t E IR . Sei ferner

	

C D(L) und
W = 7-i . Dann ist LON) =

	

[K61].

--iexb.e . wurde die starke Stetigkeit`•_,__•ba~,noiu von ~ lit benutzt, denn.. _t.. A muß gelten:~l~

	

f•ir

11
1,ttf	 f _ Af

11

	

if
t-.o_---0,

D



118

	

ANHANG C. ADIABATENTHEORIE ERGODISCHER SYSTEME

Beweis: Siehe [K61] .

	

q

Die Menge N der unter Ut invarianten Funktionen f E L2(D) ist

N : ={f E L2(D)If = Utf,-oo <t< es }={f ED(A )IAf =

wobei die Gleichheit zum letzten Ausdruck am leichtesten an der Spektraldarstellung von
Ut und A zu sehen ist . N ist ein abgeschlossener Unterraum des L2 (D).

Lemma C .6 A[Cj(D)], das Bild von CC (D) unter A, ist eine dichte Untermenge des
orthogonalen Komplements Nl von N [K61].

Beweis: Es ist CC (D) dicht in L2(D) und Co (D) C D(A) nach Lemma C .4. Ferner ist
CQ (D) invariant unter tit (t E IR), da D invariant unter dem diffeomorphen Fluß ist.
Damit kann Lemma C.5 angewendet werden und es folgt unmittelbar die Behauptung
[K61].

Lemma C.7 Für alle e > 0, existiert eine Funktion f7 (P, Q, p, q) E Ca (D), so da

{Hz, f.7} - aQ v <6

D

Beweis : Nach Lemma C.3 steht v E L2 (D) auf den invarianten Funktionen senkrecht,

d . h . Qv E NI . Da A[C'(D)] nach Lemma C .6 in N' dicht liegt, gibt es zu jedem e > 0
eine Funktion f,. E Co(D), so daß

Af'j - ~Q v < E.

D

Setzt man f,7 = if9., so folgt die Behauptung mit Lemma C.4, da Af,7 = i{H2 , f 7} für
f7 E Cö (D) [K61] .

	

q

Die Ersetzung des Terms M v durch eine Poissonklammer glatter Funktionen f„7 ist im
allgemeinen nicht möglich . Es gelingt aber eine Approximation durch eine Poissonklam-
mer mit f,7 E Co (D) im Sinne der L 2 (D)-Norm, die durch Lemma C.7 garantiert wird.
Dieser mathematische „Trick" erweist sich auch in der A diabatentheorie von : Multipha-
sensystemen als sehr nützlich [N76, GKM89].

Tell

Es wird im fn ein autonomes Slow-Fast-System

	

. .~twam betrachtet, das wie in Abschnitt 4 .2~a ..,

	

~w	i, .~,
definiert ist . Die Bewegungsgleichungen lauten

dP a u dQ

	

a~r. .iri
aQ (P, Q) - aQ (p, g , Q),d, d; = ap (~', Q),

	

(C .8)
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dp _

	

1 0H2

	

dq

	

1 5H2

`

	

(p , q , Q),

	

(C.9)
(p' q' Q)'

	

=dr

	

e aq

	

dr

	

e ap

und werden auf dem Phasenraum D betrachtet, wobei Hi E C2(G), und H2 (p, q, Q) E

C2(Mp x x J ) Eigenschaften wie in Teil I besitzt . Die Zeit wurde gemäß r = et
(t echte Zeit) um den adiabatischen Kleinheitsparameter e umskaliert, und die Trennung
der Zeitskalen künstlich vorgegeben.

Der Kürze halber werden die Elemente von G = P x MQ mit J := (P, Q) und die
Hamiltonschen Vektorfelder der langsamen Freiheitsgrade mit v : D --> T (G) bezeichnet.
Es ist dann

a (P, Q) - aa (p , q, Q)
:= [v {P, Q, p, q )

	

ax,
P,

Q)

	

(C.10)
(

	

}

wobei, das Vektorfeld der langsamen Orte Q nicht von den schnellen (p, q) abhängt.

Wählt man Anfangswerte (J( ° ) , p (° ) , q (° ) ) E D, so gibt es eine eindeutige Lösung von
(C.8,C.9) in D, die durch den Anfangswert (J (°) , p l°l , q (° ) ) E D bei r = 7 4 °) E [a, b] geht.
Diese wird so weit wie möglich in beide Richtungen von r fortgesetzt bis maximal zu den
betrachteten Zeitintervaligrenzen a und b . Die Bahn zum Anfangswert (J (° ) , p (° ) , q (° ) ) E
D und e > 0 wird mit J(r) = J(r, J E ° ) , p(° ) , q ( °) , (°), e), p(r) = p(r, J i° ) , p( ° ) , q (°) , r E ° l , e),
q(r) = q(r, J O° ) , p ( °) , q O ), r (°) , e) bezeichnet, und existiert entweder auf einem offenen,
halboffenen oder geschlossenen Teilintervall von [a, b].

Mittelt man die Bewegung der schnellen Freiheitsgrade über die Energieschale S(T, Q),
so erhalt man ein dynamisches System mit Bewegungsgleichungen

dP aHi - - 8H2 - - dQ aHl - -
=dr

	

aQ (P, Q) _
aQ {Y , Q), dr - 8P (

P, Q)

(C .12)
dr

wobei (C .12) wegen (C .14) und Satz C.1 folgt . Dabei ist ~r ? J 1 ._ r dMR Ana-

log zu (C .10) werden die gemittelten Hamiltonschen Vektorfelder der langsamen Frei-
heitsgrade mit v abgekürzt :

- ag (P, Q) ~ Q {~, Q)
aP (P Q)

Da D kompakt ist, exisitiert eine obere Schranke M, so daß gilt:

! ~ 81-11

	

2k

~ a~

	

1 < M
IvI_E< 2

(C.13)
~m ~I ~ ~I~I<_ee

t

	

1 8j -r' ~ ~
aJu

1

Sei GP := {J E GJU(J, p) C G} die Menge aller Punkte in G, die mindestens einen
Abstand p vom Rand von G haben (U(J, p) ist die Kugel der Manhattennorm buk i

J @u J

(C .11)

u(P, Q, J) •-

HlTn1E D~
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mit Mittelpunkt J und Radius p) . Die Menge F sei gegeben durch {(J, 7) E G x
(1i , „72*)} und F P :_ {(J, J) E FlU(J, p) C G, Y E (J + p,,72* - p)} . Sei ferner
F(o) (a , b , p ) := {( J(°) , J( °) ) E F~(J(r, J (o) , T(°)), 7(T, J (° ) , J (° ) ) E FP, r E [a, b]} die
Menge aller Anfangswerte (J (° ) , t7(°) ) E F, so daß die gemittelte Bahn innerhalb von FP
verläuft ((J (r), 7.7-(r)) E FP für alle r E [a, bi) . Wegen der Stetigkeit des Harniltonschen
Flusses ist F (°)(a, b, p) offen . Analog wird definiert : DP := {(J, p, q) E DI (J, (p, q, ) E
FP} und D (° ) (a, b , p ) := {( J( ° ) , p(° ) , q( ° ) ) E D I7(r, J ( °) , 7(° ) ), 67(T , J ( °) , J ( ° ) ) E FP,t E
[a, b]} . Wegen der Stetigkeit des Flusses (C .11,C.12) ist die Menge D ( °) (a, b, p) offen.

Mit diesen Voraussetzungen kann der folgende Satz (in Analogie zu Satz 3 [K61]) formu-
Iiert werden:

Satz C.3 Seien a' und b' zwei Zeiten, so daß a < a' < b' < b, p > M(b' - a'),
FP 0 und F ( ° ) (a', b', p) O erfiillt ist . Dann kann die Lösung mit den Anfangswerten
(J(o), p(0 ), q (0) ) E D( °)(a', b', p) in D für jedes e > 0 auf das Zeitinterval [a', b'] ausgedehnt
werden.

Beweis: Sei 0 die kleinste obere Schranke der Zeiten ,ß', für° die eine Lösung J(r), p(r),
q(r) in D mit Anfangswerten (J (°) , p (° ) , q (°) ) E D (° ) (a', b', p) und > 0 im Zeitintervall
a' < r < /3' < b' existiert . Dann ist a' < Q < b' und die Lösung in D ist für a' < r < ß
erklärt.

Da die Funktionen v, ~ und Qa auf dem Kompaktum D stetig sind, sind die Funktionenap

	

aq
J(T), p(r), q(r) für Anfangswerte in D(° ) (a', b', p) gleichmäßig stetig auf dem Zeitintervall
a' < r < ß, so daß die Grenzwerte

,i(r, J(° ) , p(° ) , q(°) , a', E)	0)

p(r, J(°) , p(° ) , g(°) , a' , g) --) i(r ~ /3 - 0)

q (r , J(o) , p(°) , q(o) , a' , E) -> q'(r ~ (- 0)

mit (J' , p', q ') E D existieren.

Es ist nun für r E [4 )3).

dT7 (
p, q,Q)

dT
e7[H2(p, q , Q), Q]

d

	

5J

OE
[11z(p, q , Q), Q] r D2(p, 4, Q) +Q [H2(p, g , Q), Q] a

811
pl (F, Q)

	

867

	

aH2

	

8H1

	

aJ

	

äH1
äE[H2(p,q,Q),Q]

äo
(p,g,Q)-(P, Q) +

80
[HZ(p,g,Q),Q]

OP
(13, Q)

=
äQ

(p, q , Q)
8P

ä (F, Q),

	

(C .14)

l

	

l

	

TT

	

,

	

1Y

	

Y

	

1

	

1

	

Y Y s

	

~ rv
da der rlailliitOnlan zu aiAEn Zeiten mit sich selbst i{Ommutlert und aaner dT ~2 - 8Q OP

_ee

gilt .
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Wegen (C .13) gilt (J(° ) :_ .7(p (0) , q(° ) , Q ( °) ))

	

I Jf - J(ß, J o) , e% ( ° ) )

	

-

	

fß

v(J(T),p(T), g (r)) - v(J(r)„7(r))dT

< f, [Iv(J(r),p(r), g (r))I + 117( .1(7), Y(r))l
< 111(ß - a') < M(b' - a')

	

j (p' , q' , Q') - J(°) l

	

r
d

~(p, q , Q)dr

(°=I4' L, aQ (p , q , Q) -u.1(P,
Q)dr

< m(,ß - a ' ) < m(b' - a')

Da die gemittelte Bahn in Fp liegt und die Lösung von (C .8,C.9) in einer p-Umgebung
um die gemittelte Bahn liegt, Liegt die Lösung nach Definition von F p für alle t E [a', ß] in
D . Somit existiert die Lösung von (C .8,C .9) auf dem geschlossenen Intervall a' < T < /3 .

Falls a' < ,Q < 1/, so kann die Lösung in D für Zeiten T > ß fortgesetzt werden, was der
Definition von /3 widerspricht . Daher muß ß = b' sein, und es folgt die Behauptung.

a < a' < b' < b, (J(°), p ( ° ) , q (° ) ) E D und E > 0 vorausgesetzt, definiert man die maximale
Abweichung der gemittelten von der ursprünglichen Bahn im Zeitintervall [a', b'] gemäß

- max 1J(T) - J (r) I
a'<r<b'

:= max l .mf (r ) .
7

'(v ( ° ) q (° ) 0(o )) l
a'<r<bi

~

	

~ ~

	

•`

	

,

falls d5e Bahn in D bis b' fortgesetzt werden kann . Anderenfalls setzt man

AJ(a' , b' , J(° ) , p(°) , q(°) , ) := 00

A.7(aJ , b' , J(°) , p(°),
g(o),

E) := 00.

Die Menge

L(a' , b' , 6, S)

	

{(J(°), p(°) , g(°) ) E DI®J(a', b', J(°), p (° ) , q (° )
,£)

+ A 7( a', b' , J(° ) , p(°) , g(°), e) <

enthält alle die Startwerte in D, für die Aj-j ± j- kleiner als eine vorgegebene kleine Zahl
S > 0 ist . L(a', b', e, S) ist eine offene Menge im R'n+2k , da die Bahnen J(r), p(r), q(T)
stetig in D sind.

Das folgende Lemma ist ein Adiabatentheorem für Anfangswerte in D (° ) (a ' , b', p) im Zei-

tintervall [a', b'] C [a, b] . Die Erweiterung auf das ganze Zeitintervall [a, b] und auf An-
fangswerte in D (° ) (a, b, p --+ 0) wird in Satz C .4, dem eigentlichen Adiabatentheorem,
durchgeführt .

dT

(C.15)

(C .16)

(C .17)

AJ(a' , b', J( ° ) , p(°) , q
/
( ° ) ,

A L../ Li p(D)

	

(°)

	

(°) ci1 .71 u , ü ,

	

, p , q ,-1

(C.18)
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Lemma C.8 Seien a', b' und p wie in Satz C.3 definiert . Dann gilt:

j(a' , b' , J(°) , p(° ) , q(° ) , e ) +

	

, b' ,
J(o), p(°), q(0) , e) dp(° ) dq ( °) dJ(°) ='°>

O.J ( °) ( a' b` 'p)
Ferner verschwindet fier jedes feste ä > 0 das Lebesguemafi der Menge D (° ) (a', b', p) -
L(a', b', e, 8) mit e -4 0, d. h.

P(2n}2k) [D(°) (a' , b' , p) - L(a' , b ' , E, b)] e--~ 0

Beweis : Nach Satz C.3 kann die in D (° ) (a', b', p) startende Bahn bis t = b' fortgesetzt
werden. Die Differenz des gemittelten und des ursprünglichen langsamen Vektorfeldes
wird wie folgt bezeichnet :

vAJ( J, p , q ) := v(J, p , q ) -- v(J),

so daß per Konstruktion gilt

fS(Q) vAjdm7,Q = 0.

Sei nun a > O . Dann existieren nach Lemma C .7 Funktionen fM (J, p, q) E Co (D),
f °(J, p, q) E Ca (D) (D offen), so daß für alle u = 1, . . . , 2k gilt:

<

	

~exp {-M(b' - a')}	
,(C.19)

2i/12(2n-¢-2k)(D)(b' - a')(2k + 1 )

a exp {-M(b' - a')}
< 	 .(C.20)

201 (2n+2k) (D) (b' - a') (2k + 1)

Dabei ist F2(2n+2k) das Lebesguemaß des R2"-2k . Definiert man gu :=

	

- {H2 , f"} und
° - a19, -

	

auf D,

	

4 ..l\+L diVlldlJlOV, .lit.ll ai~',1a.:.ic,~,dann .~t ~reLmnbmc der TTnlraag.~. ..L .at. ~vT~, .p1~, : ..3.u, . .,tiii ... `Vrnal.üYY LJ1
~~rnni

J
14J •~-

~J "

I Ig'`(p,q,J)IdpdqdJ <
.1exp{-M(b' -a')}

D

	

2(b' - a')(2k

	

)

für p = 0, . . . , 2k.

Nach (C.14) folgt

R°(r')

	

I i(p(r'), q(r'), Q(7')) - j(p(° ) , q(°) , Q (°) )

{H2, °
f }

	

2 dpdgdJ

8J 8P

u
JD

1i-g2, f'} - 27©JI2 CIpEIq dJ ] ~

(C .21)

T' d

, dr °~(p, q , Q)d~r
~

T~
~, g°(J, p , g )dra

~ I ~,

	

(p , q ,Q)apl (
P,Q) dr

rT~

J
J {H2 , f°}( J, p, g)dr+

'T. KAZUGA gibt hier als Argument für die Gültigkeit von (C .21) den Satz von Cauchy-Schwarz an,
der jedoch in diesem Fall zu schwach ist . Aus der $ölderschen Ungleichung

!Ifg l!~ <_ llfllz!I g ll2
folgt zwar die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

!(fl g )1 2 5 (flf)(g l g),

da !(fl g)I = I f fg dp ! <_ f Ifg ld;A. = llfglli aber nicht umgekehrt .
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und somit

max
a' Gr'<b'

J(a' , b' , J(°) , p(°) , g(°) , E )b,
<

	

, 1g°(J=p,q)fdr +
a

,

Ja' { H25

	

g ) dr (C.22)

da das erste Integral als Funktion der oberen Grenze monoton steigend ist . Analog dazu
ist ( ju = 1, . . .,2k)

_

JT v (J(T), p(r), q(T)) - ( J(r), ( r)) dr
,

fa, v
~

'`(J(r), 3(r)) _ v''(J(r), ;f(r))dr

,

;- fa, v®i(J (r), p(r), g(r ))dr

,

	

_
<

	

~
v~(J(r), «(r))

~. . v'(J(r), ~(r)) dr
a'

,

+ a~T Ig``(J(r),p(r), q(r)) dr
'

+ j
rT {112, P }( J(r), p(r), q(r))dr
a'

~Jr'

	

-
v'~(J(r), J(r)) - v~(J (r), J̀4(r))dr + R•P(r'),

a'

die letzte Gleichheit als Definitionsgleichung far 'R?(r') zu lesen ist . Daher gilt für

maxbf ~ ~ IuT r v'`(J(r), m7(r)) - e (J(r), J(r))drp
2k

+

	

~° R°(r°)

	

(C.23)a,Y<TiTä<b' ~d

Da (C.8,C .9) maßerhaltend ist, ist für alle festen > 0 und alle festen Zeiten r E [a', b']
die Abbildung

	

D(° ) (a' , b' , p)

	

V (T, £) C D

	

(J(0) , p(°) , q(°) )

	

[J(r), p(r ), q(r)]

maßerhaltend, wobei die offene Menge V(r, e) das Bild von D (° ) (a', b', p) unter (C.8,C.9)
ist. Daher ist für alle = 0, . . . , 2k

b'

JD(°)(a',W,p) J~, l?(J,
pq )Idr dp

Jab f (J)ai,,p)
I g ~` ( J, p, q)Idp0) dq ( °) dJ( °) ) dr

,

J'`(r ' ) -- J'` (r ')! =

wobei

2k

, J(°) , p(°) , q(°) , e) <

dq(°) dJ (° )0
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~

	

~a (fver,o I9'`(J=p,q)ldpdgdJ) dr

<_

	

jdr

	

D
j 9'` (J, p , q)jdpdqdJ ,

<

	

(b'-a') D l9"( J, p, g) jdpdgdJ , (C .24 )

da V(r, E) C D .

Das Zeitverhalten einer Observablen f des Systems (C .8,C.9) entlang einer Bahn, ist
gegeben gemäß

~~ f(J, p, q ) _ {f,H2}(J,p,g)~`e~(J,p,g)v(J,p,q)
so daß

LT' {
H2, f}(J, p , g)dr

<

	

Ja,r' _08f (J, p , g )v (J, p , g)dT +e
Jap'd f( J, p , g )dr

[7r

ä j(J, p , q)v(J, p, q)d'r

-¢-e ]f(J(r'),p(T'), q(r')) - f(J(°),p(°), q( ° ) )

Da f E CQ(D) und v nach (C.13) beschränkt ist, existiert eine obere Schranke M' für die
Beträge ~ f~ und l(afI8J)vI , so daß

max 1 I f ~ {H2, fI(J, u, a)dr f < e((b' -- a ' ) + 2)M'

	

(C .25)
a'<s'<b' par

	

, 	_ ,.

Bilde jetzt

ID( ° ) (a',b',p)
J(r') - J(r') + 13(r ') - Y(° ) dp (° ) dq ( °) dJ(° )

2k

fD()(a',b',p)

2k

-r

	

ID(°)(a'

	

i°Z(r ') dp°dq°dJ° .

	

(C .26)
,b', p)

Das Integral über 7Z»(r') kann für alle = 0, . . . , 2k mit Hilfe von (C.24) und (C.25)
abgeschätzt werden:

I	 7Z~(rr)dp(°) dq(°) dJ( °)J~(" ) la',a ', p)

j '~D(a)(a',b',p)

	

' 1Qu(J, p, q) 1dr ) dp ( ° ) dq(° ) dJ( ° )

l

	

(
]
fTr

+
JD(~)(a',b',p) I Ja!

{H2, f" }( J, p, q)dr dp(°) de) dJ(° )

Jgf
vu(J(T),,J(T)) - v 'a lJ(T), a! (r))dr dp (°) dq ( °) dJ(° )

<
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<

	

(b'-a')Aexp{-mot -a')}

2(2k + 1)(b' - a')

b' - a' ) + 2] M'!a(D(o)(a', b' , p)]

<

		

Aexp {-M(b' - a')} + A {-M(b' - a')}

2(2k + 1)

	

2(2k + 1)

< A exp {-M(b' -a'))

- (2k + 1)

für < Aexp {-1'3f (b' ° a')} /{2(2k + 1)[(b' - a') + 2]11f'p(2n+2k)[D(°)(a', b', p)]} . . Damit
kann (C.26) gemäß

J(r') - 7(11 -~ IJ(T') - .~ ( ° ) l dp(° ) dq( °) dJ(° )
~{°~(d',b',P)

I

d
< M fT'

	

Dj (°)(d'1J(r) -7(T) + !J(r) - J (° )
, b' , p)

+Aexp {-M(b' - a')}

abgeschätzt werden. Dabei wurde der Term T''(J(r), J(T)) - T"(J(r), j(r)) durch
M {IJ(r) - J ( °) ) + f J(r) - j( °)I] abgeschätzt . Wegen konstantem A > 0 kann das Gron-
wall'sche Lemma' verwendet werden [GKM89, AMR88], sodaß

IJ(r') - J(T ' )l + le7(r ') - j (°) i dp( °) de)
dJ ( ° )

iD(°)(,bp)

< Aexp {-M(b' - a')} exp

	

a ')} < A

	

(C .27)

für alle r' E [a' , b'] gilt .. Damit verschwindet

	

+ ®J im Mittel über alle Anfangswerte

in D (0) (a', b' , p) für e --~ 0

Di_

	

J(a ' ,

	

J( ° ) , p(°) , g(°), e) +
A,7(a' , b' , J (° ) , p(° ) , g(° ) , £)dp( °) dq (o) dJ(o) e=° 0,

`'L~'i~'',~',Y)

	

.

	

: . .

	

. .

	

.	

so daß unmittelbar die Behauptung von Lemma C .8 folgt .

	

0

Mit diesen Vorbereitungen ist es mit Hilfe eines „bootstrap"-Argumentes möglich, das
Adiabatentheorem für Slow-Fast-Systeme mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden zu
beweisen.

'Das Gronwall ' sche Lemma lautet:

Lemma C.9 (Gronwall'sches Lemma [AMR8B]) Seien f,g
Funktionen, A > 0 konstant, und

-

	

i
f (t) < A+ f f(t')g(t')dt'

dp( °) dq ( °) dJ (° ) j dr

stetige nichtnegative
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Abbildung C.1 : „Bootstrap"-Argument.

Satz C.4 (Adiabatentheorem für autonome Slow-Fast-Systeme)
Unter den in Teil I, II und III` gemachten Voraussetzungen gilt

p(2n+2k) [D(°) (a , b, p) - L(a , b, e, S)) Ems° 0

	

(C .28)

für alle p> 0 und $> O.

Beweis : Sei p > 0 fest : Dann ist nach Lemma C .8 für ein geeignet nahe an a gewähltes
/3' (a <ß '<b)

12 (2n+2k) [-D(°) (a , b, p) - L(a , ß ' , e, S))	0

	

(C.29)

für alle b > 0. Sei /3 die kleinste obere Schranke von 3', so daß (C.29) erfüllt ist für alle
S> 0unda<ß'<ß. Ferner seido>0fest, sodaßp-So>0. Falls a<a"<ß<ß"< .b
mit /3" - a" genügend klein, so daß Lemma C .8 erfüllt ist, folgt

}a(2n¢2k) [D(a"ß",P - So) - L (a'ß"e)] 0

	

(C30)

für alle b > 0. Nach Def. von ß gibt es ein beliebig nahe an /3 liegendes a", so daß
a<a" <ßund

	

Fa (2n+2k) {D(°) (a , b, p) - £ (a,
a", e, ±)

	

0

	

(C.31)

für alle S > 0 . Daher kann für alle ß < ß" < b und ß" - /3 genügend klein ein a" mit a <
a" < ß gefunden werden, so daß (C .30) und (C .31) für alle v > 0 erfüllt sind . nilfolgenden
seien a" und ,3" wi e oben gegeben . Die an der „bootstrap"-Konstruktion beteiligten
Teilmengen des Phasenraums D sind in Abbildung C .1 schematisch dargestellt.

	

Die Bahnen für Anfangswerte (J ( °) , p ( °) , q ( °) ) E L(a, a", e,

	

können nach Def. von L
(siehe Seite 121) in D bis zum Zeitpunkt 7 = a" fortgesetzt werden. Die Abbildung
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von L(a, a", e, ) nach D vermittelt durch den Hamiltonschen Fluß, werde mit be-
zeichnet. Ferner R(e, S) := (1,'[D(°)(a, b, p) n L(a, a", e, 2)] . Dann ist, nach Definition von
L(a,a",e,2),für0<6< (5 ,e>0

R(E, &) C

	

C D(o)
(a" , ß", p Se) .

	

(C .32)

Die letzte Inklusion gilt zum Beispiel, wenn M0"-a") < wobei die grobe Abschätzung
(C.15,C.16) von Seite 121 benutzt wurde . Da die Hamiltonsche Abbildung UU ,ö maßer-
haltend ist, ist für S > 0, e > 0

P(2n+2k) [ R(6 , S)] ` I'(2n+2k) [D (0) (abP) n L (aa ut )} .

	

(C.33)

Wegen (C.31) und (C.33), gilt für alle S > 0

P(2n+2k)[R(, (5)] --° y(2n+2k)[D(°)(a, b, P)b

	

(C .34)

Wegen (C.34), (C .30) und (C.32) folgt für alle 0 < S < 6°

P(2n+2k) [R(e, 6) n L (a", )3 " , e > j] = u(2n+2k)[D(o) (a s b , P)]

Da die Umkehrung der Hamiltonschen Abbildung ebenfalls maßerhaltend ist, gilt für
0<b<So,

A(2n+2k) {UZI [R(e, 5) n L (a", ß"~ E,

	

E~> A(2n+2k)[D(°)(a, b, P)],

so daß
,a (2n+2k) [D(°) ( a , b, p ) n L(a, ß"> e, S)]

	

P'(2n+2k) (D (0)(a, b, p)],

da D (° ) (a, b, p) n L(a, ß", e, S) D 1.lg>s [R(e, 5) n L(a", ß", e, i)] nach Def. von L und R.

Somit ist
(2n+2k)[D(0) (a, b , p) - L(a, ß" , E, b)] E--° 0

für alle 0 < b < So und somit für alle b > 0, da L(a, ß", e, S) C L(a, ß", e, 6'2) falls Sr < b2 .

Wenn jetzt aber ß < b ist, dann existiert nach obigem ß" mit ß < ß" _< b . Dies jedoch
widerspricht der Definition von ß, so daß ß = b gelten muß .

	

0

C m 2 Mittelungssatz filr Observable

Mit Satz C.4 ist gewährleistet, daß ein Slow-Fast-System, das die Voraussetzungen dieses
Satzes erfüllt, im adiabatischen Limes das Phasenraumvolumen I erhält, und daß sich
die langsamen Freiheitsgrade nach gemittelten Bewegungsgleichungen entwickeln.

Eine wichtige Erweiterung von Satz C .4 ist der folgende Satz, der es erlaubt, Zeitmit-
telwerte glatter Phasenraumfunktionen im adiabatischen Limes durch das Zeitmittel des
gemittelten Systems zu ersetzten .
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J b
A (J(T'), p(T'), q (T'))dT'

a

Jab (A)(J(T'),J(r'))dr',

wobei (e) := fs (y,Q) °dm f,Q ist . Dann wird die maximale Differenz dieser beiden Größen
auf dem Zeitintervall [a, b] mit

&4(a , b, J(°),p(°'1(0), E) :- max f A(T) - f3 .(r))

	

(C.35)
a<r<b

bezeichnet . Die Menge der Startwerte, für die LA ± L J ± L~y < 8, ist

LA(a, b , e , b)

	

{(J(°)p(°),q(°)) E D13,A(a,b,J(°),p(°),q(°),e)

LJ(a, b, J(°), p(°) , q( °) , e)

	

&7(a, b, J( ° ) , p(o) , q(° ) , e) < ö}.

Analog zu Lemma C .8 kann zunächst das folgende Lemma formuliert werden:

Lemma C .10 Seien a', b' und p wie in Lemma C.8 definiert . Dann gilt:

D(°)(a' .b',P)
L~ ,~(a ' , b', J(°) , p(o) , q (° ) , )dp ( ° ) dq ( °) dJ (°)

Ferner verschwindet fir jedes feste Cl j 0 das %,e 'oesguema,~ der Menge D(-)(a`, b', p) -
L(a', b', e, (5) mit e -4 0, d. h.

P(2n+2k) [D( ° ) (a' , b' , p ) - L(~ , b' , e, 6)] 5 .=4''' 0

Beweis : Es ist

A(r) - A(r) -- jT [A(J, p, q ) - (A) (J, )] dr''

_ f1A(Jp,q) - ( A) (J, p, q)] dr'

;~, [(A) (J, p, q ) - (A) (J, J .)] dr ',

so daß

IA(r) - A(r)l

	

~r Aa(J,p, g)dr' ~a ,
[(AV,~-,

	

p, g )~ ((7 ü)]dT'1,
a

mit AA :=. A (A). Sei \ >.. U . Dann existiert nach Lemma C.7 eine Funktion

	

E
(.°(L.), so daß
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Sei ..4(J, p, q) E C 1 (D) und

A(r) :=

A(r) ._

0 .

	

(C .36)
E.o

(C.37)

A

3 0-4 (2,:+2k) (D) ( b' - a' )
(C.38) .
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Mit gA :_ AA - {H, fA } auf D gilt dann

a
~D

(gA(J, p , q )f dpdqdJ < 3
( b' - a' )

Somit ist
_

	

b'

	

f{H,A(r) - A(r) < I, ]gA(J,p, q)j dr' +

	

fA}(J, p , q)dr'

+
lf [(A)(J,p,q)-(A)(J,m .)] dr

Da fA E Cif:1(D) und (A) E C l (D), existiert eine obere Schranke M' für die Beträge f (,
)(af/aJ)vj und ja(A)/Oll + ja(,A)/aJI . Das Integral über die zulässigen Anfangswerte
ergibt :

JD(°)(a',b',p)
1A(r) - ~i(r)~ dp ° dq ° dJ°

< (b' - a')3(b,
A

a') + E [(b' - a') + 2] M'~C(2~.~-2k)[D(°)(a', b' , p )]

+M'

	

llJ(r') - J(r') l + 13-(T') - J(°)!j dp( °) dq(°) dJ(°) ~ ,D(a)(a',b',A)

wobei mit E < A/{3 [(b' - a') + 2] M'P,(2n-I-2k)[D(°)(a', b', p)]} und

;) - J( `)l

	

i~lF(T') - ~l"I
rn11]

i dp"r°i dg a~ ~rn) , Yrol ~ 	 A
~I J(Tr + ~

	

~j g,~D(°)(a',b',p)

	

-~ e3(i~~d + 1) ,
(C .40)

(nach (C .27) für genügend kleines e) für alle r E f a', b'] folgt:

JA(r)
(°)(a',',A)

	

- A(r)j dp (° ) dq (° ) dJ ( ° )
< + 3 + 3(M'Y -1)

Somit folgt unmittelbar der erste Teil der Behauptung

JD(°) (a',p)

da M' > 0 gilt . Der zweite folgt mit (C .40) und (C.41), und es ist

®A + LJ +

	

dp ( °) dq (° ) dJ( °) < A,

	

(C.43)

Satz C.5 (Mittelung von €sbsea°vablen in ergodischen Slow-Fast-Systers?era)
Unter in Abschnitt C.1 gemachten Voraussetzungen gilt

L,tf ra b G g)t E~ ° 0

	

(C .44)d-~(2n-¢~2k) W s , la , b, p J

	

k,

für alle p> 0 und alle S> O.

Beweis : Wird analog zum Beweis von Satz C .4 geführt .

	

q

(C.39)

lT' `-- La' , b' ])

(C .41)

®A(a' , b',
J (o) } p (o) s q(°),) dp(°) dq(o) d i' (0) < A,

	

(C.42)

JD(°) (',b',p)
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