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Kapitel

Einleitung und Ubersicht

1.1 Einleitung

Die Entdeckung der adiabatischen Phase und deren erste systematische Behandlung
durch M. BERRY im Jahre 1983 fiihrte zu einer stiirmischen Entwicklung in vielen Be-
reichen der theoretischen Physik. Dieser Effekt, der seit der Entwicklung der quanten-
mechanischen Adiabatentheorie Ende der zwanziger Jahre {ibersehen worden war, erwies
sich als fundamental und konnte in fast allen Theorien — von der klassischen Mechanik
bis zu den modernen Feldtheorien — nachgewiesen werden,

M. BERRY untersuchte nichtentartete Eigenzustinde von Quantensystemen, die von
mehreren &uBeren, langsam verdnderlichen Parametern abhingen. Die adiabatisch lang-
saine Veré',nderung der Parameter hat zur Folge, dal das-System, ist es einmal in ei-
nem solchen Eigenzustand des Hamiltonoperators pripariert, der VerSnderung dieses
Zustands folgt, ohne Ubergange in andere . Qua,ntenzustande zu erleiden. Dieses Er-
gebnis, das ‘Adiabatentheorem der Quantenmechanik, wurde bereits im Jahre 1928 von
M. BoORrN und V. Fock aufgestellt. Jedoch machten die Autoren keine Aussagen itber
die Phase des Quantenzustands. M. BERRY betrachtete die zeitliche Entwicklung der
Phase eines solchen Systems, wenn duflere Parameter eine geschlossene Bahn im Para-
meterraum durchlaufen.! Dabei entdeckte er, dafl sich die Phase des ‘Endzustandes aus
zwei Teilen zusammensetzt: Der bekannten dynamischen Phase —3 [ dt E,(¢) und einer
geometrischen Phase 7,, die auch Berryphase genannt wird. Letztere héngt nichi von
der Geschwindigkeit der Parameterveranderung ab, sondern nur von der acnlexfe, dle von
den Parametern durchlaufen wird. : R - : S

Noch vor der Veroffentlichung dieser brgebmsse in [B84] beschiitigte sich B. SIMON mit
der. Berryschen Phase und erkannte das generelle mathematische Konzept, das diesem
von BERRY selbst als ,remarkable and rather mysterious“[B84] bezeichneten Effekt zu-
grunde liegt. Die adiabatische ‘Entwicklung __i_nduzigr_t_-é,uf dem Faserbiindel, das durch

" 1Der Grund hierfiir ist der folgende: Der Vergleich der Phasen von Zustanden, die zu unterschiedli-
chen ‘Parametersitzen gehoren, bedarf elner zusdizlichen Konstruktion [SB8S], da zu unterschiedlichen

Parametersitzen die Phasen der Basiszustinde weitgehend frei gewahlﬁ werden diirfen. Vergleicht man

jedoch die Phasen bei gleichen Parametern vor und nach Durchlaufen einer Schleife im Parameterraum _
so ist die Phase eindeutig festgelegt, da jedesmal dasselbe Basmsysﬁem benutzt wird. :

3
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Abbildung 1.1: Ein auf der Kugel parallel-
verschobener Tangentialvektor wird beim
Durchlaufen einer geschlossenen Kurve
i. a. nicht auf sich selbst abgebildet, im
Gegensatz zur Parallelverschiebung in ei-
nem euklidischen Raum. Vielmehr wird
er um das Integral der Kriimmung der
von der Kurve eingeschlossenen Fliche ge-
drebt. Im Fall der Kugel ist der Drehwin-
kel gerade gleich dem von der Kurve ein-
geschlossenen Raumwinkel (2.

den Unterraum des Quantenzustands fiber dem Parameterraum aufgespannt wird, einen
Zusammenhang, dessen Holonomie sich durch die Berryphase ausdriickt. Dieses sehr ab-
strakte Konzept wird im folgenden ausfiihrlich erklirt. Ein sehr anschauliches Analogon
der Berryphase ist die effektive Drehung eines Tangentenvektors, der auf einer gekriimm-
ten Mannigfaltigkeit entlang einer geschlossenen Schleife parallelverschoben wird (siehe
Abb. 1.1). SRR D

Obwohl die Adiabatentheorie der Quantenmechanik bereits im Jahre 1928 detailliert un-
tersucht worden war, blieb die Berryphase {iber 50 Jahre unentdeckt. In [BF28] und [F28]
hatten M. BORN und V. Fock bereits alle Formeln angegeben, die fiir die Berryphase re-
levant sind. Die Phase war bei ihren Betrachtungen jedoch nicht von Bedeutung gewesen,
da sie die Mdglichkeit des Zuriickkehrens zu den Ausgangsparametern nicht diskutierten.

Dennoch sind bereits einige Beispiele und verwandte Phinomene seit lingerem bekannt.
In der Optik wurden 1956 von S. PANCHARATNAM Interferenzphinomene beschrieben
[P75], die sich in analoger Weise als Holonomie der Phase kohirenten Lichtes fiber der
Poincarésphire interpretieren lassen.. 1959 éntdeck_ten Y. AHARONOV und D. BoHM
die erste quantenmechanische geometrische Phase, die Aharcnov-Bohm-Phase, die ein
geladenes Quantenteilchen beim , Umfliegen® eines magnetischen Flusses erhilt [AB59].

Bei der Beschreibung molekularer Quantensysteme entdeckten G. HERZBERG und H.
LONGUET-HIGGINS, daB die elektronische Born-Oppenheimer-Welienfunktion, wenn die
Konfiguration der Atomriimpfe einen Punkt degenerierter elektronischer Zustinde um-
lauft, einem Vorzeichenwechsel unterliegt, wenn sie sich zu allen Zeiten glatt und reell
entwickeln soll [HL63]. C. A. MEAD und D. G. TRUHLAR betrachteten die Ergebnisse
von HERZBERG und LONGUET-HIGGINS in allgemeinerem Zusammenhang und zeigten,
daB der Vorzeichenwechsel der elektronischen Wellenfunktion durch einen solchen der
Atomrumpiwelienfunktionen kompensiert werden kann, wenn man einen zusitzlichen
Vektorpotentialterm in den Hamiltonoperator der langsamen Freiheitsgrade aufnimmt
[MT79]. Da die Gesamtwellenfunktion eine eindeutige Funktion der Gesamtkonfigurati-
onsraumkoordinaten sein muB, ist dieser Vektorpotentialterm im langsamen Hamiltonian
zwingend und fehite in der Theorie von BORN und OPPENHEIMER. Wegen einer Analogie
zum Abaronov-Bohm-Effekt, nannte MEAD dieses Phinomen in spiteren Arbeiten mo-

d221%8 VAL

lekularer Aharonov-Bohm-Effekt [M80a, MSOb]. .Da beim molekularen Aharonov-Bohm-
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Effekt eine direkte Analogie zu magnetischen Kriften besteht, hat BERRY den Begriff
geometrischer Magnetismus geprigt, der heute gebrauchlicher ist [BR93a).

Nach der denkwiirdigen Verdffentlichung von BERRY 1984 konnte das Konzept der geo-
metrischen Phasen unter allgemeineren Bedingungen gefunden und auf andere Theorien
iibertragen werden. Im Rahmen der Quantenmechanik wurde ein geometrischer Effekt fiir
entartete Zustinde von F. WILCZEK und A. ZEE hergeleitet [WZ84], und Y. AHARO-
NOV und J. ANANDAN fithrten geometrische Phasen in nichtautonomen Systemen ein, fiir
die eine Schleife im Parameterraum in beliebiger, endlicher Zeit durchlaufen wird [AA87).
Eine weitere, auf der Arbeit von S. PANCHARATNAM basierende Verallgemeinerung, die
wahrend der zeitlichen Entwicklung des Systems quantenmechanische Messungen zulafit,
stammt von J. SAMUEL und R. BHANDARI [SB88].

In diversen Experimenten konnte eine Berryphase gemessen werden. A. TOMITA und
R. CHIAO wiesen sie in der Drehung der Polarisationsrichtung von Licht in einem spi-
ralférmig gewundenen optischen Leiter nach [TC86}, und bei Neutronenexperimenten von
T. BITTER und D. DUBBERS sowie von H. WEINFURTER und G. BADUREK ftritt die
Berryphase als zusitzliche Rotation der Neutronenspins in einem schwachverdnderlichen
Magnetfeld auf [BD87, WB90]. Die erste experimentelle Bestitigung des Auftretens von
Berryphasen in Molekiilen wurde von G. DELACRETAZ et al. am Spektrum von Nas-
Clustern gefunden. Dabei wurde die Herzberg-Longuet-Higgins’sche Phase in Form einer
halbzahligen Quantisierung der Pseudorotationen des Clusters nachgewiesen [DGWZSG}

J. HANNAY beschrieb 1985 eine zur Berryphase analoge klassische Grofe in adiabatisch
verinderten integrablen klassischen Systemen, die heute allgemein als Hannaywinkel be-
kannt ist [H85]. Wie in der Quan‘tenmecha,mk gibt es fiir integrable klassische Systeme
ein Adiabatentheorem, das besagt, daf bei beliebig langsamer Verdnderung des klassi-
schen Hamiltonians H(p,g¢,t) eine Trajektorie zu jedem Zeitpunkt auf dem Torus des
autonomen Hamiltonians H{p, ¢, = const.) verlduft, der die Wirkungen I = §pdg
des Anfangswertes besitzt. Die Wirkung ist also eine adiabatische Erhaltungsgréfe, die
durch die Anfangsbedingungen bestimmt ist [A80, N76]. Wie im quantenmechanischen
Fall macht auch hier das Adiabatentheorem keine Aussage iiber den Ort auf dem Torus
(gemessen durch Winkelvariablen}), an dem sich das System nach adiabatischer Entwick-
lung befindet. Beim Durchlaufen einer Schleife im Parameterraum — so zeigte HANNAY
— kehrt das klassische System auf den Torus zuriick, auf dem es gestartet wurde, befindet
sich jedoch nicht an dem Ort, der durch den dynamischen Winkel Afgyyn = [ diw(t) be-
stimmt ist, sondern ist um einen geometrischen Winkel Afge, verschoben. Dieser hingt,
ebenso wie die Berryphase, nur von der Schleife im Parameterraum ab und nicht von
der Geschwindigkeit, mit der die Schieife durchiaufen wird. Den Zusammenhang mit der
quantenmechanischen Berryphase hat BERRY in [B85] durch semiklassische Betrachtun-

en hergestellt, so dafl sich der Hannaywinkel tatsichlich als klassischer Grenzfall der
Berryphase interpretieren 145t. Eine mathematisch prizisere Untersuchung und Verall-
gemeinerung des Hannaywinkels wurde von S. GOLIN et al. in [GKM89] durchgefiihrt. -

Die Interpretation des Hannaywinkels als Holonomie eines Zusammenhangs auf einem
Prinzipalbiindels ist ochne Weiteres méglich. Dabei stellt der Torus ‘die Faser und der

Parameterraum die Basis des Biindels dar. Der Zusammenhang auf diesem Biindel wird

Rt ey |

durch d.le adiabatische Entwicklung vermittelt, dessen Holonomie gerade der Hannaywin-
kel ist.” .

I=Const.
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Einige Verallgemeinerungen des Hannaywinkels wurden zum Teil in Analogie zum quan-
tenmechanischen Fall versucht. So wurde zum Beispiel ein zur Aharonov-Anandan-Phase
analoger nichtadiabatischer Winkel von BERRY und HANNAY hergeleitet [BHS8], der je-
doch nur in sehr seltenen Fillen existiert, da die Integrabilitit eines nichtautonomen
Systems verlangt wird. '

Eine analoge Theorie zu der von BORN und OPPENHEIMER [BO27] kann mit Hilfe des
klassischen Adiabatentheorems auch fiir integrable klassische Systeme mit stark getrenn-
ten Zeitskalen (Slow-Fast-Systeme) entwickelt werden. Dabei separieren die schnellen und
langsamen Freiheitsgrade im adiabatischen Limes und kdnnen getrennt integriert werden.
Die schnellen Freiheitsgrade, ausgedriickt in instantanen Winkel-Wirkungs-Variablen,
entwickeln sich zeitlich wie folgt: Bei adiabatisch konstanten Wirkungen werden die
Winkel zusétzlich zu den dynamischen Winkeln Afyy, um die Hannaywinkel verschoben.
Die langsamen Freiheitsgrade verspiiren eine gemittelte effektive Kraft von den schnellen
Freiheitsgraden, die Born-Oppenheimer-Potentialkraft. In diversen Veroffentlichungen
zu diesem Thema wird, neben der Born-Oppenheimer-Potentialkraft, eine geometrisch
magnetische Kraft postuliert [GT87, B89, K90, BR93a, BR93b).

Wéhrend die geometrischen Effekte in der Quantenmechanik fiir eine sehr grofie Klasse
von Hamiltonoperatoren erklirt werden kénnen, kann der Hannaywinkel nur fiir die nicht
generischen integrablen klassischen Systeme erklirt werden. Verallgemeinerungen auf
allgemeine klassische Hamiltonsche Systeme scheitern bereits daran, daB fiir sie kein
Adiabatentheorem existiert. Das liegt daran, daf ihre Bewegung nicht quasiperiodisch
auf Tori, sondern im allgemeinen sehr kompliziert verliuft. Daher konnen wesentliche
Mittelungsschritte nicht durchgefithrt werden.

Al 110

Ist das Hamiltonsche System jedoch ergodisch auf der Energieschale, d. h. fiillt diese im
Laufe der Zeit fiir fast alle Startwerte gleichmiBig dicht, so kann eine adiabatische Inva-
riante gefunden werden. Der einzige vom mathematischen Standpunkt aus befriedigende
Beweis eines Adiabatentheorems fiir ergodische Systeme, der in der physikalischen Lite-
ratur jedoch weitgehend unbeachtet geblieben ist, wurde 1961 von T. KAZUGA gefiihrt
[(K61]. - Dieses Adiabatentheorem besagt, da8 das in einer beschrinkten Energieschale
eingeschlossene Phasenraumvolumen im adiabatischen Limes erhalten bleibt. Das bedeu-
tet, daB sich das System zu jedem Zeitpunkt auf der instantanen Energieschale bewegt,
die das Anfangsphasenraumvolumen einschlieBt. Wie die anderen Adiabatentheoreme
macht es aber keine Aussagen dariiber, wie sich das System auf der Energieschale be-
wegt. 'S. GOLIN et al. argumentierten nun, daf es wegen der sensitiven Abhdngigkeit von
den Anfangsdaten eines ergodischen Systems keinen von den Anfangsbedingungen glatt
abhéngenden geometrischen Effekt in den Koordinaten geben kann [GKMSS].

Dennoch haben J. ROBBINS und M. BERRY 1992 versucht, mit Hilfe des semiklassischen
Ubergangs der ‘quantenmechanischen geometrischen 2-Form einen geometrischen Effekt
in klassischen ergodischen Systemen herzuleiten [RB92), konnten jedoch fiir die gefundene
klassische 2-Form zuné&chst keine Interpretation finden. Wie in dieser Arbeit gezeigt wird,
beschreibt die 2-Form von ROBBINS und BERRY nicht den gewiinschten Holonomieeffekt,
da beim semiklassischen Ubergang eine unzulissige Vertzuschung festgehaltener GroSen
in-den Differentialen gemacht wurde. Eine korrigierte Herleitung im Rahmen dieses
semiklassischen Zugangs scheint jedoch nicht méglich zu sein, da die korrigierte 2-Form
aufgrund einer Vertauschung des adiabatischen und des semiklassischen Limes identisch
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verschwindet,.

In zwei Folgeartikeln greifen BERRY und ROBBINS die in [RB92] berechnete 2-Form auf
und interpretieren sie im Rahmen klassischer Systeme mit stark getrennten Zeitskalen
(Slow-Fasi-Systeme) [BR93a, BR93b]. Neben einem geometrischen Magnetismus finden
sie [BR93b] in niedrigdimensionalen ergodischen Hamiltonschen Systemen eine Reibungs-
kraft, die Energie der langsamen Freiheitsgrade irreversibel auf die schnellen Freiheits-
grade {ibertrigt.

Uber die Dynamik der schnellen Freiheitsgrade eines ergodischen Slow-Fast-Systems ist
bis heute nicht viel bekannt, wie J. ROBBINS in einer aktuellen Verdffentlichung schreibt
[R94}:

' Whether the classical 2-forin describes an anholonomy in adiabatically cycied
chaotic systems is an open question.”

In dieser Arbeit werden klassische Slow-Fast-Systeme betrachtet, die bei festgehaltenen
langsamen Freiheitsgraden entweder eine integrable oder ergodische schnelle Dynamik
besitzen. Eine Separation der schnellen von der langsamen Dynamik gelingt im adiaba-
tischen Limes unter Benutzung geeigneter Koordinaten.

Im integrablen Fall werden die schnellen Freiheitsgrade in instantanen Winkel-Wirkungs-
Variablen dargestellt. Obwohl die Winkel-Wirkungs-Variablen bei festgehaltenen langsa-
men Freiheitsgraden kanonisch konjugiert sind, bilden sie zusammen mit den urspriing-
lichen Koordinaten der langsamen Freiheitsgrade kein kanonisches Koordinatensystem.
Die Bewegungsgleichungen lassen sich daher in den neuen Koordinaten nicht mit Hilfe des
kanonischen Formalismus aufstellen, sondern werden aus den symplektischen Eigenschai-
ten Hamiltonscher Flisse abgeleitet. Diese Methode wurde schon 1990 von J. KOILLER

[K90] in diesem Zusammenhang angewendet.

Die langsame Bewegung wird im adiabatischen Limes autonom, und die Wechselwir-
kung mit den schnellen Freiheitsgraden kann durch eine effektive Born-Oppenheimer-
Potentialkraft beschrieben werden. Im Gegensatz zu vielen Aussagen in der Literatur
[GT87, B89, K90, BR93a, BRI3b], gibt es neben dieser Potentialkraft keine weiteren
Krifte, die von den schnellen auf die langsamen Freiheitsgrade wirken. Der vielfach
untersuchte geometrische Magnetismus tritt nicht auf. Die Bewegung der schnellen Frei-
heitsgrade verlduft im adiabatischen Limes wie folgt: Die Wirkungen sind adiabatische
Invariante und bleiben zeitlich unverindert, wihrend sich die Winkel, wie bei den Han-
nayschen Betrachtungen, aus einem dynamischen und geometrischen Teil zusammenset-
zen [H83, K90].

Im Fall ergodischer schneller Dynamik existieren keine globalen kanonischen Koordinaten
der schnellen Freiheitsgrade bei festgehaltenen langsamen, in denen die Bewegung im
adiabatischen Limes separiert. Daher muB auf die kanonische Struktur ganz verz“,htet

--------

und die Bewegung in geeigneten nichtkanonischen Koordinaten aa,rgebwm Werden.

Die langsame Dynamik hat dieselben Eigenschaften, wie im integrablen Fall: Die langsa-

men Freiheitsgrade bewegen sich nach autonomen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen,
in denen sich die Wechselwirkung mit den schnellen Freiheitsgraden durch ein zusdtzliches
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Born-Oppenheimer-Potential ausdriickt. Auch fiir Slow-Fast-Systeme mit ergodischen
schnellen Freiheitsgraden wird in der Literatur der geometrische Magnetismus postuliert
[BR93a, BR93b), der auch in diesem Fall nicht auftritt. In [BR93b] wird zusétzlich eine
deterministische Reibungskraft deduziert, die den langsamen Freiheitsgraden irreversibel
Energie entzieht und auf die schnellen Freiheitsgrade tibertrigt. Da die Bewegung der
langsamen Freiheitsgrade im adiabatischen Limes explizit autonom und Hamiltonsch 1st,
kann auch eine solche Reibungskraft nicht auftreten.

In dieser Arbeit wird erstmals ein glatter geometrischer Effekt in den ergodischen schnel-
len Freiheitsgraden identifiziert, der als eine Art Zeitverschiebung interpretierbar ist.
Beim Durchlaufen einer Schleife im Raum der langsamen Koordinaten liegt der End-
punkt einer Trajektorie im adiabatischen Limes auf derselben Energieschale, auf der sie
gestartet wurde. Der Endzustand auf der Energieschale ist natiirlich i. a. ein anderer
als der Anfangszustand und hingt, wegen der méglichen sensitiven Abhéngigkeit von
den Anfangsdaten, im adiabatischen Limes nicht glatt von den Anfangswerten ab (siehe
IGKM89]).

Da sich im integrablen Fall die geometrischen Effekte am besten in den zu den adiaba-
tischen Erhaltungsgrofen konjugierten Variablen, den Winkeln, messen lassen, liegt es
nahe, die zum adiabatisch invarianten Phasenraumvolumen konjugierte Gréfle zu unter-
suchen. Diese Grofie miBt, im Fall festgehaltener langsamer Freiheitsgrade, die Zeit, die
das System entlang der Trajektorie verbracht hat, und wird daher im folgenden als Tem-
pus bezeichnet. Im Fall veranderlicher langsamer Freiheitsgrade ist die Interpretation des
Tempus als ,Zeit“ nicht méglich, da seine Bewegung nicht ausschlieBlich proportional zur
Zeit 1st.

Integriert man die Zeitableitung des Tempus entlang einer beliebigen Trajektorie, bei der
die langsamen Konfigurationen nach sehr langer Zeit wieder an ihren Ausgangswerten
sind, so zerfallt der Tempus auf natiirliche Weise in zwei Teile: Der erste ist der dyna-
mische Tempus, der die Zeit entlang der Trajektorie mift. Der zweite, geometrische Teil
héngt nur vom Weg im langsamen Konfigurationsraum ab und hat eine zum Hannaywin-
kel analoge Struktur. Da sowohl die Zeit als auch der Tempus entlang einer Trajektorie
gemessen werden kann, ist der geometrische Tempus im Prinzip observabel, zu seiner
Bestimmung muf die Trajektorie jedoch zu allen Zeiten beobachtet werden.

Die Interpretation als Holonomie eines Zusammenhangs auf einem Prinzipalbiindel ist
auch in diesem Fall nicht schwierig. Als Basis des Biindels dient der langsame Konfigura-
tionsraum, wihrend die Faser durch die reelle Tempusachse gegeben ist. Der Zusammen-
hang auf diesem Faserbiindel wird durch die ergodische Dynamik auf der Energieschale
bestimmt, Die Holonomie des Zusammenhangs drfickt sich in einer Verschiebung auf der
Tempusachse aus, die gerade dem geometrischen Tempus entspricht.

U ergodische Slow-Fast-Systeme fiberhaupt im Rahmen der Adiabatentheorie behan-
deln zu kénnen, mufite das Adiabatentheorem von T. KAzUGA auf den Slow-Fast-Fall
verallgemeinert werden, Diese Verallgemeinerung wird ebenfalls in dieser Arbeit vollzo-
gen und ein allgemeines Adiabatentheorem bewiesen. Zudem wird ein Mittelungssa

Cbservablen formuliert.

Zur IHustration des Hannaywinkels wird in dieser Arbeit die adiabatische Entwicklung des

a g
verallgemeinerten harmonischen Oszillators graphisch dargestelit (siche Abschnitt 6.1).




1.2, UBERSICHT 11

In der rechten unteren Ecke jeder ungeraden Seite ist eine von 66 Momentaufnahmen
eines Torus dieses Systems gezeigt, der sich unter adiabatischer Entwicklung der Para-
meter entlang einer Schleife im Parameterraum verformt. Nach Durchlaufen der Schleife
stimmt der Endtorus mit dem Ausgangstorus iiberein (vergleiche Seifen 1 und 131}. Der
geometrische Winkel Af,,, dieses Systermns wird, von der p-Achse aus gemessen, in jede
Momentaufnahme des Systems eingezeichnet. Nach Durchlaufen der Schleife kehrt die
Bewegung des Systems zwar auf den Ausgangstorus zuriick, jedoch ist die Trajektorie
um einen endlichen Hannaywinkel Afg., verschoben.

i.2 Ubersicht

Zunichst werden in Kapitel 2 die differentialgeometrischen Grundlagen eingefiihrt, die
fiir das Verstindnis von Holonomieeffekten aus mathematischer Sicht bendtigt werden.
Die Differentialgeometrie bietet einen grofien Rahmen, in den sich die dynamischen Sys-
teme, die in den folgenden Kapiteln untersucht werden, einordnen lassen. Dadurch
koénnen die quantenmechanischen und klassischen Dynamiken, die sehr unterschiedliche
Phasenrdume und Bewegungsgleichungen besitzen, mit gleichen Mitteln untersucht und
ghnliche Effekte systematisch behandelt werden, Dieses Kapitel ist stark an die entspre-
chenden Kapitel in [CdWDS1] und [vW78] angelehnt, und alle Definitionen und mathe-
matischen Sitze sind [CdWD91] direkt entnommen. '

Wegen der relativ einfachen Darsieliung quanteninechanischer Holonomieeffekte im Ver-

gleich zu den klassischen bietet sich ihre Untersuchung als Einfiihrung an. Dies entspricht
auch der historischen Entwicklung. Daher werden in Kapitel 3 Quantensysteme unter-
sucht, die sich unter dem Einflul duflerer Parameter adiabatisch entwickeln. Zunichst
wird das quantenmechanische Adiabatentheorem eingefiihrt und diskutiert, warum die
Holonomieeffekte in der Quantenmechanik erst verhiltnismifig spat entdeckt wurden.
Dabei dienen insbesondere die Orginalarbeiten von BORN und Fock [F28, BF28] als Aus-
gangspunkt. Anschiiefend wird die quantenmechanische Berryphase nach [B84] hergelei-
tet und in den mathematischen Rahmen von Kapitel 2 eingeordnet. Auf die notwendigen
Bedingungen fiir das Auftreten der Berryphase und typische Beobachtungssxtuatlonen
wird zum AbschluB des Kapitels eingegangen [RB92, B84]. L

Da der Zugang zu den klassischen Holonomieeffekten etwas aufwendiger ist, werden
zunichst in Kapitel 4 einige Vorbetrachtungen angestellt und Definitionen gegeben. Nach-
dem die klassische Hamiltonsche Mechanik koordinatenfrei und in beliebigen nichtkanoni-
schen Koordinaten formuliert wurde (nach [A80}), werden klassische autonome Slow-Fast-
Svsteme definiert, da sich eine mathematisch und physikalisch befriedigende Herleitung
von Holonomieeffekten nur im Rahmen der Behandlung solcher Systeme durchftthren 138¢.
Abschlieflend werden die beiden Klassen von Systemen vorgestellt, die im Rahmen der
klassischen Adiabatentheorie behandelt werden kénnen: Die Liouuille-integrablen {NT6]
und die auf der Energieschale ergodischen [K61] Systeme.

Nach diesen Vorbereitungen werden in Kapitel 5 die klassischen Slow-Fast-Systeme mit
integrabler schneller Dynamik untersucht (nach {K90]). In den Bewegungsgleichungen
der langsamen Freiheitsgrade, die im adiabatischen Limes vollstdndig von den schnellen
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separieren, tritt neben der effektiven Born-Oppenheimer-Potentialkraft keine zusitzli-
che magnetische Kraft auf, was im Widerspruch zu bisherigen Veréffentlichungen steht
[GT87, B89, K90, BR93a, BR93b]. Es wird gezeigt, daf sich die Terme, die zum geome-
trischen Magnetismus fithren wiirden, in den Bewegungsgleichungen ezakt kompensieren.
Dies ist ein wichtiges, wenn auch nicht das zentrale Ergebnis dieser Arbeit. Bis heute
wurde diese Kompensation aus diversen Griinden, die in dieser Arbeit geschildert werden,
nicht entdeckt. Im Gegensatz dazu ist die Dynamik der schnellen Freiheitsgrade seit lan-
gem bekannt: Die adiabatische Entwicklung fithrt zu einer geometrischen Verschiebung
der Winkelkoordinaten um den Hannaywinkel [H85], die zustzlich zur dynamischen Ver-
schiebung auftritt [H85, K90].

Fir integrable Systeme wird im ersten Teil von Kapitel 6 der Zusammenhang zwischen
den quantenmechanischen und den klassischen Holonomieeffekten im Rahmen der Semi-
klassik dargestellt {nach [B85]). Im zweiten Teil wird die Untersuchung des semiklassi-
schen Limes der Berryphase fiir klassisch ergodische Hamiltonsche Systeme vorgefiihrt,
wie sie von J. ROBBINS und M. BERRY in [RB92] gemacht wurde. Es wird gezeigt, daf
die von diesen Autoren angegebene klassische 2-Form aufgrund einer unzulissigen Ver-
tauschung festgehaltener GroBen bei der Differentialbildung keine klassische Holonomie
beschreibt, und eine Korrektur im Rahmen dieses Formalismus erscheint nicht méglich.

Kapitel 7 enthilt die eigentliche Hauptaussage dieser Arbeit: Es wird die adiabatische
Entwicklung von Slow-Fast-Systemen untersucht, deren schnelle Freiheitsgrade ergodisch
sind. Mit Hilfe rein klassischer Betrachtungen im Rahmen des symplektischen For-
malismus Hamiltonscher Systeme [A80, K90] wird in den schnellen Freiheitsgraden ein
Holonomieeffekt, der geometrische Tempus, hergeleitet. Dieser ist vollkommen analog
zum. Hannaywinkel im integrablen Fall, seine Beobachtung ist jedoch etwas schwieri-
ger. Ebenso wie die Slow-Fast-Systeme mit integrablen schnellen Freiheitsgraden zeigen
auch die mit ergodischen Freiheitsgraden keinen geometrischen Magnetismus neben der
Born-Oppenheimer-Potentialkraft. Im Widerspruch dazu stehen die Arbeiten [BR93a)
und [BRY3b], nach denen sogar Reibungskrifte in Hamiltonschen Systemen auftreten
konnen. Diese Arbeiten werden ebenfalls widerlegt.

Kapite] 8 fafit die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen.

Der Anhang ist dreigeteilt: Anhinge A und B enthalten einige Nebenrechnungen, die
den Leseflufl von Kapitel 5 und 7 stark gestdrt hitten, auf die jedoch im Rahmen einer
ausfiihrlichen Darstellung nicht verzichtet werden kann. Anhang C enthilt den ausfiihrli-
chen Beweis des Adiabatentheorems fiir ergodische Slow-Fast-Systeme, der auf [K61] und
[N76, GKM89] aufbaut. Ferner wird ein Mittelungssatz fiir Observablen aufgestellt, der
die Mittelung der Bewegungsgleichungen in Kapitel 7 erméglicht. Wegen der aufwendi-
gen Beweisfiihrung klassischer Adiabatentheoreme wurden die Aussagen des Anhang C
nicht im Hauptteil gemacht, da sie den LesefluB der Arbeit stark beeintrdchtigt hatten,




Kapitel 2

Faserbiindel, Zusamzr
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Elemente der Differentialgeometrie, wie Biindelstrukturen und Zusammenhénge auf den-
selben, sind in der theoretischen Physik, besonders in der Feldtheorie, von grofier Bedeu-
tung Obwohl sie auch der Theorie der dynamischen Systeme zugrunde hegen sind sie
in dieser Disziplin weniger populér.

Um jedoch die geometrischen Effekte (Holonomieeffekte) in dynamischen Systemen, wie
Berryphasen und Hannaywinkel, verstehen zu kénnen, sind die Begriffe des Faser- und
Prinzipalbindels, eines Zusammenhangs auf dem Prinzipalbiindel und dessen Holonomie
von grofler Bedeutung,

In den folgenden drei Abschnitten werden diese Begriffe anhand von Beispielen eingefiihrt.
Dabei wird zugunsten der Anschaulichkeit auf eine mathematisch exakte Darstellung
verzichtet.! Dennoch ist es unumgénglich, einige ,trockene® mathematische Definitionen
und Satze zu formulieren. Dieses Kapitel basiert auf [CdWD91] und [vW78]. -

2.1 "Eﬁmdé@h Faserbiindel und Prinzipalbiindel

Biindel sind eine Verallgemeinerung von topologischen Produkten. Mit Zus;'itzlichen
Strukturen ausgestattet, werden sie zu Faserbiindeln und.Pring_ipal_bﬁqldeln.-__ ERSS

In der Topologie ist man bemiiht, komplizierte topologische Strukturen auf einfachere
zuriickzufiibren. So kann zum Beispiel ein Zylinder als topologisches Produkt der- 1-
Sphére S! mit einem Linienelement I C R dargestellt werden (sxehe Abbildung i). Die
"“opolog;e des Zylinders wird dann : zur Produkttopolog1e

Eine solche Zuriickfihrung z. B. der Mobmsschieﬁe auf ein topomgmcnes Produm ein-
facherer topologischer Raume ist nicht moglich. Sie sicht zwar lokal dem Zylinder sehr

auuuuu 1

dhnli edoch gibt es durch die ,,Verdrﬂlung der Schleife keme Moghchke1t sie globa.l-

“1%ine exakte mathematische Formulierung ist zum Be1sp1ei in [CAWD91] oder [vW78] zu: ﬁnden
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Abbildung 2.2: a) Triviales Produktbiindel. b) Mébiusschleife als Belsplel eines mchttrl-
'vialen Biindels. '

durch ein topologisches Produkt darzustellen {Abbildung .

Mt

meinerung der Produktbildung liefert der Biindelbegriff.

- -
Ein Buwdcf ist ein J.J.J.P("Jl i""’!Ba Ji} bestehend aus den bupu,{ugls(,ut:ﬂ Réumen & und B

und einer stetigen, surjektiven Abbildung = : £ — B. B heit die Basis und  Projektion.
Die Urbildmenge 7~*(z) (z € B) der Projektion heifit die Faser F, am Punkte z € B.
Im folgenden sollen nur solche Biindel betrachtet werden, deren Fasern sich fiir allez € B
umkehrbar stetig (homoomorph) auf einen Raum ¥, die typische Faser abbilden lassen
(s1ehe Abbﬂdung 2. 23,)

Ein kartesisches. Produkt zweier topologischer Riume ( Bg X B;,B;, ) heifit triviales
Biindel, wobei » definiert ist durch 72'(:52,.7:1) = 7 fur 1 € By und z; € B, (siehe
Abbildung 2.2a). Der Zylinder ist also ein triviales Biindel, wihrend die Mdbiusschleife
{(Abbildung 2.2b) kein triviales Biindel ist. Lokal ist die Mébiusschleife jedoch als Produkt
von U C ST und I darstellbar, ist a.lso lokai trivial. Dies gilt fur alle Bundel N

Eine Abbildung f : B -+ E, die jedem Basispunkt z € B ein Element der Faser F
zuordnet, nennt ‘man ‘einen Schnitt durch das Biindel (E, B, 7). Damit f ein Schnitt
dst, muB w0 f = idg- geiten, d. h. jedem z € B darf nur. genau ein  Punkt auf der

ne 9 2) tariala m

PwS‘“‘ p "“geordnet Selﬂ (c}bhb .(A:.uulj.dliu.a &0 | uemyuuc fhr Schmtte unucu Iman 11.1

_(_t_ier; Physik sehr haufig, __Beﬁra;:}_;t_te zum Beispiel das Biindel (R XM M ) {iber einer
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Mannigfaltigkeit M, das R als typische Faser besitzt. Eine Funktion f: MM — R kann
als Schnitt durch dieses Biindel interpretiert werden. Eine skalare Potentialfunktion iiber
der Konfigurationsmannigfaltigkeit ist zum Beispiel ein solcher Schnitt. '

In der Physik betrachtet man typischerweise Biindel, deren typische Faser F' eine zusétz-
liche Struktur hat, die durch eine Gruppe G von Homéomorphien der Faser F' auf sich
erkldrt ist. Das Quadrupel (E, B, 7,G) nennt man ein Faserbunde! Genauer gesagt
definiert man Faserbiindel wie folgt [CdWDQl} R

Def. 2.1 (Faserblindel) Fin Faserbiindel (E, B, ,G) ist ein Bindel (E,B,n) mit ei-
ner typischen Faser F, einer HomSomorphiegruppe p(G) von F auf sich?® und einer of-
fenen Uberdeckuna der Baszs B du'rch eine Famzhe oﬁener‘ Mengen {U_,;j € J}, 50 daﬁ
gilt: :

1. Das Biindel ist lokal trivial, d. h. ist lokal homGomorph . 5
zu einem Produktbindel: #=1(U;) ist homéomorph zum ==*(U;) -

 topologischen Produkt U; x F firallej€ J. Seip€ E « _ Ny, o
__ein Punkt des Biindels mit n(p) € U;. Die Homéomor- _
 phie g;:m 7Y (U;) = U; X F hat dann die Form ¢j(p) = T Wk“?"f“fs_“_“

a (#(p), $;(p)), und die Tupel {U;, $;} heifen lokale Tri-
vialisierungen des Biindels. Dabei bildet ¢;(p) den Punkt
p auf die typische Faser F ab.

2. Dic trivialen Unterbiindel, definiert auf den offenen Mengen U;, hangen wie folgt
zusammen: Fir jedes z € U;NUy und alle 3,k € J ist die Hombomorphie @k;xmpﬂr :
F — F ein Element der Strukturgruppe p(G).2 Falls G aus nur einem Flement
besteht, ist das Biindel trivialisterbar.

p(G) ist eine trene Realisierung der Gruppe & auf der typischen Faser F.
* 3Dies stellt eine Einschrinkung der lokalen 'Ihvmhsmrungen dar. Falls ndmlich G nicht transitiv a.uf

der typischen Faser wirkt, kénnte es Hombomorphien qﬁHz o le geben, die kein Element der Struktur-

gruppe sind.
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3. Die induzierten Abbildungen g; : U;NUy — p(G) gegeben durch gjr(z) = qgjfxo(,;;li.
sind dann stetig und erfillen die Bedingung

gie(z)gri(z) = gji(z), (4,5, k€ J)

Die lokalen Trivialisierungen qz,-h: legen die Koordinaten eines Punktes auf der Faser am
Punkt z fest, wenn man ein Koordinatensystem auf der typischen Faser gegeben hat.
Die lokalen Trivialisierungen werden auch Fichungen genannt, und die induzierten Ab-

bildungen g;; heiflen Eichtransformationen.

Haufig werden Abbildungen von einem Faserbtindel (E;, B;, 71, G1) 5 £ g
auf ein anderes (£, B2, w2, G3) betrachtet, die die Biindelstruktur ll f
des ersten Biindels auf das zweite abbilden. Solche Abbildungen, o f 2
die it der Biindelstruktur beider Biindel kompatibel sind, nennt 1 — B
man Bindelmorphismen und werden durch zwei Abbildungen {F, f} mit F': E; — E,,
f : By = B, bestimmt, fiir die das nebenstehende Diagramm kommutativ ist. Ist F
vorgegeben, so ist f, falls es existiert, eindeutig durch F' bestimmt.

Das Faserbiindel heifit differenzierbares C* Faserbiindel, falls E und B C*-Mannigfal-
tigkeiten sind, = eine C*-Funktion und G eine Liegruppe ist. Ferner mu8 sich auf der
Uberdeckung {U |7 € J} von B ein C*-Atlas erkliren lassen.

Nicht alle Koordinaten auf der C*-Mannigfaltigkeit £ sind mit der Biindelstruktur ver-
einbar. Seien F und B Mannigfaltigkeiten der Dimension n + p bzw. n, dann definiert
die Karte (U, ¢) Biindelkoordinaten auf E. falls ¢ : U — R™** ein Biindelmorphismus
ist, und R™? die natiirliche Produktbiindelstruktur R™? = R™ x R” besitzt. Da die
typische Faser nicht notwendig homdomorph zum R? ist, bedarf es im allgemeinen eines
Atlanten, um #~1(U;) durch Koordinaten zu parametrisieren.

Als Beispiel fiir ein C*-Faserbiindel sei das Tangentialbiindel gegeben, das in der Dif-
ferentialgeometrie oder in der Lagrange’schen Mechanik von grofier Bedeutung ist. Es
1a8¢ sich wie folgt konstruieren: Sei T(X™) der Raum der Paare (z,v,) fir alle z aus der
C*1-Mannigfaltigkeit X" und alle v, Vektoren aus dem Tangentialraum 7(X™). Dann
bildet (T(X™), X", m, GL{n,R)}) ein C*-Faserbiindel, wobei die Faser am Punkte z € X™
durch T;(X™) gegeben ist, die isomorph zum R" als typischer Faser ist. Die Projek-
tion ist durch « : (z,v;) ++ = definiert, und die offene Uberdeckung von X™ wird durch
{U:{U;, %:} ist ein Atlas von X"} gegeben. Die HomBomorphie ¢; ist durch {7, d2; oms)
mit 75(z,v;) = v, bestimmt, wobei d¢ (v,) die Koordinaten von v, bezughch der Karte
(Uss ;) sind.* Die Koordmatendarstellung SR

(¢ 0m,dyy; omg) 1 7w H(U;) — R® x R”

beziiglich der Karte (U;,1) bildet eine Biindeikoordinatendarstellung. Die Strukiur-
gruppe G ist die der linearen Automorphismen GL(n,R) des R".> Es ist

dipy)z © dzp;l; € GL{n,R): R* - R®

" 4Hier und im folgenden wird die linearisierte Abbildung einer Abbildung f 1 X — Y zwischen zwei
Mannigfaitigkeiten X und ¥ mit df : T(X) — T(Y) bezeichnet.
8GL(n,R) ist eine Liegruppe.
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Abbildung 2.4: Operation der Gruppe G von rechts auf einer Faser F;

die Koordinatentransformationsvorschrift, mit der Koordinaten des Tangentialraums am
Punkte z von der Karte 2 in die Karte 1 umgerechnet werden.

Der Phasenraum eines mechanischen Systems in Lagrange’scher Darstellung ist ein Tan-
gentialblindel auf der Konfigurationsmannigfaltigkeit. Die verallgemeinerten Koordina-
ten und deren Geschwindigkeiten sind zulissige Biindelkoordinaten. Der Phasenraum
eines Hamiltonschen Systems 148t sich analog als Kotangentialbiindel iiber der Konfigu-
rationsmannigfaltigkeit beschreiben. Als Faser dient der zum R" isomorphe Dualraum
T;(X"). Die Koordinaten ¢ auf der Konfigurationsmannigfaltigkeit und deren konju-
gierte Impulse p im Kotangentialraum bilden hier die Biindelkoordinaten. Alle ibrigen
Konstruktionen fiir das Tangentialbiindel kdénnen ibernommen werden.

Ist die Strukturgruppe G des Faserbiindels isomorph® zur typischen Faser F und wir-
ken die Elemente von G aui Elemente der Faser von links, so spricht man von einem
Prinzipalbiindel. _

Als einfaches Beispiel fiir ein Prinzipalbiindel betrachte das Biindel, das die Phasen &'¢
komplexer Zahlen z = re*® mit der Strukturgruppe U(1) iiber dem R? bilden: ({z €
Cllz| = 1} x R?*, R? =, U(1)). Phasendrehungen sind Elemente der Strukturgruppe U(1).
Die Operation von links ist erklirt durch {gy,e*®) € G x {2z € Cllz| = 1} — e¥e* =
e td) ¢ {2 € C||z| = 1}. |

Unter dem Wechsel der lokalen Trivialisierung von (I, ¢;) nach (U, ¢;) (¢ 5% §) transfor-
miert sich das Bild QS,I#(P)(p) € F eines Punktes p € Fy(, durch Lmksmulmphkatlon mit
g_“\n Kp) )= (,u”,,(p) 0. yqﬂ(p) in das Bild éjir(p}(p\ € F (siche Abblldung 2. 4) '

bitetr)(#) = 95:(7(P)) () o (2 b

Mochte man durch Anwendung von Elementen der Gruppe G auf d:e tvmsche Faser

§ Isomorph bedeutet bijekiiv abbildbar auf ..
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des Prinzipalbiindels Verschiebungen auf allen Fasern des Prinzipalbiindels induzieren,
die mit der Faserbiindelstruktur (Def. 2.1) vereinbar sind, so ist dies ntcht durch Links-
multiplikation zu erreichen, da ( i. a. nicht kommutativ ist und daher fiir allgemeines
geG . )

9sintp) 7 95i(T(P))98512(p)
gilt. Dieses Problem 138t sich umgehen, wenn man statt der Operation von links die von
rechts benutzt, um Punkte auf den Fasern des Prinzipalbiindels aufeinander abzubilden.

Die Operation der Gruppe G von rechts auf einer Faser des Prinzipalbiindels wird durch
(Bop)i = $50(Redita(p) = 675 (611:(P)9), P € 7 X(U;) (2:2)

zundchst nur auf 7~1(U;) definiert. Da diese Operation von rechts mit dem Wechsel der
lokalen Trivialisierung vertauschbar ist, ist sie von j € J unabhéngig und auf dem ganzen
Prinzipalbiindel eindeutig erklart [CdWD91]. B, operiert auf der Faser F, so, daf das
Diagramm in Abbildung 2.4 kommutativ ist. Die gestrichelte Abbildung von G nach G
ist durch gi;{z) = ¢y, 0 :r—li gegeben. Anschaulich bedeutet das, daB K, auf der Faser F,

so wirkt, wie ¢ selbst von rechts auf der typischen Faser G. ﬁ’g spielt bei der Konstruktion
eines Zusammenhangs eine wesentliche Rolle und wird im néchsten Abschnitt benutzt.

Zum Abschlu dieses Abschnitts wird noch der Begriff der Reduzierbarkeit eines Prin-
zipalbiindels eingefiihrt, der von besonderer Bedeutung bei der Vereinfachung der Be-
schreibung dynamischer Systeme ist (siche zum Beispiel Kapitel 3 und 5). Ein Prinzi-
palbiindel (E, B, %, G) heiBt auf das Prinzipalbiindel (E’, B, ', @) reduzierbar, wenn G’
eine Untergruppe von 7 und £’ eine Untermannigialtigkeit von F ist, so daf die Injektion
f.: ' = E ein Biindelmorphismus ist, der mit der Rechtsoperation von &' kommutiert:

rflp) = 7'p, (peE) (2.3)
f(Bep) = R,f(p), (peF,geq) (2.4)

Dabei bleibt die Basis des Prinzipalbiindels unveréndert.

Da es keinen kanonischen Isomorphismus zwischen der Faser an einem Basispunkt und
der typischen Faser gibt, ist es nicht moglich, ohne zusdtzliche Struktur Punkte auf zwei
Fasern zu unterschiedlichen Basispunkten zu vergleichen. Es wird ein sogenannter Zu-
sammenhang bendtigt, der im folgenden Abschnitt eingefithrt wird. Ein Zusammenhang
st die abstrakte Struktur, die die Vorschrift zur Parallelverschiebung entlang einer Kurve
C auf einer gekrimmten Mannigfaltigkeit verallgemeinert.

2_,2 | Zﬁsammenhéﬂge

Im vorherigen Abschnitt wurden Prinzipalbiindel eingefiihrt, die durch die Gruppenei-
genschaft der typischen Faser bereits sehr viel Struktur haben. Dennoch wurde nichts
.dartiber ausgesagt, wie sich zwei Punkte auf verschiedenen Fasern vergleichen lassen. Da
es keine kanonische Art und Weise gibt, in der dieser Vergleich angestellt werden kann,

h zur vorhand Prinzinalbiindel-

muB eine Abbildung zwischen den Fasern zusitzlich zur vorhandenen Prinzipalbiindel

struktur eingefithrt werden.
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4o Op = dR, o, mit g € G.

Bedingung / beschreibt die Vertriglichkeit des Zusammenhangs mit der Operation der
Gruppe ( von rechts, die, wie bereits erwahnt, den zunichst scheinbar fiir jedes p € Fy, =
771 (z) frei Wahlbaren Zusammenhang stark emschrankt ng ist dabei die linearisierte

Abbildung von R

Sei C: I CR — X vermbge t — C(t) eine Kurve in X, die durch den Basispunkt zg
fithrt, und po € G,. Die Parallelverschiebung von py entlang der Kurve C ist durch die
Kurve C : 1 CR — P, z— C gegeben, die durch

dCy(t) _ _ dC(1)
e P dt

Cro(0) =po, C(t) =p. (2.5)

bestimmt ist. Die Lage der Kurve C,, ist dabei unabhingig von der Parametrisierung
von O,

Da oy, linear ist, ist das Bild von T,,(X) unter ¢, am Punkt p ein vektorieller Unterraum
von Tp{F), der mit H, = 0,(7(X)) bezeichnet wird und horizontaler Vektorraum am
Punkte p heilt. Wegen der Eigenschaft 2 aus Def. 2.2 ist H, isomorph zu 7;(X) und hat
daher die Dimension der Basis. Der Vektorraum 7,(P) 148t sich als direkte Summe aus
dem horizontalen Vektorraum H, und dem Tangentlalra.um T,(G;) zusammensetzen, der
vertikaler Ver’ctormum Vo heifit: h )

—p(—) = H?@I/P
v = vg+oy, vg € H,vwel,

Die Operation ﬁ legt durch vy (p) := i%ﬂimﬁ einen kanonischen Isomornhismus I

zwischen der Liealgebra G der Gruppe G und V, fest. Dabel wird g g= 33 |s——0 e G auf ein
Element vy € V, abgebildet.”

Es 1st moghch einen Zusammenhang mit Hilfe einer hea.lgebrawertlgen 1-Form iber P
T,(Py =G o mm

einzufithren, die folgende Eigenschaften erfiillen mufi [CdWD91}:

1. wp{u) = @ fiir % aus dem vertikalen Vektorraum V,. & = T~y ist das Liealgebra-
element, das fiber den kanonischen Isomorphismus mit u zusammenhangt.

2. w, erfillt die C*-Eigenschaft, 4. h. ist k mal stetig differenzierbar beziiglich p €

3. wy ist vertraglich mit der Operation von rechts: w‘éap(ng v) = Adg-1aw,(v).B

"Der kanonische Isomorphismaus ist von groSer Bedeutung, da ohne ihn kein Vergieich der Tangenti-
alrdume VP zu verschiedenen Punkten p € P m&glich wire.

®Adg : G — G ist definiert durch Ad,v = d(L, R‘l) v und definiert fiir ¢ € G die adjungierie
Barste.’.’.mg der Gruppe & iiber der mea.}gebm Ad: G — L{G,G), Ad : g — Ad,, wobei mit J.;(y, G) die
linearen Automorphismen der Liealgebra bezeichnet wird. -
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Die Wirkung von w, auf allgemeine Vektoren des Tangentialraums Tp(P) legt wie folgs
einen Zusammenhang fest: Der Kern von w, hat die Dimension der Basis und legt durch
H, = Kern{w,) = {v € T,{P) ] wy(v) = 0} den horizontalen Vektorraum eines Zusam-
menhangs o, fest. Die Eigenschaften 1. bis 3. garantieren, daB die horizontalen Vek-
torrdume H), zu verschiedenen p zu ein und demselben Zusammenhang o, passen.

Diese Variante einen Zusammenhang zu definieren, bringt gegeniiber ¢, im Grunde nichts
neues. Sie ermdglicht jedoch die Konstruktion eines Zusammenhangs derart, daf die
Bedingung der Vertraglichkeit mit der Operation der Gruppe G von rechts ,automa-
tisch® erfillt wird. Dadurch spart man sich einerseits das Uberpriifen der Bedingung
4 bzw. 3., andererseits braucht der Zusammenhang nur auf einem glatten Schnitt des
Prinzipalbiindels definiert zu werden. Der Nachteil dieser Konstruktion ist jedoch, daB
man glatte Schnitte i. a. nicht global definieren kann.

Diese Konstruktion, die in der Physik gebrauchlich ist, geht nun so: Durch eine liealge-
brawertige 1-Form @ : T,(X) — G und einen differenzierbaren Schnitt f : X — P wird
w, fir p = f(z) gegeben durch

Wiy(v) = T(dr v) + ', (2.7)

wobei v/ = v — (df odx )v und ¢’ = Z~v' ist. Dabei sei noch einmal daran erinnert, daf§
die linearisierten Abbildungen mit d¢ notiert werden. Fiir Punkte p # f(z) einer Faser
des Prinzipalbiindels kann w, iiber ihr Transformationsverhalten unter der Operation von
rechts definiert werden:

—
D
[s)

~——

wp('v) = Adg-1wf(z)(dl§';1 U), WErnn p = Egj"(:c).

DaB w, die obigen Bedingungen erfiillt, ist sehr leicht nachzupriifen.

K
(il

b

nan andererseits w, gegeben und mdochte T, bestimmen, so kann dies mit Hilfe von

€ Tp(X) = we(u) = (fw)(u) 1= wpey(df u) (2.9)

a
&

erreicht werden.

Zur Veranschaulichung betrachte das Prinzipalbiindel ({z € C| jz| = 1} *xR%, R, x, U(1))
aus Abschnitt 2.1. Ry)(z, @) = €¥g(s), so daf sich der kanonische Isomorphismus zu
vr(g) = e™%g fiir ¢ € G ermittelt. Um jetzt einen Zusammenhang zu definieren, wihlt man
einen differenzierbaren Schnitt f, so daB jedem Ort z € R? eine Phase ¢l (z € R?)
zugeordnet wird: - ' .

fFIRP=R*x{zeC|lz| =1}, & (z,e") (2.10)

Mit Hilfe der 2(1)-wertigen 1-Form & = —iA.dz : R* — U(1),° ergibt sich der Zusam--
menhang geméB (2.7) auf dem Schaitt f zu N

Wiy (V) = —iA.de(drv) + o
) ] H—1 35&70
= —iA.dz(v;) +idp (AR, v) — i —dz (v}, - @.11)
. ’ (9247 . _
1(1) ist die Liealgebra von U(1), die mittels des kanonischen Isomorphismus vy (p) = d(REr‘P}Is-_-o

auf V; abgebildet wird.
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wobei sich die letzte Gleichheit wie folgt berechnet: Das Liealgebraelement &' € U (1),
das auf kanonische Weise zum vertikalen Vektor v’ € V., gehort, wird durch #' = e~*0y/
berechnet, und fiir v’ gilt nach Definition:
v\ = v—(df odr v
= idq,, (v) 4+ dz (v)—ie™ %%Ed:c (vs) 4+ dz (vy)

=y

= & [dga(dﬁi;: v) — E;’Oﬂd:e( )}.
z A

Fiir beliebige Punkte ¢ auf der Faser wird w, durch die Operation von rechts erklsrt
(2.8): '
wy(v) = Ad_ywy, (AR v) = —ie ™, (dRS! v)ie™ = w,, (AR5 v)

(e = e*¢e*¥). Der Horizontalraum H, ist durch w,(vg) = 0 charakterisiert, so daB

dy (dR;l v} = Azdz (vz) + Qﬂdz (vx)}. (2.12)

H,= {v € R? x T,(U(1), -

Somit ermittelt sich o, geschrieben als 7, ,({z € C||z] = 1} x R*)-wertige 1-Form
iber T,(R?), zu

. 5 7

dR, [As + 42| da (v,,)) (213)

fiir alle v, € T,(R?). Der Zusa.mmenhang bildet einen Punkt p; zum Basispunkt z; € R?
entlang einer Kurve C in einen Punkt p, zum Basispunkt z, € R? ab: Sei ¢z : Un(1) —
U(1) zum Beispiel definiert durch @,(p) := e¥)r,(p) mit #(z) : R* — R glatt. Dann

ist
[ a—ﬂ (5? ?1}2 %) Az (), (2.14)
g huthad hafiad e/
so.daB Integ_ra,tion
| éz‘z (Pz) = Q'Bz; (pl)eé{w(xz)_‘»&{xl)‘?‘fc(A:-i'%%o-)dx] (2-15)

liefert. Das Vektorpotential A induziert also zusammen mit dem Schnitt g im Prinzi-
palbiindel ({z € C| |z| = 1} x R*, R? x,U(1)) einen Zusammenhang. Auf die physikali-
schen Implikationen dieses Zusammenhangs wird in Abschnitt 3.2 gesondert eingegangen.

Mit Hilfe des Begriffs der Assoziiertheit eines Faserbiindels (E, X, r, F, G) mit typischer
Faser £ und Strukturgruppe G zu einem Prinzipalbiindel (P, X, 7, G) 188t sich, mit Hilfe
eines Zusa,mmenha,ngs auf dem Prinzipalbiindel, eine Parallelverschiebung auf dem Fa-

arle X naem

ser uuuuej. CrRiATen.

Das Faserblindel (F, X, ﬂ',F () bzw. das Prinzipalbiindel (P, X, n,G) habe beziiglich
_derselben Uberdeckung {U;,7 € J} d1e lokalen Trivialisierungen ¢; : 773 (Ui) = U; x F
und ¢ =Y Ui) — F bzw. ®; : #~YU;) — Ui x G und &; : 7{’"1(5’} —» @. Se
ferner 2(G) che Darsteﬂung der Gruppe G wL.f der typischen Faser F'. Dann heiflt das
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Abbildung 2.6: Die Assoziation eines Faserbiindels zu einem Prinzipalbiindel ermd&glicht
es, eine Parallelverschiebung auf dem Faserbiindel zu erklaren, wenn auf dem Prinzi-
palbiindel ein Schnitt gegeben ist. Diese Abbildung veranschaulicht die Parallelverschie-
bungskonstruktion, die durch {2.16) definiert wird.

Faserbiindel zum Prinzipalbiindel assoziiert, falls zu den lokalen Trivialisierungen (U, ;)
des Prinzipalbiindels lokale Trivialisierungen (U, ¢;) existieren, fiir die gilt [CdWD91]:

g5 = 840031, plgis) = dito 0 5

Die Parallelverschiebung eines Punktes 2y € E mit Basispunkt 2, = 7(z;) € X entlang
einer Kurve C, die in einem Punkt z; € X endet, ist gegeben durch

(22) 0 (8:(p1)) )di(21),s (2.16)

Prinzipalbiindel erklirten Zusammenhangs ist (siehe Abbildung 2.6). Die Parallelver-
schiebung (2.16) ist unabhingig von der Wahl von p; und den lokalen Trivialisierungen
(Uss ) und (U, @,) (1 € J) [CAWD91].

Zur Ilustration betrachte das Faserbiindel (C x R?, R?, =, U(1)), das mit der Darstellung
p{e¥)z = ez (e € U(1)) der Gruppe U(1) zum Prinzipalbiindel ({z € C}|z| = 1} x
R? R?, #,U(1)) assoziiert ist. Wegen Def. 2.1 2 sind auf dem Faserbiindel nur solche
lokalen Trivialisierungen zugelassen, die durch ein Element von p(U(1)) aus einander
hervorgehen.

Sei nun &,(p) 1= eV @ry(p) eine Trivialisierung des Prinzipalbiindels. Dann ist die asso-
zilerte Trivialisierung durch ¢.{z) := ¥}z gegeben. Mit dem durch {2.13) definierten
Zusammenhang erhilt man die Parallelverschiebung entlang der Kurve C

Boylza) = pleEn=9E0t (4 0)as]) g (5 (2.17)

d. h. die Zahl z bleibt betraglich unveréndert und erhélt eine zusdtzliche Phase.

Als zweites Beispiel betrachte ein dynamisches System, das den n-dimensionalen Phasen-
 raum M besitzt. Das triviale Biindel (M x R, R, %, G) mit der Zeitachse als Basis und

4

-
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der typischen Faser M bildet mit der Strukturgruppe G der Diffeomorphismen auf M ein
Faserbiindel, das zum Prinzipalbiindel (G x R, R, 7, G) assoziiert ist. Mit Hilfe eines Zu-
sammenhangs auf dem Prinzipalbiindel der Diffeomorphismen wird auf dem Faserbiindel

ein Paralleltransport erklirt.

Die Elemente der Liealgebra G der Diffeomorphismen G sind die zugehérigen Vektorfelder
v € §. Mit Hilfe der licalgebrawertigen 1-Form w kann gemif (2.6) auf (G x R, R, =, G)
ein Zusammenhang erklért werden. Sei v(t) : R — G eine glatte liealgebrawertige Funk-
tion tber der Zeitachse. Definiere

e = Ade-r [dRg! — v(t)dt], (2.18)

wobei @ € G ein Diffeomorphismus zum Zeitpunkt ¢ € R ist. 0(3,1) ist dann durch

dRe v(t)dt
a(@,t;=( ‘i’;’t() ) (2.19)

gegeben, da der Kern von w(g ) den Horizontalraum H am Ort der Identitit festlegt, der
mit Hilfe von dRe in den Horizontalraum Hs ) an den Punkt (&,t) abgebildet wird.

Die Zeitentwicklung eines Diffeomorphismus ist somit gema8 (2.5) durch die Differenti-

algleichung

de, .. |
< = 4R v(®) (2.20)

bestimmt.
Betrachte nun einen beliebigen Punkt des Phasenraums zq € M zum Zeitpunkt t; € R.
Geméf (2.16) ist eine Vorschrift fiir die Parallelverschiebung von (xo,to) entlang der
Zeitachse erklart durch

_ ¢($,t) = ®t~fn ¢($01t0)3 (221)
da die Darstellung p per Definition von G der Identitit entspricht, und By, 1= BB

Wahlt man auf dem Faserbiindel (M xR, R, 7, G) die Trivialisierung (R, ¢), wobei ¢ vom
Basispunkt ¢ € R unabhéngig ist (man wihlt zu allen Zeiten dasselbe Koordinatensy-
stem), und so 1a8t sich die durch den obigen Zusammenhang erklérte Parallelverschiebung
durch die folgende Differentialgleichung beschreiben (y = ¢(z) € M):
L :

% =1 (2.22)
Die Parallelverschiebung durch das Vektorfeld v ist also dquivalent zum Anfangswertpro-
blem (2.22) zum Anfangswert (yo,1).

2.3 Holonomie

Fiir verschiedene Punkte z; # z; € X der Basis eines Prinzipalbiindels (P, X, x,G)
kdnnen die Koordinaten auf den zugehérigen Fasern nahezu beliebig gewahlt werden,
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sie miissen lediglich so gewshlt sein, dafl sie Unterkoordinaten eines stetig differenzier-
baren Biindelkoordinatensystems auf der Mannigfaltigkeit P bilden. Die Festlegung der
Koordinaten auf den Fasern des Biindels geschieht durch Fichung.

FEin Zusammenhang auf dem Prinzipalbiindel legt eindeutig fest, wie ein Punkt p; €
P (#(p1) = z) in einen Punkt p, € P (m(p2) = 22 # 1) entlang einer Kurve C
parallelverschoben wird. Durch geeignete Eichung kdnnen den beiden Punkten jedoch
unabhingig von einander beliebige Koordinaten zugewiesen werden, also zum Beispiel
auch dieselben Koordinaten.

Wird der Punkt jedoch entlang einer geschlossenen Kurve (Schleife, Zyklus) parallelver-
schoben, so liegen Anfangs- und Endpunkt auf derselben Faser G =,,. Die Eichung
ermdglicht zwar die freie Wahl des Koordinatensystems auf der Faser, jedoch werden
dadurch gleichzeitig die Kocrdinaten beider Punkte festgelegt.

Durch jeden Zyklus C wird ein Diffeomorphismus C : G, — G, der Faser G, auf smh
erzeugt, der mit der Rechtsoperation von G kommutiert. Die Inverse Abbildung C' i
gerade durch den Paralleltransport entlang der Kurve C in entgegengesetzter Richtung
gegeben.

Betrachte nun die Menge C, aller Zyklen, die von einem Basispunkt z € X ausgehen. Die
durch den Paralleltransport entlang dieser Zyklen erzeugten Abbildungen C': G, — G,
bilden mit dem hintereinander ausgefithrten Paralleltransport entlang zweier Zyklen Cy
und C; eine Gruppe, die sogenannte Holonomiegruppe #. Die Untergruppe, die alle Zy-
klen enthilt, die in X 0-homotop sind,!® nennt man die eingeschrinkte Holonomiegruppe

Ho.

Die Holonomiegruppe H am Punkte z € X kann mit einer Untergruppe der Struktur-
gruppe G identifiziert werden: Durch Paralleltransport des Punktes p € P (#(p) = z)
entlang eines Zyklus gelangt man an den Punkt C(p) € G, so daB ein ¢ € G existiert,

mit C (p) R,p. Falls nun e;,02 € G zu den Zyklen Cy und C; gehdren, gehort a8, € G
O dn B f? ) O

ZUIIl ayzut.‘m wilg, G& ilg, fley — dingan-.

Betrachte als Beispiel das Prinzipalbiindel ({z € C||z| = 1} x R?, R?, 7, U(1)), auf dem
ein Zusammenhang durch ein Vektorpotential A, und einen Schnitt f : 2 € R?
(z,e0) € R? x {# € C| |z} = 1} erklért ist (siche Abschnitt 2.2).

Entlang einer beliebigen (nichtgeschlossenen) Kurve C, die die Punkte z; und z, der
Basis verbindet, hingt die Phasendifferenz gemiB (2.15) von der Bichung .(p) = ¢™¥)p
ab. Ein Wechsel der ortsabhingigen Referenzphase ¢(x) ist durch Umeichung moglich:

lQ:
R A

addiert ¢{z) zur Phase 1(#). Durch geeignete Wahl von ¢(z) 148t sich die Phasendifferenz
beliebig einstellen:

ngz (pg) = (;-T-'l (p )ei[?b(xz)—ﬂf(zl)—w(fz)+90(-":1)+fc (Az+a§£-)d2] (2.23)

100_homotop: Zusammenziehbar auf einen Punkt.

I=Const.
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Entlang eines Zyklus C jedoch verschwinden die Beitriige, die durch ¢ und % zustande
kommen. Die Phasendifferenz wird eindeutig;

gy (P2) = By (pr)e’ S A=d2 (2.24)

e'o 4% ist ein Element der Holonomiegruppe H und gleichzeitig der Strukturgruppe
U(1).

Schneidet man in die Basis R? des obigen Prinzipalbiindels ein ,Loch®, so hingt die Basis
M? C R? nicht einfach zusammen. Das einen Zusammenhang definierende Vektorpo-
tential A, sei nun so gewdhlt, dafl rot A, = 0 berall in M?, und §, dz A, = const. # 0
fiir alle Kurven C gilt, die das ,Loch” einfach in positivem Sinn umschlieBen, d. h. nicht
0-homotop in AM? sind.

Wegen rot A; = 0 besteht die eingeschrankte Holonomiegruppe Ho nur aus der Identitét,
die trivialer Weise eine Untergruppe der Strukturgruppe U(1) bildet. Die Holonomie-
gruppe H selbst wird durch das Element ¢! fo 4z 4s erzeugt, ist also, falls e 4 gine
Einheitswurzel ist, eine endliche Untergruppe der U(1). Ist &' $od= 4= Yeine Finheitswur-
zel, liegt die Holonomiegruppe H in der Strukturgruppe U(1) dicht.




Sowohl in der Quanten- als auch in der klassischen Mechanik sind, seit der Entdeckung
der geometrischen Berryphase im Jahre 1983 [B84], Holonomieeffekte unter diversen Be-
dingungen gefunden worden. Die Berryphase ist wegen der relativen Einfachheit der
mathematischen Hintergriinde als einfithrendes Beispiel fiir Holonomieeffekte in dynami-
schen Systemen besonders geeignet, und wird daher in diesem Abschnitt vorgestellt und
in den mathematischen Rahmen von Kapitel 2 eingeordnet.

Abschnitt 3.1 beschreibt zunéchst die quantenmechanische Adiabatentheorie vor der Ent-
deckung der Berryphase. Es wird gezeigt, warum M. BORN und V. FOCK bei der
Ableitung des Adiabatentheorems Holonomieeffekte auer Acht gelassen haben., In Ab-
schnitt 3.2 wird die Adiabatentheorie auf Quantensysteme angewendet, die von einem
Satz adiabatisch verdnderter Parameter abhéngen. In solchen Systemen ist bei Durch-
laufen eines Zyklus im Parameterraum das Auftreten einer Berryphase moglich, die der
Originalarbeit von M. BERRY folgend hergeleitet wird [B84]. AnschlieSend werden die
notwendlgen Bedingungen und typische Beobachtungssituationen fiir da.s Auftreten von

Berryphasen diskutiert.

3.1 Das guantenmechanische Adiabatenprinzip

In vielen physikalischen Situationen lassen sich duflere Einfliisse auf das betrachtete Sys-
tem durch duflere Parameter beschreiben. Dabel wird angenommen, daf der Einflul des
Systems selbst auf die ,,AuBenwelt® nur vernachléssigbar schwach ist. Die zeitliche Ent-
wicklung der dufleren Parameter wird dann von ,aufen“ vorgegeben und nicht durch die
Dynamik des betrachieten Systems mitbestimm¢. Sind die &ufleren Parameter zeitlich
konstant, so ist das System autonom, wihrend man im Fall veranderhcher Pa,rameter
von emem nichtautonomen System spncht

I - allgemeinen ist. die Berechnung der Dyna,mik eines nichtautonomen Systems, im
Vergleich zu demselben System bei festgehaltenen &uferen Parametern, sehr schwierig.
Hiufig werden namlich durch die zeitliche Verinderung innere Symimetrien des Systems
gebrochen, so dafl die entsprechenden Konstanten der Bewegung nicht mehr existieren.

27
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Ist jedoch die duflere Verinderung im Vergleich zur inneren Dynamik des Systems sehr
langsam (adiabatische Niherung), so vereinfacht sich die quantenmechanische Dynamik
dieses nichtautonomen Systems und 188t sich mit kontrollierbarem Fehler durch das Lésen
von autonomen Systemen bestimmen. Den mathematischen Hintergrund dieser Niherung
liefert das quantenmechanische Adiabatentheorem, das bereits Ende der zwanziger Jahre
im wesentlichen von M. BORN und V. FOCK entwickelt wurde [B26, F28, BF28].! Da
die adiabatische Dynamik quantenmechanischer Systeme bei der Berryschen Herleitung
der geometrischen Phase eine fundamentale Rolle spielt, wird auf sie an dieser Stelle
ausfithrlich eingegangen.

Betrachte ein gebundenes quantenmechanisches System mit Hamiltonoperator H(r), der

von einem dufleren Parameter 7 € [0,1] abhingt. Zu festem 7 € [0,1] betrachte die ge-
bundenen Zusténde des Systems |v, 7) zum Eigenwert E,(7), die die stationire Schrédin-
gergleichung

B(r)lv,7) = E,(7)|n,7) (3.1)

erf_ﬁllen. Die zeitliche Entwicklung eines solchen Zustands bei festem r ergibt sich zu
o 7(8)) = &=, (), (3.2)

d. h. bis auf die dynamische Phase e~#E+(")t gndert sich am Zustand des Systems nichts,
falls es in einem Eigenzustand zum Hamiltonoperator pripariert ist.

Die Zeitentwicklung eines beliebigen Zustands |t} kann nun durch Entwicklung von [4)
nach den Elgenzusta.nden v, 7) gemaB

() = 3 e FEH, £(0)) v, 7(0) | (0)) (3.3)

v
berechnet werden, so da das allgemeine Schrédingerproblem fiir festes 7 geldst ist.

Diese Losung gestaltet sich dadurch verhiltnismifig einfach, daB das autonome System
zeitlich translationsinvariant ist. Variiert man jedoch den Parameter 7 als Funktion der
Zeit, so verliert das System diese Symrmetrie und eine Losung nach dem cbigen Verfahren

ist nicht mehr méoglich.

Ist jedoch die zeitliche Verdnderung des Hamiltonoperators hinreichend langsam und das
System in einem Zustand v, dessen Eigenwert B, vom Rest des Spektrums wihrend der
ganzen Entwicklung bis auf vereinzelte Zeitpunkte hinreichend weit entfernt ist, so bleibt
das System zu jedem Zeitpunkt im v-ten Eigenzustand zum instantanen Hamlltonope-
rator b2 (:,/ T) Et_was mathematlscher lautet d1eses Ama.baten‘tneorem wie folgt: :2

o1

Sai:z 3.1 (Ad*a“ateutheure’n (M. BorN und V. Fock 1928)) Sei  : 7 € [0,1] —
H (1) -ein parameterabhingiger Hamiltonoperator, wobei sich  zeitlich gemdf v = =t/T

1BorN und FocK betrachteten nur Quantensysteme, deren gesamtes Spektrum diskret und nur in
Ausnahinefélien entartet ist. Eine Erweiterung des Adiabatentheorems auf Quantensysteme mit einem
Spektrum, das fern vom betrachieten Quantenzustand beliebig entartet oder kontinuierlich sein kann,
wurde 1950 von T. Karo verdflentlicht [K50]. Sie spielt fiir die folgenden Betrachtungen keine wesent-
licke Rolle. . SRR
2Fiir eine ausfithrliche Darstellung siche [BF28].
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verdndert. Zum Zeitpunkt t = 0 befinde sich das Quaniensystem im Eigenzustand |v, 7(0))
zum Hemiltonian I;T(O) mit Figenwert E,(0). Sind die Matrizelemente (,u,ﬂg';lv, Ty fir
alle v € {0,1] absolut beschrinkt, und ist der v-te Eigenzustand nur zu bestimmien Zeii-
punkten 7o mit anderen Zustinder entartet, so defl

1 A
<

%_@ ,T_Tolr) ##y (3'4)
ar dr

gilt, wobei A und r geeignete von T unabhingige Konstante sind, so sind die Mairiz-
elemente c,, des Zeitentwicklungsoperators dargestellt in der instantanen Basis |v,7) zu
jedem Zeitpunkt von der Form

Cuw = 6, + O (T77T), (3.5)

d. k. das System ist im adiabatischen Limes T — co zu jedem Zeiipunkt im instanianen
FEigenzustand zum Heamiltonoperator H(7).

Das Adiabatentheorem 3.1 besagt, dad fiir sehr grofe T das System nach Vollendung
der adiabatischen Entwicklung mit der Wahrscheinlichkeit |¢,, |2 = O (T “?-%'1') in einen
Zustand mit anderer Quantenzahl p # v {ibergegangen ist. Ebenfalls ist nach (3.5) die
Wahrscheinlichkeit im Zustand zur Quantenzahl v zu verharren [c,,[2=1—- O (T'ﬁ._l).
Im Limes T — oo bleibt das System also fiir alle 7 in einem Zustand, der sich nur durch

eine Phase von |i, 7} unterscheidet.

Die Zeitentwicklung des Zustands {v, 0) unter der Schrédingerschen Dynamik ist

d .

ih|9) = A/T)W),  [9(0) = |»,0). (3.6)

L

ks i

Unter adiabatischer Entwicklung kann [1) nach Satz 3.1 in der Form [¢) = e™* @y, ¢/T)
dargestellt werden, so da8, eingesetzt in (3.6) ‘

d 1 , d
gg"fv = "‘%‘Ev(t/T) + Z<Va f/T,'&_é

v, t/T> (3.7)

folgt.

Uber diese Phase machten M. BORN und V. FOCK aus dem folgenden Grund keine
Aussage:® Der Zustand |y, 7) ist fir jedes 7 nur bis auf eine beliebige, stetig differenzier-
bare Phase v(%)(1) bestimmt. Der Wert 4, der Phase hangt stark von der Wahl der Phase
49 (1) der Basisfunktionen ab und kann durch geeignete Wah! der [v, 7) jeden beliebigen
Wert annehmen. Eine solche Umeichung der Phase nehmen BORN und FOCK vor und

wihlten die Phasen der Basisfunktionen gerade so, dal der Term < v, t/T|$ v, tf T> fiir
I

d
A+
[kl |

alle  verschwindet ([BF28] (3})).

Dieser Term kann i, a. nur {iber einem 1-dimensionalen Parameterraum (der Zeitachse)
weggeeicht werden. In hdherdimensionalen Parameterrdumen ist dies i. a. nicht mdglich,

3In [F28] wird die Phase ausfiihrlich diskutiert.
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da Biindel #iber mehrdimensionalen Basisrdumen nichttriviale Holonomiegruppen besit-
zen konnen. Die aufgrund dieses Terms zusétzlich auftretenden Holonomieeffekte wurden
daher von BORN und FOCK iibersehen und erst ab 1983 systematisch untersucht [B84].

In der Sprache von Kapitel 2 kann die quantenmechanische Dynamik wie folgt formuliert
werden: Auf einem Hilbertraum operiere der Hamiltonoperator H(7), der mit Hilfe der
Schrodingergleichung (3.6) einen Flu$ auf dem Hilbertraum definiert. Betrachte nun das
Prinzipalbiindel ({U} x R, R, 7, {U}) der unitiren Transformationen des Hilbertraums
{iber der Zeitachse. Durch die Schrédingergleichung wird auf diesem Prinzipalbiindel ein
Zusammenhang definiert, der durch

o = (0 TN, 33)

gegeben ist.* Die einzelnen Fasern hingen gemiB
by(U(t)) = e+ Jo B (17 (0)) (3.9)

zusammen, wobei (R, ®;) eine Trivialisierung (Eichung) des Prinzipalbiindels darstellt.
Da die Basis dieses Prinzipalbiindels eindimensional ist, gibt es nur die triviale Holonomie

H = {id}.

Im adiabatischen Limes (I" — o) kann der Zusammenhang (3.8) durch

o, (d}%u (. oy 7) (~3Eu(r) - 3(v,7 Llv,7)) (v, 7)) dt |
] ) B
A\

£00 1m0

d (3.16)
dargestellt werden. Beschrinkt man sich nun bei der Betrachtung auf einen eindimen-
sionalen Eigenraum, der durch {v,7) aufgespannt wird, so kann das Prinzipalbiindel
({U} x B, R,#,{U}) auf (U(1) x R, R, x,U(1)) reduziert werden (siche Abschnitt 2.2).
Der Zusammenhang (3.10) fithrt nicht aus dem Unterraum heraus, der durch |v, 1) aufge-
spannt wird, so daB der auf (U(1) x R, R, 7, U(1)) reduzierte Zusammenhang der quan-

tenmechanischen Bewegung entspricht.

Betrachtet man also speziell einen Eigenzustand |v, 7) zum instantanen Hamiltonoperator
H(7), so reicht es aus, den Zusammenhang

. (dfa (54500 = Horrlir) d*) 3.11)

Tty =

aﬁf dem Prinzipalbiindel (U(1) x R, R, x, U(1)) zu untersuchen.

32 | Heﬁeitumg der Berryphase und Interpretation

_"H&uﬁg ist die Zeitabhéngigkeit des Quantensystems iiber die zeitiiche Verinderung eines
k-dimensionalen Parametersatzes () € Mé C R* realisiert. Der Hamiltonoperator H{Q)

20,1y Ist hier eine Ty oy ({U} x R)-wertige 1-Form.
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ist dann eine Funktion des Parametersatzes @@ € M’é, der sich zeitlich entlang einer
Kurve

C:[0,1] — Mé, T+ Q(7), (r=t/T) (3.12)

im Parameterraum entwickelt. Im Limes T' — oo wird die Kurve C adiabatisch langsam
durchlaufen und das Adiabatentheorem 3.1 kann angewendet werden.

Fiir diesen Fall untersuchte M. BERRY die Dynamik eines Quantensystems, wobei er als
Anfangswert einen nichtentarteten Eigenzustand |v, §(0)) des instantanen Hamiltonope-
rators H(Q(0)) wihlte [B84]. Der Ansatz i) = e™W|y, Q(¢/T)) fir die adiabatische
Dynamik wird in die Schrédingergleichung

zﬁ—hb) HQE/ITH),  1(0) = v, Q(0)) (3.13)

eingesetzt und fithrt auf die Bewegungsgleichung fiir die Phase v,

a% . Q(t/T)> ; ‘31@, (3.14)

o =~ BAQU/T) + i 1 QU/T) o

wobej die Eigenzustinde |v, Q) stetig differenzierbar auf M} sind, und die Phase dieser
Zustande willkithrlich gewahlt werden kann®. Die Phase v, 1iB¢ sich leicht integrieren
gemaf

W= = fdeu(Q(t/T))+z‘ fdf<v,Q(t/T)’ v,Q(t/T)>IdQ
- _mfth(Q t/T))+zf dg< 2 mQ) o

Das erste Integral v, , ist der gewohnte dynamische Anteil der Phase. Das zweite Integral
Yvgeo (geometrische Phase) ist nicht explizit zeitafbh&ngig, sondern hingt nur von der
Kurve C im Parameterraum und der Quantenzah! v ab. Wegen der Freiheit der Phase
bei der Wahl der Basiszustinde |y, Q) ist die Phase v,,,, fiir nichtgeschlossene Kurven C
nicht eindeutig bestimmt, und ihrem absoluten Wert kommt physikalisch keine.Bedeu’_cung

Zu.

Anders ist die Situation jedoch im Fall geschlossener Kurven C. 7, ist in diesem Fall

durch .
7Vgeo = t% dQ <i},

bestimmt, wobei Umeichungen

1, Q) = 49, Q) | Bt A
5Da8 der zweite Term rtechts in (3.14) eine reelle GréBe ist, foigt aus der Normlerung des ausuauds

I, Q)

0=§(V:Q1V:Q)=( .01 14 @) + .0l (511.@)

Mit {1]2) = {2{1} folgt, daB (v, Q| (& |»,Q)) unter komplexer Konjugation das Vorzeichen wechselt und
somit rein imaginér ist.
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Abbildung 3.1: Nichtverschwindende Phase Yrgeo fUr eine Schleife im Parameterraum.

den Wert von 1,,,, in (3.16) wegen
A4
Y HMEY: d@Q —= =
0(Q) e C'(Mb): ¢

nicht beeinflussen. Fiir geschlossenen Kurven C ist Ygeo Eichinvariant. Diese Grofle wird
nach ihrem Entdecker Berryphase genannt.

Zur mathematischen Interpretation dieser Phase betrachte das U/(1)-Prinzipalbiindel
(U(1) x M}, ME, 7,U(1)) der Phasen des v-ten Quantenzustands, auf dem sich durch

Zuaammenhang

die admhatlschp Dynamik des ﬂ“am*'nﬁ’"whm*s auf natiirliche Weise der Zusammenhang

(dR«(@’Q,aQ‘”’Q))dQ} __{318

definieren 1a8t. Die Phasen 7,,,(Qo, C) fiir alle geschlossenen Kurven C, die am Punkte
Qo starten und enden, bilden die Holonomiegruppe H des Zusammenhangs (3.18) am
Orte Qo {Abbildung 3.1).

Bezeichnet man mit H, den durch den Zustand |v,Q) aufgespannten I-dimensionalen
Hilbertraum, so bildet (H, x ME, M%, =, U(1)) ein zum obigen Prinzipalbiinde! assozi-
iertes Faserbiindel. Der Zusammenhang oy, o) induziert auf diesem Faserbiindel gem4s
(2.16) aus Abschnitt 2.2 eine Parallelverschiebungsvorschrift, die bei , Verschiebung® des
Quantensystems entlang einer Kurve C im Parameterraum die Phase des Quantenzu-
stands festlegt. Ist die Holonomiegruppe des Prinzipalbiindels nichttrivial, dann fithrt
eine Parallelverschiebung entlang einer Schleife C im Parameterraum zu einem ummnd

der sich um die Berryphase ,,,, vom Ausgangszustand unterscheidet,

Zum Abschluff dieses Abschnitts wird noch ein. Beispiel fiir eine nichtverschwindende
Berryphase gegeben [B84], das mit dem Aharonov-Bohm-Effekt verwandt ist. Betrachte
Jp oS b !

1T

ein in einem Kasten eingeschlossenes geladenes Teilchen (e = 1). Der Kasten wird, wie in
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Abbildung 3.2: Wird ein geladenes quantenmechanisches Teilchen in einem Kasten um
einen magnetischen Flu8 & herumgefithrt, so erhilt die Wellenfunktion nach Umlaufen
des FluBes eine Berryphase, die ®/A entspricht.

Abbildung 3.2 dargestellt, auf der Kurve C um einen linienférmigen magnetischen Fluf
® herumgefithrt. Auferhalb der FluBlinie @ soll das magnetische Feld verschwinden, so
daf zwar die Rotation des Vektorfeldes A(@) im Auflenraum (rot A = 0), Jedoch A selbst
nicht {iberall verschwindet, da

o= é dQ A(Q). " (3.19)

Mit @ € R? seien die kartesischen Koordinaten eines Referenzpunktes des Kastens be-
nannt, wahrend ¢ € R® die Lage eines Punktes beziiglich dieses Referenzpunktes be-
schreibt,

Bei abgeschaltetem magnetischem FluB @, ist eine Figenfunktion des Hamiltonoperators

in Ortsdarstellung (von O aus gemessen) durch

(g, Q) = eiw(g}d’v@) = (Q + ‘I‘V%Q) (3'20)

gegeben, wobei p(Q) € CH(ME) eine auf A glatte Phase und ¢,(g) eine reelle Losung
der stationdren Schrodmgerglemhung des Teilchens im Kasten bezughch der Relatlvko-

ordinaten ¢ ist.

Bei eingeschaltetem magnetischen Feld kommt zur feldfreien Losung (3.20) lediglich ein
zusitzlicher Phasenterm hinzu, so dafl die Wellenfunktion in Ortsdarstellung

@+ gnQ =l WAy gy 32

lautet. (@ + ¢|v, Q) ist eine eindeutige, glatte Funktion des Ortes, da das Integral, wegen
rot A = 0, nicht vom Weg abhingt.® Die Berrysche 1-Form ermittelt sich zu

. i/uﬁQ}i}?,Q\ _ /d3q¢ (q,Q){——A(Q)%(q,QH %(q,Q)?
- @~ 28 B8

®Die eingeschrinkte Holonomiegruppe #p ist trivial (sieche Abschnitt 2.3).
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Integriert man (3.22) entlang einer Kurve C, die den FluB umschlieBt, so folgt:

o
1a(0) = § £,404@) - § 00 22 =2 (3.29

Das zweite Integral verschwindet fiir jede Wahl der Eichung (Q) identisch, da es ein
Ringintegral iiber eine exakte 1-Form ist. Die Berryphase stimmt mit der Aharonov-
Bohm-Phase tiberein und hingt in diesem speziellen Beispiel nicht von der Quantenzahl
v ab. Wie in Abschnitt 6.1 gezeigt wird, ist dies der Grund dafiir, daB dieser Effekt

klassisch nicht beobachtbar ist.

3.3 Das Auftreten der Berryphase

3.2.1 Notwendige Bedingungen

Aus den vorhergehenden beiden Abschnitten geht hervor, daf die Dimension & des Pa-
rameterraums M"‘ fir das Auftreten einer nichttrivialen Holonomie von Bedeutung ist.
So kann zum Belsplel fiir k = 1 keine nichttriviale Holonomie auftreten, was dazu fithrte,
daff M. BORN und V. Fock die Holonomieeffekte bei der a,d1aba,tzschen Entwicklung
eines Quantensystems itbersahen. Damit eine nichttriviale Holonomie auftreten kann,
muf die Dimension ¥ mindestens zwei betragen.

Ferner dazf das System nicht gegen antiunitire’ Transformationen 7" invariant sein (RBS2),

da die eingeschrinkte Holonomiegruppe a,nsonsten trivial ist, und die Berryphase iden-
tisch verschwindet. Zum Beweis betrachte ein System, das dle antiunitire Symmetrie T

besitzt. Der Hamiltonoperator H kommutiert mit 7" und Erwartungswerte gehen in ihr

Komplex-Konjugiertes fiber:
HT =T, (T¢|Tv) = (¢|¢) (3.24)

Somit geht das Matrixelement (v, Q{dv, @) (Idv,Q) := dQ 3@!1’: @}), das im Fall der
Existenz einer nichtverschwindenden Berryphase selber nicht verschwinden darf, unter

der antiunitiren Transformation in das Konjugiert-Komplexe iiber:
(Tv,Q|Tdv, Q) = (dv,Q|», Q) (3.25)

Da der Erwartungswert (v, @{dv, Q) rein imaginr ist (siehe Fufinote auf Seite 31), wech-
selt er unter komplexer Konjugation sein Vorzeichen; es ist némlich
(d.’),Ql,’/,Q\ l’”’aQ'“”js‘%l (326

7 Antiunitére Transformationen sind solche, die sich durch Hmtere1nanderau<afuhrun9' der komplexen
Konjugation K und einer unitiren Transformation {7 darstellen lassen:

S

T=UK
Der Zeitumkehroperator 7' ist ein spezieller antiunitéirer Operator, der in Ortsdarstellung durch 7' = K
bestimmt ist [S68]. : '
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Die Kommutativitdt des Hamiltonoperators mit T impliziert, da eine unitdre Transfor-
mation U existiert, die den komplex konjugierten Hamiltonoperator H = KHEK gemi8
UHUT = A auf den ursprijnglichen abbildet. Ist Fi nicht rein reell, gibt es im aligemeinen
keine solche unitire Transformation U [S68]. Ist H reell, so kénnen die Eigenzustinde
[v, @) rein reell gewshlt werden, so da8

(Tv,Q|Fdv,Q) = (»Qldv, Q). (3.27)
In Kombination mit (3.25) und (3.26) folgt somit unmittelbar (v, @|dr, @) = 0 und somit
das Verschwinden der Berryphase. o

In einem System mit dem Standardhamiltonian der Form

AT
b= é’_m +V{(2,Q), V(z,Q) reell (3.28)

kann unter keinen Umsténden in einem einfach zusammenhéngenden Konfigurationsraum
eine Berryphase auftreten. Anders ist das fiir komplexe Hamiltonians  ## KHK. In
Gegenwart eines magnetischen Flusses ® zum Beispiel (siche Abschnitt 3.2) ist der Ha-
miltonian komplex und somit nicht mehr invariant unter der antiunitiren komplexen
Konjugation K.

3.3.2 Die Rolle degenerierter Energiceigenwerte

Der Energieeigenwert des betrachteten Zustands v kann fiir bestimmte Parametereinstel-
lungen §* € Mfg mit einem anderen zusammenfallen, d. h. der Zustand » ist an der
Stelle Q" beziiglich der Energie entartet. Solche Entartungspunkte im Parameterraum
spielen bei der Entstehung einer Berryphase eine entscheidende Rolle, sind aber nicht
ausschlieflich fiir das Auftreten von Berryphasen verantwortlich [B84].

Um dies zu zeigen, muf der Ausdruck (3.16) fiir die Berryphase umgeformt werden. Das
Linienintegral iiber die Berrysche 1-Form 4@ {v, Q}a—aQ-]U, Q) entlang der Kurve C kann
mit Hilfe des Stokes’schen Satzes® in ein Flichenintegral des &uferen Differentials der
1-Form {iiber eine von der Kurve C berandeten Fliche A umgeformt werden:

Yvgeo = ié(v,QIdle, Q)
= ;f v Oldw
- °J6A=0d< ?Qid =Q)

=i {@,0lAld,Q) (3.29)
= ij&A:G; (dysQlﬂf Q) A (Jus Qidﬂ, Q)) (336)

wobei der Zustand %Iy, Q)dQ mit [dwv, @) abgekiirzt wurde. Im letzten Schritt wurde I =
> 11, @) (e, @) eingefiigt. Der Summand fiir v = p verschwindet dabei, da beide Terme

" 8Fiir die Anwendbarkeit des Stokes’schen Satzes mufl die Kurve C in M5 0-homotop sein, d. h. sich
stetig auf einen Punkt zusammensziehen lassen.
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bis auf ein Vorzeichen Gibereinstimmen (3.26). Durch partielles Ableiten von H(Q)? 158t
sich durch kurze Rechnung die Identitét

,0(dQ 8|y,
(1, Q)dv, Q) = G QL;Q_?B‘I Q>, p#v (3.31)

herleiten, die unabhdngig von der Wahl der Darstellung des Hamiltonoperators gilt. Da-
her ist die Schreibweise dH := dQ%r gerechtfertigt. Die Identitdt (3.31) in (3.30)
eingesetzt, ergibt

= (v, QI(dH) |, @) A (s, QU(AE) v, Q)
Voo = MZCE (7.(0) ~ E.(Q)) (3.32)

_ e W QUARD) R, Q) A (1, QI(AH)|v, Q)
_ / V,, V,=-i} l At , (3.33)

SA=C pEy
wobel V), als Berrysche 2-Form bezeichnet wird.

Aus (3.32) geht hervor, da$ Quantenzustinde |u, Q) mit Energiecigenwerten E(Q) =~
E,(Q) starker zu (3.32) beitragen als entfernt gelegene Eigenzustinde. Falls die Kurve
C in der Nihe eines Punktes Q* entarteter Eigenzustande |v, Q) und |y, @*) (E, (@) =
E,(Q")) verlauft, trigt praktisch nur das Matrixelement mit den Zustinden » und [ Zur
Berryphase bei. In linearer Niherung kann das Quantensystem auf ein Zweiniveausystem
mit allgemeinem Hamiltonian

: X
r_ 1 Z  X-—iY B 3 s
H"._f?'[_X+z'Y -z ] g =QEMHCR (3.34)

reduziert werden. Die Energieeigenwerte des Zweiniveausystems wurden o. B. d. A. sym-
metrisch um Null gelegt: By = —-E_ = 3v/X24+ Y2+ 7% = 21@]. Offensichtlich sind
die Eigenwerte von H ausschlieBlich bei Q" = 0 entartet, so daB die drei Parameter X
Y und Z gleichzeitig verschwinden miissen. Damit zufallig ein solcher Entartungspunkt
auftritt, miissen mindestens drei Parameter variiert werden, falls keine zusitzliche Sym-
metrie vorliegt. Man sagt auch, ein Entartungspunkt einer hermiteschen 2 x 2-Matrix
habe die Kodimension drei. Hohere Entartungsgrade haben noch héhere Kodimension
(z. B. dreifache Entartung hat Kodimension acht).

Durch die Parametrisiernng (3.34) des Hamiltonoperators gilt fiir d&

.1
df =25 dg, (3.35)

wobei & der vektorielle Operator der Paulischen Spinmatrizen ist. Eine einfache, aber

idngere Rechnung liefert den Ausdruck fiir die Berryphase (siehe [B84]):

-~
b
<o
oy

St

v 2 [ a2 Q - E (C
fdgeo = T j d Q 2|Q|3 i29\
EA=C
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Abbildung 3.3: Fiir das Zweiniveausystem ist die Berryphase durch den halben Raum-
winkel (C') bestimmt, der durch die Kurve C vom Entartungspunkt @* aus aufgespannt

wird.

Die Berryphase ist gerade die Halfte des durch die Kurve C vom Entartungspunkt aus
gesehen aufgespannten Raumwinkels Q{C) (sieche Abbildung 3.3).

Das hier betrachtete Zweiniveausystem beschreibt ein Spinsystem mit S = 5 (ffl J2 =
—%pr}B). Spin—%—Teilchen, zum Beispiel Neutronen [BD87, WB90], konnen in einem
langsam verinderlichen dufleren Magnetfeld B eine Berryphase erhalten. In diesem Fall
ist die Berryphase eine Folge der Existenz des Entartungspunktes.

HERZBERG und LONGUET-HIGGINS haben in melekularen Systemen mit mehr als zwei
Atomen mit Hilfe der obigen Betrachtungen den Vorzeichenwechsel der elektronischen
Wellenfunktion erklért, wenn im Parameterraum ein Punkt (J* degenerierter Eigenwerte
in der reellen Ebene ¥ = 0 umlaufen wird [HL63]. Der Raumwinkel, der von der Kuzve
aufgespannt wird, betrigt 2x, so daB die Phasendifferenz gerade 7 betrégt. Dieser Vor-
zeichenwechsel duflert sich zum Beispiel in der halbzahligen Quantisierung der Pseudoro-
tationen eines Nag-Clusters [DGWZ386].

In vielen konkreten experimentellen Situationen sind die degenerierten Punkte fiir die
Existenz von Berryphasen verantwortlich. Allerdings sind sie picht die einzigen Quellen
der Berryschen 2-Form V,, denn auch im Parameterraum verteilte Stréome kdnnen sie
erzeugen, wie es fiir den Aharonov-Bohm-Effekt der Fall ist {beim Aharonov-Bohm-Effekt
hingen die Energiecigenwerte gar nicht von den externen Parametern ab).

® A(Q) wirkt hier fiir alle @ auf einem @Q-unabhéngigen Hilbertraum.




38

KAPITEL 3. DIE BERRYPHASE




Kapitel 4

Klassische tonsche Systeme

Im letzten Kapitel lieB sich die quantenmechanische Berryphase mit verhéltnismaBig we-
nig Aufwand berechnen. Die Herleitung klassischer Holonomieeffekte erweist sich jedoch
als etwas schwieriger, so daB einige Vorbereitungen getroffen werden miissen.

Daher wird in diesem Kapitel der Hamiltonsche Formalismus koordinatenfrei und in nicht-
kanonischen Koordinaten dargestellt, da sich eine mathematisch korrekte Konstruktion
geometrischer Effekte dadurch stark vereinfacht (Abschnitt 4.1). In Abschnitt 4.2 wer-
den klassische Slow-Fast-Systeme eingefiihrt, die einerseits eine Verallgemeinerung der
pichtautonomen Hamiltonschen Systeme darstellen und andererseits die mathematische
Herleitung ebenfalls erleichtern.

Im Gegensatz zur Berryphase ist die Herleitung klassischer Holonomieeffekte nur fiir
zwei eingeschrinkte Klassen Hamiltonscher Systeme moglich, fiir die Adiabatentheoreme
formuliert werden kénnen, némlich nur fir Liouville-iniegrable (Abschnitt 4.3) und auf
der Energieschale ergodische (Abschnitt 4.4).

4.1 Aligemeine Eigenschaften Hamiltonscher Fliisse

In den beiden Abschnitten 4.1.1 und 4.1.2 werden klassische Hamiltonsche Systeme von ei-
nem abstrakten mathematischen Standpunkt aus betrachtet. Dabei wird die diesen Syste-
men zugrundeliegende symplektische Struktur besonders hervorgehoben. Abschnitt 4.1.1
beschreibt die klassische Mechanik koordinatenfrei, und in Abschnitt 4.1.2 werden die
klassischen Bewegungsgleichungen in beliebigen Koordinaten angegeben. Beide Abschnit-
te sind stark an Kapitel 8 und § von [A80] angelehnt.

Hier wurde bewuBt auf die iibliche Darstellung der klassischen Mechanik im Rahmen des
kanonischen Formalismus verzichtet, da sich dieser Zugang im folgenden {Kapitel 5 und

7) als unzweckmifig erweist.

39
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4.1.1 Koordinatenfreie Darstellung Hamiltonscher Fliisse

Ein Hamiltonscher Flufl @, ist eine einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen auf ei-
ner glatten 2n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M (n € IN), die durch zwei mathematische
Objekte eindeutig charakterisiert wird:

1. Eine symplektische 2-Form w? € A*(M), die parametrisch von # € R abhingen
kann.

Def. 4.1 (Sympleksische 2-Form) eine 2-Form w? € A?(M) heifit symplek-
tisch, wenn folgende Eigenschaften auf M erfillt sind:

dw? =0 (Geschlossenheit) {4.1)

und
VO#n e T(M), 3¢ € T(M): w?(,€) #£0 (nicht degeneriert). (4.2}

Ist auf M eine symplektische 2-Form erklirt, so heift das Paar (M,w?) symplek-
tische Mannigfaltigkeit.

2. Eine hinreichend oft stetig differenzierbare Hamiltonfunktion H € C™(M x R)
(2 <meN).

Mit folgender Konstruktion wird der FluB ®; konstruiert: Auf dem ervyeiterten Phasen-
raum M = M x R = {(2,t)|z € M,t € R} wird die 2-Form 9% € A%(M) durch

3
Adt (4.3)

L4 7N

v i=? —d

definiert, die wegen der ungeraden Dimension von M nach Konstruktion den Rang Zn
besitzt. Das den Flufl @, festlegende Vektorfeld v € T{A) ist dadurch definiert, dafl

Ve it 3ve TN e Tay@: (|7 ] ) =0 o
Ny e’

=:d

v ist durch (4.4) eindeutig bestimmt. Die 1 in der Zeitkomponente von & ergibt sich
dadurch, dal £ = 1 gelten soll, d. h. daB sich der Parameter gleichférmig und in Ein-

heiten der Zeit verindert' (Abbildung 4.1). Diese Definition ist koordinatenunabhingig,
insbesondere auch unabhingig von der Parametrisierung der Zeitachse. '

Fiir praktische Rechnungen ist die Bestimmung von v mit Hilfe von (4.4) schlecht ge-
eignet, da v nur implizit darans hervorgeht. ‘Die symplektische 2-Form erzeugt jedoch
durch

vn,€ € T(M) : w(n) = w?(n,¢) (4.5)

. 'Wiirde man eine schiechte Uhr bei der Beobachtung des Hamiltonschen Flusses benutzen, wiirde
von 1 abweichen.
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Abbildung 4.1: Hamiltonscher Fluf {iber dem erweiterten Phasenraum. Man beachte die
typische Biindelstruktur des erweiterten Phasenraums. :

einen Isomorph.ismus vom Tangentialraum auf den Kotangentialraum, bei dem jedem
Vektor { € T(M) genau eine 1-Form w] gemi8 (4.5) zugeordnet wird. Die Umkehrung
7: T*(M ) — T(M ) dieser -Abbildung erfiillt die Gle1chung :

| V! € TH(M), Yy € T(M) : w(n, Iu") = w'(n), e
mit Hilfe derer die 1-Form dH auf das Hamiltonsche Vektorfeld v abgebildet wird?® ge_mé_iﬁ_
v=1TdH. (4.7)

Hat man 7 aus w? bestimms, so kénnen die Bewegungsgleichungen in den gegebenen Ko-
ordinaten fiir jeden Hamiltonian explizit angegeben werden (siehe néchsten Abschnitt).
Die Definition des Vektorfeldes nach (4.7) ist im Gegensatz zu (4.4) nicht unabhingig
von der Wahl des Zeltparameters (Das Dlﬁerentla.l von H ist in (4.7) bei festgehaltenem
t zu bilden.) - ..~ : :

Die Hamiltonschen Vektorfelder bilden eine L! eunteralgebra Cn aller gla‘tten Vektorfelder
G auf M Da,s Lleprodukt wird durch die symplektische 2-Form w? gemif - - :
' ' Yo, (v, 1) = Zd[w (v, w)] (4.8)

vermittelt und ist bilinear, antisymmetrisch und erfiillt die Jacobiidentitdt. Mit Hilfe
des Isomorphismus 7 kann ein Lieprodukt auf den glatten Phasenraumfunktionen F, G €
C™(Af) erklart werden: :

2Es ist némlich
Y, 0) = w?(,0) —dH () =W (-, ZdH ) - dH (-} = 0,

wobei die letgte Gleichheit wegen (4.6) gilt. =

I=Const,
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Def. 4.2 (Poissonklammer)
{F,G} = w*(ZdF ,TdG) = dF (ZdG), (4.9)

wobet die leizte Gleichheit wegen (4.6} gilt.

Diese Definition der Poissonklammer ist koordinatenunabhéngig.

Die zeitliche Anderung einer Funktion F' € C™(Af) am Punkte (2,t) € M unter dem
Fluf der Hamiltonfunktion H ist koordinatenfrei gegeben durch

F={FH} + 5 3F (4.10)

Die klassische Mechanik 148t sich véllig koordinatenfrei schreiben. Fiir praktische Rech-
nungen ist man jedoch auf eine feste Wahl von Phasenraumkoordinaten angewiesen.
Wegen der besonders einfachen Struktur von «w? in kanonischen Variablen, benutzt man
daher meistens letztere. Fiir manche Zwecke sind kanonische Variablen jedoch ungeeig-
net und man muf auf nichtkanonische zuriickgreifen. Wie sich das Vektorfeld v in diesen
Variablen darstellt wird im folgenden Abschnitt 4.1.2 dargestellt. :

Die Hamiltonschen Fliisse bilden eine Untergruppe Gy (M) aller Diffeomorphismen G auf
dem Phasenraum M, die durch die Lieunteralgebra G der Hamiltonschen Vektorfelder
(4.7) erzeugt wird. Das Prinzipalbiindel (G x R, R, 7, G) der Diffeomorphismen tiber der
Zeitachse kann auf das Prinzipalbiindel (Gg{M) x R, R, 7, Gg(M)) reduziert werden.
Ein Hamiltonsches Vektorfeld ZdH definiert gemaﬁ (2.19) auf (G x R, R, ,G) einen
Zusammenhang, der mit dieser Reduktion auf die Hamiltonschen Fliisse kompatibel ist,
und somit auch auf dem reduzierten Biindel einen Zusammenhang erklart. Auf dem

dieses Zusammenhangs parallelverschoben werden was der zezthchen En‘twmklung dleses
Zustands unter ZdH entspricht (sieche Abschnitt 2.2 §. 24).

4.1.2 - Darstellung in nichtkanonischen Koordinaten -

Die Gréfen w?, T und H sind in Abschnitt 4.1.1 koordinatenfrei definiert worden. Méchte
man jedoch konkrete Rechnungen durchfiihren, oder ist darauf angewiesen, bestimmte
Teile der Dynamik voneinander zu trennen, mufl man mit konkreten Koordinaten rechnen.

Der Ubergang von der Lagrangeschen zur Hamiltonschen Mechanik liefert auf natiirliche
Weise Phasenraumkoordinaten (p, ¢), in denen sich die symplektische 2-Form w? gemés

w? = 6;dp Adg’ e (4.11)_

darstellt, wobei iiber die Indizes ¢ und j, die von 1 bis n laufen, sumrmert Wurde An
einem beliebigen Phasenraumpunkt (p,¢) € M ist w? daher T SR

2 "o & R
w(p,tI):'__En 0 ]s A . (412)
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wobei E, die n-dimensionale Einheitsmatrix ist. Die Definitionsgleichung (4.6) fiir den
Isomorphismus 7 driicks sich in lokalen Koordinaten ¢ wie folgt aus: '

wfjljkniwi = Wiy, (4.13)

wobei ' die Komponenten eines beliebigen Tangentialvektors und w} die Komponenten
einer beliebigen 1-Form sind (die Summation lduft im Gegensatz zu (4.11) von 1 bis 2n.
Hochgestellte Indizes indizieren Vektorkomponenten, wihrend tiefgestellte Komponenten
bzgl. der dualen Basis indizieren). Daraus folgt w#Z* = §F, so daB, unter Benutzung der

Antisymmetrie von w}, Z¥ die Inverse von w} ist. Im Fall kanonischer Koordinaten ist

dies 0 5 :
7= [ E 0 } , (4.14)
und das Vektorfeld ZdH fithrt zu den kanonischen Gleichungen: |
15 BPH "'8qH .
.| =7 = 4.1
-] - Lk 29

Die Struktur der Gleichungen ist in kanonischen Koordinaten besonders einfach und wird
daher vorwiegend benutzt, zumal sich kanonische Koordinaten auf natiirliche Weise aus
dem Lagrangeformalismus ergeben.

Driickt sich w? in einem Satz £ von Koordinaten wie in (4.11) aus, so spricht man ka-
nonischen Koordinaten. Fiir kanonische Variable erfiillen die Poissonklammern die Glei-
chungen
{%Pj} = éi.‘is {pi7p.f} = {qi: q.‘i} =0 (4'16)
Gilt (4.11) oder (4.16) fiir die Koordinaten ¢ nicht, so heien ¢ nichtkanonische Ko-
ordinaten. Transformationen, die zwischen kanonischen Koordinaten vermitteln, nennt
man kanonisch. Beschrankt man sich, wie es in der Literatur #iblich ist, auf kanonische
Transformationen, so bleibt die kanonische Strukiur der Bewegungsgleichungen erhalten.
In beliebigen nichtkanonischen Koordinaten £ driickt sich die symplektische 2-Form lokal
in einer komplizierteren symplektischen Matrix aus, und auch der kanonische Isomorphis-
mus Z hat nicht mehr die einfache Gestalt (4.14). Die Bewegungsgleichungen ergeben
sich gemé8 (4.7) zu . G T
L e _ 08
dt 0¢
und kénnen i. a. sehr kompliziert ausfallen (siehe zum Beispiel Abschnitt 7.1). Dennoch

kann es von Vorteil sein, solche Koordinaten zu benutzen, da sich nicht immer kanonische
Koordinaten finden lassen, in denen sich die Bewegung geeignet darstellen 1aft.

(4.17)

4.2 Klassische Slow-Fast-Systeme

Bei den Betrachtungen zu quantenmechanischen Systemen in Kapitel 3 waren duBere
Einfliisse auf das zu untersuchende Hamiltonsche System durch externe Parameter mo-
delliert worden, deren Bewegung nicht durch das System selbst beeinfluit sondern von
aufen fest vorgegeben wurde.
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Im allgemeinen jedoch, ist das betrachtete System nur ein Teil eines gréBeren Systems,
dessen Dynamik sehr wohl durch die Bewegung des Teilsystems beeinflufit werden kann.
Ob dieser EinfluB im Einzelfall vernachlissigt werden kann, hingt von der geeigneten

Teilung des grofieren Systems ab.

Im folgenden werden sogenannte Slow-Fast-Systeme untersucht, in denen eine natiirki-
che Trennung der Freiheitsgrade in schnelle und langsame vorliegt. Fiir solche Systeme
kann die schnelle und langsame Dynamik im adiabatischen Limes tatsichlich voneinander
separiert werden, vorausgesetzt die schnelle Dynamik ist bei festgehaltenen langsamen
Fretheitsgraden entweder integrabel oder ergodisch. Die langsamen Bewegungsgleichun-
gen kdnnen dann unabhéngig vom schnellen Teilsystem gelést und als externe Parameter
in die schnelle Dynamik eingesetzt werden.

Slow-Fast-Systeme stellen also eine Verallgemeinerung der parametrisch getriebenen nicht-
autonomen Systeme dar und liefern gleichzeitig eine Rechtfertigung fiir die Abgrenzung
des schnellen Systems vom ,Rest der Welt“. Ferner hat Thre Untersuchung noch einen
praktischen Grund: Mit Hilfe nichtkanonischer Transformationen kénnen die Bewegungs-
gleichungen in einer fiir die Adiabatentheoreme notwendigen Form dargestellt werden,
so dafl alle notwendigen mathematischen Voraussetzungen miihelos iiberpriift werden
konnen.

Eine Definition der Slow-Fast-Systeme wird in Abschnitt 4.2.1 gemacht, und in 4.2.2 wird
gezeigt, daB sich jedes nichtautonome System als Slow-Fast-System formulieren 148t.

4.2.1 Deifinition

Betrachte ein autonomes Hamiltonsches System — auch das ist natiirlich eine Idealisie-
L lanssame un d

rung —, dessen Freiheitsgrade sich auf natiirliche Weise in % langsame und n schrelle
aufteilen. Die langsamen bzw. die schnellen Freiheitsgrade seien durch kanonische Ko-
ordinaten P und ¢ bzw. p und ¢ parametrisiert, so da die symplektische 2-Form w? in
(Pa Qa b Q) die Foml

w?=dP AdQ +dp Adg (4.18)

hat. Da die Bewegung fiir alle Zeiten als beschrénkt vorausgesetzt wird, kann der Pha-
senraum M als kompakte Teilmenge des R2**™ betrachtet werden. Der Phasenraum
M ist als Produkt der Riume M5, M5, M7 und M7 darstellbar, wobei P € Mk,
QEM“,pEM;unquM?.

Die autonome Hamiltonfunktion habe in diesen Koordinaten die spezielle Form
H(P,Q,p.q) = Hi(P,Q) + Ha(p,¢,Q), (4.19)

die viele physikalische Situationen modelliert. In der quantenmechanischen Theorie mo-
lekularer Systeme ist dieser Typ von Hamiltonian als Born-Oppenheimer-Hamiltonian
bekannt [BO2T7], und auch die Theorie fester Korper basiert auf diesem Typ von Hamil-
tonfunktionen [M81a]. Aber auch klassisch wurde dieser Typ von Hamiltonian bereits fiir
den Fall untersucht, daB die Dynamik der p und g fir festgehaltene P und @ integrabel
ist [GT'87, K90].
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In (4.19) steckt noch keine Bedingung, die zur Trennung der Zeitskalen der schnellen und
langsamen Freiheitsgrade fithrt. Diese muB zusétzlich eingefithrt werden und kann zum
Beispiel dadurch realisiert werden, daB fiir die Hamiltonfunktion H; die sehr aligemeine
Form

Hi(P,Q) = 56'Zus(Q)PuPs + 3(Q) (4.20)

gewihlt wird, wobei ¢ der adiabatische Kleinheitsparameter, = eine von den Orten @
abhingige Inverse-Masse-Matriz und @ ein von den Orten abhingiges Potential darstellt.

Weitere Annahmen iiber die Dynamik der schnellen Freiheitsgrade werden erst in den
Kapiteln 5 und 7 gemacht. Im nichsten Abschnitt 4.2.2 wird ein anderer Typ von Ha-
miltonian H; vorgestellt, mit dem sich beliebige nichtautonome Systeme modellieren

lassen.

4.2.2 Das Slow-Fast-System als Verallgemeinerung nichtauto-
nomer Systeme

Betrachte ein nichtautonomes Hamiltonsches System H(p, g, @), wobei die p und g ka-
nonische Koordinaten der n Freiheitsgrade und Q € M} k externe Parameter sind, die
sich im Verhéltnis zu p und ¢ adiabatisch langsam bewegen. Die ufleren Parameter @
seien als Funktion der Zeit durch

C:re0,1]—Q(r) € Mé (4.21)

und 7 = et parametrisiert (t echte Zeit), wobei C' eine zweimal stetig differenzierbare
Kurve in M’é darstellt. Im adiabatischen Limes ¢ ~ 0 geht die zeitliche Ableitung von -
Q(et) gleichmiBig gegén null.

Um die langsamen @ mit in die Dynamik eines erweiterten Hamiltonschen Slow-Fast-
Systems einzubeziehen, definiert man ein Vektorfeld v(Q) auf M%), so daB eine Losung

von
9Q
5, = (@) (4.22)
unter geeigneten Anfangsbedingungen mit C' {ibereinstimmt.? Setzt man fir Hy(P,Q) in
: - ' Hi(P,@Q) := ePua(Q), (4.23)
so reproduziert die daraus abgeleitete Hamiltonsche Dynamik fiir @ die von aufien vor-
gegebene Parameterverinderung entlang der Kurve C, falls das System mit geeignetem
Anfangswert gestartet wurde. Die langsame Dynamik des neuen Slow-Fast-Systems.ist
durch ' '

: 0H; L - .
Qo = MBPQ = SUQ(Q) .: o o (4_24)
: gH, OH, .
B, = -2 (4.25
(23 8@0, 8@,:! ( L )
3Es kann natiirlich vorkommen, daB ein Punkt von ¢ mehrmals besucht wird. In einem solchen Fall

gibt es natiirlich kein Vektorfeld v(Q) das die Kurve C reproduziert. Die Kurve C muS8 in einem solchen

Fall in eindeutige Teilkurven zerlegt und v fiir jede Teilkurve konstruiert werden.
J=const
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gegeben, wobei sich Gleichung (4.24) problemlos integrieren 14Bt:

Q)= Q0+ [ dten(@) (4.26)

Die P-Dynamik nimmt keinen Einflu auf die iibrigen Freiheitsgrade und hat hier keine
besondere Bedeutung.

Somit lassen sich nichtautonome Systeme auf Slow-Fast-Systeme vom Typ (4.19) ab-
bilden, so daB alle im folgenden fiir Slow-Fast-Systeme getroffenen Aussagen auch auf
nichtautonome Systeme {ibertragen werden kdnnen.

4.3 Integrable Hamiltonsche Systeme

Klassische Liouville-integrable Hamiltonsche Systeme sind dadurch charakterisiert, daf es
zu jedem der n Freiheitsgrade eine Erhaltungsgréfe gibt, so daB die Bewegung, aufler fiir
singulére Startwerte, auf einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit verlduft, die aus
topologischen Griinden ein n-Torus ist. Die Bewegung auf diesem n-Torus, der durch die
Anfangsbedingungen festgelegt ist, ist fiir fast alle Anfangsbedingungen quasiperiodisch
und ergodisch.

Autonome Hamiltonsche Systeme mit einem Freiheitsgrad sind immer integrabel, da die
Energie in diesem Fall das erste Integral der Bewegung ist. Der integrable Fall ist hier
generisch. Anders ist das fiir Systeme mit n > 1 Freiheitsgraden: Die Wahrscheinlichkeit,
aus der Menge aller Systeme mit Hamiltonians H € C?(M) ein integrables herauszugrei-
fen, verschwindet [MMT74]. Fir fast alle Hamiltonschen Systeme mit mehr als einem
Freiheitsgrad existieren aufler der Energie keine weiteren Erhaltungsgréfien. Daher tref-
fen die in diesem Abschnitt gemachten Aussagen in Strenge fiir nahezu kein in der Natur
vorkommendes System zu. Dennoch ist die Untersuchung integrabler Systeme von hohem
praktischem Nutzen, da sie die einzige Klasse von Systemen darstellen, fiir die die Dyna-
mik explizit angegeben werden kann. Mit Hilfe stdrungstheoretischer Methoden (KAM)
lassen sich dann auch quasiintegrable Systeme behandeln.

Um die quasiperiodische Bewegung auf n-Tori hervorzuheben, eignen sich besondere kano-
nische Koordinaten, die Winkel- Wirkungs- Variablen. Die Konstruktion dieser Koordina-
ten wird in Abschnitt 4.3.1 skizziert. Die Losung (Integration) eines integrablen Systems
besteht dann darin, eine kanonische Transformation auf Winkel-Wirkungs-Variablen zu
finden und die einfache Dynamik der Winkel-Wirkungs-Variablen in die Inverse dieser
Transformation einzusetzen, um somit die Dynamik in den urspriinglichen Koordinaten

Zu berechnen.

Wiéhrend in der Quantenmechanik ein Adiabatentheorem fiir generische Systeme exi-
stiert, gibt es in der klassischen Mechanik nur fiir die verschwindend kieine Klasse in-
tegrabler und ergodischer* Systeme ein Adiabatentheoremn. Das Adiabatentheorem fiir

integrable Systeme von A. NEISHTADT wird mit einigen Erweiterungen in Abschnitt 4.3.2

formuliert.

" *Ergodische Systeme werden in Abschnitt 4.4 behandelt.
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4.3.1 Winkel-Wirkungs-Variable

In diesem Abschnitt werden, in Anlehnung an [A80} und [AA89], Liouville-integrable
Hamiltonsche Systeme in Winkel-Wirkungs-Variablen dargestellt. Die Transformation
auf Winkel-Wirkungs-Variable wird hier nur skizziert. Fiir che Deta,lls der Konstruktion
wird auf obige Literatur verwiesen. S

Betrachte dazu ein autonomes Hamiltonsches System mit n Freiheitsgraden, das in den
Koordinaten (p, ) € M durch die symplektische 2-Form w* = dp Adg und den Hamilto-
nian H(p, ¢) charakterisiert ist. Die Bewegung bei vorgegebener Energie sei beschrankt,
so daB der Phasenraum A/ als kompakte Teilmenge des R®® angesehen werden kann.
Ferner sei das System Liouville-integrabel, d. h., da8 n global unabhéngige Integrale F;
(i =1,...,n) existieren, die in Inversion sind, d. h {F,F;}=0firalle (4,5 =1,...,n).

H ist aufgrund der Autonomie selbst eines dieser Integrale der Bewegung. Der zu H
gehorende FluB @%4(p,q) ist durch das Vektorfeld vy = ZdH auf dem 2n-dimensionalen
Phasenraum M bestimmt. Auch den anderen Integralen der Bewegung konnen Fliisse
®%.(p, ¢) zugeordnet werden, deren Vektorfelder sich analog durch

vp, = I4F: = ( ‘gq )ﬂ(q,p,Q), Vie{l,...,n} (4.27)
4

darstellen lassen. Im Phasenraum M gibt es singuldre Punkte der Vektorfelder der Ez-
haltungsgroBen, in deren Umgebung die Bewegung mdglicher Weise nicht auf n-Tori T
verlduft.® Daher wird der Phasenraum M auf ein Gebiet G C M eingeschrinkt, auf dem

Vie{l,...,n},Y(¢,p) €G: i [(@i): (aF) J #0, _:._(.4_.2_8).

21| \9p; dg;

gilt. Die Vektorfelder sind in § singularititenfrei.®

Aufgrund der U’nabha.n!lgkelt der ErhaltungsgroBen, sind die Vektorfelder (4.27} iiberall
in G linear unabhingig. Die n unabhingigen Erhaltungsgrofien zwingen die Bewegung,
wegen ihrer vorausgesetzten Beschrinktheit, auf eine n-dimensionale, kompakte Unter-
mannigfaltigkeit des Phasenraums G, auf der die Gradienten der F; senkrecht stehen.”
Diese Untermannigfaltigkeit kann mehrere Zusammenhangskomponenten besitzen. Im
folgenden wird jedoch immer nur eine solche Zusammenhangskomponente betrachtet.
Die Vektorfelder (4.27) liegen im Tangentialbiindel dieser Untermannigfaltigkeit und die
zugehdrigen Flitsse kommutieren wegen {F, F;} =0 (¢,j =1,...,n). .

Die Untermannigfaltigkeit ist somit zusammenhéngend, kompakt und glatt, und die
Gruppe R™, realisiert durch die Fliisse, die durch (4.27) erzeugt werden, wirkst auf ihr
glatt und transitiv.® Daher hat die Mannigfaltigkeit die topologische Struktur eines n-
Torus [AA89]. Dieser ist invariant unter dem Hamiltonschen Flufl @} und durch die

*Die Bewegung verliuft dort entweder auf einem Torus kleinerer Dimension oder auf einer Separatrix,
Uber diese Bereiche des Phasenraums werden im folgenden keine Aussagen gemacht.

SEine analoge Bedingung gibt es auch im Fall ergodischer Dynamik [siche (4.62)].

"Dabei wurde die Metrik ¢;; = &; auf M zugrundegelegt.

3Eine Gruppe wirkt auf einer Mannigfaltigkeit transitiv, wenn es zu je zwei beliebigen Punkten der
Mannigfaltigkeit ein Gruppenelement gibt, das den einen in den anderen abbildet. '
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Abbildung 4.2: Stratifizierung des Phasenraums eines Liouville-integrablen Hamilton-
schen Systems durch #-Tori.

Anfangsbedingungen eindeutig festgelegt. Das gesamte Gebiet G ist wie in Abb. 4.2
durch soiche Tori stratifiziert.

Zur Konstruktion eines geeigneten kanonischen Koordinatensystems fiir das die kanoni-
schen , Impulse” Erhaltungsgréfen sind und die dazu konjugierten ,Orte® sich periodisch
entwickeln, werden die topologischen Eigenschaften der n-Tori ausgenutzt.

Die Homologiegruppe der eindimensionalen Zyklen auf dem n-Torus, der durch die In-

tegrale /" der Bewegung charakterisiert ist, hat die Dimension n ([CdWDS1] S. 226), so
dafl é;_funktional unabhingige Grofen L

L(F,Q) = — }C d 4.99

. o (£,Q) 2r 're(FfQ)p ¢ ( )

durch Integration iiber die n fundamentalen unabhingigen Zyklen -y;(F) definiert wer-

den kbnnen. Die GréBen Z; (i = 1,...,n) sind eindeutig bestimmt, da pdg auf T7(I)

eschlossen ist,® d, h.: ' ' o
V(&7 € T(T™(1))) : d(pdq) (¢,7) = dp A dg(¢,1) = 0. (4.30)

Die letzte Gleichheit gilt, da sich j eder Tangentialvektor von T"(I} als Linearkombination

der vg, darstellen 148t und wegen {#, F;} = 0 das Lieprodukt (4.8) dp A dq (v, vg;) fir

allei,j =1,...,n verschwindet. _
Die n Gréfen I(F') sind alle funktional voneinander unabhingig, und es gilt . . . -

9pdg ist ein Element der Kohomologie des Torus.
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Wegen (4.31) 188t sich F in einer Umgebung eines Torus nach I auflosen, so dafl der
Torus statt durch einen Satz F durch die Gréflen I volistindig bestimmt ist, und es gilt

alI; dI;

G50 rm Ry =0. 4.32

aFkaﬁzw{f"’F’} 0 (4.32)
=0

{Iiafj} =

Ferner sind die I Integrale der Bewegung, da sie sich als Funktion der alten Integrale
schreiben lassen. Sie werden im folgenden als die neuen kanonischen ,Impulse® benutzt
und Wirkungskoordinaten genannt.

Die zugehorigen n Fliisse @?;, die durch die Vektorfelder v;, := IdI; (i = 1,...,n)
definiert sind, kommutieren aufgrund von (4.32), so daB es zu je zwei Punkten &, €
T™(I) Zahlen 6; € R (z = 1,...,n) gibt, so daB

f2=0F0...0004 (4.33)

gilt.1® Mit einem festen Referenzpunkt & € T™(7) kdnnen die § als Koordinaten auf dem
Torus verwendet werden.

Die Fliisse @2’,’ sind jedoch noch nicht eindeutig festgelegt, da noch offen ist, wie stark
der Punkt ¢ pro §; unter dem FluB verschoben wird. Diese Freiheit 148t sich dazu nutzen,
die @%ﬁ so zu wihlen, daB # und I kanonische Koordinaten bilden. An jedem Punkt £ des
Torus T™(I) wird daher definiert:

db;(¢) (v1;(£)) = 6ij, (4.34)

d. h. die dé; bilden an jedem Punkt { € M das zu den vy reziproke Gitter {duale
Basis). Mit (4.9) aus Abschnitt 4.1.1 gilt damit fiir die Poissonklammer {6;, [;} = &;
(i, =1,...,n). Die Poissonklammer {0;,8;} hingegen verschwindet identisch

{6°,67) = d6; (Tdg;) = 0, (4.35)

da Zd#; keine Tangentialkomponente zum Torus 77(I) hat, d. h. Td§; L vy, fiir alle
i,7 =1,...,n. Die 8, die Winkelkoordinaten genannt werden, bilden zu den I kanonisch
konjugierte Koordinaten auf dem Torus. Gehen die Referenzpunkte £y auf allen Tori
durch eine glatte Funktion von I auseinander hervor, so bilden die 7 und & ein Koordi-
natensystem auf G, das als Winkel-Wirkungs-Koordinatensystem bezeichnet wird. Da8
6;, wie ein Winkel, tatsichlich nach 2« in sich zurficklduft, wurde hier nicht gezeigt und
es wird auf die Literatur verwiesen [AA89).

Die Bewegung des Systems in den neuen Winkel-Wirkungs-Variablen stellt sich besonders
einfach dar: Die Hamiltonfunktion H ist eines der n Integrale F; der Bewegung, und kann
wegen {4.31) in der Umgebung von T7(I) nach I aufgeldst werden, so dafi / eine reine
Funktion von I ist: . : : :

H = H(I) DR (4.36)

10Auch durch @9 o...0 ®% wirkt die Gruppe R" transitiv auf T7(I).
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Da (I,0)} den kanonischen Vertauschungsrelationen (4.16) geniigt, driickt sich in ihnen
der Hamiltonsche Fluff durch die kanonischen Bewegungsgleichungen aus:

I = —%g =90
i _ 0H (0.0 (4.37)
= 57 =@l

Mit Hilfe der Keordinatentransformation (p,¢) — (Z,6) kann die Dynamik in den ur-
spriinglichen Koordinaten (p,q) durch p(I(2),6(t),Q) und g(I(t),8(¢), Q) ausgedriickt
werden.

4.3.2 Adiabatentheorie integrabler Systeme

Wie in der Quantenmechanik (Abschnitt 3.1) gibt es auch in der klassischen Mechanik ein
Adiabatentheorem. Allerdings ist die Giiltigkeit dieses Theorems auf die sehr spezielle
Klasse integrabler Hamiltonscher Systeme beschrinkt. Ein weiteres Theorem dieser Art,
das fiir ergodische Hamiltonsche Systeme gilt, wird in Abschnitt 4.4.2 vorgestellt,

In diesem Abschnitt werden im wesentlichen die Ergebnisse von A. NEISHTADT [N76]
vorgestellt, die die adiabatische Entwicklung integrabler Systeme mathematisch rigoros
beschreiben.!! Neben dem Adiabatentheorem von NEISHTADT wird in Kapitel 5 ein
Satz iiber die Mittelung von Observablen bendtigt, der auf S. GOLIN et al. zuriickgeht
[GKM89)]. Dieser wird im folgenden ebenfalls angegeben.

Gegeben sei ein nichtautonomes Hamiltonsches System, dessen Hamiltonian & (p,q,Q)
aufler von den kanonischen Variablen (p, ¢) von einem Satz Q € Mé C R* von k Parame-
tern abhdngt. Fir konstante Q € Mg sei das System Liouville-integrabel. Die juBeren

Parameter sollen sich sich zeitlich gemé4B einer Vorschrift
C:rel[0,1]~ @(r) € Mé, T = ¢t (4.38)

verdndern, wobei ¢ = 1/T (adiabatischer Kleinheitsparameter) das Inverse der Beobach-
tungsdauer 7' und die Kurve C eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion ist (siehe
unten). - |

Das Adiabatentheorem besagt nun folgendes: Im Limes ¢ — 0 bewegt sich das System fiir
fast alle Startwerte auf dem instantanen n-Torus des autonomen Systems H(p, g, Q(7) =
const. ), der die konstante Wirkung 7 des Ausgangszustands hat. Man sagt, die Wirkung
I ist eine adiabatische Erhaltungsgrife. ) R

Im folgenden wird das etwas allgemeinere Adiabatentheorem von A. NEISHTADT ange-
geben, das fiir sog. Standardmultiphasensysteme gilt. Der Zusammenhang zu den obigen
Aussagen wird auf den ersten Blick nicht deutlich, so daf eine Ubersetzung der exakten
‘mathematischen Aussagen dieses Satzes im Anschluf geliefert wird. e

Es seien J Koordinaten einer offenen und beschrinkten Teilmenge G € R™ und ¢ die
- eines Torus 7" (m > n). Ein System von Differentialgleichungen auf G x T™ heifit

1 Piir eine ausfiihrliche mathematische Behandlung siehe zum Beispiel {N76] und [LM88].
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Stendardmultiphasensystem, wenn gilt:

j Ef('ja © 5) } 4.30

¢ = wld)+eglips) | (439
wobel f,g € CHG x T x R) und f(J, ¢,0), ﬂg,{,ﬁﬂl € C™+2(T™) 12 Gei ferner G~ € R™
eine offene und beschrinkte Menge, die den Abschluf von G enthilt, d. h. G C G, so
daf w € C1(G”) und g (gﬁ) = n fiir alle J € G~.
Das zugehorige gemittelte System lautet

T =efol(d), (4.40)

wobei fo(J) 1= (%)n T (T, 0)de.

Seien J(t) = J(t; J©, @, ¢) baw. J(t) = T(t; J©, ) = J(et, J) Losungen des Systems
(4.39) bzw. (4.40) zu den Anfangsbedingungen J© € G, ¢{® € T". Betrachte eine
beschrankte Menge U C G x T, fir die die Losungen J{¢) mit (J©, o) € U im
Zeitintervall [0,T] (T = 1) wohldefiniert sind, d. h. da8 J(¢) fiir t € [0,T] G nicht
verlafit.

Der maximale Abstand zwischen den Trajektorien J(t) und J(t) im Zeitintervall [0, 7]
wird gemaf

I n

AT, 90, 6) = max IJ() - T, (79, ) (4.41)
definiert, falls die Trajektorie J(t) fiir alle t € [0, T] in G verléuft, bzw.
A(J® O &} := o0, (4.42)

falls nicht. In (4.41) wird z. B. die Manhatten-Norm |J(t) — J(2)| 1= £, |Ji(t) — Ji(2)]
benutzt, Fiir p > 0 kdnnen die beiden Mengen '

Ulp,e) = {(JO¢) e U| AID,¢¢) < p}, (4.43)
Dip,e) = U\U{p,e) (4.44)

definiert werden, die angeben, fiir welche Anfangswerte aus U sich die Trajektorien we-
niger bzw. meht als p voneinander entfernen.

Mit Hilfe obiger Definitionen kann das Adiabatentheorem fiir Multiphasensysteme wie
folgt formuliert werden:

Satz 4.1 (Adiabatentheorem fiir Multiphasensysteme (A. NEISHTADT [N76]))
Es gilt:
L AT, 50 ) dJ® dp® < Ky, (4.45)

Ve > 0,Vove < p<cz: meas(D(p,g)) < c_ﬁ, (4.46)
V

wobei Ky, ¢, ¢; und ¢’von € und I} unabhangzge Konstanten sind. Dieses Ergebnis ist
optimal.

12H3ufig werden f{J,s,0) und é'f%—ﬁ'sl als analytisch vorausgesetzt [LM88], wihrend sich obige Be-
dingung bis auf C™+1(T™) abschwichen 148t [GKM89].
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Beweis: Siehe zum Beispiel [N76], [LM88] oder [GKM89]. o

Optimalitit bedeutet, dafl es den obigen sehr allgemeinen Voraussetzungen geniigende
Systeme gibt, fiir die die gemittelten Abweichungen (4.45) der Bahnen des gemittelten
und des ungemittelten Systems genau von der Ordnung O (4/€) sind.

Auf Hamiltonsche Systeme angewendet heilt das: Zun&chst mufi das Hamiltonsche Sys-
tem fiir jeden Parameterwert Q(et) auf Winkel-Wirkungs-Variablen transformiert werden.
Dies ist eine zeitabhingige kanonische Transformation, so daf8 sich der Hamiltonian in
den neuen Koordinaten (7, 8) gemiB

£(1,6,Q) = H(w(1,8,Q),4(1,6,0), Q) + (gg) K (847)

ausdriickt, Dabei ist § eine Erzeugendenfunktion, die die kanonische Transformation auf
Winkel-Wirkungs-Variable bewirkt. Die Bewegungsgleichungen in den neuen Koordina-
ten lauten nun

d 0H d@ o (6‘5)
L = —m e [ 22 (4.48)
dt 89, 4t 90:\8Q/,,
=0
d.  B8H ,  dQ o [0S
EG; = ‘aT + E-at—_é}: (5@)‘1’9 . (4.49)

Bei dieser Herleitung ist einzuwenden, daf nicht ohne weiteres zu erkennen ist, ob die
Ableitungen von S, die hier gebildet werden, global definierte glatte Phasenraumfunktio-
nen sind, da § selbst, wegen % = §, keine global definierte Funktionen des Phasenraums
sein kann. Fiir die Anwendbarkeit von Satz 4.1 ist dies von groSer Bedeutung. Daf diese
Funktionen in (4.48) und (4.49) wirklich diese Eigenschaft besitzen, wird im folgenden ge-
zeigt. Eine andere Herleitung, die auch in dem sehr viel komplizierteren Fall ergodischer
schneller Dynamik anwendbar ist, wird in Kapite!l 5 durchgefiihrt.

Um die partiellen Differentiationen in (4.48) und (4.49) vertauschen zu kénnen, mufl
(%)q o durch partielle Ableitungen bei festgehaltenen neuen Koordinaten ausgedriickt
werden. Definiere daher §(7,8,Q) := S{(¢(1,9,Q),1,Q). Die partielle Ableitung (%)q o

q,Q I,9 I,Q I'9

o8 8¢

umrechnen. Dabei wurde die Eigenschaft p = (%%)IQ der Erzeugendenfunktion benutzt.

Betrachte nun

2 (0s\ _ ofss_ ag]

% \3q) , = @ |50 Tag)
9 88 8q) [6pd¢ Opdg -
= %l_ﬁ._p_g}ﬂ-@%hééw ) (4.51)
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Das Verschwinden des ersten Klammerausdrucks ist eine Folge der Eigenschaften von §.
Es ist ndmlich fiir festes Q

= [ pa 85\ _ 0q
§=fpd — (% (50, =75 (4.52)

([G80] S. 447). Der zweite Klammerausdruck enthilt nur noch glatte Funktionen des
Phasenraums und wird in Kapitel 5 mit C bezeichnet.

Die zweite partielle Ableitung 331. (65) n ebenfzalls gemaf
8 (88 _ d8]os aq"
a1 ~ 5118Q P8
_ 9105 _0bq|_ |0pbg_Op0q
~ 8Q 5061 016Q
____g_s g
_ |9pBq 8pdq
= [ag 51~ 918Q (4.53)

umgeformt werden, wobei (é@%)[ , =0 Dieser Term wird in Kapitel 5 mit B bezeichnet.

Somit sind diein den Bewegungsgleichungen (4.48) und (4.49) vorkommenden Funktionen
glatt, so daf die obigen Bedenken bei der Anwendung von Satz 4.1 ausgerdumt sind.

Die n Wirkungen [ und die k Parameter @, deren Dynamik sich wegen (4.38) gem38

d i PN
— = E= 4.04
dt or \ )

formulieren 148t, bilden die langsamen n + & =: m > n Variablen J des Standardmul-
tiphasensystems. Die Winkelvariablen # sind Koordinaten des n-Torus und bilden die

schnellen ¢.

Das Adiabatentheorem trifft nun folgende Aussage: Im Mittel diber den ,zuléssigen®
Phasenraum?®® U ist die maximale Abweichung der Wirkungen I, die sich gemiB (4.48)
entwickeln, von der Ausgangswirkung 1% von der Ordnung /&, geht also im. ad1a’oat1-
schen Limes mit € —  gegen null. _ e

Ebenso wie in der Quantenmechanik keine Aussage iiber die Phase gemacht wurde, wird
hier keine Aussage iiber die Entwicklung der Winkel ¢ gemacht., Dazu bendtigt man
einen Satz iiber die Mittelung von Phasenraumfunkiionen, der insbesondere in Kapitel 5
bei der Herleitung des Hannaywinkels von Bedeutung ist.

Dazu betrachtet man Phasenraumfunktionen A{J, ¢, ¢} fiir die dieselben Bedmo'ungen wie

fiir die Funktion f aus (4.39) gelten, ndmlich 4 € CI(GX T”XIR) und A(J, s,__(}_)_,__-—“f—gf,—f;—al €

'13Es ist nur sinnvoll, iiber adiabatische Eigenschaften zu sprechen, wenn die gemittelte Bewegung auf
dem Zeitintervall [0, 7] existiert. Daher werden nur Startwerte in U betrachtet (siehe Seite 51).
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C™**(T™). Danmn kénnen fir alle (J), ) € U und alle Zeiten t € [0,7] die beiden
Grofen

T
AlD) = e /6 dt" AT (), o), €) (4.55)
A(t) = e jont’Ao(T(t’)) (4.56)

definiert werden, wobei Ag(J) := ﬁ .. & A(J,,0)de die iiber ¢ gemittelte
Funktion ist. A(t) ist das zeitliche Mittel iiber eine Bahn des Multiphasensystems,
wihrend A(t) das zeitliche Mittel der {iber v gemittelten Funktion unter der Zeitent-
wicklung des gemittelten Systems (4.40) ist.

Die maximale Differenz von A(t) und A(t) ist analog zu (4.41) definiert als

A(JO L@ () .= Ny
AT, % €) ax |A() ~ A(2)] (4.57)

und gibt an, wie stark sich die Zeitmittelwerte (4.55) und (4.56) entlang einer Trajektorie
mit Anfangswert maximal unterscheiden. Die Menge aller Anfangswerte (J, () g U,
fiir die A gréfer als eine Konstante p > 0 ist, wird mit D(p, ) bezeichnet:

D(p,¢) == {(79, @) € UJA(JO, 6, ) > p} (4.58)

Ein Theorem zur Mittelung von Phasenraumfunktonen lautet dann:

Satz 4.2 (Mittelung von Phasenraumfunktionen (S. GOLIN et al. [GKM&89]))
Fire 20 und p > 0 gilt;

[ AU®,60,6d10 860 < K, (4.59)
- Ny & PR,
meas(D(p,¢)) < c-—;— (4.60)

wobet K und ¢ von € und p unabhingige Konstanien sind.

Beweis: siche [GKMB89]. | &

Im Abschnitt 4.4.2 werden &hnliche Sitze fiir ergodische Hamiltonsche Systeme ange-
geben. Im Gegensatz zu den Ergebnissen fiir integrable Systeme jedoch, reichen die
Ergebnisse aus der Literatur fir die Anwendung in Kapitel 7 nicht aus, so daB einige
Erweiterungen im Rahmen dieser Arbeit gemacht werden miissen. :

T S ormd mnnn o
541 be@ili@

4.4 KErgodische
Im Gegensatz zu den integrablen Hamiltonschen Systemen gibt es fiir ergodische neben
der Energie, die die einzige Erhaltungsgrofe ist, keine weiteren unabhingigen Erhal-
tungsgrofen. Dadurch verlduft die Bewegung auf einer (2n — 1)-dimensionalen Fliche
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konstanter Energie, der Energieschale. Ergodisch ist das System nun, wenn fast jede Tra-
jektorie — es gibt einige maBtheoretisch unbedeutende Ausnahmen — jedem Punkf der
(2n — 1)-dimensionalen Energieschale beliebig nahe kommt (die Energieschale also dicht
fiillt), wobei das Zeitmittel einer beliebigen Observablen entlang einer solchen Trajekto-
rie durch ein Mittel iiber die Energieschale mit einem von der Trajektorie unabhdngigen
Maf ersetzt werden kann. L. BOLTZMANN hat den Begriff ergodisch® gepragt, der aus
den griechischen Wortern ergon (Arbeit) und odos (Weg) gebildet ist und etwa ,Pfad auf
der Energieschale® heiBt [M88a).

Die Ergodizitit ermdglicht es, zeitliche Mittelwerte von Observablen, die typischerweise
in thermodynamischen Systemen gemessen werden, mit einem geeigneten Ensemblemittel
iber die Zustinde der Energiehyperfiiche zu vergleichen. Hier ist das Ensemblemittel

das mekrokanonische.

Hamiltonsche Systeme mit einem Freiheitsgrad sind sowohl integrabel als auch ergodisch,
da in diesem Fall die Energieschale mit dem 1-Torus {ibereinstimmt. Daher ist die Ergodi-
zitat fiir einen Freiheitsgrad generisch. Fiir Systeme mit » > 2 hingegen, sind ergodische
Systeme ebenso selten wie integrable. Beim herausgreifen eines beliebigen Hamiltonschen
Systems trifft man ein ergodisches mit verschwindender Wahrscheinlichkeit {MMT74].

Die Dynamik ergodischer Systeme mit mehr als einem Freiheitsgrad ist i. a. chaotisch,
d. h. hat mdoglicherweise positive Lyapunovexponenten. Daher kann die Bewegung sensi-
tiv von den Anfangsdaten abhdngen, so daB sich eng benachbart startende Trajektorien
exponentiell voneinander entfernen. Trotz deterministischer Dynamik sind daher fiir sol-
che Systeme keine Langzeitprognosen der Bewegung mdglich.

In Abschnitt 4.4.1 wird die ergodische Bewegung préziser charakterisiert und einige,

im folgenden bendtigte GroBen definiert, wie das von der Energieschale eingeschlossene
Phasenraumvolumen.

Im darauffolgenden Abschnitt 4.4.2 werden nichtautonome Systeme betrachtet, die fiir

festgehaltene dufere Parameter ergodisch sind. Wie fiir integrable Systeme existiert
auch fiir ergodische ein Adiabatentheorem, das 1961 von T. KAZUGA bewiesen wurde.
Die adiabatische Erhaltungsgrofe ist das 2n-dimensionale Phasenraumvolumen, das von
der {2n — 1)-dimensionalen Energieschale eingeschlossen wird. Im adiabatischen Limes
verlduft die Bewegung auf den instantanen Energieschalen, die alle das gleiche Pha-
senraumvolumen einschlieBen. Uber die Bewegung auf der Energieschale wird, wie im
integrablen Fall, durch das Adiabatentheorem keine Aussage gemacht.

Die sensitive Abhingigkeit von den Anfangsdaten macht es unmdglich, iber den Endzu-
stand der Trajektorie Aussagen zu machen. Wohl aber ist es moglich, eine Aussage fiber
die ,Lange* der Trajektorie in Einheiten einer zeitdhnlichen Grofe zu machen, in der sich
ein zur Berryphase und zum Hannaywinkel analoger Holonomieeffekt zeigt (Kapitel 7).

Analog zum Mittelungssatz 4.2 wird ein Satz bewiesen, der im adiabatischen Limes die
Mittelung von Phasenraumfunktionen fiber das mikrokanonische Ensemble erlaubt, und
- das Kazugasche Adiabatentheorem wird so verallgemeinert, dafl es auf Slow-Fast-Systeme

anwendbar ist (siehe Kapitel 7).
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4.4.1 Charakterisierung ergodischer Dynamik

Betrachte ein Hamiltonsches System mit n Freiheitsgraden, dessen Hamiltonfunktion
H(p, q) nur von den kanonischen Koordinaten p und ¢ abhangt. Ferner sei die Hamilton-
funktion so beschaffen, da$ die resultierende Dynamik neben der Energie E := H(p,q)
keine weiteren unabhéngigen Erhaltungsgrofen zuldft. Die Bewegung verliuft dann we-
gen der Energieerhaltung auf einer Energieschale. Ferner komme fast jede Trajektorie'®
jedem Punkt der zugehérigen, beschrinkten!® Energieschale beliebig nahe und zwar so,
dafl Zeitmittelwerte glatter Observabler .A(p, ¢) entlang einer solchen Trajektorie (mit An-
fangswerten p® und ¢(®)) durch geeignete Ensemblemittelwerte {iber die Energieschale
E = H(p9, ¢'9) ersetzt werden kénnen:

VAECHM): Jim = | dt At ), q(t, 5, ) = | dms Alp,q) (4.61)
. Teco 2T J_p j

Hamiltonsche Systeme mit diesen Eigenschaften nennt man ergodisch (dmg ist dabei
das ergodische Maf auf der Energieschale mit Energie E). Die Ergodizitit schlieft zum
Beispiel die Moglichkeit aus, da Trajektorien zu Startwerten aus einer Menge, die ein
endliches LebesguemnaB besitzt, auf Teilbereiche der Energieschale beschrinkt sind.

Damit die betrachtete Energichyperfliche, festgelegt durch E = H(p, q), eine (2n — 1)-
dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit des Phasenraums bildet, betrachtet man nur
eine offene Teilmenge § des Phasenraums M, auf der keine lokalen Extrema von H(p, q)

liegen, d. h.:
n o (8HN\?  [8H\?
Vip,g)eG: > [(6;») + (%) J #0 (4.62)

=1

Ist (4.62) nicht erfiillt, so kénnen die Energichyperflichen entweder zu niedriger dimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten degenerieren, oder, wie z. B. im Fall einer Separatrix, in der
Umgebung der instabilen Fixpunkte gar keine Mannigfaltigkeit mehr bilden.

Da das Hamiltonsche System nach Voraussetzung in G keine ins unendliche fithrenden
Trajektorien besitzt, sind die glatten Hyperflichen konstanter Energie

Sp:={(p,q) €G C M|H(p,q) = E} (4.63)

in sich geschlossen, d. h. haben keinen Rand, und bilden daher selber den Rand einer 2n-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit I := {(p,q) € M|H(p,¢) < E} des Phasenraums
M ,*® deren Volumen gegeben ist durch

-

J(p.g) = J{,  drde. (4.64)

14 fast jede“ ist hier im maBtheoretischen Sinne bzgl. des LebesguemaBes auf dem Phasenraum M

gemeint.

15Fs sollen solche Energieschalen des Systems ausgeschlossen werden, auf denen Trajektorien ins Un-
‘endliche fiihren. B .
“15Hjer wurde vorausgesetzt, daB der Phasenraum M einfach zusammenhingt. Anderenfalls ist nicht
gewihrleistet, daBl aus 65g = 0, Sg = §1g folgt, da dann die Homologiegruppe von M méglicherweise

nichttriviel ist ((CdAWD91} S. 222f),
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Abbildung 4.3: Der 2n-dimensionale Phasenraum ergodischer Systeme ist durch die (2n-—
1}-dimensionalen Energichyperflichen stratifiziert. :

Im folgenden wird vorausgesetzt, daf Ig bzw. Sp zusammenhéingend ist. Falls dies nicht
erfiillt sein sollte, wird nur eine Zusammenhangskomponente betrachtet. Bet der Defini-
tion von /g wurde o. B. d. A, angenommen, daB die Energie der von der Energieschale
eingeschlossenen Punkte (p, q) niedriger ist als die Energie E. Dadurch ist der Phasen-
raum, zumindest in G, durch die Energiehyperflichen Sp stratifiziert, dhnlich wie eine

Zwiebel durch ihre Schalen (Abbildung 4.3).

Das Volumen des von einer Energieschale Sg eingeschlossenen Phasenraumteﬁs I &) als
Funktion der Energie ist gegeben durch

I(E)=J(HE)=Iea)= [ Ipde,  (@6)

so dafl J auf einem geeigneten Energieintervall stetig differenzierbar und streng monoton
steigend ist. Somit kann J(FE) eindeutig nach F auigeldst werden, und £ = 8(.,7 )
ist ebenfalls eine streng monoton steigende, stetig d1fferen21erba,re Funktlon auf einem

5Gelgneten j T-nf' nrva”

Wegen (4.62) und der strengen Monotonie folgt fiir J (p,q) == J (ﬁ (p, q})

Y(p,q) €G: i [(5:::)2 + (%;Z) } # 0, (4.66)

T=00nSt.
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J ist somit ebenso wie die Energie zur eindeutigen Charakterisierung einer Energiehy-
perschale S(J) := Sg geeignet und kann daher anstelle der Energie verwendet werden.
Im folgenden wird die Energie E durch das Phasenraumvolumen 7 ersetzt, da 7, im
Gegensatz zu F, unter adiabatischer Verinderung der Hamiltonfunktion erhalten bleibt.

4.4.2 Adiabatentheorie ergodischer Systeme

Wie bereits in Abschnitt 4.3.2 erwihnt, gibt es auch fiir die ergodischen Hamiltonschen
Systeme ein Adiabatentheorem, das in diesem Abschnitt vorgestellt und erweitert wird.
Es stammt von T. KAZUGA und wurde 1961 verdffentlicht [K61].

KAZUGA betrachtete ergodische Hamiltonsche Systeme, deren Hamiltonfunktionen H
aufler von den 2n kanonischen Variablen p und ¢ von einem externen Parameter s
abhangen (H = H(p,q,s)). Dieser entwickelt sich zeitlich gema8 s = t/T, wobei T = 1/¢
die Beobachtungsdauer des Systems und ¢ der adiabatische Kleinheitsparameter ist.

Das Adiabatentheorem besagt, daf die Bewegung im Limes ¢ — 0 (adiabatischer Limes)
zu jedem Zeitpunkt ¢t auf der instantanen Energieschale des Systems verliuft (H(p, ¢, =
const.}}, die das konstante Phasenraumvolumen J(® = J(H(p®), ¢(9, 5©), 5) des An-
fangswertes (p%, ¢{%) einschlieBt. Das Phasenraumvolumen 7 ist die einzige adiabatische
Invariante.

Das Kazugasche Adiabatentheorem gilt nur fiir nichtautonome Systeme, deren Dynamik
nicht auf die Bewegung der langsamen Parameter zurfickwirken kann. Da in Kapitel 7
die langsamen Parameter mit in das dynamische System einbezogen werden, und die
ergodische Dynamik auf die langsamen Parameter zuriickwirken kann, muf das Theo-
rem entsprechend erweitert werden. Diese Erweiterung, die stark an die Arbeiten von
KAZUGA, NEISHTADT und GOLIN et al. angelehnt ist [K61, N76, GKM89], wird in An-
hang C.1 explizit durchgefiihrt.

Im folgenden wird das erweiterte Adiabatentheorem fiir Slow-Fast-Systeme mit ergodi-
scher schneller Dynamik vorgestellt und sein Beweis skizziert. Das Kazugasche Theorem
kann ohne weiteres als Spezialfall des erweiterten angesehen werden.

Ausgegangen wird von einem wie in Abschnitt 4.2 definierten Hamiltonschen Slow-Fast-
System mit k langsamen und n schnellen Fretheitsgraden, das durch die Hamiltonfunktion

H(P3 Q;pa Q) = Hl(Pa Q) +HZ(P, Q=Q) (467)

charakterisiert ist, und dessen schnelle Dynamik bei festgehaltenen (P, Q) € ML x M
fir geeignet gewdhlte Energien, wie in Abschnitt 4.4.1 beschrieben, auf einer (2n — 1)-
dimensionalen Energichyperfliche des schnellen Teilsystems ergodisch ist.

Zu jedem festen (P, Q) gibt es nach den Ausfilhrungen des vorherigen Abschnitts ein 7-
Intervall, in dem die Energieschalen wohldefiniert sind. Im folgenden wird vorausgesetzt,
daB fiir alle (P, Q) € M} x M ein gemeinsames J-Intervall (J7, J5) existiert, fiir das
(2n —1)-dimensionale Energieschalen existieren. Bei der Untersuchung der adiabatischen
- Eigenschaften des Systems wird daher der schnelle Phasenraum auf

Go= U 87.9={poeM|%<Ipe@ <}  (468)
TE(T7.T)
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beschrankt.1”

Betrachte die Bewegungsgleichungen des Slow-Fast-Systems

g
To-mpPerd ToFERO. 0w

dp _ _10H, dg¢ _10H; (4.70)

dr e8¢’ dr £ 8p
auf der Menge D := {(P,Q,p,q)|P € M}, Q € M§,(p.q) € Gg}, wobei hier die Tren-
nung der Zeitskalen des Systems ,kiinstlich® durch Einfiigen von € in (4.70) erreicht
wurde. Die Hamiltonfunktion H(P, Q,p,g) muB zweimal stetig differenzierbar sein (wei-
tere, eher technische Bedingungen an das System sind in Anhang C.1 aufgefiibrt). Es
ist 7 = et die Zeit gemessen auf der fiir die langsamen Freiheitsgrade charakteristischen
Zeitskala. Der Beobachtungszeitraum ist auf dieser Skala das konstante v-Intervall [a, b].

Mittelt man das System (4.69,4.70) {iber die Energieschale S(J,Q) = Sg(7.0).0, 50
erhilt man die gemittelten Bewegungsgleichungen

d@ _ 6H1 S

=0, (4.72)

wobei 8 i= [g 7 o) edmyg,q ist. (4.72) ist notwendige Bedingung fir die adiabatische Inva-
rianz des Phasenraumvolumens J (siehe Satz C.1 auf Seite 114 und (C.14) auf Seite 120).
Der Kiirze halber werden im folgenden die langsamen Freiheitsgrade durch. J = (P, @)

abgekiirzt.

Zu gegebenen Startwerten (J(©, p(0, q(°3) e D wwd die maximale Abweichung der gemit-

?
telien (J(: },._j"‘m) von der urspriinglichen Bahn (J{r), J(7)) durch

©) 0 0 . — i
B5(a,b,7,59,¢%6) = max |J(7) J(f)l
. A.T(a'a ba J(O)ap(o)a q(p): 5) = Ilélia-X] ’J(T) j(J(D) (0))]

definiert, falls die Bahn D bis zum Zeltpunkt T= b forugesetzt werden kann Ande-
renfalls setzt man - .

L AN J9,p9,008) = o
T ) Aj(a, b, J_(O},p(o)’q(m@) = oo.
Dabei ist J('r) (P(r),@(r)) der zu den Anfangswerten (J(© , 7@, ¢ gehérende Zu-

stand des la.ngsamen Teﬁsystems ZUm Zeltpunkt T, der sich durch J.ntegra,tmn von (4 69,
4.70) ergibt. . S i Ll

17Beachte, daB die in Abschnitt 4.4.1 emgefuhrten GroBen hier wegen der Form 4. 67) der. Hamilton-
funktion von @ € MQ, nicht aber von P € Ai% abhingen. Somit ist S(J) = S{(7,@Q), usw. * -
(\{ Iconst.

ANE
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Die Menge

L(a,b,,8) = {(JO,p,¢®) € D|As(a,b,J@,p®, ¢ ¢)
+ Az(a,b, 7,59, 4, ¢) < 6} (4.73)

enthlt alle die Startwerte in D, fiir die Ay + A 7 kleiner als eine vorgegebene kleine Zahl
6 > 0 ist.

Bezeichnet man mit D()(q, b, p) die Menge der Startwerte in D, fiir die das gemittelte
System (4.71,4.72) auf dem ganzen Zeitintervall [a, b] eine Losung in D besitzt, die zu allen
Zeiten 7 € [a, ] vom Rand von D den Abstand p > 0 hat, so kann das Adiabatentheorem
tiir ergodische Slow-Fast-Systeme wie folgt formuliert werden:

Satz 4.3 (Adiabatentheorem fiir autonome Slow-Fast-Systeme) Unter den obi-
gen Voreussetzungen gilt

K(an+2k) [D(O)(a! b, P) - L(a? b,¢, 5)] E:g 0 (4'74)
fir alle p> 0 und § > 0. p(onyor) ist dabei das Lebesquemaf des RIZH2F),

Der Satz besagt, daff im adiabatischen Limes ¢ — 0 das Lebesguema$ der Menge der
Startwerte in D (a, b, p}, fiir die der Abstand zwischen der gemittelten und urspriingli-
chen Trajektorie grofer als eine beliebige positive Zahl 6 ist, fiir alle § > 0 verschwindet.
D. h. fiir p(gnq2x)-fast alle Startwerte in D% (a, b, p) konvergiert das gemittelte System
{4.71,4.72) gegen das urspriingliche (4.68,4.70), so da$ im adiabatischen Limes anstelle
des urspriinglichen das einfachere gemittelte betrachtet werden darf. Dies geht natiirlich
auf Kosten der Kenntnis der schnellen Bewegung. Ebenso wie die anderen Adiabatentheo-
reme, macht Satz 4.3 keine Aussage iiber den Verbleib der Trajektorie auf der instantanen

Energieschale. | '

Zu den 2k langsamen Koordinaten J = (P, Q) des Systems gesellt sich das Phasenraum-
volumen J als weitere langsame Koordinate. Die Nomenklatur wurde hier in Analogie
zum integrablen Fall gewahlt.

Der Beweis des Satzes besteht nun darin, zunichst fiir ein genfigend eingeschrinktes
Teilintervall der Beobachtungszeit [a',] C [a,b] die Existenz beider Trajektorien zu
zeigen und deren Abstand im Mittel fiber D), ¥/, p) abzuschitzen. Diese Abschitzung
ist technisch recht aufwendig, und es wird daher auf Anhang C.1 verwiesen.

Eine Erweiterung der Aussage auf das gesamte Beobachtungsintervall gelingt durch ein
»bootstrap“-Argument, das etwa wie folgt funktioniert: Man nimmt an, das Adizbaten-
theorem sei maximal fiir ein Intervall [a, 8] mit 8 < b zu erfiillen. Ebenfalls gibt man ein
zweites Zeitintervall [@", 8] (a < o < 8, B < B" < b) vor, fiir das der Adiabatensatz fiir
eine bestimmte Menge von Startwerten D(®(a”, 8", p} erfiillbar ist. Nun wird gezeigt,
‘daB der Schnitt dieser Menge mit der Bildmenge von D(®(a, b, p) im adiabatischen Limes
~-maBtheoretisch gegen die Bildmenge von D (a, b, p) konvergiert, so daB das Adiabaten-

theorem fiir fast alle Startwerte aus D(®(g, b, p} bis zum Zeitpunkt 8” > § ausgedehnt
werden kann. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Annahme, das Adiabatentheorem
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gelte maximal auf dem Zeitintervall [a, 5]. Der Beweis des Adiabatentheorems ist ausfiihr-
lich im Anhang C.1 durchgefiihrt.

Eine wichtige Erweiterung des Adiabatensatzes 4.3, insbesondere in Hinblick auf Kapi-
tel 7, stellt der Mittelungssatz fiir Observablen A(J, p, ¢} dar, der im adiabatischen Limes
die Ersetzung des Zeitmittels von A(J,p,¢) entlang einer Trajektorie von (4.69,4.70)
durch das Zeitmittel der fiber die instantane Energieschale gemittelten Observablen
A(J, T) entlang der Trajektorie des gemittelten Systems erlaubt.

Sei A(J,p,¢) € C*(D) und
AW = [ AU, a(r)dr (4.75)
Alr) o= /:(A)(j('r'),j(f'))df', (4.76)

wobei (o) = [g7,0y2dmsq ist. Dann wird die maximale Differenz dieser beiden Zeit-
mittelwerte auf dem Zeitintervall [a, b] mit

AA(@ b, j(o)s p(o}; g(o)s £) = Iilaé [A(T) - E(T)l (4.77)

bezeichnet. Die Menge der Startwerte, fiir die As+ A7+ Ag <6, ist

Pa(a,bye,6) = {(JO,p9,¢®) € D|A4(a,b, IO, p9,40,¢)
+85(a,8, 79,50, g, ) 4 Ay(a,b,JO, 0@ ¢, ¢) < 6},(4.78)

so daf der folgende Mittelungssatz formuliert werden kann:

Satz 4.4 (Mittelung von Observablen in ergodischen Slow-Fast-Systemen)
Unier in diesem Abschnitt gemachten Voraussetzungen gilt

=
et
[

-1
(=]

o~
e
ol

H{2n+2k) [D(G)(aa 5} P) - iA(G, b: g, 6)] — 0
fir alle p> 0 und alle 6 > 0.

Der Beweis dieses Satzes ist dem des Adiabatentheorems Zhnlich und wird in Anhang C.2
explizit durchgefithrt.

Tuconst
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Capitel 5

Em@gmﬁﬁg -Fa Sé-%y%%me m@

aywinkel

Nach den etwas langeren vorbereitenden Betrachtungen von Kapitel 4 ist es jetzt mdglich,
die geometrischen Effekte in klassischen Systemen zu untersuchen. Dieses Kapitel dient
der ausfiihrlichen Herleitung der geometrischen Effekte in Slow-Fast-Systemen, deren
schnelles Teilsystemn Liouville-integrabel ist. Die Ergebnisse dieses Abschnitts, die die
schnelle Dynamik betreffen, sind nicht neu [H85, K90]. Ebenso ist das Verfahren zur
Konstruktion der Bewegungsgleichungen in diesem Zusammenhang schon von J. KOIL-
LER verwendet worden [K90].

Kurz nach der Entdeckung der quantenmechanischen Holonomieeffekte durch M. BERRY
fand J. HANNAY einen analogen Effekt in klassisch integrablen Hamiltonschen Systemen
[H85]. Die adiabatische Bewegung definiert iber dem Parameterraum einen Zusam-
menhang, der sich in der Konstanz der Wirkungen ausdriickt und mdglicher Weise eine
nichttriviale Holonomie in den Winkeln besitzt. Die Holonomie duflert sich in einer
Verschiebung auf dem Torus, die durch eine Differenz in den kaelkoordmaten, den

sogenannten Hannaywinkeln, beschrieben werden kann.

Da die urspriingliche Darstellung der Hannaywinkel [H85] und alternative Herleitungen
(z. B. [B83}) fiir eine Verallgemeinerung auf nichtintegrable System nicht geeignet sind,
wird hier eine neue Herleitung in Anlehnung an {K90] vorgestellt. Diese wird in Kapitel 7
so verallgemeinert, da,ﬁ sie-auch in- ergodischen hamlltonschen Systemen a,ngewendet

werden kann,

Iin adiabatischen Limes konnen die Krifte, die von den schnellen auf die langsamen

Freiheitsgrade wirken, iiber den n-Torus gemittelt werden. Die resultierende effektive

Kraft, die nur von den adiabatisch invarianten Wirkungen des n-Torus abhingt, ist aus-
schlieBlich eine Born-Oppenheimer-Potentialkraft. Neben dieser tritt kein geometrischer
Magnetismus auf, wie es vielfach in der Literatur behauptet wird [GT87, B89, K90,

BR93a, BRO3b].

In Abschnitt 5.1 werden die Bewegungsgleichungen des Slow-Fast-Systems in instan-
tanen Winkel-Wirkungs-Variablen ausgedruckt so daf das Adiabatentheorem 4.1 von
"A. NEISHTADT angewendet werden kann, und dadurch die schnellen von den langsamen

63
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Freiheitsgraden separiert werden. In den Abschnitt 5.2.1 wird die adiabatische Dynamik
der langsamen Freiheitsgrade ausfiihrlich beschrieben und die dazu widerspriichlichen Er-
gebnisse in der Literatur kritisiert. Abschnitt 5.2.2 behandelt die adiabatische Dynamik

der schnellen Freiheitsgrade ausfiihrlich.

8.1 Instantane Winkel-Wirkungs-Variablen und adia-
batische Naherung

Betrachte ein Slow-Fast-System der Form (4.18,4.19), das wie in Abschnitt 4.2.1 definiert
ist, und dessen schnelle Freiheitsgrade (p, ¢} bei festgehaltenen langsamen Frelheltsgraden
(P @) ein Liouville-integrables System bilden.

Obwohl die schnelle Bewegung bei festgehaltenen langsamen Freiheitsgraden integra-
bel ist, ist die Dynamik des gesamten Slow-Fast-Systems, das sich frei gemif der aus
(4.18,4.19) resultierenden Bewegungsgleichungen entwickelt, i. a. nicht integrabel und
damit seine Ldsung sehr kompliziert.

Eine Naherungsldsung kann fiir den Fall gefunden werden, daB die Zeitskalen der schaellen
und langsamen Bewegung sehr stark getrennt sind. Die Trennung der Zeitskalen wird, wie
in Abschnitt 4.2.1 beschrieben, durch Einfiihren eines Kleinheitsparameters & erreicht.
Die Néherungslosung ergibt sich durch Mittelung der Bewegungsgleichungen {iber die
schneile Bewegung, die zu einer Entkopplung von schnellem und langsamem Teil fiihrt.

Dies setzt jedoch voraus, dafl das Adiabatentheorem 4.1 anwendbar ist. Im allgemei-
nen haben die Bewegungsgleichungen in den Variablen (P, @, p,¢) nicht die fir Satz 4.1
notwendlge Gestalt

j='5f(Ja‘P=5)s © =w(J) +eg(J,¢,¢). (5.1)

Dabei sind J Koordinaten des R™ und ¢ Winkel auf einem n-Torus 7 (m > n). Die Ge-
stalt (5.1) der Bewegungsgleichungen erhilt man dadurch, daB die integrablen schnellen
Freiheitsgrade fiir festgehaltene langsame Freiheitsgrade in Winkel-Wirkungs-Variablen
dargestellt werden. Die Wirkungen zusammen mit den langsamen Freiheitsgraden bilden
dann die m = 2k+n langsamen J, und die » Winkel 4 sind mit den ¢ aus (5.1) identisch.

Wie man bei festen @ das schnelle Teilsystem auf Winkel-Wirkungs-Variable bringt,
ist in Abschnitt 4.3.1 skizziert worden. Dazu muf im folgenden vorausgesetzt werden,
da die schnellen Variablen p und ¢ fiir alle @ € M) geniigend oft stetig differen-
zierbare Funktionen der Winkel-Wirkungs-Variable f und & sind.  Genauer muf gel-
ten: pi(I,8,Q), (1, 2,Q) € C™3(T™), pi(s, 8, ¢), ¢i(0,8,6) € CHR™ x ME) (der ,merk-
wiirdige® Grad n + 3 der Differenzierbarkeit nach 4 ergibt sich aus den Voraussetzungen
des Adiabatentheorems 4.1), .

Um das System der Form

W = dPAdQ +dpAdg (52)
H(P,Q,p,q) = Hi(P,Q)+ Ha(p,q,Q) (5.3)
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in den Koordinaten (P, Q, I,8) auszudriicken, muBl sowohl die symplektische 2-Form w?
als auch die Hamiltonfunktion H(P,@,p,q) in den neuen Koordinaten ausgedriickt wer-

den,

Fir letztere gilt

H(P,Q, I} = H1(F,Q) + H,(1,Q) (5.4)
und hingt geméB (4.36) nicht von den Winkeln ¢ ab.

Zur Umrechnung von w? wird die Summationskonvention benutzt, d. h. iber zwei gleiche
Indizes wird summiert. Dabei ist zu beachten, daf griechische Indizes von 1 bis k und
réomische von I bis n laufen, Die symplektische 2-Form w? transformiert sich gemé8

W = bapdPa AdQp +8dp: Adg (5.5)
= bap dPu NdQp + &; AL AdY; +
dp 8¢ Bp 8q Op g _ 0p dq |
[aQa aI 3I 3Qa an A dI + aQa 6@, 89‘ aQa an A dgz +
Op g dp Oq ]
) - dQ. AdQg. 5.6
Z, [o@a Qs ~ 895 8Q.) M9 199 (5.6)

Die hier durchgefiihrte Koordinatentransformation® ist nicht kanonisch, weil die kanoni-
sche Struktur (4.18) der 2-Form w? nicht erhalten bleibt. Dies liegt daran, da8 die neuen
Koordinaten I und & neben den p und ¢ von den langsamen Orten ¢ abhdngen. Die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen haben nicht die kanonische Form, sondern miissen
gemaB TdH berechnet werden. Der kanonische Isomorphismus ist gemi8 w?Z7% = &F
(siche Seite 43) gegeben und fithrt auf die Bewegungsgleichungen

. OH oH OH 9H
P, = ““"an_‘;"%"C a +Faﬁap EC‘.QBi.G:Biacﬁ],aP‘B
(é)-FaB
8H 8H |
= ~30. + C’.‘a'ﬁ; : (5.7)
. oH |
Qa’ - aPa (5.8)
. oH
L = —C4 ?ﬂ;o: (5:9)
. oH OH
6 = —57;7: +Beaaf};a“- (5:10)
S

=0k

Die Gleichheit (1) wird in Anhang A.l gezeigt. Es wurden die folgenden Abkiirzungen
benutzt:

_ [ % 8¢ Op 9q 11
Fos = 130.5Q, ~ 505 90.]" (5:11)

1], KoILLER hat diese Transformation in [K90] durchgefiihrt. Siehe auch 5. 69.

I=const.
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_ dp 8¢ Op Oq

Bis [aQﬁ CTAY? agﬁ} ! (5.12)
_ Op Og Bp dq

Cis = [aQﬁae 76; aQﬁ} (5.13)

Diese Bewegungsgleichungen enthalten noch keine Niherungen, sondern beschreiben die
Bewegung exakt. Bei festgehaltenen @ und P ergeben sich die Bewegungsgleichungen
(4.37) fiir die schnelle Dynamik.

Fiir eine Diskussion der Diskrepanz zwischen dem obigen Ergebnis und denen von E.
Gozzlund W. D. THACKER [GT87], J. KorLLER [K90] und M. BERRY und J. ROBBINS
[BR93b] siche Abschnitt 5.2.1.

Als néchstes wird die Slow-Fast-Eigenschaft des Systems ausgenutzt und die Anwendbar-
keit von Satz 4.1 auf das Multiphasensystem (5.7,5.8,5.9,5.10) gezeigt.

Die Trennung der Zeitskalen des Slow-Fast-Systems wird dadurch erreicht, daf im lang-
samen Hamiltonian (4.20)

H(PQ) = -6 *Eap(Q)PaFs + (Q) (5.14)

der adiabatische Kleinheitsparameter ¢ beliebig klein gemacht wird. Nach der Substitu-
tion P = ¢P lauten die Bewegungsgleichungen (5.7,5.8,5.9,5.10);

A 65 GH

Po = —EEQ_Q + ECiabfj: (5.15)
Qo = ¢cEuphp (5.16)
;= —~CiaEapls (5.17)
9.5 = W:’(Ia Q) + EBt'aSa,@pﬁv (518)

die die Struktur (5.1) eines Multiphasensystems haben. Dabei werden 2, @ und 7 zu den
langsamen J zusammengefaBt, und die § werden mit ¢ identifiziert. Trivialer Weise ist die
Zahl m der langsamen Koordinaten gréfier als die Zahl der schnellen, d. h. m = 2k+n > n.

Die Voraussetzungen fiir Theorem 4.2 aus Abschnitt 4.3.2 werden vom obigen System

erfilllt, vorausgesetzt rg (%“’((%2) = n gilt iberall auf einer offenen, beschrinkten Menge

6> € R**™™ die M% x M5 x M} enthilt.

Das iiber die schnellen Koordinaten gemittelte System lautet unter Beriicksichtigung von
{Cia)y o = 0 (siche Anhang A.2)

5 _ o8

P, = _63@0 (5.19)
-C-—?a = z—::..a,gP,@ (5.20)
I =0 (5.21)
éi,' = w; -+ (Bz'a)_r,@ @a, (5.22)
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wobei die Ableitungen von H(P,Q,I) wegen ihrer Unabhingigkeit von # aus den Mit-
telungen herausgezogen wurden.? (5.21) ist notwendige Bedingung fiir die adiabatische
Invarianz der Wirkungen. (e}, ist die Mittelung dber den n-Torus T*(I) und wird
durch

1 paa P2
(o) o = @y S edo...db, (5.23)

definiert.

Die beiden Bewegungsgleichungen (5.19) und (5.20) sind wegen der Konstanz der Wir-
kungen I vollstindig von (5.21) und (5.22) entkoppelt. Fir vorgegebene Wirkungen I®
kénnen sie daher unabhéngig von der schnellen Dynamik integriert werden.

Mit gegebener Losung von (5.19,5.20) k8nnen anschlieflend auch die schnellen Bewegungs-
gleichungen geldst werden. Die Ldsung des gemittelten Slow-Fast-Systems ist sehr viel
einfacher als die des urspriinglichen.

5.2 Dynamik adiabatischer Slow-Fast-Systeme

Mit Hilfe des Adiabatentheorems 4.1 und des Mittelungssatzes 4.2 fiir Observablen aus
Abschnitt 4.3.2 kénnen die Abweichungen abgeschitzt werden, die eine Trajektorie des
gemittelten Systems (5.19,5.20,5.21,5.22) gegeniiber einer des urspriinglichen Systems
(5.15,5.16,5.17,5.18) zu den gleichen Anfangsbedingungen (P©,Q©, 1® ) ¢ DO
hat. Nach einer Zeit 7' ~ 1 weicht jede Koordinate im Mittel Gber alle Anfangswerte in
D© um einen Betrag der Ordnung O (/) ab. Im adiabatischen Limes ¢ — 0 verschwin-
det fiir fast alle Trajektorien diese Diskrepanz zwischen gemittelter und nichtgemittelter

Dynamik.

Da die Aussage maftheoretischer Natur ist, gibt es keine Aussage iiber den Verbleib
einzelner Trajektorien. So kdnnte eine Menge von Startwerten von verschwindendem
Lebesguemal existieren, fiir die sich die Trajekiorien aufgrund von Resonanzen sehr viel
stirker voneinander entfernen, als es die meisten Trajektorien tun. Diese werden aber
in einer realistischen Mefisituation nicht beobachtet und sollen daher im Weiteren nicht
betrachtet zu werden.

Die beiden folgenden Abschnitte befassen sich mit der getrennten Lsung der langsamen
bzw. schnellen Bewegungsgleichungen.

5.2.1 Dypamik der langsamen Freiheitsgrade

Untersucht werden in diesem Abschnitt die Eigenschaften der Dynamik der langsamen
rade im adiabatischen Limes. Die gemittelten Bewegungsgleichungen (5.19,5.20)

Fraihetter
i Lu;uu;qu Am==
lauten
= oH ,
P, = —e—= (5.24)
Q.

2Djies funktioniert nur fiir Winkel-Wirkungs-Variable.
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-Q"& = EEaﬁﬁﬁ- (525)

Neben den durch Hy erzeugten Kréften tritt eine von den schnellen Freiheitsgraden aus-
gehende effektive Potentialkraft gegeben durch *%{2 auf, die in der Quantenmechanik
als Born-Oppenheimer-Kraft bekannt ist.® Sie ist zum Beispiel in molekularen Systemen
fitr die chemische Bindung verantwortlich.

Mit Hilfe der Umskalierung der Zeit um den Faktor 1/¢ wird die Dynamik auf ihrer cha-
rakteristischen Zeitskala dargestellt und der Faktor ¢ fallt aus den Bewegungsgleichungen
heraus.

Aus differentialgeometrischer Sicht (Kapitel 2) hat die langsame Bewegung die folgende
Struktur: Betrachte das Prinzipalbiindel (Gy(#) x R, R, 7, Gg(M)) der Hamiltonschen
Flisse Gy (M) des Phasenraums M des Slow-Fast-Systems iiber der reellen Zeitachse, auf
dem durch das adiabatische Vektorfeld ZdH , wie es durch (5.18,5.20,5.21,5.22) gegeben
ist, der Zusammenhang

O’(q,‘f) H Tg(R) — T(@,:)(GH X B)

dRs (TdH )dt '
T(ey = ( q)(dt ) ) (5.26)

erklért ist (siche auch Abschnitt 4.1.1). Dabei ist dR die kanonische linearisierte Ab-
bildung von der Liealgebra Gy in den Tangentialraum der Liegruppe Gy an der Stelle &
(siehe Abschnitt 2.2).

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, ist das langsame Teilsystem zusammen mit den
konstanten Wirkungen I € M7 unabhingig von den Winkeln § € Mp 16sbar. Das Prin-
zipalbiindel (Gy (M) xR, R, 7, Gx(M)) kann somit auf das Unterbiindel (Gx R, R, 7, G)
redugiert werden, wobei die Gruppe G := Gu(M$ x M§) x idaem das direkte Produkt
der Hamiltonschen Flisse Gy(M} x M5) iiber dem langsamen Phasenraum und der
trivialen Gruppe {idps} iber dem Raum der Wirkungen M7 ist.

Der Zusammenhang (5.26) ist mit dieser Reduktion kompatibel, denn der reduzierte
Zusammenhang ist Hamiltonsch in (P, Q) und konstant in 7. Er lautet nimlich

Tet - Tg(}R,) — T(@J)(G X IR)

dRs 15 | 44
o = (48 EF18)

In I%H} ist dabei ZdH ein Element der Liealgebra Gr und 0 das Liealgebraelement der
trivialen Gruppe {idap}.
Das e_f_fektive Vektorfeld

Eﬂ, = —& 0;.._ (528)

Oa = €5.5P; (5.29)

SDer Differentialquotient g—fl ist dabei bei fester adiabatischer Erhaltungsgréfe I zu nehmen.
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ist Hamiltonsch, da es durch die symplektische 2-Form
w? =dP AdQ (5.30)
und die Hamiltonfunktion

H = ZusPubs + 3(Q) + B(1,Q) (5.31)

charakterisiert ist. Dabei wurde die Zeit in Einheiten von ! gemessen. Aus (5.30) und
(5.31) folgt, dafl die langsamen Freiheitsgrade im adiabatischen Limes Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen geniigen, die in keiner Weise Dissipation, d. h. irreversible Uber-
tragung von Energie auf das schnelle Teilsystem, zulassen. Ferner tritt nach den obigen
Betrachtungen in den langsamen Freiheitsgraden kein geometrischer Magnetismus auf,
im Gegensatz zu den frilheren Untersuchungen [GT87], [K90] und [BR93b}:

E. Gozzi und W. D. THACKER machen folgenden Ansatz [GT87]: Die schnellen Frei-
heitsgrade werden auf Winkel-Wirkungs-Gestalt gebracht, wobei sie diein Abschnitt 4.3.2
benutzten Gleichungen (4.48) und (4.49) verwenden. Aus diesen Bewegungsgleichungen
leiten sie den effektiven Hamiltonian

(@) L
HPQD) = B(RQ+ 1)+ (P57) we@d 6
q,1

fiir das Gesamtsystem ab. Diesen Hamiltonian setzen sie gemittelt in die Hamilton-
sche Variationsgleichung fiir die langsamen Freiheitsgrade ein. Die Mittelung geschieht
hier zu frith, denn dadurch werden Terme vernachliissigt, die den Term, der in [GT87]
fiir den geometrischen Magnetismus verantwortlich ist, exakt kompensieren. Setzt man
(5.32) ungemittelt in die Variationsgleichung fiir das Gesamtsystem ein, so erhdlt man
(5.7,5.8,5.9,5.10) als Bewegungsgleichung. Dies ist in Anhang A.3 vorgefiihrt.

Wie in Abschnitt 5.1 vorgefithrt, fithrt J. KOILLER in [K90] eine nichtkanonische Trans-
formation auf instantane Winkel-Wirkungs-Variable durch. Dabei erhilt er jedoch
W = dP AdQ +dI AdF + BindQu A dE; + Cind@a Adé;
2 FapdQa AdQg e
a<f

Der letzte Term wurde dabei falschlicherweise doppelt gezghlt, so daf (2F + [CB -
BCO)SE 8H - FZZ in der Bewegungsgleichung fiir P iibrig bleibt. -Die,s_er-_ ’Ierrn erzeugt
schembar den geometrzschen Magnetismus. y

BERRY und ROBBINS erhalten bei ihren Betrachtungen in [BR93a, BRQSb] ebenfalls
einen geometrischen Magnetismus. Warum das obige Ergebnis nicht mit dem ihren {iber-
einstimmt, wird sowchl in Abschnitt 6.2 als in Abschnitt.7.2 diskutiert.

5.2.2 Dyunamik der schrellen Freiheitsgrade: Der Hannaywin-

Im folgenden wird angenommen, der langsame Teil der Slow-Fast-Bewegung sei, wie in
Abschnitt 5.2.1 beschrieben, geldst. Dann kénnen die schnellen Bewegungsgieichungen

I=const,




70  KAPITEL 5. INTEGRABLE SLOW-FAST-SYSTEME UND HANNAYWINKEL

fiir alle ¢ = 1,...,n explizit integriert werden gem4s
L = IO (5.34)
6 = 8(°)+fdtw,(IQ )-}-}/d Qa(Biak o
= 9(0) j dt' wi(I, Q) )+ f Q4 (Biak 3 (5.35)
=:Abayn =:Ab8geo (1,C) :

Die Wirkungen I bleiben unter adiabatischer Entwicklung konstant und sind durch die
Anfa.ngsbedmgungen des Gesamtsystems gegeben: -

1O = 1(p® 40O, [l

Die Winkel @ setzen sich aus zwei Teilen zusammen, dem dynamischen Anteil Afay, und
einem nicht explizit von der Zeit abhingigen geometrischen Abge,, der aufler von den
Konstanten I von der Kurve C parametrisiert durch Q(t) abhingt.

Die schrelle Dynamik der Winkel ¢ 148t sich nicht durch Reduktion des Prinzipalbiindels
(Gr(M) X R, R, «, Gy(M)) isolieren, da sie von den langsamen Q(t) abhingt.

Betrachte vielmehr das Prinzipalbiindel (7" x M§ x R, M} x R, x, T") der n-Torusro-
tationen iber dem um die Zeitachse erweiterten langsa.men Konﬁguratlonsraum Mé,
R. Durch die gegebenen Winkel-Wirkungs-Variablen I,8 ist zu jedem festen I eine
Trzwa.hslerung des Biindels definiert, die jedem Punkt p auf dem Biindel gemiB ¢(p) = ¢
einen Winkel zuordnet. Beziiglich dieser Trivialisierung betrachte den Nullschnitt

f: MQ XR— Tn X Mé x R, (Q:t) i f(Q)t) mit QS(Q,t)(f(Q’t)) =0, (536)
der zusammen mit der R™-wertigen 1-Form |
W= —wdt — (B ,dQ (5.37)

auf dem Prinzipalbiindel (77 x fv{g X R, Ma X R, 7w, T") einen Zusammenhang definiert
(siehe Kapitel 2).

Die Hochhebung einer Kurve C gibt dann das richtige Zeitverhalten der Winkel unter
den gemittelten Bewegungsgleichungen (5.19,5.20,5.21,5.22) wieder, falls die Kurve C auf
der Basis M x R so gewihlt ist, daB (Q(t),t) eine zulissige Trajektorie des langsamen
Teilsystems beschremt o

Der Zusammenhang hat jedoch nur bedingt physikalische Relevanz, da nur Hochhebun-
gen von Kurven zu einem physikalischen Ergebnis fiihren, die einfach iiber der Zeitachse
sind und sich wegen der Adiabatenbedingung in A als Funktion vor ¢ nur sehr lang-
sam verdndern. Die Holonomiegruppe dieses Zusammenhangs hat keine physikalische
Bedeutung : _ _

Interessanter ist jedoch die Interpretation des geometrischen Winkels Aé)geo im Rahmen
der leferentla.igeometne Betrachte dazu das Prinzipalbiindel (T x M" , 7, T™)

Lnd einen durch et
@ =—(Biak dQa (5.38)
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und

FrMh—Trx Mg, Qs f(Q) mit ¢o(F(Q)) =0 (5.39)
definierten Zusammenhang, wobei (,;Q eine Trivialisierung des Prinzipalblindels darstellt.
Die Hochhebung einer beliebigen Kurve C der Basis parametrisiert durch Q(f) gibt die
Dynamik des geometrischen Winkels Afg.,(I,C) wieder. Im Gegensatz zu oben hat hier
jede stetig differenzierbare Kurve C auf AM§ physikalische Relevanz. Die Ay, ,sehen”
namlich aufler der resultierenden Kurve C nichts von der langsamen Dynamik. Da man
im Prinzip durch geeignete Wahl der langsamen Hamiltonfunktion jede Kurve C im
langsamen Konfigurationsraum erzeugen kann, hat der Zusammenhang (5.38, 5.39) eine
direkte physikalische Bedeutung.

Da die Wahl der Winkelkoordinaten {iber Mg nicht eindeutig ist, sondern jeder be-
liebige stetig differenzierbare Schnitt f gemiB ¢o(p) = dolp) + $0(f(Q)), p € (T" x
ME, ME =, T™) eine andere Trivialisierung (ein anderes Winkelkoordinatensystem) auf

dem Biindel definiert, hingt der Winkel Af,, fiir nichtgeschlossene Kurven C von dieser
FEichung ab.* Durch eine Umeichung

6(1,6,Q) =0+ 6o(I,Q). (5.40)
geht _'Aﬂgeo in |

Algeo(C) = Abeeo(C) + 60, (F(Q1)) = ba(£(Q0)) |
- Aggeo(C) -+ 90(1, Q]_) - 90(1, Qg) (541)

iber, wenn (Jo bzw. (J; der Anfangs- bzw. Endpunkt der Kurve ' ist. Die den Zusam-
menhang definierende 1-Form & (5.38) transformiert sich unter dieser Umeichung gem&

O g dQ. (5.42)

G=g 0
g

(Anhang A.4).

Aus (5.41) geht hervor, daf Afg,(C) fiir geschlossene Kurven € (Zyklen) eine von der
Eichung unabhingige Grofle ist. Dies liegt daran, daB die Winkel zu Anfang und Ende
der Entwicklung beziiglich desselben Winkelkoordinatensystems gemessen werder und
somit vergleichbar sind. Die Transformation von der Faser T3}, auf sich selbst, die durch
die Hochhebung eines Zyklus C erzeugt wird, der bei ¢ € Mg startet und endet, ist
ein Element der Holonomiegruppe Hg, des Zusammenhangs. Daher ist Afg(C) als
Funktion der Zyklen ein Element der Holonomiegruppe Hg,, und man bezeichnet die
geometrische Winkelverschiebung auch als Helonomiecffekt.

J. HANNAY betrachtete als erster Afg.(C) als Funktion der geschlossenen Zyklen C
[H85]. Es gilt

8p 8g Op 8¢
Ae‘sc diQa = %an g{f ,;;? V“VQG.}I

g oq .I
jg Q"‘aQa<PaI> JC Qa, /pa(ga>[q {5.43)

“4Im Gegensatz zu den absoluten Phasen in der Quantenmechanik sind die absoluten Winkel observa-
bel, d. h. gemaiB ¢Q1(cp) p kann dem Winkel # der Zustand p zugeordnet werden.

1l

i
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wobei das erste Integral um einen Zyklus C verschwindet, da dQ, 33 <p 55 > ho auf Mk
exakt ist. Afg, ist von der Wah! der Eichung unabhéngig und wird nach seinem Ent-
decker auch Hanneywinkel genannt.

Uber einem einfach zusammenhingenden .fvi’é kann Abg., mit Hilfe des Stokes’schen
Satzes als Flachenintegral iiber eine geschlossene 2-Form geschrieben werden:

8 / o 0\
- -2 f/A dQ. Ad@ﬂﬂﬁ'aés)z,q

- g [ @ n g = 5 [[Wea) G

mit -

W(I,Q) = —{(dp)1s A (dg)1ely g - (5.45)
Dabei ist A eine Fléche in M}, die von C berandet wird (4 = C) und W(I,Q)
eine geschlossene 2-Form, die auch Hannaysche 2-Form genannt wird. Die Schreibweise
{(dp)1e A (dg)re) o fir die Hannaysche 2-Form ist etwas irrefithrend, da sie suggeriert,
(dp)1s A (dq)1,6 habe bereits die Eigenschaft einer nur von Q € M abhingigen 2-Form.
Dies ist aber nicht der Fall, da der Term noch von der Wahl der Winkelkoordinaten
abhéngt. DaB jedoch W (I, Q) eine von der Winkelkoordinatenwahl unabhéngige 2-Form
iiber M ist, ist in Anhang A.4 gezeigt.

‘Zusammenfassend konnen folgende Aussagen {iber die schnelle Dynamik getroffen wer-
den: Die adiabatische Entwicklung der Winkelkoordinaten setzt sich aus zwei Teilen
zusammen. Der dynemische Winkei Abgyn = [dtw(I, Q(t)) hingt vom zeitlichen Ver-

lauf der ]"‘“g“m’n““ Crte /'}(-ﬂ ab. Der yeuuwt. tsche Winkel quuyh hangu nicht cxpn.ﬂb
von der Zeit ab, sondern nur von der Kurve C in M (gegeben durch Q(t)). Beide Teile
sind Funktionen der konstanten Wirkungen 7 und hingen fiir nichtgeschlossene Kurven
von der Eichung ab. Fiir geschlossene Kurven C (Zyklen) verschwindet jedoch diese
Abhingigkeit.

Zur Hlustration betrachte den sogenannten ,rotierten Rotor* [H85, B85]: Ein Massen-
punkt bewege sich, wie in Abbildung 5.1 angedeutet, frei gleitend auf einer glatten,
geschlossenen Schiene S der Linge I. Diese sei, ausgehend von einem beliebigen aber auf
der Schiene festen Punkt rg, durch einen Winkel ¢ parametrisiert

S:0,2r] = R S r(d+e), (r(0)=r(2x)), (5.46)

und sei um den Ursprung frei drehbar, wobei ¢ den Winkel bezeichnet, der vom Orts-
vektor des Punktes rg und der z-Achse eingeschiossen wird.

Die Bewegungsgleichungen fiir den Winkel ¢ kénnen ohne Weiteres mit Hilfe des Lagran
geformalismus aufgestellt werden. Das zugehérige Hamiltonsche System, ausgedriickt in
¢ und dem kanonisch konjugierten Drehimpuls L, besitzt die Hamiltonfunktion
L2 1
H(La ?, (P) o AL —mrz(gfa + 50)952: (54‘7)
2mri(d+¢) 2
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Abbildung 5.1: Schematische Zeichnung des ,rotierten Rotors* (frei nach [B85]).

wobei (I := ¢ als bekannt und im Verhéltnis zur Winkelgeschwindigkeit  als adiabatisch
langsam vorausgesetzt wird.

Bei festem ¢ bewegt sich der Massenpunkt gleichférmig entlang der Schiene mit der
konstanten Geschwindigkeit v. Daher gilt fiir die Wirkung I der Bahn

1
I=— 5.48)
2ﬁm!v (5.48)
Die Winkelkoordinate 0 ist durch die Bogenlinge der Bahn in Einheiten von 2* bestimmt,

die von einem mitrotierenden Referenzpunkt aus gemessen wird, und kann zum Beispiel

durch 5
a-ﬁ " ag! (&) + (5.49)

definiert werden. Dabel wurde rg als Referenzpunkt gewihlt,

Wird die Schiene nun adiabatisch langsam um den Ursprung gedreht (2 = ¢ < Q'S),‘E’
dann bewegt sich der Massenpunkt auf der Schiene gemif (5.35). Betrachtet man nun
den Ort des Massenpunktes nach einem Umlauf der Schiene, erhilt man zusdtzlich zum
dynamischen Winkel Abayn = wt = Jt einen geometrischen, der sich wie folgt berechnen

1aB¢: 5 Y
- [
Do = —57 [ dp o= f oL (&P) (5.50)

Der Drehimpuls ist durch L = mrl¢ charak erisiert, und (g(‘—i)g = 1 folgt aus (5.49).
Beides in {5.50) eingesetzt ergibt

27 27 .
| dip 2171_ J[ dfmris

Ageo = =51 s
& pew .
= —-(yﬁ./(; dcpfj{) ds morsin{a)

5Es muf v 3 0 gelten, damit die Adiabatenbedingung erfiillt werden kann.

1=const.
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- _E?ff Jf,hd‘f” 72 f dsr(o(s, ) + @) sin(a(d(s,0) + ),  (5.51)

wobei 5 das zu § gehérende Bogenmaf und (@) der Winkel ist, der vom Ortsvektor r(¢)
und der Tangente ¢(¢) an die Schiene eingeschlossen wird (31ehe Abbildung 5.1}. Das
zweite Integral ergibt gerade das Doppelte der orientierten Fliche A, die von der Schiene
eingeschlossen wird. Diese ist von ¢ unabhingig, so da

27)? A

Q)4 = —grolh (5.52)
[ 2

gilt. Somit ist der Hannaywinkel Afg., immer von null verschieden, wenn die orientierte

Fléche innerhalb der Kurve von null verschieden ist. Fiir einen Kreis ist der Hannaywinkel

betraglich maximal und gleich —2x, was man auch intuitiv erwarten wiirde.

Al = —




Semiklassik

In den beiden Kapiteln 3 und 5 wurden quantenmechanische und klassische Holonomieef-
fekte in adiabatisch getriebenen Hamiltonschen Systemen untersucht. In diesem Kapitel
wird der Zusammenhang zwischen diesen Effekten im klassischen Limes untersucht.

In der Quantenmechanik ist es mdglich, die Berryphase fiir eine sehr aligemeine Klasse
von Systemen zu definieren, nimlich alle die, die gebundene nichtentartete Zustinde
besitzen.! Im Gegensatz dazu ist es in der klassischen Mechanik bis heute nur gelungen,
Liouville-integrable Systeme zu behandeln. Dies liegt an der Existenz topologisch gleich-
bleibender invarianter Untermannigfaltigkeiten des Phasenraums (Tori), auf denen die
Bewegung ergodisch verluft, und somit Zeitmittel durch Ensemblemittel ersetzt werden

diirfen.

______ Lls Ceratarma o1

Eine Mdglichkeit, die klassischen Analoga zur Berryphase fir nichiintegrable Systeme zu
finden, wire es, fiir solche Systeme die Berryphase im klassischen Limes zu betrachten.
Dies scheitert jedoch fiir die generischen chaotischen Systeme daran, daf fiir sie keine qua-
siklassischen Quantisierungsregeln bekannt sind, oder, anders ausgedriickt, keine adiaba-
tischen Invarianten existieren. Anders ist das fiir die ergodischen Hamiltonschen Systeme,
fiir die die Weylsche Quantisierungsbedingung bekannt ist. J. ROBBINS und M. BERRY
haben versucht, mit Hilfe dieses Zugangs geometrische Effekte in klassischen ergodlschen

Systemen zu finden [RB92].

In Abschnitt 6.1 wird die semiklassische Korrespondenz zwischen Berryphase und Han-

naywmkei gezeigt. Die Darstellung folgt dabei der aus [B85]. AnschlieBend wird der qua-

siklassische Zugang fiir klassisch ergodische Systeme von ROBBINS und BERRY [RB92]

nachvollzogen und gezeigt, daB er nicht auf klassische Holonomieeffekte fiihrt.

1Durch die diversen Verallgemeinerungen der Berryphase durch andere Autoren (siehe Einfiihrung)
ist diese Klasse sogar noch wesentlich erweitert worden.

75
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6.1 Klassische Korrespondenz: Berryphase & Han-
navwinkel

Betrachte ein mechanisches System mit n Freiheitsgraden, das quantenmechanisch se-
parabel ist, so daf sich der Quantenzustand durch n Energiequantenzahlen v; (i =
1,...,n) der Teilsysteme charakterisieren 1aBt. Das zugehdrige klassische System ist
dann Liouville-integrabel. Nach der Bohr-Sommerfeldschen Quantisierungsbedingung
wird jedem solchen Teilsystem die klassische Wirkung

I = (V,; -+ cr,-)f’z (6.1)

zugeordnet, wobei der Quantenzustand Yu=(uy,...um) klassisch durch den n-Torus mit den
Wirkungen [; (i = 1,...,n) ersetzt wird [K58]. Die Zahl o; ist dabei durch die Bedingung
der Eindeutigkeit der Wellenfunktion gegeben {K58], und spieit fiir groie Quantenzahlen
eine immer unwichtigere Rolle, so daB sie im klassischen Limes vernachlissigt werden

kann.

Die quasiklassischen Wellenfunktionen werden durch Projektion des Torus auf den Kon-
figurationsraum geméiB

$(6,Q) = 3 aulg, I, Q)er 59(@1Q) (6.2)

gewonnen.? Da der Torus {iber dem Konfigurationsraum nicht eindeutig ist, werden mit
o die verschiedenen Teilstﬁcke des Torus numeriert, die sich eindeutig auf den Konfigura-

dlsku_tlerte klassische generierende Funktion der kanonischen Transformation auf instan-
tane Winkel-Wirkungs-Variablen [B85], und a2 die Jacobideterminante der Projektion:

2 ! det (48:)
Gy = 7ot —_
ey \dg;)
a? ist entweder positiv oder negativ, was. einem —-Phasensnmng n den Umkehrpunkten
der klassischen Bewegung entsprzcht ' -

Ausgegangen wird von der Berryphase

Tvgeo = j£ —c dw! (y, Q)a wI(V:\ Q) = i(y, Qldya Q) (64)
fiir den v-ten Eigenzustand zum instantanen Hamzltonoperator H Durch Einsetzen- der
Wellenfunkticnen : ' R

Yu(g, Q) = (¢|v, Q)
(Ortsdarstellung) in die 1- Form wi(y, Q) erhalt man . :
A,Q) =40 [ dg¥3(6,0) w) ©Q. 6.)

v

2Die Bohr-Sommerfeldsche Quantlslerungsoedmgung resultiert daraus, daB die Phase der Wellen-

- funktion %, (g, Q) bei einem Umlauf um den Torus in sich iibergehen muB. Zur Phase trigt neben dem
Term e#5) auch der Term aa{g, I, Q) mit Phasenspriingen an den Umnempunmeu bei, die durch die
konstanten ¢; kompensiert werden.
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I = consi.

N

(4)

Abbildung 6.1: Aus der iiber ¢ mehrdeutigen Funktion ${*) wird die diber ¢ emdeu‘mge
Funktion & (nach {B83]).

wobei die unten rechts an der partiellen Ableitung stehenden Grd8en bei der Bildung
dieser festgehalten werden. Setzt man die quasiklassische Formel (6.2) fiir che Wellen-
funkt;onen in (6.5).ein, so folgt mit (6.3) 2 .

M@ =240 [ar gty () () (q,iQ) --'ta-ﬁ-)

g, _

Dabei wurde benutzt, daB die Integrale iiber die Produkte verschiedener Aste o wegen
schneller Oszillationen im klassischen Limes verschwinden. Die g-Integration zusammen

sSCOoneLer 112510nen 11 K

mit der Summation fiber @ kann durch eine Integration {iber die Winkel § auf dem Torus
ersetzt werden

(o)
HQ =155 [0 (%) @we@ e, e

g, 0o

wobei g auf den einzelnen Asten als Funktion von I, # und @ aufgefat W1rd. Ebensoc kann
S als Punktion von I, § und Q aufgefadt werden: S(I,8,Q) := 5(¢}1,8,Q),I,0Q)
(siche Abbildung 6.1). Fir die partielle Ableitung 35 bei festem ¢, [ und o g}lt

)., (.6, )., o

v /g Qe
wobei 7 as( = p{®) nach Definition von S folgt (siehe zum Belsplel [G80)). Damit glit

WHILQ) = —dQ /de [(gg)”(f 8,Q) - ( )”(I ) Q} (6.9)
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und &ufere Differentiation von w® nach @ bei festgehaltenen I und 4 liefert

oo 1 O\ (99
dot = h(zﬁ)n/dﬁ (553):,9 (GQ)MdQ AdO (6.10)
= %((dp)f,a/\(de‘{)r,a) = -%W(I,Q)s (6.11)

da (%)19 (1,0,Q)d@ exakt ist und das dufere Differential daher identisch verschwin-

det. (6.£1) ist gerade das —i-fache der Hannayschen 2-Form (5.45), so da$ sich der
Hannaywinkel gema8

3

-+ 9 1
AbHannay = ﬁBI o dw (6.12)
berechnet. Ein Vergleich mit der Berryphase +,,,(C) Hefert
Abituanay = oo, (C) = =2 (C) (6.13)
Hannay = aI Al(ygeo - a.’/ 'TVgeo b *

wobei im klassischen Limes v 4+ o = %I als kontinuierliche Funktion zu betrachten ist.

Fir integrable Systeme ist damit der Zusammenhang zwischen den quantenmechanischen
und den klassischen Holonomieeffekten hergestellt.

Als Beispiel betrachte den Aharonov-Bohm-Effekt: Aus Formel (6.13) ist sofort ersicht-
lich, warum der Aharonov-Bohm-Effekt rein quantenmechanischer Natur ist. Damit ein
klassischer Effekt sichtbar wird, muf sich die Berryphase als Funktion der Quantenzahl v
éndern. Die Aharonov-Bohm-Phase ist jedoch gerade vom Quantenzustand unabhingig
(siehe (3.23) in Abschnitt 3.2).

Als zweites Beispiel soll der vielfach in der Literatur zitierte verallgemeinerie harmonische
Oszillator betrachtet werden. Das Hamiltonsche System mit einem Frelheltsgrad und
ka,nomschen Variablen p und ¢, ist durch die Hamiltonfunktion

1
Hip,q,X.Y,2) = §qu +Ygp+ §Zp2, (X,Y,Z2)eR® XZ>VY? (6.14)

charakterisiert, Ist die Bedingung XZ > Y? erfiillt, so hat das System bei festen X, ¥
und Z klassisch geschlossene Trajektorien und ka:nn miihelos mtegrlert werden p und ¢
als Funktmn der 1,0 und Q (X,Y,7) smd durch - : : -

" p..= Fcos (6) - Y\/:sm
o P

gegeben, wobei w = VXZ — V2. Die Zeitentwicklung der p und ¢ ergibt sich dann durch
einsetzen der Bewegung von I und é:

=710 9= 4 (6.15)
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Der Hannaywinkel Aggeo ermittelt sich gemiB (5.44) zu

A8 C) = L (Xdv AdZ +YdZ AdX +2dX AdY). (6.16)
& §A=C W

A1n rechten unteren Rand jeder ungeraden Seite ist zur Illustration die Entwicklung von
Adbge, entlang der geschlossenen Bahn

X 2.3 4+ 1.4sin(e)
Cia€l0,...,27] = | ¥ —1.2 (6.17)
Z 2.3+ l.4cos(a)

in 66 Schritten dargestellt. Am Ende der Entwicklung ist der Hannaywinkel Afg, ~
—0.7684 (siehe auch das Ende von Abschnitt 1.1).

Das zugehorige Quantensystem hat den Hamiltonoperator

N 1 R o an R
H=3 (X§*+Y (35 +59) + Z*) (6.18)
der beli festgehaltenen Parametern @ die stationire Schrédingergleichung
Zr2d%, | defy X Y
— -—2—-— dqz — EEYq dq -+ ('—2— - Zﬁ. 9 ¢y = E,,'gb,, (6.19)

Liefert. (6.19) hat die normierten Eigenfunktionen

Uulg. X, Y, Z) = ( ) (\/“ q)exp[ (——+ %—) q;] (6.20)

mit Eigenwerten B, = (v + Aw = (v + ;)AiV/XZ — Y? zur Losung, wobei H,(¢) die
Hermitepolynome sind ({S88)] S. 47).

Der Mischterm im Hamiltonoperator erméglicht das Auftreten der Berryphase, da er
die antiunitire Zeitumkehrinvarianz des herkdmmlichen harmonischen Oszillators bricht.
Daher ist Y # 0 auf der Kurve im Parameterraum notwendige Bedingung fiir das Auf-
- treten nichttrivialer Holonomie. In der Energieeigenfunktion driickt sich diese Tatsache
dadurch aus, daB ¥, flir Y # 0 nicht reell gewahlt werden kann.

Zur Berechnung der Berryphase setzt man 1, in die Formel (6.4) fiir die Berrysche 2-Form
ein und erhélt mit der Substitution £ := ,/?“;:q

Y
) B
w = —dn factie’la()

_ _d(z) /\d( )]dg CHOE

=u-§-1‘2-
_ vt ’ is (XdY AdZ +YdZ AdX + ZdX AdY) (6.21)
und damit die Berryphase
v 3 1 - .
Voo = 7 2 ./SA-C' = (XdY AdZ +YdZ AdX 4+ ZdX AdY') (6.22)

Fin Vergleich von {6.16) mit (6.22) unter Beriicksichtigung der Bohr-Sommerfeldschen
Quantisierungsbedingung I = (v + 3), die fiir den harmonischen Oszillator exakt ist,
bestitigt den allgemeinen Zusammenhang (6.13).
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6.2 Semiklassik ergodischer Systeme

J. ROBBINS und M. BERRY haben in [RB92] erstmals versucht, sich mit Hilfe qua-
siklassischer Methoden den bisher unbehandelten nichtintegrablen klassischen Systemen
zu nédhern. Dabei haben sie die einzige behandelbare Klasse nichtintegrabler Systeme
untersucht, ndmlich die der ergodischen Hamiltonschen Systeme. In diesem Abschnitt
wird diese Arbeit ([RB92]) nachvollzogen und gezeigt, warum die erhaltene 2-Form keine
klassische Holonomie beschreibt.?

Betrachtet wird ein quantenmechanisches System mit n Freiheitsgraden und Hamilton-
operator H(Q), der von k Parametern Q € M§ abhingt. Das klassische Pendant dieses
Systems sei bei festen Parametern @ ergodisch auf der Energieschale (siche Abschnitt 4.4).

Die Berrysche 2-Form (3.33)

= (n0l@D)|p, Q) A (1, Q@) @)
Ve=—id, Q) - B Q)Y

wird, wie es im ,,Quantenchaos® #iblich ist, von ROBBINS und BERRY auf eine zeitab-
héngige Form gebracht. Der Nenner kann gemi8

(6.23)

(BAQ) - Bu(Q))" =~ Iim J{» " dt e~ cos(wyut) (6.24)
als ein Zeitintegral formuliert werden, wobei w,, := (E, — E,}/k und e~ ein konver-

genzerzeugender Term ist. Dies fiihrt auf die Darstellung von V, als Zeitintegral

Y, = h”—zgh_% fo ” dtemi cos(w,ut) (v, Q)(dB) |, @) A {1, Q[(dED)|r, Q). (6.25)

Bezeichnet man mit & () den Zeitentwicklungsoperator e~ 8t des Systems bei festgehal-
tenen () und den Heisenbergoperator IJ T( t)(dH)U(t) mit (dH);, so kann der Integrand

gemsl
cos(wyut)(v, Q|(dH) |, @) A {1, QB @) =

% (v, QUam) |1, @) A (1, Q|@BDr, @) + {3, Q|(dB) |2, @) A {1, Q|(dE). |, Q)]
(6.26)

umgeschrieben werden. Da der Term im Integranden von (6.25) fiir » = y identisch
verschwindet, kann er, ohne die 2-Form zu verindern, hinzugefiigt werden. Einsetzen
von (6.26) in (6.25) und die Ausnutzung der Vollstindigkeit ¥, lu, @) {u, Q| = ¥ fihrt
auf .

Vo = giplim [T dres (n QB A @) + @E) A @ Q) (620
= gl [ e (a[@hnena). o9

®Die Nomenklatur von [RB92] wurde teilweise durch eine mit dieser Arbeit konsistente ersetat.
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Der Integrand von (6.27) ist der Kommutator des Grassmannproduktes, so daf die Kurz-
schreibweise (6.28) verwendet werden kann. ‘

Ausgehend von dieser 2-Form fithren ROBBINS und BERRY den klassischen Limes im
Wigner-Weyl-Formalismus durch. Dieser erlaubt die Herstellung der exakten Korrespon-
denz von klassischen und quantenmechanischen Observablen. Die klassischen Phasen-
raumfunktionen A(g,p) konnen aus den zu quantenmechanischen Gbservablen gehdren-
den Operatoren A gemaf

- -2-e> ivs (6.29)

1
Alp,q) = Jv[d 8\q+§ %

gewonnen werden, * Die klassische Phasenraumfunktion A(p, q) wird als Weylsymbol der
Observablen A bezeichnet. Das Weylsymbol eines Projektors P= [¢){¢| des Quanten-
zustands [¢) ist eine Pseudowahrscheinlichkeitsfunktion® Wy(p, g) mit der sich quanten-
mechanische Erwartungswerte gemi8

(¥]Ap) = [ dpdg Wilp, ) Alp,0) (6.30)

bilden lassen, wobei A(p, q) das Weylsymbol von A ist [W32]. In dieser Weise kann der
Erwartungswert im Integranden von (6.28) gemafl

(. Q|[(@f, A@E||1, @) = [ dpdaWia(o,0) ([(aB) A@ED]),, (1) (631)

umgeschrieben werden, wobei ([(d}if Yoy A(LE )DW das wie in (6.29) gebildete Weylsymbol
von [(dH),, A(dH)] ist.
RoBRINS und BERRY ersetzen nun die Weylsymbole durch ihre klassischen Grenzwerte.

Dabei wird die Wignerfunktion W, 0y(p, ¢) wegen der Ergodizitdt des klassischen Systems
durch die mikrokanonische Dichte ersetzt:

Wea(.0) — 87 = J(p.0.Q) = Zggd @ - HE0.Q) (63

J ist hier das in Abschnitt 4.4.1 definierte Phasenraumvolumen, das durch die Ener-
gieschale eingeschlossen wird. Das (2n — 1)-dimensionale Volumen der Energieschale ist
durch J'(E,Q) = 2Z gegeben. Ebenfalls in klassischer Niherung wird das noch unbe-
kannte J durch die Weylsche Quantisierungsbedingung

T(E,) = vh" (6.33)

bestimmt, die jedem Quantenzustand das Phasenraumvolumen i” zuordnet, -

-.4(6,2__9) ist eine spezielle Form der Weylschen Korrespondenzformel
- SRR . ' 1 rp ) .
- Flepiy) —-i(zp+vd) 4
Alp9) == ,/j! dedye Tr (e A)
[G46, M49, B58).

5T)iese Funktion, auch Wignerfunkiion genannt, ist wegen der quantenmechanischen Unschirfe keine
echte Wahrscheinlichkeitsfunktion: Sie ist zwar iiberall reell, kann aber auch negative Werte annehmen.
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Das Weylsymbol ({(dﬁ’ )e, A(dH )DW geht im quasiklassischen Limes in das ¢A-fache der
Poissonklammer der Symbole (dH)w iiber [RB92}:

([ ) A@R)]),, — i {((dH Yo)w, A(AE Y} (6.34)

ROBBINS und BERRY argumentieren nun weiterhin wie folgt [RB92]: Zeitentwickelte
Operatoren, wie (dH),, gehen in Phasenraumfunktionen iiber, die statt bei (p,g) an der
um die Zeit ¢ entlang der klassischen Trajektorie verschobenen Stelle (p(t),¢(¢)) ausge-
wertet werden. Sie interpretieren das duflere Differential ds im klassischen Limes bei
festgehaltenen Phasenraumkoordinaten p und g so, daB sie die klassische 2-Form

Vagsn = — 5 lig [ dt ™% ({(H)pg)es N(@H)p ) (6:39)

ﬁ,e—ﬂ) 1]

erhalten. (de),, bedeutet das duBere Differential bei festgehaltenen p und g. ROBBINS
und BERRY schreiben in [RB92}:

»(An explication of notation might be helpful at this point: (dH ), evaluated
at 2 {entspricht in dieser Arbeit (p, ¢)] and R [entspricht Q), is just H{z:, R+
dR) — H(z, R) ‘to first order in dR".)*

Diese Interpretation des dufleren Differentials ist jedoch nicht richtig, da das bei fester
Quantenzahl » gebildste Differential wegen der Weylschen Quantisierungsbedingung im
klassischen Limes in ein Differential bei fesigehaltenem Phasenraumvolumen J und (2n—

1) beliebig gewdhlten Koordinaten auf der Energieschale {ibergeht.® Um dies zu zeigen,
betrachte zunichst den quantenmechanischen Ausdruck

- 17,
i = 55 In QL@ QlQ, (6.36)

wobei % hier bei festem Quantenzustand v gebildet wird. Das Weylsymbol ist

]d”sZ%[(g%ls
= Zag[ fdﬂ (q’L 2°

i

1 Q)EQ Qe - 35)] a0
v, Q><V,Q[g - %s>e%z’i ]dQ. (6.37)

_W(,, q)(29)

(4H)

Im klassischen Limes ersetzen ROBBINS und BERRY die Wignerfunktion des Zustands
Iv Q) gemid (6.32) [RB92] und die Sumnmation diber die Quantenzustinde geht Wegen
der ‘-.«"v’ey schen Quantlsmruussbeuxngang {6 33) in ein Entegr iber J uber. Bei der

T
Differentiation "N wird aufgrund von 6 33) im klassischen Limes J festgehalten. Daher
80 & \ } vger

8 Analog dazu wurde in Abschnitt 6.1 mit Hilfe der Bohr-Sommerfeldschen Quantisierungsbedingung
die Quantenzahl n in die Wirkung T umgerechnet die bei der Bildung des dufleren Differentials festge-

“halten wird. (siche auch [B85]).
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st

(dH)

J 47 55 [, Q17 - F(p.0.Q))] dQ
= (4055098 - I(.0,Q)

+ / dJ E(J,Q) (5%6(3 ~ J(p.q Q)))j_ d@Q

w o

Yoo

=0

= (%)j a9 (6.38)

Die 2-Form (6.35) ist daher nicht der kiassische Grenzfall der Berryschen 2-Form (6.23),
wie es in {RB92] behauptet wird.

Dies kann auch an einfachen Beispielen direkt nachgewiesen werden: Klassische Sys-
teme mit einem Freiheitsgrad sind sowohl Liouville-integrabel als auch ergodisch. Daher
miissen die klassischen 2-Formen (5.45) und (6.35) in diesem Fall iibereinstimmen. Im
Fall des verallgemeinerten harmonischen Oszillators kann mithelos nachgewiesen wer-
den, dafl die beiden 2-Formen nicht {ibereinstimmen. Hingegen ,deduzieren® ROBBINS
und BERRY in [RB92] mehrfach die Ubereinstimmung, machen aber bei diesen Betrach-
tungen das Festhalten der falschen Variablen bei der dufieren Differentiation unbewuft
rickgingig ([RB92]: Von (B.2) (p, q festgehalten) nach (B.3) (I, @ festgehalten) und
(G.3) (bei festem I und 8) wird in (6.11) (festes p und ¢) eingesetzt).

Hilt man statt der kanonischen Koordinaten p und g das Phasenraumvolumen J und
weitere beliebige Koordinaten & auf der Energieschale bei der Bildung des dufieren Dif-

L miman 43 2 3
ferentials fest, so erhilt man die 2-Form

Vo=~ tim [ @t ({((AR) ) AAH) D), (6.39)
die wegen der Unabhingigkeit der Hamiltonfunktion H von den Koordinaten x nicht
von deren Wahl abhingt. Leider verschwindet diese 2-Form identisch und beschreibt
daher ebenfalls keine Holonomie, wie man leicht zeigen kann: H ist eine reine Funktion
von J und den &uBeren Parametern @, d. h. H = H(J,Q@). Da J eine Konstante
der Bewegung bei festem @ ist, ist (dH)s ebenso eine Konstante der Bewegung und
es gilt ((dH)7s) = (dH)7. Nach (4.9) aus Abschnitt 4.1.1 gilt fiir die Poissonklammer

{((dH)7), A(dH) 7}

_ 8((dH) ) ON(dH) 7)
H{dHY s A(dH)Y s} = - T, 71, .40
{(dH) 7, N(dH) 7] 57 57 15_:} (6.40)
so daf die 2-Form V° identisch verschwindet. o

Es verbirgt sich somit noch ein weiterer Fehler in dieser Herleitung einer klassischen
2-Form, der moglicherweise darauf beruht, daf der klassische Limes i. a. nicht fiir unend-
lich lange Zeiten durchgefiihrt werden kann, da ‘jedes Wellenpaket bis auf ganz seltene
Sonderfille im Lauf der Zeit unbegrenzt ,zerflieBt“, bis es nach geniigend langer Zeit
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einen beliebig groflen Raumbereich besetzt’ ([M81b] S. 195). Damit der klassische Li-
mes jedoch durchgefithrt werden kann, ‘miissen die Dimensionen des Wellenpaketes im
Verhéltnis zu den fiir das Problem charakteristischen Dimensionen klein sein und es im

zeitlichen Verlauf auch bleiben’ ([M81b] S. 195).

Der Weg {iber den klassischen Limes der Berryphase scheint also im Rahmen des zeitab-
héngigen Formalismus in der Quantenmechanik nicht durchfithrbar zu sein. Im nichsten
Kapitel wird daher ein rein klassischer Zugang benutzt, um geometrische Effekte in Slow-
Fast-Systemen mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden zu berechnen.




Kapitel 7

Ergodische Slow-Fast-Systeie Eﬁ@
geometrischer Tempus |

In diesem Kapitel werden Slow-Fast-Systeme mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden
untersucht und deren adiabatische Bewegungsgleichungen mit Hilfe des in Anhang C.1
bewiesenen Adiabatentheorems hergeleitet (Abschnitt 7.1). Um das schanelle vom lang-
samen Teilsystem zu entkoppeln, muf} die adiabatische Invariante des schnellen Systems,
das Phasenraumvolumen J, als Koordinate verwendet werden. Da es unter Umsténden
sehr schwierig und unpraktisch sein kann, einen symplektischen Atlas! zu konstruieren,
dessen Karten aile das Pua.senmumvslumﬂn J enthalten, wird hier auf die kanonische
Struktur der Koordinaten verzichtet. Diese Erleichterung bel der Koordinatenwahl geht
allerdings auf Kosten der Einfachheit der Struktur der Bewegungsgleichungen.

Nach Separation der beiden Teilsysteme wird in Abschnitt 7.2 die Dynamik des langsamen
Teilsystems untersucht. Auch im Fall ergodischer schneller Dynamik zeigen die langsa-
men Freiheitsgrade keinen geometrischen Magnetismus, und die Bewegungsgleichungen
haben dieselbe Hamiltonsche Struktur wie die in Abschnitt 5.2.1 beschriebenen. Diese
Ergebnisse widersprechen denen von M. BERRY und J. ROBBINS in [BR93b]. Daher
folgt eine Diskussion dieser Diskrepanz am Ende von Abschnitt 7.2.

Eine zu Abschnitt 5.2.2 analoge Untersuchung der schnellen Bewegung wird in Ab-
schnitt 7.3 vorgenommen. Diese gestaltet sich jedoch wegen der sensitiven Abhdngigkeil
von den Startwerten komplizierter als im integrablen Fall. Es ist daher prinzipiell nicht
mdglich, eine Trajektorie iiber lange Zeiten numerisch zu verfolgen, so dafl ein Holono-
mieeffekt als Verschiebung der schnellen Koordinaten nicht gemessen werden kann.

Statt dessen wird die zum adiabatisch erhaltenen Phasenraumvolumen [J konjugierte
GroBe, der Tempus, entlang einer Trajektorie betrachtet. Der Tempus kann jedoch nicht
als Koordinate benutzt werden, da er nicht in sich zuriicklduft, wie die Winkel im integra.—
blen Fall. Statt dessen kann er entlang einer gegebenen Trajektorie aufintegriert werden.
Das Ergebnis dieser Integration setzt sich aus zwei Teilen zusammen, einer: dynamischen
und einem geometrischen Teil, die beide nicht von der speziellen Trajektorie auf der Enes-
giehyperschale abhingen, sondern nur vom eingeschiossenen Phasenraumvolumen. Beide

1 Atlas, dessen Karten kanonische Koordinaten haben.

85
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Teile sind glatte Funktionen der Anfangsbedingungen.

Die reelle Tempusachse bildet {iber dem la.ngsa.men Konfigurationsraum ein Prinzipalbiin-
del, auf dem durch die adiabatische Dynamik des Slow-Fast- Systems ein Zusammenhang
erkIa.rt ist. Der geometrische Tempus beschreibt die Holonomie dieses Zusammenhangs.

7.1 Bewegungsgieichungen in nichtkanonischen Va-
riablen und adiabatische Niherung

Um eine Entkopplung der schnellen und langsamen Freiheitsgrade des Slow-Fast-Systems
zu erreichen, ist es notwendig, das System in Koordinaten darzustellen, die die adiaba-
tischen Invarianten enthalten. In Kapitel 5 muBte das schneile Teilsystem daher auf
instantane Winkel-Wirkungs-Variablen transformiert werden. Im hier betrachteten er-
godischen Fall existiert nur eine adiabatische Erhaltungsgréfe, das Phasenraumvolumen
J, das im folgenden als Koordinate benutzt wird.

Es ist jedoch nicht méglich, auf dem schnellen Phasenraum brauchbare kanonische Ko-
ordinaten zu definieren, die J enthalten, da die zu J konjugierte Koordinate die Zeit
entlang einer Trajektorien mifit und fast keine Trajektorie in sich zuriickluft. Daher
werden auf dem schnellen Phasenraum beliebige Koordinaten « gewahlt, von denen eine
das Phasenraumvolumen 7 ist. :

Die erste dieser Koordinaten &, wird mit 7 identifiziert, so daf gilt:

r1(0,4,Q) == J (2,4, Q). (7.1)

Die anderen bilden beliebige Koordinaten der Energieschale S{x;,Q). Da im folgen-
den nur lokale Eigenschaften dieser Koordinaten benutzt werden, miissen keine globalen
Koordinatensysteme dieser Art existieren.

Um das Adiabatentheorem fiir ergodische Systeme (Satz 4.3) anwenden zu kénnen, wer-
den die k1 = J auf das Intervall (7}, J5) beschrinkt, fiir das die Energieschalen fiir alle
Q€ Mg woh!definiert sind (siche Abschnitt 4.4.2). .

Da #; .das_-von S(#1,Q) eingeschlossene Phasenraumvolumen ist, gilt
B Vi € (.71 T5): f s} /[s gy &0 Q) = k- T 1Y
: . e . A

so daf} . / [ . '
o o dm.. o = £, Q)d 1k = 1. 7.3)
Jst, Q) M = o Q)p( Q) . | (7.3)

Energleschale beziiglich der Koordinaten x; (z =2,...,n). Unter Koordmatentransfor—_
mataon KK (m Q) Imt Ky = 1 transformlert sie smh gemaﬁ

S, Q) = det La_) (5, Q)1 (7.4
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und das ergodische Mittel iber die Energieschale (&1, Q) ist

(6) = [l 2 PR D (1.5)

In den hier konstruierten Koordinaten héngt der Hamiltonian H, nur noch von #, und

Q ab:
Hg(f‘é, Q) = 8(51, Q) (7.6)

In den neuen Koordinaten driickt sich sie symplektische 2-Form w? gemiB

W = dP, AdQs +dpi A dg;
' ' Bp; Oy dp; O | . -
; - 6K‘." 0Qq a5 A an ST

= Op: 0 _ Gp: Og _
= dP, AdQ. + [aQaax,- 5n: 30, dQa A di;

op; 8¢ Opi 3%‘]
+ - dQ. Ad
EMM%@%M,Q Qs

+E [3}7;‘ 6% - ?—pli?l] d!ij A d&g

i<k 5!;5!6—]; afﬁk BK,J'

aus. Dabei wird dort, wo kein explizites Summenzeichen steht, Summationskonvention
benutzt und gleiche griechische baw. &mische Indizes werden von 1 bis k bzw. 1 bis 2n
summiert.? Im folgenden werden die Abkirzungen

[ op 84 _ Op 9g
Fap 1= | 8Q. 0Q; 3@35‘%]’ 1)
. ._ |8p8g 9p0g
Bﬁj T _6%,‘3.‘1:]' 3%_.;3!1‘.,], . (?'8)
. [0p 8¢ _9p 9
Cia = |3Q. s: 6&;362&}’ (7:9)

verwendet, die sich von den gleichnamigen Groflen (5.11), (5.12) ﬁnd (5.13) .in Ab-
schnitt 5.1 unterscheiden. B

Man gewinnt die Bewegungsgleichungen durch Konstruktion des Hamiltonschen Vektor-
feldes gem3B v :=ZdH:

8H 2n n oH
P, = —m — —€ijkb.kaiaCia 11 Brig—
an 7 N g 3:-‘\1_7'
n = 8H oH
ik lgkindn Ciali8 ] b=+ Fopmg 1
p Sisala- 1. CiaClip :}2 B, 1, 35, +leogp, (7 0_)_

" 2Hier und im folgenden kénnen &mische Indizes, im Gegensatz zu denen in Abschnitt 5.1, Werte
zwischen 1 und 2» annehmen.
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8H 2 8H
@ ~30. geijkzlg Jinly i H Bk,,!ya (7.11)
: o0H

Qoz = Eﬁ" (7.12)

. _2n i 6H 2n 0H ]
£y D = Cigkalz. Enln CJa g -Bkyiy 3Pa D kel knln }____? Bkvaa (7'13)

wobet .
D :=det(B) = ex1,.. 50t 11 Brot- (7.14)
v=1

Die Gleichheit (1) gilt aufgrund der in Anhang B.1 hergeleiteten Identitat, wobei sich die
beiden letzten Terme in (7.10) wie in {5.7) aus Abschnitt 5.1 aufheben. Daf (7.11, 7.12,
7.13) die zu (w? H) gehérigen Bewegungso‘lezcthgen sind, 148t sich durck Einsetzen in
(4.4) sehr leicht nachprufen

Die obige Form der Bewegungsgleichungen ist sehr kompliziert und fiir konkrete Rechnun-
gen 1. a. denkbar ungeeignet. Das wichtige an ihnen ist jedoch, dafl alle vorkommenden
Funktionen glatte Phasenraumfunktionen sind, wie es im folgenden fiir die Anwendung
des Adiabatentheorems 4.3 notwendig ist.

Um im folgenden eine Trennung der Zeitskalen schreller und langsamer Freiheitégrade
zu erreichen, wird fir H;(P, @), ebenso wie in Abschnitt 5.1, die sehr allgemeine Form
(4.20) gewahlt:

-3
e
[
p

o

&’Eap(Q)PuFp + 2(Q)

B2 o=

HI(P)Q) =

Substituiert man P := ¢P wie in Abschnitt 5.1 und benutzt (7.15), so folgt fiir die
Bewegungsgleichungen des Gesamtsystems (7.11,7.12,7.13)

. oH 2n o0H
a = - & E io A A
P EaQa £ D = 1k2[2,_,;.¢n1n0 };Ez Bk,,l,, 6&1 (7 6)
Qa = 5Eaﬂﬁﬁ B (7.17)
) 2n 2n oH
& = —E——€ikly. knlnCia H Bit, EapBs — Zeiitnty. ot F B, 7, (7.18)
D =2 D v=2 3
wobei in (7.16) ausgenutzt wurde, daf H nur von «; und nicht von «; (i = 2,...,2n)

abhéngt. Das Ensemblemittel (nach (7.5)) des zweiten Terms in (7.16) und der rechten
Seite von (7.18) fiir ¢ = 1 verschwinden nach (C.14) und Satz C.1 in Anhang C 1 so daﬁ
das gemittelte System folgenden Bewegungsgleichungen geniigt:

oH

- T - 1
P EBQ (7.19}
Q. = €Eupbp | (7.20)
o= 0 - (7.21)

- " Nach Satz 4.4 aus Abschnitt 4.4.2 konvergiert die urspriingliche Dynamik fiir ¢ — 0 und

ot

fiir fast alle Anfangswerte gegen die gemittelte. Das Verschwinden der rechten Seite in
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(7.21) spiegelt die adiabatische Invarianz des Phasenraumvolumens x; wieder (der Beweis
der Invarianz wird in Anhang C.1, Satz C.4 erbracht).

Die langsame Dynamik ist vollkommen analog zu der integrabler Systeme, so dal die
Ergebnisse aus Abschnitt 5.2.1 iibernommen werden konnen. Im folgenden Abschnitt
wird ihre Struktur jedoch noch einmal explizit hervorgehoben und mit den Ergebnissen
von M. BERRY und J. ROBBINS in [BR93a, BR93b] verglichen. Aspekte der schnellen
Dynamik werden im Abschritt 7.3 untersucht.

7.2 Dynamik der langsamen Freiheitsgrade

Die gémittelten Bewegungsgleichungen (7.19,7.20) der langsamen Freiheitsgrade konnen
mit Hilfe der Hamiltonfunktion

H(P,Q,r) = Hl(PaQ) + Hy(51, Q) (7.22)

und der kanonischen symplektischen 2-Form w? = dP A dQ aus dem Hamiltonschen
formalismus gewonnen werden, sind also Hamiltonsche Bewegungsgleichungen. Daher
erhilt der resultierende Fluf} alle Poincaré-Cartan-Invarianten und ist insbesondere pha-
senraumvolumenerhaltend, d. h. nicht dissipativ.

© Wie i integrablen Fall dufert sich die schnelle Dynamik im adiabatischen Limes aus-
schliefllich als zusitzliche Born-Oppenheimer-Kraft auf die langsamen Freiheitsgrade

- 2 H(1,Q), (7.23)

0Q
und der mehrfach in der Literatur behandelte® geometrische Magnetismus tritt nicht auf.
Letzterer verschwindet sogar schon in den exakten Bewegungsgleichungen des Slow-Fast-
Systems, so dafl fiir sein Verschwinden keine Niherungen verantwortlich sind.

M. BERRY und J. ROBBINS untersuchen in {BR93b] Hamiltonsche Slow-Fast-Systeme
mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden. Dabei gehen sie von der unphysikalischen
2-Form Vpgggy (siche (6.35) Abschnitt 6.2) aus und interpretieren sie im Rahmen einer
Nichthamiltonschen Stérungstheorie. Neben dem geometrischen Magnetismus erhalten
sie eine deterministische Reibungskraft [BR93b], die ebenso wie der geometrische Magne-
tismus bei einer Behandlung im Rahmen eines Hamiltonschen Formalismus nicht auftre-
ten kann, was durch die Hamiltonsche Struktur der langsamen Bewegungsgleichungen

garantiert wird.

7.3 Chaotische Dynamik und adiabatischer Tempus

In den schnellen Freiheitsgraden eines Slow-Fast-Systems (7.16,7.17,7.18) soll im adiaba-
tischen Limes £ — 0 eine zu den Hannaywinkeln analoge, glatt von den Anfangsbedin-
gungen abhingende Grofe identifiziert werden, die nur von der adiabatischen Invarian-

3[GT87, K90, B89, BR93a, BRI3b]

I=const,
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ten #; des Ausgangszustands und dem Zyklus C im langsamen Konfigurationsraum Mk
abhéngt.

Im integrablen Fall kénnen die schnellen Freiheitsgrade durch adiabatisch invariante Wit-
kungen I und die zu ihnen bei festen ¢ kanonisch konjugierten Winkel  parametrisiert
werden. Die Trennung der Holonomieeffekte von den Einfliissen der lokalen Dynamik am
Punkte Q € Mé ist in diesen Koordinaten besonders einfach.

Im ergodischen Fall kénnen keine vergleichbaren Koordinaten # fiir die schnelle Dynamik
gefunden werden. Zudem hingen die x wegen des chaotischen Charakters der schnel-
len Dynamik sensitiv von den Anfangsbedingungen ab, so da8 eine Identifikation eines
geometrischen Effekts als Verschiebung dieser Variablen aussichtslos ist, wie schon in
[GKMB89] erwshnt wird. Der Endzustand des Systems hiingt i. a. vom Startwert auf der
Energieschale und vom genauen Zeitprogramm ab, mit dem €' durchlaufen wird.

Wenn man analog zum integrablen Fall vorgeht, so wird man versuchen, die Dynamik
der zur adiabatischen Invarianten «; konjugierten GréBe @ bei festgehaltenen langsamen
Freiheitsgraden zu untersuchen. Leider existiert keine global auf M3 x M7 definierte
solche Gréfle. Die Eigenschaft, kanonisch konjugiert zu sein, wird a,ber durch dle lokalen
Eigenschaften des ersten Differentials (bei festgehaltenen @) bestimmt (siehe (4.34) in
Abschnitt 4.3.1).

Bei festgehaltenem @ kann eine 1-Form w! definiert werden, die die Eigenschaften des
ersten Differentials der zu #; lokal kanonisch konjugierten GroBe 8 besitzt. Es ist, analog
zu (4.34) aus Abschnitt 4.3.1, an jedem Phasenraumpunkt ¢ € Gg:

wH(Zdw; ) = &y; (7.24)

Im Fall festgehaltener @ ist der kanonische Isomorphlsmus T lokal (an jedem Punkt
¢ € Gg) invers zur Matrix B;; der symplektischen 2-Form des schnellen Teilsystems, d. h.

es gilt:
Y. Y I » TR WP AN 273 ﬁ n s P - S e
AL)&) =AB4T 8) = Ty ik kol I1 B, so daB (2)i; By, = 6y L)
. p=2
(siche Anhang B.2). Da @ bei der Konstruktion festgehalten wird, hingt w! nur para-
metrisch von ¢ ab und kann daher in der Form
| - | W' = Oudx; (7.26)

dargestellt werden. Durch Einsetzen von {7.25) in (7.24) folgt an jedem Punkt & € Go:

—2n id
O; —p Siikalzkaln 11 Bri, = &
] o ve=2 :
) —2n _
= O D Ciibalahnln ﬂBk,,',,R,m = 61;B;m
v=2

L. —

2

=bim

Om = Bin, (7.27)

wobei die Aquivalenz (1) wegen rg (B) = 2n gilt.
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Das Integral 8(t, P, Q©®, x(®, ¢ ¢) von w' entlang einer Trajektorie ¢ gegeben durch
(P(1), Q(¢), #(2)) mit Anfangswert (P©®, QO () gur Zeit ¢} berechnet sich gem8

8(t) = [ Byds; —f df’B-;;-:f (s, @t + [ Craadt! (7.28)
¥ Je Tsltivg == 40y FEELE) 4(0) 1y J;'(U) lao 3 .

wobei die letzte Gleichheit in Anhang B.3 bewiesen wird (w{x,, Q) := %ﬁ‘%’h). Das Integral
(7.28) wird im folgenden als Tempus der Trajektorie bezeichnet.

Im adiabatischen Limes ¢ — 0 kann nach Satz 4.3 aus Abschnitt 4.4.2 das Zeitintegral
{iber eine glatte Phasenraumfunktion durch das Zeitintegral tiber ihr Ensemblemittel
ersetzt werden. Betrachie nun den Grenzfall ¢ — 0 (7 := et):

g7 T . .
or) = - [k, Qr’ + [ (Cual, o Qut (7.29)
1 g7 \
= ; T(O)w(o‘ihQ}dT'J-{-\JQ <CT'°‘)N1.Q an) (730)
=:&-‘é:i;‘ =?&Egeo
= Abgyn + Abges (7.31)

C ist die Projektion der Bahn € auf M %. Der Tempus ¢ héngt nur noch von n§°) und der
Kurve C ab. Die Abhingigkeiten von den Startwerten auf der Energieschale sind durch

die Mittelung weggefallen. .

Der Tempus & zerfillt in zwei Teile, die unterschiedliche Eigenschaften haben: Afgy,
ist der dynamische Anteil, der sich analog zum dynamischen Winkel proportional zu
w(x1,Q) mit der Zeit entwickelt.

Der geometrische Tempus Afg, hingegen hingt nicht explizit von der Zeit ab, sondern
beschreibt eine Verschiebung aufgrund der Verinderung der Koordinaten p und ¢ als

Funktionen der #; {i = 1,...,2n) und der @. Sie hingt im adiabatischen Limes nicht von
der Wahl der Koordinaten «; (i = 2,...,2n) auf der Energieschale ab, wie in Anhang B.4

gezeigt wird.

Zur mathematischen Interpretation betrachte das Prinzipalbiindel (R x M5, Mé, 7, R),
das von der reellen Tempusachse {iber dem langsamen Konfigurationsraum aufgespannt
wird. Durch die adiabatische Dynamik wird auf diesem Prinzipalbiindel ein Zusammen-
hang erklart, der sich durch die reellwertige 1-Form : :

@ = —{Ca}, 0 Qa (7.32)
und einen Schnitt
FiME—=RxME Qv f(Q)mit do(f(Q))=10 (7.33)

darstellen 1a8t. Dabei ist f der Schnitt, der unter der benutzten Trivialisierung & auf die
Null abgebildet wird. Durch die Eichung, die durch f festgelegt wird, wird der Tempus zu
Beginn des Durchlaufens der Kurve C fiir alle langsamen Orte Q € M gleich gewahlt.
Die geometrischen Tempi A, entlang einer nichtgeschlossenen Kurve C sind nicht
eichinvariant, da fiir die Faserkomponente von f jede beliebige glatte Funktion der @
gewahlt werden kann.
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Viel interessanter ist die eichinvariante Holonomie dieses Zusammenhangs. Betrachte
geschlossene Kurven C (Zyklen) in Mg, fiir die A, weiter urngeformt werden kann:

&9560 = é“ (Clcr),ﬂ Q an

- 4.9 [,05 5 / 8
= _j{aQa( 351) an—jé; %<P8Qa>ﬁhgd@a (7.34)

—0

Das erste Integral verschwindet, da dQq =2 30, (¢) eine exakte Form auf ME ist. Somit
bleibt nur das zweite Integral in (7.34) dibrig, das vollkommen analog dem Integral iber
die Hannaysche 1-Form im integrablen Fall ist.

Durch dufere Differentiation nach @ bei festgehaltenen « und Anwendung des Sto-
kes’schen Satzes fiir 0-homotope Zyklen in Mk kann A8, als Integral {iber eine 2-Form

geschrieben werden:
%,
Abgeo = 5 [ (@ ndg), o (7.35)

Dabei ist A eine von C berandete Fliche in M und de = ( ) d@. . Man beachte, daf§
der 2-Form-Charakter des Integranden, wie im integrablen Fa,li erst durch die Mittelung
zustande kommt. Daher ist diese Schreibweise, die in der Literatur weit verbreitet ist,
etwas irrefithrend (siehe auch Seite 72).

Der geometrische Tempus A8, ist einzeln observabel, da einerseits [ By;dx; entlang ei-
ner Trajektorie gemessen, und andererseits Afayy durch Integration von w(k;, Q) entlan
der Kurve Q(t) itber die Zeit aufintegriert werden kann.

Betrachte nun zunéchst den Fall festgehaltener langsamer Freiheitsgrade: Bei Q = const.
tallt - Abgeo weg, und & entwickelt sich gemi

6= 00) 4wy, Q)(t — 1), (7.36)

i

wobei 8% der Ausgangswert von 8 zum Zeitpunkt #® ist. 8 mift in diesem Fall die
Zeit in Einheiten von w(x!,Q), die entlang der Trajektorie verstreicht und kann bei
festgehaltenen @ anstelle der Zeit als Parameter benutzt werden. Daher wird fiir § der
Name ,, Tempus“ benutzt.

Entwickeln sich die langsamen Freiheitsgrade nun gemé8 ihrer Bewegungsgleichungen, so
ist der gemessene Gesamitempus 6, der sich gema8 [dt {By;%;) ermitteit, i. a. nicht mehr
durch den naiv zu erwartenden dynamischen Tempus

Abgyn = f w(ky, Q(2))dt (7.37)

allein bestimmt, sondern erhélt einen zusitzlichen, von der Zeit ¢ unabhingigen geome-
trischen Anteil Afge,: '

0= Mg+ Ay = j’ (i, Q(£))dE — —omr ﬁr@ an< 6‘2‘)’ > . (7.38)
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In gewisser Weise miSt der Tempus die Zeit, die das System entlang einer Trajektorie
,verspiirt“. Der geometrische Tempus fithrt zu einer Verschiebung des Referenzpunktes
#9), so daB sich das System scheinbar um eine Zeit Abyeo /w weiterentwickelt hat.

Im eindimensionalen Fall stimmen die ergodischen mit den integrablen Systemen iiberein,
und der geometrische Tempus ist bis auf einen konstanten Faktor 27 der Hannaywinkel.
In diesem Fall driickt sich die Tempusverschiebung direkt als eine Verschiebung auf dem
Torus aus, die, wenn die Anfangsbedingungen und die Kurve C im langsamen Ortsraum
bekannt sind, durch einmalige Beobachtung nach Vollendung des Zyklus C gemessen
werden kann. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir integrable Slow-Fast-Systeme mit beliebiger
Anzahl von schnellen Freiheitsgraden.

Fiir ergodische Systeme mit mehr als einem Freiheitsgrad trifft dies jedoch nicht zu.
Wegen der sensitiven Abhingigkeit von den Anfangsdaten kann die Trajektorie nicht die
gesamte Zeit der adiabatischen Entwicklung numerisch verfolgt werden. Hinzu kommt
noch, dafl durch die adiabatische Niherung die exakten Bewegungsgleichungen nicht mit
den gemittelten {ibereinstimmen, sondern etwas abweichen. Selbst bei perfekter Kenntnis
des Startwertes weicht die Bahn nach kurzer Zeit von der mit Hilfe der adiabatischen
N&herung berechneten stark ab. Daher ist es nicht mdglich, den geometrischen Tempus
mit einer Verschiebung auf der Energieschale zu identifizieren. Seine Messung ist nur
durch stdndige Beobachtung der Trajektorie wihrend der zeitlichen Entwicklung mdoglich.
Dieser Unterschied zu den integrablen Systemen ist prinzipieller Natur [GKMB89].

Te=coast.
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In dieser Arbeit wurden klassische Hamiltonsche Systeme untersucht, deren Dynamik auf
zwei stark getrennten Zeitskalen verlduft (Slow-Fast-Systeme). Diese starke Trennung
der Zeitskalen ermdglicht ndherungsweise eine Separation der schuellen und langsamen
Freiheitsgrade, wie in der quantenmechanischen Born-Oppenheimer-Naherung. Jedoch
gelingt eine Separation im adiabatischen Limes nicht fiir alle klassischen Hamiltonschen
Slow-Fast-Systeme, sondern nur fiir solche, deren schnelle Freiheitsgrade entweder eine
Liouville-integrable oder eine auf der Energieschale ergodische Dynamik besitzen. Da
gezeigt wurde, dafl adiabatisch getriebene nichiautonome Systeme mit integrabler oder
ergodischer Dynamik als Speziaifiiie obiger Siow-Fast-Systeme aufgefaBt werden kdnnen,
beziehen sich alle folgenden Ergebnisse auch auf diese Systeme.

Eine Sepa.ration der schnellen und langsamen Dynamik kann nur in geeigneten nichtka-

nonischen Koordinaten durchgefiihrt werden; die Bewegungsgleichungen wurden daher

mit Hilfe des symplektischen Formalismus ermittelt. Neben der Konstruktion geeigne-
ter Koordinaten und der mathematisch exakten Separation der schnellen und la,ngsa.men
Freiheitsgrade, wurde eine Analyse der Natur sowohl der schnellen als auch der langsamen
Dynamik durchgefiihrt. :

Dabei wurden insbesondere die Holonomieeffekte untersucht, die aufgrund der adiaba-
tischen Bewegung in den schuellen Freiheitsgraden entstehen. Dazu wurden zundchst
die notigen differentialgeometrischen Grundlagen, wie Prinzipalblindel, Zusammenhénge
und deren Holonomie, vorgestellt [CdWD91, vW78]. AnschlieBend wurde das bekannte-
ste physikalische Beispiel, die Berryphase, vorgefiihst, die bei der adiabatischen Dynamik
quantenmechanischer Systeme entsteht [B84].

In den klassischen Slow-Fast-Systemen mit integrablen schnellen Freiheitsgraden &uflert
sich die Holonomie in den seit 1985 bekannten Hannaywinkeln [H85], wihrend ein Ho-
lonomieeffekt fiir ergomauhc Systeme in der Literatur bis heute nicht bekannt ist [R94].
Seine Herleitung und Interpretation im Rahmen der Differentialgeometrie war Schwer-
punkt dieser Arbeit: In der ergodischen schnellen Dynamik wurde ein zu den Hannay-
winkeln analoger, glatt von den Anfangsbedingungen abhingender geometrischer Tempus
gefunden, der als eine Verschiebung einer zeitéhnlichen GréBe (Tempus) entlang einer ge-
nerischen Trajektorie interpretiert werden kann. '

95
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Fiir die langsamen Freiheitsgrade wurde gezeigt, daff sich die Wechselwirkung der schnel-
len und langsamen Freiheitsgrade in der langsamen Dynamik in Form einer effektiven
Born-Oppenheimer-Potentialkraft duflert. Der vielfach in der Literatur! behauptete geo-
metrische Magnetismus, tritt nicht auf; er entsteht, wie gezeigt wurde, durch fehlerhaften
Umgang mit der symplektischen Form.

Bei den Untersuchungen wurde von einem Hamiltonschen System mit % langsamen und
n schnellen Freiheitsgraden ausgegangen, die durch die kanonischen Koordinaten (P, Q)
bzw. (p, ¢) parametrisiert sind. Als Hamiltonfunktion wurde

H(P,Q,p,q) = Hi(P,Q) + Ha(p, 9, Q) (8.1)
benutzt, die die typische Born-Oppenheimer-Struktur besitzt.

Zundchst wurden Slow-Fast-Systeme mit integrablen schnellen Freiheitsgraden betrach-
tet. Im einzelnen wurden die nachstehenden Untersuchungen durchgefithrt und folgende
Ergebnisse erhalten:

¢ Damit die Bewegungsgleichungen des Slow-Fast-Systems die fiir die Anwendung des
klassischen Adiabatentheorems geeignete Struktur eines Multiphasensystems besit-
~ zen, wurden die schnellen Freiheitsgrade (p,q) bei {estgehaltenen langsamen Frei-
heitsgraden auf Winkel-Wirkungs-Koordinaten (7,6) transformiert. Diese Trans-
formation ist nichtkenonisch (in Bezug auf das Gesamtsystem). Bei der Aufstellung
der Bewegungsgleichungen in den neuen Koordinaten wurde deshalb der symplek-
tische Formalismus der Hamiltonschen Mechanik benutzt [K90]. Die schnellen Ko-
ordinaten (p, g) sind glatte Funktionen der Winkel-Wirkungs-Variablen (7,8) und

_ der langsamen Orte Q.

A T o
Anuf die so erhaltenen neuen Bewegungsgleichungen wurde das klassische Adiabaten-

‘theorem fiir Multiphasensysteme [N76] angewendet. Im adiabatischen Limes, d. h.

dem Limes unendiicher Zeitskalentrennung, kann die langsame von der schnellen

Dynamik separiert werden. Das langsame Teilsystem ist autonom und hingt nur

von den im adiabatischen Limes konstanten Wirkungen des schnellen Teilsystems

. ab. Die schnelle Dynamik ist nichtautonom und ermittelt sich durch Integration
~der schnellen Freiheitsgrade bei vorgegebener langsamer Bewegung.

L@

e Im adiabatischen Limes sind die Koordinaten (P, @) des langsamen Teilsystems
v kanonisch und die Dynamik wird durch die Hamiltonfunktion

H(PaQ) =HI(P3Q)+H2(I2Q)

. bestimmt, wobei die Wirkungen 7 von den Anfangsbedingungen des Gesamtsystems
. .abhingige adibatische Invarianten sind.. Die Wechselwirkung der schnellen und
. langsamen Freiheitsgrade &uert sich in der langsamen Dynamik ausschlieBlich in
. der Born-Oppenhe:mer Potentxalkraft : : '

a

aQHg(I Q)

- _1 [GT87, B89, K90, BR93=2, BRO3b]
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Weitere von den schnellen Freiheitsgraden ausgehende Kréfte treten nicht auf. Ins-
“besondere gibt es in klassischen Hamiltonschen Systemen keinen geometrischen Ma-
gnetismus, im Gegensatz zu den Aussagen fritherer Verdffentlichungen [GT87, B89,
K90, BR93a, BR93b], die im Rahmen dieser Arbeit diskutiert und widerlegt wur-
den.

e Die Dynamik der schnellen Freiheitsgrade wurde nur als Vorbereitung auf den er-
godischen Fall nochmals dargestellt. Sie ist in [H85] ausfiihrlich beschrieben.
Ist C : t — Q(2) eine Kurve, die die zeitliche Entwicklung der langsamen Konfigu-
* rationen wiedergibt, so kann das nichtautonome schrelle Teilsystem entlang dieser
-Kurve integriert werden. Die Wirkungen sind im adiabatischen Limes Konstanten
‘der Bewegung, wihrend sich die Winkelbewegung aus zwei Teilen zusammensetzt

1. Dem dynamischen Winkel
1
Mgy = [ w1, Q)
tp

der als Zeitintegral der instantanen Winkelgeschwindigkeiten w(I,Q) = 3—;%.2
vom exakten Zeitprogramm abhingt, mit dem die Kurve Q(t) durchlaufen
wird.

2. Dem geometrischen Winkel
{ 8a Aa An fa \
— Wt it S it
Abgeo = J[c 4@« Q.01 818Q, )I,Q ’

der von der Kurve C abhingt, die durch Q(t) parametrisiert wird, nicht aber
VOIIl Zeitprogramm’ mlt dam gie durchlaufen !Vi‘l:d_,

A LIl DAV s LIROARETRY

Beide Winkeldifferenzen sind fiir allgemeine nichtgeschlossene Kurven @Q(¢) von der

Waht der Winkelkoordinaten abhingig.

Fiir geschlossene Kurven @(t) jedoch sind sie von der Wahl der Koordinaten un-
.~abhingig. Der geometrische Winkel Af,,, wird in diesem Fall nach seinem Ent-
+ “decker Hannaywinkel genannt und beschreibt die Holonomie eines Zusammenhangs,

““den die adiabatische Dynamik auf dem Prinzipalbiindel der schnellen Freiheitsgrade

iber dem langsamen Konfigurationsraum erzeugt.

Fir klassische Slow-Fast-Systeme mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden wurden in
dieser Arbeit erstmals systematische Untersuchungen der adiabatischen Dynamik durch-
gefibrt. AN )

Die Frage nach Holonomieeffekten in nichtintegrablen klassischen Systemen konnte seit
der Entdeckung der Hannaywinkel fiir integrable Systeme nicht beantwortet werden.
Der einzige Versuch, einen solchen Effekt fiir nichtintegrable Systeme zu finden, wurde
vorn ROBBINS und BERRY [RB92] mit Hilfe eines semiklassischen Ubergangs aus der
Quantenmechanik fiir ergodische Systeme gemacht. Dieser indirekte Zugang wurde in
dieser Arbeit kritisiert und es wurde gezeigt, daB er keine Holonomieeffekte in klassi-
schen Systemen beschreibt. Auf [RB92] aufbauende Arbeiten von BERRY und ROBBINS

I=const.
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[BR93a, BR93b] behandeln ergodische Slow-Fast-Systeme, jedoch gelingt ihnen aufgrund
der falschen Ausgangsgleichungen keine Untersuchung innerhalb des Hamiltonschen For-
malismus. Sie gelangen zu unphysikalischen Ergebnissen, wie zum Beispiel einer ,deter-
ministischen Reibungskraft“ [BR93b).

Im einzelnen wurden folgende Untersuchungen fiir ergodische Slow-Fast-Systeme durch-
gefithrt und nachstehende Ergebnisse erhalten:

¢ Da sich die klassische Adiabatentheorie ergodischer Hamiltonscher Systeme von

o T. KAZUGA [K61] nur auf nichtautonome Systeme beschrinkt, bei denen keine
Riickwirkung der schnellen ergodischen Dynamik auf die der langsamen Parameter
mit einbezogen wird, mufite die bestehende Adiabatentheorie fiir die Anwendbarkeit
auf Slow-Fast-Systeme erweitert werden. Es wurde ein auf Slow-Fast-Systeme an-
wendbares erweitertes Adiabatentheorem sowie ein Mittelungssatz fiir Observable,
der bei der Herleitung geometrischer Effekte in der schnellen Dynamik bendtigt
wird, aufgestellt und im Anhang bewiesen. Das neue Adiabatentheorem besagt,
dafl das Phasenraumvolumen J = &;, das von der instantanen Energieschale des
schnellen Teilsystems eingeschlossen wird, im adiabatischen Limes erhalten bleibt
und da8 sich die langsamen Freiheitsgrade nach gemittelten Bewegungsgleichungen
entwickeln.

e Um die Separation der schnellen von der langsamen Dynamik eines Slow-Fast-
Systems mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden zu erreichen, ist eine Trans-
formation der schnellen Koordinaten (p,q) auf Koordinaten () notwendig, von
denen eine das adiabatisch erhaltene Phasenraumvolumen 7 = x; ist. Da es i. a.
selbst bei festgehaltenen langsamen Freiheitsgraden kein solches global definiertes
kanonisches Koordinatensystem gibt, wurden die Bewegungsgleichungen in geeig-
neten nichtkanonischen Koordinaten dargestellt. Dabel wurde der symplektische
Formalismus Hamiltonscher Systeme benutzt. In den neuen Koordinaten lautet die
Hamiltonfunktion

H(P,Q,r) = Hi(P,Q) + Hy(%1,Q) (8.2)

- und héngt nicht von den ibrigen Koordinaten (xg3,...,%2.) auf der Energieschale

. des schnellen Systems ab. Dennoch ist die Struktur der Bewegungsgleichungen auf-
.grund der nichtkanonischen Koordinaten sehr kompliziert. Die schnellen Koordina-
ten (p, ¢) sind glatte Funktionen der neuen x und der langsamen Konfigurationen

Q.

‘e Auf die neuen Bewegungsgleichungen wurde das erweiterte Adiabatentheorem fiir
~ ergodische Slow-Fast-Systeme angewendet. Die resultierende langsame Dynamik
hat im adiabatischen Limes folgende Eigenschaften: Sie ist ein autonomes, vom kon-
stanten (adiabatisch erhaltenen) Phasenraumvolumen abhingiges Hamiltonsches
.+ System mit kanonischen Koordinaten (P, Q), dessen Hamiltonfunktion wie in (8.2)

.- gegeben ist. Die Wechselwirkung der langsamen Freiheitsgrade mit den schnellen
- &_uﬁe__r‘i: sich in der langsamen Dynamik durch eine zusétzliche Potentialkraft

'—é"éHz(KhQ)a
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die analog zur Born-Oppenheimer-Potentialkraft in quantenmechanischen Syste-
men ist. Neben dieser Potentialkraft gibt es keine weiteren auf das langsame System
wirkenden Kréfte, die ihren Ursprung in der Wechselwirkung mit den schnellen Frei-
. heitsgraden haben. Insbesondere tritt kein geometrischer Magnetismus und keine
»deterministische Reibung® ([BR93b]) auf, im Gegensatz zu den Ergebnissen von
‘BERRY und ROBBINS in [BR93a, BRI3b)].

Die schnelle Dynamik 138t sich aufgrund der sensitiven Abhéngigkeit von den An-
fangsdaten nicht {iber lange Zeit vorausberechnen. Dennoch ist die Identifikation
eines Holonomieeffektes in der schnellen Dynamik moglich. Dieser wurde erstmals
berechnet, kann jedoch wegen der sensitiven Abhdngigkeit von den Anfangsdaten
nicht, wie im integrablen Fall, als Verschiebung des Endzustands auf der Energie-
schale interpretiert werden, da letzterer von allen Details der Bewegung abhingt.
Bei Kenntnis der Bewegung der langsamen Freiheitsgrade in Form einer durch die
Zeit parametrisierten Kurve C : ¢ — Q(t), gelingt jedoch folgende Konstruktion:

In Analogie zum integrablen Fall wurde die zur adiabatischen Invarianten, dem
Phasenraumvolumen J = &y, bei festgehaltenen langsamen Freiheitsgraden kano-
nisch konjugierte Gréfie untersucht. Diese ist, im Gegensatz zu den Winkeln im
integrablen Fall, nicht als Koordinate auf der Energieschale geeignet. Aufgrund
ihres zeitdhnlichen Charakters wurde sie als Tempus () bezeichnet.

Da der Tempus zum Phasenraumvolumen kanonisch konjugiert ist, muf} sein er-
stes Differential w?, eine 1-Form iiber dem Phasenraum, die lokale Bedingung fiir

.

kanonische Konjugiertheit
Vi=1,...,2n: w'(Zd&;) = 6u

erfiillen und kann aus dieser Bedingung berechnet werden. Die so berechnete 1-
Form w! wurde entlang der schnellen Trajektorie des Systems bei vorgegebener
langsamer Bewegung ((t) zum Tempus integriert. Nach dem Mittelungssatz fiir
Observablen konnte dieses Integral im adiabatischen Limes durch ein Integral diber

die gemittelte 1-Form (w!) ersetzt werden. Der so ermittelte Tempus setzt sich aus
zwei Teilen zusammen:

1. Dem dynamischen Tempus, der sich gem3af
4
Abgyn = j Wik, Q(F))dt!
to

ermittelt und die Zeit entlang der Trajektorie in Einheiten des zeitlich verander-
lichen Maflstabs w(#1, @(2)) = %Ljf mifit.

2. Dem geomeirischen Tempus, der durch

Je \ 0@ Ory Ok 0Qa frs.0

gegeben ist und nicht vom Zeitprogramm der langsamen Bewegung (}(t) ab-
hingt, sondern vollstindig durch die Kurve € und das adiabatisch konstante
&1 bestimmt ist.
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KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNG

Sowohl Afgy, als auch Abge, hingen nicht von der Wahl der Koordinaten auf der

Energieschale ab. Fiir nichtgeschlossene Kurven C hingen Abgyn und Ay, jedoch

von den Koordinaten auf der Tempusachse ab.

Fiir geschlossene Kurven (Zyklen) C verschwindet diese Abhingigkeit von der Ei-
chung des Tempus. Af,., beschreibt in diesem Fall die Holonomie des Zusam-
menhangs, der von der adiabatischen Dynamik auf dem Prinzipalbiindel, das die
Tempusachse iiber dem langsamen Konfigurationsraum aufspannt, erzeugt wird.

. Fiir 0-homotope Zyklen C kann der Stokes’sche Satz angewendet und der geometri-
. sche Tempus als Integral {iber eine vom Zyklus C berandeten Fliche A berechnet

. werden:

Aﬁgeo = 3;21.&{4 (dp Adg), o

. Dabeiist de = g%d@ . Der Integrand (dp A dg) ist analog zur Hannayschen 2-Form

. [H85].

Der geometrische Tempus ist ein mefbarer Holonomieeffekt in der ergodischen
schnellen Dynamik von Slow-Fast-Systemen. Seine Messung ist jedoch, im Ge-
gensatz zu der der Hannaywinkel im integrablen Fall, sehr viel aufwendiger, weil

‘dazu die schnelle Trajektorie iiber den gesamten Zeitraum der adiabatischen Bewe-

gung beobachtet werden muB. Dies liegt an der sensitiven Abhangigkeit von den
Anfangsdaten und ist daher prinzipieller Natur.




Anhang A

Integrable Systeme

A.1 Fine Identitdt

Der Term
[CiaBig — BiaCig

tritt in den Bewegungsgleichungen eines Slow-Fast-Systems mit integrablen schnellen
Freiheitsgraden auf {(Abschnitt 5.1). Im folgenden wird eine Identitét hergeieﬁ:e‘c die
diesen Ausdruck vereinfacht.

Nach Definition von B (5.12) und C (5.13) gilt (Summationskonvention)

[BisCia — BiaCig] S

Op: Og: _ Opx g | [ O B0y _ Omt Dt | _

10Qp 8; O8I 6Qp| 10Qa 06  00; 0Q4 )

[ Opi Oqx _ Opr Ogx | | Opt Bg: _ Op Oai

30, 8L, ~ 8L 6Q.| |5Q5 86; - 96;8Q

kel —_‘?ﬂ_a_q{__?ﬂa‘i’k apk 529: _ aqkapz 613; qu 3pk 3?!

31, 86; ~ 31, 06:| 0Q50Qs |81, 80; 0L 86:) 3Q59Qu

0pe 89 0qi0pi] Oar Op  [OpeOp _ OpiOps) Ogx Oqr

D1, 06; 05 06; | 6Qp0Q. | 0L 86; 0L 86| 9Qp8Qu ..
_ o Op Ope Oa

'_{ql:Qk} aQ aQa | { by q k} 3@ 3@0{

=0 _——ﬁkz
2 Oar 3?1 oo gk 39':

{‘ﬂa wcj BQ 6Qa \_”_V__/aqﬁ an

_S]k

_ | O Bqx _ Jpx 5%]
0Qx0¢p 905 0Qa

—
o=
et

pon——

= _Fo S (A.2)
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A.2 Mittelung von Cj,

Es wird gezeigt, daff Ci. iiber den n-Torus T%(I) gemittelt verschwindet. Dies ist die
notwendige Bedingung dafiir, dafl die Wirkungen 7 adiabatische Invarianten sind. Es ist;

Op Gg _Op bg
0Q.08; 99;0Q,

- (oo, ()~ (3 (ot

\

_ 0 1 O 1 .00 ( 8g
- @;(zﬂ-)nf Brge; ~ By Jf ¥ 5 (pBQa)

=0

(Cia)

o+

Jg 1 dq
= E%/dgzp'@:—ﬂa

wobei die letzte Gleichheit gilt, weil die partielle Ableitung nach @, bei festem I durch-
gefithrt wird. 0

A.3 Slow-Fast-Systeme und Hamiltonsches Variati-
cusprinzip

Betrachte das klassische System (5.2,5.3), fiir das die n schnellen Freiheitsgrade p, g auf in-
stantane Winkel-Wirkungs-Koordinaten transformiert werden. Die Wirkung einer durch
die Zeit parametrisierten Kurve im erweiterten Phasenraum lautet, ausgedriickt in den
neuen Koordinaten P, @, I und 4, - L -

#1) . . . S Py ' )
W= ft( o?.d’f‘ [pg__ﬂe-.ffl__(gg)—H?(I,:Q)— ( aQq)q,I (_(@,Q)Qa}, (A.3)

wobei § die Q-abhangige Erzeugendenfunktion der kanonischen Transformation vom Va-
riablensatz (p, q) nach (I,6) ist. Dabei wurde der.effektive schnelle Hamiltonian (4.47)
in das Wirkungsintegral eingesetzt, R - o

Das Hamiltonsche Variationsprinzip besagt nun, daf die Wirkung entlang den Tra-
jektorien des Systems fir feste Anfangs- und Endkonfigurationen (Q®,6©),:®) und
(QW, 81 (1) extremal ist, d. h. die erste Variation der Trajektorie verschwindet. Es ist

£#(1) I . . . .
0 = 6W = /(0) dt {5}9@ + P6Q + 810+ 166 — §Hy(P, Q) — 6Hy(I, Q)

95\ . . [8S\ .
~5 (= o A.
o(a% ) (1000~ (55,) (16,05, (A.4)
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Mit partieller Integration nach der Zeit in den Termen, die die Variation einer Zeitablei-
tung enthalten, folgt

#1 . . ..
0 = [ dt [5}3@ — PSQ + 616 — 160 — 6H\(P,Q) — 6Hy(I,Q)

J1(©) L
- (5@0)911— (1,8,Q)Qa + I [(é@;)w (1,8, Q)J 5@0] , (A.5)

so daf} die folgenden Bewegungsgleichungen resultieren (die partiellen Differentiationen,
bei denen nicht explizit spezifiziert wird, welche Variablen festgehalten werden, sind bei
festgehaltenen neuen Koordinaten zu bilden):

. _ oH, O0H, [0 [8s\ 8 [as\ ],
F = 7. a@ﬁ’{aczﬁ (aQa)q,; 9Q. (aQﬁ)q.JQﬁ

[ o

=Fop

_a_(_a_s) _5_(-3_5) __‘?_(35) _‘_9_(@_9_) 9
06; \ 0@ 9,131; 0Qs ol 0I; \ 8Q 9,1695 Qs ol g

)

+

=CiaB|'B"‘BiaCiB
5 (38 or |
+ a9; \6Qa)q‘1 oI (A.6)
s___—==zz{m..==/
: 0H,
Qa - aPa - (A'T)

. & {05 . '
b= 5 (550). (49
=

. OHy 8 (48§ :
b = 2T ar (6QQ)Q,IQ“’ (A.9)
=B;

denn nach Abschnitt 4.3.2 Gleichung (4.51) und (4.53) gilt:

o (088
ar; (aQa)g_I = Be

5 (S
96; (aga)q,, = G

Mit der Identitit aus Anhang A.l heben die beiden Terme proportional zu Qg in (A.6)
gerade auf, so da auch bei dieser alternativen Herleitung der Slow-Fast-Bewegungsglei-
-chungen kein geometrischer Magnetismus auftritt. Die Bewegungsgleichungen stimmen
mit (5.7,5.8, 5.9,5.10) iiberein.
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A.4 Transformationseigenschaften unter Umeichung

Es ist zu zeigen, daB sich T (5.42) unter einer Umeichung der Winkelkoordinaten gema8

00,1,Q)=0+6(1,Q) (A.10)
wie folgt transformiert:
s=m+ 2040, (A11)
= 30, )

Zunéchst wird gezeigt, daf (B ,a)l nicht von der Wahl der Koordinaten abhangt. Unter
der Koordinatentransformation (A 10) transformiert sich Bi,:

o dq \ {8p) }36
sz = Bsa'i‘[ag (61} \81; 989 3Qa

@)

. 80; [0p 8q  8p 8q] 86; 6,
+ Cjagt [ i (A.12)
oI, " 156,00, 06, 06;] 9Qu oL

@ @

Es bleibt zu zeigen, daB die Terme (1), (2) und (3) bei Mittelung iiber den n-Torus
verschwinden.

Der Term (1) in (A.12) ist eine Komponente der (n + 1)-Form

ran {8g\ {0p\ 8a] 84;
(60; \o1:); ~\3L ) 03, | 32.
iiber die das n-dimensionale Integral {iber den Torus ausgefithrt wird. Das n-dimensionale

Volumenelement fiir die Mittelung auf dem Torus bei festem € und 7 transformiert sich
gemal

—2dQ, Addy A...Adb,, (A.13)

46y A...Ad8, =dd A...AdE,. (A.14)
Ferner folgt aus (A.10) fiir die Differentiale der Winkel
5 Oby,
do; ~dQo -+ db; Al
8@@ Q + ) ( 5)

wobei wegen der adiabatischen Erhaltung von 7 die Abhingigkeit von I weggelassen
wurde.}

Durch Einsetzen von (A.15) in (A.13) und Benutzung von (A.14) gilt dann
[33’ (84) (6p) 8q] 99 40, Adbs A...Add,
§

8d; \ oI 0L J; 86; | 8Q.
__,s,-j
= 6;d0; AdSy A...AdD, ~8;d8; Add: AL AdD, =0, (A.16)
(:o (—2_-;0

" 1Djes ist erlaubt, da das Differential nur auf Tangentialvektoren des Phasenraums wirkt, die keine
-Komponente in [-Richtung besitzen. Es ist daher df;(v) = 0 fiir alle Tangentialvektoren v an eine
. Trajektorie.
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wobei die Gleichheiten (1) und (2) wegen des doppelten Vorkommens von df; bzw. aé;
gelten.

Der Term (2) verschwindet, da —l = 83;_' nicht von § abhingt, so daB

., 0; - 800,
< -8—> (C_,-a)I,Q =0 (A.17)

da (C’ia> nach Anhang A.2 identisch verschwindet.

Der Term (3) verschwindet, weil

wegen der kanonischen Eigenschaft der (p, ¢) und (8, I} bei festgehaltenen (P, }) identisch
verschwindet.

Somit ist {B;,) invariant unter Eichtransformationen der Form (A.10). Nach (A.15) gilt
nun insbesondere
06y,

8Qa

was zu bewelsen war. O

w=w

dQa, (A.18)

Die Unabhingigkeit der Hannayschen 2-Form von der Wahl der Winkelkoordinaten (Ei-
chung) kann wie folgt gezeigt werden: Betrachte die Terme

Op Jdq
&)

die sich durch die Winkeltransformation (A.10) gemiB

(), (), = (), (), (2. sm

Q Qs 8Qa/5\0Qs/); \0Qa);80;0Q4
—(1)

ap(ag) 84, +§p5q 848; 8b;

0Qs/); 0Qx ~ 4; 08; 8Qx Qs
-(2) -(3}

(A.20)

transformieren. Sie sind die Komponenten der {n 4+ 2)-Form, die, tiber den n-Torus
integriert, zu der gesuchten 2-Form wird. Fiir den Term (1) gilt zum Beispiel:

/f a.\ A a@
1% cq J PR
2 274G, Ad A dd A dé, A.Z1
(aQQI)e 893 a@ﬁ Q Qﬁ 1 k J
/ Bp) Oq R R .
= —=dQ, A 1d6; —db; | AdE, A...AdB, = O (A.22
Ka@a i 693 Q l 7 .?] 1 v g { )

=0 S

T=const,
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Dabei wurden, wie oben, (A.14) und (A.15) benutzt. Die anderen Terme (2) und (3)
verschwinden aus &hnlichem Grund, so da8

%) (2 (&) (&) A
(50), (55)), 22 00 (), (a5, o e e A

fiir beliebige Eichtransformationen der Form (A.10) gilt.

Die Hannaysche 2-Form hat somit die eichinvariante Form

~ /{ 8p ) ﬁ_
W(I,0Q) = (( ) ( 8%)9),,@ 4Q, A dQ, (4.24)

was zu beweisen war.




B.1 Eine Identitat

Unter Verwendung der Definitionen (7.7), (7.8) und (7.9) fiir ¥, B bzw. C wird der Term

2n z
- E)'Eijkzlg...kninciacjﬂ il Bui, (B.1)
r=2
ausgewertet, wobei D) wie in (7.14) definiert wird. Dabei wird folgende Summationskon-
vention benutzt: Uber zwei gleiche romische, griechische bzw. gotische Indizes wird von

1 bis 2, 1 bis k bzw. 1 bis n summiert. Es gilt

n
Eistalyhnin CiaCig 11 Bruty

p=2
Ta. - - P I o o
= Eini dpm Opr 8am Oy _ 8pm Bq1 qm Bpg
HR2i2.Eetn 3@0 an 6&,‘ 3;93- GQQ 8@3 5&,‘ 3Kj

Oy %30‘{ +2€%§E 6(}5 apm%] ‘111?3
30, 805 Or: D, T 00 Qs On; O] i
. _9pm Oqr Oqm Opi | Ogr Opm OpiOam 7, ,
ikheknln | T80 8Qp Ok Ox;  8Qa0Qp Orj Ori| 5 7
2) ) Opm Oqr  Oq; Opm| Gqm Opy

= —Eiikalgenin [aQa 50, - 80,90, | B Or; E By,

i 3Pm 3({:‘& an Opm dqm apm 6qm 6pm N

—= _ ~ 3 1T B,

2 xz_-% [3Qa 0Qp  0Qa 5Qﬁ] Sidkalyholn ¥l: Ok; Ok;  Ok; Ok; L B,
=—Bi;

-
[
—

Il

—
[ M]
s

I

y=2

s

1 1
2% n o | o
wobei Gleichheit (1) gilt, da der e-Tensor im ersten und letzten Term mit zwei identi-
schen Vektoren %‘iﬂ_ bzw. %%“‘-_— kontrahiert wird. Gleichheit (2) folgt mit Vertauschung der
Summationsindizes m und [ bzw. ¢ und j im zweiten Term. Fir (B.1) folgt

D,

2n ' L nl . 1
- ‘D"sz’jkgig...knlnciacjﬂ T B, = “b_é‘Faﬁ . ;D = —TLap (B.2)
v=2

107

I=const.
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B.2 Kanonischer Isomorphismus des schnellen Teil-
systems fiir () = const.

Bei der Konstruktion der zum adiabatisch invarianten Phasenraumvolumen kanonisch
konjugierten Grofie in Abschnitt 7.3 wird die Inverse der symplektischen Matrix B des
schnellen Teilsystems ben6tigt. Diese ist durch

2n z
I = = Eiikalz-knln 1B, (B.3)

ve=2

gegeben, was im folgenden bewiesen wird. Betrachte dazu den folgenden Ausdruck:

n
Bri€iikgtpknln 11 Bty (B.4)
v=2
Zundchst wird gezeigt, daB (B.4) verschwindet, falls j # m ist: Angenommen (B.4)
verschwinde nicht fiir j # m. Da B antisymmetrisch ist, mu m von ¢ verschieden sein.

Daher mufl m einen Wert in der Menge {k2,l2,...,kn, .} annehmen. O. B. d. A, sei
m = ky. Dann ist (iiber geklammerte Indizes wird nicht summiert!)

r 71
By Bm)iEijim)lainin 11 Bty = = Bm)iBimynClai(myibaln L1 Bruh
v=3 v=3

= =By Bm)iEiimyisknin 1} Brolys

v=3

d. h. der Term gleich seinem Negativen, was im Widerspruch zur Annahme steht, dafl
(B.4) nicht verschwindet.

Sei jetzt m = 7. Dann ist

2n n

- fD-E;(m)szz..._&ni,,B(mﬁﬁBk,,z, =1, (B.5)
v=2
da D = epty. kot ey Brot, - S o O
B.3 Zeitabhéngigkeit von ¢
Der Tempus 8(t, PO}, Q0 £ ) ¢} ist in Kapitel 7.3 als das Zeitintegral
b= J[ dt Bk (B.6)

definiert. Betrachte im folgenden den Integranden, der sich so umformen 138t, dal 4 in
elnen dvnam_zschen und einen ﬂeometrlsch en Teil 7 ¥
_fc, gﬂt ' ' '

n [ OH OH ]

Byk; = -5 l@_@ + CjaEP—aJ Eijkglg...knlnBligkalv
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on 0H
= ——55"—%1:212 & InBleBk,,I,,
v=2
2n oH .
Ogc.'aP Eiskalz.. anthHBkyl,,; . (B.7)
y=2 .

wobei sich der erste Term in (B.7) geméB

2n 0H 0H

i By; B8
DE 1kols.. anﬁVI—I;Bn—yl 1 8K1 8?51 ( )
=[Bt1}il
0H oH
vereinfacht, da —— o = on 92 6. 1m folgenden kénnen rémische, griechische bzw. gotische
K1

Indizes Werte gwischen 1 und 2n, 1 und k bzw. 1 und n annehmen. Unter Benutzung
der Summationskonvention ergibt der zweite Term

In oH n
— 5 Ciagp_ Ciftatz-nkninBri I1 Bk
o p=2
2n Opm Ogm  Opm Oqm | [ Op Ogt _ Op; B4y OH

= T Giklaknln {an 9k;  Ok; 8@0,] [aﬁzl Or; O 8&1} 118 kb gp
_2n Opm Oqm Op; 8qr  Opm Ogm Opg Ogt

= Tp Skl [BQQE"&ZB‘Z ~ Br; 0Qq Ok Ok:

_ Ope Bgwm Oy By N Hpm Ogm Opy Ogr| = B, 8H
30, Or; i By | On; BGa Ori Or | gy 8P

2n & Op; Ogqm Opm Og; | Opm Ogy Oqm Opy OH

= D A Fidkalakals [351 8Q, Or; O + 8Q. Ok Ox; an,} I1Bsr, dP,

=1 =2

_ [ Jpm Ogm aPmBQm] 0H

T Bk 8Qs  0Qu Ok1| OFa
0H
= Ciagp, 8P,
so dafl unmittelbar oH
Buik; = w(ky, @) + Cmgf; (B.9)
folgt. : .0

B.4 Koordinatenunabhingigkeit des geometrischen
Tempus | "

Tn diesem Abschnitt wird geze1gt, daB der geometnsche Tempus (7. 34) in Abschmtt 7.3
nicht von der Wahi der Koordinaten &; (¢ = 2,...,2r) abhingt.

Dazu werden allgemeine Koordinatentra.nsforma,tion T der Form

. n 1) i AT 2 Am
T : MPXMQHMPXMQ
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T {n,-—x»k,—(ﬁ:,@), (t=2,...,2n)

Ky — Ry = K

betrachtet. Es ist nun

Bq 2r—1 g OFk; . _—
(aQa)~ ( Q)d Kud@a +p( ) (a@a) (ﬁ‘, )d . Kan (B].O)

Ausfiihrlich geschrieben ist der zweite Term in (B.10)

p(aas,-) (ggg) F(R, Q)R A ... Adisn, /\d@a_"'_ '  '”(B_.n_)

Die Umrechnung der {2n — 1)-dimensionalen Volumenelemente erfolgt bel festem @ und
K1, so daf

p(fi Q)dzn—lﬁ = det (M) ( Q)dzn—l ﬁ(l‘%, Q)d2n—1%

a(ﬁz, K'Zn)

ist (siche Abschnitt 7.1 (74)) Mit Hilfe von

O%; Ok; :
= * ubld . =92 ... 12
dﬁ: (BQQ)K an + (chj )Q de 3 (33.7 2: ,27’2.) | (B )

(%1 konstant) 148t sich (B.11) wie folgt umschreiben;

p(_a;) (ﬁ_) F(R,Q)dkz A... A dRsy AdQy =

aﬁ'i o ao.r_v
A £ g hY R
g\ .. - . -
P g p(!‘ﬂ, Q)Eifﬁg AL A dﬁlgn A dfi;‘—
Og OF;
- dig A...Adkaa Adg; B.13
(8,0 e i,
@y
wobei die Gleichheiten (1) und (2) wegen des doppelten Vorkommens von d&; baw. dx;
gelten. a
Der gemittelte Term .
. p \ 1
(p) . (B.14)
\ Q& /"1 &
hat iiber dem langsamen Konfigurationsraum M§ 1-Form-Charakter und ist unabhingig
von der Wahl der x-Koordinaten. Sein fuBeres Differential ist die geschlossene 2-Form
{(dp Adg), o (B.15)

_ither M‘é
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Adiabatentheorie ergodischer
autonomer Slow-Fast-Systeme

C.} Beweis des Adiabatentheorems

In diesem Abschnitt wird das Adiabatentheorem von T. KAZUGA [K61], das nur fiir nicht-
autonome Systeme bewiesen wurde, so erweitert, dafl es auf autonome Slow-Fast-Systeme
anwendbar ist. Dazu wird ein Slow-Fast-System mit ergodischen schnellen Freiheitsgra
den betrachtet, das wie in Abschnitt 4.2 und 4.4 definiert ist. A

Dieser Anhang ist sehr eng an die Herleitung des Adiabatentheorems in [K61} angelehnt
und, wie [K61], in drei Teile unterteilt. An einigen Stellen des Beweises von KAZUGA
sind Erweiterungen notwendig, deren Grundideen aus der Adiabatentheorie integrabler
Systeme stammen [GKM89]. Im ersten Teil wird ausschlieBlich die autonome Hamil-
tonsche Bewegung der schnellen Freiheitsgrade bei festgehaltenen langsamen Freiheits-
graden {P,Q) untersucht. Neben einigen Definitionen wird eine notwendige Bedingung
fiir die adiabatische Invarianz des Phasenraumvolumens J hergeleitet. Der zweite Teil
umfaBt die Ergodentheorie des schnellen Teilsystems, und es wird eine wichtige funk-
tionentheoretische Naherungsmethode hergelatet die im dntten Tell benn Bewels des

Adiabatentheorems von grofiler Bedeutung ist.

Teil I:

g ben sei ein Hamiltonsches System (w?, H,) mit kanonischer symplektischer 2-Form

nian Hy(p,q, @), der auf einer Menge MP X M2 X MQ (M" X M7 C R"x R ein-
fach zusammenhingend, offen und beschrankt) zwelmai stetig amerenmelbm 1st d h

Hy € CH(Mz x My x MB).

111

= dp Adg. und einem von duferen Parametern @ € M§ abha.ngenden Hamilto- -
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Ferner wird vorausgesetzt, dafl iiberall in einer offenen Menge K C M2 x M x M§

o [ (0H,\’ aﬂﬂz .

é{(é‘pé) +(34=' }#0 (€1
gilt, so daB fiir alle Q € M in Ko := {(p,9)|(p,9,Q) € K} kein lokales Extremum
von Hp bzgl. (p,q) existiert (eine exakte Definition von K und Kg wird weiter unten
gegeben). Das Hamiltonsche Vektorfeld hat somit in X keine Singularitdten. Wegen
der vorausgesetzten Beschranktheit des Teilphasenraums Mg x M7 und der zweimaligen
Differenzierbarkeit von H; beziiglich p und ¢ besitzen die glatten Hyperflichen konstanter
Energie Sz g, definiert durch : v

Seq = {(p,q) € Ko|Ha(p,4,Q) = E,Q € Mé}_,

keinen Rand (SSE,Q. = 0) und bilden daher selber den Rand einer 2n-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit Iz,q := {(p,q) € Ko|H:(p,¢,Q) < E,Q € ME} (See = 6Ig0)
von M7 x M?, deren Volumen gegeben ist durch

J(,q, Q)= | d"pdq. (C.2)
Ipg
Dabei wurde o. B. d. A. angenommen, daff die Energie der von der Energieschale einge-
schlossenen Punkte (p, ¢) kleiner ist als die Energie E. Im folgenden wird die Menge Sg o
als zusammenhéngend vorausgesetzt. Ansonsten betrachte man jeweils nur eine Zusam-
menhangskomponente von Sggo. Fiir jedes Q € M}é wird die Existenz eines Intervalls
Vo :={E|Eg < E < E\} mit —0 £ Eg < B < +oo vorausgesetzt, so da Sgg,
wie oben definiert, existiert, und Kg = Uger, Se@. Damit ist K := {(p,¢,Q)|Q €
Méa_(?s?) € KQ}' ‘ o .

Die Punktmenge A := {(E,Q)|Q € M}, E € Tp) 7

ist offen. Das Volumen der Menge Iz ¢ als Funktion 7 J(E ’Q)
der Energie £ und der Koordinate @ ist analog zu Q 7
(C.2) definlert und mit J(E, @) bezeichnet, so daf '
J € CYA) und &£ > 0 fiir alle (E,Q) € A. Mit
Jq = limg.g, J(E,Q), Jg = limg_5, J(E,Q)
kann J(E, Q) auf A eindeutig nach E aufgeldst wer-  Jo
den, und £ = €(7,Q) € CY(A') mit ££ > 0 auf A’ I E
(A ={(T,QNQeM,To < T <T4})-
Wegen (C.2) folgt fir F(p, ¢, Q) = T (Ha(p,0,Q), Q) € CY(K)
Ay 2 sy 23
= (oJ oJ
V(pg, Q)€ K : Z{(g"\ + (—5'7\ ; # 0. (C.3)
i=1 | \YF } \ UG } J
J legt somit eindeutig eine Energiehyperschale Sp,o fest und kann anstelle der Ener-
gic zur Charakterisierung von Sgg verwendet werden. Die Energiehyperschalen Sg,o
stratifizieren Kg wie eine Zwiebel (siche Abbildung 4.3 in Abschnitt 4.4.1).
" 1Dieses Argument gilt nur, wenn die Homologiegruppe von MG x MY trivial ist. Fiir einfach zusam-

menhingendes MG x MY ist dies der Fall.
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Im weiteren wird angenommen, es existierten zwei Zahlen J7" und j; unabhingig von
Q, so da8 fiir alle Q € M} Jo < Iy < Jy < J§ gilt.

Es 'Wird definiert fiir Q € Mé und J, 5, T2 € (TF, T3 ):

e 5(7,Q) = Sezaye = {(p9) € KolJ(p,4,Q) = T}
o I(J,Q) = Iys0)00
o I{J1, 72, Q) = {(p,q) € Ko|Th < T (9,4,Q) < T2}

Ferner sei fiir alle @ € M§ und J7 < J < J5:

o G :=I1(J7, 75, Q)

G :={(P,Q)|P e M%,Q € M} C R*

D :={(P,Q,p,q) € M|P € M}, Q € M§,(p,q) € Go}
Dy :={(p,4,Q) € K|Q € M}, (p,2) € Go}

Dy(T7) = {(p, 9, Q)iQ € M5, (p,q) € /T, @)}

W(J) = {(p,¢,Q) € K|Q € M§,(p,q) € S(J,Q)}

L]

@

@

]

L]

D, D; und Dy(J) sind offen, D, Dy(7), W(J) und D kompakt fiir alle Jy* < J < J3,
und Dy(T) = Do(T)UW(T), D2 = D, UW(TT) UW(T5).

Lemma C.1 ([K61]) Es ezistiert ein eindeutiges Mafimy g auf den Borelmengen jeder
Energieschale 5(7,Q) (Q € M, 7 < T < TJ5), so def

2 fpg)dpdg = j f(p,g)dmys0

8T Jugza@’ sz ’

fir alle f(p,q) € Co(Gg).> Die Vervollstindigung von myq sei wieder mit my,q be-
nannt. Dann ist jede auf Gg integrable Funktion f(p,q) auch integrabel auf dem Mafiraum

(S(T,Q),mg) fir fast alle 7 < T < Jy und
] d ¥
jg o) f(p,g)dmyg
ist integrabel nach J im Intervall (J7,J,) mit

[ f(p.g)dpdg = [ d d

Ingzaza” PP J{:T; ([5(:}',@) flp:q)dmzg J 47

Ferner
dm = 1. C.4

L=

2Cq(A) ist die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger auf A.
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Dieses Lemma kann ohne Anderung aus {K61] fibernommen werden. o

Nach diesen einfiihrenden Definitionen wird der folgende Satz bewiesen, der besagt, daff
die Anderung des Phasenraumvolumens 7 als Funktion der Parameter Q im Mittel iiber
die Energieschale verschwindet. Dies ist eine notwendige Bedingung fiir die adiabatische
Invarianz von J und eine wichtige Voraussetzung fiir die in Teil II und III gemachten
Abschétzungen (siche Lemma C.7 und Beweis von Lemma C.8).

Satz C.1 Firale JF < J < J; und alle Q € M’é gilt
8J
—(p,q,Q)d =0.
/’;w,@) 30 (p,9,Q)dmz0

Beweis: Sei o(J) eine stetige Funktion mit kompaktem Triger im Intervall {77, 7;),
d. h. o(J) € Co[(T5, T5)). Setzte

T3

VI < T <TG o) = [ e(dhag.

Dann ist g(J) € C[(J5,J7), 1% = ¢(J), und wegen der Kompaktheit des Tragers
von ¢(J) existieren zwei Zahlen Jy, Jo mit J7 < Jy < J2 < J5, so da8 g(J) = 0
fir o < J < J5 und ¢(J) = g(R) fir J7 < J £ Jr. Die Funktion f(p,q,Q) auf
R x R™ x G sei definiert durch '

( 9(J(p,q,Q)) fir (p,¢,Q) € Dy
flp,e,@):={ 0 fir R" x R" x G\ Do(J5) -

a(J) fir Dy(Jy)

f(p,g,Q) € CHR" x R" x () verschwindet fiir hinreichend grofie |p|® + l¢|%. Nach
Lemma C.1 folgt mit den obigen Definitionen von g(.7) und f(p,q, Q) fiir alle @ € Mé:

f o ~ 1 s f s v f P
dpd = y dpd Jildpa
Sz T \Pr 0, QJapag qu g{J(p.q,Q))dpdg +JII(J,1°’Q)9(J1) pdq
Q % > ..
D [ [y 10 Dimrg ) & +7; - 5()
js
D [¥ )47 + 57 ol (©)
wobel die Gleichheit (1) wegen Lemma C.1 und die Gleichheit (2) wegen (C.4) folgt. Es
ist fiir alle Q) € Mé
%,
[ on (0,0, Q)dpdg =0, (C.6)

%Jﬁzn
da (C.5) nicht von @ abhingt. Andererseits ist auch nach Lemma C.1 fiir alle Q € M}

g g (@0 Qdpde = [ o5 f(ma, Qg

7
el

—
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_ (% 99, 4 87
B /:r (/s(:r,e) BJ(j(p’q’Q))anmm) 47

7 d aJ
./J; uT‘g? (j;(f,@) Eédm“‘?) 7

7; 07
/ > #(J) ([9(3‘,@) @de’Q) d

fiir alle Testfunktionen @(J) € Co[(J7,J7)). Mit (C.6) folgt unmittelbar die Behaup-
fung. g

Teil 1I:

In diesem Teil werden, in Analogie zu Teil II von [K61], die ergodischen Eigenschaften
des schnellen Teilsystems bei festgehaltenen (P, Q) € G untersucht. Ferner werden ei-
nige funktionentheoretische Aussagen gemacht, die fiir die Abschitzungen in Teil III von
grofler Bedeutung sind. Einige Sitze in diesem Abschnitt werden ohne Beweis gegeben,
da sie aus [K61] ohne Anderung iibernommen werden kénnen.

Def. C.1 (FluB, Invarianz, Ergedizitit [K61])

FEine einparametrige Gruppe {®:| — co < t < oo} von Diffeomorphismen ®, heifit Flub
auf dem Maflreum (X, m). Eine mefbere Funktion f(€) (£ € X) heifi invariant (strikt
invariant) unter dem Fluf @, folls

F(®:(8)) = f(&)

fast dberall auf (Gberall auf) X gilt (t € R). Fin maferhaltender Fluff @, auf (X, m) heifit
ergodisch (im Sinne von J. V. NEUMANN) dann und nur denn, wenn alle invarianien
Funktionen auf (X, m) fast ¢berall konstant sind. '

Falls ®; mefbar und maferhaltend ist, existiert eine einparametrige Gruppe {U]| — oo <
t < oo} von unitiren Transformationen auf den quadratintegrablen Funktionen L*(X,m),
so dafd

Vi€ LA(X,m), V¢ € X : (Usf)E) = F(2:(8))-

U, ist als Funktion von t stark stetig (im Sinne der ||-||-Topologie).

Betrachte nun das Hamiltonsche System

§H, GH,
=2 =22 (C.7
D 5 =% (C.7)

mit Hy(p,q, @) wie in Teil I definiert und (p,¢,Q) € K. Dann existieren die Losun-
gen p(¢, 29, ¢, Q), ¢(¢,p'9, 49, Q) fiir alle festen @ € M, alle Anfangsbedingungen
(p®, ¢®) € G und alle Zeiten t € R. Ferner liegt die ganze Bahn auf der Energieschale
S(T,Q), falls (p®, ¢®) € 5(J,Q), da H ein Integral der Bewegung ist (Q fest). Daher
bildet das Hamiltonsche System einen meBbaren und mafierhaltenden Fluf @EQ) fiir alle
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@ € M} (maBerhaltend wegen des Satzes von Liouville). Da dieser Fluf jede Ener-
gieschale S(7,Q) (J € (J7, 7)) diffeomorph auf sich abbildet, kann man einen Fluf

o7 .= {I’E;%)( 7.0) auf S(J,Q) definieren, der auf S(J,Q) mit &{?) iibereinstimmt.

@ﬁm’ wirkt dann auf dem MaBraum (S(J,Q),ms0).

Lemma C.Z2 Der Fluf @,Ej’g) ist auf (S(T,Q), mygo) mefbar und maferhaltend fir alle
Q € M§ und J € [J7, J5] [K61).

Ferner kann ein meBbarer und maferhaltender Filufl @, auf D durch die Vorschrift
(P,Q,09, ¢ - (P,Q,p(t, 7', ¢, @), ¢(t, 1, ¢, Q))

definiert werden.

Satz C.2 Fir jedes feste Q € Mé, sind die folgenden zwei Aussagen dquivelent (analog
zu [K61]):

1. Jede unter @EQ) invariante Funktion f definiert auf Gg ist dquivalent (im Sinne von
Lebesgue)} einer Funktion o(Ha(p, g, Q)), wobei @(E) eine mefibare Funktion von E
auf dem Intervall (E(T7,Q),E(T5,Q)) ist.

2. Der Flufl CI’,EJ’Q) auf dem Mofraum (S(J,Q), msg) ist ergodisch fir fast alle J €

(4’* T
Jisdg j-

Beweis: [K61] . =

afl Aussage 1. von Satz C.2 fir fast alle Q € M}

[= W

Es sel im folgenden vorausgesetzt,
erfiillt ist. Ebenso wie eine Funktion (F) existiert, so daf sich jede invariante Funktion f
des Hamiltonschen Flusses durch ¢{ Hz(p, g, @)) ausdriicken 138t, so existiert auch eine auf
(J7,J5) meBbare Funktion ¥(7) (J € (J7, J5)), so daB f iquivalent zu ¥(J(p,q,Q))
ist.

Sei nun v : G — T(M§) ein beliebiges C'-Vektorfeld.

Lemma C.8 Sei f € L*(D) ®y-invariant, dann gilt:

(r

d. h. invariante L2(D)-Funktionen stehen senkrecht auf j—g(p,q,Q)v(P, Q).

87 E— g
5@*?}) = j;)f(P,Q,p, q)@(p,q,Q)v(P, Q)dpdgdPdQ =0,

Beweis: O. B. d. A. kann angenommen werden, daB f(P,Q,p,q) eine strickt invariante
JFunktion den Flusses @, ist. Dann ist f(P, @, p, ¢) fiir fast alle (P, Q) € G eine invariante
_:Funk‘tion von (p,q) € Gg unter dem FluB @iQ), so daB f(P,@,p,q) dquivalent einer
Funktion 9po(7 (P, Q,p,q)) ist, wobei ¥po(J) eine mefibare Funktion von J auf dem

Intervall (77, J7) ist.
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Somit folgt
_a7
j_; T5g¢ dpdadPdQ
= ](/ 7§t7-vdpdq) dPdQ
= [ [[7 ([, o e eg dmm) da] 4P dQ

; oJ
= '[GU(P,Q)[/J; vra(J) ([S(m) anmJQ)de]deQ =0
=0

nach Lemma C.1 und Satz C.1. =

Betrachte jetzt die zum Flufl &, gehérige, einparametrige unitire Operatorgruppe s, die
wie in Def. C.1 definiert ist. Nach dem Satz von Stone (siche zum Beispiel [W76]) existiert
ein im L?(D) dicht definierter, selbstadjungierter Operator A, so daff I; = ¢*4! im Sinne
einer Reihenentwicklung ist.® A heiBt dann der infinitesimale Generator von U, und sein
Definitions- bzw. Wertebereich sei mit D(A) bzw. R(A) bezeichnet. Eine Funktion f sei
auf dem Inneren von D einmal stetig differenzierbar und habe einen kompakten Trager
d. h. f € C}{D). Esist C§(D) C L¥(D) und C3(D) C CY{D).

Lemma C.4 Fir dlle f € CY}{D) gilt: f € D(A) und

Af = ""i{fa H2} = i{H% f}’

wobei {-,-} die Poissonklammer ist [K61].

Beweis: Durch bilden der zeitlichen Ableitung bei ¢ = 0 von ¥4 f und Emsetzen von (C.7)
folgt unmittelbar die Behauptung. : G

Lemma C.5 Sei L ein selbstadjungierter Operator euf einem abstrakien Hilbertraum H
und {Vi| —oo <t < oo} sei eine stark stetige einparametrige unitire Gruppe mit V; = ¢'*t
auf H. Sei K = {f € H|f € D(L),Lf = 0} der Kern des Operators L. Dann ist K
ein abgeschlossener Unterraum von H, Sei K* das orthogonale Komplement von K in
H. Sei W ein linearer nicht notwendig abgeschlossener Unterraum von H, der unter
dem Fluf V; invariant ist, d. h. (W) =W fir alle t € R. Sei ferner W C D(L) und
W = H. Dann ist L{(W) = K+ [K61]. S

- 3?_._{_ierbei wurde die starke Stetigkeit von 2, benutz, denn fiir A muB Eelten
l Utf f_ 10

sy
i

0
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Beweis: Siehe [K61]. =
Die Menge N der unter I; invarianten Funktionen f € L%(D) ist

Ni={f € LXD)|f =thf,~co <t <o} ={f € D(A)|Af =0},
wobei die Gleichheit zum letzten Ausdruck am leichtesten an der Spektraldarstellung von

Uy und A zu sehen ist. N ist ein abgeschlossener Unterraum des LA D).

Lemma C.6 A[C3(D)], das Bild von C}{D) unter A, ist eine dichie Untermenge des
orthogonalen Komplements N+ von N [K61].

Beweis: Es ist C3(D) dicht in L*(D) und Cl(D) C D(A) nach Lemma C.4. Ferner ist
C3(D) invariant unter I (¢t € R), da D invariant unter dem diffeomorphen Flu &, ist.
Damit kann Lemma C.5 angewendet werden und es folgt unmittelbar die Behauptung

[K61). - O
Lemma C.7 Fir alle ¢ > 0, ezistiert eine Funktion f7{P,Q,p,q) € CL(D), so dafl

<€

Q‘U

”{Hz,fz} -

Beweis: Nach Lemma C.3 steht & v € L*(D) auf den invarianten Funktionen senkrecht,
d. h. a‘jv € N1. Da A[CY(D)] nach Lemma C.6 in N+ dicht liegt, gibt es zu jedem € > 0
eine Funktlon % € CHD), so daB

0T
Afl, — vl <e
- 527,
Setzt man fy = if7, so folgt die Behauptung mit Lemma C.4, da Afy = i{H,, f7} fiir
f7 € C3(D) [K61]. -

Die Ersetzung des Terms -g-‘ifu durch eine Poissonklammmer glatter Funktionen f7 ist im
allgemeinen nicht moglich. Es gelingt aber eine Approximation durch eine Poissonklam-
mer mit fy € C}(D) im Sinne der L*(D)-Norm, die durch Lemma C.7 garantiert wird.
Dieser mathematische , Trick“ erweist sich auch in der Adlabatentheone von: Multzpha—
sensystemen als sehr niitzlich [N76, GKMSQ] o S

Teil I1I:

F‘q Wﬁ‘d 1171 *Fn]frpnripn prn antonomes q}ow_ﬁ‘nef sttem bn Iachvet, da’u ‘x'rie in Abschnitt 4.9

g wrlw iy

- definiert ist. D1e Bewegungsgleichungen lauten

P oH oH, dQ _oH
dr - aQ (P!Q) 5@ (p! 4, Q) dr - ap (P? Q): (CS)
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dp 16H2 dg 10H,
' Q), —=-— Q C.9
d.'T' 6 aq (p?q9 ) dT £ 3p (P$QJ )! ( )

und werden auf dem Phasenraum D betrachtet, wobei Hy € C*(G), und Ha(p,q,Q) €
C*(Mz x M2 x M¥) Eigenschaften wie in Teil T besitzt. Die Zeit wurde geméB 7 = et
(t t echte Ze1t) um den adiabatischen Kleinheitsparameter ¢ umskaliert, und die Trennung
der Zeitskalen kinstlich vorgegeben.

Der Kiirze halber werden die Elemente von G = M% x M§ mit J := (P, Q) und die
Hamiltonschen Vektorfelder der langsamen Freiheitsgrade mit v : D — T'(G) bezeichnet.

Es ist dann ~ZL(P,Q) - 4 (p, 9, Q)
v(P,Q,p,q) == _@&(p Q) L

(C.10)

wobei das Vektorfeld der langsamen Orte @ nichi von den schnellen (p, ¢) abhingt.

Wihlt man Anfangswerte (J©,p®,¢@) € D, so gibt es eine eindeutige Lésung von
(C.8,C.9) in D, die durch den Anfangswert (J(0, (), ¢} € D bei 7 = 7@ ¢ [a, b] geht.
Diese wird so weit wie moglich in beide Richtungen von 7 fortgesetzt bis maximal zu den
betrachteten Zeitintervallgrenzen a und b. Die Bahn zum Anfangswert (J(©, p® ¢} ¢
D und & > 0 wird mit J(7) = J(r, JO,p©), ¢ 70 &) p(r) = p(r, JO, p® ¢ ) ¢},
g(t) = g(r,JO, p0 ¢©@ 7 ¢) bezeichnet, und existiert entweder auf einem offenen,
halboffenen oder geschlossenen Teilintervall von [a, 8]

Mittelt man die Bewegung der schnellen Freiheitsgrade iiber die Energieschale 5(7,@Q),
so erhilt man ein dynamisches System mit Bewegungsgleichungen

P  8H,,— — OH;— -~ dQ 6H

Frina oA CAL) Rty T A T =35 5@ (C.11)
d7

—&;__z 3 (612)

<+ 5T TYy. = Avnn.

wobei (C.12) wegen (C.14) und Satz C.1 folgt. Dabei ist 3(.7,J) := [5, , edmsq. Ana
log zu (C.10) werden die gemittelten Hamiltonschen Vektorfelder der langsamen Frei-
heitsgrade mit T abgekiirzt:

_ —25(P. Q) - (J@q
v = o9
(P’Qﬂj) [ P(P’Q)

Da D kompakt ist, exisitiert eine obere Schranke M, so dafB gilt:

f 1 a o | 2k

( 07 o] —y <X

J 3Q6P'<M, |‘U]—§;T}|<2,_
Y(Ipg)€D: g - ()

Eigi<ﬂ_'[; @,+V{EI<M o

| 27|87 " &80

Sei G* = {J € G|U(J,p) C G} die Menge aller Punkte in G, die mmd.es’cens einen
Abstand p vom Rand von G haben (U(J, p) ist die Kugel der Manhattennorm 325, [¢#|
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mit Mittelpunkt J und Radius p). Die Menge F sei gegeben durch {(J,7) € G x
(J7,J5)} und F7 = {(J,J) € F|U(J,p) C G, T € (Jr + p,J5 — p)}. Sei ferner
FOa,b,p) = {(JO, 7)) € F|(I(r,J®,TO),T(r,J9,70) € Fe,r € [a,b]} die
Menge aller Anfangswerte (J(®, 7©) € F, 50 daB die gemittelte Bahn innerhalb von F?
verliuft ((J(r), J()) € F? fiir alle 7 € [a,8]). Wegen der Stetigkeit des Hamiltonschen
Flusses ist F(®(a, b, p) offen. Analog wird definiert: D? = {(J,p,q) € D|(J,T(p,q,Q)) €
F?} und DOa,b, p) = {(JO,p),¢®) € D[T(r,J®,TO), F(7,79,TO) € Fe,t €
[a,8]}. Wegen der Stetigkeit des Flusses (C.11,C.12) ist die Menge D) (a, b, p) offen.

Mit diesen Voraussetzungen kann der folgende Satz (in Analogie zu Satz 3 [K61]) formu-
liert werden:

Satz C.3 Seien o’ und & 2wei Zeiten, so doffa < @' < ¥ < b, p > M(V — '),
F? 4§ und FO(a', ¥, p) # § erfillt ist. Dann kann die Lésung mit den Anfangswerten
(J©, 90 g0 e DO ¥, p) in D fir jedes ¢ > 0 auf das Zeitinterval [a’, b'] ausgedehnt
werden.

Beweis: Sei 3 die kleinste obere Schranke der Zeiten 8/, fiir die eine Losung J(7), p(r),
g(r) in D mit Anfangswerten (J,50),¢) € DO(¢', ¥, p) und & > 0 im Zeitintervall
a' <7 < B <V existiert. Dann ist o' < 8 < ¥ und die Losung in Dist fira’' <7 < 8
erklart.

Da die Funktionen v, %ﬂ und 3_;52 auf dem Kompaktum D stetig sind, sind die Funktionen

J(7), p(7), ¢(7) fir Anfangswerte in DO(a’, ¥, p) gleichmiBig stetig auf dem Zeitintervall
a' £ 1 < B, so daBl die Grenzwerte

J(r, JO p9 g g ey = J(r—-0)
{7, J(D)vp(o)f q(O)’ar,E) - P!(T — 5 -90)
9(r, 79, 09,¢® o' e) — ¢(r— -0

mit (J',p',¢') € D existieren.
Es ist nun fiir 7 € [/, B).

d -

&;j(pa g, Q)

d
= EJ[HZ(ps 4, Q)’ Q]

i 4 GH.
= S50, QL Q. 0,Q) + 55 [Fa(p,, Q) QIS EP.Q)
OH 5 SH
= %[Hz(p’ 4, Q), Q]_.ggz(% q, Q)EFE(P, Q) + %[HZ(P, 7,Q), Q]B_PI(P’ Q)
8J 8H,
= Eafcj(p’ a0 Q)—é?(P, Q), .14

. . . . . e d H, OH.
da der Hamiltonian zu allen Zeiten mit sich selbst kommutiert und daher 5 He = %?ﬁl

gl
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Wegen (C.13) gilt (7 := j(p(o}, ¢, Q1))

=T, 70,50 = | [ o7, p(0),o(7)) = 5(T(r), T(r))de

< [ ’ ([T (7, 2(r), 9(r)| + [5(T(r), T ()]} &

< M(B-d) < ME —d) (C.15)
76, d,@)-J9] = ; ij(p, ¢, Q)dr
14 ) JH.
€29 | ag(n Q)3 PI(P Q)dr ‘
< M(ﬁ ~d) < M@ —a) (C.16)
(C.17)

Da die gemittelte Bahn in F” liegt und die Losung von (C.8,C.9) in einer p-Umgebung
um die gemittelte Bahn liegt, liegt die Lésung nach Definition von F” fiir alle t € [¢/, #] in
D. Somit existiert die Lsung von (C.8,C.9) auf dem geschlossenen Intervall ¢’ < 7 < 8.

Falls o' < 8 < ¥, so kann die Lésung in D fiir Zeiten 7 > 3 fortgesetzt werden, was der
Definition von 8 widerspricht. Daher mufl S = ¥ sein, und es folgt die Behauptung. O

a<ad <t <b (JOp® ¢9) & Dund £ > 0 vorausgesetzt, definiert man die maximale
Abweichung der gemitielien von der urspriinglichen Bahn im Zeitintervall [o/, b} gemiB

Ly O 0 40 ) e )= T
As(',6,79,59,¢%¢) = max |J(r) = T(r)]
A(d B, J0 5O g0 oy max |7(1) - F6,49,09)

falls die Bahn in D bis ¥ fortgesetzt werden kann. Anderenfalls setzt man

8

AJ(G"$ b’: ‘](O)J p(o)a q{O)’ 5) =
AJ(GI: bl: J(D)) p(O)’ Q(O}, 5) =

8

Die Menge

L(d,¥,6,6) = {(JO,p,¢) € DAL, ¥, TO,p,¢,¢)
+ Ag(d, b, IO, p, ¢, ¢) < 6} (C.18)

enthilt alle die Startwerte in D, fiir die Ay + A7 kieiner als eine vorgegebene kleine Zah!
§ > 0 ist. L{d',¥,¢,6) ist eine offene Menge im R da die Bahnen J(7), p(7), ¢(7)
stetig in D sind.

Das folgende Lemma ist ein Adiabatentheorem fiir Anfangswerte in D(a’, ¥, p) im Zei-
tintervall [/, ¥'] C [, b]. Die Erweiterung auf das ganze Zeitintervall [a, b] und auf An-
fangswerte in D9(a,b,p — 0) wird in Satz C.4, dem eigentlichen Adiabatentheorem,
durchgefiihrt.
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Lemma C.8 Seien o', V' und p wie in Satz C.3 definiert. Dann gilt:
f o Ag(a b, JO pO o o) 4 As(a, ¥, JO p@ ¢ &) dp® dgl® 4@ =3 o,
o} (a! B ,D)
Ferner verschwindet fir jedes feste § > 0 das Lebesquemaf der Menge DO(a" ¥, p) —
L{d',¥,¢e,8) mite — 0, d. k.
Bientan [ DO, ¥, p) — Ld', ¥, ¢,8)) =3 0

Beweis: Nach Satz C.3 kann die in DO(a’,¥, p) startende Bahn bis { = ¥ fortgesetzt
werden. Die Differenz des gemittelten und des urspriinglichen langsamen Vektorfeldes

wird wie folgt bezeichnet:
UAJ('L P Q) = ’U(j, B Q‘) - .ﬁ(‘])ﬂ
so dafl per Konstruktion gilt

d — 0.
f[st:r. ) arems.a

Sei nun A > 0. Dann existieren nach Lemma C.7 Funktionen f*(J,p,q) € CL(D),
f°(J, p,q) € C}(D) (D offen), so daB fiir alle p = 1,..., 2k gilt:

| oy OF 311’1 Aexp {—M(¥ — a')}
(/;JJ{HZ’” 8J 6P

2¢/Bans2n (D)(¥ — o')(2k + 1)

1
2
dpdg dJ) < (C.19)

oY B Lo . . \% Aexp{—-M((¥ —a")}
¥ { s, f#} ~ vi, % dpdg d.f) < ) {C.20)
b 2 i D) — )2 + 1)
Dabei ist p(2n+2k) das Lebesguema$ des R***%*. Definiert man g* := v4 ; — {Ha, f*} und
9% = 22v — {H,, f°} auf D, dann ist vermdge der Holderschen U ngleichung [CdWD91]*
Aexp {-M(¥ — o)}
UL' (P, Nldpdg & < =57t (C.21)

fir p =0, ..., 2k
Nach {C.14) folgt
R+ = lj(P(T'),Q(T')aQ( =T, ¢, Q)
J(p.q, Q)dr l] (p,q Q) BHI(P,Q)dTl

/,g(,p,
a

*T. KAZUGA gibt hier als Argument fir die Giiltigkeit von (C.21) den Satz von Cauchy-Schwarz an,
der jedoch in diesem Fall zu schwach ist. Aus der Hélderschen Ungleichung

IFally <AIfllllall:

f {Hz, f°}(J,p, q)dr

<

folgt ZWar d1e Cauchy—Schwarzsche Ungleichung
' ' [{f1g)1® < (Fli)alg),
da l{flg)| = | [ fg d,_z,! < flfeldps =1|fg||; aber nicht umgekehrt.
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und somit
Ag(d ¥, JO,p®, 4 )

bl
[ 19U + max (C22)

5, || )0 )

da das erste Integral als Funktion der oberen Grenze monoton steigend ist. Analog dazu
ist (g =1,...,2k)

ar!

[ =T = | v*‘(J(f),pm,q(f))—v“(?(ﬂ:f(v-))drf

< |[ #0670 =T T
F| [ ok T, plr)s ()
< [ U, 30 - T, T(r)ar

+ ./: lg*(J(7), p(), g(T))|d7
| " (B, P12, () )

+ A,

= | [ #0056 ~ 9T, T

wobei die letzte Gleichheit als Definitionsgleichung fiir R#(+'} zu lesen ist. Daher gilt fiir
A

2k

A(d b, 09,5 ¢ ) < max 3
FLTE =

2k

+ max 3 RH(H. o (C.23)

P

f #(J(r), T (7)) = 7*(J(7), j(?‘))d‘r

p=1
Da (C.8,C.9) maBerhaltend ist, ist fiir alle festen ¢ > 0 und alle festen Zerten T € [d, V]
die Abbildung _

DO ¥, p) — V(r,e)C D
(7O, p@ ¢y [J(r),p(r), q(7)]

maBerhaltend, wobei die offene Menge V(7, ¢} das Bild von DOa' ¥, p) unter (C.8,C.9)

ist. Daher ist fiir alle p =90,...,2k

BT, p,q)ldr | d (O)d @ g5
J{)(o)w,,p)( lg*(,p, ) ’r) dp'™ dg

b!
- # V1dn® dg@ g7 ) 4
[y (fD(c')(c’,bJ,p) lg (-j, Py q,]dp dg J r

I=const.
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bl
= J{l (/V(”) |9“(J,p,q)ldpdqu) dr

b!
,
_/;: dT'[Dig (J,p,¢}ldpdgdJ,

e A 24
(6~ ) [ lo*(%:p,9)ldpdgdl, o

IA

IA

da V(r,e) C D.

Das Zeitverhalten einer Observablen f des Systems (C.8,C.9) entlang einer Bahn, ist
gegeben gemif

£ F0,0) = U B} 20) + €0 (7, 0ol

so daf

[t 10

I

™ d
fa, a';f(JapsQ)dT

,rf

of
< sf E(J,p,Q)v(J,p,q)d'r +e

e[l L irpantingir

+e |F(T(r), ("), a() = F(TO, p@, ¢

Da f € Cj{D) und v nach (C.13) beschriinkt ist, existiert eine obere Schranke M’ fiir die
Betrige |f| und I(Bf/c?J)vl , so daf

<

,G_,(b, ] [ {H,, fHJ, p, a)d’rl <e((¥ —d)y+2)p (C.25)
Bilde jetzt
f:;(o)(a’,bf.p) () =T+ [7 (") = 79| dp® dg® 7
zk T‘ _ _
Z/;W o L[ UL = P T, T (e 459 49 a5
R¥(r") d ©) 340 g 7O C.96
j-; .[ (0}(ml b,0) (’f' P g ( )

Das Integral iber R*(7’) kann fiir alle 4 = 0,...,2%k mit Hilfe von (C.24) und (C.25)
abgeschitzt werden:

L ) RH (T’)dp(o) dg® 47

SO (aa“ég‘,p}
< [ T ©) 1 (0 1 70
B j;(f’)(a',b',p} (f lg (J’P’Q)ld‘f)dp dg'™dJ

| pr |
j, {H, f*}J,p,q)dr dp(O) dq(ﬂ) dJ©@

t jD(O)(a’,b’,p)
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Aexp {—M{(¥ —a')}
2(2k + 1)(V — o)
+el(b — a') + 2| M'p[ DN, ¥, p)]
dexp{—M(¥ —a)}  Aexp{—M{¥ —d)}
= 2(2 + 1) 2(2k +1)
Aexp {-M(¥ —a'}}
= (2k +1) ’

fiir ¢ < hexp{—M(¥ — ")} {202k + D[(¥ — @) + 2M' p(ans2[DO(d', ¥, p)]}.. Damit
kann (C.26) gema8

< ¥-a)

./D@)(af,y,p) !J(—;—’) _ j(q-’)l + lj(«;—r) _ j(e}} dp® dgt® d7©

< M/a, (L(B)(a,'b,‘p) IJ(T) - "j('r)l + ‘J"(r) - j(o)' dp® dg©@ dJ(O}) dr
+Xexp {—M(¥ —a')}

abgeschitzt werden. Dabei wurde der Term 7*(J(r), J(7)) — *(J{(7), (7)) durch
M “J(T) - JO+|T(7) - 3(03]] abgeschitzt. Wegen konstantem A > 0 kann das Gron-
wall’sche Lemma® verwendet werden [GKM89, AMRSS], sodaB

/.;Jw) ) IJ(T’) - 7(7’)' T ]J (=T (0}] dp'® dg @ g
® {E’nb’s.‘?,
< Aexp {-M(V' - a)}exp{M(¥ ~al} < A (c.2m

fiir alle 7° € [/, b'] gilt. Damit verschwindet A7 4+ Ay im Mittel iber alle Anfangswerte
in DONa ¥, p) fiir € — 0

Ay, ¥,79,09,49,6) + As(a!, 1, 7O, 5, ¢, )dp 4 4T =,

so dafl unmittelbar die Behauptung von Lemma C.8 folgt. o O

Mit diesen Vorbereitungen ist es mit Hilfe eines ,bootstrap“-Argumentes mdglich, das
Adiabatentheorem fiir Slow-Fast-Systeme mit ergodischen schnellen Freiheitsgraden zu

bewelsen.

$Das Gronwall'sche Lemma lautet:

Lemma C.9 (CGronwall’sches Lemma [AMRSS8]) Seien f,¢ : [e,0) — R sietige "nichinegalive
Punktionen, A > 0 konstant, und :

atd _ ;
sy sa+ [ Foaerar
sei fir alle t € [a,b] erfallt. Dann gili: ' o

4

- | JB) S Aexp U:ty(t')d_’ff} |

fir allet €{a,b)..
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DO (o, 8", p — &)
\ L(C!”, ,@”,E, g)

. E(e,5)

Abbildung C.1: ,Bootstrap“-Argument.

Satz C.4 (Adiabatentheorem fiir autonome Slow-Fast-Systeme)
Unter den in Teil I, IT und III gemachien Vorausseizungen gilt

#ansai)[DO(a, b, p) — L{a,b,e,6)] =5 0 (C.28)

Jir alle p > 0 und § > 0.

Beweis: Sei p > 0 fest. Dann ist nach Lemma C.8 fiir ein geeignet nahe an a gewihltes
Ba<pf <)
tentanD9(a, b, 0) — L(a, B',5,6)] =5 0 (C.29)

fiir alle 6 > 0. Sei 8 die kleinste obere Schranke von £/, so daB (C.29) erfiillt ist fiir alle
6> 0und e < §' < . Fernersei 6 > 0 fest,sodaB p—6 > 0. Fallse < o < < 8" <b
mit 3 — " geniigend klein, so daB Lemma C.8 erfiillt ist, folgt

H(znt28) [D(o) (@ 8" p—8&)-L (aﬂ, B”,s,g)] =20 (C30)

fir alle § > 0. Nach Def. von § gibt es ein beliebig nahe an f liegende.s "an, s o daB
a<a” < fBund : A T

H(an-+2E) [D(U)(a) b, P) —L (aa aﬂa £, g)] =3 0 (031)

fiir alle 6 > 0. Daher kann fiir alle 8 < 8” < b und 8" — 3 geniigend klein ein o mit a <

o' < 3 gefunden werden, so daB (C.30) und (C.31) fiir alle § > 0 erfiillt sind. Im folgenden

seien o und 5" wie oben gegeben. Die an der ,bootstrap“-Konstruktion beteiligten
Teilmengen des Phasenraums D sind in Abbildung C.1 schematisch dargestellt.

Die Bahnen fiir Anfangswerte (J(©), 5, ¢(®)) ¢ L(a,o”,¢,2) kénnen nach Def. von L

~ (siehe Seite 121) in D bis zum Zeitpunkt 7 = o fortgesetzt werden. Die Abbildung
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von L{a,a",s,2) nach D vermittelt durch den Hamiltonschen FluB, werde mit @ be-
zeichnet. Ferner R(e,6) := ®[D®(q,b,p) N L(a,a”, £, 2)]. Dann ist, nach Definition von
L{a,a",e,8), fiir 0 < § < &, >0

R(e,6) € D% C DO, 8", p — &). (C.32)

Die letzte Inklusion gilt zum Beispiel, wenn M(3"—¢") < %i, wobei die grobe Abschitzung
(C.15,C.16) von Seite 121 benutzt wurde. Da die Hamiltonsche Abbildung 2/, s mafer-

haltend ist, ist fiir 6 > 0, > 0
anvary (e, 6)] = piansar) [-D(D)(aa b,p)N L (aaaﬂaaa ‘g’)} . (C.33)
Wegen (C.31) und (C.33), gilt fiir alle § > 0
Bans2r) [R(e, 6)) =3 H(2n+2k) [D(O)(aa b, p)l. (C.34)
Wegen (C.34), {C.30) und (C.32) folgt fiir alle 0 < 6 < &

1 6 g—
(2n+28) {R(e,é) NnL (a",ﬁ + €y 5)} = #(2n+2k)ID(O)(a’:baP)]'

Da die Umkehrung der Hamiltonschen Abbildung ebenfalls mafierhaltend ist, gilt fir
0<é< 50,

_ " 6 £
H(ant2k) {us,; [R(E, 6) NnL (a 3 ”5 £, '2')} } "“_g #(2n+2k)[D(0)(a’a b; P)],

w
[«

g“)..
oo

H(2n+2k) [D(O)(a b,p) N L{a, 8", ¢, 6)] = #(2n+2k)(—D(0)(aa b, p)l;
da DOe,b,p) N L{a, " ¢,6) D U[R(e, 6) N L{c", 5", ¢, £)] nach Def. von L und R.

Somit ist
I—"(Zn-%-zk)[D(o)(aa b: P) - L(aa /BH, &, 6)] "5::% 0

fiir alle 0 < & < & und somit fiir alle § > 0, da L{a, 5",¢,6:) C L{e, 5", ¢, 62) falls §; < 5.

Wenn jetzt aber 8 < b ist, dann existiert nach obigem 8" mit § < 8" < b. Dies jedoch
widerspricht der Definition von 3, so daB 8 = b gelten muf. O

C.2 Mittelungssatz fiir Observable

Mit Satz C.4 ist gewihrleistet, daB ein Slow-Fast-System, das die Voraussetzungen dieses

atzes erfilly *m 2 lahahschen Limes das Phasenraumvolumen J erhilt, und daB sich
ela

4 2iais BRA

angsamen Freiheitsgrade nach gemittelten Bewegungsgleichungen entwickeln.

Eine wichtige Erweiterung von Satz C.4 ist der folgende Satz, der es erlaubt, Zeitmit-
telwerte glatter Phasenraumfunktionen im adiabatischen Limes durch das Zeitmittel des
gemittelten Systems zu ersetzien. ;

Inconst

~
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Sei A(J,p,q) € C*(D) und

A = [ AU, o)

Ar) = [ATET(er,

wobei (o) := [ 70y edmy,g ist. Dann wird die maximale Differenz dieser beiden Grofien
auf dem Zeitintervall [a, b] mit

Axla, b, JO,p® O ) = max A(r) ~ A(7) (C.35)
\ l

bezeichnet. Die Menge der Startwerte, fiir die AA +AF+ A7 <6, ist
Lala,be,6) = {(J-(o) P9, ) ¢ D,AA(Q b, JO, p® 4© )
As(a, 5,7, p, ¢, ) + As(a,b, 7, p, 40, ) < 6}.

Analog zu Lemmea C.8 kann zunichst das folgende Lemma formuliert werden:

Lemma C.10 Seien o/, b’ und p wie in Lemma C.8 definiert. Dann gilt:

Jf A (e, JO, 50, 4O )dp® dg® gg@ =23 ¢, (C.36)
DIO{a’ 3',p)

Ferner verschwindet fir jedes feste § > G das Lebesguemaf der Menge D% {a’, ¥, p} —
L(a’,b’,e 8) mite — 0, d. h.

y(2u+2k)[D‘ Mo, ¥, p) — L{d',¥,¢,6)] =5 0 (C.37)

Bewess: Es ist

AW — (AT, )] ar

= j/[.A (/2 @) — {(A)(J, p, @)} &7’
+ [ (420~ (T T) o,

Alr)=A(r) = j

a

so dafB
|4t -A@)| < | [ Aslp e
+|[ A0 - (@7 ),
mit. Aa = .A —(A) Sei A > 0. Dann existiert nach Lemma C. 7 eine Funktxon fA €
Co{D), s0 daB. : : ERN
([ 1, 14— Asldpegas) < 3 \/ﬂ(gﬁ+2k}?D)(b, — ©®




C.2. MITTELUNGSSATZ FUR OBSERVABLE 129

Mit g4 1= Aa — {H, fa} auf D gilt dann

A
j; l94(J,p, g)ldpdgdJ < =) (C.39)

Somit ist

— ¥ "
am-A0| < [ lgA(J,p,q)1dr'+] JRESAEIT
+| [ [0 - (AT &'

Da f4 € C3(D) und (A) € C*(D), existiert eine obere Schranke M’ fiir die Betrige |f|,
(Of/8J)v| und {G(A)/BI| + |8{A)/8T|. Das Integral iiber die zulssigen Anfangswerte
ergibt:

-A (©) 44 4@
/é(ﬁ)(a,'b,’p)]ﬁ(i') A(T)’dp dq dJ

< (= d)zm s e[ = @) + A M s (DO, F, )

A
(& — a')
M {_/D(e)(a,’b_,‘p) HJ(T') — 7(7’)! + [J’(r') _ J(O)” dp® 4@ a7 } ,

wobei mit &€ < A/{3[(¥ — &') + 2] M'p(2n425) [ DO’ ¥, p)]} und

] Ml By TFf baiady _ {ﬂ}” (0} 3,00 2 70) A 7ot Y
»/D(o)(a’,b’,p) HJ(T ) J(T )l + !J(T ) ” dp qq —_ 3(_M” + 1)5 \T ~ [{Z ? b})
| (C.40)
(nach (C.27) fiir geniigend kleines ¢) fiir alle 7 € [a’, ¥'] folgt:
A A AM!
) dp® dg@ ag©® < 2y A _AMT .
jD{o)(a,b,p) |4(r) = A(r)| 4 dg® ar® < 2+ 2 Sy (C.A1)
Somit folgt unmittelbar der erste Teil der Behauptung
f Ala' ¥, JO, p® @ ) dp® 34g©@ 4J© < A, (C.42)
DO (o' B ,p)
da M’ > 0 gilt. Der zweite folgt mit (C.40) und (C.41), und es ist
] o A+ Ay + Ay dp® d4g® dg® < ) (C.43)
G’ ! p}
[

Satz C.5 (Mittelung von Observablen in ergodischen Slow-Fast-Systemen)
Unter in Abschnitt C.1 gemachten Voraussetzungen gilt

—0
Biangak) L ka b, p) A{o:, ,E,(S)E b o) (0.44)

fiir alle p > 0 und alle 6 > 0.

Beweis: Wird analog zum Beweis von Satz C.4 gefiihrt.
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