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Zusammenfassung

Auch in niedrigdimensionalen Phasenriumen von dissipativen Systemen kénnen Attraktoren mit
chaotischer Dynamik existieren. Die wesentlichen koordinatenunabhéngigen Eigenschafien dieser
Dynamik kdnren mit Hilfe der Symbolischen Dynamik erfaflt werden, bei der Orbits durch Sym-
bolsequenzen gekennzeichnet werden. Dazu bendtigl man eine spesielle Untertellung des Phasen-
raumes, namlich eine Pariition, die zumindest naherungsweise generierend ist. Solche Partitionen
wurden meist konstruiert, indem der Phasenraum in viele kleine Gebiete unterteilt wurde. Eine
einfache generierende Partition, die aus wenigen (ebieten besteht, konnte man bisher bloB nach
Gespiir konstruieren, und zwar nur fiir Attraktoren, die eine spesielle geometrische Form haben.

Diese Arbeit stellt eine neue, systematische Methode vor, wie man Partitionen vereinfachen
kann, ohne daf} sie aufhéren, generierend zu sein. Dabel wird ein neuwes Einfachheitskriterinm ver-
wendet, welches fritheren Einfackheitskriterien &hneit, aber leichter handhabber und allgemeiner
ist. U eine Partition zu vereinfachen, mufl man nur die wichtigster Regeln ikrer Symbolischen
Dynamik kennen. Zunéchst wird die Partition mit Hilfe neuner mathematischer Konzepte {Biindel
von expandierenden und kontrahierenden Blittern einer zwiefachen Partition) beschrieben. Diese
Beschreibung wird schrittweise abgedndert. Zuletzt wird aus ihr eine Partition konstruiers, die in
ebenso guter Naherung generierend und mindestens so einfach ist wie die urspriingliche Partition.

Die Rechnung selbst beruht auf rein algebraischen Symbolmanipulationen, bei denen die Geo-
metrie des Attrakbors nichi betrachtet zu werden braucht. Viele der Rechenregeln sind neu. Sie
lassen sich prinzipicll auch auf uniibersichtliche, insbesondere hdherdimensionale Attraktoren an-
wenden. Wenn man wihrend der Rechmung auf einige plausible Bedingungen achtet, dann ist
auch in diesem aligemeinen Fall ein erfolgreicher Abschluf der Rechnung garantieri. Als Beispiel
wird aber nur die zweidimensionale dissipative Hénon Abbildung betrachiet (und zwer bei den
Parameterwerten ¢ = 1.0;5 = (.54 und den Standavdparameterwerten ¢ = 1.4;6 = 0.3). Die
Vereinfachungsmethode ist so griindlich, dafl sie sogar bei Standardparameterwerten eine bislang
iibersehene binfire Partition fand, die ebenso einfach ist wie die bekannte binre Standardpartition.
Als weitere Anwendung der neuen Rechenmethoden wird demonstriert, wie man eine senkrechie
Ordnung auf Attraktorpunkien konséruieren kann, sofern deren stabile Mannigfaltigkeiten eindi-
mensional sind.

Die Vereinfachungsmethode ist systematisch genug, um sich prinzipiell als Algorithmus pro-
grammieren zu lassen, aber leider ziemlich komplex. Es wird angedeutet, wie sic in der Gestalt el-
nes neuronalen Netzes implementiert werden kénnte. Einige neurcbiologische Fakien weisen darauf
hin, daff die Natur eine soiche Implementierung durch die neocortikalen Pyramidenzellen realisiert

haben kénnte.
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Wandelt sich rasch auch die Welt

wie Wolkengestelien,

alles Vollendete fallt

heim zum Uralien.

R. M. Ritke: ,Die Sonnette an Orpheus® 1.19.

1.1 DMotivation

Systeme mit komplexer nichtlinearer Dynamik werden auf zwei verschiedene Weisen analysiert:
durch numerische Simulation oder derch bloBes Betrachten. Trotz ihrer hohen Spezislisierung
und Geschwindigkeit sind Computer nicht immer iiberlegen. Denn sie konnen nicht wie das Au-
ge Strukturen erkennen, Sturmfronten auf Satellitenbildern, Konvekiionsrollen in Fliissigkeiten,
Rauchwirbel in der Luft und all die anderen Erscheinungen, auf die sich unser kognitives Versténd-
nis stiitzt, kdnnen von Compubern zwar simuliert werden, so wie jeder dynamische Ablauf sw:m.hert
wird, doch sie werden dabei nicht als besondere Strukiuzen erkannt.

Ob die Computeranalyse oder unser kognitives Versténdnis iiberlegen ist, hingt von der Dyna-
mik ab. Wenn die experimentelle Mefireihe so zufillig erscheint wie das Schwanken der Bérsenkurse
oder der Lottozahlen, dann kann sie nur auswendig gelernt und mit sehr allgemeiren statisti-
schen Methoden untersucht werden, wie Variationsberechnung, Faktoranalyse usw. . Dazu wird
ein grofier, unspesialisierter Speicher benotigt. Wenn umgekehrt eine Dynamik in solchem Mafle
vorhersaghar ist wie das Schwingen eines Pendels oder das Kreisen ¢ines Mondes, dann kann ein
Schaltkreis, der so spezialisiert ist wie ein Mikroprozessor, sie genau vorausberechnen.

Zwischen diesen beiden Extremen der zufélligen Dynamik und der Lehrbuchdynamik liegt der
Bereich, in dem das Gehirn tiberlegen ist, Auflerdem &hneln grofie Teile des Gehirns weder einem
passiven und homogenen Speicher noch einem prézise verschalteten Mikroprozessor. Das tiberle-
gene Beispiel des Gehirns 18t vermuten, defl es noch unbekannte, aber effiziente Methoden gibt,
mit denen die. Dyna.mlk typischer. physxka.hscher Systeme analysiert, vorausgeschen und gesteuert
werden kann.

“"Doch welche D}fnamﬂr ist ,typisch®? Diese Fra,o'e tanchte schon vor hundert .'Eahren in- der
statistischen Physik auf. In typischen Systemen schien sich die Energie gleichméBig auf die Moden
zu verteilen. Doch die Komplexitét der Dynamik, die zum Beispiel im Dretkorperprobiem gefunden
wurde, schreckte Physiker lange Zeit von dieser Frage ab. Nur Mathematiker beschéftigten sich
beharrlich damit, vor allem in der Ergodentheorie [20]. Bis heute gibt es jedoch keine allgemein
akzeptierte Definition fir typlsch“ nur einen: gemssen Konsens tmter den Wlssenschaftlem -der
Nichtlinearen Dynamik,

Wie der Stammbaum in Abb. 1.1 zeigt, ha.t dxe mchthneare Dynamik neben der statlstlschen
Physik eine zweite wichtige Wurzel: die Computerexperimente. Numerische Simulationen von phy-
sikalischen Systemen iiberraschten mit unerwarteten Phinomenen, die inzwischen als typisch gel-
ten. Dazu gehdrt das Chaos, das heiflt das exponentiell schnelle Anwachsen kleiner St6rungen,
und die selisamen ‘Attraktoren, das sind frakiale Attrakioren im Phasenranm dissipativer Syste-
me. Manche ,universellen® Phénomene blieben auch dann noch erhalten, wenn die Bewegungs-
gleichungen radikal vereinfacht, jedoch nicht linearisiert wurden. Nur wegen dieser Universalitdt
-fand man zum Beispiel in Konvektionsexperimenten &eselben Konstanten ‘auf dze Felgenbaum in
* einfachen eindimensionalen Abbildungen gestofien war e
. ue1der ermes s1ch in Computersxmulatmnen eine Elgenschaﬂ: dynamischer Systeme, dle Ma—
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' Physik

Mechanik statistische Physik
Drei-Korper- Problem usw. Ergodenhypothese usw.
Warum sind manche einfachen Bewegungs- Ist Zeitmittet gleich Scharmiitel
gleichungen so schwer zu $Bsen? in typischen physikalischen Systemen?
. -, Festkdrperphysik
Meteorologie s . perpny
- . i Elektrodynamik
Lorenz-Atirakior usw. A Astrophvsik
Y (STOPNYSIK ... Ergodentheorie

Chemie cmmmm=—"
Belousov-Zhabotinskii- Reakiion usw.

informatile M’% Complﬁe i’eXPBrimenie

Was ist "ypisches” Verhaliten
in dynamischen Systemen?

Mathematik j

: Wie verhali sich eine Bifurkationen /I

t hestimmte Dynamik? KAM ..Thnnna Fraktale
¢ ! usw. e

£ ey

' \L:’hwomene Konzeple
NeuronaleNetze i{.k Nyl
e ' "’-é Nichtlineare Dynamik ™

Universelie Eigenschaften und Methoden bei
einfachen Systemen mit komplexer Dynamik

Abbildung 1.1: Vereinfachter Stammbaum der Nichtlinearen Dynamik. Weiterfiihrende Aweige sind
gestnchelt '

thematiker oft voraussetzen, als untypisch: die Hyperbolizitit. Daher besteht der Beitrag der Ma-
thematik zur Nichilinearen Dynamik heute weniger aus exakt bewiesenen Sitzen, wie dem KAM-
Theorem, als vielmehr aus einem Sammelsurium von Begriffen, mit denen Mefreihen beschrieben
werden konnen. Dazu gehbren vor allem diverse Bifurkationstypen, die Lyapunov—Exponenten,
normale und verallgemeinerte Dimensionen -und. dynamsche Enfropien. - hm empfehlenswe tes
Lehrbuch stammt von E. A. Jackson [45].

Unser kognitives Verstindnis einer komplexen Dynamik vollzieht sich in zwei Schritten. Erst
lernen wir, bestimmte Strukturen zu erkennen, wie zum Beispiel eine Welle oder eine” Wolke.
Dann benutzen wir diese Strukiuren, um die Dynamik za verstehen und zu beschreiben. Auch
bei mathematischen Methoden findet man eine Unterteilung in zwei derartige Schritte. Bei der
Fourieranalyse, zum Beispiel, wird der Zustand des Systems zunichst in Fourierkomponenten
zerlegt, und dann erst wird die Dynamik durch die zeitliche Entwicklung der Fourieramplituden
beschrieben. In der nichtlinearen Dynamik besteht der erste Schritt normalerweise darin, den
rekonstruierten Phasenraum in kleine, meist gquaderformige Gebiete zu unterteilen. Die Dynaxmk
kann dann durch die Ubergénge swischen diesen kleinen Gebieten beschrieben werden. =

*Bei diesen mathematischen Methoden ist der erste Schrift unabhéngig von der gerade unter-
suchteu Dynamik. Darin unterscheiden sie sich wesentlich von unserem kognitiven Versténdnis:
Dessen Erfolg hingt davon ab, ob Strukturen erkannt werden, die zur Beschreibung geeignet sind.
Zum Beispiel wird man die Bewegung einer Meeresoberfliiche nicht verstehen kénnen, solange man
nur die ‘einzelnen Lichtreflexe sicht und in diesem ffiichtigen Muster keine Wellenstrukturen er-
kenni. Was wir brauchen, isi- also nicht eine beliebige Qi-l-uki:m-lewp_n der nvnml}:, sondem eme,
die an die Dynamik selbst angepafit ist. ' S

- Gibt es auch eine mathematische Methode, die eine an d_e Dynamzk angepaﬁte Strukturierung
der Dynamik verwendet? Ja, und zwar jede ;,Symbolische Dynamik®, die sich auf ngenerierende
Partitionen® stiitzt. Wie Kap. 2 im Detail erkliren wird, beruhen auch diese Methoden auf ei-
ner Unterteilung des Phasenraums in kleine Gebiete. Doch diese Unterteilung, die als Partition

20 o

‘bezeichnet wird, ist nicht 'W";H}{ﬁrhm, sondern - eoen ,,genenerena Sie enuu‘i; cue Bedingung 2.2.1
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(aus Kap. 2.2.3), die von der Dynamik abhéngt.

Die Pigenschaft ,generierend® definiert daher ein prézises mathematisches Kriterium dafiir,
welche Partitionen an die Dynamik angepafit sind. Leider kannte man bisher noch keinen syste-
matischen Weg, diese generierenden Partitionen zu finden. In speziellen Féllen, zum Beispiel dem
Lorenz Attrakior oder dem Réler Attraktor, strukturierte man diec Dynamik auf einem rein intui-
tiven Weg, indem man sie durch Begriffe wie ,,Strecken, ,Falten“ und ,Schneiden® beschrieb und
den Phasenraum entlang der ,Faltungsflichen® und ,Schnittfiichen unterteilte. Diese Methode
ist seit langem bekannt [64, 61]. Doch leider stiitzt sie sich gerade auf die kognitiven Fahigkeiten
zur Strukturerkennung, die wir Physiker gerne einem Computer einprogramimieren wiirden, aber
bisher nicht kénner. Wenn es dieses ungeldste Problem, eine generierende Partition zu finden, nicht
gibe, denn kdnnte die Symbolische Dynamik in nichtlinearen Systemen eine Zhnliche Bedeutung
gewmnen Wle die Fourieranalyse in linearen Systemen.
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1.2 Eﬁgsa’.ﬁ%ige Merkmale der neuen Methode

Koordinateninvarians

Diese Arbeit stellt eine neue Methode zum Finden von generierenden Partitionen vor. Diese Me-
thode benutzt eher algebraische als geometrische Werkzeuge, was einen wichtigen Vorteil hat: Die
Methode hingt nicht von der Wahl des Koordinatensystems ab. Diese Unabhéngigkeit vom Ko-
ordinatensystem ist in der Nichtlinearen Dynamik allgemein iibliche Forderung: Selbst wenn die
Koordinaten eine tiefere physikalische Bedeutung haben, will man doch Methoden anwenden, die
umiversell sind und nicht von dieser Bedeutung abhéngen.

Anwendbarkeit auf experimentelle Daten

Neben der Unsabhingigkeit vom Koordinatensystem sind noch weitere Forderungen in der Nicht-
linesren Dynamik tiblich. Neue Methoden sollien sich im Prinzip suf experimentelle Mefireihen
aller typischen, auch héherdimensionalen Systeme anwenden lassen. ,,Im Prinsip® bedeutet, dafi
es durchaus itblich ist, die Methoden erst am Beispiel von Systemen mit bekannter und ein-
facher Dynamik zu testen. In diesern Text wird dasselbe Testobjekt gewdhlt wie in bisherigen
Verdffentlichungen: die Hénon Abbildung bei verschiedenen Parameterwerten. Diese invertierbare
und dissipative zweidimensionale Abbildung ist auch das einzige michthyperbolische dynamische
System, in dem die Existenz seltsamer Attraktoren fiir eine grofie Menge von Parametern bewie-
sen ist {7]. Zur numerischen Berechnung von Mlustrationen wurde die analytische Form der Hénon
Abbildung verwendet, doch die Methode selbst erfordert nur die Kenntnis der suldssigen Sym-
bolsequenzen. Welche Symbolsequenzen zulasmg smd kann man in- phys&aﬁschen Expeumenten
tatsachhch messen (Siehe z. B. [28]).

Das -Ei“gebnis ist nur niherungsweise generierend

Selbst bei demn Hénon Atirakior ist es noch niemandem gelungen, fiir eine bestimmte Partition zu
beweisen, daB sie generierend ist. Einen exakten mathematischen Beweis werde ich im folgenden gar
nicht versuchen. Ich werde mich mit Partitionen begniigen, die gute N&herungen fiir generierende
Partitionen sind. Bei diesen Partitionen diirfen mehrere Orbits dieselbe Symbolsequenz besitzen,
aber nur wenn diese Orbits zu allen Zeiten nahe beieinander liegen. Bei verrauschten Daten kdnnen
solche benachbarten Orbits sowieso nicht untersc}ueden Werden, s_o daB das Streben nach emer
exakten genenerenden Partltmn uberiiusmg wére, .- - R

_D:e Methode besteht 1 lm Vereinfachen von Partitionen o

Es gibt einen trivislen Weg, eine Partition zu komstruieren, die ndherungsweise gemerierend 1st

' Dagu unterteilt man den Phasenraum einfach in viele, geniigend kleine Gebicte. Fine solche feine
.Pa_,l_:_titiqn ._is_f,_unbe&iedigend, da die so gewonnene Strukturierung des Phasenraumes iiberkaupt
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nicht an die Dynamik angepafit ist. Sie ist aber als Ansgangspunkt der Methode geeignei: Eine
solche feine Partition kann dadurch an die Phasenraumdynamik angepafit werden, dafl man sie
vereinfacht. Diese Vereinfachung besteht im Vereinigen, Schneiden und Abbilden der einzelnen
Gebiete, in die der Phasenraum unterteilt wurde. Als Ergebnis wird eine Partition mit wenigen,
grofien Gebieten angestrebt, die in genauso guter Niherung genenerend ist wie die anfa.nghche
Partition mit thren vielen kleinen Gebieten.

Mehrere Partitionen kénnen gleick einfach sein

Wenn man eine generierende Partition gefunden hat, dapn kann man aus ihr viele andere gene-
rierende Partitionen konstruieren. Ich werde in Kap. 2.3.3 argumentieren, dafl man nicht immer
eine generierende Partition als die einfachste auszeichnen kann, wenn man nur koordinstenun-
abhéngige Kriterien der Einfachheit verwendet. Ich werde mich in Kap. 4.1 aber auch bemithen,
unser intuitives Verstindnis von ,Binfachheit® zu prizisieren. Bei der Vereinfachung generieren-
der Partitionen werde ich dann das koordinatenunabhingige Einfachheitskriterium £.1.2 (aus Kap.
4.1.2) verwenden. Nach diesem Kriterium kann eine Partition selbst dann noch weiter vereinfacht
werden, wenn sie schon die minimale Zahl von Symbolen hat. Dadurch redugiere ich die Zahl der

Partitionen, die sich nicht mehr weiter vereinfachen lassen.

1.3 TUberblick

Diese Arbeit besteht ans drei Teilen. Die grundlegenden Konzepte werden in Kap. 2 bis 4 dargestellt
und susfiihrlich motiviers. Dic zenfralen -!{Gplbe.l 5 bis 7 crbauen damm aus diesen L\.OzzaeprE
eine Methode, durch die eine n#herungsweise generierende Partition verelafacht werden kann.
Sowohl der allgemeine Fall als auch ein spezielles Beispiel werden sehr detailliert dargestellt. Die
Kap. 8, @ und groBe Teile des Anhangs sind wesentlich knapper geschriecben. Sie enthelten eher
Ausblicke darauf, was man mit den neuen Konzepten noch alles anfangen kann, als Darstellungen
systematischer Methoden.

Kap. 2 erliutert den Hintergrund dieser Arbeit. Zuerst wird an ein paar elementare Begriffe
der Nichtlinearen Dynamik erinnert. Danack werden die bisker veréffentlichien Bemithungen zu-
sammengefait, die Suche nach generierenden Partitionen zu systematisieren. Dabei erweist es sich
als entscheidende Schwierigkeit, Suchkriterien zu finden, die nicht vorn der Wakhl des Koordinaten-
systems abhéngen.

‘Mit Kapitel 3 beginnt die Dars»e]lung neuer Konzepte. Die normalen Pariitionen lassen sich,
wenn sie generierend bleiben sollen, nicht flexibel genug abéndern. Deshalb wird das Konzept der
LPartition® verallgemeinert zu dem Konzept der ,zwiefachen Partition®. Eine zwiefache Partition
besteht zus zwei verschiedenen Partitionen, die jeweils zur Beschreibung von Vergangenheil oder
Zukun{t verwendet werden. Beide Partitionen hdngen nur wenig voneinsnder ab, und keine muf
fiir sich allein generierend sein. Ersi diese Trennung von Vergangenheit und Zukunft schafft die
Flexibilitit, die nétig ist, um die Partitionen in kleinen Schritten zu verbessern. Dies ist mel}mcht
dle wichtigste Lehre aus dieser Arbeit.

Um mi$ zwiefachen Partitionen und den eng damit zusamnmenhingender Konzepten ,Biindel
von kontrahierenden Blitiern® und ,Biindel von expandierenden Blittern® effizient rechnen zu
konnen, miissen selten benutzte Rechensymbole verwendet und neue Rechensymbole definiert
werden. Dies geschieht in Kap. 3.2 und noch einmal ausfiihrlicher wnd priziser in-Anhang B.
Alle Rechnungen kénnen dann durchgefithrt werden, indem man Symbolsequenzen. mampuhext

armale Dashanaabhaitsn wcoranda 1ah ok ponma tmicah wannnoshonlichan
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Auflerdem bendtigt man ein Kriterium der Einfachheit, um Partitionen vereinfachen zu konnen.
Kap. 4 argumentiert, dafl die Zahl der Symbole kein ausreichender MaBistab ist. Das neue Krite-
rium 4.1.2 der Einfachheit mrd "“sfﬁhrach motiviert. In Anhang C W“ﬁd s auf Standardbeispicle
-angewendet : ' '
"Kap. 5 stellt die Vereinfachung einer zwicfachen Partition dar, und zwar sowohl im allgemeinen
'Fa.ll als. auch anhand eines spezielien Beispicls. Und Kap. § zeigt, wie man aus der vereinfachien




gwiefachen Partition eine normale, nicht zwiefache Partition rekonstruieren kann, die in genauso
guter N&herung generierend ist. Die Kapitel 5.1 und 6.1 geben emen Uberblick iiber diese Methode
gur Vereinfachung generierender Partitionen.

Die anschlieBende Diskussion in Kap. 7 stellt Vorteile und Nachteile dieser Methode gegeniiber.
Ein Vorteil besteht darin, daf sich die Vereinfachungsschritte gans systematisch anwenden lassen.
Im Falle des Hénon Atirakiors bei Standardparameterwerten ergibt sich ein kleines, aber iiber-
raschendes Ergebuis: eine neue binédre Peartition, die in ebenso guter Niherung generierend und
ebenso einfach ist wie die wohlbekannie Standardpartition.

Die Methoden aus Kap. 3 und 4 konnen mehr als nur generierende Partition vereinfachen.
In Kap. 8 werden sie angewendet, um riumliche Grdnungen zu konstruieren. Solche Ordnungen
wurden in vielen Verdffentlichungen untersucht, aber fast ausschiiefllich fiir eindimensionale oder
sweidimensionale dynamische Systeme. Mit den neuen Korzepten dieser Arbeit konnten prinzipiell
auch hoherdimensionale Systeme geordunet werden, wemn entweder dic stabile oder die instabile
Mannigfaltigkeit cindimensional ist. Als Beispiel werden ich eber wieder mur die zweidimensionale
Hénon Abbildung betrachien.

Zuletzt gibt Kap. § einen spekulativen Ausblick, wie sich der hier vorgeschlagene Algorithmus
in einem Netzwerk von parallel rechnenden Neuronen implementieren Liefle. Dabei geschieht etwas
Erstaunliches. Das Gehirn findet Strukturen in dynamischen Systemen, die weit komplexer sind
als die primitiven Dynamiken, die in dieser Arbeit als Beispiele verwendet werden. Man sollte
erwarten, daf sich diese Komplexitit auch in dem Aufban des Gehirns widerspiegelt und das hier
vorgeschlagene nenronale Netzwerk viel zu primitiv ist, um mit dem Gehirn verglichen zu werden.
In Wirklichkeit ergeben sich aber vicle Analogien zwischen der Anatomie des Neocortex, eines
Teils des SZugetiergehirns, und der Architekiur des neuronalen Netzwerkes, das nach Prinsipien
der Symbolischen Dynamik konstruiert wurde. Diese neurobiologischen Analogien fithren ans dem
Feld der Physik heraus. Sie wurden aber irotzdem in den Anhang D sufgenommen, weil ich
meine, da$ man umgekehrt aus der Anatomie des Neocortex einiges iiber die Analyse nichtlinearer
dynamischer Systeme lernen kann.

Andere Anwendungen der neuen Konzepte werden gar nicht diskutiezt. Die Suche nach ge-
nerierenden Partitionen wurde aunf die Beispiele beschrinkt, die zur Begriindung der Methode
notwendig sind. Insbesondere wurde kein Versuch unternommen, die Methode auch in mehr als
zwei Dimensionen anzuwenden. Erstens hat sich keine dreldimensionaie Abbildung ais reprisenta-
tives Testobjekt so durchgesetzt wie die sweidimensionale Hénon Abbildung. Und zweitens wiirden
Rechnungen per Hand in hoheren Dimensionen duflerst langwierig sein. Im Prinzip kdnnte man
den gréften Teil der Rechnung numerisch durchfiibren. Denn die einzige wilikiirliche Wahl ist die
der anfinglicken (zwiefachen) Partition. Danach 1&uft die Rechnung ebenso zwangsldufig ab wie
andere Opiimierungsverfahren (Kap 7.2.1}. Dieser Algomthmus ist allerdings so komplex, dafi ich
ibn nicht programmierte.

Wenn man generierende Partitionen erst eirmsl gefunden haf, dann kann man sie anwenden,
um zum Beispiel dynamische Entropien, Zeta—Funktionen oder andere iiber den Atiraktor gemit-

telte GréSen zu berechnen. Diese Anwendungen werde ich in dieser Arbeit nicht behandeln, da die

Suche nach generierenden Partitionen an sich schon schwierig genug ist.
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olch habe hier” erzdhlie er Ulrich, indem er gleichzeilig die da-
zugehérigen Blétter vorwies, ,ein Verzeichnis der Ideenbefehlshe-
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fommt. “ R. Musil ,Der Maun ohne Eigenschaften; Kap. 85: ,General
" Btumms Bemithung, Ordrung in den Zivilverstand zu bringen.”

Kapitel 2

2.1 Elementare Begriffe der Nichtlinearen Dynamik

Bevor ich mit der Suche nach generierenden Partitionen beginne, will ich in diesemn Abschnitt an
¢in paar elementare Begriffe der Nichtlinearen Dynamik erinnern. Wem diese Begriffe fremd sind,
der kann in Lehrbiichern wie [45] nachschlagen. In [20] und {33] kann er auch spezielle Abschnitte
iiber Symbolische Dynamik finden. '

Auferdem will ich in diesem Abschnitt noch eine sweite Motivation fiir die Suche nach generie-
render Partitionen geben: Die von generierenden Partitionen erzeugten Symbolischen Dynamiken
stellen eine besonders effiziente Methode dar, um komplexe Dynamiken zu kodieren und zu spei-
chera. ' ' '

Was hat man sich unier diesem effizienien Speichern vorzustellen? Und wann ist es iberhaupt
moghich? Eine véllig zufillise MeBreihe 188t sich nicht -effizient speichern. Denn Zufilligkeit ist
gerade dedurch definiert, dafl es keine Moglichkeit gibi, die Mefleeihe zu speichern, die wesentlich
kiirzer als die Mefircihe selbst ist. ' B o

~ Eine rein deterministische Dynamik mit einfachen Bewegungsgleichungen wire dann am effi-
sientesien gespeichert, wenn man die analytische Form dieser Bewegungsgleichungen erraten hat.
Das dynamische Systeu: kann entweder ein Flul £ = F(z) im Phasenraum mit Orbits g(ij;i € R
oder eine Abbildung 2z, ; = f{z,) mit Orbits (2,), 5 sein. Durch Poincaré—Schuitte 1i8t sich
ein Fluf in eine Abbildung umwandeln. Dabei redusiert sich die Dimension des Phasenranmes um
eins, was eine grofie praktische Erleichterang ist. Deshalb werden in dieser Arbeit nur Abbildungen
betrachtet.

Doch in der Nichtlinearen Dynamik interessiert der Fall, in dem man Meflreihen kennt aber die
Bewegungsgleichungen nicht errdt. Die Rekonstrukiion einer Nichtlinearen Dynamik durch Eirn-
bettung garantiert, da8 alle Koordinaten des dp-dimensionalen Phasenraumes mef8bar sind. Aus
der MeBreihe kann man denn erkennen, von welchem Ort des Phasenraumes aus man unter der
Abbildung f zu welchem anderen Ort des Phasenraumnes gelangen kann. Wegen des unvermeidli-
chen MeBfehlers sind kleine Abweichungen ¢ von diesen Orten nicht zu erkennen. Auf diese Weise
kat man die Dynamik f n&herungsweise rekonstruieri. Allerdings kann die Mefrethe sehr lang sein
und viel Speicherplatz beanspruchen.

. Eine etwas bessere Weise, die rekonstruierte Dynamik f zu speichern, besteht darin, den Pha-
senraum im kleine Wiirfel der Kantenlinge ¢ zu unterteilen. Die Bilder eines solchen Wiirfels

~werden in den néchsten n Zeitschritten, falls n klein und die Abbildung f stetig differenzierbar




ist, im allgemeinen nur wenige andere Wiirfel schneiden. Der Meflreihe kann man eninehinen,
welche Ubergiange méglich sind. Durch die Kenninis aller méglichen Uberginge ist die Dynamik
hinreichend genau beschrieben. Man braucht etwa e~ % Wiirfel und mufl daher etwa ebensoviele
Uberginge speichern.

Will man die Lage jedes méglichen Orbits nicht nur auf ¢, sondern beliebig genau abspeichern,
so bendtigi man auch einen unendlichen Speicher. Dies wird auch bei den nun folgenden, raffi-
nierteren Methoden nicht anders sein. Doch die Rate, mit der der Speicheraufwand wichst, kann
reduziert werden, indem man noch etwas geschicktere Weisen wihlt, die Dynamik zu beschreiben.

Solange wir uns nicht fiir Transienten, sondern nur fiir die Dyramik auf dem Attraktor in-
teressieren, brauchen nur die Wiirfel gespeichert zu werden, die Attraktorpunkie enthalten. Bei
dissipativer Dynamik sind das etwa ¢~ % & ¢~ Wiirfel, wobet d, die fraktale Dimension des
Attraktors ist. Etwa ebensoviele Uberginge miissen dann gespeichert werden.
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in niedrigen Dimensionen d, numerisch zu berechnen. Diese Entropien beschreiben, wie viele Se-
auenzen von n Wiiefeln in dieser Reihenfolge auch tatsdchlich von einem Orbit geschnitten werden.
Diese Zahl wichst exponentiell mit », und zwar mit einer Rate, die um so gréfler ist, je kleiner man
die Wiirfel wiahlt. Imm Grenzfall € —» ¢ ist diese Rate die topologische dynamische Entropie
der Dynamik. Die Abweichung der bei endlichem ¢ berechneten Wachstumsrate vom Grenzfall der
exakten Entropie ist also ein Meaf dafiir, wie gut man die Dynamik genahert hat. Analog zeigt die
Abweichung vor der Kolmogorov—Sinai-Entropiean, wie gut die Ubergangswahrscheinlichkei-
ten bekannt sind.

Bine effiziente Methode, um die Lage eines Orbits zu einer bestimmten Zeit darzustellen, bietet
die fibliche noc‘dinaﬁenschreibweiss. Dzhel wird die Lage eines Orbits zu jeder Zeit durch die 4,
Koordinaten 2!, ...2% festgelegt. Bei endlicher Genauigkeit ¢ wird der Phasenraum also nicht in
kleine Wiirfel der Kantenlinge ¢, sondern in lange Streifen der Breite ¢ unterteill. Jeder dieser
Streifen ist durch eine Bezichung der Gestalt a < 2' < a + ¢ definiert. Und man brancht nur d,
sich kreuzende Streifen anzugeber, um die Lage des Orbits auf € genan zu bestimmen. ‘

Um nicht bloB die Lage des Orbits zu einer bestimmien Zeit, sondern auch die moglichen
Uberginge zwischen verschiedenen Zeiten auf dieselbe Weise anzugeben, mufl mean die Uberginge
zwischen den Streifen angeben. Leider wird das Bild eines solchen Streifens im allgemeinen nicht
mehr parallel zu den Koordinatenachsen, sondern irgendwie quer i Phasenraum liegen. Es wird
daher, im Gegensatz zu dem Bild eines kleinen Wiirfels, viele andere Streifen schneiden, so daf
viele Ubergénge mdglich sind. Die moglichen Ubergénge zwischen Streifen sagen also nur wenig
dariiber zus, welche moghichen Wege ein Orbit nehmen kenn.

Durch eine besondere Wahl des Koordinatensystems kann man die Vorteile der Koordinaten-
schreibweise teilweise retten. Ydeal wire es, wenn die Streifen e < 2* < a+ € so licgen wiirden, dafl
ihre Bilder unter f wieder parallel zu solchen Streifen lieger und deshalb nur wenige dieser Streifen
schneiden. Dieser Idealfall kenn praktisch nie erreicht werden. Aber bei besonderen dynamischen
Systemen kann mas d, stabile Richtungen und dy, instabile Richtungen definieren, die stetig
vom Ort abhéngen und zusammen den Tangentialtaum aufspannen d; +d, = dp. Dabei bildet die
Abbildung f den durch .die stabilen bzw. instabilen Richtungen gebildeten Unterraum wieder in
solche Unterriume ab. Diese Eigenschaft ist Teil der Definition kyperbolischer dynamischer
Systeme, die zum Beispiel in [33, Kap. 5.2] diskutiert wird. Dort ist auch im Detail beschrie-
ben, wie man die stabilen und instabilen Rlchtungen als Rlchtungen der Achsen spezieller loka.lea'
Koordinatensysteme auffassen kann.

"Die méglichen Wege eines Orbits kénnen dann da.durch beschneben werden, dafl man gefrennte
& Lhilduneen Sir den stabilen Unterrranm und den instabilen Unterraum aneibt. Jede dieser bei-
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den Abbildungen kann wieder auf die primitive Weise a.bgespelchert werden, indem man die beiden

Unterrdume in Wiirfel der GroBe ¢ zerteilt. Statt der Ubergiinge zwischen e~ % Wiirfeln im Phasen-

" raum braucht man dann nur die Ubergénge swischen ¢~ % Wiirfeln des stabilen Usnterraumes und

-«—%s Wiirfeln des instabilen Unterraumes abzuspeichern. Wegen g% +e‘d“ < e 9 *e‘d" = e"'?

' muﬁ man also viel weniger Ubergénge abspeichern. . : K
“"Das Standerdbeispie]l fir eine hyperbolische Menge, das ﬂufe:sen von Smale. [66], ist kein At-

~traktor. Tatstichlich gibt es nur relativ komplizierte hyperbolische Attraktoren in zwei Dimensionen
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Abbildung 2.1: Abb. a zeigt ein Beispiel fiir eine giinstige Wahl Symbolischer Gebiete. Ein Orbit
schneidet bei aufeinanderfolgenden Zeitschritten die Symbolischen Gebiete, 4, 4z, 4;, A; und A.
Seine méglichen Lagen werden durch den Schniit von Abbildern und Urbildern dieser Symbolischen
Gebiete auf ein schraflfiertes Gebiet beschrénkt, das viel kleiner als die Symbolischen Gebiete selbst
ist. Abb. b illustriert ebenso schemetisch, warum bei einer ungiinstigen Wah! der Symbolischen
Gebiete, das heiBt bei einer nicht generlerenden Partition, die Lage des Orblts nur sehr ungenau
bestxmmt sein kann,

{wie den von Plykin, siche [33, Kap. 5.5]). Auf nicht hyperbolischen Attrakioren gibt es diese sta-
bilen und instabilen Richtungen zwar aunch fast iiberall, doch diese hingen dann unstetig vom
Ort ab. Als Koordinatenachsen sind solche unstetigen Richtungen unbrauchbar, doch eine weitere
ihrer Eigenschaften kann benutst werden, um die Dynamik effizient zu speichern: Unter der ¢-fach
iterierten Abbildung f¢ kontrahieren Entfernungen  entlang der stabilen Richtungen exponentiell
schneil » ~ exp(A,t), wihrend sie entiang der instabilen Richtungen exponentiell schnell expan-
dieren r ~ exp(A,i}. Dabel ist Ay > 0 ¢in p0s1t1ver Lyapunov Exponent und A, < 0 negativer
Lyapunov Exponent.

‘Wegen dieser Kontraktion und Expansion ist es moglich, die Lage eines Orblts auch denn auf e
genau festzulegen, wenn der Phasenraum in Gebiete unterteilt wird, die sehr viel gréfer als € sind.
Dazu muB jedes dieser Gebieie mit einem Symbol gekennzeichet werden. Deshalb werde ich die
Gebiete, in die eine Partition den Phasenraum unterteilt, auch Symbeolische Gebiete nennen.
Wenn man die Symbole der letzten m Zeitschritte kennt, so kann man daraus im Prinzip die Lage
des Orbits entlang der stabilen Richtungen auf etwa exp()\ - m) genau festlegen. Analog folgt
aus den nichsten n Zeitschritten die Lage entlang der instabilen Richtung auf etwa exp(—XA, - n)
genau. Um die Lage auf € genau festzulegen mufl man deshalb m =~ In{1/€)/{—A,) vergangene
und 7 ~ In{l/¢}/A, sukiinftige Symbole speichern. Die Lage ist dann durch Symbelseguenszen

der Lénge m + » und die moglichen Ubergange durch Symbolsequenzen der Lange m + .1 1_.

hinveichend gensu festgelegt.

‘Was ist der Vorteil dieser Symbolsequenzen'? Wenn man s:ch fiir jede einzelne Symbolsequenz
der Lange m+a+1 merken miiflte, ob dieser Uberga.ng in der Dynamik vorkommst oder nich$, dann
briiuchte man wieder ebensoviel Speicherplatz, wie wenn man den Phasenraum in kleine Wiirfel
zerlegt hitte. Gliicklicherweise 188t sich die Symbolische Dynamik, das ist die zeitliche Abfolge
der Symbole, sehr viel effizienter beschreiben. Wenn man z. B. weif}, daB die Symbolsequenz A4BA
niemals auftritt, dann kann man daraus folgern, daB die Symbolsequens ABAABAABB und alle
anderen Symbolsequenzen, die AABA enthalten, auch niemals auftreten. Meist geniigen schon
~ wenige kurze dieser ,verbotenen® Symbolsequenzen, um die Dynamik genau genug zu beschreiben.
Die ganze Schwierigkeit liegt darin, die Symbolischen Gebiete so zu legen, daf der Schnitt ihrer

Abbxlder und 'Urbﬂder die Lage des Orbits auf ¢ genau festlegt, wie in Abb. 2,1.a. Denn auch wenn.
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dieser Schnitt nur ein kleines Volumen hat, kann er aus mehreren, voneinander enifernten Teilge-
bieten bestehen, wie in Abb. 2.1.b, und deshalb die Lage des Orbits nur ungenau festlegen. Solche
ungiistigen Schuitte gu vermelden ist das Hauptziel bei der Konstruktion einer generierenden
Partition.

2.2 Symbolische Dynamik und generierende Partitionen

2.2.1 Historische Beferenzen

Hao Bai-Lin {70, 37] und Wiggins {67] beschreiben die Geschichte der Symbolischen Dynamik,
die ich hier der Vollstindigkeit halber wiedergeben will: Schon friih (1851 {60] und 1901 {34])
verwendeten Mathematiker Sequenzen von Symbolen um Kurven zu charakterisieren. Auf Dyna-
mische Systeme wurden diese Methoden dann vor Morse [55] und Birkhoff {10] angewendet. Zum
eigensténdigen Thema wurde Symbelische Dynamik durch die detaillierte Ubersicht von Mor-
se und Hedlund 1938 {56]. Levinsons Arbeit iiber den getricbenen Van—der-Pol-Oszillator {1950
[48}) und Smales Konstruktion der Hufeisenabbildung (1963 [66]) benutzten Symbolische Dynamik
um Sachverhalte zu beweisen, die heuie als charakteristisch fir deterministisches Chaos gelten.
Noch bis 1980 blich des Feld eine Doméine der Mathematiker. Sinai, Ruelle, Bowen und ande-
re [12, 11, 62] entwickelten die Ergodentheorie hyperbolischer Systeme. Physiker erfuhren davon
durch die Zusammenfassung von Alekseev und Yakobson [1], die breitere Ubersicht von Eckmann
und Ruelle [20] und das Buch von Arnold und Avez [2]. Bei der Analyse experimenteller Zeitreihen
steht die Symbolische Dynamik heuie im Schatten der Berechnung von Dimensionen, Lyapunov
Exponenten etc.. Die detaillierteste Anwendung, von der ich weifl, wurde an eirem NMR-Laser
durchgefiihrt, bei dem man Millionen von Zeitschritten mit nur efwa einem Prozent Rauschen
ausmessen konnte [23]. Nickt nur wurde in der nicht trivislen Geometrie des seltsamen Attrakiors
eine gute N&herung fiir eine generierende Partition gefunden [23], auch die plétzlicke Anderung
(,Heterokline Krise®) des seltsamen Attraktors bei Anderung eines Parameters konnte mit dem
Auftauchen einer zuvor verbotenen Symbolsequenz erklirt werden [22],

2.2.2 Symbeole und Symbolsequenzen

Abb. 2.2 zeigt eine stetig differenzierbare Abbildung f:(0,1) — (G 1) des Emheitsintervalles auf
sich selbst mit einem zentraler Maximum bei z.. Solche Abbildungen wurden von theoretischen
Physikern und angewandien Mathematikern (siehe z. B. [13, 18]} in grofem Detail untersuchi,
seitdem Feigenbaum seine universelen Konstanten fand. Doch schon vorher waren qualitative Ge-
setzmiBigkeiten bekannt, die universell sind, das heiBt, die nicht von der speziellen analytischen
Forin der Abbildung F abhingen. Dazu gehori die Reihenfolge, in der verschiedene periodische
Orbits auftauchen, wenn bei Perameterinderung das Maximum der Fankéion anwichst [63, BOL
U diese universelle Reihenfolge zu erklfren, wurden die periodischen Orbits durch Symbolse-
quenzen charakterisiert und dann die Menge der moglicken Symbolsequenzen bestimmi. Beide
Schritte wurden im Laufe der Jahre immer weiter vereinfacht nnd verallgemeinert {51, 19]. Zuletat
entwickelten Zheng Wei-mou und Hao Bai-lin besonders einfache und anschauliche Methoden [38]
und steliten sie in lesenswerten Ubersichten verschiedener Linge dar [36, 70, 37]. An ihre Schreib-
weise der Symbolischen Dynamik lehnt sich die Notation an, die im folgenden verwendet wird.
Ein Orbit ist eine unendliche Punktfolge (2:), g mit F(2¢) = 2:+1. Jede einzelne Lage , legt
ein einzelnes Symbol in der unendlichen Symbolsequenz des Qrbits fest. In dieser Arbeit werden
Symbole mit den Zahlen 0, 1 oder mit Grofibuchsiaben A, B, ... bezeichret. Ublicherweise verwen-
det man bei eindimensionalen Abbildungen die beiden Symbole R und I fir rechts und links. Um
. bei der Schreibweise zwischen Symbolsequenzen wie ... RLLR... und den entsprechenden Orbits
zu unterscheiden, werden letztere durch einen Punkt ¢ gekennzeichnet, Die Menge aller Orbits,
.die zur Zeit £ = 0 rechis von dem Maximum =z, liegen, bezeichnet man als o R. Analeg ist ol die
Menge aller Orbits (mg),cq mit 2¢ € (0, =.). Eme solche Unierteilung des Phasenranmes (0, 1) in
zwel Teilintervalle nennt man eine bin&re Partition. Eine besondere Rolle spielen dze Orbits, die zu




Abbilduag 2.2: Beispiel fiir eine Abbildung f{z.) = .41 auf dem Einkelisintervall [0, 1]. Das
Maximum legt bei z.. Durch diesen kritischen Punkt und seine Urbilder wird das Einheitsinter-
vall in kleinere Teilintervalle zerlegt, die mit kurzen Symbolsequenzen gekennzelchnet sind.. Em.
wzllkurhch gewah}ter Orblt (3g)tez ist zu den Zelten t= _.-—-1 0 lund 2. emgetragen

10




irgendeiner Zeit ¢ die Partitionsgrenze schneiden: z; = 2.. Da die Partitionsgrenzen im sallgemei-
nen vom Mafl Null sind, spielen diese Orbits bei der Suche nach generierenden Partitionen keine
Rolle, obwohl sie fiir manche Anwendungen wichtig sein konnen. In dieser Arbeit werde ich nur
Orbits behandeln, die keine Partitionsgrenzen schneiden. Die Menge aller dieser Orbits bezeichne
ich mit eF.
Die Lage ¢ines Orbits zu anderen Zeiten £ # ( wird durch Aneinanderreihung weiterer Symbole
gekennzeichnet. Dabei ist ... S5 251 ¢ 5351 ... die Menge aller Orbits (#¢),.z mit . .
R falls @ < 2, ‘
Sf:{ L falls z; > 2 2-1)

Wenn man einen Orbit unier f abbildet, so erhilt man einen um einen Zelschritt verschobenen
Orbit. Es folgt f(...8-1 ¢ 85351...) = ...5.150 ¢ §1.... Die Abbildung f verschiebt also die
Symbolsequenz einfach um einen Platz nach links beziehungsweise den Punkt e um einen Platz
nach rechis. ' '

Qbwohl jede mii einem Punkt verschene Symbolsequenz S eine Menge von Orbits ist, werde
ich bei invertierbaren Abbildungen f diese Orbitmenge auch manchmal als Punktmenge oder
als Gebiet im Phasenraum interpretieren. Diese Sprechweise ist so zu verstehen, dafl der ganze
Orbit (=), g mit dem einen Punkt zq gleichgesetzt wird. Dies ist mdglich, weil bel invertierbaren
Abbildung wegen 2, = f*{»g) der ganze Orbii aus dem Punkt zq folgt.

Bei pichéinvertierbaren Abbildungen folgt nur der halbe Orbit (2:):>0 aus dem Punkt =y
Dann wird hiufig nur mit halbunendlichen Sequenzen pearbeitet: Die =g aller Orbits in der Men-
ge 5951 ... 5, bilden eine durch diese Symbolsequenz definierte Punktmenge im Phasenraum.
Und wenn keiner dieser Orbits in der anderen Menge oTp7T} ... T; enthalien ist, dann sind nicht
nur die Orbitinengen disjunkt, sondern auch die entsprechenden Punktmengen. Fiir Orbitmengen
der Gestalt 5_1e und S_se gilt dies nicht mehr, weshalb ich solche Orbitmengen auch nur bei
invertierbaren Abbildungen als Punkimengen interpretieren werde.

Im allgemeinen Fall kann es n Symbole geben, die mi§ A;...A, bezeichnet werden sol-
len. Die entsprechenen offenen Gebiete des Phasenraumes sollen die ,,Symbolischen Gebiete®
@Ay,...o A, genannt werden. In der mathematischen Literatur nennt man sie auch die Elemen-
te der Partition {eA;,...e A,}. Thre Vereinigung | i ; o4; soll der Atiraktor im Phasenranm
bis auf eine Menge vom Mafl Null iiberdecken. e Menge aller betrachteten Orbits ist gleich
o = (Ui 4i)™ e (UL, ). Dabei sind X~ = ... XXX und X*® = XXX ... halbu-
nendliche Wiederholungen des einen Symbols X. Das Zeichen E {everywhere) kann dann auch als
Platzhalter fiir unbekannte Symbole diener, wie in f{4 e) = 4A; Fe.

Zum Beispiel kann man aus Abb. 2.2 entnehmen, daf z_; € sLR, woraus folgt, dafl 25 €

f(eLR) = LeR. Zusammen mit ¢ € eRR und 22 € oL R ergibt sick, daB.der Orbit in dem
Schnitt der. Mengen ' : _

F(eLR) 0 eRR N f7(sLR) = LsR N eRR ‘N eBELR = LeRRLE (2.)
o, RSy | _

2.2.3 "Generierende Partitionen in einer Dimension

Was zeichnet -eine bestimmte Partition vor anderen aus?-Beirachten wir dazu das Beispiel in
Abb. 2.2. Wenn das Intervall an der Stelle z, unterteilt wird, wo f maximal ist, dann ist die

w“'nl?i‘!nn 'F all'F heiden Teilintervallen 171‘!31'*’1@?]‘\91' Mﬂ‘ diccan helden invercen Funlktionen Erann

I E Lall i Rviall A CrnnLti vadata & UATL LM . LELEC Oratal 4V LUIL D RAAWVLATI

man den gesamten Orbit =, bestitnmen, wenn man a.uﬁer seiner Lage #g zum Zeitpunkt £ = 0 auch

noch seine. ganze Symbolsequenz kennt. (Durch g selbst ist nuwr die zukinftige Symbolsequenz

 festgelegt. } Fiir einen periodischen Orbit unbekannter Lage und bekannter Symbolsequenz ergibt
‘sich analog eine Gleichung zur Bestimmung von zy. So kommt man von Symbolsequenzen zuruck
zu den Koordinaten des Phasenraumes (,,word—hﬁmg—techmque“ [7a])). -

' _' - Bs stelli sich die Frage, ob Orbits elndentig durch ihre unendiichen Symboiseqgunenzen charak-

‘terisiert. sind. Fir die exakte mathematische Behandiung, sber auch fiir die prakiische Kodierung
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einer Dynamik (Kap. 2.1) ist dies wichtig. Da aber nicht alle Partitionen diese Bedingung erfiillen,
wie wir noch an vielen Beispielen sechen werden, definiert man: '

Definition 2.2.1 (Generierende Partition:) Eine Partition {e4;;...e Ap} ist dann generte-
rend, wenn bei jeder Wah! der Symbole S; € {A;,... Ao}, i € & die Menge ... S5 251 @ 551 ...
nur hdchstens einen Orbit enthdlt.

Es konnen natiirlich leere Mengen ... 5_25_19551 ... = § auftreten. Derartige Symbolsequenzen
heiflen verbotenen, alle anderen heiflen zulfissig. Ihre Gesamtheit bestimmi die grammatika-
lischen Regeln der Symbolischen Dynamik. Zur vollstindigen Beschreibung der Symbolische
Dyaamik fehlen dann nur noch die Wahrscheinlichkeiten aller Symbolsequenzen. Diese héngen
von dem ergodischen Ma8 auf dem Attraktor ab.

" Die Definition 2.2.1 stimmt nicht ganz mit dem allgemeinen Sprachgebrauch iiberein: In allen
mir bekannten Veréffentlichungen werden die Symbolischen Gebiete so gewéhlt, dafl thr Inneres
diginnkt ist: o A; n@_ﬁ.J = § fiir 5 £ 4. In dieser Arbeit diirfen die Symbolischen Gebiete sich schnei-
den. Einem Orbit kénnen dann viele S_ymu()mequeuaeu cma}ueweu, doch que; dieser Sb\iueunexx
entspricht nur dieser eine Orbit. Zu disjunkien Symbolischen Gebieten kann man jederszeit iiber-
gehen, indem man die Schaitte Symbolischer Gebiete mit neuen Symbolen bezeichnet. Ein Vorteil
iiberlappender Symbolischer Gebiete ist, daf dadurch schon in einer Dimension Mehrdeutigkeiten
bei der Wahl der generierenden Partition vermieden werden kbnnen. Dies wird in Anhang A.1 an
cinem Beispiel fllustriert.

Ublicherweise wird anch noch eine weitere Bedingung in der Definition von generierenden
Partitionen gefordert: Die GrofSe der durch Symbolsequenzen bestimmien Punkimengen soll sogar
gleichméBig gegen Null konvergieren: -

0= tli:-n.}a m&x{ diam(f" (@SQ .. .Szg)) l 5 € {A1, .- .Am}} . (23)

Diese Zusatzbedingung wird im folgenden ignoriert. Dern eine ungleichmifige Konvergenz wire in
realen Systemen duferst uagewdhnlich. Und um das Ziel aus Kap. 1.1, eine an die Dynamik ange-
pafte Strukturierung der Dynamik, zu prizisieren, geniigt Def. 2.2.1 in jedem Feall. Mathematiker
verwenden diese Zusatzbedingung vor sllem deshalb, um zu garantieren, da8 die Symbelische Dy-
na.rm'k dieselber dynamischen Entropien besitzt wie die urspriingliche Dynamik im Phasenraum.

2.2.4 Mathematische Kommentare zur Exzséenz und Emdeut;gkezt ge-
nerierender Partitionen

An dieser Stelle trenner sich die Wege von reinen Mathematikern und theoretischen Physikern.
Der Mathematiker sucht eine exakie Isomorphie zwischen der symbolischer Dynemik und der
Dynamik im Phasenraurms Bin ernstes Problem sind fiir thn die Orbits, denen keine cindentige
Symbolsequenz zugewiesen werden kann, da sie Partitionsgrenzen schueiden (diskutiert in {1]). In
der Ergodentheorie setzt man meistens voraus, daff die Partitionsgrenzen das ergodische Mafi Null
haben, so dafl fast allen Orbits eine eindeutige Symbolsequenz zugewiesen werden kann.

Der Physiker dagegen wird argumentieren, dafl man in experimeniellen Daten die Pariitions-
grenzen sowieso nur mit endlicher Genauigkeit festzulegen braucht. Er wird sich nicht um all die
komplizierten Phinomene sorgen, die der Attraktor erst bei starker Vergroflerung zeigt. Zum Bei-
spiel konnte in drei oder mehr Dimensionen der Ausnshmefall auftreten, daf cine ganze Linie

von Sattelpunkten zum Attrakior gehort. Durch endlich viele Symbole liefen sich diese Fixpunkte
nicht mehr ﬁnterscheiden Doch zum Verstandms der g}obalen Dynamxk ist diese Unberscheadung
auch nicht wichtig. ' o R

Der Mathematiker vereinfacht sich die Aufgabe, indem er beliebige offene Symbolische Gebiete
erlaubt. Dann kann er das Krieger Generator Theorem [46] benutzen, das fiiv eine breite Klasse
dynamischer Systeme aus Ergodizitdt die Existenz einer generierenden Partition ableitet. Diese
generierende Partition enthilt nicht mehr Symbole, als auf Grund der topologischen Entropie &
nétig sind (exp(h) < Symbolzahl < exp(h) + 1). Die untere Schranke ist schon deswegen nétig,
-wm mit nur einem Symbol pro Zeitschritt geniigend viele verschiedene Symbolsequenzen erzeugen
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zu kénnen. Schwerer wird die Aufgabe fiit den Mathematiker dann wieder dadurch, dafl er fiir
viele Zwecke eine generierende Partition bendtigt, deren Grammatik vollstindig ist. ,Vollstandig®
heiflt, dafi man nicht iiber eine endliche Li#nge n hinausgehen muff um festzustellen, ob eine
Symbolsequenz erlaubt ist. Eine unendliche Symbolsequenz ist in dieser Grammatik gensu dann
erlaubt, wenn alle ihre Teilsequenzen der Linge = erlaubt sind. Die Existenz derartiger ,Markov—
Partitionen® (siche z. B. [1]} konnte tatsichlich fiir ganz spezielle dynamische Systeme bewiesen
werden, etwa fiir Aatomorphisinen des Torus auf sich selbst. Aber schon suf dem 3-Torus zeigie
Bowen {12], daf dic Rinder einer Markov—Partition niemals glatt sind; heute wiirde er sie wohl
frakial nennen.

Der Physiker widerum kann den Phasenraum einer experimentellen Zeitreihe nur durch relativ
einfache, nicht frakiale Symbolische Gebiete strukiuvrieren. In gewissen hyperbolischen dynami-
schen Systemen, zum Beispiel bei spezieﬂen eindimensionslen Abbildungen oder bei der Bewegung
eines Massetellchens in einer spezieller Geometrie (Billiard}, konnten cinfache Markov-Partitionen
gefunden werden. Dann kdunen elegante und genaue Methoden angewendet werden, die als Ent-
wicklung wm instabile periodische Orbits bekannt sind (,Cycle Expansion® [3, 4]). Es gilt aber
als typisch fiir dynamische Systeme, daB sie nichthyperbolisch sind. Meistens kann man dann die
grammatikalischen Regeln der Symbolischen Dynamik anch niché durch endlich viele Symbolse-
quenzen ausdriicken. In diesem Fall kann man zrwar immer nock um periodische Orbits entwickeln,
doch die numerischen Ergebnisse fiir Lyapunov-Exponenten oder Dimensionen konvergieren nicht
deutlich schneller als bei einfacheren Algerithmen. Am Hénon Attrakior wurden diese Methoden
besonders griindlich miteinander verglichen [31, 17]. Instabile periodische Orbits werden daher im
folgenden keine wichtige Rolle spielen.

Zur Klassifikation seltsamer Attrakioren und zur Kedierung ihrer Dynamik (Kap. 2.1) geniigen
generierende Partitionen, die nach irgendwelchen koordinateninvarianten Kriterien die ,einfach-
sten® sind. In invertierbaren Abbildungen sind eine Partition {sA4;,...e A, und ihre m-ten Bilder
{f™(eA1),...f™{eAn)} gleich einfach, da sie durch die Koordinatentransformation f™ ineinander
iibergehen und dieselbe Grammatik haben. Diese Partitionen werden als dquivalent betrachtet.

2.2 Partitionen in zweldimensionalen Phasenrdumen

2.8.1  Stabile und Instabile Mannigfaltigkeiten

Im Abschnité 2.1 wurde schon erwihni, daf fast jeder Attrakiorpunkt stabile und instabile Rich-
tungen besitzt, entlang denen der Tangentialraum im Lauf der Zeit kontrahiert oder expandiert.
Die stebilen Richfungen lassen sich im Phasenraum zu Linien, oder allgemeiner zu Mannigfal-
tigkeiten fortsetzen (siche z. B. [20]}. Diese kontrahieren in der Zukunft exponentxe]l schnell. In
beliebig dimensionalen Phasenréumen definiert man dakher: :

Definition 2.3.1 (Stabile Mannigfaltigkeit) Die stabile Mennigfeltigheit W*(2) ez'nes Punk—
tes = ist die Menge aller Punkte, deren Orbzis in, der Zulmnft ezponentzeil schnell gegen. Jen O bit
von @ konvergzeren N

W=l Sl A< (4

Die exponentle]le Konvergenzgeschwmdlgkelt ist keine mchtlge Zusa.tzbedmgung Fast alle Orbits
von typischen Abbildungen f haben d, Lyapunov Exponenten, die von Null verschieden sind, und
erfiillen diese Zusatzbedingung automa.tlsch _Wenn die Dyna.mlk I mvertzerbar ist, da.nn deﬁmert
man analog: . I - S

Definition 2.3.2 {(Instabile Meaunigfaltigheit) Die 'énstabﬂe Mannigfa!tigkeit We(z) ez’nes
Punktes =z ist die Menge aller Punkie, deren Orbzts in der- Vergangenhezt e@onentzell schnell
gegen den Orbit von = konvergieren: = . . -

L
: .!:.D
Loy ]
—

e« e .1_ b P hetrny o
o W) = ol Jim oI jf 72} —FTIW)I< 0
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Die Existenz stabiler Mannigfaltigkeiten ist fiir Fixpunkte = wohlbekannt, wurde aber von
Ruelle sogar fiir fast alle Punkie in Bezug auf das ergodische Maf} p bewiesen ([62], Theorem 6.3):
Wena f ein Diffeomorphisimus auf einem kompakten Raum ist, also stetig differenzierbar mit stetig
differenzierbarem Inversen f~!, dann ist fir pfast jeden Punkt z die Punkimenge W* (=) eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit. Das Beweisschema ist das folgende: Aus dem multiplikativen
ergodischen Theorem von Oseledec {57} folgt die Existenz von Lyapunov-Exponenten, das heifit
von Richtungen im Tangentialranum, die unter der linearisicrten Dynamik exponentiell schrell
expandieren bezichungsweise kontrahieren. Im Phasenraum miissen auch die nichilinearen Terme
in der Taylorentwicklung von f um den Orbit von = beriicksichtigt werden. Wenn der Abstand zu
demn Orbit von = aber mit der Zeit exponentiell klein wird, werden auch diese nichtlinearen Terme
exponentiell klein, und ihr summierter Einflufl auf die Lage von W* konvergiert. Falls f invertiert
werden kamm, so folgt analog der Existenzsatz fiir instabile Mannigfaltigkeiten.

" Bei bekannter Dynamik § kann man den bei = gelegenen Teil der stabilen Mannigfaltigkeit
W (z) relativ leicht ausrechnen, indem man erst das Abbild f*(z) bestimmt, dort in ungefihver
stabiler Richtung eine kleine Linie von Punkten verlegt und diese Punkies dann n-mal riickiteriers.
Wenn n grof} genug ist, dann liegen diese Punkte sehr nahe an der stabilen Mannigfaltigkeit. Der
Abstand der Punkte auf der Linie wird so klein gewihlt, daf die Lage der Mannigfaltigkeit sich
hinreichend genau aus ihnen bestimmen 18t. Da bei der Riickiteration der Abstand der Punkte
im aligemeinen exponentiell schnell wichst, miissen bei Uberschreiten eines kritischen Abstandes
neue Punkte durch lincare Interpolation bestimmt werden. Mit dem hier skizzierten Algorithmus
und einem intersktiven Graphiksystem wurden Abbildungen wie 2.3 erstellt. Diese Standardtech-
nik wird hier nicht weiter erlutert. Sie ist so schnell, dafl n viel grofier und der kritische Abstand
viel kleiner gewdhit werden kann, als es fiir die AufiGsung der hier gezeigten Abbildungen nétig
ist. Dieselbe Aufgabe wird auch schon durch ,,public domain“~Programmpaketen (,dstocl: A Dy-
namical System Toolkit with an Interactive Graphical Interface® von J. Guckenheimer, M. R.
Myers, F. J. Wicklin & P. A. Worfolk am ,,Center of Applied Mathematics®, Cornell Universitit,

Ithaca NY 14853). und kommerziellen Programmpaketen {,,Dynamics® von Prof. J. A. Yorke und’

Mitarbeitern am ,Institute for Physical Science and Technology® Maryland Universitdt, College
Park MD 20742; vertrieben vom Springer Verlag) gelost. Und verbesserte Algorithmen werden in
der Literatur diskutiert [41].

In dissipativen Systemen laufen die Orbits des ganzen Attraktionsgebictes auf den Attraktor zu.
Wegen der typischerweise exponentiellen Trennung benachbarter Orbits nimmt man an, dafl man
durch kleine Anderungen des Startpunktes zo dem Orbit {2}, 7 alle moglichen asymptotische
Bahnen geben kann. Insbesondere kann man ihn durch diese kleine Anderung gegen jeden anderen
Orbit (3,7 konvergieren lassen. Deshalb vermutet man, daf die stabile Mannigfaltigkeit W (yo)
cines typischen Attraktorpunktes yp im Attraktionsgebiet dicht liegt. Finen exakien Beweis fiir
allgemeine Attraktoren gibt es nicht.

4T 1

Um in Abbildungen nichi das ganze Amraimonsgemeu schwarz auszufiilien, trage ich nur einzel-
ne Abschnitte der stabilen Mannigfaltizheiten ein, die ich so wikle, da8 sic im Attraktionsgebiet
etwa gleichméBig dicht liegen. Ob es sich dabei um Abschnitte von derselben Mannigfaltigkeit
oder von verschiedenen Marnigfaltigheiten handelt, ist wegen der endlichen Rechemgemauigkeit
nicht festgelegt. Den Verlauf der nicht cingezeichneten Abschnitte kann man ungefihr erahnen,
da stabile Mannigfaltigkeiten sich nichi gegenseitig schneiden diiefen. Normalerweise mifii man
experimentelle Daten nur nachdem Transienten abgeklungen sind, das heifit in der unmittelbaren
Umgebung des Attraktors. Daraus kann man dann auch nur den Teil der stabilen Mannigfal-
tigkeit in dieser Attraktorumgebung bestimmen. Zur Illustration werden im folgenden trotzdem
groBe Abschnitie der stabilen Mannigfaltigkeit eingezeichnet. Die Hestunmung der -Partitionen

selbst kommt ohne d.lese Blustratmnen aus. .

2.3.2 Kz-i%ische Punkte und Tangentialpunkte

In einer Dimension ist die Lage der generierenden Partition durch die Extrema f'(z) = 0 der
differenzierbaren Abbildung f fesigelegt. Dies gilt auch noch dann, wenn es mehr als einen solchen
- kritischen Punki gibt (siehe z. B. [70]). Kann dieser Zusammenhang anf hohere Dimensionen
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verallgemeinert werden? Die Standardbeispiele, an denen diese Frage in der Literatur diskutiert
wird, sind zweidimensionale, dissipative und invertierbare Abbildungen f(2n,¥n) = (Zn+1, Ynti)s
insbesondere die Hénon Abbildung:

Bpp1 = l—axzl 4y, (2.6)
¥np1 = b« Zn - (2.7)

Fiir sehr starke Dissipation Zhneln sie eindimensionzlen nichtinvertierbaren Abbildungen und sind
deshalb leichter zu behandeln als Hamiltonsche Systeme.

Die Hénon Abbildung wurde schon 1975 von Hénon [40] einpefithrt. Sie dient seitdem als
Standardbeispiel fiir selisame Attraktoren. Friihe Analysen dieser Abbildung finden sich in [21,
14, 65). Die Exisiens eines selisamen Attrakiors wurde kiirslich in [7} bemes\,n Wer sich die Hénon
Ai)bﬂdung unbedingt als phystkalisches System vorstellen will, der kann sie {fir.b < 0} als Poincaré
Schnitt eines periodisch gekickien nichilinearen Rotators interpretieren [39]. '

Welche Eigenschaften der kritischen Punkie lassen sich auf zwel Dimensionen iibertragen? Die
wichtigsie Eigenschaft in Kap. 2.2.3 war die Invertierbarkeit der Abbildung f zwischen kritischen
Punkien. Auf den ersten Blick scheint sich dieses Kriterium nicht auf invertierbare Abbildungen
fibertragen zu lassen. Doch in Kap. 3.2.1 wird gerade das getan werden. In bisherigen Verdffentli-
chungen wurde versucht, eine andere Eigenschaft kritischer Punkie zu veraligemeinern. Sie betrifft
die linearisierte Dynamik im Tangentialraum eines Orbits, der nahe an ¢inem kxitischen Punkt =,
vorbeildufi. Wenn der Orbit einen positen Lyapunov Exponenten hat, dann bestehi diese Dynamik
aus einer exponentiell schnellen Expansion. Nahe des kritischen Punktes ist aber die Ableitung
F'(=) sehr klein, so daf es zu einer abrupten Kontraktion kommt, bevor die Expansion wieder be-
ginnt. Bin Orbit durch den kritischen Punkt =z, gehort zu den Ausnakmen, fiir die kein Lyapunov
Exponent definiert ist: Die vergangene Expansion wird durch eine unendlich starke Kontraktion
im Tangentialraum abrupt beendet.

In zwei Dimensionen besitzen typische Orbits einen positiven und eimen negativen Lyapunov
Exponenten, denen eine expandierende und eine konirahierende Richtung im Tangentialraum ent-
spricht. Dies sind auch die Richtungen der instabilen und der stabilen Mannigfaltigkeit an der
Stelle des Orbits im Phasenraum. Bei nicht periodischen Orbits stehen diese beiden Richtungen
in keimer offenkundigen Bezichung zueinander. Denn laut Definition 2.3.1.und 2.3.2 (aus Kap.
2.3.1) ist die stabile Mannigfaltigkeit W* durch die asymptotische Zukunft und die instabile Man-
nigfaltigkeit W* durch die asymptotische Vergangenheit festgelegt. An besonderen Punkten des
Phasenrauines kénnen beide Richtungen libereinstimmen. Fir solche Tangentisipunkte sind die
englischen Namen ,tangencies® oder auch ,homociinic tangencies“ gebrduchlich, {was nicht so
miBverstanden werden sollte, als selen nur homokline Punkte eines periodischen Orbits gemeini
[68]). Wenn stabile und instabile Richtung im Tangentialrzum eines Orbits zu einem Zeitpunks
iibercinstimmen, dann missen sie zu allen Zeiten iibereinstimmen, und der Orbit besieht aus
lznter Tangentialpunkien.

‘Grassbereger und Kantz [30] schlugen vor, die Partitionsgrenze in zwel Dunenszonen so zu le-
gen, defl der- Attraktor nur in Tangentialpunkten geschnitten wird. Dabei soll jeder Orbit (2:), %
nur gt einem einsigen Zeitpunkt T getroffen werden. Dieser Punkt 2y wurde als prim&rer Tan-
gentialpunkt bezeichnet. Sie konstruierten so eine binire Partition fiir den Hénon Attraktor bei
den Standardparameterwerten o = 1.4 und b = 0.3 (Abb. 2.4) sowie bei schwicherer Dissipation
b= 0.54 und a = 1.0 (Abb. 2.6) und testeten numerisch, ob sich die Entropie aus dieser Partition
korrekt ergibt. In beiden Fallen kann man sich die Wirkung der Hénon Abbildung so vorstellen,

daf der scltsame Attraktor gesireckt und gefaltet wird. Dies wird in Kap. 8 durch Abb. 8.2 und

8.3 illustriert werden. Auch fiir den Duffing—Osszillator konstruierten G1ovannm1 und Politi {26]
cine generierende Partition, indem sie die Partitionsgrenze durch Tangentialpunkte legten.
Schon in [64] wurde ¢in heuristischer Grund angedeutet, warum die Partitionsgrenzen jeden
typischen Orbit von Tangentialpunkien trefien sollte. Man nimmt dazu an, daff stabile und in-
stabile Mannigfaltigkeit verschiedene Kriimmung haben, die Tangente also quadratisch ist, und

. daB benachbarte Abschnitte der stabilen Mannigfaltigkeit in etwa parallel zueinander Liegen {Abb.
2.7 ) N he des Tangentialpunkies 2, treten dann doppelte Schnitte {F;, @;) der stabilen mit der
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Abbildung 2.3: Der Hénon Attraktor bei Standardparameterwerten ¢ = 1.4 und b = 0.3. Zehntou-
send Finzelpunkte des Attrakiors zeigen den ungefihr waagrechten Verlanf der instabilen Man-
nigfaltigkeiten. Willkitzlich gewéhlte Abschuitte der stebilen Mennigfaltigkeiten sind als durch-
gezogene Linien innerhalb des Attraktlonsgebletes emgetragen Dle groBen weiflen Flachen hegen
auﬁerhalb des Attra.ktionsgebxeues L
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Abbildung 2.4: Die 01-Partition des Hénon Attraktors bei Standardparameterwerten ¢ = 1.4 und
b= 0.3. In Abb. a sind wie in Abb. 2.3 Abschnitte der stabilen Mannigfaltigkeit als diinne Linien
eingetragen. Tausend Einzelpunkte kennzeichnen die Lage des Attraktors. Die gestrichelte Linie ist
die Partitionsgrenze zwischen den Symbolischen Gebieten o und le. Diese Partitionsgrense wurde
in [30] durch alle ,,priméren® Tangentialpunkte gelegt, bei denen stabile und instabile Mannigfal-
tigkeit parallel und relativ schwach gekriimmt sind. In Abb. b sind auBerdem Partitionsgrenzen
eingetragen, die 0 Ee von 1Ee trennen, sowie ¢0 von o1 und ¢ E0 von eE1. Diese Partitionsgrenzen
sind nicht auf ganzer Linge Bilder voneinander. Denn da ihre Lage nur anf dem Attraktor fest-
gelegt ist, miissen diese vier Partitionsgrenzen, wenn sie unter der Dynamik f abgebildet werden,
nur auf dem Attraktor ineinander iibergeher. o
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Abbildung 2.5: Der Hénon Attrakior bei schwacher Dissipation b = 0.54 und o = 1.0. Zehntaunsend
Finzelpunkte des Attrakiors zeigen den ungefdhr waagrechien Verlauf der instabilen Mannigfaltig-
keit. Willkiirlich gewihlte Abschnitte der stabiler Mannigfaltigkeit sind als durchgezogene Linien
innerhalb des Attraktionsgebietes eingetragen. Die grofien weiflen Flichen liegen auflerhalb des
Attraktionsgebietes. : : '
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Abbildung 2.6: Die 61-Partition des Hénon Attrakiors bei schwacher Dissipa.tion b=054und e =
1.d. iausenci ABBIEKBOIpuan)c und die bt.:i.ui.u: 1V13.ﬁm51d.1b1g15'.ﬁb sind wie .B.uu 2.5 cu.lgt:ua.scn
Die Partitionsgrenze zwischen 0e und le wuzde in [30] durch alle , priméren® Tangentialpunkte
gelegs, bei denen stabile und instabile Mannigfaltigkeit parallel und relaiiv schwach gekriimmt
. sind. Daduzch ist nur die Lage auf dem Attrakior festgelegt, auBerhalb des Attraktors liefle sich
"die Partitionsgrenze verschieben. Aufierdem sind Partitionsgrenzen eingetragen, die 0Fe von 1Es
trennen, sowie 0 von el. Diese beiden Partitionsgrenzen schneiden den Attraktor im ersten Abbﬂd

: .__oder im. ersten Urb:ld der:_ »priméren® 'I‘angentlaipunkte S TRTE I
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Abbildung 2.7: Ein Tangentialpunkt 2., dessen instabile Mannigfaltigkeit (dicke Linie} tangential
zu seiner stabilen Mannigfaltigheit (diinne Linie} ist. AuBerdem sind die Kriimmungen dieser
Mannigfaltigkeiten verschieden. Im allgemeinen gibt es dann in der Nihe des Tangentialpunktes
eine Folge homokliner Punktepaare (F;, @;), so daB die Punkte jedes Paares durch ein kurzes
Stiick der stabilen Mannigfaltigkeit und darch ein kurzes Siiick der instabilen Mannigfaltigkeit
miteinander verbunden sind.

instabilen Mannigfaltigkeit auf. Fiir jedes ¢ konvergieren die beiden Orbits durch P; und §; sowohl
in der Zukunft als such in der Vergangenheit gegeneinander, sie sind homoklin. In der Zukunft
wird ihr Abstand entlang der stabilen Mannigfaltigkeit, in der Vergangenheit ihr Abstand entlang
der instabilen Mannigfaltigheit klein. Zu irgendeinem Zeitpunkt sollen sie verschiedene Symbole
haben, sonst ist die Partition nicht generierend. Wegen ihrer Nihe zueinander ist diese Bedingung
am einfachsten durch eine Pariitionsgrenze zu erfiillen, die zum selben Zeitpunkt ¢ alle f{P;) von
allen f°(Q;) trennt. Wenn dies der Zeitpunkt ¢ = 0 ist, dann ist 2. der , primére Tangentialpunkt:
Weil sich bei ihm die homoklinen Punktepaare (P;, @;) hiunfen, muB die Partitionslinie durch ihn
verlaufen. '

Gleichzeitiges Zusammenlaufer aller homoklinen Punktepaare (f*(7;), f*(@Q:)) fiir grofles ¢ er-
fordert, daf die Krimimung der instabilen Mannigfaltigkeit bel f*(z.) immer gréfer wird. Umge-
kehrt ist zu erwarten, dafl fiir £ — —oco die Kriimmung der stabilen Mannigfaltigkeit bei f%(z.)
immer grofer wird. Abb. 2.8 Hiustriert an dem Beispiel eines Orbits, der auf den Attrakior zulgafl,
daf bei anfdnglicher scharfer Kriimmung der stabilen Mannigfaliigkeit die stabile Richtung im Tsn-
gentialraum tatsichlich im welteren Zeitverlauf zunfichst expandiert und dann erst kontrahiert.
Giovanini und Politi [26] berechneten alle XKriimmungen cines anderen Beisplels.

In den numerisch berechneten Abbildungen scheinen die verschiedenen Abschnitte der stabile
Mannigfaltigkeit oder der instabilen Mannigfaltikeit ungefihr paralle]l nebencinander zu liegen. Im
Prinzip kénnten aber viel kompliziertere Verschlingungen dieser Abschnitte auftreten. IThre Hiufig-
keit wird in Anhang A.2 mit einigen groben Niherungen abgeschitzi. Dort wird argumentiert, dafl
die numerischen Rechnungen ein zuverldssiges Bild ergeben und kompliziertere Verschlingungen
nur einen winzigen Bruchieil des Phasenraumes einnehmen. Denn jeder Bereich des Phasenraumes,
in dem die stabile Mannigfaltigkeit stark gekriimme ist, sireckt sich unter der inversen Abbildung
i1 langsamer, als seine Breite schrumpft. Analog sind auch Kriimmungen der instabilen Mannig-
fa.li;igkelt in umso- kiemeren Beremhen des Phasemaumes konzentnert, Je starker 1hre Krummung
-isg, '

- Der plotzhche Wechsel von Expansion aufl Kontraktlon entlang eines Orbits von Tangentlal—
punkten hat weitere wichtige Auswirkungen. Erstens héingt die Expansion entlang der instabilen
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Abbildung 2.8: Der Wechsel von Expansion zu Kontraktion entlang derselben Richtung wird in der
Nihe eines Beispiclorbits illustriert. Die Lage des Orbits ist zu jedem dex drei Zeitschritte durch ein

‘Kreuz gekennzeichet. In Abb. a ist aufierdem die stabile Richtung des Orbits als gepunkiete Linie

eingetragen. Und Abb. c zeigh einzelne Atirakiorpunkte. Abschnitie der stabilen Mannigfaltigkeit
sind als durchgezogene Linien eingetragen. Zwischen Abb. a und b sowie Abb. b und ¢ liegen jeweils

-drei Zeitschritte der Hénon Abbildung {@ =1,4;b =190, 3). In Abb. = ist die stabile Mannigfaltigkeit
“ des Orbits stark gekritmmt. Diese Kriimmung verschwindet wihrend der néichsten drei Zeitschritte,

stabile Richtung des Orbits {gepunkteie Linie) um den Fakior il expandiert. Erst

H Jh R
10 Qeden Gl Svasue [Acniun €8 LirDits

nach Abb. b, die irotz des groBen Mafistabes eine wenig gekriimmte stabile Mannigfaltigkeit zeigt,
kann der Tangentialraum entlang der stabilen Richtung kontrahieren, und zwar um den Faktor

1/815 irn den néchsten drei Schritten. Dabei wird die instabile Mannigfaltigkeit (Einzelpunkte in

Abb. ¢} gekriimmt.
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Richtung eines typischen Orbits empfindlich davon ab, wie nahe an Tangentialpunkten dieser Or-
bit vorbeilduft. Zweitens wird das natiitliche Ma8 p durch die Kontraktion konzentriert. In einer
Dimension fiihrt das zu Wurzelsingularititen p(z) ~ 1/+/ bei den Abbildern des kritischen Punk-
tes. In zwei Dimensionen ergibt sich numerisch eine Konzentration des natiirlichen Mafles in einem
Bereich um die Tangentialpunkte, der etwa so gro8 ist wie der Kriimmungsradius der instabilen
Mannigfaltigkeit. Dies wurde sehr detailliert untersucht, als die Erforschung von Multifraktalen
und die Berechnung von f(a)-Spekiren modisch war [29, 59, 58].

Eine dritte Auswirkung der Tangentialpunkie bereitet grofle mathematische Schwierigkeiten.
Da fast alle Orbits dicht auf dem Attraktor liegen, wird wohl auch mindestens ein Orbit von
Tangentialpunkien dicht Hegen. Deshalb liegen beliebig scharfe Kriimmungen der stabilen und
instabilen Mannigfaltigkeit vermutlich dicht auf dem Atiraktor, und die stabilen und instabilen
Richtungen variieren unstetig mit dem Ort. Fiir derartige nichthyperbolische Attraktoren sind nur
wenige Taisachen exaki bewiesen. Die meisten mathematischen Sitze geiten nur fiir hyperbolischen
Aitrakioren. In deren Definition wird unter anderemn gefordert, daf die stebilen und instabilen
Pu\.htuHEEu aueus variieremn.

Trotz dieser Schwierigkeiten gelang es aber Benedicks und Carleson in einer gewaltigen Arbeit
die Existenz von chaotischen Hénon Attraktoren nachzuweisen [7]. Auch ihr zentrales Konzept sind
kritische Punkte, die eng mit den Tangentialpunkten verwandt sind, aber erst in den zentralen
Induktionsschritten des Beweises rekursiv definiert werden kbnnen. Die ersten dieser kritischen
Punkte kénnen allerdings nur bei sehr starker Dissipation {b sehr nahe bei 0) festgelegt werden,
wenn die Abbildung f sich numerisch praktisch nicht von einer eindimensionzlen Abbildung un-
terscheidet. Fiir ein positives Lebesgue~Mafl von Werten des Parameters ¢ beweisen sie darn, daf
der Abschiuf der instabilen Mannigfaitigkeit eines Fixpunktes ein seltsamer Attraktor ist: Alle
Crbits einer offenen Umgebung konvergieren gegen ihn, und auf ihm gibt es einen dichten Orbit
mit positivem Lyapunov~Exponenten. Man beachte, dafl auck andere (aber dhuliche) Definitionen
von seltsamen Attraktoren in der mathematischen Literatur zu finden sind.

In einer spiteren Arbeit ([8]) wurde auch die Existenz eines sogenannten SRB-MafBes bewiesen,
das den Anspriichen an ein physikalisch sinnvolles Ma$ entspricht. Unter anderem folgt hieraus die
Pesin Gleichung: Die Kolmogorov-§inai Entropie ist gleick der Summe der positiven Lyapunov—
Exponenten. Fiir eine Dissipation b = .3 gibt es zumindest einzeine a-Werte bei a ~ 1.3924198...,
bel denen ein selisamner Attraktor existiert [24].

Ubrigens sind die ,priméren® Tangentialpunkte noch aus anderen Griinden wichtig:

e Ihre Lage bestimmt die wichtigsten topologischen und metrischen Eigenschaften der Symboli-
schen Dynamik, die von der generierenden Partition erzeugt wird. Hieraus folgt insbesondere
der ungefibre Verlauf der Korrelationsfunktionen [5, 6.

e Wenn ein periodischer Orbit bei Parameterinderung in die Nihe eines priméiren Tangenti-
alpunktes wandert, dann kann er stabil werden, was sich deutlich im Bifurkationsdiagramm
zeigt [42, 53,_25]. :

o Nicht nur zaf Attraktoren, sondern zuch auf chaotischen Satteln kéanen Tangentislpunk-
~te héufig sein [47] und plotzhche Andmungen (Knsen) des, Sattels bel Pmameteranderung
: hervorrufen {32]. : : .

o.-Bei der numerischen Berechnung von Lyapunov Exponenten liegt ein Haupiproblem dar-
vin, die verfibergechende Kontraktion richtig zu erfassen, die sich nach dem Passieren eines
~primiren Tangentialpunktes einstellt {siche z. B. {261\ Dm Verightuna des natmhchen }'ga

-'-'-i’ies durch diese Kontraktlon wurde bereits erwahnt

2.3.3 @ﬁene Pm%ieme iﬂ zwei Dimensionen

-Die generierenden Parfitionen von Hénon—artigen Attraktoren, die mit Hilfe der Tangentialpunkte
konstruiert wurden, sind als Modellsysteme niitzlich, au denen Methoden getestet werden kénnen.

Doch das Kritierium, den Attraktor in Tangentialpunkten su schneiden, reicht nicht aus, um in
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allgemeinen dynamischen Systemen auf systematische Weise generierende Partitionen zu finden.
Gentigt es in jedem Fall, den Attrakior mit den Partitionsgrenzen nur in Tangentialpunkten zu
schneiden? Und welches sind die ,primé#ren“ Tangentialpunkte, die geschnitten werden sollen?

Eine Faustregel, die in machen numerischen Simulationen erfolgreich war, wihit die Tangential-
punkte als , primér“ aus, bei denen weder die stabile noch die instabile Mannigfaltigkeit besonders
stark gekriimamt ist. Genauer: Die Summe der beiden Kriimmungen soll kleiner sein als bei allen
Abbildern und Urbildern [30]. Diese Definition ist nicht koordinateninvariant: In anderen Kooz-
dinatensysiemen kdnnten sich so vdllig andere Partitionen ergeben. Und es ist ungewil, ob eine
dieser Partitionen generierend ist. Im Falle des in [26] untersuchten Duffing—Oszillators erhilt man
nur dann eine generierende Partition, wenn der Attrakior in Tangentialpunkten geschnitten wird,
wo die Summe der Kriimmungen nicht minimal ist. Und in anderen Fillen mul man vermutlich
manche Orbits von Tangentiaipunicten mehrmals mit den Partitionsgrenzen schneiden, damit man
eine generierende Partition erhili. Beispicle dafiir sind zweidimensionale Abbildungen f, die die
so stark dissipativ sind, daf} sic aussehen wie die eindimensionalen Kreisabbildungen in Anhang
A1, bei denen Schnitte durch alle kritischen Punkie & mit 7'(z) = 0 michi ausreichen, um eine
generierende Partition gzu erzeugen.

Solche mehrfachen Schuitte scheinen auch in héherern Dimensionen unvermeidlich zu sein, falls
zum Beispiel die instabile Mannigfaltigkeit zweidimensionzal ist uad sich wie in Abbildung 2.9 fal-
tet. Die Kontraktion des michsien Zeitschriites soll senkrecht wirken und so stark sein, dafl wir
die Feinstruktur der stabilen Mannigfaltigkeit in diesem Beispiel vernachldssigen kbnnen. Dann
liegen die Tangentialpunkte in etwa anf der Linie, wo die instabile Mannigfaltigkeit eine senkrechte
Tangente besitzt, der ,cusp“—Linie der Katastrophentheorie. Durch kurze Abschnitte der stabi-
len Mannigfaltigkeit kana die instabile Mannigfaltigkeit dann dreimel geschmitten werden. Der
oberste Punkt P und der unterste Punkt @ Legen auf Orbits, die in Zukunfi und Vergangenheit
gegeneinander konvergieren. Doch in verschiedenen Symbolischen Gebieten konner P und ¢ nur
dann liegen, wenn die Partitionsgrenzen die gezeigie instabile Mannigfaltigkeit auch auBerhalb der
»Cusp“—Linie schueiden. Denn der Weg + liegt in der instabilen Mannigfaltigkeit und verbindet P
und €, ohne die ,cusp“—Linte zu kreuzen.

Wenn man eine generierende Partition gefunden hat, dann lassen sich beliebig viele andere
generierende Partitionen finden. Daru braucht man nur nene Symbolische Gebiete durch Kombi-
nation der alten Symbolischen Gebiete konstruieren, so dafl sich jedes alte Symbolische Gebiete
durch eine Sequenz nemer Symbole ausdriicken l&8¢. Beispiele dafiir werden noch viele kommen.
(Gibt es eindeutig einfachste generierende. Partitionen? -Eine einzige gemerierende Partition, die
nach koordinatenunsbhiingigen Kriterien die eindeutig einfuckste ist, kann es nicht immer geben.
Denn schon eine Partition {e4;,...e A,} und ihre Bilder {f*(sA1),...f*(eA,)} miissen nach
solchen Kriterien gleich einfach sein. Weniger triviel ist der Fall, wo die Abbildung f = g° das
Guadrat einer ‘anderen invertierbaren Abbildung g mit generierender Partition {eB;,...e Bn}
ist. Die Symbolischen Gebiete ¢B; 0 g~ 1(=B;) bilden dann eine generierende Partition von f, die
ebenso einfach ist wie die mit den Svmbohschen Gebieten g{eB;) N eB;, sich aber nicht durch f
auf sie abbilden 188t. -

" Ein weitere Typ von Dyna,mlk der mehrere gleich einfache generzerende Partitionen zulaﬁt
ist definiert durch das direkte Produkt f = g ® h zweler invertierbarer Funktionen g und h,
die auf Riumen kleinerer Dimension operieren. Wenn {e4;,...o A,} ¢ine genericrende Partition
von g und {eBi,...e B} eine generierende Partition von h ist, dann bilden fiir jedes ¢ die
Symbolischen Gebiete e4; @ f*(eB;) eine generierende Partition von f. Diese Beispiele fiir gleich
einfache generierende Partitionen sind noch relativ harmlos, denn jede Pariition ergibt dieselbe
Symbolische Dynamik. Sie waren sogar eine wesentliche Motivation fiir diese Arbeit: Wenn man
aus experirnentellen Zeitreihen all diese Partitionen ablesen kénnte, dann konnte man sehen, ob
eine Dynamik in unabhiingige Teilldynamiken zexfillt. Bisher gibt es noch keine guie Methode,
u#herungsweise unabhéngige Teilldynamiken in einer chaotischen Zeitreihe za erkennen, obwohl so
eine Methode gerade fiir réumlich ausgedehnte Systeme sehr interessant wire.

Es gibt aber auch generierende Partifionen, die etwa gleich einfach sind aber verschiedene

Grammatiken besitzen. Solche fanden Grassberger, Kantz und Mbnig {31}, als sie auf den Hénon
Attraktor bei starker Dissipation (a=1.0; b=0.54) cinen Algorithmus vor Biham und Wenzel [9]
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Abbildung 2.9: Ein schematisches Beispiel fiir die Notwendigkeit, Partitionsgrenzen niché nur durch
Tangentialpunkte zu legen. Die zweidimensionale instabile Mannigfaltigkeit wird im dreidimensio-
nalen Phasenraum von der eindimensionalen stabilen Mannigfaltigkeit geschnitten, die tendenziell
von unten nach oben verlduft. Der gezeigte Abschnitt der instabilen Mannigfaltigkeit ist so ge-
faltet, dafl die nach unten projizierten Tangentislpunkie ungefiibr anf einer cusp—formigen Kurve
{durchgezogene Linie) licgen. Ein typischer Abschaitt der stabilen Mannigfaltigkeit kenn dann

\Guabdlglatpens s [RLECIA AL et RRALE:

die instabile Mannigfaltigkeit in deei nahe benachbarten Punkien schneiden. Der obersie Punkt
P und der unterste Punkt @ konnen entlang der instabilen Msnnigfoltigkeit durch eine Kurve v
(gepunktete Linie) verbunden werden, die allen offensichtlichen. Tangentialpunkien aus dem Weg

geht_.' S
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_a=1.0; b=0.54
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Abbildung 2.10: Die VW—Partition des Hénon Attrakiors bei schwacher Dissipation, die in [31]
berechnet wurde. Sie ist in ebenso guter Niherung eine genericrende Partition wie die 01-Partition
in Abb. 2.8. Atiraktorpunkte und Abschnitte der sigbilen Mannigialtigkeit sind wie in Abb. 2.6
cingetragen. Die gestrichelten Linie ist die Partitionsgrenze, die Ve von We trennt.

anwendeten. Abb. 2.10 zeigt die VW -Partitionslinie und Abb. 2.11 eine Vergrofierung davon. Die
Schnittpunkte der Partitionslinie mit dem Attzaktor bei f{P) scheinen die Abbilder der Schmitt-
punkie bei P zu sein. Dann I8t sich jede VIW-Symbolsequens durch die Regeln

e = WeV U VeVVV (2.8)
ol = oW U VeVW U VeVVW L (2.9)

in eine 01-Symbolsequens {der Abb. 2.8) iibersetzen. Die VW -Partition ist daher generierend, falis
die §1-Standardpartition in Abb. 2.6 generierend ist. Und die Schnittpunkte der 01-Partitionslinie
mit dem Attmktor smd durch Schmttpunkte der VW -Pastitionslinie ‘oder deren Urbilder festge-
legt.

“Regeln fir die Rickiibersetzung von der §1-Partition in die VW -Partition sind dagegen nichi
vollsténdig bekannt [31]. Insbesondere scheint die Lage der Schnittpunkte bei P nicht genau fest-
gelegt zu sein: Es miissen nichi einmal Tangeniislpunkie sein. In den numerischen Daten von
Abb. 2.11 sind bei f(P) tatsichlich keine Tangentialpunkte zu erkennen, deren stabile und insta-
bile Mannigfaltigkeiten nur wenig gekritmmt wiren. Durch Verschieben der Schnittpunkte bei P
und bei f{P) kann man eine ganze Schar von VW —Partitionen erzeugen. Man braucht hgenuwel—

che Kriterien der Einfachheit, um eine bestlmmte La.ge der Schmttpunkte be: P und so:tmt eme_

bestimmte VW -~Partition auszuzeichnen. S
Mehrere iibliche Kntenen zelchnen die in Abb 2 12 gezelgte X Y“Partltionshme aus. . S

o "éX ._:_..@a U 0151 ‘U Gell i (210)

'In d1esem spemeﬂen Fa]l der VW—Partltlonen wu-d der Schnitt bel f(P) iberflissig, und es gxbt
‘nicht mehr Schnittpunkte als bei der D1-Partition. Vermuilich wird jeder Orbit von Tangenti-

‘alpunkten daher von den Partitionsgrenzen mur zu einer Zeit getroffen. Die Riickiibersetzung in -
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Abbildung 2.11: Ein vergroflerter Ausschmitt sus Abb. 2.10 mit mehr Attraktorpunkten und et-
was dichteren Abschnitten der stabilen Mannigfaltigkeit. Die VW-Partitionsgrenze schneidet den
Hénon Attraktor bei P und f{P). Dort sind aber keine Tengentialpunkte zu erkennen, deren
stabile Mannigfaltigkeit und instabile Marnigfaltigkeit nur schwach gekriimmt sird.

01-Sequenzen ist wie in GL 2.8 und 2.9,

o) = YeX U XeXXX (2.12)
el = ¥ U XeXY U XeXXY (2.13)

Wenn man einen Attrakior durch seine generierende Partitionen charakterisieren will, so ist
es praktisch, wenn nur eine generierende Partition angegeben werden mu$, weil sie eindeutig die.
einfachsie ist. In diesem Fall ist es micht leicht zn entscheiden, ob die 01-Partition oder die XY—
Partition einfacher ist. I Kapitel 4.1.2 wird das Kriterium 4.1.2 der Einfachheit defintert, dem
zufolge die 01-Pariition cinfacher als die XY —Partition ist. Doch auch dieses Kriterium wird nicht
immer eine generierende Partition auswihlen kdnnen, die eindeutig die einfachste ist. Zum Beispiel
wird sich die in Abb. 7.1 gezeigte Partition nach allen mir bekannten koordinatenunabhingigen
Kriterien als genauso-einfach erweisen.wie. d_w Standardpa.rt1t10n (Abb 2.4) des Hénon Attraktors.
beib"'OSunda—*lé

" Ein naheliegender- Versuch die ,primiren® Ta.ngentlalpunkte auszuzemhnen, beruht ‘anf ste-
tigen Parameterinderungen. Im cindimensionalen Grenzfall b = 0 ist der kritische Punkt aus-
gezeichnet und die Symbolische Dynamik eindeutig. Entlang eines stetigen Weges im Parame-
terraum kann diese Symbolische Dynamik auf Werte b # 0 #ibertragen werden. Dieser ‘Versuch
iguft in uniberwundene Schmer.gkelten Dic Fensler im Parameterraum, in denen kein seltsamer
Attraktor sondern nur ein chaotischer Sattel existiert (siehe z. B. [53]), sind noch relativ harm-
los, verglichen mit einem Ergebnis von Hansen [35]: Die Symbolische Dynamik, die man erhalt,
héingt von demm Weg i Parameterraum ab. Und Giovanini und Politi [27] zeigten, da8 man die
Lage ,primérer® Tangentialpunkte wohl nicht stetlg m.ttverfolgen kann Sxe sprmgen unstemg bei

-Ko]hsxon n:ut mcht ,,pnmaren Tangentla.lpunkten
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a=1.0: b=0.54

=2 -1 : 0 .1. ¥ 2

2=1.0; b=0.54

Abblldung 2.12: Die X Y ~Partition des Hénon Atizakior bei schwacher Dissipation. Sie entsieht
aus der VIW—Partition in Abb. 2.10 dadurch, daB die Partitionsgrenze an den Steflen P und 7(P)
so weit verschoben wird, bis bei f(P) der Schnitt mit dem Attrakior entfallt. Die XY -Partition
ist in ebenso guter Naherung eine gencrierende Partition wie die 01-Partition in Abb. 2.6. In Abb
a sind die Attraktorpunkte und die Abschnitte der stabilen Mannigfaltigkeit wie in Abb. 2.6.a
eingetragen. Abb. b zeigi die Partitionsgrenzen bei drel aufemander foigenden Zelten S1e trennen
-QF"Y von eF‘V aYvnn_@Y bzw Xs vonYe . : :
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2.8.4 Vernachlissigung der Feinstruktur

Die offenen Probleme des letzten Abschnittes lassen sich in swel Kategorien unterieilen. Probleme
mit der Grobstruktur und Probleme mit der Feinstrukiur des Atiraktors. Abb. 2.13 illustriert den
Unterschied anhand der Ikeda Abbildung [44] bel Standardparameterwerten:

Zppr = L0 4 p-(2y - cos(tn) —yn -sin(in)) (2.14)
Yntr = po(®a-sin(in) + gn - cosftn)) - (2.18)
mit £, = 0.4 — 6.0/(1+22 +42) (2.16)
und - Cop o= 0.9 | (2.17)

Diese Abbildung f ist das grob vereinfachte Modell eines lasergepumpten Resonators mit nichtli-
nearem opiischen Medium. Sie wirki im Phasenraum ungeféhr wie eine Faliung, die im Gegensatz
zur Hénon Abbildung die Orientierung erh&lt (det(df/dez) > 1). Die beiden Teile, die aufeinander
gefaitet werden, sind durch die Partitionsgrenze in Abb. 2.13.a getrennt, die durch Tangential-
punkte verliuft. Ein Verlauf durch andere Tangentialpunkie wiirde nichi so gut zu der naiven
Interpretation der Dynamik als  Faltung® passen. Die Grobstrukiur des Attraktors zu verstehen
heifit also die generelle Wirkung der Dynamik f so zun interpretieren, dafl man die ungefahre Lage
der priméren Tangentialpunkie bestimmen kann.

Die Feinstruktur des Attrakiors ist dagegen nur wichtig, wenn man die Lage der priméren
Tangentialpunkte ganz gerau kennen will. Dabel kGrren komplexe Verschlingungen der stabilen
and instabilen Mannigfaltigkeit wichtig werden. Wegen dieser Verschlingungen ist es zum Beispiel
unmoglick zu beweisen und nicht einmal besonders wahrscheinlich, daf die Partitionsgrenzen diffe-
renzierbave Linien sind [7]. Und es kanu sogar passieren, daf sich bei Betrachiung der Feinstruktur
erweist, dafl die Partiton zusiizliche Symbole besitzen mufl, um generierend zu sein. Als Beispiel
dafiiv zeigt Abb. 2.13.b einen kleinen Ausschnitt aus dem Ikeda Attraktior, wo die stabile und insta-
bile Manunigfaltigkeit so kleine Winkel einschlieflen, dafl zusitzliche Orbits von Tangentialpunkien
aufireten konnten. Diese miifiten dann durch zusitzliche Partitonsgrenzen (wie z. B. die in sich
geschlossene gestrichelie Limie von Abb. 2.13.b) geschnitten werden, die ein kleines susitzliches
Symbolisches Gebiet begrenzen wiirden. '

Durch solche Feinstrukturen wird die exakie mathematische Behandlung von seltsamen Attrak-
toren erschwert. Zum Beispiel ist durch nichts garantiert, daf der Hiufungspunkt =, in Abbildung
2.7 eine stabile Mannigfaltigkeit besitzt und somnit wirklich ein Tangentialpunkt sein kann. Gon-
chenko, Turarev und Shilnikov [28] zeigten, da8 #hnlich snangenehine Phinomene in manchen
Parameterintervallen dicht liegen. Thr Beweis beruht auf der plausiblen Voraussetzung, daf bel ef-
nem Parzmeterwert eine bestimmte quadratische (,, Newhouse“—} Tangente zwischen stabiler und
instabiler Mannigfaltigkeit existiert. Nicht nur unendlick viele stabile periodische Orbits existie-

. ot iet P soh
ren dann gleichzeitig fir cine dichie Menge von Parameterwerte, sondern auch Tangenten von

kubischer oder beliebig hoherer Ordnung. Der Leser sei aber daran erinnert, daf sich in der Nichi-
linearen Dynamik selbst dichte Mengen (von kleinem oder verschwindendem Lebesgue Maf) als
untypisch erwiesen haben. Zum Beispiel gibt es im Parameterraum die Fenster, in denen statt
eines seltsamen Attraktors nur ein chaotischer Satiel existiert, weil ein periodischer Orbit stabil
ist. Wenn die dynamischen Systemen nicht hyperbolisch sind, dann liegen diese Parameterfenster
vermutlich dicht, obwohl Chaos auch in diesen Systemen als typisch gilt.

Solche Probleme mit der Fein— und der Grobsiruktur wecken Zweifel an der Méglichkeit, ,ein-
fachste“ generierende Partitionen zu finden. Mit den Methoden dieser:Arbeii kann man die Grob-

otmprlrdrin ol A oianta YAes Infn ks ™ - 3 - 3
strukbur auf effiziente Weise vercinfachen. Die Probleme mit der Feinstrukiur treten in diesem

Zugang zum Teil nicht auf, zum Teil werden sie absichtlich fibergangen. Denn wenn solche Orbits,
wie die durch P; und §; in Abb. 2.7 festgelegten, zu allen Zeiten sehr nahe benachbart sind, dann
ist die mathematische Forderung 2.2.1, sie sollten verschiedene Symbolsequenzen haben, @ibert-
rieben streng. Schon wegen des Rauschens kann man im Experiment die Lage eines Orbits aicht
gensuer bestimmen, als es eine Partition {eF,.. .8 7, } kann, die den Phasenraums in viele kleine

Gebiete unterteilt. Dabel kann m natiirlich sehr grof sein. Wie schon in der Einleitung erwihnt,

. ist die entscheidende Frage daher mnicht ,Gibt es generierende Partitionen“, sondern ., Wie 13t
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Abbildung 2.13: Die Grobstruktur {Abb. a} und die Feinstruktur (Abb. b) der Ikeda Abbildung.
Der Attraktor ist durch zehntausend Einzelpunkte dargestellt; Abschnitte der stabilen Mangigal-
tigkeit sind durch diinne Linien dargestellt. Die gestrichelte Linie in Abb. a ist eine Partitions-
grenze, die durch Tangentialpunkte verlauft. Sie paft zu der groben Vorstellung, da8 die Dynamik
wie eine Faltung wirkt. Abb. b zeigt cinen vergrofierien Ausschnitt. AuBer bei der Partitions-
grenze von Abb. a {waagrechte gestrichelte Linie) sicht man such an anderen Stellen nur ciner
“sehr kleinen Winkel zwischen stabiler und instzbiler Mannigfaltigkeit (innerhalb des gestrichelt
-umrahmten Gebietes). Ob dort zusitzliche Tangentialpunl
Rechengenauigkeit nicht festzustellen.

ngenti e entstehen, ist bel der verwendeten
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sich die gute Niherung einer generiernden Pertition vereinfachen, ohne daB Information iiber die
Orbits verlorengeht ¢,

‘Wenn eine Partition swel Orbits mit derselben Symbolseguenz bezeichnet, so werde ich sagen,
dafl die Partition die beiden Orbits verwechselt. Das Ziel der Vereinfachung 148 sich dann
ausdriicken als ein Partition {¢C},...¢ Cn}, die nichi mehr Orbits verwechselt, sls die anfingliche
Partition {eF,...eF,}. Die Vereinfachungsmethode kann auch auf nicht generierende Partitionen
{ef,... s F,} angewendet werden. Um die Schreibweise aber nicht unndtig »u verkomplizieren,
werde ich aber jede Partition {s(Y,...eCy,}, die nicht mehr Orbits verwechselt als die anféngliche

Partition {eF},...e Fj, ], als generierend beseichnen. .
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‘Who conirols the past,’ ran the Parfy slogan,
‘controls the future: who controls the present,
controls the past.’

aus George Orwell: ,,1984“

Kapitel 3

tindel von

j8ttern

In den folgenden Kapiteln wird die neue Methode zum Vereinfachen generierender Partitionen
vorgestellt. Sie beruht darauf, daf eine vorgegebene, als generierend unterstellie Partition schrit-
weise abgefindert wird. Dabel wird sie einfacher, zumindest nach dem Kriterium der Emfachhelt
das in Kap. 4 eingefibrt wird.

Die Schwierigkeit bei der Wahl der Methode bestand darin, da.B es sehr viele ghnliche Moglich-
keiten gibt, die Konzepte der Symbolischen Dynamik zu verallgemeinern. Nachdem ich die Moglich-
keiten ausgeschlossen hatte, die bei praktischen Rechnungen an Hindernissen scheitern, konnte ich
die erfolgreiche Methode zwar einfach definieren. Doch auch im nachhinein konnte ich keinen ein-
fachen Weg schen, der mich zu dieser Methode gefiihrt hétte. Deshalb ist die Wahl der Methode
nur mit einigen allgemeinen Bemerkungen zu motivieren und exst durch erfolgreiche Beispielrech-
nungen zu rechtfertigen. Ich selber fand die Konzepte ,Blétter” und ,Biindel von Blsttern” erst
aunf dem Umweg iiber die Suche nach réumlicher Ordnung, die in Kap. 8 diskutiert wird. Und nur
auf diesem Umweg konnte ich jeden einzelnen Schritt motivieren. Die Schreibweise der Formeln
habe ich erst im nachhinein an die Rechnungen anpassen konnen, als sich das neue Kriterium der
Einfachheit bereits bewa.hrt hatte Die Darste]lung folgt dem ursprunghchen Erkenntmsweg daher
antlcm:onomglsch

3.1 Das grumdieg@ﬁ@.e Pr@%i@n

3.1.1 Bei welchen Anderungen bleibt eine Partition generierend?

Das Heuptproblem beim Abi#ndern generierender Partitionen liegt darin begriindet, dad ein Orbit
im Laufe der Zeit beliehig oft in jedes Symbolischen Gebiet zuriickkehren kann. Die unerdliche
Symbolsequenz des Orbits kann sich daher an belicbig vielen Stellen &ndern, wenn ein einziges
Symbolisches Gebiet abgeéindert wird. Deshalb ist es schwer festzustellen, ob. zwei verschiedene
unendliche Symbolsequenzen auch noch nach der Anderung verschieden sind. Und nur wenn dies
f'ur alle moghchen Symbolsequenzen festgeste]lt werden ka.nn, bieibt die Pa.rtmon genenerend

Das Bezspzei d;er nicht genenerenden K L—~Partit10n e

Nehmen wir zum Beispiel an, die Gi—Partitlon des Hénon Attrakiors bei schwacl-er Dissipation

in Abb. 2.6 sei generierend. Abb. 3.1 zeigt eine dhnliche Partition, die K L-Partition, die den

Attrsktor entweder in demselben Punkt schneidet wie die 01-Partition oder in dessen Bﬁdpunkt
Die Gl—Symholsequenz Jedes Orblts la.ﬁi: s1ch in eine K L-—Sequenz ubersetzen

oK = 160 U e (3
oL el U 10e . (3:2)

It

(Die Vereinigung U ist wie in den vorangegangenen Kapiteln als Vereinigung von Orbitmengen
“zu verstehen.) Ist diese abgedinderte bindre Partition generierend? Oder gibt es vielmehr KI-

_Symbolsequenzen, die sich nicht eindeutig in (i-Symbolsequenzen riickiibersetzen lassen? Lets-
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a=1.0; b=0.54
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Abbildung 3.1: Beispiel einer nicht generierend Partition des Phasenraumes in die beiden Gebiete
¢K und eL. Die genaue Lage der Punkie P und @ soll so gewihlt sein, daf sie sowohl entlang der.
stabilen Mannigfaitigkeit als auch entleng der instabilen Mannigfalitigkeit durch moglichst kurze
Linfen miteinander verbunden werden kénnen. Die Orbits duvch die Punkte P und § konvergieren
dann sowohl in der Zunkunft als auch in der Vergangenheit schnell gegeneinander, so daB sie
verrnutlich zu keiner Zeit in verschiedenen Gebieten oK uad oL legen.

teres scheint der Fall zu sein: Die Orbitmengen 1010 e 111111 und 1001 ¢ 111111 sind beide in
KLK e LLLLLEL enthalten, wie man durch Einsetzen der Ubersetzungsregeln zeigen kann. Wenn
sich ‘diese endlichen 01-Sequenzen auf gleiche Weise zu zuliissigen unendlichen Sequenzen fort-
setzen lassen, dann verwechselt die K L-Partition die beiden entsprechenden Orbits. Ob soiche
Forsetzungen zuldssig sind, kann nicht exaki bewiesen werden, solange nicht alle grammatikali-
schen Begeln der Symbolischen Dynamik bekannt sind. Doch die Geometrie des Phasenraumes 1883t
vermuten, daB solche Paare von Symbolsequenzen existieren, zum Beispiel die der Orbits durch
die Punkte P und @ in Abb. 3.1. Die K L-Partition ist dann nicht generierend. o

‘Die genaue Rechnung zeigt aber auch umgekehrt, daf wegen der grammatikalischen Regein
001le = 001 e 111111 und o0E10 = § (siche Kap. 4.2.1) die oben angegebenen 01-Sequenzen die
einzigen sind, die nach der ﬂbersetzung in K L-Symbolsequenzen miteinander verwechselt werden.
Da viele Symbolsequenzen dieser Linge zuliissig sind, ist es gar nicht leicht, diese Verwechslung zu
finden, selbst mit den Rechenregeln fiir Paare [, } von Orbits aus Kap. B. Dieses Beispiel illustriert,
wie schwer es selbst bei einfachen Anderungen der Partition sein kann, nachzupriifen, ob die
Eigenschaft ,generierend” erhalten bleibt. R ' '
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2.1.2 Der Ansatz zur Losung des Problems

Um dieses Problem zu l6sen werde ich im folgenden die Bedimgung 3.2.1 fiir die Bigenschaft
Lgenerierend® so umformulieren, dafl sie sich zu einem einzigen Zeitpunkt nachpriifen 1a8t. Dabei
wird die Vergangenheit ...S_25_1e durch eine Partition {Aje,...Apne} beschrieben (Vi < 0 :
S; € {A1,...Am}) und die Zukunft ©SpS5: ... durch eine Partition {eBi,...e B} beschrieben
(Vi > 0: 8; € {B1,...Bm}). Beide Partitionen {Aje,... Ao} und {eB;,...e By} zusammen
werden als zwiefache Partition des Phasenraumes bezeichnet. {Diese soll nicht mit einer bindren
Partition verwechselt werden, bei der die Zahl der Symbole gleich 2 ist.)

Diese beiden Partitionen sind im allgemeinen verschieden. Von keiner wird gefordert, daB sie
generierend ist, so da8 sich beide flexibel abindern lassen. Nur zusammen miissen sie die Bedingung
3.2.1in Abschnitt 3.2.3 exfillen, die gewdhrleistet, dafi sich nach allen Anderungen aus ihnen beiden
zusammen eine genericrende Partition rekonstruieren 18t Nur wegen dieser Bedinung und dem
Kriterium der Einfachheit 4.1.2 (aus Kap. 4.1.2) sind diese beiden Partitionen zu einem Zeitpunkt,
sopusagen der Gegenwart, voneinander abhingig.

Diese Veraligemeinerung der Symbolischen Dynamik erfordert auch eine Verallgemeinerung
der Schreibweise von Symbolsequenzen, so daB sich alle Rechnungen wieder als rein algebraische
Symbolmanipulationen ausdriicken lassen. Die geometrischen Bezichungen im Phasenraum sind
nur ze Beginn der Rechnung wichtig, beim Bestimmen der grammatikalischen Regeln, und am
Ende, beim Interpretieren der Ergebmisse.

3.2 Definition wichtiger neuer Konzepte

3.2.1 Expandierende und konirahierende Blitier

Was heifit es nun genau, die Vergangenheit durch eine Partition {4ze,...Ame} zu beschreiben?
Es heifit, den Phasenraum durch Angabe von halbunendlichen Symbolsequenzen in Punktmengen
...5_»5_ye zu unterteilen, mit S; € {41,... A} Jedes dieser Gebiete soll als expandierendes
Bilatt (der Partition {A;e,... Ame}) begeichnet werden.

Ich wihlte diesen Namen, weil sich diese Punktmengen einfach geometrisch interpretieren las-
sen, sofern die Partition {Aje,...Ane} selbst generierend ist und sogar die verschirfte Bedingung
2.3 in Kap. 2.2.3 erfiillt.

0 = t}._1’11;10 diam(f_f'(. .. 5,23_1@)) (3.3)

Alle Orbits eines expandierenden Blattes konvergieren daher in der Vergangenheit gegeneinander.
Tn der Regel werden sic exponentiell schuell konvergieren. Wegen Def. 2.3.2 (Kap. 2.3.1) der insta-
bilen Mannigfaltigkeit liegen dann alle Punkée des expandierenden Blattes auf derselben instabilen
Mannigfaltigkeit. Abb. 3.2 illustriert solche expandierenden Blétter.

Auch bei nicht invertierbaren Abbildungen kann ... S5 25 jesls expa,ndlerendes Blatt deﬁmert
werden, allerdings kann diese Orbitmenge nicht a.is Punkimenge im Phasenraum ‘interpretiert
werden (siche Kap. 2.2.2). Im Hauptieil dieser Arbeit werde ich nur mvert1erba.re Abblldungen
betrachten und expandlereude Blitter als Punktmengen interpretieren.

Die Rinder eines expandierenden Blattes liegen dort, wo ein i—faches Abbild f‘(é(A @)) der
Partitionsgrenzen §(4;e) die instabile Mannigfaltigkeit schueidet (mit ¢ > 0). Unter der Abbildung
£ kénnen sich diese Blitter vergrofiern, werden aber durch die Grenzen §(A;e) wieder in kleinere
expandierende Blitter unterteilt. Die durch f auf der Menge der expandierenden Blétter induzierte
Abbildung ist daher mehrdeutig. Sie kann als ein ,Strecken und Teilen® interpretiert werden.
Die inverse Dynamik f~! indusiert dagegen eine eindeutige Abbildung auf den expandierenden
Blattern, da sie jedes expandierende Blatt ...S_gS_25_1e in cine Teilmenge des expandierenden
" Blattes ...S.35_se abbildet,

In dem Beispiel vor Abb. 3.2 scheint jedes expandierende Blatt einfach zusammenhéngend

zu sein. In anderen Féllen, vor allem in hoheren Dimensionen, ist das wohll eher die Ausnah-
me ale die Rerel. Denn schon eln zweldimensionales expandierendes Blatt braucht nicht selbst
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Abbildung 3.2: Expandierende Biaéter der 01-Partition . des Hénon Atirakiors bei Stan dardpa~

rameterwerten (siche Abb. 2.4). Jedes Blait ist eine ungefihr waagrechte Linie, die sich aus
Hinzelpunkten des Atiraktors zusammensetzt und die durch eine halbunendliche Symbolsequenz

5_48_35_25_1@ charakterisiert werden kann. In diesem Bezsplel scheint Jedes Blatt ein zusam-
menha.ngender Abschnitt der instabilen Mannigfaltigkeit zu sein. Die Blétter enden dort, wo die
Partitionsgrenze +, die 0o von le trennt, oder eines ihrer Abbilder f‘('y) (mit £ > 0) den Attra.ktor
schneldef; Nur manche d1eser Grenzen smd als gestrichelte leen emgetraaen A
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bhildung 3.3: Geometzische Konstrukilon der kontrshierenden Bliiter der 01i-Partition des
Hénon Attraktors bei Standardparameterwerten {siche Abb. 2.4). Die gestrichelten Linien trennen
alle ein Symbolisches Gebiet e 20 von e Et1 (¢ > 0). Abgesehen davon, daf sic nur auf dem Attrak-
tor genau festgelegt sind, sind diese Linien also Urbilder der Partitionsgrenze, die e{ und el trennt.
Man erkennt, dafi diese Linien die stabile Mannigfaltigkeit nahe starker Kriimmungen schreiden.
Alle derartige Linien gerlegen den Phasenrauwm in kleine Punktmengen, die in diesern Beispiel an-
scheinend zusammenhéngende Abschnitte der stabilen Mannigfaltigkeit sind. Die Attraktorpunkie

auf einem solchen Abschnitt bilden zusammen ein_kqnt_ra_.hie_:rende_s.Bia_tt T P e
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stark gekriimmt zu sein, sondern nur einen stark gekriimmten Rand zu besitzen, um mit eini-
ger Wahrscheinlichkeit in mehrere Zusammenhengskomponenten zu zerfallen, wenn es durch die
Partitionsgrenzen ¢(A;e) unterteilt wird.

Ganz analog werden die Punkimengen 5051 ... (5; € {B1,...Bn.}} einer Partition {eB;,...e
B} als kontrshierende Blétter bezeichnet. Ste sind in Abb. 3.3 illustriert. Die Abbildung
§ bildet jedes komirshierende Blatt 555152 ... in eine Teilmenge des kontrahierenden Blattes
€515, ... ab. Die inverse Abbildung f~! kann dagegen wieder als ,Strecken und Telien® interpre-
tiert werden. Sie bildet ein kontrahierendes Blatt im allgeineinen auf die Vereinigung mehrerer
kontrahierender Blitter ab. Man mufl daher nicht nur das konérahierende Blatt 551 . . ., sondern
auch das Symbolische Gebiet B;o kennen, in dem ein Punkt = legt, uvm folgern zu kdnnen, in wel-
chem kontrahierenden Blatt eB; 5351 ... das Urbild f~1(z) liegt. Die Kenntnis des Symbolischen
Gebietes B;e ist also Bedingung fiir die Invertierbarkeit von f, oder genauer gesagt fiir die Inver-

Redingnng fiir Invertierbarkeit ist eine Verallgemeinerung der Bedingung, die bereits in Kap. 2.2.3
fir eindimensionale, stiickweise invertierbare Abbildungen diskutiert wurde. '

Jeder Abschnitt der stabilen Mannigfaltigkeit kontrehiert in der Zukunft unter der Dynamik
f. Und jeder Abschniti der instabilen Mannigfaltigkeit expandierte in der Vergangenheit unter
der Dynamik f. Aber nicht jeder -dieser Abschnitte ist ein expandierendes oder ein kontrahie-
rendes Blatt. Welche Punktmengen expandiecrende und kontrahierende Bldtter sind, hingi ganz
entscheident von der zwiefachen Partition ab. Zum Beispiel gehdren Abbilder oder Urbilder von
expandierenden oder kontrahierenden Blattern im allgemeinen nicht selbst zu den expandierenden
oder kontrahierenden Blttern. Sie lassen sich aber trotzdem durch Symbolsequenzen beschrei-
ben. So ist ...S5_25_15e das Abbild und ...5.2 ¢ S_1 das Urbild des expandierenden Blattes
...5_25 1e. Um sie von belicbigen anderen Punktmengen su unterscheiden, werde ich solche
Punktmengen, die sich in naheliegender Weise durch helbunendlicke Symbolsequenzen beschrei-
ben lassen, als Blétter beseichnen. Dies ist keine prisise Definition. Mathematisch exakt sind
nur die Begriffe ,expandierendes Blatt“ und ,kountrahierendes Blatt™ definiert. Punkimengen, die
keine Blatter sind, werde ich oft als Gebiete bezeichnen, anch wenn sie nur aus Attraktorpunkien
bestehen und eine fraktale Struktur besitzen. Dazu gehoren insbesondere Symbolische Gebiete wie
Age und o5;. ' : h

Eine normale Partition {eGy,...e Gy} des Phascnvaumes kann auch als zwiefacke Partition
{Aye,...Amo}, {0B1,... e B,} anfgefafit werden, indem man oA; = ¢B; = oG; fiir alie i <m =
7 = g setzt. Dadurch sind auch fir sie expandierende und kontrahierende Blétter definiert.

8.2.2 Expandierende und kontrahierende Biindel

AT E Tas

Die Partitionen {4e,...Ame} und {6By,...0 By}, die Vergangenheit und Zukunft beschreiben,

werden im folgenden nur selten erwihnt, Wichtiger als die zwiefache Partition selbst sind die

durch sie definierten konirahierenden und expandierenden Blitter. Mengen von expandierenden
hew. kontrahierenden Blatiern werden so oft suftreten, dafl sie als expandierende EBfindel baw.
Lontrahierende Biindel bezeichnet “werden sollen. Fine Menge von beliebigen Blattern werde ich
als Biindel vonr Blittern bezeichnen, wobei die Blétter weder kontrahierend noch expandierend
zu sein brauchen. ' DR LR Tl -

Um solche Biindel durch Symbolsequenzen zu beschreiben, verwende ich das Rechenzeichen L
(sprich ,oder®}. Anhang B enthélt die genaue Definition und leitet daraus Rechenregeln ab. Da
aber auch alle lingeren Rechnungen in den Anhang verlegt wurden, geniigt eine grobe Erkidrung
dieses Rechenzeichens, damit der Hauptteil dieser Arbeit verst&ndlich wird.

Betrachten wir einen Ausdruck a L B3, wobei & und 3 Blétter oder andere Punkimengen sind.
Wenn er fiir sich allein steht, dann bezeichnet ein solcher Ausdruck ein Element einer abstrakten
Algebra, die der Booleschen Mengenalgebra &hnlich ist (sithe Anhang B). Im folgenden wird ein
solcher Ausdruck aber nie allein, sondern immer umgeben von Klammern {}‘ auftreten. So ein
Gebilde ist viel anschaulicher. Es bezeichnet eine Menge von zwei Punkimengen:

{aug}y = {a,B} . (3.4
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Der unaufizllige Strich ¢ an der geschweiften Klammer }° ist nur deshalb nétig, nm diese Menge
von Punktmengen von einer Menge zu unterscheiden, die als einziges Element den Ausdruck oLl
enthilt. Mengen von letzteren Typ treten in dieser Arbeit nicht auf, so da der Strich * iiberlesen
werden ksnn. '

Man beachte den Unterschied swischen dem Operator Ll und dem Vereinigungsoperator U von
Mengen. Im Gegensatz zu {aLIS} ist {alUB} eine Menge, die nur eine einzige Punkimenge enthélt,
némlich o U B. Eine Identitdt besteht nur dann, wenn der Vereinigungsoperator U aufierhalb der
geschweiften Klammern {}* steht:

{aupt¥ = {o} U {8} . (3-5)

Wegen dieser Identitit wird es in Anhang B moglich sein, Assoziativ— und Distributivgesetze des
Vereinigungsoperators U auf den neuen Operator LU zu ibertragen.

‘Mit dem neuen Operator Li kénnen auch mehr als nur swei Punktmengen miteinander verkniipit
werden. Fum Beispiel bezeichnet S

{(00e) Ut (Dle) LI (10o) Li {11e)} = {00e, Ois, 100, 1le} {3.6)

eine Menge, die vier Punktmengen enthili. Die volle Definition in Anhang B erlaubt es auch, den
Operator U auf die folgende Weise auszuklammern:

{{00e) U (10e)} = {(0U1)De}* . (3.7

In diesern Ausklammern liegt der praktische Nutzen des Operators U. Wéhrend der Operator U
anf der linken Seite noch wie in Gl. 3.6 durch cin einfaches Komma ersetzt werden konnte, ist dies
auf der rechien Seite nicht mehr moglich.

Die glatten Klammern () um Penkimengen wie 0o und 10e werden im folgenden. weggelassen.
Dies ist moglich, wenn man dem Rechenzeichen Li eine geringere Prioritit gibt als der Aneinan-
derreihung von Symbolen. Die glatten Klammern auf der rechten Seite von Gl. 3.7 sind dagegen
unbedingt notwendig. Denn bei dem unsinnigen Ausdruck O0U11e wiite man nicht, welche Position
das Symbol 0 relativ zu dem Punkt e einnimmt.

Der wirkliche Nutzen des Ansklammerns offenbart sich erst dann, wenn man, wie schon in Kap.
2.2.2, die n—fache Wiederholung einer Sequenz « mit {a)™ bezeichnet. Die Menge in Gl 3.6, die
aus vier Punktmenger besteht, kann dann auch geschrieben werden als:

{(000) U (010) L (100) U (HLa)} = {0(0UI)e U (OUL)e} | :' (3.8)

= {(ouljouley  (39)
{{ou1)Pel . (3.10)
Die beiden halbunendlichen Wiederholungen der Sequenz « sollen wieder mit (o)™ =...ax

und (a)*® = @a . .. bezeichnet werden. Das Biindel aller expandierenden Blétter einer gwiefachen
Partition {4je,...Ans}, {eBi,... eB,} wurde als die Menge ‘definiert, die alle Punktmengen
.o S.35 10 mit 5; € {4y, .. Am} enthilt. Dieses Biindel 145t s1ch nun schreiben als: .

Ebenso _.k_t;x__z 158t sich__d__a.s:B_iin_de_l:aJ,_lgr___kont;ahi_ergnden Bléiter schreiben: ' .
fo(L]Byr=y . (31
i=1 SO

Es sei abschlieBend daran erinnert, daf bei nicht invertierbaren Abbildungen f eine Symbolse-
quens ...S_3S_je nicht als Punktmenge, sondern nur als Orbitmenge interpretiert werden kann.
Der Operator U kann aber auch in diesem Fall verwendet werden, mit dem kieinen Unterschied,
daB er auf Orbitmengen statt auf Punktmengen operiert.
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3.2.8 Generierende zwiefache Partitionen

In Kap. 2.3.4 wurde dic Bedingung ,generierend fiir eine Partition {eGy,...e G,} dahin abge-
schwicht, da8 nur noch verlangt wurde, diese Partition solie nicht mehr Qrbits verwechseln als
eine Referenzpartition {ey,...9 F,}, die als fein genug gilt. Diese Bedingung kana nun durch For-
meln ausgedriickt werden. Wenn die Partition {eF},...e F,} generierend ist, dann bezeichnet jede
zulgssige unendliche Symbolsequenz einen einzigen Orbit. Dasselbe muf dann von der Partition
{eG1, ... G} gefordert werden.

{(LJG)‘”@(UG‘)‘“”} = !_|F-°°e(|_|F ey (3.13)

i=1 i= i=1

'Ici‘ r:ls:'n'h 91?19 Mnnda r]wn ].—nnnn Punkimoncse mit mahr slc sinam D“m!r# nni-]-u:“* Tn onr?naa-n TWartan -
nge 1Rg ungdimenge mii menr .35 S1nem GOISH YYOILE:

Jedes expandlerencie Blatt der Partition {sGj,...e Gy} schneidet jedes kontrahierende Blait in
hdchstens einem Punki.
Diese Bedingung 188t sich auf beliebige zwiefache Partitionen veraligemeinern.

Bedingung 3.2.1 (Generierende pwiefache Partition)
Die zwiefache Partition {Aye, ... A0}, {eBy,...0 B,} heifit generierend, wenn sie nicht mehr
Orbits verwechselt als die Referenzpartition {oFy,... e F,}, das keifit, wenn:

{(Ja)y=e(B)*™y = {Umr=e( By} (3.14)
j=i i=1 i=1

Es wird sich fiir die Rechnungen als n#tzlich erweisen, den linken Ausdruck in Gi. 3.14 als
Schnitt eines expandierenden und eines komtrahierenden Biindels zu schreiben. Ohne weiteres
ist dies aber micht mdglich. Denn der Schnitt des expandierenden Biindels in Gl 3.11 mit dem
kontrahierenden Biindel in GL 3.12 ist im allgemeinen leex: -

(e =y n {o(]B)=y = ® . - (315
i=1 : j=1 : :

Denn im allgemeinen wird kein expandierendes Blatt, als Punktmenge betrachtef, mit einem kon-
trahierenden Blatt iibereimstimmen.

Um einen nichtleeren Schnitt bilden zu kénnen, miissen etwas andere Biindel definiert werden.
Diese Anderung wird dadurch ausgedriickt, dafl der schwarzen Punkt e durch den offenen Punkt
o ersetzt wird. Die formale Definition launtet:

frou} = {aGeE(IPe{ropl:ialpt . ' (3.16)

(1'11 dieser Definition diizfen die Sequenzen v und g aufer Symbolen auch Klammern und die Ope-
ratoren U, N und U enthalien.} Die Definition besagt, daBl die Menge {v o u}* alie Punktmengen
enthilt, die auch in {rep}* enthelien sind, aber 2ulerdem noch alle Tejlmengen dieser Punktmen-
gen. Zum Beispiel enthilt {o(0 11} 2l die Punkimengen, die entweder ganz in o8 oder gans in
sl enthalten sind. Und {{{ fj-, A:;)" o} enthili all die Punktmengen, die ganz in einem expan-
dierenden Blatt enthalten sind. Man beachie, daf} die Blattstrukiur in den mii den offenen Punkt
o geschriebenen Biindeln genauso wichtig ist wie in den mit dem schwarzen Punkt s geschriebenen
Biindeln. Aus diesem Grund bleiben viele Besiehungen giiltig, wenn man tiberall in jhnen den
schwarzen Punkt » durch den offenen Punki o ersetzt, oder umgekehrt den offenen Punkt o durch
" den schwarzen Punkt ». h

“Weitere Folgerungen aus der Definition 3.16 des offenen Punktes o finden sich in in Anhang B.
Insbesondere kann man Jetzt wegen Gl B. 29 cinen nichtleeren Schritt bﬂden :

{IIO#,} = {Vo}‘ ' n {0#}(. -' - S Sl (317)
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SchlieBlich 148t sich Bedingung 3.2.1, wie gewiinscht, als Schnitt zweier Biindel schreiben:

" n ? 7
{ay=er n By = {(URr=o(dm™=¥r . (3.18)
i=1 j=1 i=l ji=1
Diese Beziehung folgt sofort aus 3.14, wenr man Gl 3.16 und 3.17 verwendet. Umgekehrt
sicht man aber auch leicht, daff diese Beziehung 3.18 verletzt wizd, falls die zwiefache Partition
{Aje,...Ams}, {oB1,.. 8B,} mehr Orbits verwechselt als die Referenspartition {oFi,...s Fp}.
Denn dann gibt es ein expandierendes Blatt und ein kontrahierendes Blatt, die sich doppelt schuei-
den. Wir bilden die Menge der beiden Schrittpunkte 21, z2. Diese Punkimenge {1, 22} ist in den
Mengen auf der linken Seite von Gl 3.18 enthalten, aber micht in der Referenzmenge auf der
rechten Seite, die nach Voraussetzung nur Punktmengen mit hochstens einem Punkt enthilt.
Die Gl 3.14 und 3.18 sind daher swei Squivalente Weisen, die Eigenschaft , generierend™ aus-
sudriicken. Wenn in spiteren Abschnitien zwiefache Partitionen abgefindert werden, dann wird
immer darauf geachiet, die Figenschafi ,generierend® zu erhalten.
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Kapitel 4

infachheit von

4.1 Allgemeine Uberlegungen

4.1.1 Wozu ein Kriterium der Binfachheit?

Die Vereinfachung generierender Partitionen wird nicht nur dadurch behindert, daBl generieren-
de Partitionen sich erst danm fiexibel abiandern lassen, wenn expandierende und kontrahierende
Blitter unterschieden werden (siehe Kap.3). Ein weiteres Hindernis ist die grofSe Zahl der mégh-
chen Anderungen einer Partition. BEin Kriterinm der Einfachheit wird bendtigt, damit man sich
bei den Anderungen nicht in beliebig komplizierte Partitionen verrennt.

Ein sinnvolles Kriterium der Einfachheit sollte mehrere Bedingunger erfillen. Erstens sollie
es invariant nnter Koordinatentransformationen sein. Diese Bedingung wurde bereits in Kap. 1.1
begriindet. Wenn in Verdffentlichungen koordinatenabhingige Kriterien vorgeschiagen wurden, wie
insbesondere die Summe der Kriimmungen der stabilen und der instabilen Mannigialiigkeit [30],
so wiesen die Autoren selbst auf diesen MMangel hin.

Eine zweite Bedingung ist, dafl die Relation ,einfacher® transitiv ist. Wenn eine erste Partition
zu einer zweiten vereinfacht wurde, und diese zu einer dritien, dann soll die dritte Partition auch
wirklich einfacher sein als die erste. Sonst kann man kaum ein Ende der Vereinfachungsschritie
garantieren, ein Ende, das jeder Algorithmus haben mufi. Diese Bedingung wird im folgenden
dadurch erfiillt, da8 das Kriterium 4.1.2 der Einfachheit ein globales Kriterium ist, mit dem sich
nickt nur shnliche, sondern auch ganz unierschiedliche Partitionen vergleichen lassen. Allerdings
wird sich bei diesem Vergleich niché immmer eine Partition als die einfachere erweisen, mathematisch
gesprochen definiert das Kriterium 4.1.2 nur eine Halbordnung.

Die dritte Bedingung hat prakiische Bedeutung: Das Kriterium soll sich moglichst leicht aus-
rechnen lassen. Die Rechnungen in Kap. § werden erst dadurch handhabbar, daf die Kenntnis
der Hinfachheit einer Partition benutzt werden kann, um die Einfachheit znderer, aber Zhnl-
cher Partitionen leichter zu bestimmen. Auflerdem 138t sich die Einfachheit allein durch Rechnen
mit Symbolsequenzen bestimmen. Das Kriterinin, ob expandierende oder kontrahierende Blitter
zusammenhingend sind, oder andere geometrische Kriterien, die sich nur sehr schwer durch Sym-
bolsequenzen ausdriicken lassen, lieBen sich in praktischen Rechnungen nicht bewé&ltigen.

K. Hansen versuchte Partitionen dadurch auszuzeichnen, def sie sich bei Parameterdnderung
(z. B. & — 0 bei der Hénon Abbildung) auf bestimmte Weise verdndern ([35] und private Mit-
teilung). Doch in prakiischen Rechnungen scheint es unmdoglich, alle mdglichen Anderungen einer
Partition entlang aller moglicken Verbindungswege im Parameterraum zu bestimmen. Dagu ist
die Struktur des Parameterraumes [53] viel zu komplex. Auch all die vielen Komplexititsmafe,
‘die auf der Kenntnis aller grammatikalischen Regeln beruhen, lassen sich wohl praktisch kaum
anwenden, da im allgemeinen nur die Zuldssigkeit vonr kurzen Symbolsequenzen bekannt ist.
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Eine vierte naheliegende Bedingung wire, daf} es fiir jede Dynamik nur eine eindeutig einfach-
ste Partition geben soll. Diese Bedingung wird hier aus gutem Grund (siehe Kap. 2.3.3) weder
gefordert noch erfillt (Kap. 7.1.2). Seltsame Attraktoren kénnen dann micht dadurch klassifiziert
werden, dafl man die einfachste Partition angibt, sondern vielmehr dadurch, daf man all die
L einfachsten® Parititionen angibt, die man fand und nicht weiter vereinfachen konnte. In abge-
schwichter Form ist diese vierie Bedingung aber sinnvoll: Ein Kriterium der Einfachheit sollte
streng genug sein, daB nach dem Vergleich nur wenige ,einfachste” Partitionen iibrigbleiben. Ein
naheliegendes Kriterium wird in Kap. 6 susitzlich zu dem Kriterium 4.1.2 verwendet: Die Zahl

er Symbole soll maglichst klein sein. Allein fiir sich genommen ist dieses Kriterium nicht beson-
ders streng. Denn selbst beim Hénon Attraktor bei Standardparameterwerten fand ich neben der
wohlbekannten bindren 0I-Partition (Abb. 2.4) noch zwei weitere bindre Partitionen (4Abb. 4.2
und 7 1), aie auch nicht mehr Orbits verwechseln Die Zahl deL notwen&igen Symbole ist a.uﬁerd\,m

Vereinfachung der zwiefachen Partition in Kap. 5.4 mcht bea,ch{;et Werden wn-d

Damit endet die Liste der Bedingungen. Das Kriterium der Einfachheit ist durch sie natiirlich
nicht eindeutig festgelegt. Deshalb sind die beiden dynamischen Systeme wichtig, die in der Li-
teratur so lange diskutiert wurden, bis sich ein ungefihrer Konsens dariiber ergab, welches die
einfachste generierende Partition ist. Diese beiden Standardbeispiele sind der Hénon Atiraktor bei
Standardparameterwerten (Abb. 2.3) bzw. bei schwacher Dissipation (Abb. 2.5). An ihnen wird
auch das neue Kriterium 4.1.2 getestet werden. Letstlich geniigt es, ein Kriterium zu haben, das
sich bewihrt, auch wenn es nicht das einzig mogliche ist. Denn was in der Einleitung 1.1 gefor-
dert wurde, ist nur eire der Dynamik angepaBie Struktunemng .der Dynamik. Dazu braucht die

Anpassung nicht perfekiioniert zu werden.

4.1.2 Das neue Kriterium éer Binfachhelt

Die Wahl des hier Verwendeten Kriterinms der Einfachheit erscheint nur dann plansibel, wenn man
die Dynamik als eine Dynamik auf Biindeln von Blittern betrachtet: Die Partitionen nnterscheiden
sich darin, wie groﬁ ihre expandierenden und kontrahierenden Blétter sind. Wenn diese zu grof
sind, so daB sick ein expandierendes und ein kontrahierendes Blatt zweimal schneiden, dann ist
Bedingung 3.2.1 (aus Kap. 3.2.3) verletst und Orbits werden verwechselt. Man kann das vermeiden,
indem man alle expandierenden und kontrahierenden Blétter gans klein wihit. Dies entspricht einer
Partition des Phasenraumes in viele kleine Symbolische Gebiete. Wie in Abschnitt 2.1 diskutiert,
erhilt man so zwar eine mogliche Strukturierung der Dynamik, aber sie ist nicht an die Dynamik
angepafit.

"Fine einfache Partition muf zwischen diesen beiden Extremen liegen. Ihre expandierenden und
kontrahicrenden Blitter sind grof, aber nicht so groB, dafl sie sich zweimal schneiden. Was sich
jedoch zweimal schneiden darf, dasist ein kontrshierendes Blatt mit dem Bild eines expandierenden
Blattes. Die Orbits durch zwei solche Schmttpunkte Werden im. folgenden 50, mchng sein, dafl sie
einen besonderen. Namen erhalten: . _ :

Definition 4.1.1 (Orbitpaar} Gegeben sei eine zwzefacke Partition {Ala AW@}, {eBl,
oB,}. Wenn zwei verschiedene Orbits (z,),.7 und (3t),c7 7v jedem Zeztpunkt t entweder auf
demnselben ezpandierenden oder auf demselben I~¢m=‘zf‘c:s.ﬁzef'emieﬂ Blatt lzegen dann bzlden ste zu-
sammen etn ,,Grbztpaar“ dieser zwzefachen Pariztzon A

Wenn gwel Orbits zum Zeitpunkt i —|— 1 auf dcmselben kontrahxcrenden Blati Hegen, dann auch
gu allen Zeiten § > fg. Wenn sie zum Zeitpunkt g auf demselben expandierenden Blatt 1 ueScu,
dann auch zu allen Zeiten ¢ < #5. Zwei Orbits bilden also-genau dann ein Orbitpaar, wenn es eine
Zeit o gibt, so dafl sie zum Zeitpunkt £y auf demselben expandierenden Blatt ...S_»5.,¢ liegen
und gum Zeitpunkt #p+ 1 a.ui demseiben kontrahlerenden Bmm 6.315'2 hegen aum ueupu-ixt

i hegen sie- daher in

: ._ --.--5—25—1 e -. h.___'ffi_(®$152 ) _.=_. .'._.'.S'._35'..1 e 515, L (41)
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(mit S5_1,5_2,... € {41,...An} und 55, 51,... € {By,...Bn}). Es sei daran erinnert, daf bei
einer zwiefachen Partition {Aje,...Ame}, {¢By,... e B,} alle vergangenen Symbole S_; {mit
t > 0) eines Orbits aus der A;~Partition und alle zukiinftigen Symbole Sy, (mit ¢ > 0) aus der B;-
Partition stammen. Falls die beiden obigen Orbitpaare zum Zeitpunkt #5 = 0 zum letztenmal anf
einem gemeinsamen expandierenden Blatt Hegen, dann konnen sich ihre beiden Symbolsequenzen
nur in dem einen Symbol Sy an der Stelle unterscheiden, wo in Gl 4.1 das Symbol E steht. Kurz
gesagt: (Genau dann bilden ein expandierendes Blatt @ = ...5_35 ¢ und ein kontrahierendes
Blatt v = 515, ... ein QOrbitpaar, wenn « das Urbild f- 1(7) = @E.SHSQ . des kontrahierenden
Blattes v mehr als einmel schrneidet

Ob zwei Blitter a und v auf d1ese Weise ein Orbitpaar bilden, ist wichtig fiir die Anderung der
zwiefachen Partition. Denn dabel &ndern sich nicht nur die Symbolischen Gebiete, sondern auch
die Mengen der expandierenden und kontrahierenden Blfiter. Bs werden gusitzliche Blitter als
expandierend oder kontrahierend deklariert. Und wmgekehrt verlieren einige Blitier, die vorher
expandierend oder kontrahierend waren, diese Kigenschaft wihrend der A_nderung der zwiefachen
-D&‘t’*”e"‘

'Zum Beispiel ist das Urbild f~!(v) eines kontrahierenden Blattes v im allgemeinen zu gro$,
um selbst kontrahierend zu sein. Wenn dieses Urbild 7~1(7) als neues kontrahierendes Blatt de-
klariert wird, dann mufi darsuf geachtet werden, die Bedingung 3.2.1 (aus Kap. 3.2.3) fiir eine
generierende Partition nicht zu verleizen: Das Urbild f~1(y) darf kein expandicrendes Blatt mehr
als einmal schneiden. Dies ist genau dann der Fall, wenn das kontrahierende Blatt + mit keinem
expandierenden Blatt Orbitpaare bildet. Um das Urbild f~t(y) als kontrahierend deklarieren zu
kénnen, maf man daher zun#ichst alle Blitier, mit denen v Orbitpaare bildet, als nicht mehr
expandierend dekiarieren. Hierin Hegi die zentrale Bedeutung der Orbitpasre. Auf dieselbe Weise
werden die Orbitpaare in den spiteren Rechnungen auch bestimmen, welche Abbilder f{a) von
expandierenden Blittern als neue expandierende Blitier deklariert werden diizfen.

Wenn die Grfen der expandierenden Blétter nicht aufeinander abgestimmt sind, dann werden
die kleinen expandierenden Blétter kaum Orbitpaare bilden kOnnen, weil die grofien expandieren-
den Bldtter die Existenz grofler kontrahierender Blétter verhindern. Umgekehrt wird die Zahl der
Orbitpaere dann groB sein, wenn die Grofen aller expandierenden Blitter und aller kontrahie-
renden Blitter aufeinander abgestimmt sind. Die Partition kann also uadﬁrch an die Dynamik
angepaft werden, daf die Menge der Orbitpaare maximiert wird.

Definition 4.1.2 (Kriterium der Einfachheit) Gegeben seien zwei zwicfache Partitionen.
Wenn jedes Orbifpaar der ersten zwiefachen Pariition auch ein Orbitpoer der zweiten zwiefachen
Pariition ist, denn heifit die zweite zwiefeche Partition die einfachere. :

Wenn jede Partition Orbltpaare besitzt, die der anderen fehlen, dann ist keine che emfachere Dle
Relation ,,emjacher ist aiso das, was Mathematiker eine Halbordnung nennen.

Wie gut erfiilit dieses Kriterium die Bedingungen aus dem vorangegangenen Abschnitt 4.1.17
Erstens ist es anabhingig von der Wahl des Koordinatensystems, da die Grofe der expandierenden
Blitter an denen der kontrahicrenden Blatter gemessen wird und umgekehri. Zweitens lassen sich
beliebige zwiefache Partitionen vergleichen, und ihre Relationen sind transitiv. Wenr allerdings
jede Partition Orbitpaare erzeugt, welche die anderen nicht erzeugen, dann ist keine die einfachere.

" Dritteas ist das Kriterium relativ leicht zu berechnen. Dies gilt insbesondere bei kleinen Ande-
rungen einer bekannten zwiefachen Partition. Um zu wissen, weiche Bilder expandierender Blitter
dabei selbst expandierende Blitter werden diirfen, mufl man sowieso berechnen, mit welchen kon-
trahierenden Blittern sie Orbitpaare bilden. Dann ist es leicht, die Orbitpaare selbst zu berech-
nen. Fiir beide Rechenschritte wird im ‘Anhang B die Schreibweise [,] eingefiihrt und es werden
Rechenregeln abgeleitet. Zum Beispiel ist die Menge aller Orbitpaare einer 01-Partition gleich

e f‘{(O U1)~% o [0,1}(0 U 1)**}". Diese. Schreibweise erd aber nur im Anhang, mcht im

nauptteu dieser Arbeit verwendet
Das neue Kriterium 4.1.2 der Einfachheit ist verwandt mit dem in Kap. 2.3.2 erwahnten Kri-
. terium, daf} némlich jeder Orbit von Tangentialpunkten nur einmal durch die Partitionsgrenzen
geschnitten werden solite. In Kap. 2.3.3 wurde argumentiert, daf sich dieses Ziel nicht immer er-
reichen 18t. Falls der Orbit durch den Tangentialpunkt z. in Abb. 2.7 zn mehreren Zeiten entlang
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der gestrichelten Linie geschnitten wird, dann werden benachbarte Orbits wie die durch F; und
Q; in Abb. 2.7 bei mehreren Zeiten durch die Partitionsgrenzen getrennt und bilden keine Orbit-
paare. Umgekehrt sollte daher eine mach Def. 4.1.2 einfache Partition mdglichst viele Orbits von
Tangentialpunkten nur einmal schneiden. Tatséchlich erhdli man in Kap. 6.3.4 und 7.1.2 solche
Partitionen als Ergebnis der Vereinfachung.

Das neue Kriterium der Finfachheit 188t sich auf mehrere Weisen verallgemeinern. In Def. 4.1.2
werden nur die Schnitte swischen einem expandicrenden Blatt o und dem ersten Urbild f~1(y)
eines kontrahierenden Blattes «v verwendet. Man kénnte auch die Zahl der Schnitte zwischen o und
dem zweiten Urbild F2(y) als zusétzliches MaB fiir die Einfachheil verwenden. Da die zweiten
Urbilder gréfer sind als die ersten Urbilder, miifte man fiir dieses sekundire Kriterium mehr
Schnitte berechmen, was aufwendig wére. Eine zweite Weise, das Kriterium der Einfachheit 4.1.2
zu verallgemeinern, bestiinde darin, n—fache Schnitte zwichen & und dem ersten Urbild f~*(v)
gesondert zu betrachten, falls n > 2. In die Def. 4.1.2 gehen solche n—fachen Schnitte nicht andexs
ein als ( ) doppelte Schnitte. Wievicle terndre, guaterniire etc. Schnitte eine Partition erzeugt
lieRe sich mit den Methoden von Anhang B relativ leichi berechmen. Doch wenn zwei Partitionen
dieselben Orbitpaare erzeugen, dann wiifite ich nicht zu sagen, welche die einfachere sein soll:
diejenige, die mehr trinére, quaterndre etc. Schnitte erzeugt und daher in gewissem Sinne die
groferen expendierenden oder kontrahierenden Blétter hat, oder die andere, die weniger trinire,
quaternire etc. Schnitte erzeugt und sich deshalb vieHeicht it weniger Symbolen beschreiben
158t. Bei bindren Partitionen und auch bei all den Vereinfachungsschritten in Kap. 5 treten keine
trinsiren Schnitte aunf, so daf dieses Zusatzkriterium irrelevant fiir die Beispielrechnungen wire.

4.2 Direkter Vergleich generierender Partitionen

Das Kriterium der Einfachheit kann auf zwei Weisen angewendet werden. Zum einen kann ei-
ne gegebene Partition schrittweise vereinfacht werden. Das ist Inhalt des méchsten Kapitels 5.
Zum anderen kénnen mehrere gegebene Partitionen direkt miteinander verglichen werden. Dies
geschieht fiir zwei Standardbeispiele in Anhang C.1 und Anha.ng C.2. Die Ergebnisse werden hier
zusammengefaft.

4.2.1 Hénon Attraktor bei schwacher Dissipation
Das erste Beispiel betrifft den Hénon Attraktor bei schwacher Dissipation b = 0.54; ¢ = 1.0.

tngi = 1—-10-22 4y, (4.2)
Yor1 = O.54-z, (£.3)

Fiir ihn wurden in Abschnitt 2.3.3 die beiden Partitionen in Abb. 4.1 vorgeschlagen. Die 01—
Partition (Abb. 2.6) stammt aus [30] und die XY -Partition {Abb. 2.12) ist eine naheliegende
Vereinfachung der VW-Partition, die in [31] mit dem Algorithmus von [9] ausgerechnet wurde.
Beide Partitionen scheinen jeden Orbit von Tangentialpunkten nur einmal zu schueiden. Aufler
dem Kriterium 4.1.2 ist mir kein koordinatenunabhingiges Kriterium bekannt, das eine der beiden
Partitionen als einfacher zuszeichnen wiirde.

Um zu berechnen, welche Partition einfacher ist, muB man die Symbole beider Partitionen in
eine gemeinsame Sprache iibersetzen kénnen. AuBerdem mufl man die wichtigsten grammatikali-
schen Regeln ermitteln, das heifit die kurzen verbotenen Symbolischen Sequenzen. Es gibt mehrere
Mbglichkeiten, solche Ubersetzungsregeln und grammatikalischen Regeln zu finden. Im Falle der
01-Partition und der XY -Partition genugt eine seht emfache und dn'ekte Vorgehenswelse, d1e Iuer
: exempia.rmch vorgefiihrt werden soll R . _

_ Ubersetzungsregeln

Zunschst trigt man ein paar Abbilder oder Urbilder der Partitionsgrenzen ein. Sie unterteilen
den Phasenraum in kleine Gebiete. Um die Ubersetzungsregeln zu finden, mufi man dann Gebiete
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Abbildung 4.1: Vergleich der 01-Partition aus Abb. 2.6 und der XY —Partition aus Abb. 2.12. Die
Punkte des Hénon Attraktors bel schwacher Dissipation sind wie in Abb. 2.6 eingetragen. Die 01—
Partition erweist sich in Anhang C.1 als einfacher als die XY -Partition, wenn man das Kriterium

4.1.2 verwendet.
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identifizieren, die bet beiden Partitionen die gleichen Attraktorpunkte enthalien. In diesem Beispiel
sind solche Gebiete besonders leicht zu finden, weil man die Abbildung f nur wenige Male anwenden
muB}, um Teile der 01-Partitionsgrenze und der XY -Partitionsgrenze aufeinander abzubilden.
Zum Beispiel kann man aus Abb. 4.1 entnehmen, dafl die beiden Gebiete 01el und X o XY die
gleichen Attraktorpunkte entha.lten, obwohl die Partitionsgrenzen auBerhalb des Attraktors etwas

anders legen.
0lel = XeoXY (4.4)

Auch durch Vereinigung von Gebieten kann man Bezichungen erhalten. Zum Beispiel enthilt die
Vereinigung von 110 und 01«0 dieselben Attraktorpunkte wie die Vereinigung von ¥ ¢ XY und
YeXX.

le@ = 11e0 U fleh = YoX¥ U YeoXX = YeX . (45)

Diese Begichungen geniigen noch nichi, um alle {1-Sequenzen in XY -Sequensen umszuformen.
Man kann nun entweder in Abb. 4.1 noch ein Bild einer Partitionsgrenze einzeichnen und nach
weiteren Besiehungen sachen. Weniger uniibersichtlich ist es aber, eines der kleinen Gebiete selbst
abzubilden. Wenn man eine intuitive Vorstellung von der Hénon Abbildung hat, kann man sogar
schon in Abb. 4.1 sehen, daf

f(XeXX) = 00e0 U 00el U O0lel . (4.6)

Damit wurden genug Beziehungen aus der Phasenraunmgeometrie abgelesen. Die Ubersetzungs-
regeln folgen nun durch reine Symbolmanipulation, wenn man iriviale Regeln wie oX UeY = oF
= o0 U ol mitverwendet. - '

e X = YeX U XeXYV U XeoXX _ I (% 4
= 1e0 U 0lel U 0600 U. 0e01 U 0ell .. (48)
= o0 U 0lel U 0ell SR : (4.9

Das andere Symbolische Gebiet folgt einfach aus .
oY = eF \ X T (4.10)

= ol \ (Blel U 0oll) (4.11)
= 0e10 U 1llel . (a1

Diese Regeln stimmen mit den Ubersetzungsregeln Gl. 2.10 und 2.11 {iberein. Lingere 01-Symbol-
sequenzen kann man dann immer durch mehrfaches Anwenden dieser Regeln ube;setzen Die
Riickiibersetzung folgt ganz analog aus

wiies = eX '\ (0lel U Oell) S U {413)
CUZ X \ (XeXY USXXY) . (414

© = YeXY U eXXX . wnd - ... . . (415)
al = eF \ eX y R ST ML X (416)

= eY U XeXY U eXXY' . T (4n)

Aus der Existenz der Ubersetzungsregeln folgt sofort
{OUD) ™o (U™} = {(XUY)Co(XUY)F®Y . (4.18)

‘Wenn eine der beiden Partitionen keine Orbits verwechselt, dann tut es folglich die andere auch
nicht..
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Grammatiksiische Regeln

Die grammatikalischen Regeln wird man normalerweise nicht so vollstindig ermitteln kénnen wie
die Ubersetzungsregeln. Denn normalerweise kann man immer ingere Symbolsequenzen findern,
die verboten sind, obwohl sie keine verbotenen Teilsequenzen enthalten. Der dirckieste Weg, alle
verbotenen Sequenzen der Lénge n zu finden, besteht darin, die Partitionsgrenzen von » aufein-
anderfolgenden Zeitschritten einzutragen und slle Gebiete zu beschriften. In Abb. 4.1.2 ergeben
sich 8 Gebiete, so dafl keine der 2% Symbolsequenzen der Linge 3 verboten ist. Hitte man 2 = 4
Partitionsgrenzen eingetragen, so hiitte man aber nur 13 = 2% — 3 Gebiete gefunden, die Attrak-
torpunkte enthalten. Die drei Symbolsequenzen #0010 = 0110 = 20000 = § der Linge 4 sind
verboten.

Meistens sind es aber bestimmte Symbolsequenzen, von denen man wissen will, ob sie verboten

P Sy

oder "“]‘m“g sind, Dannist es b\.uu\,a.u,ua., ein Gebiet abzubilden und L_a.t,}l.auy:. ufc.u, welche anderen
Gebiete sein Bild schneidet. So kann men z. B. in Abb. 4.1.a erkennen, daB: f(0Ee)N(1e0) =
0E1e06=28. '
In die Berechnung aller Orbitpaare der beiden Partitionen gehen noch gwei weitere grammati-
kalische Regeln ein:
e XXZXYX = 8 = XXXXXXX (4.19)

Man kann sie aus Abb. 4.1 eblesen, wenn man das Gebiet X o XX dreimal abbildet:

= XeXX) N XoXX D fYXoXX) N XoeXXX  (4.20)
B = FBXeXX) N XeYX . (4.21)

1l

Manche grammatikalische Regeln sind notwendig, damit die Ubersetzungsregeln konsistent
sind. Denn wenn men eine 01-Sequens zuersi in eine XY -Sequens itbersetzt und dann in eine 01—
Sequenz riickiibersetzt, dann muB man als Ergebnis wieder die urspriingliche Sequenz erhalten.
Wenn man insbesondere o0 laut Regel 4.15 durch XY -Sequenzen ausdriickt und diese dann mit
Hilfe der Riickiibersetzungsregeln 4.9 und 4.12 wieder durch 01-Sequenzen ausdriickt, dann erweist

sich die grammatikalische Regel
«eGEI0 = § {4.22)

als notwendig, nm wieder die Sequenz o0 als Ergebnis zu erhalten. Durch zweifache Ubersetzung
von Y erkdlt man anslog:
eYXEY = § . (4.23)

Bei genauerer Betrachtung erweisen sich diese grammatikalischen Regeln sogar als Zquivalent und
als hinreichend fiir die Konsistenz der Ubersetzungsregeln Sie smd daher die chhtlgsten der
grammatikalischen Regeln. - _ .

Orbitpasre

Die Berechnung der Orbitpaare wird im Anhang C.1 ausgefiihrt. Eine lingere Rechnung (Gleichung
C.31 bis Gleichung C.44 in Anhang C.1) ergibt dann, da$ alle Orbitpaare der X ¥ -Partition
auch Orbitpaare der 01-Partition sind. Das Symbol, in dem sich die beiden Orbits eines Paares
unterscheiden, hat dabei in beiden Partitionen nicht unbedingt dieselbe Lage, sondern kann um
bis zu zwel Zeitschritte verschoben sein.,

Umgekehrt gibt es aber Orbitpaare der 01-Partition, die mnicht Orbitpaare der XY —Partition
sind (Gleichung C.45, C.47 und C.48). Diese Orb1tpaa.re haben, abgesehen von der Lage des

Punktes o, alle eine der folgenden drei Formen:

L Togl01e011175... = .. S Y XY e XXXYSs...

- T 410101111T5... = ...8.4YXX e XYYYS;... (4.28)

oder . :
Lo Tig01T1 e 0111T5... = .S s XXXY e XXXV Ss... (4.26)

LI 501110111173, = ... .85 s XXXY eYYYYS;... (4.27)
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oder

T Sll11e0ITiT5... = ...5sYY e XXXYS5... (4.28)
LTglllelillTy. .. = ... S.aVYeYYYYSs... s (4.29)

(mit 7 € {0,1} und S; € {X,Y}). Die waagrechten Striche wurden hier nur als Hilfslinien einge-
tragen, um den Bereich der Vergangenheit und Zukunft zu kennzeichnen, in dem das Orbitpaar
gleiche Symbole hat. Nach dem Kmtenum 4.1.2 ist da.he:' dxe Ol—Pmtltmn elmacher als die XY -
Partition. : R, : B .

4.2.2 Héuon At%raktor_-%ei Standardparameterwerten

Das zweite Beispiel betrifi den Hénon -Aitrakior bei Standardparameterwerien b = 0.3; ¢ = 1.4

Zas1 = 1—14-22 4w - (4.30)
Yor1 = 0.3-2, L (4.31)
Die einzige bindre Partition, die fiir diesen Attraktor versffentlicht und als generierend bezeichnet
wurde [30], ist die 01-Partition in Abb. 2.4. Doch mit einigem Herumspielen konnte ich eine
weitere Partition finden, die AB—Partition in Abb. 4.2, die auch nicht mehr Orbits verwechselt als

die 01-Partition. Sie schneidet einige Orbits von Tangentialpunkten doppelt. Deshalb wiirde man
erwarten, daf sie weniger einfach ist sls die §1-Partition.

Grammatikalische Regein und Ubersetzungsregeln

Die Ubersetzungsregeln lauten:

o) = BeA U AoAd (4.32)
ol = ¢B U AocAB (4.33)
ed = 0 U 0s11 ' (4.34)
o8B = lel U 0e10 . {4.35)

Wie Anhang C.2 zeigt, sind diese Regeln konsistent, da die folgenden Sequengen verboten sind:

e0010 = 6 = 0110 (4.36)
eBABB = 0 = <AABA . (4.37)

Daf diese Punkimenges wirklich leer sin

§ = 0Ee N o1 N eED = 0Eel0 O (4.38)
4 = f(BenNsA) N eB N eEB = BAeBB (4.39)
B = flde ne A}y N eB N eFA = AAsBA (4.40)

aus dep Phasenraumabbildungen 2.4.5 ﬁnd 4 2.b entnehmen.
Alle 01-Sequenzen bis sur Linge 31 wurden in [17] darauf untersucht, ob sie verboten oder

erlaubt sind. Alle Sequenzen bis zur La.nge 6 sind erlaubt, fa.lls sie mcht die Sequenz 0810 0110

oder 0000 enthalten

Grintpaare

Alle Orbitpaare beider Partitionen wer&en im Anhang C.2 verghchen Die Rechmmg von Gl C 79

bis zu Gl C.91 ergibt, dafi alle Orbitpaave der AB-Pextition auch Orbitpaare der 01-Pertition
sind. Umgekehrt gibt es aber Orbitpaare der 01-Partition, die nicht gleichzeitig Orbitpaare der
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Abbildung 4.2: Die AB—Partition des Hénon Attraktors bei Standardparameterwerten. Sie erweist
sich als komplizierter als die (1-Partition in Abb. 2.4, verwechselt aber mnichié mehr Orbits als

diese. In Abb. a sind die Attraktorpunkte und die Abschnitte der stabilen Mannigfaltigkeit wie -
in Abb. 2.4 eingetragen. Abb. b zeigt die Partitionsgrenzen bei d:te1 a.ufema.nder folgenden Zeiten

Sie trennen @EA von o3, eA von o8, bsw. Aa von Be e
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AB-Partition sind {GL C.104 bis C.108). Diese Orbitpaare haben, abgesechen von der Lage des
Punktes o, alle cine der folgenden drei Formen:

T 4101e0107:... = ...5.4BABe ABAS:... (4.41)
T og10101107y... = ...5. ,BAAeBBASs... (4.42)
oder T
T 4101 011Ty... = ...S 4sBABs AABS,... (4.43)
LT We 11T ... = L. S_3sBAA-BBBS,: ... (4.44)
_ oder : - .
Teallle011T;... = ...S5_3BBeAABS,... © 1 (4.45)
LT 11181117, ... =~ ...§ ;BB=BRBRS: . _(4.46)

wobei die horizontalen Striche wie in Gleichung 4.29 die Bereiche gleicher Symbele T; € {06, 1} und
S; € {4, B} kennzeichnen.

Das FEinfachheitskriterium 4.1.2 stimmt also mit der naivenr Erwartung iiberein: Die 01~
Partition ist einfacher als die AB-Partition.
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Ein Umweg 1st’s zum unireven Freunde,

Wohnt er gleich am Wege;

Aber zum trauten Freunde fiihrt ein Richisteig,
Weilt er auch weit von hier.

Strophe 34 aus des Hohen Liedes in der &lieren Edda

Kapitel 5

Schrittweise Vereinfachung einer
zwiefachen Partition

5.1 Tberblick

Das Ziel dieses Kapitels ist es, zu demonstrieren, wie eine zwiefache Partition vereinfacht werden
kann.

Zunéchst mufl man die anfingliche Partition wihlen, die vereinfacht werden soll. Von der Gréfle
ihrer expendierenden und kontrahierenden Blétter hingt s ab, ob sie sich vereinfachen 188t. Doch
auch eine anfangliche Gréfie der expandierenden und kontrahierenden Biindel mufi gewshit werden
{Xap. 5.2.2). Von ihr héingi es ab, ob man mégliche Vereinfachungen finden kann. Zun kieine Biindel
schaden nichi, doch was klein genug ist, bleibt unbestimmt.

Nach dieser anfinglichen Wahl kann die zwiefache Partition {Aje,... A4}, {eBy,...e B,}
systematisch vereinfacht werden. Dabei sind zwel Eigenschaften der Biindel wichtig:

s In gerichteten Graphen (wie Abb. 5.4) wird dargestellt, wie die Biindel durch die Dyna-
mik f verkniipft sind {siche Kap. 5.3.2). Um dies ausgurechenen, muB man die wichtigsten
grammatikalischen Regeln der Symbolischen Dynamik kennen.

e In Tabellen (wie Abb. 5.3} wizd dargestellt, welche expandierenden Biindel mit welchen
kontrahierenden Biindeln Orbitpaare bilden (siche Kap. 5.3.1). Um dies aussurechenen, muf
man neben den grammatikalischen Regeln auch Ubersetzungsregeln kennen, mit deren Hilfe
man die beiden Partitionen {4;s,...Ane} und {eB;,...¢B,} in ciner gemeinsamen Sprache
ausdriicken kann.

Die Orbitpaare lassen sich leichter aus den Biindeln selbst ausvechnen; die zeitlichen Ubergiinge
leichter aus der Partition. Der Abschnitt 5.2 geigt, wie man die Partition aus den Biindeln berech-
net und umgekehrt,

Bei der Vercinfachung der zwiefachen Partition werden die Mengen der expandierenden und
kontrahierenden Blitter abgeéndert, indem gewisse Bliiter aus diesen Mengen entferent werden
oder indem szusitzliche Bldtter als expandierend oder kontrahierend deklariert werden. Dabei
miissen zwei Bedingungen beachtet werden. Laut dem Kriterium 4.1.2 der Einfachheit (aus Kap.
4.1.2) sollen die neuven expandierenden und kontrahierenden Bldtter mehr Orbitpaare bilden. Dieses
Kriterium beffirwortet dzher mdglichst grofie expandierende und kontrahierende Blitter. (Gleich-
zeitig mufl aber die Bedingung 3.2.1 (aus Kap. 3.2.3) fiir die Eigenschaft ,genericrend” erhalten
bleiben, das heiBt, nach der Anderang sollen nicht mehr Orbits verwechselt werden als davor.

Aufler durch diese beiden Bedingungen werde ich die Methode auch noch dadurch beschranken,
dafl nur ganz besthimmte Punktmengen als neue expandierende oder kontrahierende Blitter dekla-
riert werden diizfen. Im wesentlichen handelt es sich dabei nur um Abbilder von expandierenden

“oder Urbilder von kontrahierenden Blittern. Im einfachsten Fall (Kap. 5.4.4) ist es ohne weite-
res moglich, neue expandierende und kontrahierende Bldtter zu deklarieren. In zweiten Fall (Kap.
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5.4.6) milssen zuvor andere expandierende oder kontrahierende Blétter entfernt werden. Im dritten
und letzten Fall (Kap. 5.4.8) muB zuvor ein bestimmter Teil aus dem expandierenden oder kontra-
hierenden Blatt herausgeschnitten werden. In jedem Fall werde ich nicht auf einzelnen Blattern,
sondern immer nur auf ganzen Biindeln operieren.

Vorteile und Nachteile dieser Vereinfachungsmethode werden in spiteren Abschnitten bespro-
chen. Abschnitt 7.2.1 wird erwihnen, wie man garantieren kann, daff die Vereinfachungsschritte
zu einem Ende fiihren. Als Endergebnis erhilt man cine zwiefache Partition, die nicht mehr Orbits
verwechselt und nicht weniger Orbitpasre bildet als die anfingliche zwicfache Partition. Die Zahl
der Symbole kann sich dabei allerdings erhoht haben.

Das Zerlegen eines Biindels in kleinere Teilbiindel, kann unter Umsténden nétig sein, um letzt-
lich eine normale (das heiBt nicht zwiefache) Partition rekonstruieren zu kdnnen, die dieselben
expandiecrenden und kontrahierenden Bliitter erzeugt wie die zwiefachen Partition. Dies wird in
Abschnitt 6.5 diskutiert. Diese Rekonstruktion héngi von den Zusaizbedingungen 6.74, 6.75, 8.78
und 6.80 ab. Da diese Znsatzbedingungen in der folgenden Beispiclrechnung immer erfiillt sind,
werden sie in dicsemn Kapifel 5 nicht weiter beachtet, '

Unter Zeitinversion wird die Dynamik f su f~1. Auflerdem dreht sich die Reihenfolge jeder
Symbolsequenz um. Aus expandierenden Blitiern werden kontrahierende Blitter und umgekehrt.
Aus der Paxtition, die die Vergangenheit beschreibt, wird die Partition, die die Zukunft beschreibt,
und umgekehrt. Die Methode, die hier vorgestellt wird, erh&ll diese Symmetrie. Das heiflt, man
kdunte jederzeit die Zeit invertieren, die Methode anwenden, anschliefend die Zeit wieder inver-
tieren, und erhielte dasselbe Ergebnis wie ohne jegliche Zeitinversion. Jede Operation auf den
expandierenden Blittern kann daher zeitinvertiert auch auf kontrahierende Blitter angewendet
werden, und umgekehrt. Es geniigt deshalb, wenn ich pur die Operationen, die auf expandierende
Blitter wirken, im Detail dazstelle. ' T

Als Beispiel werde ich die AB-Partition des Hénon Attrakiors bel Stendardparameterwerten
vereinfachen. Fast alle Rechenschritte werden im Detail vorgefiihrt, ausgenommen die Berechnung
der Orbitpaare. Denn wm auch diese einigermafen effizient vorzufiihren, miifite ich die Rechenre-
geln von Auhang B voraussetzen. Nach jedem Vereinfachungsschriit ergibt sich eine neue zwiefache
Partition, die ich immer mit {A;s,...Ame}, {eB1,...eB,} bezeichnen und durch die unverdnder-
ten Symbolischen Gebiete s 4 und oB ausdriicken werde. Das Endergebnis wird sich im néchsten
Kapitel als die bekannte §1-Partition erweisen.

5.2 Vorbereitende Schritte

Bevor man eine zwiefache Partition systematisch vereinfachen kann, muf man eine zwiefache
Partition wahlen, von der man ausgeht. Diese Wahlist wichtig, aber leider ziemlich willkiizlich. Dies
gilt auch fiir die Wahl, wie grof die anfénglichen expandierenden und kontrahierenden Biindel sein
sollen. Ich begriinde zunichst, warum die Gréfie der Biindel wichtig ist, driicke sie dann mit Hilfe
einer Partition aus und diskutiere, wie man sinnvolle Gréfien finden kann (Kap. 5.2.2). Umgekehrt
kenn man such eine Partition durch ihre expandierenden Biindel ausdriicken (Kap. 5.2.3). Dieser
eigentlich triviale Rechenschritt wird etwas erweitert, um den Uberlapp vonr Symbolischen Gebieten
zu verkleinern' (Kap. 5.2.4) und zu garantieren, dafi die Symbolischen Gebiete den Phasenraum
liickenlos iiberdecken (Kap. 5.2.5). Als Beispiel wird die AB—Partition des Hénon Attzakiors bet
Standardparameterwerten eingefiihrt, deren Vereinfachung uns bis in das néchste Kapitel hinein
beschéftigen wird. Die Wahl dieser Partition (Kap. 5.2.6) und die Wahl ihrer BiindelgréBien (Kap.
5.2.7) werden begriindet. 0 v oo B R

5.2.1 Die anféinglichen expandierenden Bifitter o o
Dieser Abschnitt wiederholt einige einfache, aber wichtige Uberlegungen aus vorherigen Kapiteln.
Ausgangspunkt der Vereinfachung ist eine zwiefache Partition {4se,... An0}, {B1,...0 Bo},

die méglichst wenige oder keine Orbits verwechselt. Man kann diese zum Beispiel gewinnen, indem

. man den Phasenraum in viele Ideine_Symbolisch_g__Gebiete unterteilt. Vielleicht kennt man aber
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auch schon eine Partition, die ziemlich einfach erscheint und von der man gerne wiite, ob sie sich
weiter vereinfachen [&8¢.
Durch diese Partition sind laut Gl. 3.11 die expandierenden Blitter

..5_325_1e € {(DAi)"me}" | | | o ' .(5-1)

izl .

und laut Gl 3.12 die kontrahicrenden Blitter :'

k3
e5051... € {o(] | BTy {5.2)
i=1
festgelegt. Von der Grife dieser Blitter hingt es alleine ab, ob Orbitpaare gebildet oder Orbits
verwechselt werden. Es sei noch einmal betont, dafl diese Gré8e nichts mit geometrischen Lingen
zu tun hat. Ein Blatt ist genau dann grofer als ein anderes, wenn es dieses als echte Teilmenge
enthilt.

Diese unendlich vielen Blétter konnen mnicht alle cinzeln betrachtet werdern, sondern nur in
Biindeln. Jeder Rechenschritt wird auf allen Bléttern eines Biindels zugleich operieren. Wenn
er auf manchen Blidttern opericren soll, und auf anderen nicht, dann miissen diese Blitter in
verschiedenen Biindeln enthalten sein. Dies ist nur dann moglich, wenn die Biindel nicht zu groff
gewihlt wurden. Zu kleine Biindel k8nnen nicht schaden. Allenfalls muB man statt auf einem
einzelnen Biindel immer auf mehreren Biindeln zugleich operieren. Dies ist bei allen folgenden
Rechenmethoden erlaubt.

Im folgenden treten drei verschiedeme Gréfien auf, die nicht miteinander verwechseli werden
sollten: die Grofie eines Biindels, die Grofe eines Blaties und die Grofe des Gebietes, das aus der
Vereinigung der Blatter eines Biindels entsteht. In allen drei Fillen ist die Gréfle einer Menge,
nicht eine geometrische Gréfe gemeint. Zum Beispiel ist ein Biindel I' genau dann so grof wie
oder grofer als ein Biindel A, wenn jedes Blatt vor A auch ein Blatt von T ist: T D A. Bs geniigt
dazu nicht, daB die Vereinigung der Bltter in I' ein mindestens ebenso grofies Gebiet abdeckt wie
die Vereinigung der Blitter in A. Zum Beispiel decken die Blétier des Biindels - -

{(] ] 4:)"(41 e U dge)} (5.3)
ein ebenso grofles Gebiet A1 & UAza ab wie die Blétter des Biindels __
oy A;}*"“Az sl L
B :

Die Blétter aber umterscheiden sich. Die letzieren Blitier sind kleiner, weil sie entweder ganz
in Aye oder ganz in Aje liegen miissen. Dagegen darf sich jedes der ersteren Blitter iiber das
gesamte Gebiet A; o UApe erstrecken. Aus demselben Grund soll man nicht den OPerator Uin
U; i A,e =-FEe mit dem. 0pera.tor Liin U i1 Aia # Ee verwechsehl L

5.2.2 Wani der ﬁundeigreﬁen

D;eser Abschmtt gibt Hinweise zu der wichtigen, aber leider relativ willkiirlichen Wahl der a.nfa,ng—
lichen Biindelgréfien.

Die Gréfle der expandierenden Blitter hingt von der Partition {4je,... 4, e} ab, welche die
Vergangenheit beschreibt. Es gibt auch andere Partitionen, die dieselben expandierenden Blitter
erzeugen. Diese Freijheit werde ich benutzen, um mit dieser i’artllsmn auch gieichzeltxg anzugeben,

. wie groﬂ d;e expa.nd.xeren&en Bundel I‘;, smd Sie sollen die Groﬁe SR e e

I .= {(JA )_°°A;,e} : . (5.5)
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haben. Ganz analog sind die kontrahierenden Biindel Ay durch

A = {eBu(| | B} (5.6)
i=1

definiert, Hierdurch wird die Wahl der anfinglichen Biindelgrdfien ein wenig eingeschrinkt, da sich
nicht jedes expandierende Biindel in dieser Form schreiben 145, das Biindel aller expandierenden
Bldtter zum Beispiel nicht.

Wenn man dersrtige expandierende Biindel gegeben hat, dann kane man sie leicht verkleinern,
ohne die expandierenden Blitter zu verandern Man setzt dazu gum Beispiel A;e := A;Ane.
Dann erzeugt die Partition {4;s,.. Am-1e, Aqe,. Ao} dieselben expandierenden Blitter wie
die Partition {4;e,... Ay}, doch klemere expandlerende Biindel.

Wie grof sollen die Biindel sein? Ein eindeutiges, aligemein giitiges Kriterium kenne ich micht.
Je Kleinere Biindel man wihlt, mit desio mehr Biindeln muf man arbeiten und desto anfwendiger
wird die Rechnung, Je grofere Dindel man wihlt, desto grdfler ist das Risiko, eine mbgliche
Vereinfachung zu dbersechen, Erst Abschnitt 6.6 wird zeigen, wie sich dieser Aufwand redusieren
188¢. Dort werden Biindel, die bestimmite Kriterien erfilllen, miteinander vereinigt. Diese Kriterien
schiiefen nicht vollig ans, daf nach der Vereinigung der Biindel bestimmte Vereinfachungsschritte
unméglich geworden sind, die vorher mdglich waren. Aber sie redusieren zumindest das Risiko.
Als Faustregel wiirde ich vorschlagen, die Biindel solange zu verkleinern, bis sich die so erhaltenen
Biindel nach den Kriterien von 6.6 wieder vereinigen lassen.

Nicht nur am Anfang der Rechnung besteht die Chance, durch Verkleinern der Biindel mehr
Vereinfachungen su ermdglichen, sondern auch bei jedem spéteren Stand der Rechnung. Um nicht
#mmer wieder eine willkiirliche Wahi treffen zu miissen, werde ich jeweils mit den Bundelgroﬁen
welterrechnen, die sich aus der vorausgegangenen Rechrnung ergaben.. :

5.2.8 Ubersetzung von Biindeln in eine Partition

Durch GL 5.5 bzw. Gl 5.6 sind die expandierenden bzw. kontrahierenden Biindel ciner zwiefachen
Partition bestimmt. In der spiteren Rechnung werden sich diese Biindel &ndern. Dabel kénnen
rechi kompliziert zu schreibende Biindel entstehen, wie zum Beispiel das expandierende Biindel
L={{4uB)"*®{({AUB)BBe ELUAABe ELU(BAAe BUBAB e A}}}' in Kap. 6.6.2.

“Wie findet men die gedinderte zwiefache Partition, welche die genderten Biindel erzengt? Falls
so eine Partition fiberhanpt existiert, dann erhilt man sie, indem man Blétter eines Bunde}s A

miteinander verelnigh. )
nw o= Ye (5.7)

ach

Man beachte, da8 A wic jedes Biindel eine Menge von Punktmengen ist, wahrend {A] eine Punkt-
menge, das heifi ein Gebiet im Phasenraum isi. Dieses Rechenzeichen [A] wird fast ausschhieflich

in Anhang B verwendet. Wenn man es- auf GI 5 5 bzw 5 6 anwendet da.nn ergeben smh che

gesuchten Symbohschen Gebxete _ N _ A .

B = “_[;#k_].g--__*jf (s 9)_ f

5.2.4 Entfernen zu kleiner Blétter

Die Ubersetzung von Biindeln in Symbolische Gebiete bietef auch eine Gelegenheit, bei der man
den Uberlapp verringern kann, den verschiedene Biindel oder verschiedeme Symbolische Gebiete
‘miteinander haben. Dies ist ein relativ trivialer Rechenschriit, den ich wo immer mdglch anwende.

‘Botfernt wird jedes expandierende Blatt «, das ganz in einern: anderen expandierenden Blatt
B D « enthalien ist. So ein Blatt « ist ndmlich irrelevant fiir die Bed. 3.2.1 einer generierenden

gwiefachen Partition (aus Xap. 3.2.3), fir das Kriterium 4.1.2 der Einfachheit (aus Kap. 4.1.2}

und alle anderen Beziehungen.
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Abbildung 5.1: Entfernen von zu kleinen expandierenden Blittern. Blitter des expandierenden
Biindejs T sind als dicke durchgezogene Linien eingetragen. Manch eines dieser Blétter ist in
einem Blatt des expandierenden Biindels A enthalten, zum Beispiel « in £. Sie kénnen enifernt
werden, wodurch sich das Biindel T zu T verkleinert. Die gestrichelten Linien illustrieren die Gréfe
dieser drei Biindel.

Bs kann der Fall vorkommen, def die beiden expandierenden Biitter o und 8 gleich sind,
obwohl sie aus verschiedenen expandierenden Biindeln stammen. In diesem Fall kann eines der
beiden Blatter entfernt werden, aber nicht beide zugleich. Welches Blatt mean wikhlt und entfernt,
beeinfluflt die Menge der expandierenden Blitter swar nicht, wolil aber die Grofe der Biindel. Und
wie bereils gesagt, gibt es kein generelles Kriterium, die Gro8e der Biindel zu wihlen.

In der folgenden Rechnung werde ich diese Wahl nach einer Faustregel treffen, die dafiir sorgt,
daf} ich ma&glichst wenig Biindel erhalte. Wenn in den beiden expandierenden Biindeln T nnd A
gleich grofe expandierende Blédtter sind, dann entferne ich sie alle aus demselben Biindel, und
swar moglichst aus dem mit den kleineren Blittern. In anderen Worten: Wenn I' Blitter enthalt,
die in gréfleren Bidttern von A enthalten sind, aber umgekehrt kein Blatt aus A in einem grofieren
Blatt von I"enthalten ist, dann entferne ich alle méglichen Blitter, auch die gleich groflen, aus I'.

Durch dieses Entfernen der Blitter verkleinert sich das Biindel T zu dem Biindel I‘ das sxch
forma., schreiben 138¢ als:

P~ {aEF:i VBcA: a¢p} {5.10}

Auf dieselbe Weise Iassen szch Blétter auch dann entfernen, wenn die Biindel T', T und A kontra—
hierend sind.

In Abb. 5.1 erkennt man, da.ﬁ die Blattstrukiur der Biindel wirklich wzchng ist.. Die von den
Biindeln bedeckten Gebiete [I'] und [A] allein verraten nicht, ob sich das Riindel T' oder das Biindel
A verkleinern 188t. In der Beispiclrechnung wird es sogar immer moglich sein, all die Blétter von T
zu entfernen, die in [A] liegen. Dadurch verschwindet der Uberlapp zwischen Symbolischen Gebie-
ten. fm allgemeinen Fall kann allerdings cin Uberlapp bestehen bleiben, wenn némlich verschieden
expandierende Blitter teilweise iiberlappen, ohne daf eines im anderen enthalten ist.

Expandierende Biindel lassen sich auf diese Weise natiirlich nur dangn verk_'iemern wenn zwel
Symbolische Gebiete Ape und Aje uberlappen Ap eNAje # 6 und j # k. Der fir dle folgende
Rechnung wichtigste Fall tritt dann ein, wenn ein mdex i existiert, mit A;A s D A;Aka # @ Dann
ka.nn das expancherende Bundel . ’ . .

on : A= Anely B {5-1.13_

Tgmp et
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deshalb verkleinert werden, weil sein I-ies Teilbiindel

{(UA) ooAlAke}‘-._.-. ) .; (512)
= o o
in dem anderen expandierenden Biindel
r; = {([]a) =4} S B £
i=1 ' o

enthalten ist. Das verkleinerte Biindel in Gl. 5.10 ergiebt sich als:

{(UA;)“‘”(U AJA;,@)}‘ 54
=1 .-17:—_:_: ) _

Bin konkretes Beispiel fir das Entfernen zu kleiner expa:ﬂd.lerender Blatter w1rd in Kap. 5. 4 5

gegeben werden,

5.9.5 Sch}ieﬁen von Liicken im Phasenraum

Bei manchen Anderungen der expandierenden und kontrahierenden Biindel kann es geschehen, daf
die neven Biindel nicht dieselben Gebiete im Phasenraum bedecken wie die alten und da dadurch
Liicken zu entstehen scheinen. Solche Liicken wiren fatal, weil dann die Symbolischen Gebiete
nicht mehr den ganzen Atirakior fiberdecken wiirden. Tatsichlich werde ich die expandierenden
und kontrahierenden Biindel nie so massiv abindern, daf Liicken entstehen. Die Liicken, die beim
geitlichen Verschieben von Biindeln zu entstehen scheinen, werden in Wirklichkeit durch Urbilder
von expandierenden Biindeln oder durch Abbilder von kontrahierenden Biindeln aufgefiilit.

Es sei daran erinnert, daB das Urbild f~'{a) eines expandierenden Blattes a immer selbst ein
expandierendes Blatt oder Teil emes solchen ist. Formal laﬁt s1ch das mit den Rechensymbolen
aus Kap. 3 schreiben als:

. - _ .
1] 4= U A.)‘%A } C {(Jay ey . (515)
i=1 E=1 =1 ... . s=1 :

Wenn die neaen_expandierenden Biindel T eine Liicke offenlassen, dann wird diese geschlossen,
indem auch die Usbilder f~%(I;) (mit ¢ > 1} als expandierende Biindel betrachtet werden. Es
schadet nichis, wenn zu viele dieser Usrbilder f~¢(Tx) zls expandierende Biindel deklamert werden.,
Denn fast alle diese Biindel haben so kleine Blitter, daf sie durch die Methode des Abschmtts
5. 2 4 mcht nur verklemert sondern voﬂstandlg entfezm wer den kounen - :

. 2 6 E}as Belspzeﬁ der AB—?&rtztmn

Wetl ich nur ein Beispiel im Detail vorrechnen werde, will ich es so wihlen, dafl es eine der wich-
tigsten Gefahren illustriert, die bei der Vereinfachung von generierenden Partitionen auftritt. Da
die Partitionen Schritt fiir Schritt vereinfacht werden, liegt der Fall vor, der in der Numerik als
Gradientenverfahren bezeichnet wird. Die Hauptgefahr bei Opbnmerungsmethoden, die Gradien-
tenverfahren sind, besteht ‘darin, in ecinem lokalen Maximum der ,Einfachheit* steckenzubleiben,
das heifit bei Partitionen, die smh nur noch durch grofle Anderungen vereinfachen lieBen. Wie grofd
diese Gefahr ist, hingt von der Art der graduellen Anderungen und dem Kriterium der Einfachheit
ab. R .

Um die neve Methode, die anf Biindel von Bifittern operiert, und das neue Kriterinm 4.1.2
der Einfachheit zu testen, kénnte man mit einer willkiirlichen Partition des Atéraktors in kleine
.Symboliscire Gebiete beginnen. Diese anfwendige Rechnung wire aber nicht sehr instruktiv, da die
meisten - Vercinfachungsschritte auch mit anderen Methoden durchgefithrt werden konnten, zum
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Beispiel durch das direkte Vereinigen von Symbolischen Gebieten. Es ist deshalb interessanter, mit
einer Partition zu beginnen, die sich mit diesen primitiven Methoden nicht weiter vereinfachen 188¢,
weil sie schon ziemblich einfach ist. Eine solche Partition ist die AB-Partition des Hénon Attrakiors
bei Standardparameterwerten, die in Kapitel 4.2.2 definiert wurde und die Abb. 4.2 zeigt. Sie kann
wie iiblich als zwiefache Partition {A4e, Be}, {s 4, » B} aufgefaft werden. In Gl 4.37 wurden auch
schon die beiden wichtigsten grammatikalischen Regeln angegeben: o AABA = ¢ BABB = §. Diese
AB-Partition unterscheidet sich auf nichitriviale Weise von der 01-Standardpartition in Abb. 2.4

Beide Partitionen zeigt Abb. 5.2. Laut Kap. 4.2.2 ist diese AB-Partition komplizierter als die
0i—Partition, und zwar sowoh! nach dem bekaniten Kriterium, nach dem die Partitionsgrenze den
Attraktor in méglichst wenig Punkien schneiden soll, als auch nach dem neuen Kriterium 4.1.2 der
Einfachheit. Mit alten Methoden ist die Vereinfachung zur 01—Partition aber sehr schwer, da in
den Ubersetzungsregeln 4.32 und 4.33 Symbolsequenzen der Linge 3 auftreten. Man miifite daher
die AB-Partition zweimel abbilden, dann sie verfeinern, indem man Symbolische Gebiete zu ailen
drei Zeiten schneidet, und dann ans den 2% = § Schnitten wieder binire Partitionen bilden. Dies ist
aunf 208-1) 1 = 127 Weisen mglich, und bei jeder dieser 127 Partitionen miite man nachpriifen,
ob sie sich entweder in die AB-Partition zuriickiibersetzen 188t oder mehr Orbits verwechselt als
diese. Ersteres wiirde fiir die (3—Partition gelten, die sich dann anschliefend auch als einfacher
erweisen wiirde als die AB-Partition.

Der Leser wird einsehen, da8 cine solche Rechnung praktisch unmoglich ist, es seil denn, man
schriebe ein Computerprogramm fiir all diese Rechenschritte, einschliefllich des Tests auf Einfach-
heit, Méglich, aber unzuverldssig ist die intuitive Suche nach einer einfacheren Partition anhand
von Abbildung 4.2. Moglich und zuverldssig ist die folgende Rechnung mit Biindeln von Bldttern.
Sie ist von Anfang bis Eade mit Symbolen A und B geschrieben. Jeder Schritt filhrt von einer
alten zwiefachen Pariition zu einer neuen, die mindestens genauso einfach ist. Die abschliefiende
Rekonstruktion einer nicht mehr swiefachen gemerierenden Partition ergibt dann als Endergebnis
die Deﬁmtlonen 6.23 und 6.24 der Symbole I und ¢, die mit 4.33 und 4.32 {ibereinstimmen.

5.2.7 Die anféinglichen Bundelgroﬁen der AB Partition

Die AB-Psriition bestimmt die anfénglichen Mengen der expandierenden Blétter {{ALIB)~*
und der kontrahierenden Blitter {s{A LI B)T=}

Wie grof sollen die Biindel sein? Die grofien Biindel {(AL1B)™> As}‘ und {(AUB) = Be}‘ er-
geben sich, wenn man in Gl. 5.5 die Symbolischen Gebiete Aje = Ae und 420 = Be wihlt. Durch
eB; = oA und eB; = ¢B erhilt man analog die kontrahierenden Biindel {sA(A U B)**} und
{eB({A L B)t*°}. Wenn man mit diesen Biindeln beginnen wiirde, dann wiirde es sich nach Be-
rechnung der Orbitpaare herausstellen, daB alle Biindel miteinander Orbitpaare bﬁden In diesem
Fall wiren keine Verelmta.chungen mognc.u.

Men mub die anfinglichen Biindel daher kleiner wihlen Es gibt keinen Grurd, ein bestimm-
tes Biindel 21 verkleinern. Deshalb sollen alle Biindel gleichermaBen verkleinert werden. Dadurch
ergeben sich die vier expandierenden Biindel {(4 U B)™*5_25_je}' und die vier kontrahieren-
den Biindel {0S5p5:{4 1.1 B)*® Y, mit §; € {4, B}. Man beachte, daf} sich die Gréfle der expan-
dierenden und kontrahierenden Biatter nicht andert Die entsprechende zwiefache Partition ist
{AAe, ABs, BAs, BBs}, {eAA,0AB,eBA,0BB}. Von dieser Pastition geht. die folgende Rech-
nung aus. ' ' ' '

" Da es nicht eindeutig vorgegeben ist, wie groB die Biindel zu wahlen sind, kénnte man anch auf
den Gedanken kommen, noch kleinere Biindel zu wihlen, zum Beispiel {{ALUB)"5_35.325 10}
und {e5p 515 Sz (AIJD‘*‘”} Dies wiirde die. Lcugende nemu‘dng erschwerer, du.S - Ergebnis abe:f nicht

a.ndern
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Abbildung 5.2: Vergleich der 01-Partition aus Abb. 2.4 und der AB-Partition aus Abb. 4.2
Ausgehend von der AB-Partition des Hénon Attraktors bei Standardparameterwerten wird in
diesem Kapitel die cinfachere 01-Partition berechnet.
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nach jedem Vereinfachungsschritt einen Uberblick iiber alle Biindel, um diejenigen zu finden, anf
denen der nichste Vereinfachungsschritt operieren kann. Dazu dienen zwei Hilfsmittel: In Tabel-
len wird zusammengefaBt, welche expandierenden Biindel mit welchen kontrahierenden Biindeln
Orbitpaare bilden. Und in Graphen wird illustriert, von welchen expandierenden Biindeln man
unter der Abbildung F zu welchen expandierenden Biindeln kommt. Andere Graphen illustrieren
analog, von welchen kontrahierenden Biindeln man unter der inversen Abbildung F71 zu welchen
kontrahierenden Biindeln kommt. Damit sind alle Beziehungen zwischen Biindeln erfafit, die von
Bedeutung fiir die Rechnung sind. Wie diese Bezichungen aussehen, hingt von den grammatika-
lischen Regeln der Symbolischen Dynamik ab,

5.8.1 Die Tabelle der Orbitpaare
Berechnung der 'Or%sii'paare.

Die expandierenden und kontrahierenden Biindel sind dadurch miteinander verkniipft, dafl sie Or-
bitpaare bilden. Welche Biindel Orbitpaare bilden, mufi vor jedem Vereinfachungschritt berechnet
werden.

Dazu mul man Symbolsequenzen betrachten, die Symbole aus beiden Partitionen
{Ass,...Amo} und {oB,...e B,} miteinander vermischen. Um zu unterscheiden, welche die-
ser Symbolsequenzen zulissig und welche verboten sind, miissen nicht nur grammatikalische Re-
geln bekannt sein, sondern aunch Regeln, die Symbole aus beiden Partitionen in eine gemeinsame
Darstellung tibersetzen.

Im Falle der Beispielrechnung ist diese gemeinsame Schreibweise einfach durch die anféingliche
AB-Partition gegeben. Die Ubersetzungsregeln driicken die zwiefache Partition {Aje,.. .Amel,
{eBy,...e B, }, welche nach jedem Vereinfachungsschritt eine andere ist, durch die immer gleichen
Symbolischen Gebicte e4 und oB aus.

Fiir die zeitliche Verschiebung eines expandierenden Biindels

{([}4)™=40} (5.16)
i=1

wird es sich spiter als unwichtig erweisen, wie viele Blitter dieses Biindel Orbitpaare mit kontra-
hierenden Blittern eines Biindel .
{eBi{| | BT} (5.17)
i=1
bildet. Wichtig ist nur, ob die beiden Biindel iiberhaupt Bliiter enthalten, die miteinander Or-
bitpaare bilden. Wenn dies zunirifft, dann werde ich sagen, dafl die beiden Biindel miteinander
Orbitprare bilden.

Eine Tabelle der Orbitpaare wie die Tabelle 5.3 faBt zusammen, welche Biindel miteinan-
der Orbitpaare bilden. Eine solche Tabelle kann relativ einfach berechnet werden, wenn man die
Rechenregeln fiir Paare {,] aus dem Anhang B verwendet, insbesondere die GL. B.49. Diese Rechen-
regeln will ich aber im folgenden nicht voraussetzen und deshalb die entsprechenden Rechnungen
auch nicht darstellen.

Im Grunde bestehi die Berechnung der Orbitpaare darin, nachzupriifen, ob sich die beiden
Symbolsequenzen ...4; e SBy ... und ...A; e TBy... bei den Pankten ... auf gleiche Weise
fortsetzen lassen. Damit die beiden durch diese Symbolsequenzen bestimmten Orbits auch wirklich
verschieden sind, miissen die Gebiete oS und o7 disjunkt gewihit werden. In der Beispielrechnung
gentigt es, einfach oS = o4 und oT = B zu seizen. Im aligemeinen Fall konnen Symbolische
Gebilete ‘tiberlappen. Aber such dann kann -men, zum Be;splel durch e.S' = sAl .\ edy und
oT = oAy, disjunkte Gebiete konstruieren. G e pme e

Anmerkungen

Wenn keine Sequenzen aus Symbolen A; und B; verboten sind, dann bilden alle Biindel miteinan-
der Orbitpaere. In diesem Fall kann man die zwiefache Partition nicht vereinfachen. Auch wenn
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eAA eAB eBA BB
Ade ! § [ _ﬁ %

BAe| » B8 § 8
ABes | 8 6 6 g
BBs | = é * @

Abbildung 5.3: Die anfinglichen expandierenden und kontrahierenden Biindel und die durch sie
gebildeten Orbitpaare. Eine Sequenz S_3S_1e kennzeichnet das expandierende Biindel {{4A U
B)~=S_,5_1} und eine Sequenz 8S5pS5; kennzeichuet das kontrahierende Biindel {55.5:(A LU
B)**}. Die leere Menge § als Tabelleneintrag bedentet, daff die beiden Biindel aufgrund der

grammatikalischen Regeln 5.18 keine Orbitpsaze bilden. Der Stern » bedeutet, daB Qrbitpaare

héchstwahrscheinlich gebildet werden.

man sehr viele kleine expandierende und konfrahierende Biindel wihlen mufl, damit wenigstens
ein paar Biindel keine Orbitpaare miteinander bilden, daan ist es unwahrscheinlich, daff Verein-
fachungen moglich sind. Dies hingt damif zusammen, dall man eine Mindestzahl von Symbolen
braucht, damit die Symbolische Dynamik dieselben dynamischen Entropien hat wie die Phasen-
raumdynamik {siche Kap. 2.2.4). Wenn keine oder nur sehr lange Symbolsequenzen verboten sind,
dann hat man diese Mindestzahl vermutlich schon erreicht.

Da man normalerweise nicht alle grammatikalischen Regeln kennt, kann man zwar in man-
chen Fillen die Existens von Orbitpaaren definitiv ausschlieflen, aber in den restlichen Fillen die
Existenz von Orbitpaaren nicht exakt beweisen. Das Risiko, hierbei zu irren, scheint aber gering.
Dies kommt daher, dafl ein Symbol Sp durch grammatikalische Hegeln normalerwelse einen viel
grofBeren EinfluB aunf nahe als auf ferne Symbole derselben Sequenz ausiibt. Wenn man zu beiden
Seiten von S oder T schon lange zulissige Fortsetzungen gefunden hat, dann spielt es deshalb beim
Anfitgen weiterer Symbole kaum eine Rolle, ob das Symbol 5 oder das Symbol T in der Mitte der
Sequenz steht. Dann sollte es mégﬁch sein, beide Sequenzen auf dieselbe Weise fortzusetzen. Und
vermutlich gibi es nicht nur eine zuldssige Fortsetzung, sondern eine grofie Zahl, die bei positiver
dynamischer Entropie exponentiell schnell mit der Entfernung anwachsi:

Orbitpaare der AB—Partition

Wir hatten die vier expandierenden Biindel {{A U B)™*°5_,5.10}‘ und die vier kontrahierenden
Biindel {5551 {(AUB)"*} gewihlt (mit §; € {4, B}). Es muf also in 16 Fillen nach Orbitpaaren
gesucht werden. Dabei werden die grammatikalischen Regein aus GL 4.37

°©AABA = oBABB = § o | (5.18)

verwendet Das Ergebms ist in den 16 Emtra.gen der Tab. 5.3 da.rgeste]li;

Als Beispiel will ich den Einirag § oben links erliutern. Er besagt, dafl das expandierende
Biindel {{A U B)~® AAs}* keine Orbitpaare mit dem kontrahierenden Biindel {s AA(4 L B)**}*
bildet. Denn solche Orbitpaare miifiten aus einem Orbit mit der Symbolsequenz ... Ade AAA. ..
und einem Orbit mit der Symbolsequenz ... A4 e BAA... bestehen. Die gweite Sequenz, bei der
das Symbol B in der M'ﬁ,te steht ist aber wegen -der grammatlka.hschen Regel AAe BA = ﬁ

Vel‘ﬁ)()bttil

5 3.2 Der u—raph der zeithchen U' bergange
Konstruktmn des Graphen..

.In Kap. 3.2.1 wurde die Dynamik f auf den expandlerenden Bléttern als ein Strecken und Tei-

len bezeichnet. Ein expandierendes Blatt a = ... 8 5 1 A;e (mit 5; € {4;,...4,}) wird zu

_einem Blatt f{a) = ...S5_25.14;Ee gestreckt. Dieses_ist.i.m allgemeinen zu grof, um selber zu

59




den Bléttern zu gehéren, die als expandierend deklariert wurden. Dagegen gehéren seine Teile
.. 5_28_14:4;e zu den expandierenden Blittern. Es ist prakiisch, diese Teilung schon vor dem
Strecken zu vollzichen. Dann wird das expandierende Blatt & = ...S5_25_14;e in héchstens m
Blétter a; = ...5_35_14; o A; geteilt, deren Bilder zu den expandlerende Biditer gehoren.
Den besten Uberblick iiber dieses Strecken und Teilen erhilt man, wenn man die zeitlichen
Ubergange graphisch darstellt. Ein Beispiel fiir so einen Graphen zeigt Abb. 5.4. Die Ecken des
Graphen sind mit den Symbolischen Gebieten der Partition

{4re,...Ame} = {AAe, ABo,Bhe,BBe} (5.19)

beschriftet {m = 4}. Die Ubergéinge zwischen diesen Ecken werden durch die Dyna:tmk f mdumezt
Der Ubergang A;e — Aje existiert, falls :

FlAe) N Age ;e 9 . o (5.20)

Dadurch wird garantiert, daf jeder Punkt in 4;¢ entlang mindestens einem dieser Uberginge

abgebildet wird, das heifit:
o flae) C | 45 . (5.21)
JEJ(E) _

Hierbei ist J(¢) die Menge aller Indices j der Ecken 4;e, zu denen Uberginge von 4;e fithren. -

Anmerkungen

Wenn von einem Symbollschen Gebiet 4;¢ nur ¢ Uberginge susgehen, dann wird ein expai-
dierendes Blatt o = ...5_35_; A;je vor dem nichsten Zeitschritt auch nur in héchstens ¢ Teile
G; = S..gS_IA 5A (mlt- i € J(t)) getellt

“Ue - (6.22)
ed(i) o : o
Wenn die Symbolischen Gebiete A;e uberiappen, kann es prinzipiell passieren, daf ein Teil ganz
in einem anderen Teil enthalten ist:

.85 38 1A:e A; C ... 8 35 14;04, . (5.23)

Der kleinere Teil kann dann ignoriert werden (siehe Kap. 5.2.4). Wenn sogar A; e 4; C 4; @ 4;
gilt, denn kénnen alle expandierenden Blatter dieser Gestalt ...S5_55_14:4 e entfernt werden.
Dies bedeutet, daB der Ubergang Aje — Aje enifernt werden kann, obwohi A oA; # §. In der
Beispielrechnung wird kein Ubergang auftreten, der auf diese Weise entfernt Werden kann.

Buandel, deren Biitter nicht geteilt werden

Nicht jedes expandierende Blatt o muB beim néchsten Zeitschritt geteilt werden. Wenn es nicht
geteilt wird, dann gehort sein Bild f{a) zu den expandierenden Bléttern. Da dieses Rild keine
doppelten Schuitte mit kontrahierenden Blattern haben kann, ohne die Bedingung 3.2.1 fiir ge-
nerierende Partitionen (aus Kap. 3.2.3) zu verletzen, ka.nn da.s expandlerende Biatt o auch keine
Orbitpaare mit kontrahierenden Blttern bilden. :
Es kann sogar ganze expandierende Biindel geben, die “kein Blatt enthalten, das im

néchsten Zeifschritt geteilt wird. Diese ‘Biindel bestehen dann nur zus Urbildern expandieren-
der Blétter. Und sie bilden keine Orbitpaare mit kontrahierenden Biindeln. Manche dieser Biindel
{2 Ae )‘°°A &} kann man daran erkennen, daf von dem entsprechenden Symbolischen Gebiet
A o Tur ein cinziger Ubergang ausgeht. Solche Biindel werden in den Tabellen der Orbitpaare (wze
Z. B Tab. 5.13) gar nicht erst aufgefiihrt.
Aber auch zwei oder mehr Ubergéinge garantieren nicht, daf irgendwelche Bldtter geteilt wer-
den. Dies Hegt an den grammatlkahschen ‘Regeln. Wenn es fur _]ede Symbolsequenz . S9_28. 4
einen Index & und eine i:i.egel : e ET T

SaSiAe = ..SaSadiedr - "(5.24}
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Abbildung 5.4: Die Ubergiinge swischen den Symbolischen Gebieten der Partition {A4e,ABe,B e,
BBe} unter der Abbildung f. Am Beginn der Beispiclrechnung werden die expandierenden Biindel

{{LJiZ; 4;)~ = Aje}* durch diese Partition erzeugt Ein Ubergang von A;e nach Aje enstlert dann

wenn f(A;e) N Aje =A;Aje #B.

gibt, dann wird kein Blatt des expandierenden Biindels { (L2, Ar)~*° Ais}* geteilt. Doch von dem
Gebiet Ase geht mehr als ein Ubergang aus, es sei denn, der Index k ist fiir alle Symbolsequenzen
.. 8_25_1 derselbe.
Umgekehrt wirkt die inverse Dynamik f~! auf den kontrahierenden Blittern wie ein Teilen

und Strecken. Die graphische Dazstellang, zum Bempml in Abb 5. 6, gesch.leht -gans analog Em_

Ubergang eB; - eB exlstlert. falls
FleB) N eB ';é y L (5.25)
Wenn von einer Ecke ¢B; nur eir Ubergang ausgeht, dann werden die Blitter des kontrahierenden

Biindels {eB;(| [~ B;)~*} im néchsten Zeitschritt nicht geteilt.

Bistter der AB-Partition, die nichi geteill werden

Als Beispiel sind in Abb. 5.4 dic Ubergiinge zwischen den Symbolischen Gebieten der Partition
{AAe, ABe, BAe, BBs} anfgetragen. Von jeder Ecke des Graphen gehen zwei Uberginge aus. Man
kénnte daher glanben, dafl alle vier expandierender Biindel Blétter enthalten, die im néchsten

Zeitschritt geteilt werden. Dies gilt tatsichlich fiir drei dieser Biindel, jedoch nicht fiir das Biindel '

{(A U B)““’AB&} Dleses kann. wegen BAB eB=AABo A= % umgeschneben werden 7

{(ALJB)‘“ABG} {{AUB)‘“’(BABeA U AABeB)}. -.j(szs)._-

Es enthalt da.her nur Bia.tter deren Bﬂder a.uch Wleder expandjerende Blatter smd

7)
28)

f({(AuB)-wBABeA}) c {(AUb)_mﬁ.éaj e
J({(AUB)"®4ABeBY) C. {(AUB)-”BBe}"' (

v-n o
B I oM

7 Folglich bildet dieses Biindel keine Orbitpaare (siche Tab. 5. 8).
"#Man kann auch graphlsch ausdriicken, daf diese Blitter im nachsten Zextschﬂtt mcht gete}lt

“werden. Dazu muB man das Symbolische Gebiet ABe in die beiden kleineren Gebiete AABe und

BABe aufspalten. Dic neue Partition, die in Abb. 5.5 dargestellt ist, erzeugt dieselben expandie-

 renden Blétter wie die alte Partition von Abb. 5.4. Doch von AABe und BABe geht jetzt nur noch
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Abbildung 5.5: Die Partition, die beschreibt, welche expandierenden Blitter unter der Abbildung f
geteilt werden. Diese Partition erzeugt dieselben expandierenden Blitter wie die Partition in Abb.
5.4. Das expandierende Biindel {{AUB)~*ABe} wurde in seine Teilmengen {(ALIB)~> A4ABe}*
und {{4A U B)" BABe}‘ zerlegt. Keines der darin enthaltenen expandierenden Blitter wird im
néchsten Zeitschritt geteilt. Denn von AABe und BABs geht wegen AAB o A = BAB eB=1§
nur _}ewe}ls em Ubergang aus. _

jeweils ein Ubergang aus, so daf man sofort sicht, daf keines der entsprechenden expan&erenden
Bliiter im nichsten Zeitschritt geteilt wird.

Analoges gilt fiir kontrahierende Biindel. Die Partition {044,048, B4, e BE} definiert ein
kontrahierendes Biindel, nidmlich {eAB{A 11 BY**}, das mit keinem expandierenden Biindel Oz-
bitpaare bildet {Tab. 5.3). Das Fehlen dieser Orbitpaare kann man ans Abb. 5.6 nicht ablesen,
wohl aber aus Abb. 5.7, wo das kontrahicrende Biindel {sAB(ALIB)*® }*in {6 ABB{ALIB)T>}*
und {e ABA(A L B} }* zerlegt wurde.

Man braucht diese niitzlichen Zerlegungen von Symbolischen Gebieten nicht zu erraten. Denn -

man stéBt antomatisch auf sie, wenn man Biindel zeitlich verschlebt (Kap. 5.4.5).

Ich Werde im folgenden die emzelnen Veremfachungsschntte im Defail exkléren, und zwar sowohl
fir den allgemeinen Fall als auch fiir das Beispiel der :AB-Partition. Da man dabei aber leicht
den Uberblick verliert, werde ich zundchst das Schema zusammenfassen, nach dem zwiefache Par-
titionen vereinfacht werden. Manche Formulierungen in diesem Uberblick werden dem Leser va.ge
erscheinen, doch sie werden alle in spéteren Abschnitten prézisiert. :

Zu Beginn sind eine zwiefache Partition, ihre expandierenden Biindel und ihre kontrahierenden
Biindel gegeben. Vor der ersten Vereinfachung miissen Beziehungen zwischen den expandierenden
und den kontrahierenden Biindeln hergestellf werden. Dazu berechnet man mit Hilfe der gramma-
tikalischen Regeln und etwaiger Ubersetzungsregeln, welche expandlezenden Biindel mit welchen
kontrahierenden Biindeln Orbitpaare bilden. .

‘Bs sei daran erinnert, dafl es nicht nur von der Dynamxk sondern auch _gang entscheidend
von der zwiefachen Partition abhingt, ‘ob ein Blait expandierend ist oder ob es kontrahierend ist.

Wann dia uunnf‘nh‘hn Pantitinn paindart mard Aann andenn cinbh snnnnahe dan aeeem e J o oo
Yrenn Qi awWiciace rartitlon geandert Witd, danh andern sich mancie aer m&paumm‘cuucu und

'kontra,hlerenden Bundel Umgekehrt kann man Anderungen der. zmefachen Partltlon beschrelben
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Abbildung 5.6: Die Ubergéinge zwischen den Symbolischen Gebieten der Pastition {sAAAB,
eBA,sBBY} unter der inversen Abbildung f~1. Am Beginn der Beispiclrechnung werden die kon-
trahierenden Bindel {oB;(L[im; B;)**}* durch diese Partition erzengt. Ein Ubergang von oB;
nach ¢B; existiert danmn, wenn F~Y(eB;) NeB; =eB;B; #.

111111 =

Abbildung 5.7: Die Partition, die beschreibt, welche kontrahierenden Blitter unier der inversen
Abbildung f=! geteilt werden. Diese Partition erseugt dieselben komtrahierenden Blétter wie die
Partition in Abb. 5.6. Das konirahicrende Biindel {eAB(A LIB)*®} wurde in seine Teilmengen
{eABA(AUB}T™} und {e ABB{ALB)* >} zerlegt. Keines der darin enthalienen kontrahierenden
Bilstter unter der inversen Abbildung 7! geteilt. Denn von eABA und eABB geht wegen der
.grammatikalischen Regel Ae ABA=Bs ABB = § nur jeweils ein ﬁbergang aus. T
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indem man die Anderungen der expandierenden und kontrahierenden Biindel angibt. Bei die-
sen Anderungen werden entweder expandierende Biindel als nicht mehr expandierend deklariert
oder umgekehrt nicht expandierende Biindel als expandierend deklariert. Kontrahierende Biindel
werden aunf analoge Weise entfernt oder neu deklariert.

Bei jeder Anderung der Partition muB die Bedingung 3.2.1 fir die Eigenschaft ,generierend®
(a2us Kap. 3.2.3) beachtet werden. AuBlerdem sollen die zusétzlichen Biindel neue Orbitpaare bilden,
demit die neue zwiefache Partition nach dem Kritertwm 4.1.2 (aus Kap. 4.1.2) einfacher als die
alte ist, '

Bei jedem Vereinfachungsschritt werden nicht willkiithiche Biindel als pusétzliche expandierende
oder kontrahierende Biindel deklariert, sondern nur solche, die durch die Dynamik f aus bereits
vorhandenen expandierenden oder kontrahierenden Biindeln konstruiert werden kénnen. ¥ch werde
dies als zeitliches Verschieben der Biindel beszeichnen. Man kann sich dieses zeitliche Verschieben

ersetzt wird. In Kap. 2.3 wurde der Fall erwihnt, dafi die Partitionsgrenzen durch ,primére®
Tangentialpunkie gehen. In diesem Fall wiirden alsc die Abbilder oder Usbilder dieser | priméren”
Tangentialpunkie 2ls neue ,prim#re* Tangentialpunkte deklariert werden.

Das geitliche Verschieben von expandierenden oder kontrahierenden Biindeln ist die Operation,
durch die eine zwiefache Partition schrittweise vereinfacht wird. Vor jedem dieser Schritte muf man
sich fragen: Welche Biindel kénnen zeitlich verschoben werden, ohne Bed. 3.2.1 fiir generierende
zwicfache Partitionen zu verleizen? Wie findet man diese Biindel? Welche neuen expandierenden
oder kontrahierenden Biindel ergeben sich? Ist der Vereinfachungsschritt erfolgreich, das heifit,
werden zusiizliche Orbitpasre gebildet? Diese Fragen lassen sich besser beantworten, wenn drei

Varianten des zeitlichen Verschiebens unterschieden werden.

i. Zeitliches Verschichen ecines einzelner Biindels (Kap. §.4.4). Diese Operation setzt voraus,
daf} das expandierende (bzw. konirahierende) Biindel mit keinem kontrahierenden (bzw.
expandierenden) Biindel Orbitpasare bildet. Dann wird das Bild des expandierenden Biindels
als expandierend deklasier. £s kann passieren, daf diese Operation iiberfliissig ist, weil dabei
keine neuen expandierenden Bliiter enistehen. Anderenfalls wird die Operation so oft wie
moglich wiederholt,

2. Zeitliches Verschieben von mehreren Biindeln (Kap. 5.4.6). Bei dieser Operation werden
mehrere expandierende und konirzhierende Biindel gemeinsam verschoben, und zwar um
cinen Schritt in dieselbe zeitliche Richtung. Dies setst voraus, dafl bel dem Verschicben
keine Orbitpaare verloren gehen. Die Operation wird wieder so oft wie moglich wiederholt.
Es lassen sich immer alle Biindel gemeinsam um einen Zeitschritt vor verschieben, doch ar
diese triviale und nutzlose Operation sollte man verzichten.

3. Zeitliches Verschieben vor Teiiblittern (Kap. 5.4.8). Bei dieser Gperation werden Biimdel
verschoben, die kleinere Blatter haben als die schon vorhandenen expandierenden oder kon-
trahierenden Biindel. Diese Bifitter sind nicht willkiirlich gewshlt, sondern Zwischenstufen
bei der Zerteilung cines schon vorkandenen expandierenden oder komirahierenden Blattes.
Auf den so konstruierfen zusitzlichen Bindeln wird dann genauso operiert wie in den ersten
beiden Fillen.

In jedem dieser drei Fille erhilt man zunéchst neue expandierende oder kontrahierende Biindel.

Aus diesen muB man dann die neue zwiefache Partition {A;e,...Ane}, {oB;,...¢ B,} rekon-
struieren, bevor man den nichsten Vereinfachungsschritt einleiten kann. Bei der Berechnung der
Orbitpaare dieser neuen Partifion niitzt es sehr, die Orbitpaare der alten Partition zu kennen.
. Ansonsten verliuft die Methode so wie andere Gradientensuchverfahren: Durch jeden Einzel-
schritt koramt man zu einer einfacheren zwiefachen Partition. Man ist am Ende angelangt, wenn
sich keine der drei vereinfachenden Operationen mehr anwenden 188t. Kap. 7.2.1 wird erwihnen,
wie garantiert werden kanm, daf dieses Verfahren endet. o - )

Das Endergebnis kann von der Reihenfolge abhiingen, mit der die Operationen angewendet

werden. Um aile méglichen Endergebuisse, das heift alle einfachsten Partitionen, zu erhalten,
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miifite man im Prinzip =lle méglichen Reihenfolgen ausprobieren. Der Rechenaufwand kénnte
dabel kombinatorisch explodieren. In der Beispielrechnung wird die AB-Partition nur auf eine
mbgliche Weise vereinfacht. Eine andere Reihenfolge der Operationen kann zu einem anderen
Ergebnis fiihren. Diese andere einfachste Partition wird erst in Kap. 7.1.2 dargestellt werden.

5.4.2 Zeitliches Verschieben von Blittern

BMan kann jedes expandierende bzw. kontrahierende Blatt « in zwei Zeitrichtungen verschieben: vor
oder zuriick. Fir alle vier Fille soll nun genau definiert werden, welche expandierenden {bzw. kon-
trahierenden) Blitter aufhoren, expandierend zu sein, und welche neuen expandierenden Blitter
deklariert werden. Dabei sollte man beachien, dafl Urbilder von expandierenden Bléttern selbst
wieder expandierende Blitter oder Teilmengen derselben sind.

1. Vorverschieben eines expandierenden Blattes a: Das Blatt f(e) wird als neues expandieren-
des Blatt dellariert. Das Blatt a bleibt expandierend.

2. Riickverschieben e¢ines expandierenden Blattes a: Das Blatt « wird als nicht expandierend
deklariert. Das Blatt f~!(c) bleibt ein expandierendes Blatt bzw. ein Teil eines solchen.

3. Vorverschichen eines konirahierenden Blattes #: Das Blatt B wird als nicht kontrahierend
deklariert. Das Blatt f{f3) bleibt ein kontrahierendes Blatt bzw. ein Teil eines solchen.

4, Riickverschieben eines kontrahierenden Blattes §5: Das Blatt f~1(8) wird als neues kontra-
~ hierendes Blatt deklariert. Das Blatt 3 bleibt konirahierend. - '

Tm ersten und im vierten Fall wird ein neues Blatt als expanmerend oder kontrahierend dekla-
riert, doch kein Blatt hort auf, expandierend oder kontrahierend zu sein. Im zweiten und dritten
Fall hért ein Blatt anf, expandierend oder konirahierend zu sein. Vor diesen Anderungen bedecken
die expandierenden oder kontrahierenden Blitter (fast) alle Attraktorpunkte. Diese vollstindige
Bedeckung soll bei den Anderungen erhalten bleiben. Daher miissen im zweiten und dritten Fall
nene expandierende oder kontrahierende Blitter deklariert werden.

Bei dem Riickverschieben des expandierenden Blattes « miissen neue expandierende Blétter
deklariert werden, welche die Liicke bedecken, die bei o entstehi. Solche expandierenden Blitter
lassen sich problemlos finden, da laut Kap. 5.2.5 jedes Urbild eines expandierenden Blaties als
expandierendes Blatt betrachtet werden kann. Und die Urbilder aler expandierenden Blatter, ein-
schlieBlich des Urbildes f~'(a), bedecken zusammen slle Attraktorpunkie, also auch die Liicke
bei a. Die dort liegenden Urbilder werden bei dem Riickverschieben eines expandierenden Biat-
tes a als neue expandierende Blitter deklariert, um die Liicke zu schliefen. Analog erfordert das
Vorverschichen eines kontrahierenden Blattes § die explizite Deklaration von neuen kontrahieren-
den Blittern, die zuvor Urbilder von expandierenden Blattern waren. Diese nenen expandierenden
und kortrahierenden Blitéer sind kleiner als die Blatter & und 8, deren Platz sie einnehmen, und
verletzen daher die Bed. 3.2.1 fiir eine generierende Partition nicht. Allerdings kann sich in diesen
Fallen 2 und 3 die Zahl der Orbitpaare verringern,

Im Fall 1 bleibt das Blatt « expandierend, wenn f{a) als neies expandierendes Blati dekla-
riert wird, Die einzigen expandierenden Blatter, die bei diesem Vorverschieben des expandierenden
Blattes « wegfallen, sind diejenigen, die als Teilmengen in dem neuen expandierendern Blatt f(a)

enthalten sind und nach der Methode von Kap. 5.2.4 entfernt werden. Analoges gilt fiir kontrahie-
rende Blitter, die um einen Zeitschritt zuriick verschoben werden. Da bei solchen Anderungen keine
expandierenden oder kontrahierenden Blatter verschwinden, die nicht als Teilmengen in anderen
expandierenden oder kontrahierenden Blittern enthalten sind, kann sich die Zahl der Orbitpaare
nicht verringern. Allerdings mufl darauf geachtet werden, die Bedingung 3.2.1 fiir die- Exgenschaﬂ;

ngenerierend” niché za verletzen.
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5.4.3 1Zetiliches Verschieben von Biindeln

Da nur auf ganzen Biindeln operiert wird, kénnen auch nur ganze expandierende oder kontrahie-
rende Biindel, und nicht einzelne Blitter, in der Zeit verschoben werden. Das zeitliche Verschieben
cines Biindels besteht aus dem zeitlichen Verschieben all seiner Blitter. Der letzte Abschnitt defi-
nierte fiir zeitliches Vorverschieben und Riickverschieben, welche neuen Blitter 2ls expandierend
oder kontrahierend deklariert oder welche alien expandierenden oder kontrahierenden Blitter ent-
fernt werden. Hieraus folgt auch, welche nenen Biindel als expandierend oder kontrahierend de—
klariert oder welche alten expandierenden oder kontrahlerenden Bundel entfernt werden

Vorverschieben eines expandierenden Biindels

Beim zeitlicken Vorverschieben des expandierenden Biindels

T = {(| [4) =4} e (5.29)

=1

bleibt dieses Biindel expandierend. Auflerdem wird das Biindel

f(r) = {(LJA{)_mAkEﬁ}‘ o (5.30}

=1

als nenes expandierendes Biindel deklariert. Man beachte, dafi die neuen expandierenden Blitter
nicht auf ein Symbolisches Gebiet A;e beschrinkt sind, sondern sich durch alie diese Symbolischen
Gebiete hindurch erstrecken diirfen. Zusammen bedecken diese neuen expandierenden Blitter das
Gebiet [#{T'2)] = Az Ee. Falls 4, 40 # §, denn werden manche der neuen expandievenden Blitter
mit Blttern des alten expandierenden Biindels_ ' : :

{(UA) mA:e} R . . '.(5.31)
i=1 - o :

iberlappen. Die neven expandierenden Blitter sind zumindest nicht Meiner als die alten. Ob sie
gleich groB sein und deshalb mit der Methode von Kap. 5.2.4 entfernt werden kbnnen, wnd spéter
untersucht werden. . _ _

Riickverschieben eines kontrabierenden Biindels .
Anf a,naioge Weise kann ein kontram&endes Biindel RO |
Ay = {EB!:(U Byfey | :_. o ) '('5.3_2)
= : o
in der Zeit zuriick verschoben werden Dabei bleibt dieses Bundel kontrahlerend und das Bundel
: f_l(l_;‘k) _ {6EBk(I_IB -{nco}‘ . | - . (5.33)
' T =1 R

wird a.is neues kontra]nerendes Bundel deklanert Dlese nenen kontraiuerenden Blati:er smd Zu-
mmdest mcht klemer als die bereits vorha.ndenen kontra.h.lerenden Blatter s i

Rﬁckversc}ﬁeben eines expandicerenden Biindels

Wenn das expandierende Biindel

™

Te = {(|]4)=4e) (5.34)

i=1
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in der Zeit guriick verschoben wird, dann bleibt 'y nicht expandierend. Eine Liicke im Phasenraum,
die nicht durch expandierende Blétter abgedecki wiirde, entsteht dadurch nicht. Denn als Urbilder
von alten expandierenden Bliitern bleiben die Blatter in

W ar=aeay = A 4= adoy) (5.35)
i=1 i=l

sogar fiir [ = & expandierend. Und alle diese expandierenden Blitter zusammen decken das Gebiet
U Ak <] A; = Ak@ = [rg‘} (536)

ab. Ein Biindel aus Gl. 5.35 muB allerdings nur dann explizit betrachtet werden, wenn seine Biétter
nicht alle in grofleren Blittern anderer expandierender Biindel enthalten sind. Ansomsten kdnnen
alle seine Bldtier nach der Methode von Kap. 5.2.4 entfernt werden.

Vorverschieben eines kontrahierenden Biindels
Auf analoge Weise kann ein kontrahierendes Biindel

Ay = {@B,;,(UB e (5.37)

1_

in der Zeit vor verschoben werden. Das Biindel Az hért dabel anf, konirahierend zu sein. Eine
Liicke im Phasenraum enstehi nicht, weil sein Abbild

Fay) = {Beo(| |B)T™¥F (5.38)

i=l

kontrahierend bleibt. Durch dieses Abbild, aber auch durch die Abbilder anderer kontrahierender
Biindel, kann die Liicke ¢B; in jedem Fali aufgefiiilt werden.

5.4.4. 1. Variante: Zeitliches Verschieben von einem einzelnen Biindel

Die einfachste Variante, cine zwiefache Partition zu:vereinfachen, bestehi{ darin, ein einzelnes
expandierendes oder konirahierendes Biindel zeitlich zu verschieben, wihrend alle anderen expan-
dierenden oder kontrahierenden Biindel zunédchst nunverfndert bleiben. Diese alten Biindel dndern

sich pur dadurch, dafl mdglicherweise einige ihrer Bléiter in neuen und gréfleren expandierenden:_

und kontrzhierenden Bl#ttern enthalten sind und entfernt werden konnen.

Im letzten Abschritt wurden vier Weisen unterschieden, auf die Biindein zeitlich verschoben
werden konnen. Neue Orbitpaare kionnen nur dann gebildet werdem, wenn ein expandierendes
Bindel in der Zeit vor verschoben wird oder wenn ein kontrahierendes Biindel in der Zeit zuriick
verschoben wird,

Auswihler und Verschichen des Biindels

Dabei mufl man aber darauf achten, die Bedingung 3.2.1 fir die Eigenschaft ,generierend® zu
erhalten. Qliicklicherweise kann man aus den Orbitpaaren ablesen, bei weichen zeitlichen Ver-
schiebungen diese Bedingung erhalten bleibt. Denn genau dann, wenn ein expandierendes Blatt
« mit einem kontrahierenden Blatt B ein Orbitpaar bildet, gibt es auch einen doppelten Schnitt
zwischen dem kontrahierenden Blatt 8 und dem Bild f{a) des expandierenden Blaites. Ein ex-
pandierendes Biindel T' kann daher genau dann in der Zeit vor verschoben werden, wenn es mit
keinem der kontrahierenden Biindel Orbitpaare bildet (siche Abb. 5.8).

Wenn man bereits alle Orbitpaare berechnet und in der Form von Tab. 5.3 aufgetragen hat,
dann erkennt man expandierende Biindel, die in der Zeit vor verschoben werden kénnen, sofort
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AbbHdung 5.8: Bel dem zeitlichen Vorverschieben eines einzelnen expandierenden Blaites o dndert
sich die Menge der als expandierend deklarierten Bldtter. Abb. a zeigt expandierende Blitter
vor der Anderung und Abb. b expandierende Blitter nach der Anderung. Bei drei aufeinan-
derfolgenden Zeitschritien sind das expandierende Blatt a, seine Bilder f{a) = a3 U &g und
F2(a) = Fa1) U f(az), das kontrahierende Blatt 8 und dessen Urbilder f~*(8) = £ US> und
F3(B) = F7HB) U F71(B:) dargestellt. Diese Bilder befinden sich im aligemeinen an verschiede-
nen Stellen des Phasenraums. Der fette Strich kennzeichnet die Stelle, an der cin expandierendes
bzw. kontrahierendes Blatt endet. Das Blatt f{a) ist nur in Abb. b expandierend. In Abb. a sind
nur seine Teile a; und ez expandierende Bliatter. Nur in Abb b blldet daher da.s expandlerende

Blatt f(a) ein 0rb1tp&&r imt dem kontrahlerenden Bla,tt ,8
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daran, daB in ihrer Zeile nur leere Mengen @ stehen. Analog erkennt man kontrahierende Biindel,
die in der Zeit zuriick verschoben werden kdnnen, daran, dall in threr Spalie nur leere Mengen
stehen.
Wie ein expandierendes Biindel
e
o= {4 s} (5.39)

i=1

in der Zeit vor verschoben wird, wurde bereits in Kap. 5.4.3 erklirt: Das Biindel

) = {(LA) = ABey (5.40)

£zl

wird als neues expandierendes Biindel deklariert.

TU o cmmme e )
EFES LIECUSLE Wi

Orbitpaare kénnen bei dem Vorverschieben eines expandierenden Blattes nicht verloren gehen, da
keine Blétter ibre Eigenschaft verlieren, expandierend zu sein. Doch entstehen neue Orbltpaa.re"
Zwei Félle sind moglich:

1. Das neue expandierende Biindel enthilt mindestens ein Blatt, das zuvor nicht expandierend
_waren. Es gibt nun wieder drei Moglichkeiten:

(a.) Wenn dieses neue expandierende Biindel neue Orbitpaare bildet, da.nn ist die neue

' gpwiefache Partition nach Kritertum 4.1.2 einfacher geworden.

(b\ Wenn dieses neue expandierende Biindel keine Orbitpaare bildet, dann kann man es
noch um einen weiteren Zeitschritt vor verschieben.

(¢) Wenn dieses neue expandierende Biindel rur Orbitpaare bildet, die auch von anderen

-expandierenden Biindeln schon gebildet wurden, dann ist die zwiefache Partition nach

. dem Kriterizmm 4.1.2 cigentlich nicht einfacher geworden. Wir haben aber grofiere ex-

pandierende Blédtter erhalten, was laut Kap. 4.1 zumindest ein Teﬁerfolg ist und die
zeitliche Verschiebung rechtfertigt. :

2 Das neue expandierende Biindel f(I‘k) enthalt nur Bla.tter, dle bereats zuvor expandlerend
| wWaren. mea.l heift das '

F(Ex) {(i_l AT ABeY. € i(l_! e (aaD)
Anschanlich bedeutet das, daf die links stehenden Symbole 4; und die grammatikalischen
Regelr gentigen, nm das rechts stehende Symbol F dusch ein Symbol A; zu ersetzen.
Das zeitliche Verschieben des Biindels 'y war daher iiberfliissig. Wir kénnen vermeiden,
“-diesen iiberfliissigen Schritt spéter in der Rechnung zu wiederholen, wenn wir uns merken,
-daB das Biindel T'; nur aus Urbildern von expandierenden Blittern besteht. ‘Am besten merkt
‘man sich dies mit Hilfe der graphischen Darstellung, die in Kap. 5.3.2 cingefithrt wurde. Dazu
mud man das Symbolische Gebiet Ay e in kleinere Teilgebiete zerlegen, von denen jeweils nur
“ein Ubergang ausgeht. Diese Teilgebiete sind Ay e A; (fiir alle j mit Ay o A; # 8). Aus der
Gl. 5.41 folgt, dafl die neue Partition o S

{/‘i}e, .. .Ak_le, Ak+1ﬁt, . .Amﬁ, Ay e A1, LA e A.m} - (542)
"7 dieselben expandierenden Blitter érzeugt wie die alte Partition {Ale LAme}. Wie das

‘Beispiel im nédchsten Abschnitt zeigt, ist diese Zerlegung keine elgeuthch neue l‘\/’ethode, :

sondern eine Kombination der Methoden aus Kap. 5.2.4 und 5.2.5.

Durch ein analoges Verfah:en kann auch ein- kontrahlerendes Bundel um emen Zeltschntt zuruck
verschoben werden. ' : s N
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Abbildung 5.9: Wiederholung der Tab. 5.3: Die anfinglichen expandierenden und kontrahierenden
Biindel und die duzch sie gebildeten Orbitpaare.

5.4.5 TFeitliches Verschiecben einzelner Biindel der AB—Partition

Keine neuen Orbitpasre entstchen

In Tsb. 5.3, die in Abb. 5.9 wiederholt wird, gibt es nur eine Zeile, die aus lauter leeren Mengen
§ besteht. Es gibt daher auch nur ein expandierendes Biindel, das man zeitlich vor verschieben
kann, némlich das Biindel {{ALI B}~ ABe}*. Doch wenn man dicses Biindel um einen Zeitschritt
verschiebt, erhilt man keine neuen expandierenden Blétter. Denn in Gl. 5.26 bis 5.28 wurde gezeigt,
daB man bei all den Blittern in {(4 1 B)~® ABEe}* das Symbol F entweder durch A oder durch
B ersetzen kann, ohne das Blatt zu verkleinern. Deshalb sind alle diese Blatter in {{A11 B)™*a}*
enthalten und von vorneherein expandierend. Das zeitliche Vorverschieben dieses expandierenden
Biindels sndert daher die Menge der expandierenden Blatter nicht und ist nutzlos. Niitzlich wére
nur das Vorverschieben eines expandierenden Biindels, dafl keine Orbitpaare bildet und aufierdem
nicht nur aus Urbildern expandierender Blitter besteht. Em solches Biindel tzitt in Tab..5.9 nicht
auf.

In Tab. 5.9 gibt es aufierdem eine Spaite, die aus lauter leeren Mengen § besteht, und daher
ein kontrahierendes Biindel A, das mit keinem der expandierenden Biindel Orbitpaare bildet. Man
kenn daher, ohne die Bed. 3.2.1 fiir die Eigenschaft ,generierend® zu verletzen, dieses Biindel
A = {sAB(ALB)¥} um einen Zeitschritt zuriick verschieber, das heiBt FHA)= {eEAB(AL
B)+®}* als neues expandierendes Biindel deklaricren. Doch wieder sind diese Blatter bereits in
anderen kontrahierenden Biindeln enthalten (Kap. 5.3.2), so dafl diese zeitliche Verschiebung die
Menge der kontrahierenden Blitter nicht &ndert. '

Da zlle anderen Biindel in Tab. 5.9 Orbitpaare bilden, kommen wir mit dieser Methode nicht
weiter, was nicht gegen diese Methode spricht. SchlieBlich wurde die AB-Partition in Kap. 5.2.6
so gewahlt, daf sie schon recht einfach ist. Wenn man mit einer feinen Partition begonnen hitte,
die viele Symbole und dementsprechend kleine expandierende und kontrahierende Blétter besitzen
wiirde, dann hitie man die Partition durch diese Methode vermuilich stark vereinfachen kénnen.

Awufspaltung des Symbolischen Gebietes ABe _
Das zeitliche Verschieben des expendicrenden Biindels {{AUB)~*® ABe}‘ war nicht vollig nutzlos.
Es hat uns.gezeigt, daf dieses Bitndel nur Urbilder von expandierenden Blittern enthilt. Dugrch die
Methode von Kap. 5.3.2 kann dieser Sachverhalt auch graphisch dargestellt werden. Man spaltet
das Gebiet ABe in kleinere Gebiete auf, von denen jeweils nur noch ein Ubergang ausgeht.

" Diese kleineren Gebiete wurden im allgemeinen Fall als A, e A; bezeichnet. In diesem Beispiel
sind es demnach die Gebiete B S

ABe N BeA = ABsA = -BABeA = BABs und (5.43)
" ABe N BesB = ABeB = AABeB = AABe . . . (544

(ds AABe A = BAB e B = ). Abb. 5.5 zeigt dic neue Partition, welche die Vergangenheit
beschreibt. - B E

= Analoges gilt fiir kontrahierende Biindel. Zeitliches Zuriickverschieben des Biindels A = {eAB
(AUB)*® ¥ ergab, daf dieses Biindei nur aus Bildern kontrahierender Blitter besteht. Wenn man
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das Symbolische Gebiet e AB von Abb. 5.6 in die Gebiete «ABB und s ABA von Abb. 5.7 zerlegt,
dann geht von diesen Gebieten nur noch jeweils ein Ubergang aus.

Beispiel fiir das Entfernen zu kieiner expandierender Blatter

Man kann diese kleineren (Gebiete aber auch mit den Methoden von Kap. 5.2.4 und 5.2.5 erzeugen.
Dies will ich hier darstellen, um ein Beispiel fiir diese Methoden zu geben. Laut Abschnitt 5.2.5
konnen die Urbilder expandierender Biindel

{(AUB)"®BeA} FH{(AU By *® BAe}) und (5.45)
{(AuB)Y"®BeB}Y = FH{(AUB) *BBe}) {5.46)

selbst wieder als expandierende Biindel beirachiet werden. Wegen Gl 5.26 haben sie einige ihrer
Blatter mit dem Biindel {{AUB) *° ABs}* gemeinsam. Diese Blatter konnen laut Abschniit 5.2.4
aus einem der Biindel entfernt werden. Wenn diese Blitter ans den Biindeln {{AU B) "B o A}
bzw. {{ALUB)~® BeB}* entfernt werden, dann kommt man letzilich wieder zuriick zu der Partition
in Abb. 5.4. Wenn man sich aber entscheidet, diese Blitter aus dem Biindel {(A Lt B}~ ABe}*
zu entfernen, so wird dieses Biindel leer. In beiden Fillen werden gleich viele Blitter entfernt,
so dafi man sich frei fiir ¢inen Fall entscheiden kann. Im letsteren Fall kann die Methode von
Abschnitt 5.2.4 noch ein weiteres Mal angewendet werden: Aus den beiden Biindeln {{AL1B)~* Be
A} und {{AU B)"®B ¢ B} werden alle Blitter entfernt, die in Blittern des Biindels {{4 L
B)~*BBe}* enthalten sind. Als Endergebnis erhdlt man die beiden neuen expandierenden Biindel
{{AUB)~* ABs A} uad {{ALB) > ABeB}'. Diese kleineren expandicrenden Blétter iberdecken
die Gebicte AB o A und AB e B. Wegen der grammatikalischen Regeln BABe¢ B = AABe A=10
sind dies dieselben Gebiete BABe und AABs, die weiter oben at.f dem dareicten Wege konstrmert
wurden.

5.4.6 2. Variante: Zeitliches Verschieben von mehreren Biindeln
Der zweite Vereinfachungsschritt ist auch deannr madglich, wenn alle expandierenden und kontra-
hierenden Biindel Orbitpaare bilden. Denn auch expandierende Biindel, die Orbitpaare bilden,
koonen um einen Zeitschritt vor verschoben werden, aber nur zusammen mlt aJ den kontrahle-
renden Biindeln, mit denen sie Orbitpaare bﬂden :
Auswihlen und Verseh;eben der Bnndel
Zunéchst mufl man die Menge der m expandzerenden Bundel

{(._J )‘“ﬂw}‘ . o (s4D)

1.:1 ’ ) ) T

unterteilen in die p expandierenden Biindel TV, die um einen Zeitschritt vor verschoben werden

sollen, und die g = m—p expandierenden Bnndel ¥, die unvera.ndert blelben W1e man geelgnete

Biindel auswihit, wird spiter diskutiert.
Dann unterteilt man auch die » kontrahierenden Biindel

L (5.48)

in zwel Mengen Mit A} {1 < i < r) bezeichnet man die Biindel, die mindestens ein Orbitpaar

mit einem der expandierenden. Biindel Y bilden. Mit AY (1<% < s) beze;chnet man die Bunciel
"die keine Orbitpaare mit den Biindeln I‘V bilden (r +s = n). - e

“Wenn man die expandierenden - Bundel I“’ ‘einen Zeitschritt vor verschieben. wurde, ohne die

3kontramerenden Biindel AY, mit denen sie Orbitpaare bilden, zu entfernen, dann wiirde man
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Abbildung 5.10: Zeitliches Vorverschieben eines expandierenden Blattes & und eines kontrahieren-
den Blattes 8. Das Schema ist genauso aufgebaut wie in Abb. 5.8. Abb. a zeigt die Bliiter bevor
und Abb. b die Blétter nachdem & und B um einen Zeitschritt vor verschoben wurden. Nur der
mittlere der drei Zeiischritte &ndert sich: Das Blatt f(c) wird expandierend, das Blatt 8 zerfallt
in die kicineren kontrahierenden Blatter F(51) und f(5;). ' '

doppelte Schnitte erzeugen und die Bed. 3.2.1 fiir die Figenschaft  generierend® verletzen. Diese
kontrahierenden Biindel A} miissen daher auch eimen Zeitschritt vor verschoben werden. Abb.
B.10 zeigt die gemeinsame Verschiebung von einem expandierenden und einem kontrahierenden
Blatt.

Bie neuen Orbitpaare

Was geschieht bei diesern Vereinfachungsschritt mit den Orbitpaaren? Vor dem Vereinfachungs-
schritt werden alle Orbitpaare von den expandierenden Biindeln T'Y und I'Y mit den kontra-
hierenden Biindeln AY und A¥ gebildet. Diese jeweils zwei Typen von Biindeln konnen in vier
Kombinationen gepaart Wmde-z Da die Biindel I'Y nach Voraussetzung keine Orbitpaare mit den
Biindeln A bilden, brauchen nur drei Kombmatlonen betrachtet zu werden.

Nach dem Veremfa,chungsschrh.t existieren die expandierenden Biindel £(I'Y ) uwnd I'F, die kon-
trahierenden Biindel f{A}) und A und méglicherweise noch andere Biindel, die nétig smd um
Liicken im Phasenranm zu schueﬁcn Letztere Biindel enthalten nur Urbilder von expandierenden
Blattern und Abbilder von kontrahierenden Blittern. Wie bereits erwihnt, konnen solche Blitter
keine Orbitpaare bilden. Nach dem Vereinfachungsschritt werden daher alle Orbitpaare von den
expandierenden Biindeln F(FY ) und I'Y" mit den kontrahierenden Biindeln f{AY ) und A¥ gebil-
det. Von den vier mbglichen "{ombma.uionen brauchen wieder nur drei betrachtet zu werden da TV
nur dann Orbitpaare mit f{AY ) bilden kénnte, wenn die Partition vor dem Veremfachungsschntt
nicht generierend gewesen wére.

Die Orbitpaare wurden in Def. 4.1.1 (von Kap. 4.1.2) so definiert, dafl Urbilder und Abbilder
eines Crbi{paares auch wieder Orbitpaare sind. Die Orbitpaare, die von den verschobenen Biindeln
F(*Y) und f(AY) gebildet werden, sind gerade die Bilder der Orbitpaare, die von den urspriingli-
chen Biindeln TY und AY gebildet wurden. Von diesen Orbitpaaren gehen also keine verloren, es
werden aber auch keine neuen gebildet. Ebenso bleiben die Orbitpaare unverindert, die. von den
expandierenden Biindeln I'¥ mit den kontrahierenden Biindeln A gebﬁdet werden.

Somii bleiben vor und nach dem Vereinfachungsschritt ‘nur noch j je eine Kumb nation ‘von

Bundeln ubng, die auf ihre Orbitpaare hin untersucht. werden mufl:
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o Die zeitlich verschobenen expandierenden Biindel f{I'V) kénnen Orbitpaare mit den un-
.. verinderten kontrahierenden Biindeln AF bilden. Von diesen Orbitpaaren hingt das weitere
. Vorgehen ab, das genauso abliuft wie bei dem Verschieben eines einzelnen expandierenden
Biindels in Kap. 5.4.4. Insbesondere kann man, wenn keine derartigen Orbitpaare gebildet
werden, dieselber Biindel f{AY )} und F(TY) noch einen weiteren Zeitschritt vor verschieben.

e Umgekehrt kdnnen auch Orbitpaare verlorengehen, némlich diejemigen, die von den un-
veriinderten expandierenden Biindeln I'¥ mit den zu verschiebenden konirahierenden
Biindeln AY gebildet werden. Dieser Fall muf ve;mleden werden da. dJe zmefache Parti-
tion sonst mcht einfacher werden wiirde.

Auswablkriterium

‘Die Auswahl der su verschiebenden expandierenden Biindel I'Y muf daher so getroffen werden,
daB alle Orbitpaare, die von den anderen expandierenden Biindeln TY mit den konirahierenden
Biindeln A} gebildet werden, auch von TV mit A¥ oder von TY mit AY gebildet werden. in
dem besonderen Fall, dafl alle Symbolischen Gebiete disjunkt sind, kénnen verschiedene Biindel
nicht dieselben Grbitpaare bilden. In diesem Fall verlangt die Auswahlbedingung einfach, dafi die
expandierenden Biindel I'¥ keine Orbitpaare mit den konirahierenden Biindeln A bilden diirfen.
Dies ist das Gegenstiick zu der obigen Voraussetzung, da die expandierenden Biindel I'Y keine
Orbitpaare mit den kontrahierenden Biindeln A bilden ditrfen.

Wie findet man Biindel, die dieser Auswahlbeéingung geniigen? Am besten mit Hilfe der Ta-
belle, in der die Orbitpasre eingeiragen sind. Man gelhit von cinem expandierenden Biindel aus,
das in der Zeit verschoben werden soll, prift nach, welche kontrahierenden Biindel dann wegen der
Bed. 3.2.1 fiir generierende Partitionen verschoben werden miissen, folgert, welche anderen expan-
dierenden Biindel dann wegen der Auswahlbedingung verschoben werden miissen, und so weiter.
Die Suche bricht erfolglos ab, falls sich am Ende herausstellt, daf alle Biindel verschoben werden
miifiten. Denn die ganze Partition unter f abrubilden ist eine triviale und iiberflissige Operation.
Mean kann dann eine neue Suche mit einem anderen expandierenden Biindel beginnen, welches in
der Zeit verschoben werden soll. Alle expandierenden Biindel auf diese Weise durchzuprobieren
klingt sufwendig, ist es aber nichi, da wir von allen schon ausprobierten Biindeln wissen, ob sie sich
in der Zeit verschieben lassen, wodurch die Suche vorzeitig beendet werden kann. Wenn alle Sym-
bolischen Gebiete disjunkt sind, dann ist das Verfahren anzlog zu dem, welches eine quadratische
Matrix durch Permutation jkrer Zeilen oder Spalien auf Blockstruktur bringt.

Auch um einen Zeitschritt suriick kdnnen expandierende Biindel I'; und kontrahierende Biindel
A; verschoben werden. Das Resultat ist dasselbe, als wiirde man erst alle anderen Biindel um einen
ueusch:'*t vor verschieber, und dann die ganze zwiefache Partition durch ihr Urbild f =1 srsetzen.

5.«4‘&.‘?’ ‘Zeitliches Verschieben mehrerer Biindel der }iB—Par_t_it_ien
Verschieben der Biindel = . . . .

In diesem Beispiel sind die Symbolischen Gebiete disjunkt. Deshalb miissen verschiedene Biindel
such verschiedene Orbitpaare bilden. Um Biindel zu finden, die sich gemeinsam in der Zeit ver-
schiehen lassen, braucht man daher nur zu wissen, welche Biindel iberhaupt Orbitpaare bilden.
Aus der Suche in Tab. 5.9 erglbt sich eine Moghchkat Bundel gememsam zu verschwben, _und
zwar die folgende: -

In der Spaite des kontrashicrenden Biindels ﬁBB{A' ' )+°°}‘-g‘bt es nur einen Fintrag,
der nicht die leere Menge § isi. Dieses Biindel bildet also nur mit dem expandierenden Biindel
{(ALIB)~* Ade} Orbitpaare. Beide Biindel kénnen daher gemeinsam um einen Zeitschritt zuriick
-verschoben werden, ohne daB die Bedingung 3.2.1 fiir die Eigenschaft ,generierend® verletzt wird.
- Umgekehrt bildet auch das expandierende Biindel {(A U B)~* A4e}* nur mit dem kontrahieren-
den Biindel {eBB(A Ll B)T*}* QOrbitpaare. Deshalb gehen bei der zeitlichen Verschiebung keine
Orbitpaare verloren.
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Zuriickverschieben um einen Zeitschritt ergibt das neue kontrahierende Biindel {eEBB(A U
B)*=}* und entfernt das alte expandierende Biindel {(4 L B}~ A4e} . Eine kurze Rechnung
bestiitigt, dafl das neue kontrahierende Biindel tatsichlich neue Orbitpaare mit den unverinder-
ten expandierenden Biindeln bildet (Teb. 5.13). Daher wird die Partition gemifi dem Kriterium
4.1.2 einfacher, obwohl die Zahl der Biindel nicht kleiner wird. Die Verschicbung derselben beiden
Biindel in die andere Zeitrichiung ist auch mdglich und fiihet im Endergebnis zu einer anderen
generierenden Partition. Dies wird in Kap. 7.1.2 diskutiert werden.

Die neuen expandierenden Biindel

Diese verinderten expandierenden und kontrahierenden Biindel kénnen mit den Methoden von
Kap. 5.2 auch durch Partitionen ausgedriickt werden, Betrachten wir sunéichst die expandierenden
Biindel: Das Bindel {{A1 B}~ AAs) ist nicht mekhr expan dierend. Die grofiten-expandierenden

Blétter, _Welche_ die Liicke 4Ae ansfiillen, sind die der Bunde_l '

FU{(AUB)™44e}) = {(AUB)“AAeA¥ U {(AUB)"*BAcA} ‘und (5.49)
FU{(AuB) "ABe}) = {(AUB)A4eB}Y U {(AUB)*BAeB} . (5.50)

Die anderen expandierenden Biindel {{AUB)~® A4Be}, {{ALUB)~= BABs}‘, {(ALJB)“"BA@}
und {{A U B)"®BBe}* aus Abb. 5.5 bleiben unverindert. Die expandierenden Blitter in
{(AUB)~* B As}" sind mindestens so grof wie die in {{ALIB)~ > BAeA} und {(AUB)~* BAsB}.
Deshalb konnen die letzteren Bldtter nach der Methode von Kap. 5.2.4 entfernt werden. Ubrig
bleiben die kleineren expandierenden Biindel {{A LI B)"® A4 e A} und {(AU B)"® A4 e B}

Demnach ist {440 A, AAsB, AABe, BABe, B Ao, BBe}. die neue Partition, die die expandieren-
den Biindel erzeugt Abb 5 11 zexgt d1e Ubergange zmschen chesen Symbohschen Gebieten unter

der Ahbﬂdung I

Die 'rseuen Ron%rahieren&en Biindel

Was geschieht mit den kontrahierenden Biindeln? Hier ist ein neues kontrahierendes Biindel
{sEBB(AUB)** } entstenden. Desser Blitter nehmen den Platz der kleineren Blitter in {s BBB
(AU B)**} und {e ABB(A Ul B}**} ein. Die Methode von Kap. 5.2.4 verkleinert deshalb das
kontrahierende Biindel {o BB(AURB)** } zu dem Biindel {s BBA(AUB)**}* und entfernt aufer-
dem alle Blitter des kontrahierenden Biindels {s ABB{A4 U B)1t*® ¥ Die anderven kontrahierenden
Biindel {eBA(4 L B)**}* und {eAA(A U B)*} von Abb. 5.7 bleiben unverindert. Daher ist
{eA4A4,eBA,sABA,«BBA,oEBB} die neue Partition, die die Zukunft beschreibt.

Abb. 5.12 zeigt die Ubergénge zwischen diesen Symbolischen Gebieter unter der inversen Ab~
bildung j~. Und Tab. 5.13 zeigt, welche expandierenden und kontrahierenden Biindel Orbitpaare
bilden. In der Tat bildet das neue kontrahierende Biindel {s EBB(A LI B)*>}* neue Orbitpaare
mit den unverdnderien expandierenden Biindeln {{4 LI B)"®BAs} und {{4AU B)““’BB@} le:‘:
zmefache Pa.rtmon ist also nach Kntenum 4. 1 2 tatsichlich emfa.cher geworden. :

5.4.8 3 Vamante. Zeﬂ;iiciles Versch;eben ven 'E‘ezibiattern

‘W’a?“m miissen ’E‘eh‘i}laue‘ betr&c%&%et werdemn?

Bisher beruhte jede Anderung einer zwiefachen Partition auf dem Verschieben von ganzen ex-
pandierenden oder kontrahierenden Blattern. Wie schon mehrfach erwihnt, kann aber auch jede
Teilmenge eines expandierenden Blattes selbst als expandierendes Blatt aufgefafit werden. Im
folgenden werden auch solche Teilblitter verschoben werden, aber nur ganz bestimmte. Dern al-
le moglichen Teilbldtter - der vov-handenen e'-’pand;nvenden Bla*’ter zu betracm.en wire pxaM;sCu

unmoghch
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Abbildung 5.11: Die erste Vereinfachung der Partition, die die expandicrenden Biindel beschreibt.
Die expandierenden Blitter des Biindels {{AL1B)~* A4e}‘ wurden in die kleineren expandierenden
Blétter der Biindel {{AUB) A4+ A} und {(AU B) ™ AA ¢ B} zerlegt. Die anderen Bundel

aus Abb 5. 5 bheben unverandert Die Bezeichnungen wurden in Abb. 5.4 exkldrt. ' :

N4

| @tBB/ —————— @BBA

Abbildung 5. 12: Die erste Ve;emfachung der Partition, che die kontra.hlerenden Biindel beschreibt.

Die Blitter des neuen kontrahierenden Biindels {s EBB(A4 U B)**} nahmen den Platz der klei-

neren konirahierenden Blitter in {e ABB(A LI B} *} und {eBBB(A U B}™™} ein. Die anderen

konirzhierenden Bléitter aus Abb. 5.7 blieben unveréindert. Die Bezeichnungen wurden in Abb. 5.6
erkldrt.

e ledA eBA -oEBB
Ao At B B o x
i BAe| x- B ._: R T
BBe | % w0 s e

Abbildung 5.13: Die expandierenden und kontrahierenden Biindel nach dem ersten Vereinfachungs-
-schriti und die durch sie gebildeten Orbitpaare. Die swiefache Partition ist digjenige von Abb. 5.11
_:und Abb. 5.12. Nur die Biindel sind eingetragen, deren Blitter beim nichsten Zeitschritt geteilt

‘werden, da die- anderen Biindel keine Orbitpaare bilden. Die Bezeichungen sind wie in Tab. 5.3.
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Motivation

Warum muff man iiberhaupt Teillmengen der expandierenden Blitter betrachten? Um eine Forde-
rung zu erfilllen, die oft an Optimierungsverfahren gestellt wird. Die Optimierungsschritte kann
man sich meist als kleine Schrifte in irgendeinem abstrakien Raum vorstellen. In unserem Fall
entspriche jedem Punki des abstrakten Raumes eine bestimmte zwiefache Partition. Zwischen
diesen Punkten sind nur bestimmte Schritte mdglich. In unserem Fall wurde die swiefache Parti-
tion bisher nur durch das zeitliche Verschieben von expandierenden und kontrahierenden Biindeln
abgeiéndert. Durch diese Einschrinkung kann eine bestimmte Richtung festgelegt werden, in wel-
che die Optimierung verlduft. Aber gerade das will man normalerweise vermeiden. Die Richtung
der Optimierungsschritte soll vielmehr nur von dem Kriterium der Giite abhéingen, das heifit in
unserem Fall von dem Kriterinm 4.1.2 der Einfachheit. Wenn man von diesem Kriterium absicht,
die nmgekehrie Richtung moglich sein.

Erfiilt das zeitliche Verschiehen von expandierenden oder kontrahierenden Blindeln diese For-
derung? Auf den ersien Blick scheint ein solcher Schritt reversibel zu sein. Denn wenn man be-
stimmte Biindel erst in der Zeit vor und anschlieRend in der Zeit zuriick verschiebt, dann erh&lt
man die urspriinglichen expandierenden und kontrzhierenden Biindel zuriick. Dies giit aber mur,
sofern keine expandierenden und kontrahierenden Blitter als Teile von gréfleren expandierenden
und kontrahierenden Bliéttern entfernt werden. Betrachten wir als Beispiel den Schritt, mit dem
in Kap. 5.4.7 die AB-Partition vereinfacht worde. Abb. 5.14.& zeigt einige expandierende Blatter
vor dem Vereinfachungsschritt und Abb. 5.14.b. dieselben Blitter nach dem Vereinfachungsschritt.
Das Blatt ... BAde, das um einen Zeitschritt zuriick verschoben wird, gehért nur vor diesem Ver-
einfachungsschritt zu den expandierenden Blittern. Aber auch sein Urbild ...BA ¢ A erscheint
in Abb. 5.14.b niché mehr explizit als expandierendes Blait, da es als Teil des grofieren expan-
dierenden Blattes ... BAe entfernt wurde. Doch nur die Blitier, die explizit als expandierend
deklariert warden, und nicht ihre Teflmengen wurden in den vorausgegangenen Abschnitten in
der Zeit verschoben. Deshalb ist es mii den bisherigen Methoden nicht moglich, ausgehend von
den expandierenden Blittern in Abb. 5.14.b das Urbild ...BA o A um einen Zeitschritt vor zu
verschieben. Dies wire aber nétig, um von den expandierenden Blittern in Abb. 5.14.b zu den
expandierenden Blittern in Abb. 5.14.a zu gelangen. Der Schritt von der zwiefachen Pariition von
Abb. 5.14.a zu der zwiefachen Partition von Abb. 5.14.b ist daher nach den bisherigen Methoden
irreversibel. : '

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich sogar, dafl die bisherigen Methoden nur solche expandie-
renden bzw. kontrahierenden Blitter erzeugen konnen, deren Abbilder oder Urbilder schon zu den
expandierenden bzw. konirahierenden Bldttern der anfinglichen zwiefachen Partition gehorten.
Diese siarke Pinschrinkung ist der tiefere Grund dafiir, da manche zeitlichen Verschicbungen
von Biindeln irreversibel sind. Diese Einschrinkung soll nun dadurch dberwunden werden, dafl
auch bestimmte Teilmengen vor expandierenden und kontrahierenden Bléttern in der Zeit ver-

schoben werden.

Konstruktion der su verschicbenden Biindel

Mian kdnnte das geitliche Verschieben von expandierenden und kontrahierenden Biindeln reversibel
machen, indem inan jede Teilmenge eines expandierenden Blaties auch als expandierend deklariert
and priift, ob sie zeitlich verschoben werden kann. Alle solchen Teilblitier zu betrachten ist aber
praktisch unmdglich. Zum Gliick geniigt es, nur ganz bestimmte Teilbldtter zu betrachten.

Wie man in Abb. 5.14.b sieht, verschwindet das expandierende Blatt ... BAAe beim Ubergang
vor Abb. 5.14.s zu Abb. 5.14.b nicht spurlos. Seine Grenzen werden zu Grenzen der kleineren
expandierenden Blitter ...BAA e 4 und ...BAA e B. Auch wenn man die anfénglichen expan-
dierenden Blétter in Abb. 5.14.a nicht mehr kennt, kann man diese Grenzen als Anhaltspunkt
‘nehmen, um das benétigte Teilblatt ... B4 ¢ A zu rekonstruieren. Um von der zwiefachen Parti-
‘tion von Abb. 5.14.b zuriick zu der zwiefachen Partition von Abb. 5.14.a zu gelangen, muff man
ein ganzes Biindel {(4 L B) = BA ¢ A} solcher Teilblitier um einen Zeitschritt vor verschieben.
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Abbildung 5.14: Ubersicht iiber die Rechnung zur Vereinfachung der AB-Partition. Jedes der drei
Schemata geigt ein paar Blitter, die bei einem bestimmien Stand der Beispieirechnung expandie-
rend sind. Das Schema in Abb. a zeigt expandierende Blétter der urspriinglichen Partition (aus
Abb. 5.4 oder 5.5). Die beiden anderen Schemata zeigen die entsprechenden expandierenden Bétter
nach dem ersten Vereinfachungsschritt (Abb b, siehe auch Abb. 5.11) und nach dem zweiten und
letzten Vereinfachungsschritt (Abb c, siche auch Abb. 5.16). Das Blatt ... B Ac gehétt in allen drei

Fillen zu den expandierenden Blittern. Seine beiden nichsten Bilder sind als waagrechie Linien

eingetragen. Dicke Linien unterteiien diese Bilder in expandierende Blétter. Gestrichelte- Linien
zeigen Zeit und Ort einer neuen Teilung. - S e T
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Abbildung 5.15: Zeitliches Vorverschieben eines Teiles ¢ U a3 von einem expandierenden Blait
a. Das Teilblatt a3 U as Co entsteht in Abb. 2 aus der Vereinigung der Urbilder e; und as der

beiden p?nn'nrhm-pnrlpn Rlitier f(n \ und -F(n,-\ Der Text ‘mlnniaw# swarnm derart;ge Tailbldtter

kons»rmeft und, wenn méglich, in der Zezt verschoben werden soﬂen. Wenn man das expandie-

rende Teilblatt ¢ U ap um einen Zeitschritt vor verschiebt, dann wird das Blatt f{a:) U flas)
expandierend {Abb. b).

In aligemeinen Fall soll man die Bindel von Teilblittern nach folgender Methode konstruieren:
Zunéchst identifiziert man all die Symbolischen Gebiete 4:0, von denen mehr als zwei ﬁbergé,nge
ausgehen. Das heifit, die Indexmenge J(7}, die in Xap. 5.3.2 cingefiihrt wurde, hat ¢ > 2 Elemen-
te. Die Blétter des expandierenden Biindels {(| ., 4;)~®A;o}* werden zerteilt zu den Blittern
der Biindel {( [2, 4;)"®A: e 4;}* {mit j € J{i)). Diese Biindel enthalten die Urbilder von ex-
pandierenden Blétiern (siche Abb. 5.15). Wenn man die Blitter zweier dieser Biindel paarweise
miteinander vereinigt, dann erhélt man Biindel der Form {(| ]2, A1)~ 4: s (45 U 4A:)} {mit
Jvk € J(i) und j # k). Dies sind die gesuchten Biindel von Teilblittern. Man beachte, dafl rechis
der Operator U und nicht der Operator Ui steht. Diese Teilblatter werden im allgemeinen nicht
Urbilder von expandierenden Bléttern sein. Aber jedes dieser Teilblatter ist Teilmenge eines ex-
pandierenden Blattes ... A;e und kann deshalb selbst als expandierend betrachiet werden.

Wenn g Ubergiinge von der Ecke 4o ausgehen, dann wird men auf diese Weise (q) zusétzliche
expandierende Biindel {({ [, A1) 4; o (4; U 4z)) erhalter. Nur fiix ¢ = 2 erhdlt man kein
zusétzliches Biindel, sondern bloB das bereits vorhandene Biindel {(| {i”; 4;)~ Ao}

Jedes dieser zusitslicher Biinde! wird dann ebesso behandeld wie die anderen expandierenden
Biindel. Zunichst werden die Orbitpaare berechnet, die es mit kontrahierenden Biindeln bildet.
Falls es keine Orbitpasre mit kontrahierenden Biindeln bildet, dann Lkann es mit der Methode
von Abschnitt 5.4.4 um einen Zeitschritt vor verschoben werden. Falls es nur mit bestimmten
kontrahierenden Biindeln Orbitpaare bildet, dann kénnen sie wie in Abschnitt 5.4.6 gemeinsam
um einen Zeitschritt vor verschoben werden, sofern dabei keine Orbitpaare verlorengehen. Und
falls sich beide Methoden nicht anwenden lassen, dann kann man. &eses zusatzhche Bundel n:ut
am Methode von Kap. 5.2.4 einfach wieder entfernen.

" Komntrahierende Biindel von Teilblaitern werden auf cine aﬂaloge Weise konstruiert. Wenn von
einem Symbolischen Gebiet o5; unter der inversen Dynamik f-1 Ubergénge zu den Symbolischen
Gebieten oB;, By etc. filhren, dann entsteht das Bindel {(B; U By) e Bi(| ||_, Bi)*>}* durch
die paarweise Vereinigung von Teilblittern. Auch fiir dieses susdtzliche kontrahierende Biindel

sollte man testen, ob es nach den Methoden von Abschnitt 5.4.4 und 5.4.6 um einen Zeitschritt
riickverschoben werden kann.

Aanmerkung

Es wurde noch nicht gezeigi, dafi durch die so konsiruierten Biindel von Teilblittern das zeitliche
Verschieben von Biindeln tatsichlich umgekehrt werden kann. Eine genaue Betrachtung wiirde
zeigen, dafl man mit dieser zusitzlichen Methode tatsichlich immer zuriick zu den urspriinglichen
expandierenden und kontrahierenden Blittern kommen kann. Die so erhaltenen expandierenden
und kontrahierenden Biindel wiren nicht unbedingt dieselben wie die Biindel der anfinglichen
Partition, aber auf jeden Fali nicht grofier als diese. In diesem Sinne ist jetzt jeder Vereinfachungs-
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schritt reversibel.

Von der genauen Betrachtung will ich nur einen zentralen Argumentationschritt darstellen. Er
ist wichtig, wenn g > 4 Ubergiinge von einer Ecke ausgehen. Nach der obigen Methode werden
nur zusitzliche Biindel der Form {(| [i-; An) ® A: e {4; U Ap)}* konstruiert. Nun mag sich der
Leser gefragt haben, warum man nicht auch ein Biindel {(| - 4n) % 4; o {(A; U A U Ap)¥
konstruiert, dessen Blitter aus der Vereinigung von drei (oder mehr) Urbildern expandierender
Blatter enistehen.

Es stellt sich als tiberfliissig heraus, ein solches Biindel {{} [i_; An) " 4; ¢ (4; U A U Ap) ¥
explizit zu befrachten. Denn es 1858t sich nur dann win einen Zeitschritt vor verschieber, wenn
sich auch das Biindel {{} [;-, An) " A; o (4; U Ax)}* vor verschieben 188t. Letzteres kann nach
der obigen Methode konstruiert werden. Wenn man es zeitlich vor verschiebt, dann entsteht
das neue Symbolische Gebiet f{A; e (A; U Az)). Wenn man nun dieselbe Methode erneut auf
das Biindel {([ [;_; Ar)"® 4:e}* anwendet, dann erhiit man (unter anderem) die Teiibidtter in
{00 4n)=Ai = (4; U A Y end {(LEL, 4a) " 4; e A} . Durch paarweise Vereinigung dieser
Teilblatier entsteht das gesuchie Bindel {{|[i", 4n) " 4: s (45 U Ax U A1)}, Paarweise Versi-
nigung von Urbildern expandierender Blatter geniigt daher, um auch alle wichtiger Biindel der
Form {({] |;- , An}"Aie(A; UArUA,)} zu konstruieren, sofern die Methode dieses Abschnittes
5.4.8 nur oft gemug angewendet wird.

5.4.0 Zeitliches Verschieben von Teilbl8itern der AB—Partition

Durch diec Konstruktion von Teilblattern werden nicht nur die vorherigen Anderungen einer zwie-
fachen Partitior umkehrbar. Bs werden auch ganz neue Anderungen moglich. Auch bei der Ver-
einfachang der AB-Partition wird ein weiterer Vereinfachungsschritt moglich.

Teilblitter kénnen, wie bereits erwihnt, nur danr eine Rolle spiclen, wenn von einem Sym-
bolischen Gebiet mehr als zwei Ubergénge ausgehen. In unserem Beispiel trifit dies nur auf ein
Symbolisches Gebiet zu, nimlich anf BAe in Abb. 5.11. Von ihm gehen drei Ubergénge nach
AAe A, AAe B und BABs = BABe A aus. Die entsprechenden Urbilder expandierender Blittier
sind in den Biindeln {{ALB} " *BAe AA}, {(AUB) " *BAs AB} und {{ ALIB})~ > BAs BA} ent-
halten. Bs gibt (2) = 3 verschiedene Weisen, diese drei Biindel der Form {{| [i_; 41)7% 4; ¢ 4;}
zu den gewiinschten Biindeln der Form {(| [, An) " A; o (A; U 4;)} zu kombinieren. So er-
geben sich die drei Biindel von Teilblittern {(AU B) " BAe A}, {{AUB) " ®BAe EA} und
{(AUB)BAs(AB UBA)}.

Wie man sieht, ergibt sich durch diese Konstruktion tatstichlich das Bindel {{ALUB) " BAe
A}, das, wie bereits erwiihnt, ndtig wire, um den ersten Vereinfachungsschritt umeaunkehren. Jetzt
sind wir aber an weiteren Vereinfachungsschritten interessiert. Dabei kbnnen uns dieses Biindel und
des zweite Biindel {(4 LJB)“""‘BA e EA} nicht helfen. Denn die genauere Betrachtung zeigt, dad
beide Biindel Orbitpaare biiden, und zwar mit den kontrahierenden Bindeln {e FEBB{ALI B)T® )¢
bzw. {s AA(AL B)‘*‘“’} Sie kénnen deshalb nicht ohne diese konirshierenden Bﬁndel in der Zeit
verschoben werden. Und wenn man versuchi, sie mit diesen kontrahierenden Biindeln in der Zeit
zu verschicben, dann stellt man fest, daf OIbltpa.are verlorengehen, die zwiefache Partition also
nicht einfacher wird.

Dagegen bildet das dritte Biindel {{A U B)"°°BA e (AB U BA} keine Orbitpasre. Es kann
okne weiteres mit der Methode von Xap. 5.4.4 um einen Zeitschritt vor verschoben werden. Dabei
wird das Biindel {{AUB)"*BA(A ¢ B UDBe A}} als neues expandierendes Biindel deklariert.

Das neue expandierende Biindel bildet auch neue Orbitpaare mit kontrahierenden Biindeln
{Tab. 5.17). Daher ist dic zwiefache Partition nach Kriterium 4.1.2 einfacher geworden, obwohl
‘die Zahl.der expandierenden Biindel micht kleiner geworden ist. Mit den Methoden von Kap. 5.2
kann die Partition gefunden werden, welche die neuen expandierenden Biindel erzeugt. Abb. 5.16

 geigt diese Partition und ihre Uberginge. Das neue expandierende Biindel {{4 LI B)""BA(4 ¢
BUBe A)¥ wird durch das neue Symbolische Gebiet BAA e BUBAB o A erzengt. Und weil die
Blitter In dem neuen expandierenden Biindel gréfer sind, konnte das alte expandierende Biindel

- {{AUB)"*BAB o A} entfernt und das alte expandierende Biindel {{4 LI B}~ AA ¢ B} zu
{(AUB)" > AAA o B} verkleinert werden. -
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Abbildung 5.18: Die zweite Vereinfachung der Partition, die die expandicrenden Biindel beschreibit.
Die expandierenden Blétter der Biindel {(A U B}~BAB ¢ A} und {{4 U B)"*BAA e B}
wurden paarweise zu den Blittern des neuen expandierenden Biindels {{AU B) *(BAB s AU
BAA o B)}* vereinigt. Die anderen expandierenden Blétter aus Abb 5.11 blieben unveréndert.
Die Bezachnungen wurden in Abb 5.4 erklart o o

eAA eBA <sEBB
CAAeA] 6 0 %
BAe | % g o
BAA@BUBAB@A ) * %k
. : BB@. % *_' -

Abbildung 5.17: Die expandierenden und kontrahierenden Biindel nach dem zweiter und letzten
Vereinfachungsschritt und die durch sie gebildeten Orbitpaare. Nur die Biindel aus Abb. 5.16 und
Abb. 5.12 sind eingetragen, die beim n#chsten Zeitschritt getellt Werden, da che anderen Bundei
'keme Orbltpaa.re b]lden Dxe Bezelchungen smd wie in Tab 5 3
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Zusammenfassung

Die Abb. 5.14 fafit die Vereinfachung der AB-Partition am Beispiel eines cinzelnen Blattes zu-
sammen. Man erkennt, daf sich durch die Vereinfachungsschritte der Zeitpunkt &ndert, zu dem
eine Grenze zwischen expandierenden Blattern zum ersten Mal auftaucht. Die Teilung eines ex-
pandierenden Blattes wird also nur in der Zeit verschoben und micht ganz entfernt.

Im allgemeinen Fall kénnen aber auch Teilungen aufireten, die zu allen Zeiten Uberfliissig sind.
Dies trifft zum Beispiel auf den Ausschnitt dex VIV —Partitionsgrenze zu, der in Abb. 2.10 bei P
und f{P) liegt. Dieser Ansschnitt der Grenze wird beim Ubergang zur einfacheren XY -Partition
in Abb. 2.12 micht durch ein Abbild oder Urbild ersetzt, sondern vollig entfernt. Mit der hier
vorgeschiagenen Methode konnte man eine solche iiberfliissige Teilung entfernen, indem man sie
um unendlich viele Zeitschritie verschiebt. '

Die Vereinfechung der AB-Partition hat damit cin Eade
Partition, deren Symbolische Gebiete in Abb. 5.12 und Abb. 5.16 stehen. Die Vergangenheit wird
durch die Partition

A‘\—re':n]n ‘KT;-- anhald ﬂu: 0unn"‘nﬁ]’|p

AL AT, AR ARCAL wEn

{Age,... Aneo} ={AAo A, AAAeB, AABe, BBe, BAs, BAA=BUBABe A} (5.51)
beschrieben und die Zukunft durch die Partition
{eBy,...e By} = {eAA, eABA, oBA, eBBA, oEBB} . (5.52)

Man kann sich mit einigen einfachen Rechnungen davon iiberzeugen, dafi diese zwiefache Par-
tition mit den Methoden dieser Arbeit nicht weiter vereinfacht werden kann. Denn jedes weitere
seitliche Verschieben der expandierenden oder kontrahierenden Biindel wiirde entweder Orbit-
paare vernichten oder die Eigenschaft ,generierend” verletzen. Und das zeit tliche Verschieben von
Teilblsttern kommt schon deshalb nicht in Frage, well von Jedem Symbohschen Geblet jetzt nur
noch zwe:l zelthche Ubergange ansgehen
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Zuriickkehren ist die Bewegung des Weges.
_ Nachgeben ist die Art des Weges.
_Dze zehntausend Dinge sind aus dem Eiwas geboren.
Etwas ist aus dem Nichts geboren.
Lao Tse: ,,Tao Te King"; Kap. 40;
iibersetzt von Gia-Fu Feng und Gabriela Fontél,

Kapitel 6

Rekonstruktion einer nicht
x%‘%?‘:?é CaiC @%@.@Eﬁ% ?%ﬁ; &ﬁ%é@ﬂﬁ

8.1 Uberblick

Ziel dieses Kapitels ist_es, zu demonstrieren, durch welche Schritte cine normele (d. h. nicht
zwiefache) Partition {96'1, @C s} vereinfacht werden kann, ohne da8 sie ihre Eigenschaft verliert,
generierend zu sein.

Der erste Schritt ist trivial: Die Partition wird als swiefache Pastition {Cis,...Cse}, {sC,..
sC5} aufgefafit. Diese zwiefache Partition hat offensichtlich dieselben expa.ndlerenden und kontra—
hierenden Blétter wie die nicht zwiefache Pertition {eCi,...e C5}.

Der zweite Schritt wurde im vorausgegangenen Xapitel demonsiriert. Die zwiefache Partition
wird vereinfacht, indem ihre expandierenden und kontrahierenden Biindel zeitlich verschoben wer-
den. Als Ergebnis erhilt man eine zwiefache Partition {43e,...Ame}, {¢B;,... e B, }, die nach
dem Einfachheitskriterinm 4.1.2 (ans Kap. 4.1.2) mindestens so einfach ist wie die urspriingliche
Partition und die nach wie vor die Bedingung 3.2.1 fiir die Eigenschaft ,generierend” {aus Kap.
2.2.3) erfiills,

Der dritte Schritt ist Inhalt dieses Kapitels. Aus der vereinfachten zwiefachen Partition {Aze,

..Ame}, {oB1,... e B,} soll wieder eine nicht zwicfache Partition {o(y,...e Cp} konsiruiert
werden, die dieselben expandierenden und kontrahierenden Blatter besitzt. Das Kriterium 4.1.2 der
Einfachheit und die Bedingung 3.2.1 fiir die Eigenschaft ,,generierend“ hingen nur davon ab, weiche
expandierenden oder kontrahierenden Blitter eine Partition erzeugi. Daher ist die rekonstruierte
Partition {=(}, €.} mindestens so einfach wie die urspriingliche Partition { 901. ) C } und

nach wie vor genenerend

Damit die nicht zwiefache Partition {o(7,...s C,} dieselben expandierenden und kontrahie-
renden Blitter besitzt wie die zwiefache Partition {A4je, ... Ans}, {eB,...0B,}, mufl sie mehrere
Bedingungen erfiillen. Die beiden wichtigsten Bedingungen stehen in Gl. 6.3 und 6.4. Leider weifl
man von vorneherein nicht, welche Zahl p der Symbole geniigt, nm die beiden Bedingungen zu
erfiilien. Die Rekonstrukilon beruhi daher aufl Versuch und krium: Man setzi eine moglichst ge-
ringe Zahl p der Symbole an und versucht, damit eine nicht zwiefache Partition zu rekonstruieren.
Wenn dies mifilingt, echoht man die Zahl p der Symbole um ¢ins und startet einen neuen Versuch.

Als Beispiel wird die zwiefache Partition betrachtet, die sich am Ende des letzten Kapitels aus
der Vereinfachung der AB-Partition ergab. Es gelingt in Abschnitt 6.3, aus ihr eine nicht zwiefache
Partition {6Cy,...9C,} zu rekonstruieren, die nur p = 2 Symbole hat. Diese Partition erweist sich
als die wohlbekannte 01-Partition, von der wir schon in Kap. 4.2.2 sahen, dafl sie einfacher als die
AB-Partition ist. Die Vereinfachung der AB-Partition liefert also das gewiinschie Ergebnis.

Abschnitt 6.4 enthilt die weiteren Bedingungen 8.32, 6.35, 6.37 und 6.38, die bei der Rekon-
StruKEan uer Iucnt ZWit:J.&Che fdfl-llvl()ll 13(/]_, gbpj' crluul. bel.[l. mubbﬁﬂ !J'].C ﬁDSCllmttC 0. ‘.2 .l Ulh
6.4.% folgern, daf diese nicht zwiefache _?&tltlon dieselben expandierenden und kontrahierenden
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Blitter besitzt wie die zwiefache Partition {4se,... Ame}, {eB1,...2 B}, aus der sie konstruiert
wurde. Es wird geseigt, daf diese vier Zusatzbedingungen bei der Beispielrechnung automatisch
erfiillt sind.

Diese vier Zusatzbedingungen lassen sich unter Umstanden nur dadurch erfiillen, dafi expan-
dierende oder kontrahierende Biindel in kleinere Teilbiindel zerlegt werden. Die Grofe der expan-
dierenden und kontrahierenden Blétter wird dagegen nicht verindert. Nach solchen Zerlegungen
ist eine nicht zwiefache Partition immer rekonstruierbar, wenn die Zabl p der Symbole groff genug
gewihlt wird (Kap. 6.5). '

Umgekehrt kann man auch Biindel miteinander vereinigen. Dies ist weder fiir die Vereinfachung
einer zwiefachen Partition noch fiir die Rekonstruktion einer nicht zwiefachen Partition notwendig.
Aber es kann diese Rechnungen verkiirzen. Allerdings kann man diese Rechnungen auch blockie-
ren, wenn man zu viele Biindel miteinander vereinigt. Denn — wie bereits erwéhnt — konnen
zu groBe expandierende oder kontrahierende Biindel dazu fiihren, dafl man prinzipiell mdgliche
Vereinfachungsschritie iibersieht. U dieses Risiko gering zu halten, werde ich in Kap. 6.6 eine
heuristische Regel vorschlagen, welche expandierenden oder kontrahierenden Biindel miteinander
vereinigt werden sollten. Ganz ausschlieBen kann ich dieses Risiko zwar nicht. Doch sumindest auf
die Beispielrechnung von Kap. 5 1a8t sich die heuristische Regel mit Erfolg anwenden. Wie ich in
Abschnitt 6.6.2 zeigen werde, verkiirzt sich die Rechnung zur Vereinfachung der AB-Partition,
wenn man Biindel miteinander vereinigt. Die Rekonsirukéion der nicht zwiefachen Partition ist
nach diesen Vereinigungen sogar trivial. Das Ergebnis, die 01-Partition, bleibt unverdndert.

8.2 Die wichtigsten Bedingungen fiir die Rekonstrukiion
einer nicht zwiefachen Partition

6.2.1 Definition der beiden Bedingungen

Gegeben sei eine zwiefache Partition {4;s,...Ame}, {oB1,...0 By}. Aus ihr soll eine nicht zwie-
fache Partition {Cy,...e Gy} rekonstruiert werden, die dieselben expandierenden und kontrahie-
renden Blétter erzeugt: S

(Wor=a = (Jar=er e

ellor=y = o ]Br=y - 62
o S SRR
(Der Punkt o wird an Stelle des Punktes o verwendet, weil sich die beiden Pastitionen in expandie-
renden oder kontrahierenden Bliittern unterscheiden diirfen, die so kiein sind, daB sie in grdferen
expandierenden oder konirahierenden Blamtem enthalten sind.} T‘;e Zahl p der Symbo;e C: so}l
moglichst kiein sein.

Die Grundidee besteht darin, die Symbole A bew. B niché aﬂe glexchzeiug, sondern nachein-
ander durch C;-Symbole zu ersetzen. Damit dies mdglich ist, muB die Partition {sC1,...e Cp} s0
gewshlt werden, daf sie mehrere Bedingungen erfiillt. Dic beiden wichtigsten Bedingungen besa-
gen, dafl sich in allen A; baw. B; —Sequenzen der Lange 2 das re\,hte bzw das lmke Symbol durch
ein C;=Symbol ersefzen 1481 R :

Vi, k- Aidje = ACye T (63)
Vi,j Tk oB;B: = oCiBi . | (6.4)
Diese Bedingungen werden nur dann gefordert, wenn A;4;0 # 6 bzw. eB;B; # 0. Leere Gebiete

" brauchen nicht betrachtet zu werden. Unter anderem garantiert die Bed. 6.4, daB die Vereinigung
aIler Symbolischen Gebiete der nichi zwxefachen Partition den Pha.senraum iiberdeckt.

Ji=1
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™ =
bﬂamlﬂﬂgs .

Abbildung 6.1: Die Erzeugung von expandierenden Blittern durch die A;—Partition, die die
Vergangenheit beschreibt, und durch die nicht zwiefache C;—Partition. Die Blétter des Biindels
{(L}Z, A1)~=A;Ee}* (durchgezogene Linien) sind Bilder von expandierenden Blittern, aber im
allgemeinen nicht selbst expandierend. Das Symbolische Gebiet Aje schneidet aus ihnen Teile
heraus, die expandierende Blitter sind (dicke durchgezogene Linien). Das Symbolische Gebiet
Cre muB so gewghlt werden, daB es genau dieselben Teile herausschneidet wie das Gebiet A4je
{gestrichelte Linien).

Wozu diese beiden Bedingungen noch dienen. und w1e sie erfiillt werden konnen, wird im folgenden
diskutiert.

8.2.2 Geomeirische Interpretation

Abb. 6.1 illustriert, was die Bedingung 6.3 anschaulich bedeutet. Das Bild ...S_3S_z4;Fe ei-
nes expandierenden Blattes ...S5_gS_2A;e gehdrt im allgemeinen nicht zu den Blittern, die als
expandierend deklariert wurden. Es kann durch den Rand sines Symbolischen Gebietes 4;e ge-
schnitten werden. Durch einen solchen Schuitt emtsteht das kieinere Blatt ...5_35_24:4;e, das
expandierend ist. Aus der Bedingung 6.3 folgt, daB auch das Symbolische Gebiet Cpe dasselbe

expandierende Blatt
835 24:Ce = ...5_3S_pA;Aje (6.6)

aus dem groflen Blatt ...S5_35 24;Fe heransschneidet. Dabel héngt der Index & von ¢ und j
ab, aber nicht von den Symbolen S € {44,.. .Am}- Weil der Index % von ¢ abhiingt, kann das
Symbelische Gebiet Oyo von Aje verschieden sein. Da die Zahl p der C;-Symbole klein sein soll,
wird das SvmbOJche Gebiet (’. s normalerweise grofer sein als 4o, B

@«'3 | E@kﬁﬂﬁemﬁﬁiis_ﬂ _-éfer_%i—_t?arﬁ%ti@n_._ .

8.3.1 = Aufgabenstellung "

In der Bezsp;elrechnunﬂ des letzten Kapitels wurde die A.B—-Partltmn vereinfacht. Es ergab sich
die zwiefache Partition, deren Symbolische Gebiete in Abb. 5.12 und Abb. 5.16 stehen. Die Ver-
gangenheﬂ: wird durch dze Partmon

{Ale, coihme}={AAe A, AAAeB, AABe, BBe, BAe, "BAAesBUBABe A} (6.7)
begchrigben, dig: zukunft dll_l‘C]:_l_-d_i_e Partition | - .. e | .. = .
{eB1,...eB,} = {eAA, eABA, oBA, oBBA, eEBB} .  (68)

Wie bereits erwihnt, 188t sich diese zwiefache Partition nicht weiter vereinfachen.
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Nun soll eine nicht zwiefache Pariition {oCi,...s C,} rckonstruiert werden, die dieselben
expandierenden und kontrahierenden Biitter erzeugt wie die rwiefache Partition in Gl 6.7 und
6.8. Wie im Uberblick 6.1 erwihnt, weiff man von vorneherein nicht, wie groB die Zahl p der
Symbole sein muf, um alle Bed:ngungen zu erfiillen. Der erste Versuch wird mit nur zwei Symbolen
gestartet, die hier €y := 0 und Cy := 1 genanni werden.

In diesern Abschnitt sollen zun#chst die beiden Bedingungen 6.3 und 6.4 erfiillt werden. Die
anderen Bedingungen, die bei der Rekonstruktion einer zwiefachen Partition beachten werden
miissen, werden erst in Kap. 6.4 diskutiert. '

8.3.2 Graphische Hilfsmittel
Beschriftungen der Ubergange

In Kap. 5.3.2 wurden Graphen eingefiihet, die zeitliche Ubergange gwischen den Symbohschen
Gebieten illustrieren. Diese (Qraphen sind auch jetzt niitzliche Hilfsmitfel fir die Rechnung. Be-
trachten wir zunichst die Partition, die die Vergangenheit beschreibt. Thre zeitlichen Uberginge
wurden schon in Abb. 5.16 gezeigt. Abb. 6.2 zeigt sie nochmals, aber mit zusitzlichen Beschrif-
tungen. Jeder Ubergang von einem Symbolischen Gebiet 4;e zu einem Symbolischen Gebiet A;e
wird mit dem Gebiet A1 e Ay beschr:ﬁet Es sei daxaa emme;t. d&ﬁ ein Ubergang Aie = A &
ensiuert wenn -

f(A,e).n AJa = AihAje # 6. - (6.9)

Deshalb tritt jede Gebiet A; s A;, das nicht Jeer ist, irgendwo in. dem Graphen als Beschnftung
cines Uberganges A;o — A;e auf. L . S :
Fiir _]eden dieser Uberga.nge soll die Bedingung 6.3:

hicA; =400y S  (6.10)

erfiillli werden. Fiir das Symbol Cf kann das Symbol ¢ oder das Symbol 1 gewahlt werden. Diese
Wakl wird wahrend der folgenden Rechnung getroffen werden. Sie wird in den (Graphen eingeira-
gen, indem der jeweilige Ubergang mit dem Symbol 0 oder dem Symbol 1 beschriftet wird. D1e
Beschriftung in Abb. 5.2 zeigt bereits des Endergebnis der folgenden Rechnung.

~Eine Anmerkung zur Schreibweise: Der Ausdruck A; sy, kann nicht immer als einfache Sequenz
der Symbole 4, B, 0 und 1 geschrieben werden. Wenn zum Beispiel Aje = AAAdoB und ey, = ol,
dann kann man eiren solchen Ausdruck nur als Schmtt AAA e B Uel schreﬁ)en, da die Symbole
B und 1 dieselbe Stelle einnehmen. '

Aunf analoge Weise wird die Pastition {eBy,...e By}, die die Vergangenheit beschreibt, durch
emen Graphen daxgestehn Abb. 5.12 zeigte die zeitlichen Uberginge vnter der inversen Dynam1k
F71. Abb. 6.3 zeigt diese Uberginge mit zusitzlichen Beschriftungen. Jeder Ubergang eB: — eB;
ist mit dem Gebiet 8B8;B; beschriftet. Auferdem ist das Symbol C‘k e {0, 1} emgetragen, das am
Ende der Rechnung dle Bedmglmg 6.4 : _ et _ . .

: @CkB .'= : .aBjB.; .. EE : ._ (611)

erfiillen wird, ' o '

Die beiden Beschriftungen erfiillen daher in beiden Graphen eine cinfache Bezichung Das
Gebiet A; e A; oder B;B;, mit dem ein Uberga.ng beschrzftet 1st muB in aCk enthalten sem, fails
der §berﬂang mlt Cz. besc}mftet wn:d S o ;

Anmerkung: Anaiogae;—a gur Grapheﬂtheerie

Diese Weise, eine nicht szwiefache Partition zu rekomstruieren, ist nicht aus der Luft gegriffen.
Sie beruht suf elementaren Konzepten der Graphentheorie und der Theorie formaler Sprachen
(siehe z. B. [43]). Betrachten wir dazu ein expandierendes Blatt. Es ist durch .eine- Symbolfol-

.. S_25_1e definiert (mit S; € {41,...An}). Diese Symbolfolge definiert aber auch einen
haibunen&hchen Weg in dem Graphen, der dle geitlichen Uberginge zwischen den Symbolischen
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Gebieten Ajo darstellt. Dieser Weg verliuft entlang der Pfeile und endet bei der Ecke S_1e. Eine
Startecke besitzt er nicht, da er helbunendlich ist. Umgekehrt definiert auch jeder halbunendliche
Weg ein (moglicherweise leeres) expandierendes Blatt.

Die Konstruktion einer nicht zwiefachen Partition hat das Ziel, daB diese Partition dieselben
expandierenden (und kontrahierenden) Blitter erzeugt wie dle swiefache Pa.rtmon Es so]l also
Symbole 7 € {C1,...C,} geben, mit

‘.5_25_18 = ...T_zT_g_ e . (6.12}

Die hier vorgeschiagene Rekonstrukiionsmethode berubt darauf, da8 die Symbolsequenz

.. T_9T_10 denselben Weg durch den Graphen festlegt wie die Symbolsequenz ...5_5S_;e. Der
Weg wird im ersteren Fall durch die Beschriftungen der ﬁbergé’.nge und im letzieren Fall durch
die Beschriftungen der Ecken festgelegt. _

~ Wege in einem gerichicten Graphen durch Symbole eindeutig festzulegen ist eine Aufgabe,
die aus der Theorie formaler Sprachen her verirant isi. Auf einfache Weise wird sie in SOgEenann-
ten ,deterministischen Automaten“ gelost. Diese entsprechen gerichicten Graphen mit einigen
zusétzlichen Eigenschaften: Fin bestimmter Zustand (d. h. eine Ecke des Graphen) soll als Start-
ecke ausgezeichnet sein. Alle Ubergénge sollen mit Symbolen C; bezeichnet sein. Verschiedene
Uberginge sollen auch verschiedene Symbole tragen, falls sie an derselben Ecke starten. Dadurch
legt jede Sequenz von C;~Symbolen einen Weg im Graphen fest. {Man kénnte den Weg anch da-
durch festlegen, daB man mit den C;~Symbolen nicht die Ubergénge sondern die Ecken beschriftet.
Diese andere Art der Beschrifiung wiirde eine alternative Rekonstruktionsmethode ergeben, die
der hier vorgestellten &hnlich wire.)

Im gegenwilrtigen Problem entsprechen Ubergingen von Aie zu Ajo die Gebiete A; o A;.
Sie ,deterministisch” mit den Symbolen C; zu kennzeichnen bedeutet, d1e Symbolischen Geblete
oCy,...e Cp so zn wihien, dafl 4; e Ne () genau die Punkte aus A;o umfaft, deren Bilder in
Ajoe liegen. Dies ist der Grund fir die Bedingung 6.3. Eine Startecke auszuzeichnen ist bei halbu-
nendlichen Wegen unmdglich. Man muf aber darauf achten, da8 die Startecke 4;e jedes endlichen
Teilweges durch die vorherigen Symbole festgelegt ist. Dies ist letztlich der Grnnd, warum spiter
die Bedingung 6.37 gefordert werden muB. Und durch die Bedingung 6.32 wird garantiert, daf
fiir jede erlaubte Sequenz von C;—Symbolen anch ein Weg im Graphen gefunden werden kann.
Analoges gilt fir die Bedingungen 6.4, 6.35 und 8.38, die an die kontrahicrenden Blitter gestellt
wurden. Sie werden garantieren, dafl zuch der andere Giaph, der die 'ﬂ'bergénge zwischen den
Symbolischen Gebicten oB; unter der inversen Dynamik F~! beschreibt, einem deterministischen
Auntomaten dhnlich wird. Dafl beide deterministische Auntomaten auf der gleichen Dynamik f bern-
hen, auﬂert su:h letatlich darm d_aﬂ dle Symbohschen Gebtete eC;in be}den Fillen ube*mstmmen
miissen. : : S _ _ . e

8.8.83 Die Rekonstruktion

Die eigentliche Rekonstruktion der nicht zwiefachen Partition fithrt in unserem Beispiel schnell zu
einem e;ndeutlgun Ergebnis. Das Rechenschema ist einfach: Die Beschriftungen mit Symbolen 0
und 1 in dem Graphen 6.2 haben wegen Gl 6.10 Auswirkungen auf die Wahl der Symbolischen
Gebiete ¢0 und el. Diese Wah! wiederum beeinflufit durch Gl 6.11 die Beschriftungen in dem
anderen Graphen 6.3. Und auf dem umgekehrten Weg wirken die. Beschnftungen des Graphen 6 3
auf die Beschriftungen des Graphen 6.2 zuriick. '

Da die Symbole 0 und 1 zu Beginn der Rechnung frei vertauschbar smd konnen sie an einer
Stelle der Graphen frei gewdhit werden. Sei dies die Ecke BBe in Abb. 6.2. Zwei Uberginge gehen
von. ihr aus. Die Bedingung 6.10 wird ar diesen beiden Ubergangen erfuﬂt indem man

.BBeA = BBel .- ... .. . .. o (6.13)
- BBeB '..= BBe1 (6.14)

seist. Bs folgt wegen BB e ANBBeB=0:
| . BBeA C o0 ; BBeAd 'n e = § C o (6.15)
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Abbildung 6.2: Die Rekonstruktion von (1-Symbolen in der Partition, die die expandierenden
Biindel beschreibt. Der gerichtete Graph ist derselbe wie in Abb. 5.16. Doch jeder Ubergang
§ — v trigt swei zusitzliche Beschriftungen. Die Beschriftung p N f71{) bezeichnet das Gebiet
im Phasenraum, das diesem Ubergang entspricht. Und die Beschriftung mit dem Symbol 0 oder
1 kennzeichnet, ob dicses Gebiet nachk der Rekonstrnkiion der 01-Partition in dem Symbolischen
Gebiet =0 oder in el enthalien ist.

E @ABP\ @BA
" GBBA

— @BBA; S

N L @EBBA

Abbildung 6.3: Die Rekonsirukiion von (1-Symbolen in der.Part;txon, d_u'c die kontrahicrenden
Biindel beschreibt. Der gerichtete Graph ist derselbe wie in Abb. 5.12. Doch jeder Ubergang
s — of3 trigh zwel zusitzliche Beschriftungen. Die Beschriftung ¢ Fa M ef begeichnet das Gebiet
im Phasenraum, das diesem Ubergang entspricht. Und die Beschriftung mit dem Symbol 0 oder
i kennzeichnet, ob dieses Gebiet nach der Rekonstruktlon der Ol—Pa.rtmon in dem Symbohschen
'Geb1et 0 oder in. el enthalten 1st - : . R R
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BBesB C el ; BBeB N 0 = § . (6.16)

Dies legt Beschriftungen im snderen Graphen 6.3 fest. Zum Beispiel kann der Ubergang
s EBB — ¢« X BB nicht mit 0 beschriftet werden. Denn wiirde man ihn so beschriften, dann miilite
wegen Gl 6.11 gelten: s EBBB C o0. Wegen BB o B N0 = § wire dies nur dann mdglich, falls
BB s BNsEBRBB = §. Es gibt aber keinen Grund anzunehmen, die Sequenz BB ¢ BBEE sel
verboten. Fiir den numerisch berechneten Attraktor in Abb. 4.2 gilt im Gegenteil die grammati-
kalische Regel BB ¢ BRBB # . Der Ubergang s EBB — ¢EBB muB deshalb mit 1 beschriftet
werden. Und folglich mu$ der andere von e ZBB ausgehende Ubergang sEBB — ¢ 44 mit dem
Symbol 0 beschrifiel werden.

cAABB = <0EBB {6.17)

eZBBB = elEBE- S {6.18)

Hieraus folgen dann umgekehrt wieder Beschriftungen im Graphen 6.2. Zum Beispiel folgt aus
oEBBB No0 = § und der grammatikalischen Regel AAe AB N eEBBB # §, daB der Ubergang

AAe A~ AAAs B nicht mit § beschriftet werden kann. Die weitere Rechnung ist so einfach, dafl
sie hier nicht susgefiihrt werden soll.

6.8.4 Das Endergebnis

Letztlich ergibt sich als einzig mdgliche Beschriftung die in Abb. 6.2 und 6.3 gezeigte. Das Sym-
bohsche Gebiet ol ergibt sich aus dieser Beschriftung, indem alle mit 1 beschrifteten Uberginge

Aso 5 Aje in Abb. 6.3 zusammengefafit werden:

ol = UA@l (6.19)
= U Ao A; (6.20)
A,e—+A_,e

eEBBB U eBAA U eBBA U eBABA U eEBBA  (6.21)
sABB U B \ eBABB , (6.22)
sB U .-AeAB _ : (6.23)

(da laut Gl 4.37 gilt e« BABB = Bs ABB = Ae ABA = §). Bei disjunkter Symbolen e0Mel = §
folgt daraus:
el = eE \ el = Ba=A U AsAA . {6.24)

Dieses Endergebnis stimmé tatsichlich mit der Definition der (i-Partition in GI 4.32 und 4.33
iiberein. Die Vereinfachung der AB—Partition liefert das gewiinschte Ergebnis.

Wenn die Zusatzbedingung ¢0MNel = § nicht wire, dann kénnten weitere Gebiete zu diesem of
hinzugefiigt werden, ohne daf expandierende oder kontrahierende Blétter vergroflert oder andere
Bedingungen verletzt wiirden. Dies ist méglich, weil in Abb. 6.3 und 6.2 von manchen Ecken
nur ein einzelner Ubergang ausgeht, der mit 1 beschriftet wurde. Da die Gebiete AAA s BBBA,
AABeBABA und A4Be BBEBA, die hinzugefiigt werden kdnnen, sehr klein sind, habe ich darauf
verzichtet, sie geometrisch zu interpretieren. Es kann also verschiedene nicht zmefache Partitionen
geben, d.ua dJeselben expandlerenden und kontrahlerenden Blatter erzeugen L

‘ﬁm

% é Ems zbe i“guﬁgen fir dge E{ nstruktion ooeoni
Dzeses eine Belsplel beweist noch niché, dafl sich immer eine nicht zwiefache Partition {eC}, o

eC, } rekonstruieren 188t, die dieselben kontrahierenden und expandierenden Blitter besitzt wie
die zwiefache Partition {41e,...Ane}, {6B,... ¢ B, }. Diese Rekonsiruktion gelingt nur, wenn
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Zusatzbedingungen erfillt werden, die ich in diesern Abschnitt vorstellen will. Es sind dies die vier
Bedingungen 6.32, 6.35, 6.37 und 6.38. Aus ihnen folgt daan insbesondere, daf die rekonstruierte
nicht zwiefache Partition generierend ist. Kap. 6.4.4 zeigt, dafl diese Zusatzbedingungen bei der
Rekonstruktion der 01-Partition erfiillt sind. Wie sich diese Zusatzbedingungen im allgemeinen
Fall erfiillen lassen, wird in Kap. 6.5 diskutiert. Dabei kann es sich unter Umstinden als ndtig
erweisen, expandierende oder kontrahierende Biindel in kleinere Teilbiindel zu zerlegen.

6.4.1 Die Notwendigkeit von Zusatzbedingungen

Im folgenden bezeichnet T; ein Symbol aus der nicht zwiefachen Partition {6C1,...0 Cp} 3 Tl
Die mit 5; bezeichneten Symbole stammen fiir i < 0 aus der Partition {4ss,...Ame} 2 58,
welche die Vergangenheit beschreibt, und fiir i > 0 aus der Partition {8B),...0 B} 2 o5;, welche
die Zukunft baschreibt. ' : oo '

Warum muf man iberhaupt noch zusitziiche Bedingungen an die Partition {eC),...e Uy} stel-
len? Auf den ersten Blick kénute man meinen, schon allein mit Hilfe der Bedingung 6.3 die expan-
dierenden Blitter ...S_»5_1e der zwiefachen Partition in expandierende Blétter ... 72T ;o der
nicht swiefachen Partition fibersetzen zu konnen. Diese Bedingung 6.3 besagte, da8l jede Sequenz
$_,5_;e mit dem passenden Symbol T_; € {C1,...Cp} als eine Sequenz S_3T_ 10 geschrieben
werden kann. Durch Induktion folgt, daf sich auch fiir jede d-stellige Sequenz S.g...5-25-1¢
Symbole Ty g,...To1 € {C1,...C,} finden lassen, so daB:

S_dS1_d “as 3_25,1@ = S_dT1_d .- .T.zT_I e . (6.25)

Bevor diese Beziehung auf halbunendliche Sequenzen verallgemeinert werden kanm, mufl das
einzeln stehende Symbol S_; entfernt werden.

S 4S51-g...5.25 16 C Th.a...T_ 3T e (6.26)

Da d beliebig grof sein darf, kann man sogar fiir jede halbunendliche Symbolsequenz . .. S_35_351
eine halbunendliche Symbolsequenz ... T 3T 2T finden, mit

..8_25.48 C ..T 3T e . . (6.27)

Dieselbe Argumentation 188t sich wesentlich knapper schreiben, wenn man sich an die alge-
braische Schreibweise der Biindel gewdhnt hat. Aus der Bed. 6.3 folgt

m

(U ayer < L jax ooy (6.28)

=1 i=1 =1

Wenn man diese Bezichung mit f° abbildet und die Begichungen fiir alle £ > 0 miteinander
schneidet, erhilt man g . g

m . P '
{(ja0=e¥ < {Llc)er . (6.28)
i=1 i=1

was zu Gl. 6.27 dquivalent ist.

Auf diese Weisen folgt aus der Bed. 6.3, da$ jedes expandierende Blatt der zwiefachen Partition
in einem mindestens ebenso groBen expandicrenden Blatt der nicht zwiefachen Partition enthalten
ist. Die Zusatzbedingungen 6.32 und 6.37 werden notwendig sein, um auch das Gegenteil beweisen
zu konnen: Jedes expandierende Blatt der nicht zwiefachen Partition ist in einem mindestens
ebenso groflen expandierenden Blatt. der zwiefachen Partition enthalten. Mit Biindeln 188¢ sich
. dies schreiben als - TULSSE e R T L T e e e

{(U Ai}—ooo}: > {(U C;)-'mo}‘-'-“- e E (6.30)

. i=l i=1
“Zusammen mit Gl. 6.29 folgt das gewiinschée Ergebnis, daff némlich die zwiefache und die nicht
swiefache Partition dieselben expeandierenden Blétter erzeugen, mit einer kleinen Einschrinkung:
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Expandierende Blitter a, die so klein sind, daf sie in groBeren expandierenden Blittern 8 D a
enthalten sind, miissen bei den beiden Partitionen nicht iibercinstimmen. Diese Einschrénkung
stort micht. Denn schon in Kap. 5.2.4 wurde begriindef, warum dlese expandierenen Blétier «
irrelevant sind nnd entfernt werden kénnen.

8.4.2 Definition der Zusatzbedingungen

Es soll nun garantiert werden, daf jedes expandierende Blatt der nicht zwiefachen Partition {eCy,
..2Cp} in einem mindestens ebenso grofien expandierenden Blatt der zwiefachen Partition {4;s,
Ame}, {eB1,...e B,} enthalien ist. Dieses Ziel wird durch Beziehung 6.30 ausgedriickt. Diese
Bezichung enthdlé unendlich lange Symbolsequenzen und ist auf direktem Wege schwer nachzu-
priifen. Deswegen werden weiter unten die Bedingungen 6.32 und 6.37 aufgestelit, die leichter
nachgupriifen sind, weil sie nur endliche Symbolsequensen enthalien. Diese beiden Zusatzbedin-
gangen sind hinreichend, aber nicht unbedingi notwendig, damii Beziehung 6.30 erfiilic ist.

Um die erste Zusatzbedingung geometrisch zu verstehen, mufl mas sich an die Abb. 5.1 erin-
nern. Diese Abbildung illustrierte, wie das Symbolische Gebiet Ajo und das Symbolische Gebiet
Cre dieselben expandierenden Blatter aus den Blattern des Biindeis FEUE, A1)~ Ase}*) her-
ausschneiden. Bisher wurde nur eine Bedingung gesteHt, niimlich die in GL 6.3:

Vi,j 3k:  Aidje = ACre . (6.31)

Es soll also in jedem Fall ein Symbolisches Gebiet Cre geben, das expendierende Blitter der
richtigen Gr&8e herausschneidet. Wenn auferdem noch ein Symbolisches Gebiet Cis existiert, das
kleinere expandierende Blitter herausschneidet, so stdrt es — wie gesagt — nicht.
Noch gefordert werden muf, daB kein Symbolisches Gebiet (ke zu grofie Blitter heransschaei-
det:
Vi, k 35: A Az D AiCre . {6.32)
Man beachte der Unterschied zu der vorherigen Bedingung 6.3: Der Index % ist nun vorgegeben
und ein passender Index j wird gesucht. Mit Biindeln kann man diese Zusatzbedingung schreiben
als:
m m m 4
{(LJa{ ] 40er 2 {4 ] eaer (6:33)
i=1 j=1 i=1 k=1
Zusammen mit der alten Bedingung 6.31 ergibt sich eine Ubereinstimmung zwischen den Gebieten,
die durch Symbolsequenzen A;Aje bsw. A;Cye definiert sind:

{QM=U&M ={¢MMU®M . (6.34)

i=1 i=1

Die analoge Zusatzbedingung fiir den anderen Teil {eB;,...,eB,} der swiefachen Partition lautet

ganz dhnlich: .
Vi k 35 @B_,'B; 2 @B,-C’k'_: B {6.35)

Zusammen mit der alten Bedingung 6.4 folgt:_

. {°(U B; )(|_| B; )} ..{O(LI Ci)( UB DR . .:' (636)

=1 d=ml ) =1 '-1—‘1

" Daneben sind noch zwei Weitere Zusatzbedingungen erforderlich. Sie lassen sich anschaulich so.

interpretieren, daf hinreichend lznge Symbolsequenzen T.g...T_1 o ThTy ... T der nichi zwiefa-
chen Partition den Phasenraum mindestens ebenso fein tintenexlen wie die zwiefache Partition.

Formal bedeutet das, da:B esein d >0 glbt mlt

UA)O}‘:'D {(UC)%(U Ci)23 S {6.37)

i=1 k=1
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el By 2 el ey (6.38)
i=1 k=1

i=

Diese Beziehungen sind notwendig, weil in den Graphen der zeitlichen Uberginge keine Ecke Aje
oder eB; als Startecke ausgezeichnet ist. Sie lassen sich so interpretieren, dafl durch hinreichend
lange C;—Symbolsequenzen eine Startecke festgelegt sein soll. Wenn diese Beziehungen fiir eine
Sequenzlinge d > 0 erfiillt sind, danan natiirlich auch fir alle gréfleren Sequenzlingen d* > d. Da
die Sequenziinge d beliehig grofl gewihlt werden kann, kann die Zahl p der Cp—Symbole trotz
dieser Zusatzbedingungen kleiner sein als die Zaht der 4;-Symbole und der B;—Symbole.

Zusammen geniigen diese vier Zusatzbedingungen 6.32, 6.35, 6.37 und 6.38 um zu garantie-
ren, dafl jedes expandierende bzw. kontrahierende Blatt der nicht zwiefachen Partition in einem
mindestens ebenso groBen expendicrenden bsw. komtrakicrenden Blatt der zwiefachen Partition
enthalten ist. Die umgekehrie Bezichung wurde bereiis im letzten Abschnitt bewiesen,

8.4.3 Beweis, dafi die rekonsiruierte Partition nichi zu grofle Blitter
erzeugt

Es soll gezeigt werden, da$ jedes expandierende Blatt ... T 2T ;e der nicht zwiefachen Partition
(T: € {C1,...Cp}) in einem mindestens ebenso grofien expandierenden Blatt ... S_35_;e der zwie-
fachen Partition {S; € {As,--. Am}) enthalten ist. Der Beweis stiitzt sich auf die Zusatzbedingung
6.37, die es erlaubt, hinreichend weit links stehende C;—Symbole durch A;—Symbole zu ersetzen.
Dann wird die Zusatzbedingung 6.32 verwendet, vm alle weiter rechts stehenden C;-Symbole anch
zu ersetzen.

Der Beweis 1334 sich nur mit Biindeln in kompakter Form schreiben. Aus der Zusatzbedingung
6.37 folgt, daf fiir jedes r > bt

Ly ey o {[J4ng+oy . (6.39)
izl i=t

Fiir die expandierenden Blitter der nicht zwiefachen Partition folgt dann mit der bereits erwahnien
Rechenrege]l B.25:

{powy = {wo} n {o} - - (6.40)
aus Anhang B: R
{(}i} Cy ol C ._.} Ci )2dE?O} n {(]i! c;-}f+¢c}‘ - {(_j A; )(_} oA IRATIN
izl =l =1 S I 70 | i=1
(6.41)

Die andere Bedmgung 6 32 geht in der Form 6 33 ein. Enuem man, 31e (ﬂ +a)-—mal anwendet, erhélt
{(LJ A; )(UC)*+do} C {(|_] A5) (|__| 0)*+d 1 Conn € (] 4yt
F=1 =1 i=1 =1
(642)
Da man 7 behebxg groﬁ wihlen kann, folgt schliefilich T

{([_| Gy oy o (L4 ey . (6.43)
i=1 j=1 ’

Jedes expandierende Blatt der nicht zwiefachen Partition ist daher in einem mindesiens eben-
. so groflen expandierenden Blatt der zwiefachen Partition enthalten, was zu beweisen war. Ganz
-, analog folgt aus den Zasatzbgdmg““"“ 6.35 und 6.38, daB jedes kontrahierende Blatt der nicht
" zwiefachen Partition in einem mindestens ebenso groﬁen kontrahxerenden Blatt, der zmefachen
" Partition enthaiten ist. s SRR : S =

91

(h ¥




1\ |0 N
*EBB & i eBBA
b

Abbildung 6.4: Zusammenfassung der Abbildungen 6.2 und 6.3. Die zeitlichen Ubergéinge zwischen
den Symbolischen Gebieten der zwiefachen Partition sind mit den Symbolen C; = 0 und Cy =1
beschrifiet.

8.4.4 Die 81-Partition erfiillt die Zusatzbedingungen

Die Vereinfachung der AB-Partition lieferte als Endergebnis die 1-Partition in Gl 6.23 und 6.24.
Abb. 6.4 zeigt noch einmal die beiden Graphen der zeitlichen Ubergiinge. Die Uberginge wurder in
Kap. 6.3 so mit 0 und 1 beschriftet, da8 die Symbolischen Gebiete 0 und 1 die beiden w1cht1gsten
Bedingungen 6.3 und 6.4 erfilllen. Es stellé sich nun heraus, da.ﬁ damit gielchzeitlg auch che vier
Zusatzbedingungen 6.32, 6.35, 6.37 und 8.38 erfiiilt sind. .

Bie Zusatzbedingungen 6.32 und 6.35 sind erfiillt

Betrachten wir einen Ubergang in Abb. 6.4.2 von der Ecke A;e zu der Ecke Aje. Wenn dieser
Ubergang mit dem Symbol C;. € {0,1} 'beschrﬁ‘tet ist, dann gxlt laut Bed. 6.3:

: Aied; = AeCp . (6.44)
: e R iody D ey (6.45)

fitr d1ese ‘Wahl der Indices ¢ und k trivialerweise erfiillt.
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Es bleiben nock die Félle zu betrachien, in denen von der Ecke A;e kein mit Cj, beschrifteter
'fjbergang ausgeht. In Abb. 6.4.a betrifft dies die Ecken A;e, von denen nur ein eingiger ﬂ‘bergang
A;e — Aje ausgeht. Fiir diese Ecken gilt Aie = A; o 4;. Diese Wahl von j erfiillt dann auch
trivialerweise die Bedingung

A; -4 Ck g A,'s = A.; e Aj . (645)

Damit ist die Zusaizbedingung 6.32 erfiillt. Analog zeigt man, daBl die 01-Partition — oder
jede andere Partition mit disjunkien Svmbolischen (Gebieten — auch die Zusaizbedingung 6.35
erfiillt.

Graphische Interpretation der Zusatzbedingungen 6.37 und 6.38

Interessanter sind die beiden anderen Zusatzbedingungen 6.37 und 6.38. Man beweist sie am besten
in der verschirften Form: . '

N

{(Jcy%r ¢ {(|]4e¥ (6-47)
i=1 =1

ol Jeoy < By - (6.48)
i=1

i=1

Diese Bedingungen lassen sich nimlich graphisch interpretieren. Dazu betrachten wir eine Folge
von d Ubergéngen in dem Graphen {das ist ein ,Weg der Linge d“):

S_d_z1e T—_;! S_ae... T—_—>1 S_1e (6.49)

(mit S; € {A1,... 4} und T; € {0,1}). Die Symbolischen Gebiete o0 und e1 wurden so gewshlt,
daf} die Bedingung 6.3 erfiillt ist: S;_1 o 5; = 8;_1 o 7}. Daraus folgt:

5_5_15_5.. .5_25_18 = S__d_IT_d...T_gT_1 & B (650)

Die Startecke §_;_1e und die Folge der Beschriftungen T ;... 7. 2T_1 entlang des Weges legen
daher dasselbe Gebiet fest wie die Folge der Ecken S_g.1...5_25_1.
Die Bed. 6.47 besagt, dafl jedes Gebiet

Tg. . TgTye = | S_g1Tog...T3Tgo (6.51)
S_a—s

als Ganzes in einein Symbolischen Gebiet Aje enthalten ist. D1e Vereinigung muf dabei iiber alle
Startecken S_j.15 € {4ie,... 4n2} ausgef’uhrt werden.

Doch nicht von jeder Startecke aus ist ein Weg moglich, der die Beschriftungen T ;... T 27T,
trigt. Im aligemeinen Fall miiite man zuséizliche Beschriftungen einfiihren, um die folgende Argu-
mentation zu retten. Dies will ich hier nicht darstellen. Bei der 01-Partition ist diese Schwierigkeit
leicht zu ubermnden, weil die Symbolischen Gebieten disjunkt sind: e0 M el = §. Daher kann ein
Ubergang S:_1e % nur denn fehlen, wenn S;_; ¢ T; = §. Und deshalb existiert ein Weg mit der
Startecke S_4_1e und den Beschriftungen T_4...7_27_; nur dann nicht, wenn

S—d—iT«-d- ..T_zT_ls = ﬁ - (652)

‘In Gl 6.51 geniigt es daher, die Vereinigung nur iiber all die Startecken S_; ;s zu bilden, von
.denen aus e¢in Weg mit den Beschriftungen T ;... 7_ 4T 3 existiert. Dieser Weg fithrt laut GL. 6.50
zu einer bestimmben Zielecke ; S

Sae D S.aiTe.T,Tqe . (6.53)
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(mit S.16 € {A;e,... A o}). Falls der so beschriftete Weg von allen moglichen Startecken S_4_1e
zu derselben Zielecke Aje fiihrt, dann gilt

T a...T_ T 18 = U S a-1T 4. T 3T 3¢ C Ajs . {(6.54)
S_aa

Die Bed. 6.47 ist dann fiir diese speziellle Folge von Beschriftungen T.4...7_,T ; erfilli. Um
die verschérfte Zusatzbedingung 6.47 aligemein zu beweisen, mufft man also nur nachweisen, daf
jede Folge von d Beschriftungen T_4...7 57 (mit T; € {0, 1}) unabhingig von der Startecke
S..qa-19 zu einer bestimmien Zielecke $_ye fiihrt. -

Die Zusatzbedingungen £.37 und 6.38 sind erfiillt

Im Falle der Gi-Partition geniigt es, die Linge d = 3 zu wihlen. Denn in Abb. 6.4.a fiihrt jede
0i-Symbolsequenz, die mindesiens die Linge 3 hat, von ailen méglichen Startecken immer zu
derselben Zielecke. Zum Beispiel sind die aufeinanderfolgenden Uberginge

S_go %8 302 5 10 (6.55)

von den Ecken BBe, BAs, Ade A und BAAeBUBABsA aus moglich. Von allen diesen Startecken
S_3e aus fiihren die beiden mit 0 bezeichneten Ubergéinge zu der Ecke .16 = AAe A. Kurz gesagt:
00s C AA s A. Deshalb fihren natiirlich auch alle langeren Wege zu der Ecke A4 e A, falls die
letzten beiden Ubergange mit 0 beschriftet sind.

Ebenso fihrt die Sequenz 111 von jeder moglichen Ecke in Abb. 6.4.a immer zu der Ecke BBe,
so dafl 111e C BBe iolgt. Betrachtung aller Ecken ergibt:

i1le C BBs (6.56)
O0lle C AABe - (8.57)
B0e C AAo A (6.58)
10e C BAe (6.59)
00is C AAAeB (6.60)
0ils C

BAAeB U BABoA . -~ (6.61)
Zusammen decken diese 01-5Sequenzen alle moglichen Brden ciner Symbolsequenz ab: B
I11e U 01le U §0e U 1le U 00le U 10le = FEeo . {6.62)

Bs folgt die verschirfte Zusatzbdingung 6.47

U A )o} 2. {(o L 1)30} Lo e (6.63)
e T
Laut Abschnitt 6.4.3 ist daher jedes expandierende Biatt der 01-Partition i in einem expandierenden
Blatt der zwiefachen Partition enthalten. _

Angloges gilt fiir kontrahierende Blitter. Aus dem Graphen in Abb. 6.3 baw. 6.4.b kanzc man
ablesen, daB die folgenden, ‘von Iechus nach links gelesenen 01—Sequenzen zu einer emdeut:gen

Zielecke fiihren:

00 C oA (6.64)
o011 C eAA . . ... (6.65)
Ce010 C eABA . o (6.66)

610 C oBA O (6.67)

0il0 C oBB4 (6.68)

olll C <EBB . (6.69)
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Zusammen decken diese 01-Sequenzen alle moglichen Anfinge einer Symbolsequenz ab:
(e00 U e011). . L. e010. U - o10 U elld U olll = - eE . - {6.70)
Es folgt Bed. 6.48: o | S

. " _ _ _
e(l By 2 {e(oun®¥ . - (6.71)
= . : \

Die 81-Partition, die in Xap. 6.3 nur aus den Bedingungen 6.3 und 6.4 sbgeleitet wurde,
erfiillt also auch die vier Zusatzbedingungen 6.32, 6.35, 6.27 und 6.38. Sie hat daher dieselben
expandierenden und konirahierenden Blitter wie die zwiefache Partition, die bei der Vereinfachung

der AB-Partition entstand Deshaib ist d1e OI—Pa.rtltmn emfacher als die AB-Partition und nach
wie vor generlerena e s b L i i i o i

6.4.5 Flansibie Argumente fiir die Zusatzbedingungen

Im Falle dieser Beispielrechnung geniigte es, bei der Rekonstruktion die beiden wichtigsten Be-
dingungen 6.3 und 6.4 zu beriicksichtigen. Das Ergebnis, die 01-Partition, erfiillle dann auch
gleichzeitig die beiden Zusatzbedingungen 6.37 und 6.38, und zwar sogar in ihrer verschérften
Form 6.47 und 6.48: Das Ziel cines jeden hinveichend langen Weges hingt nur von den Beschrif-
tungen der Uberginge entlang des Weges und nicht mehr von der Startecke ab. Dies ist kein Zufall,
sondern eine plausible Folge davon, daf die gem&8 Bed. 6.3 und 6.4 rckonstruierten Gebiete o0
und el disjunkt sind. Diese Plausibilititsargumente sind fiie die spiteren Kapitel nicht von Be-
deutung. Sie kénnen von dem Leser itbersprungen werden. Sie konnen ibm aber auch ein tieferes
Versténdnis fiir die Hintergriinde der Rekonstruktion geben. Es sind nimlich die bisher kaum be-
trachieten Schnitte swischen expandierenden Blittern und den mehrfach iterierten Bildern von
kontrahierenden Blittern, die dagu fiihren, da$ an eciner Ecke viele giezch beschnftete Ubergange
enden.

Betrachten wir als Beispiel das expandierende Biindel {(ALIB)‘“"BB@}‘ aus Abb. 6.2 und das
kontrahierende Biindel {e EBB(A LI B)t®}* aus Abb. 6.3. (Diese zeigt auch Abb. 4. 4.) Wie man
sicht, fithet eine Folge von drei Ubergingen in Abb. 6.4.2 genau dane zu der Ecke BBe und in
Abb. 6.4.b genau dann zu der Ecke s EBB, wenn diese {bergange mlt i1 beschnftet sind. Wie
kommt es zu dieser erstaunlichen Regelm&figkeit?

Die Beschriftung mit Symbolen 0 und 1 unterlag den Bedmgungen 6.3 und 6.4, so daB jedes
expandierende oder kontrshierende Blatt der zwiefachen Partiton in einem mindestens ebenso
grofen expandierenden oder kontrahierenden Blatt der 01-Partition enthalten ist. Insbesondere
ist jedes expandieren&e Blaii ... 5. ¢c5-388es (mit 5; € {A B})in einem Blatt .. . T_4T. 3737 5=

_*1 M e S, S Ry P Py - e el
{mit T} € {0,1}) der 01- a:ftxhun enthalten. Wir suchen eine Erklirung dafiiz, warem slle Blatter

des Riindels {(A U B}~ *BBe}' in den Symbolen T 37,7, =111 uberemstunmen

Dazu betrachten wir die dreifach iterierten Bilder des konirahierenden Biindels {eEBB(4 Li
Bt Diese Bilder habern die Gestalt BB e S253... (mit §; € {A B1}). Sie sind in Blittern
e TiTeTs...) =TpTiT2 o Ts . . . enthalten {mit T; E {0 1}) Wenn eines- d.leser Bﬂder eines der
oblgen expandlerenden Blatter schneadet dann gilt =~ L SRR

TAT AT T e N ToT;eT.. #ﬁ (6._?2)

Da die Symbolischen (Gebiete f und el disjunkt sind, folgt T 3 =Ty, T2 =17 und T = T3
‘Bs gibt keine grammatikalischen Regeln, die Schnitte zwischen cinem expandierenden Blatt
S_4S_3BBs und dem Bild BB & 5;5;3.. —fa(sEBBS;;S;; .) eines kontrahierenden Blattes

.'_genere]l verbieten oder auf eine kleine Teillmenge von Blitiern beschrinken wiirden. Deshalb wird

eines dieser Bilder normalerweise viele der expandierenden Blétter schneiden. Alle diese expan-

-dierenden Blitter miissen in ihren Symbolen T 3T »T"; iibereinstimmen. Umgekehrt schneiden

ot b Ao wislan avnosn diawandoc DiREtos wiadee wials B
. guca Jicse Vicieh c.&pmuumcuucu Blistier wieder viele Bilder der kontrahierenden Blitter, Aﬂe die-

se Bilder miissen in ihren Symbolen TpTy Ty iibereinstimmen. Da es sehr viele derartige Schnitie
gibt, ist es zu erwarten, daB sogar alle Blatter des expandierenden Biindels {(4 U B)~*°BBe}*
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in thren Symbolen T_3T 4T | iibereinstimmen und dafB alle Blétier des kontrahierenden Biindels
{eEBB{A U B)**}* in ihren Symbolen TyTy T iibereinstimmen.

Es fihren also nur ganz bestimmie Folgen von T;-Beschriftungen zu den Ecken BBe oder
eEEBB in den beiden Graphen von Abb. 6.4, Von allen Startecken, von denen aus diese Ecken BBe
oder eEBB in drei Zeitschritten zu erreichen sind, konvergieren die so beschrifteten Uberginge
demnach alle zu dieser Ecke. Und wenn zwei gleichbeschriftete Wege an solch einer Ecke zusam-
menlaufen, dann nehmen sie ab dieser Stelle denselben Verlauf, fihren also letztlich zu derselben
Zielecke. Ahnliche Argumente kann man auch aof andere Ecken als BBe und «EBB anwenden.
Damit wird es plausibel, daf jede hinreichend lange Folge von 7;-Beschriftungen unabhingig von
der Startecke immer zu derselben Zielecke fithrt.

Dieses Plausibilitétsargument beruhie darauf, dafl hinreichend viele Schritte zwischen expan-
dierenden Blittern und Bildern von kontrahierenden Blittern existieren und da8$ die Symbolischen
Gebiete o0 und el disjunkt sind. Doch auch wenn die Symbolischen Gebiete der rekonstruierten
Partition etwas iiberlappen, bleibt die Argumentation plausibel. Deshaldb solite es bei der Re-
konstruktion einer nicht swiefachen Partition normalerweise geniigen, auf die beiden wichtigsten
Bedingungen 6.3 und 6.4 zu achien, um gleichzeitig auch die verscharﬂ:en Zusatzbedmgungen 6.47
und 6. 48 zu erfiillen. L

6 B Voraussetzungen fir éie Rek@nstrmerbarkeaﬁ nicht
zwiefacher Partitionen '

Im Uberblick wurde die Rekonstruktion einer nicht zwiefachen Partition als ein Verfahren bezeich-
net, das auf Versuch und Irrtum beruht. Man kann von vorneherein nichi wissen, welche Zahl p von
Symbolen geniigt, um eine nichi zwiefache Partition {e(}, .. .2 Cp} zu rekonsiruieren, die dieselben
expandierenden und kontrahierenden Blétter besitzt wie die zwiefache Partition {Aje,...Ane},
{eBy,...s By }. Jedesmal, wenn die Rekonstrukiion mit ¢ Symbolen miBlungen ist, soll man einen
neuven Versuch mit p+ 1 Symbolen starten.

-~ Damit ist aber noch nicht gekldrt, ob eine endliche Zahl von Symbolen uberha.upt a.usrelcht
DIES soil nun unte;sncht werden. . : . . . -

8.5.1 Wahi der Symbeole und Testen der: Beézngungen

Wenn man die Za.hl p der Symbole nicht klein, sondern nur endlich halten will, dann liegt es na.he
die Symbelischen Gebiete der niché zw'efachen 'pa,rt'tlon emfach gleich. den Symbohschen Geb!etep
der swiefachen Pa.rtltion 7 setzen: AR o T .

{901, .e ?} = '{sAh @ﬁm,sBl, e B} . . {67.5)

Damit sind die beiden Wichtxgsten Bedingungen 6.3 und 6.4 a.uf triviale Weise erfiillt. Es foigt
sofort leut Kap. 6.4.1, daB elle expandierenden Blitter @ € {{ |_,3=11§,)"'°°91‘ und alle kontra-
hierenden Blitter 8 € {o([ J7_; B:)*®}* der zwicfachen Partition in mindestens ebenso grofien
expand.ierenden oder kontrahierenden Blittern der micht zwiefachen Partition enthalten sind.

Probleme kénnen nur die Zusatzbedinguﬂgen .32, 6.35, 6.37 und 6.38 bereiten. Wenn man die
oblgen Symbolischen Gebiete oC; in die ersten beiden Zusatzbedingungen einsetzt, d&nn erhalt
man tells tnvm.le Bedmgungen und te:ls dle micht. trlwalen Bedmgungen : :

ik 3 AaAs:Q ABre und . U (6.74)
Vz,k 33 . .eB;B; _:; 0ALB; e e -"(675)

Dle exstere Bedingung 188t sich so mterpretmren, daf das Symbohsche Gebiet Bke keme groﬁeren
_Teile aus dem Blatt ... 4;Ee herausschneldet als das Symbohsche Gebzet Aje. Dadurch wu'd d1e
"Groﬁe der expan&lerenden Bla.tter begrenzt = - R T
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Die anderen beiden Zusatzbedingungen 6.37 und 6.38 werden am besten glelch in der verschérf-
ten Form von Gl. 6.47 und 6.48 gefordert:

N

{(Ua-)%}‘ < WWapr (6.76)

i=1 j=1

b4 T
P ey o (s (6.77)

Die erste dieser Besiehungen besagt, daf fiir hinreichend grofle Sequenzlinge d jedes Gebiet
T g...T 2T e (mit T; € {C1,...Cp}) ganz in einem Symbolischen Gebiet A;e enthalten sein
soll. Falle Ty & {4;,...A.}, so ist dies frivialerweise exfiillt. Es bleibt also nur der Fall
Ty € {B1,...Bp} 7u betrachten. Wenn die obige Bedingung 6.74 erfiillt ist, dann sind auch
all die Fille trivial, in denen die Symbole Thgy1 ... 71 avs {By,...B,} und und das Symbol T,
aus {A4;,... Ay} stammt. Denn wie schon so oft lassen sich dann die B;-Symbole nacheinander
durch A; Symbole ersetzen. Und das letzte Symbol A4;, das den Platz von 73 einnimmt, erfiillt
die Bezichung:
e . Aje 2 T.._d ‘e .T_zT_l e . (678)
Dies garantiert die Beziehung 6.76. Der einzige Fall, in dem die Beziehung 6.7 verletzt sein
k&nnte, ist also der Fall, in dem alle T;-Symbole aus {Bl, .B,} stammen. Es geniigt daher, die
Zusatzbedingungen 6.76 und 6.77 in der Form : ' SRR

{(UB,-)%}‘ C {(|_]A,.)o}‘ und analog (6.79)
=l =t

(| 4y ¢ {o(L]B)¥ (6.80)
i=l j=1

nacnzupriifen Wenn diese beiden Voraussetzungen und die Voraussetzungen 6.74 und 6.75 erfiilt
sind, dann erzeugt die in Gl 6.73 definierte nicht zwiefache Partition dieselben expandierenden
und kontrahierenden Bldtter wie die zwiefache Partition.

8.8.2 Zerlegen von Biind;e}n ..

Damit die nicht swiefache Partition {eC1,...9 Gy}, die gleich {8 A4;,...0 Ay, 0B8y,... B, } gewdhlt
wurde, aiese}ben expandierenden und 1 kontrahierenden Biindel erzeugt wie die zwiefache Partition
{sA1,...5 Am}, {eB1,.. . Bn}, miiscen die vier Voraussetzungen 6.74, 6.75, 6.79 und 6.80 erfiillt
sein. Wenn eine von diesen Vorausetzungen nicht erf’u}lt ist, &ann muﬁ man eme andere Partltlon
{eCl, -e Cp} wihlen. 7

Wie Lounte solch eine andere W’a.hl ausse}uen‘P Die bisherige Wahl wiirde in dem Graphen
der geitlichen Ubergéinge bedeuten, daB .alle Uberginge, die zu derselben Ecke Aje fihren, mit
demselben Symbol C) beschriftet sind, fiir welches gilt: A ;0 = Cye. Eine andere naheliegende
Wahl besteht darin, alle Ubergange mit verschiedenen Symbolen C zu beschrifien. Diese sind
dann definiert durch Cpe = 4;A;e. In dem anderen Graphen erhilt man ana.log Symbole C‘;_, die
durch eC’k = sB B; deﬁmert smd Dle mcht zwxefache Parhmon la.utet da.nn

(6. 81)
Was man mif dieser neuen Wahl erreicht ha.t ist eine Zerlegung der expandierenden und kontra-

..-_}nerenden Biindel. Die Zerlegung von expandierenden und kontrahierenden Biindeln wurde bereits

- -in Kap. 5.2.2 diskutiert. Indem man jedes Symbolische Gebiet 4j¢ in die m Symbolischen Gebiete

Az Aje zerlegt, erhilt man eine neue zwiefache Partition, die f‘w““wn expandierenden Blatter

‘erzeugt, aber kleinere expandierende Biindel. ‘Analoges gilt fiir dJe Zerlegung emes Symbohschen
" Gebietes oB; in die kleineren Symbolischen Gebiete ¢B;B;.
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Damit ist auch kKar, welche Voraussetzungen die in Gl. 6.81 definierte Partition erfilllen muf,
um die richtigen kontrahierenden und expandierenden Blitter zu erzeugen. Bs sind die bekannten
vier Voraussetzungen 6.74, 6.75, 6.7% und 6.80, in die nun statt der Symbolischen (Gebiete 4o und
eB; die kleineren Symbolischen Gebiete A, A;e und oB; By, singesetzt werden miissen.

Betrachten wir zunéchst den Fall, dall nur die expandierenden, aber nicht die kontrahierenden
Biindel zerlegt wurden. In die vier Voraussetzungen muf man Ay 4Aje an Stelle von Aje einsetzen.
Sie lauten dann:

Vh,ik 7 Ahﬂ;Ajﬁ D Ap4;Bre (682)
Vhik 3j:  eBiBi 2 AnewBi " (6.83)
By ¢ (a0 T (6.84)
- SRR .
- P n )
{(| ] 4n)o 1_1 9 C {(u B1. (6.85)

h=1 i=1 jeml

Die erste und die dritte Voraussetzung werden bei dieser Zerlegung ein wenig schwiicher. Die zweite
und vierte Voraussetzung werden deutlich schwicher. Keine Voraussetzung wird schizfer, so daf
die Zerlegung von expandierenden Biindeln schon erfillte Voranssetzangen nicht verletzen kann.
Analoges gilt fiir die Zerlegung von kontrahierenden Biindeln, nur daB es hierbei die erste und die
dritte Voraussetzang sind, die deutlich schwicher werden.

Diese Zerlegungen kénnen wiederholt werden. Wenn man die expandierenden Biindel 7-mal
zerlegi, dann werden die zweite und die vierte Voraussetzung zu:

ol LB} 2 {([]4n)yo(]]4e)| B} und (6.86)
A=l E=1 i=1

i=1
{(L] 4n) o ([ ] A)¥
h=1 i=1

Da die Sequenzlingen » und d beliebig grof gewihii werden kénnen, besagi die Voranssetzung
6.87 in dieser abgeschwéchten Form nichts anderes, als daf$ die durch endliche A;—Sequemzen
definierten Gebicte den Phasenraum mindestens ebenso fein unterteilen wie die Symbolischen
Gebiete B;e. Dann kann die A;—Partition nicht mehr Orbits verwechseln als die B;-Partition.
Die andere Voraussetzung 6.86 werden wir weiter unten graphisch interpretieremn. Dabel wird. es
zumindest plausibel werden, deB auch diese Voraussetzung sich erfillen Jifit.

Diese Piausibiiitéitsargumente ergeben noch keinen Beweis. Wer ganz sicher gehen wiil, letzt-
lich eine nicht swisfache Partition rekonstruieren su kSnnen, muB daher die vier Voraussetzungen
6.74, 6.75, 6.79 und 6.80 schon wéhrend der Vereinfachung der zwiefachen Partition beachien. Die
anféngliche zwiefache Partition {Cie,...Cse}, {Ch,.. oCs} erfillt diese Voraussetzung trivialer-
weise wegen e4; = ¢C; = oB;. Bei jedem Vereinfachungsschritt miissen die vier Voraussetzungen
dann als Zusatzbedingungen beachtet werden. Gegebenenfalis miissen expandierende oder konira-
hierende Biindel zerlegt werden, um diese Zusatgbedingungen zu erfilllen. Und wenn endlich viele
Zerlegungen nicht geniigen, dann muf man auf den Vereinfachungsschritt selbst verzichten.

In der Beispielrechnung, in der die AB-Partition vereinfacht wurde, treten diese Schwierig-
keiten micht auf; die Zusatzbedingungen sind jederzeit erfiillt. Und es gelang mir anch nicht, ein
Beispiel zu finden, in dem man wegen dieser Zusatzbedingungen auf einen Vereinfachungsschritt
verzichten miifite. Im Lichte der folgenden Plausibilititsargumente fiberraschi dies nicht: Die Sym-
‘bolischen ‘Gebiete A;e und eB) miiften schon eine auBergewohnhche Gestalt haben, darmt ein
Vereinfachungsschritt durch die Zusatzbedingungen verhindert: wird. '

“Wenn die vercinfachte zwiefache Partition dann schlieflich alle vier Zusatzbedingungen erfuﬂt
‘dann kann aus ibr eine nicht zwiefache Partition mit endlich vielen Symboler rekonstruiert werden
Wie viele Symbole notwendig sind, erkennt man aber erst bei der Rekonstruktion. '

N

°(_[IB:-)}‘-- el e - (6.87)
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8.5.3 Geometrische Interpretation der Voraussetzungen
Die Voraussetzungen 6.83

Vi k,! 3j: eB;B; D ApeAiB: {6.88)
und die analoge Voraussetzung

Vik,d 3j:  AiBieB. C  AiAje (6.89)

lassen sich geometrisch interpretieren. Dabei wird klar werden, wozu sie dienen. In Abb. 6.5 sind
zwei expandierende Blitter a und f eingetragen, die mit den beiden kontrahierenden Blittern -y
nnd § Orbitpaare bilden. Die Bilder f(a) und f(B) sind daher nicht selbst generierend. Sie bestehen
aus den kleineren expandierenden Blittern g und &y bzw. f; und B;. Ebenso gitt 7~ 2{v) = 71 Uz
und F~1(8) = §; Uy, wobel 41, ¥2, §; und & kontrahierend sind. In Abb. 6.5.a sind diese Blatter
auf cine natiirliche Weise geordnet, so dafi @1 und 5y nur f{;) und f{é1) schueiden und nicht
fl2) und 7F(d2). Umgekeh.rt schneiden as und B nur f{vy2) und £(&:). In Abb. 6.5.b sind die
Blitier dagegen auf eine so komplizierte Weise verschlungen, daff eine solche Ordnung wie in Abb.
6.5.2 nicht erreicht werden kann, auch dann nicht, wenn die Indices 1 und 2 von manchen Bldttern
vertauscht werden.

Diese Verschlingungen storen bei der Rekonsiruktion einer nicht zmefachen Partition. In Abb.
6.5.2 genfigen zwei Symbole, die 1 und 2 genannt werden sollen, um die miteinander gepaarten
Orbits zu unterscheiden. Man muB dazu die Symbolischen Gebiete ¢l und ¢2 so wihlen, da$l
elNe2 =10, @1 €19, az € 20, 71 € o1 und 43 € »2. Die linken Schnittpunkte von Abb. 8.5.a
liegen dann bei dem unteren Zeitpunkt alle in el, die rechten Schnittpunkte alle in e2, so dafi die
gepaarten Orbits zu diesem Zeitpunkt verschiedene Symbole I und 2 haben. Dagegen ist in Abb.
8.5.b eine solch einfache Zuordnung nicht moglich.

Als Zweck der Bed. 6.8¢ erweist sich nun, Verschlingungen wie in Abb. 6.5.b auszuschliefien,
aber nicht unbedingt fiir alle Blitter, sondern nur fiiv Blatter & und S, die in demselben expan-
dierenden Biindel liegen, und Blitter 4 und 4, die in demselben kontrahierenden Bundel Hegen.
Um dies zu sehen, mufl man die Indices 4, k, [ und j so wihlen, dafl

wp € {(plAh)-@Afe}‘ | (6.90)
em e armaae 6
B ieB-(E’l‘??ﬁ‘*“} e
'fl(m,fl(ai) € {B;esk(gsh)+w}‘ L '(e_.é_s)

Aus der Bed. 6.8 folgt dann, dafl die Blitier f(y1) und f{61) keinen anderen Teil von f{a) und
F(8) auBer @; und B; schneiden dirfen. Aus der anderen Bedingung 6.88 folgt analog, daf die
Blatter oy und B nur die Bldtter f(1) und f(é1) und keinen anderen Teil von « oder § schneiden
firfen. Verwicklungen wic in Abb. 6.5.b sind damit ausgeschlossen.

Die Zerlegungen der expandierenden oder kontrahierenden Biindel dienen letztlich dazu, solche
Verschlingungen wie in Abb. 6.5.b aufzulosen, das heifit dafiir zu sorgen, dafl « und 3 nicht mehr zu

. demselben expandierenden Biindel oder 4 und ¢ nicht mehr zu demselben kontrahierenden Biindel
gehoren. Normalerweise soliten endlich viele Zerlegungen geniigen, um diese Verschlingungen auf
guldsen. Denn wenn die Symbolischen Gebiete A;e und eB; nicht eine aufergewshnliche Gestalt
haben, dann entstehen durch die Zerlegung kleine expandierende und kentrahierende Biindel, die
aus nahe benachbarten and uagefihr parallelen Blattern bestehen. Solche Blitter konmen sich
nicht wie in Abb. 6.5.b verschlingen. Vor diesem Hintergrund wird es auch verstindlich, waram in
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Abbildung 6.5: Schwierigkeit bei der Rekonstruktion einer nichi zwiefachen Partition. Die beiden
Schemata sind dhnlich aufgebaut wic die in Abb. 5.8, Die expandierendern Blitter &, 8, a1, S,
&
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und &2 sind als gestrichelte Linien eingetragen. Die kurzen senkrechien Striche begrenmzen diese
Blitter. In Abb. a schneidet das Blatt f(v:) dieselben expandierenden Blitter «; und 5 wie das
Blatt £(81). In Abb. b existiert keine derartige Ordnung, was die Rekonstruktion einer zwiefachen
Partition erschwert. A ' ' '
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der Beispielrechnung die Voranssetzungen 6.88 und 6.89 fiir die Rekonstruktion einer nicht zwie-
fachen Partition jederzeit erfilllt war, ohne daf} be1 den einzelren Veremfachungsschmtten explizit
darauf geachtet wurde. o y e _

8.8 Vegeinigen von Biindein

Im letzten Abschnitt wurden expandierende oder kontrahierende Biindel zerlegt. Auch das Ge-
genieil, das Verelnigen von expandierenden oder kontrahierenden Biindeln, ist eine mdégliche Re-
chenmethode. Je grofiere Biindel man hat, desto mehr Blitter kann man suf einmal in der Zeit
verschieben. Und desto weniger Biindel miissen bei der Vereinfachung der zwiefachen Partition ver-
schoben werden. Durch das Vereinigen von expandierenden oder _kontrahjerenden Biindeln kann
daher der Rechenaufwand verringert werden. Dabei ist aber die Wernung aus Kapitel 5.2.2 z2
berticksichtigen: Wenn man zu grofie Biindel wihlt, dann kann man mdgliche Vereinfachungen
fibersehen. Auch Moglichkeiien, eine nicht zwisfache Pariition zu rekonstruieren, kdnnen auf die-
se Weise iiberschen werden. Ganz ausschliefen kann ich diese Risiken bei der Vereinigung vom
Biindeln nicht. Aber durch bestimmte Kriferien kdnnen die Risiken zumindest klein gehalien
werden. Diese henristischen Kriterien will ich im folgenden deﬁmeren, begriinden und an einem
Beispiel vorfiihren. o

6.8.1 Welche Biindel werden vereinigt?
Die Luswahikriterien
Nach welchen Kriterien soll man die Biindel answihlen, die vereinigt werden? Betrachten wir

hierzu zwei expandierende Biindel A und I'. Zwei E1genschaften von [ waren ﬁxr die Rechnung
den bisherigen Kapitel relevant:

o die kontrahierenden Biindel, mit denen T Orbitpaa.re bildet, und

e die Symbolischen Gebiete, in die das Gebiet [I'} ={J, ¢ @ durch die Dynemik f _a:._bge_bildet
wird. . ‘ ' ' _

Je mehr kontrahierende Biindel mit I Orbitpaare bilder und je mehr zeitliche Ubergéinge von (T
ausgehen, desto schwieriger ist die Vereinfachung der zwiefachen Partition oder die Rekonstruktion
der nicht zwiefachen Partition. Aus diesemn Grund empfichlt es sich, zwei Biindel A und T nur dann
zu vereinigen, wenn die Vereinigung A UT nicht mit mehr kontrahierenden Biindeln Orbitpaare
bildet und nicht mehs Uberginge aufweist als eines der urspriinglichen Biindel, sagen wir ['. Es ist
aber durchaus sinnvoll, auch ¢in weniger komplexes Biindel A mit dem Biindel I' zu vereinigen. Das
heiBt, das andere Biindel A darf mit weniger Biindeln Orbitpaare bilden und weniger Uberginge
aufwexsen als T'. Die Auswahlantenen fiir zu vereinigende Biindel A und I lauten deshalb:

‘e Das Symbolische Gebiet [4] besitzt pur Ubergange zu den Symbohschen Gebzeten Aze, zu
. denen such Ubergange vou [I'] zus fihren, und . - L S e

e das Biindel A bildet Orbitpaare nur mit den konuramerenden Bundeln mif denen auch r
Orbitpaare bildet.

Nach analogen Kriterien kann man auch die kontrahierenden Biindel aussuchen, die man vereinigt.
‘Beispiele _

‘Bei der Vereinfachung der AB—Partltlon in Kap. 5 wurden zu Beginn expandierende und kontrahie-
‘rende Biindel angemessener Grofe gewihli. Diese Biindel erfu]len die eben postu_herten Kntenen
‘nur teilweise und konner daher nicht vereinigt werden.

Zum Beispiel besitzen die expandierenden Biindel {{ALIB)”*BAe}* und {(AUB}“"‘AA@} in
: Abb 5.4 Ubergange zu den gleichen Biindeln, némlick {(4L1B)~* ABe} und {(AuB) = Ade}
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Sie bilden aber in Tabelle 5.3 Orbitpaare mit verschiedenen kontrahierenden Biindeln und sollten
daher nicht zum expandierenden Biindel {{4 i B)~® As}* vereinigt werden. In der Tat war es fir
die Vereinfachung der Partition wichtig, diese beiden Biindel zeitlich gegeneinander zu verschieben.
Ein weiteres Beispiel ist das expandierende Biindel {{ALIB)~* BAs}* in Tab. 5.3, das nur mit
solchen kontrahierenden Biindeln Orbitpaare bildet, mit denen auch das expandierende Biindel
{{AUB)~*BBs}* Orbitpaare bildet. Aber anch diese Biindel sollten nicht miteinander vereinigt
werden, denn in Abb. 5.4 (oder Abb. 5.5) fihren die Uberginge von ihnen aus zu verschiedenen
expandierenden Biindeln. Letstlich lassen sich keine der drei in Frage kommenden expandierenden
Biindel {(4 U B)~=4d4e}", {(AU B)"*BAe} und {(4 L B)"*BBe}* nach den postulierten
Kriterien zu gréfieren Biindeln vereinigen. Dasselbe gilt fiir die kontrahierenden Biindel in Tabelle
5.3 und Abb. 5.6 (oder Abb. 5.7). In der Tat wiirde das Vereingen dieser Biindel auch dazu fiihren,
da.ﬂ d.le Belsplelrechnung in Kap. 5 nicht mehr moghch wiire. - . :

anmemcu_ngen

Dagegen erlauben es die Auswahlkriterien, die expandierenden Biindel {(4 LI B)"ABs}" und
{(ALB)~* BBs}* zu vereinigen. Dies wiirde den weiteren Verlauf der Beispielrechnung tatsachlich
nicht blockieren, aber auch nicht wesentlich verkiirzen.

Im allgemecinen Fall empfehle ich, noch zwei weitere Kriterien zu beriicksichtigen. Das eine
Kriterium betrifft den Fall, daB von dem Symbolischen Gebiet [A] nur ein Ubergang ausgeht. Die
expandierenden Blatter in A sind also alle Urbilder von expandierenden Blittern. Sie bilden keine
Orbitpaare und werden im nachsten Zeitschritt nicht in kleinere expandierende Blitter unterteilt.
Ein solches Biindel A, wie sum Beispiel das eben erwihnte Biindel {{4 U B)~® ABe}, ldft sich
nach den cbigen Auswahlkriterien besonders leicht mit anderen Biindeln I' vereinigen. Doch da-
durch wird die Rechnung nicht unbedingé einfacher. Denn die Methoden ver Kap. 5 cperieren
im wesentlichen nur auf den anderen expandierenden Biindeln, die Blitter enthalten, welche im
nichstern Zeitschritt geleilt werden. Es ist daher sinnvoll, zunichst die Biindel su vereinigen, de-
ren Blétter geteilt werden. Wie wir weiter unten sechen werden, wird durch diese Vereinigungen
gleichzeitig festgelegt, was mit Biindeln geschieht, deren Blitter nicht geteilt werden.

Das andere Kriterinm ist wichtig, wenn nach der Vereinfachung der zwiefachen Partition eine
nicht swiefache Partition rekonstraiert werden soll. Es ist sinnlos, Biindel zu vereinigen, wenn
die Vereinigung wieder zerlegt werden mufl, um die Voraussetzungen fiir die Rekonstrukiion zn
erfiillen. Man sollte daher bei jeder Vereinigung von Biindeln darauf achten, daf} die vier Vorans-
setzungen 6.74, 6.75, 6.79 und 6.80 nichi verletzt werden. Bei den fo!genden Beispielen sind. diese
Voraussetzungen fir d1e Rekonstruktmn einer. zmefa.chen Paxtmon immer. e:i“uiit : g

g. 6 2 'Vez*emsgung von Eﬁnéein wahz'end der Veﬁ'emfac%mng der AB—
‘Partition -

In der Beispielrechnung von Kap. § warde die AB-Partition vereinfacht. Wie eben schon bemerkt,
konnen die anfinglichen expandierenden oder kontrahierenden Biindel kanm vereinigt werden.
Doch im weiteren Verlaunf der Beispiclrechnung entstanden Biindel, die alle Kriterien erfiillen, um
vereinigt zu werden. Diese Beispiele sollen im folgenden skizzieri werden. -~ .

Erstes Beispiel: Vercinigung kontrahierender Bindel

Der erste Vereinfachungsschritt in der Beispielrechnung fithrte zu den Orbitpaaren von Tab. 5.13
und den Ubergingen von Abb. 5.12. Nun gibt es zwei kontrahierende Biindel, die sich vereinigen
lassen, nimlich A = {sBA(AUB)Y ™} und I’ = {se EBB(AUB)** }*. Denn in Tab. 5.13 bildet A
nur mit dem kontrahierenden Biindel {(4 U B)~*BBe}* Orbitpaare, mit dem auch I Orbitpaare

bildet. Und in Abb. 5.12 (die in Abb. 6.4 enthalten ist) fiihren von [A] = ¢BA zwei verschiedene

Uberginge zu expandlerenden Bundeln deren. Blatter: geteﬂt Werden, un& EWar jeWeﬁs in zwel
Fostonhoiil oo : S - Lo e L . e

e BA -~ eBBA — oF BB und oBA eABA > eBA . (6.94)
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Beide 'ﬂbergénge sollen mit Ubergingen identifiziert werden, die von {I'] = sEBB ausgehen. Der
erste Ubergang kann wegen seines. Ziels nar mit -

e EBB —eEBB — eEBB (6.95)
identifiziert werden, der zweite Ubergang nur mit
e EBB - eAA —>eBA . {6.96)

Um die Biindel A und I’ vereinigen zu kdnnen, muB man deshalb zunichst die Zwischenstufer
oBBA und oEBB bzw. eABA und oAA miteinander identifizieren. Das heifit, man mufl das
Bundei {-ABA(A 4 B)‘*""’} rmt {sAA(A ug +"°} veremlgen, sowie das Biindel {aBBA(A U

ol mit fe EBE(A U BV}, Durch die Versinigung der Biindel A uad I, deren Blétter im.
gung 3

nacnsten Zeitschritt geteilt wexde-x, ist also gleichzeitig festgelegt, was mit den Biindeln {e ABA(AU
BYt=} und {eBBA(A LU B)*®}‘ geschicht, deren Blétter im néchsten Zeitschritt nicht geteilt
werden. Nach dieser Vereinigung bleiben nur noch zwel kontrahierende Biindel iibrig:

{(¢EBB U eBBA U eBA(AUB))(AUB)*™} und {(6.97)
{(c4A(AUB) U eABA)JAUB)T®} | (6.98)

Von den Beschriftungen 0 oder 1 der Ubergénge in Abb. 6.4.b liest man leicht ab, daf diese beiden
Biindel gleich {e1(0U )T} bzw. {e0(0 U 1)7=} sind. Daher kann die 01-—-Part1t10n auch noch
nach dieser Vereinigung expandierender Biindel rekonstruiert werden. '

Zweites Beispiel: Vereinigung expandicrender Biindel

Der zweite Vereinfachungsschritt in der Beispielrechnung fithrte zu den Otbitpaaren von Tab.

5.17 und den Ubergingen von Abb. 5.16, die Abb. 6.4 noch cinmal zeigte. Nun lassen sich auch
expandierende Biindel vereinigen. Zuerst konnen dic Biindel A; = {(AUB)™®(BAAeBUBABe
AV und Ty = {(AUB)~*°BBs}‘ vereinigt werden. Dabei wird der Ubergang A; — AABe — BBe
mit F'; — BBe — BBe identifizgiert und der Ubergang A; — BAe mit 'y — BAe. Die Vereinigung
ergibt das expandierende Biindel £ = {(AUB) = ((AUB)BBe EUAABeELI(BAAe BUBAB®
A))}. SchlieBlich kann auch das Biindel Ay = {{AUB) ®AAde A} mit ' = {(AUB)"*BAs=}
vereinigt werden, wobel {(A U B)“"’AAA s B} zu I hinsukommt. A}s Endergebms erhélt man
zwel expandierende Biindel: . o R e

{(AUB)"®(BAeE U Ads A} 3-un& Rt
{{AUB)™™((AUB)BBoF Ll AABeE U AddeB U {BAAaBUBABeA))}(ﬁ 100)

Diese beiden Biindel sind wiederum gleich {(0 Lt 1)7%°6e}* bzw. {{0 L 1)7*1s}". Nach diesen
Vereinigungen der. expandlerenden und kontrahxerenden Bundel 1st ‘es trlvml dxe Ol—Partltlon zu
rekonstrmexen T . : SR : o
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Mensch werde wesentlich,
denn wann die Welt vergehi,
so fdllt der Zufall weg,

das Wesen das besteht.

aus Angelus Silesins:
»Cherubinischer Wendersmann®

Kapitel 7

iskussion der schrittweisen
Vereinfachung --

7.1 Wie eindeutig ist das Ergebnis der schrittweisen Ver-
einfachung? i '

7.1.1 Welche Schritte der Rechnung sind zwangsl8ufig?

Die Suche nach einer einfachen generierenden Partition besteht, so wie sie hier vorgeschlagen
wurde, aus drei aufeinanderfolgenden Abschnitien.

Die Wah! eines Ausgangspunkies ist; wie bel anderen Gradientensuchverfzahren auch, ziem-
_ lich wilikiirlich. Zu dieser Wahl gehort nicht nur die Wahl der anfinglichen Partition, die

- die Grofle der anfinglichen expandierenden und kontrahierenden Blitter bestimmt. Auch

' dic Wahl der anfénglichen Biindelgrofien ist wichtig. Wenn diese Biindel zu groB gewihit
‘werden, dann kénnen méglicke Vereinfachungen iibersehen werden. ' : .

Die schrittweise Vereinfachung der swiefachen Peartition 13uft nach festen Regeln ab. Die
Orbitpaare bestiminen, welche Biindel zeitlich verschoben werden kénnen. Die Reihenfolge
dieser Vereinfachungsschritte ist allerdings nicht v&llig festgelegt. Wenn mehrere dieser Ver-
einfachungsschritte gleichzeitig moglich sind, besteht eine gewisse Willkiir darin, einen der
“Vereinfachungsschritte auszuwéhlen und zu vollziehen. o i o

Die Bekonsirukiion einer nicht swicfachen Partition, die nicht mehr Urbits verwechselt

.. als die urspriinglicke Partition, l&uft auch nach festen Regeln ab. Allerdings weiff man von

vorneherein nicht, wie viele Symbole geniigen, so da man moglicherweise mehrere Versuche

mit immer mehr Symbolen starten muB. Es kann dabei passieren, daB mehrere nicht zwie-

fache Partitionen gefunden werden, die dieselbe Zahl von Symbolen besitzen und dieselben

expandierenden und kontrahierenden Bldtter erzeugen. Solche Partifionen sind zum Bespiel

die 01-Partition mit iiberlappenden Symbolischen Gebieten von Kap. 6.3.4 und die normale
01-Partition mit disjunkten Symbolischer Gebieten.

7.1.2 Eine weitere ,einfachste Partition

In der Beispielrechrung von Kap. 5 gab es nur eine Stelle, an der wir die Wahl zwischen verschiede-
nen Vereinfachungsschritten hatien. Die beiden Biindel {{ALIB)~* A4e}’ und {s BB(ALIB}** ¥},
die im Abschnitt 5.4.7 einen Zeitschritt zuriick verschoben wurden, k8nnen statt dessen auch einen
Zeitschritt vor verschoben werden. Man erhilt das neue expandierende Biindel {{AUB} " AAEe}
und das neue konirahierende Biindel {B e B(A LI B}t }. Die weitere Rechnung verliuft dhnlich
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wie in der Beispielrechknung von Kap. § und 6. Das Endergebnis ist eine bindre Partition {eX, Y }.

X = eA U AAeB (7.1)
oY = BsB U BAeB . . (7.2)

Wegen e AABA = eBABB = { erweisen sich die Symbolsequenzen oY XYY = oY X XY = §
dei XY -Partition als unzulissig. Weil die XY -Partition nicht mehr QOrbits verwechselt als die
AB-Partition, kénnen die XY -Symbolsequenzen such riickiibersetzt werden.

A = YeX U XeXX (7.3)
leB.=.eY U XeXY o (7-4)

Durch Einsetzen der Regeln 4.34, 4.35, 4.32 und 4.33, die 01-Sequenzen in AB-Sequensen dibersei-
zen und umgekehrt, kann man 01-Sequenzen anch in XY —Sequenensen iibersetzen und umgekehrt.

X = o0 U 0lel U 0soll _ (7.5)
Y = 0e10 U 1lel g (7.6)
s = YeX U XeXXX - (7.7)
el = oY U XeXY U XeXXY (7.3)

Abb. 7.1 zeigt diese XY -Partition. Die Partitionsgrenzen schneiden dieselben Orbits wie die
Partitionsgrenzen der 01-Partition, nur zu anderen Zeiten. Auch somst kenne ich kein koordina-
tenunabhiingiges Kriterium der Einfachheit, dem zufolge die 01—Partition entweder einfacher oder
komplizierter wire als die XY —Partition. Sogar die intuititve Vorstellung von Strecken und Falien
1afit sich auf die XY -Partitior anwenden, wie Kap. 8.2.4 zeigen wird., Nur wegen der speziellen
Wahl der Koordinatenachsen in Abb. 7.1 ist das Falien etwas weniger anschaulich als Dei der
01-Partition.

Daf in vielen Verdffentlichurgen iiber die Symbolische Dyramik des Hénon Astraktors bei
Standardparameterwerten diese XY —~Partition immer fibersehen wurde und daf ich sie erst fand,
nachdem ich nur noch mit Symbolen stati mit geometrischen Konzepten rechnete, mag als Waz-
nung dienen, nicht zu sehr auf die geomeirische Intuition zu vertranen.

Die Ubersetzungsregeln 7.5 und 7.6 sowie die grammatikalischen Regeln dieser XY -Partition
des Hénon Attrakiors bei Standardparameterwerter shneln denen der XY -Partition des Hénon
Attrakiors bei schwacher Dissipation, die in Xap. 2.3.3, Gl. 2.10 und GL 2.11, eingefithrt und in
Kap. 4.2.1 und Ankang C.1 diskutiert wurden. Bei Standardparameterwerten ist allerdings die
Sequenz e X XX XV X +# @ nicht verboten, so dal es Orbitpaare gibt, die von der XY —Partition,
aber nicht von der 01-Partition erzeugt werden. Diese Orbitpaare werden am Ende von Anhang
C.1 in Gl C.51 berechnet. Abgesehen vor der Lage des Punkies o haben sie die Form:

LGS W XXX 3XXYXS4.... = w7 50000 11107, .. (79)
S XXX e YXYXSs... = .. T_4011e10107,... , (7.10)

wobei die horizontalen Sirviche wie in Gleichung 4.29 die Bereiche gleicher Symbole T; ¢ {0,1}
und S; € {X,Y} kennzeichnen. Umgekehrt gibt Anhang C.1 auch Orbitpaare der §1-Partition am,
die nicht gleichzeitig Orbitpaare der XY -Partition sind. Keine der beiden Partitionen kann daher
nach Kriterinm 4.1.2 beanspruchen, die einfachere su sein.

_‘?_"12?_ '_Mﬁ%i&%&gSg;hwierig};eiteﬁ

Wenn man diese Methode auf andere dynamische Systeme anwenden will, dann kénnen Schwie-
~.rigkeiten auftauchen, die bei der Beispielrechnung von Kap. b und 6 nicht auftraten. Fiir die
Schwierigkeiten, die mir auflielen, gibt es mehrere mégliche Lisungsansitze.
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Abbildung 7.1: Die XY -Pariition des Hénon Atiraktors bei Standardparameterwerten. Sie ist
anders, aber nicht unbedingt komplizierter als die 01-Partition in Abb. 2.4 und verwechself auch
nicht mehr Orbits sls diese. In Abb. a sind die Attraktorpunkie und die Abschnitte der stabilen

Mannigfaltigkeit wie in Abb. 2.4 eingetragen. Abb. b zelgt die Partitionsgrenzen bei drel aufem— _

anderfolgenden Zeiten. S1e trennen aEX von sEY eX von eY bzw. X e von Ys
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7.2.1 Anforderungen an einen Algorithmus

Der hauptsichliche Rechenaufwand liegt nicht in der Wahl der anfinglichen zwiefachen Partition,
sondern in ihrer schrittwelsen Vereinfachung und in der Rekonstruktion einer nichi zwiefachen
Partition. Dieser Hauptteil der Rechnung 1iuft nach festen Regeln ab. Es liegt deshalb nahe, ihn
einem Computer einzuprogrammieren. Wie Kap. 9 argumentieren wird, ist ein neuronales Netz
fiir diese Aunfgabe angemessener als ein traditionelles Computerprogramm. Trotzdem ist es inter-
essant zu sehen, ob die hier vorgeschlagenen Rechenregeln den Anforderungen geniigen, die man
an Algorithmen stellt. Manche diese Anforderungen wurden bereits diskutiert, wie zum DBeispiel
die Forderung, dafl endlich viele Symbole zur Hekonstruktion einer nicht zwiefachen Partition
geniigen. Es bleiben noch zwel wesentliche Anforderungen zu erfiillen: Die Reihenfolge der Ver-

einfachungsschritte mufl emdeutlg__festgelegt sein u.nd dxe Abfolge der Veremfachungsschntte muﬁ__'

irgendwann an ein Ende fithren. -

Die Rethenfolge der Vercinfachungsschritée kann auf zwel Weisen festgelegt werden. Man
kann durch recht willkiirliche Zusatzregeln eine bestimmte Reihenfolge suswihlen, auf die
Gefahr hin, eine der ,einfachsten” Partitionen zu iibersechen. Oder man kann nacheinander
alle moglichen Vereinfachungswege ausprobieren, was vor allem dann aufwendig wire, wenn
man mit einer feinen Partition aus vielen Symbolischen Gebieten beginnen wiirde. Diese
Alternativen und ihre Nachteile sind von anderen numerischen Optimierungsverfahren her
vertraut.

Das Ende der Vereinfachungsschritte ist nicht garantiert, wenn dieselben Biindel immer wie-
der in der Zeit vor und zuriick verschoben werden diirfen, ohne dafl neue Orbitpaare ent-
stehen. Wenn man daranf achtef, daB auch wirklich neue Orbitpaare entsiehen, dann sind
solche trivialen Endlosschleifen zwar ausgeschlossen, ¢in Ende der Rechnung aber noch nicht
unbedingt garantiert. Denn die Zahi der betrachieten Biindel kann zunehmen, wie zum Bel-
spiel beim Ubergang von Tab. 5.13 zu Tab. 5.17, so daB im Pringip immer nene Orbitpaare
durch immer kleinere Biindel gebildet werden kénnien. Um ein Rechenende zu garantieren,
solite man deshalb zweitens die Zahl der betrachteten Biindel begrenzen, wodurch such die
Rechnung weniger aufwendig wird. Dies ist durch das Vereinigen von Biindeln moghch das
in Kap. 6.6 diskutiert wurde. SR

Man kenn daher im Prinzip zus der hier vorgeschlageren Methode cinen Compuieralgorithmus

konstruieren. Dies ist aber vermutlich sehr aufwendig, da die verwendeten Konzepte neun sind und__

nicht 1e1cht mit Hilfe der géagigen programmxerspr&chen mplementlert Werden konnen

?’.5.2 E---_i che expandierende und kontrahierende Blatter

Eine weitere Schwierigkeit kann aufireten, weil ick, um die vorgeschlagene Methode moglichst
flexibel und leicht handhabbar zu machen, nur wenige Bedingungen an die expandierenden und

kontrahierenden Blitter gestellt habe. Im Prinzip kann jede Teilmenge ciner instabilen Mannig- -
faltigkeit als expandierendes Blatt deklariert werden, auch wenn sie vollig unzusammenhéngend -
ist, in keiner klaren Beziehung zur Dynamik steht und deshalb. bei Betrachtung des Phasenraumes
als L erratisch® erscheinen wiitde. Dies birgt eine Gefahr: Solche erratischen expandierenden und.
kontrahierenden Blétter kénuen ganz ungewohnhche Orbitpame bﬂden und dadurch d_te Verem— :

fachung der zwiefachen Partition stéren.
Teilweise warde diese Gefahr dadurch vermieden, daﬁ bel den Veremxa.cnungsscnnsnen nur

ganz bestimmte. Biindel als neue expandierende oder kontrahierende Biindel deklariert wurden.

Normalerweise werden dabei keine erratischen expandierenden oder kontrahierenden Blétter ent-
stehen. Wenn diese aber schon von der anfinglichen Partition erzeugt wurden, dann wird man sie

_auch nicht mehr los, es sei denn, sie konnen als Teilmenge eines gréBeren expandierenden oder.

kontrahierenden Blattes entfernt werden.
Wenn diese erratischen Blitter nicht entfernt werden, dann erschweren sie die Rekonstruktion
ciner micht awiefachen Partition. Denn von dieser nichi zwiefachen Partition wurde gefordert,
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daB sie alle expandierenden und komirahicrenden Blatier der zwiefachen Partition erzeugt, also
anch diejenigen, die man als erratisch bezeichnen wiirde. Und diese erratischen Blétter werden
normalerweise nur mit zusitzhichen Symbolischen Gebieten erzengt werden kdmnen.

Es kommt also za einem Konflikt zwischen den beiden verwendeten Kriterien der Einfachheit.
Nack dem neuen Kriterium der Einfachheit 4.1.2 (aus Kap. 4.1.2 soll die Zahl der Crbitpaare
vergrofert werden, was durch erratische expandierende und kontrehierende Blébter erreicht werden
kann. Das andere, triviale Kriterium wurde bei der Rekonstruktion der nicht zwiefachen Partition
beriicksichtigt: Die Zahl der Symbole soll moghchst klein sein. Deshalb sollten erratische Blétter
méglichst entfernt werden.

Wie ein solcher Konflikt zu entscheiden ist, h&ngt von den Zielen ab, die man mit Hilfe der
generie:enden Pa:tition erreichen will. Als Faustregel empfehle ich, wihrend der Vereinfachung

an Danti fflq:a. '7::.;-] ,-'lg“. nw]’\'!"“ﬁﬁ\ﬂn Zn anhtan n“r-]\ wenn Anr}nrn]’: A:n arra-

Aan prrialfnah
der swiefachen Pasztifion mur auf ax n alhuehy .

tischen Blatter erhalten bleiben. Denn der Rechenat.fwand ist geringer, wenn man nur auf dieses
eine Kriterinm der Einfachheit achtet. Nachdem man eine nichi zwiefeche Partition rekonstruiert
hat, kann man immer noch nachpriifen, welche Symbolischen Gebiete eigemtlich ndtig sind, um
den Phasenraum zu iiberdecken, und ob man viele Orbitpaare verliert, wenn man die restlichen
Symbolischen Gebiete entfernt. Allerdings kann es sich am Ende einer solchen Rechnung heraus-
stellen, da8 man fiir die Rekonstruktion einer nicht zwiefachen Partition maehr Symbole braucht,
als die anféngliche nicht zwiefache Partition besaf.

7.2.2 Lokale Maxima der Einfachheit

Bei vielen Verfahren, die eine bestimmte ,,Giite® schrittweise optimieren, besteht eine Hauptgefahr
darin, in einem lokalen, aber micht globalen Maximum der Giite steckenzableiber. Damit ist ein
Ergebnis gemeint, das sich zwar noch verbessern 188t, aber nicht durch die kleinen Anderungen,
aus denen das Optimierungsverfahren besteht.

Bei der Vercinfachang der AB-Partition zu der 01-Paztfition odeL der XY —Partition bleibt
man nur dann stecken, wenn man ganz besonders grofie Biindel wihlt (siehe Kap. 5.2.2). Um
dieses Risiko zu vermeiden, geniigte es in diesen Beispielrechnungen, jeweils vier anféingliche ex-
pandierende und kontrahiernde Biindel zu wihlen. Daf} so wenige Biindel gentigen, spricht fiir die
Qualitat dieser Methode.

Allerdings konnen. auch hierbei die expandierenden oder kontrahierenden Blétter storen, die
im letzten Abschniti als ,erratisch® beseichnet wurden. Dies passiert zum Beispiel, wenn man ein

expandierendes Biindel TV in der Zeit vor verschieben und ein anderes expandierendes Biindel v

unverindert lassen will. Wenn ein erratisches kontrahierendes Blatt mit beiden expandierenden
Biindeln Orbitpasre bildet, dann muf es auch zusammen mit I'Y vor verschoben werden, wobei
aber die Orbitpaare verloren gehen kdnnen, die es mit T% bildete. Was sonst ein normaler Ver-

cinfachungsschritt sein kénnte, der keine Orbitpaare entfernt, ist es nun ‘wegen des erratlschen .

kontrahierenden Blattes nicht mehr.
Normalerweise versucht man, ‘solchen lokalen Maxima der Giite zu entkommen, indem man

ab und zu auch einen Schritt erlanbt, der die (iite verschlechteri. Dies kann auf verschiedene

Weisen geschehen, zum Beispiel bei dem psimulated annealing®, wo kurzfristige Energieerhﬁhungen
dazu dienen, das globale Energieminimum molekularer Konfigurationen zu finden. In umserem
¥all wiirde das bedeuten, ab und zu Biindel auch dann in der Zeit zu verschicben, wenn dabei
Orbitpaare verloren gehen. Es sollten natiirlich mdglichst wenige Orbitpaare verloren gehen. Wenn
zum Beispisl ein kontrahierendes Biindel nur mit besonders wenigen expandierenden Biindeln

Orbitpaare bildet, dann ist es ein Kandidat dafiir, um einen Zeitschritt vor verschoben zu werden.

it etwas Geschick kann man anf diese Weise von einer ,einfachsten® Partition ausgehend die

anderen ,einfachsten® Partitionen finden. Zum Beispiel kann man von der §1-Partition des Hénon
Attrakiors bei Standardparameterwerten ausgehen und auf einem piaumblen Rechenweg d;e X Y—

?a.rtxtzon finden, was 1ch aber mcht vorfuhren w:]l
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7.3 Vorteile der Methode

Letztlich wird eine Methode durch erfolgreiche Anwendungen gerechtfertigf. Der Schwerpunkt
dieses Textes lag aber nicht bel Anwendungen, sondern bei der Diskussion des allgemeinen Falles,
Wenn der Leser auf die Abschuitte zuriickblickt, in denen die AB-~Partition vereinfacht wurde,
dann wird ihm suffallen, wie kurz man diese Beispielrechnung schreiben kann, nachdem man die

grundlegende Methode und die besonderen Rechenzeichen verstanden hat. Ein paar Vorteﬁe der

allgemeinen Methode sind aber auch ohne weitere Be1sp1e1rcchnungen zu erkennen '

7.8.1 Synthese bekannter Ans#ize

Die Methode vereinigt Elemente aus mehreren bereits verdfientlichten Ansdtzen, ist aber alige-
meiner anwendbar als diese. Zum Beispiel wurde in dem neuen Kriterium 4.1.2 das Kongept der
Tangentialpunkie nicht verwendet. Ein altes Kriterium fir die Wak! der Partition forderte, die
Partitionsgrenzen so zu legen, dafl sie jeden Orbit von Tangeniialpunkten genau einmial treffen
[30]. Dieses Kriterium scheint durch die XY —Partition und die 01-Partition des Hénon Attraktors
bei Standardparameterwerten erfiillt zu werden. Das nene Kriterium 4.1.2 der Einfachheit hatte
also in diesen Fallen die Nebenwirkung, dafl die ihm zufolge einfachsten Partitionen auch das alte
Kriterium erfiitlen und den Attrakior in moglichst wenig Tangentialpunkien schieiden.

Da das neue Kriterium der Einfachheit das Konzept der ,Tangentialpunkte® nicht verwendet,
ist es auf viel allgemeinere Fille anwendbar, sogar auf diejenigen von Kap. 2.3.3, wo die Partitions-
grenzen dem Atiraktor auch auferhalb von primaren Tangentialpunkien schmeiden mufiten. Und
manchmal kann das neune Kriterium der Einfachheit unter mehreren Pariitionen selbst dznn noch
eine als die einfachste auszeichnen, wenn dies mit Hilfe der Tangentialpunkie nicht mehr méglich
ist. Zum Beispiel erweist sich die 0i~Partition des Hénon Atiraktors bei schwacher Dissipation
einfacher als die XY -Paztition (siche Anhang C.1), obwokl in beiden Fillen die Partitionsgrenze
jeder Orbit vor Tangentialpunkten nur einmal trifft. ' '

Auch manche geometrischen Ansitze werden von der neuen Methode mit eingeschiossen und
verallgemeinert. So wird in Xap. 8 das Konzept ,Biindel von Blittern® dazu verwendet werden, nm
riumliche Ordnungen zu konstruieren. Und obwohl der topolegische Zusammenhang der Bldtter
fiir die hier vorgeschlagene Methode ohne Bedeutung ist, hat er sich wie von selbst eingestellt.

Denn bei den Ergebnissen der Vereinfachung, ndmlich der §1-Partition oder der XY —Partition.

des Hénon Attraktors, scheinen alle expandierenden Blétter einfach zusammenhéingend zu sein.

7.3.2.- Reme Symnozmampuiatmncu )

Fin wesenthcher Vorteil der vorgeschlagenen Methode hegt da.rm daﬁ sie nur aus &.Lgebraismen :

Manipulationen von Symbolsequenzen besiehi. Alles, was man als Ausgangspuskt fir die Sym-

bolmanipulationen brauchte, waren eine Partition des Phesenranmes und die grammatikalischen

Regeln der entsprechenden Symbolischen Dynamik. In der wezi:eren Rechnung muﬁte die Geometne j

des Phasenraumes nicht mehr betrachiet werden.
‘Deswegen ist die Methode auch unabhéngig von der Wahl des Koordmatensystems So konnte
die XY -Partition des Hénon Attrakiors bei Standardparameterwerten gefunden werden, obwokl

sie im Standardkoordinatensystem recht ungewdhlich aussieht. Und deswegen ist die Methode, die

hier nur fiir seltsame Attrakioren in zweidimensionalen dissipativen Systemen getestet worde, sehr
viel allgemeiner: Sie kénnte im Prinzip auch auf Hamiltonsche Systeme oder chaotlsche Sattel und
Repelloren angewendet werden, und zwar auch in hSheren Dimensionen. : : :
Es ist allerdings ungewiB, ob sich Pariitionen dann immer noch so gut vereinfachen lassen,
wie in den hier betrachteten zweidimensionalen Abbildungen. Denn auch in diesen ‘einfachen dy-
namischen Systemen waren Rechnungen per Hand zunéchst sehr aufwendig. Erst die besonderen
Rechensymbole, die hier eingefithrt wurden, machten diese Rechnungen handhabbar. Doch selbst
mit diesen effizsienten Rechenmet.hoden diirfie die Analyse hoherdimensmnaler Systeme sehr auf-
wendlg sein. :
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7.3.83 Nur kurze Symbolsequenzen sind wichtig

In der Einleitung wurde gefordert, daB sich Methoden der Nichtlinearen Dynamik prinzipiell auch
auf experimentelle Daten und micht nur auf computergenerierte Daten anwenden lassen sollen. Aus
verrauschten experimenielien Daten kann aber nicht abgelesen werden, welche langen Symbolse-
quenzen verboten oder erlanbt sind. Die Feinhelten der Symbolischen Dynamik bleibenr dadurch
verborgen. Dies beeintréichtigt die hier postulierte Methode wenig. Denn nur kurze Symbolse-
quenzen waren fir die Berechnungen der Orbitpaare und die anderen Rechenschritte wichtig. Die
lingste Sequenz, deren Unzulissigheit bei den Beispielrechnungen verwendet wurde, war nur sieben
Symbole lang (GL C.18).

Weil das Kriterium 4.1.2 der Einfachheit kaum von der Zuliissigkeit langer Symbolsequenzen
abhéngt, ist es zu vermuien, dafl bei Parameterinderung ,einfachste” Partitionen nur dann ver-
schwinden oder-neu erscheinen -kbnnen, wenn sich die Zulissigkeit von kurzen Symbolssguenzen
&ndert. Diese ist experimentell durchaus mefbar. Im Falle des bereits erwihnten NMR-Lasers [23]
konnte gemessen werden, bei welchen Parameterwerten die zuniichst verbotene Symbolseguenz 00
zuldssig wird [22]. Derartige Messungen kénnten. a.]ie gr&mmatikahschen Regeln finden, die man
fiir die hier vorgeschlagene Methode benoug» e 5 o : .

7.4 Allgemeine Lehren

Die Einleitung benutzte das Vorbild des Gehirns, um zu argumentieren, daf es noch unbekann-

te mathematische Prinzipien geben muB, mit denen sich eine Dynamik strukiurieren 1a8t. Diese

Strukiurierung der Dynamik sollte an die Dynamik seibst angepa$t sein. Von den einfachen chao-

tischen Systemen, die hier beirachiet wurden, bis zu den komplezen Sinnesdaten, die ein S#uge-

tiergehirn verarbeitet, ist ein weiter Weg. Doch auch bei diesen einfachen chaotischen Systemen _
mufte ich ziemlich viele nene Konzepte einfithren und mich zwischen ziemlich vielen alten Kon-

zepten entscheiden, bevor ich die hier vorgestelite Methede fand. Dabei habe ick ans diversen

Irrwegen einige Lehren gezogen, deren Bedeutung iiber die hier vorgeschla.gene Methode hinaus

gehen kann. Die meisten dieser Lehren habe ich bereits erwéihnt, doch ich will sie hxer noch emma.i

zusammenfassen und. mochhst adgemem formulieren..

7.4.1 Ge‘trenn‘ée %esc?nrei%nngvon Zukunft und Vergangenheit

Eine normale, nichi zwiefache Partition beschreibt Zukunft und Vergangenheit mit denselben
Symbolen. Eine zentrale Idee dieser Arbeit bestand darin, Znkunft und Vergangenheit durch ver-
schiedene Symbole zu beschreiben. Die Symbolischen Gebiete einer solchen zwiefachen. Partition.
lassen sich viel flexibler abéindern, als die einer nicht swiefachen Pariition.

Man kann sich den Unterschied so vorstellen, daf eine Anderung der nicht zwiefachen Partition
immer Auswirkungen auf alle Stellen der unendlichen Symbolsequenzen haben kann. Dagegen 158t
sich eine zwiefache Partition durch das zeitliche Verschieben von Biindeln viel gezielter abindern.
Zwar kénnen sich dabei in den halbunendlichen Symbolsegeunzen der expandierenden Blitter

.. 5258 1 und der kontrahierenden Bistter @SgSl . auck beliebig viele Symbole wandeln. Doch
an den meisten Stellen bedeutet das nur eine Anderung der Schreibweise, die ohne Bedeutung fiir
die Gestalt des Blaites ist. Nur wenn szch ein Symbol in der Nahe des Punktes e. amiert andert :
sich auch die Gestalt des Blattes. '

1In diesem Sinne kann die , Gegenwart® abgedndert werden, ohne daﬁ che entfernte Zukunft und
Vergangenheit betroffen werden. Dadurch la.ssen sich zmefache Pa.rtltmnen v1el ﬂenbier abandern
als mcht zmefache ?arutionen : :

7. é 2 Zusammenfassen von. Or’é)rts mzt gememsamer Eukunft oder Ver—.
-gangenheit : R BT

Die getrennte Beschreibung vor Zukunft und Vergangenheit ist nicht véllig neu. Auch eine stabile
Mannigfaliigkeit kann als Beschreibung der Zukunfi und eine instabile Mannigfaltigkeit als Be-
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schreibung der Vergangenheit aufgefafit werden. Dieser Beschreibung fehlt allerdings ein wichtiges
Elementi: Da die stabilen Mannigfaltigkeiten nur das asympiotische zukiinftige Verhalten bestim-
men, konnen zwei Orbits derselben stabilen Mannigfaltigkeit lange Zeit ihre eigenen Wege gehen,
bevor sie gegeneinander konvergieren. Deshalb wurde das Konzept der kontrahierenden Blatter
eingefiibrt. Ein kontrahierendes Blatt falt Orbits zusammen, die sozusagen ab der Gegenwart
cine gemeinsame Zukunft haben, Normalerweise werden diese Orbits in wenigen Zeitschritten ge-
geneinander konvergieren und dann in alle Zukunft beieinander bleiben. Durch dieses Konzept

wgemeinsame Zukunft® und das analoge Konzept ,gemeinsame Vergangenhelt“ werden d1e w1ch—

t1gsten koordinatenunabhingigen Bemehungen zwaschen den Orbiis eriam

7.4.3 Zusammenfassen der Blétter zu Biindeln

Bs gibt unendlich viele expandierende und kontrzhierende Blitter. Um auf ihnen operierea zu
kénnen, adaptierte ich die Methoden der Symbolischen Dynamik. So wie man somst Orbits durch
unendliche Symbolsequenzen beschreibi, beschiieb ich die expandierenden und kontrzhierenden
Blatter durch halbunendliche Symbolsequenzen. Durch diese Symbole wurden die unendlich vielen
Blatter gleichzeitig zu einer endlchen Zahl von expandierenden und kontramerenden Bunqeln
zusammengefaﬁt mit denen sich rechnen liefl.

7.4.4 Symbolische Gebiete diirfen iiberlappen

Es hat fiir die praktische Rechnung mit Symbolen viele Vorteile, wenn die Symbolischen Gebiete
disjunkt sind und jeder Orbit nur eine Symbolsequenz besitzt. Es hat aber zuch einen gewsliigen
Nachteil: Disjunkéie Symbolische Gebiete kénnen nur disjunkie expandierende Blétter erzeugen.
Die Menge der expandierenden Blitier kann aber viel flexibler abgesndert werden, wenn bei dieser
Anderung auch iiberlappende expandierende Blatter entstehen diirfen. Obwohl bei der Beispiel-
rechnung von Kap. 5 und 6 disjunkte Symbolische Gebiete durchaus geniigien, wiirde die allge-
meine Methode sehr unflexibel werden, wenn man disjunkte Symbolische Gebiete fordern wiirde.
Auferdem zeigte Anhang A.1 an einem eindimensionalen Beispiel, dafl die Partitionsgrenzen nur
dann durch die Dynamik und das Kriterium der Einfachheit eindeutig festgelegt sind, wenn die
Symbolischen Gebiete iiberlappen diirfen.

Die Folgen von iiberlappenden Symbolischen Gebieten fiir die Orbits sind zwar ungewohnt,
storen aber kaum: Jeder Orbit wird durch mehrere unendliche Symbolsequenzen beschrieben, von
denen jede allein geniigt, um ihn von anderen Orbits zu unterscheiden. Und wenn die beiden Orbits
« und B auf einem gemeinsamen kontrahierenden Blatt liegen und auch die Orbits # und v anf
einem gemeinsamen kontrahierenden Blatt iegen, dann gilt, weil diese beiden Bldtter verschieden
sein konnen, dasselbe noch nicht unbedingt fiir die Orbits a und -y, In anderen Worlen: Wens «
und G eine gemeinsame Zukunft haben und wenn 8 und -y ¢in gemeinsame Zukunft haben, dann
braucher & und v nicht unbedingt eine gemeinsame Zukunft zu haben. Zwar miissen o und v in
der assymptotischen Zukunit gegeneinander konvergieren, doch die nahe Zukunft kann verschieden
sein. Die durch die konirahierendern Blitter, das heiftt durch die ,gemeinsame Zukunft®, definierte

Begichung ist also nicht transitiv.

7.4.5 Topologischer Zusammenhang ist unwichtig

Manche erfolgreichen Methoden der Nichtlinearen Dynamik sind geometrischer Natur. Bei der
hier vorgeschiagenen Methode haben sich geometrische Konzepte aber cher als irrefihrend er-
wiesen. Wer die Abbildungen von kontrahierenden und expandierenden Bléttern in dieser Arbeit
beirachtet, der wird zu der Vermutung verleitel, alle expandierenden Blétier konnten als einfach
zusammenhingende Punktmengen gewhit werden. Eine solche geometrische Bedingung 148t sich
aber nicht mit einfachen Symbolmanipulationen nachprifen. Und in héherdimensionalen Phasen-
.rAumen 188t sich, wie Kap. 3.2.1 argumentierte, diese Bedingung wohl auch kaum erfilllen. ¥s war
deshalb wichtig, auf diese Bedingung zu verzichten. Durch diesen Verzicht kann man sich zwar die
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expandierenden und kontrahierenden Blitter einhandeln, die weiter oben als ,erratisch® bezeich-

net wurden. Doch chre dieses Risiko ist es mcht mdglich, die An&erungen der zw:efachen Paxtltmn '

flexibel zu gestalten.

7.4.8 Raumiliche Ordnung ist unwichiig

Die réumliche. Grdnung von Bldttern 188 sich nicht nur geomeirisch konstruieren, sondern, wie
Kapitel 8 zeigen wird, anch durch reine Symbolmanipulationen. Dabei werden dieselben Konzepte
verwendet wie bei der Vereinfachung generierender Partitionen. Die Konstruktion einer rEumlchen
Ordnung liefle sich deshalb auch mit der Vereinfachung einer generierenden Partition kombinieren.
Trotzdem sind die Methoden voneinander unabhingiz. Am leichtesten 148t sich eine zwiefache
Partition dann vereinfachen, wenn man die réumliche Ordnung der Blitter ignoriert.

Dadurch unterscheidet sich die hier vorgeschiagene Methode zur Konstrukiion generierender
Partitionen von den Anséitzen in {17], [69] und den anderen Veréffentlichungen, die in Kap. 8.2.2
und 8.2.3 erwihnt werden. Diece Ansitge stiitzen sich auf die rénmliche Ordnung im Phasenraum.
Damit unterliegen sie auch der Binschrénkung, dafi eine réumliche Ordnung konstraierbar sein
muf. In Kapitel 8.3.1 wird argumenticren werden, daf eine riumliche Ordnung nur auf eindimen-
sionalen stabilen oder instabilen Mannigfaltigkeiten konstruiert werden kann. Die Methode zur
Vereinfachung generierender Partitionen, die in dieser Arbeit vergeschlagen wurde, kenn dagegen
pringipiell auch auf hoherdimensionale Systeme angewendet werden. S
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Jeder hat seinen Orf.,
Man fragte Rabbi Abraham Jaakob: ,Unsere Weisen
sagen: ‘Kein Ding, das seinen Ori nichi hétte.’ Es
hat also auch der Mensch seinen Ort. Warum ist
dann den Leuten zuweilen so eng?” Er aniwortefe:
o - ,Weil jeder den Ort des anderen haben will “
Ka?'ﬁ %E_ g .- M. Buber: ,Die Erzihlungen der Chassidim®

8.1 iberblck

Es gibt noch andere Anwendungen fiir die hier eingefiihrten Rechenmethoden als nur die Verein-
fachung von generierenden Partitionen. Eine solche Anwendung, die Ausdehnung von ,rdumlichen
Ordnungen” auf imuner groflere Teile des Attraktors, wird in diesem Kapitel diskutiert. Uber
réumliche Ordnungen von chaotischen Attraktoren wurde viel verdffentlicht. Am einfachtsten sind
riumliche Ordnungen zu vesstehen, wenn die Abbildung f eindimensional ist. Abschnitt 8.2.1
stellt die Definition und den Nutgen dieser eindimensionalen Ordaung dar.

Bai gweidimensionalen invertierbazen Abbildungen f wurde auf eine analoge Weise versucht,
zwel Ordnungen einzufiihren, ndmlich ,rechis-links“ entlang der expandierenden Richtung und
»oben-unten® entlang der konirahierenden Richtung, Damit 138t sich das intuitive Bild prézisieren,
mit dem schon Hénon [40] die Wahl seiner Abbildung begriindete, daf nimlich die Dynemik aus
einem Sirecken und Falten besteht. Tatsichlich gibt es sogar mehrere Weisen, wie die Dynamik des
Hénon Attraktors bei Standardparameterwerten als ein Strecken und Falten interpretiert werden
kanan. Bine bhekannte Weise, die auf der 01-Partition beruht, und eine neue Weise, die zuf der

XY -Partition bervhé, werden in Kap. 8.2 dargestellt. Die durch diese Partitionen bestimmten

réumlichen Crdnungen sind selbstkonsistent, das heifit, die sich kreuzenden Richtungen ,rechts
und ,,oben® haben iiberall dieselbe Crientierung zueinander. Dock nicht jede Paztmon -definiert
eine selbstkonsistente riumliche Ordnung, die AB-Partition zum Beispicl nichi.

Abschnitt 8.3 schligt cine neue und systematische Methode vor, um eine kousistente réumliche

Ordnung zu finden. Die Methode setzé voraus, daf auf allen hinreichend leinen expandierenden

und konirahierenden Bindeln bereits réumliche Ordnungen definiert werden konnten. Wenn man
diese Ordnungen kennt und weif}, wie sie durch f aufeinander abgebildet werden, dann kann man
die algebraischen Methoden der vorherigen Kapitel anwenden, um die réumiichen Ordnungen
auf gréfere expandierende Biindel auszudehnen. Die Geometrie des Phasenraumes braucht dabei

nicht -weiter betrachtet zu :werden. Als Beispiel werde ich die kleinen expandierenden Biindel = -
betrachten, die in Kap..5 bel der Vereinfachung der AB-Partition entstanden. Als Ergebnis dieser -

Beispielrechnung wird sich tatsichlich die senkrechte Ordnung der 01-Paztition ergeben.

Ein Vorieil dieser algebraischen Rechenmethode ist wieder, daf sie sich auf Systeme anwenden
188%, die mehr als eine Dimension haben. Doch auch sie ist Einschrénkungen unterworfen. Eine
rechis-links Orduung kann nur auf instabilen Mannigfaltigkeiten definiert werden, die eindimen-
sionsl sind, und eine oben—unten Ordnung nur suf stabilen Mannigfaltigkeiten, die eindimensional

sind. Abschaitt 8 3.1 argumentlert daﬁ jede smnvolie raumhche Ordmmg (hesen Emschrankungen

umerworten 1sr. -
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" Abbildung 8.1: Wiederholung der eindimensionalen Funktion fin Abb. 2.2 -

8.2 - _Eiemen‘éiafes HUr %&umﬁichen :O?rdx.m;ng:._’ S

8.2.1 REumliche Ordnung in einer Dimension

Abb. 8.1 zeigt noch einmal die eindimensionale Funktion f aus Kap. 2.2.2, Abb. 2.2. Wie man sieht,
sind die Intervalle eLL, o LR, e RR und e RL in dieser Reihenfolge von links nach rechis entlang der
z—Achse angeordnet. Auch Sequenzen mit mehr als zwel Symbolen kénnen auf diese geometrische
Weise -angeordnet werden. Am meister Information stecki in der Ordnung der hatbunendlichen
Sequenzen 855515, ... (mit S; € {R, L}). Mathematisch kann diese waagrechte Ordnung dadurch
erfaft ‘werden, daf die Menge {s(R U L)**} der haibunendiicher Symbolsequenzen durch eine
Funkéion 7 (d. h. ,rechis®} auf irgendeinen durch ,<* geordneier Raum abgebildet wird, wie

zum Beispiel den Raum der reellen Zahlen. Dabel miissen gema Abb. 8.1 die Ordnungsrelationen
#(eLL...) < #(eLR...} < #(eRR...)< "w(sRL...)erfiilli werden. Weitere Ordnungsrela-
tionen missen erfiillll werden, um Symbolsequenzen zu ordnen, die in der ersten beiden Symbolen -
itbereinstimmen. Alle solchen Ordnungsrelationen kann man am besten indukiiv angeben: Fiir alle
halbunendlichen Symbolsequenzen o, 7 der Gestalt SoS1.5s ... (mit S; € {R,L}) soll gelten: .- .

o rlele) < rleln)  Gls sfe)<r(er) o (82)
G or(eRe) < r(eRr) o falls m(eo) >r(er) LT (88)

. Durch diese Ordnungsrelationen ist gleichzeitig die Lage » genau genug festgelegt. Denn es ist fiir
das folgende ohne Bedeutung, in was fiir einem Raum die Funktionswerte r{so) liegen und wie
groB ihr Abstand in diesem Raum ist.

Wie man leicht sicht, stimmt die so definierte Ordnung 7 tatsichlich mit der Reihenfolge iibe-

‘rein, in der die durch Symbolsequenzen 55 ... beschriebenen Punkte auf dem Einheitsintervail
liegen. Die Beziehungen 8.2 und 8.3 driicken nichts anderes aus, als dafi die Funktion f auf dem
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Linken Teilintervall streng monoton wachsend und auf dem rechten Teilintervall streng monoton
fallend ist.

Derartige raumliche Ordnungen von eindimensionalen Funktionen wurden in vielen Verdffentli-
chungen diskutiert. Ein Uberblick findet sich in {70]. Worin besteht der Nutzen solcher riumlichen
Ordnungen? Man kann mit ihrer Hilfe bestimmen, welche Symbolsequenzen erlaubt und welche
verboten sind. Im Falle von Abb. 8.1 kann kein Attraktorpunki weiter rechts Hegen als das Abbild

F(z.) des kritischen Punkies. Die Symbolsequenz ox des Abbildes f(=.), die Knetsequenz genannt
wird [51], ist daher maximal: V7 : {ex) > #(o7). Wenn die Symbolsequenz ¢5¢515; ... moglich
ist, dann gilt deshalb fir alle thre um t Symbole verkiirzten Teilsequenzen:

(9.5';.514.1 D) < rlex) . (8.4)

sse nobtwesn 16!3 BCA Lsuus mt Sogar }. n-elchend \\hf! !rnnn n“f c{'n{"n:rn F‘un]rhn'npn ‘F Tn‘l{' mP]’“‘

Maxima verallgemeinert werden (siche z. B. [70]). Dieser scheinbare Umweg iber dle rdumliche
Ordnung ist tatsichlich der einfachste bekannte Weg, um alle méglichen Orbits eindimensionaler
Abbildungen zu klassifigieren.

8.2.2 Die Standardordnung des Hénon Attrakiors

In einer Dimension geniigt die rechts-links Ordnung, um die Reihenfolge der Punkie im Phasen-
raum zu beschreiben. In zwei Dimensionen bendtigt man zwei rdumliche Ordnungen: die waagrech-
te Ordnung ,rechis-links* und die senkrechte Ordnung ,oben—unten. Diese Ordnungen wurden
insbesondere fiir den Hénon Atiraktor untersucht.

Abb. 8.2 zeigt noch einmal den Hénon Attraktor bei Standardparameterwerten o = 1.4,b = 0.3.
Die durchgezogene Linie umrahmt ein Gebiet, das in sein Inneres abgebildet wird. Dieses Bild wird
von der gestrichelten Linie umrahmt und hat die fiir die Hénon Abbildung typische Bogenform.
Abb. 8.3 zeigt denselben Sachverhalt schematisch. Schon in Hénons urspriinglicher Arbeit [40]
ist ein solches Schema zu finden. Es verdeutlicht die intuitive Vorstellung, da$ die Dynamik f
aus Strecken und Falten besteht. Damit sich diese Vorstellung méglichst bequem durch Symbole
ausdriicken 1&8t, empfiehlt es sich, die Position des Punktes e in Symbolsequenzen so zu wihlen,
daB die Symbolischen Gebiete o 4; durch ungefihr senkrechte Partitionsgrenzen und ihrve Abbilder
A:e durch ungefihr waagrechte Partitionsgrenzen getrennt werden. Dies ist zum Beispiel bei der
0i-Partition in Abb. 2.4 der Fall.

Damit ist nur die grobe Lage der Partitionsgrenzen festgelegt. Wie die genaue Lage der Par-
titionsgrenzen zu wihlen ist, damit sie mit der intuitiven Vorstellung von Faltungen iiberein-
stimmen, wurde bereits in Kap. 2.3.2 dargestelli und soll hier nur knapp wiederholt werden. Die
Grenze zwischen den Symbolischen Gebisten 0 urd ls wurde so gewihlt, daB der Atirakior in
den ,priméren® Tangentialpunkten |30] geschnitien wird, wo weder die Kriimmung der instabilen
noch die der stabilen Mannigfaltigkeit besonders groB ist. Bei den Bildern f%(=z.) dieser Tangen-
tialpunkte 2, wichst die Kriimmung der instabilen Mannigfaltigkeit exponentiell schnell mit ¢
an. Umgekehrt finden sich groBe Kriimmungen der stabilen Mannigfaltigkeit bei den Urbildern
der Partitionsgrenze. Da Tangentialpunkte wahrscheinlick dicht suf dem Aitraktor liegen (siehe
Kap. 2.3.2), sind vermutlich in jeder noch so kleinen Umgebung eines Attraktorpunktes beliebig
groBe Kriimmungen der instabilen und stabilen Mannigfaltigkeit zu finden. Anhang A.2 zufolge
sind diese Kriimmungsradien so klein, dafi der Eindruck, den Abbildungen wie 8.4 vermitieln,
wohl kein numerisches Artefakt ist: Lange Abschnitte der stabilen Mannigfaltigkeit liegen in et-
wa parallel zueinander und strukiurieren die Umgebung des Attraktors, indem sie die ungefihre
Rlchtung der zukiinftigen Kontraktion anzeigen. Umgekehrt sieht der Attraktor aus wie ein Stapel
aus langen, perallelen Abschuitten der mstabllen Manmgfa.lngkelt dle eine ungef’ahxe Rlchtung
. der-vergangenen Expansion anzeigen. " ¢ '

Die Grundidee bei der Konstruktion einer zwe1d1mensmna.1en raumhchen Ordnung besteht dar-
in, diese Abschnitte als eine Art von Koordinatensystem zu betrachien. Das heifit, die Relation

ahanb avdnai Punkia dia anf damealhan A hechniti dor ciohilen Mennigfalticksit lisoan: r:hp Re-- -

- ODCIL L ONGQHICy IUAALD, QI dul GLINStaCh fsdstiiliapt E01 SLoURTL LORUIgIaiviamnTiy minbal, 2t v

lation ,,rechts ordnet Punkie, die auf demselben Abschnitt der instabilen Mannigfaltigkeit liegen.
Wie grofl diese Abschnitte sind, ist durch die Symbolischen Gebiete 0s und le festgelegt.
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Abbildung 8.2: Attraktionsgebiete des Hénon Attraktors bei Standardparameterwerten. Das von
der durchgezogenen Linie wmrahmte Gebiet wurde so gewdhli, dab es durch die Dynamik f in
sein Inneres abgebildet wird. Die gestrichelten Linie ist das Bild der durchgezogenen Linie. Die
Bilder der vier Punkte P, @, B und S sollen verdeutlichen, wie das urspriinglich eher ovale Gebiet
durch Strecken, Stauchen, Spiegeln und Falten bogenférmig wird. Die Attr&ktorpunkte aund die

Abschnitte der sta.bﬂen Ma.nmgfaltigkelt sind . wie in Abb. 2.4 emgetragen
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Abbildung 8.3: Schematische Wirkung der Hénon Abbildung. Wie in Abb. 8.2 ist eine durch-
gezogene Linie mit vier Punkten P, (J, R und 'S versehen. Die gestrichelte Linie soll ihr erstes
Abbild illustrieren, die gepunkiete Linie ihr zweites Abbild. Die Gestalt der gepunkteten Linie

erinnert schon etwac an den Hénon Attraktor. Kontrahierende Bliatter kann man sich cr}:pmnhqr‘h

Spalil Glichal Sital o SUAiCa LR LIEL

CILANRCI Y BLAtV OWWaS S Tal Sinaitrl SULWIARLU, QNI ENIEICHUD DAyl

als__.«;enk_rec_:h_te Linien vorstellen und expandierende Blétter _a.ls__wa_agrephte Linien,
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Ublicherweise definiert man die senkrechte Lage U (,,up®) so, daf sie nur von der vergangenen
Symbolsequens ...S_25 1o (mit S; € {0,1}) abhingt. Dann lassen sich die neuen Begriffe aus
Kap. 3 anwenden: Die Abschnitte, entlang derer Punkte waagrecht oder senkrecht geordnet sind,
sind die expandierenden oder kontrahierenden Blitter. Und alle Punkie eines expandierenden
Blattes fiegen auf gleicher Hohe. Umgekehrt héngt die waagrechte Lage R (,,right) nur von der
zukiinftigen Symbolsequenz ©5p5; ... ab und ist deshalb fiir alle Punkte eines kontrahierenden
Blaites dieselbe.

Die prézise mathematische Definition der senkrechten Lage U und der waagrechten Lage R
verlguft wie im ecindimensionalen Fall, der im letzten Abschnitt besprochen wurde. Wieder sind
U und R Funktionen, die halbunendliche Symbolsequenszen in einen durch ,,<“ geordneten Raum
abbilden. Die Ordnungsrelationen werden wieder induktiv definiert [15}: Fiir alle halbunendhchen
Svmbolseauenzen o, 7 der Gestalt SpS5152 .. (mlt S e {0, 1}) soll geiten

R(eﬂcr) < R(el-r) _ o - “ (8.5)

R(ellc) < R(el7) falls R{s0) < R(eT) ' S (8.86)
R{elg) < Relr) falls B(sc) > R(eT) . o (8

Und fir alle &, 7 der Gestalt ....5..35_25_1 soll gelten:

U(ole) < U(rls) | (8.8)
U(els) < U(rGe)  falls U{os) > U(re) ' (8.9)
Ul(ols) < U{rls) falls U(oe) < U(re) . {8.10)

Wieder lassen sich diese Beziehungen geometrisch deuten. Die Ordnungsrelationen von R sind wie
bei einer eindimensionalen Abbildung mit zentralem Maximum (Gleichungen 8.1 bis 8.3). Ergo
behalten die linken kontrahierenden Blitter ihre waagrechte Reihenfolge unter der Abbildung f,
wihrend sich die waagrechte Reihenfolge der rechten kontrehierenden Blitter umkehrt. Dies kann
man leicht in Abb. 8.2 oder 8.3 nachpriifen. Auch die durch Gl. 8.8 bis 8.10 ausgedriickte Wirkung
der Abbildung F~! auf die expandierenden Blétter kann geometrisch nachvollzogen werden. Die

senkrechte Lage dieser Blitter dndert sich so wie die waagrechte Lage von Punnten, auf die eine

eindimensionale Abbildung mit zentralem Minimum wirkt.

8.2.3 Andere Konstruktionen vor réumlichen Ordnungen

Diese riumbiche Ordnung des Hénon Attraktors wurde im Detail von Critanovié, Gunaratne und
Procaccia [15) untersucht. Sie interpretierten R(ec) und U{ro) als reelle Zahlen. Als Koordinaten
definieren diese Zahlen die ,Symbolische Ebene®. Nach dieser Koordinatentransformation ist die
Abbildung f besonders einfach. Leider sind solche Koordinatentransformationen, genau wie ihre
eindimensionalen Analoga, {iberail unstetig, falls irgendeine endliche Symbolsequenz verboten ist.

" In der Symbolischen Ebene sind waagrechte Linien das, was expandierende Blatter im Phasen-
raum sind. Ebenso entsprechen sich senkrechte Linien und kontrahierende Bidtier. Allerdings sind
die Konzepte der expandierender und kontrahierenden Blitter aligemeiner als die der waagrechien
und senkrechien Linien, weil letztere nur in zweidimensionalen Systemen mit globaler rdumlicher
Ordnung definiert werden komnen und weil in alien mir bekannten Symbolischen Ebenen die Zu-
kunft und die Vergangenheit durch dleselbe Partition beschneben aund die Symbolischen Gebiete
als disjunké angenommen wurdein.

Leider kann man in zwei Dimensionen nur schwer aus der rdumlichen Ordnung ablesen, welche
Symbolsequenzen zuldssig und welche verboten sind. In einer Dimension folgt aus dem einen

_ keitischen Punkt z. die eine Zuldssigkeitsbedingung (8.4). In zwei Dimensionen folgen analog -

aus den unendlich vielen Tangentialpunkten unendlich viele Zuléssigkeitsbedingungen (die in der

Symbolischen Ebene als ,, Stutzfront® oder ,pruning front® dargestellt werden). Es wird vermutet, _

daB diese Bedingungen auch hinreichend fiir die Existenz eines Orbits sind. Auf diese Weise wurden

in [17] immerhin alle verbotenen Symbolsequenzen bis zur Linge 31 numerisch berechnet. In [69]
wu‘fden etwas weniger umfangreiche grammatikalische Regeln per Hand untersucht, ohne daf ein
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einfaches Schema sichtbar wurde. Die Zahl der verbotenen Symbolsequenzen, die keine kiirzeren
verbotenen Sequenzen enthalten, wichst mit zunehmender Linge n der Sequensz rapide an, und
zwar in zwei Dimensionen etwa wie exp(n-Xy-(de—1)/d,), wobei d, die fraktale Attraktordimension
und A, der positive Lyapunov Exponent ist [16]. Diese Details der Grammatik brauchen hier
nicht weiter betrachtet zu werden, da wir nur die kurzen verbotenen Symbolsequenzen zu kennen
brauchen.

Ubrigens wurden rdumliche Ordnungen auch zur Analyse diverser anderer dynamischer Syste-
me verwendet. In hyperbolischen Systemen mit genau einer instabilen Richtung wurden &hnliche
Konzepte schon vor langer Zeit verwendet, um hoherdimensionale Attrakioren auf eine eindimen-
sionale , versweigte Mannigfaltigkeit“ zu projizieren (siche z. B. die Einféhrung in [33]), Aus diesem
Amnsatz entwickelten sich spiter Versuche, dynamische Systeme mit Hilfe topologischer Methoden
zu behandeln, insbesondere mit Methoden der Knotentheorie. Ein knapper Uberblick findet sich in
(52]. Diese Methoden lassen sich auf Fliisse im Phasenraum noch besser anwenden als auf diskrete
Abbildungen. Alierdings sind sie nur dann anwendbar, wenn es nicht mehr als eine instabile und
eine stabile Richtung gibt. Die einzige mir bekannte Ausnahme [54] stellt eine Methode dar, die
aus anderen Griinden auf ganz spezielle dynamische Systeme beschrinkt ist.

Sogar in Hamiltonschen (d. h. nicht dissipativen) Systemen kénnte man zumindest lokal cine
rdumliche Ordnung konstruieren. Der interessierte Leser sei an (48] verwiesen, wo eine réumliche
Ordnung zwar nicht explizit erwdhnt wird, aber in der Anordnung der ,Resonanzen® doch offen-
sichtlich ist (insbesondere in der dortigen Abbildung 57). All diese Verdffentlichungen zeigen, daf
réumliche Ordnungen ein breites Anwendungsfeld haben.

8.2.4 Geometrische El_lustratian

Die Darstellung in der eben erwihnten Symbolischen Ebene ist wegen der unstetigen Koordi-
natentransformation wenig anschaulich. Im folgenden werde ich daher eine andere Darstellung
verwenden. Dabei wird die Partitionsgrenze in der Zeit vor bzw. suriick iteriert, so da$ sie die
instabile bzw. stabile Mannigfaltigkeit nahe der starken Kriimmungen schneidet. Zwischen diesen
Schnitten kann man in Phasenraumportraits wie Abb. 8.4 bzw. 8.5 die expandierenden bzw. kon-
trahierenden Blitter erkennen. Die Richtungen ,rechts* bzw. ,oben® werden dann einfach durch
Pfeile angedeutet, die ungefiihr parallel zu den expandierenden bzw. kontrahierenden Blittern
sind.

Wie werden diese Richtungen ,oben® und ,rechis gewahlt? Auf einem expandierender Blatt
kann die Richtung ,rechts® frei gew&hlt werden. Da der sweidimensionale Phasenranm eine orien-
tierbare Mannigfaltigkeit ist, wird dadurch die Richiung ,oben® auf allen konirahierenden Blittern
festgelegt, die das expandierende Blatt schneiden. Diese kontrahierenden Blitter schneiden weitere
expandierende Blétter und legen dadurch deren Richtungen ,,rechts® fest, und so weiter. Doch nicht
immer erhélt man aof diese Weise eine selbstkonsistente riumliche Ordnung. Die AB-Partition
des Hénon Attraktors bei Standardparameterwerten erzeugt expandierende und konirahierende
Blétter, die sich so schneiden, daf die Richtungen ,oben® und ,rechts“ nicht iberall in Einklang
gebracht werden konnen (Abb 8.6}. Dagegen findet man fiir die XY —Partition ‘eine raumliche

Ordnung (Abb. 8.7 und 8.8). Die bekannte riumliche Ordrung der G1-Partition wurde bereits in

Glelchung 8 5 blS 8 7.und 8.8 bis 8.10 definiert und in Abb. 8 4 und 8. 5 da:gesteﬂt

8. 3 Aiigememe Kﬁnstyukﬁsn einer raumhchen @Edmmg "

Diese geometrische Konstruktion einer rdumlichen Ordnung funktioniert nur dann gut, wenn iiber-
sichtliche Darstellungen des Phasenraumes vorliegen, komplett mit stabiler und instabiler Man-

mgm"altlgkezt Was tut man aber, wenn der Phasenraum hochdimensional ist und sich nicht mehr

auf einen Blick iibersehen 1&Bt? Was, wenn der Verlauf der stabilen Mannigfaltigkeit nur in unmit-

telbarer Nahe des Attraktors bekannt ist? D1e in den blshengen Kaplteln emgefuhrten Methoden -
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Abbildurng 8.4: Die senkrechte Ordnung, die von der 0i-Partition auf dem Hénon Atirakior bei
Standardparameterwerten erzeugt wird. Die “Attraktorpunkte und die ‘Abschnitée der stabilen
Mannigfaltickeit ‘sind ‘wie in Abb. 2.4 eingetragen. Die gestrichelten Linien unterteilen wie in
Abb. 3.3 die stabile Mannigfaltigkeit in kontrahierende Blitter. Die Pfeile deuten die Richtung
,oben® auf diesen kontrahierenden Blittern an. Die Richtung ,oben® zeigt immer entla.ng der
stabilen Mannigfaltigkeit und wechselt abrupt an den gestrichelten Liniexn.- e e
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Abbildung 8.5: Die waagrechte Ordnung, die von der 01-Partition auf dem Hénon Atiraktor bei
Standardperameterwerben erzengt wird. Die Attraktorpunkie und die Abschnitie der stabilen
Mannigfaltigkeit sind wie in Abb.. 2.4 eingetragen. Die dicken durchgezogenen Linien untertei-
len wie in Abb. 3.2 die instabile Mannigfaltigkeit in expandierende Blatter. Die Pfeile deuten
die Richtung ,rechis® auf diesen expandierenden Blitiern an. Diese chhtung ,,rechts“ kreuzt che
Richtung ,,oben“ aus Abb. 8.4 immer mit der richtigen Orientierung. W :
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Abbildung 8.6: Die AB-Partiton des Hénon Atirakiors bei Standazdparameterwerten erzengt
keine selbstkonsistente riumiiche Ordnung. Die Atiraktorpunkie sind wie in Abb. 4.2 cingeizagen.
Die vier Attraktorpunkte ‘P, Pp, Py und P; liegen jeweils paarweise auf kontrahierenden und
expandierenden Bléttern (dicke durchgezogene Linien), die von der AB—Partiton erzeugi werden.
Wenn P als oberhalb von P; definiert wird, dann liegt Pj rechts von Py und Pi rechts von Ps.
Auf dem kontrahierenden Blatt von Pj und P4 kenn dane aber keme Richtung ,oben® gewa.}ﬂt
werden, die mit diesen beiden Richtungen ,rechts® in Einkiang ware.
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Abbildung 8.7: Die senkrechie’ Ordnung, die ‘von der XY -Partition auf dem Hénon Aftraktor
bei Standardparameterwerten erzengt wird. Die Attrakiorpunkie und die Abschnitte der stabilen
Mannigfaitigkeit sind wie in Abb. 7.1 eingetragen. __D_ie gestrichelten Linien unterteilen die stabile
Mannigfaltigkeit in kontrahierende Blétter 0505, . ... Die Pfeile deuten die Richtung ,oben* auf
diesen kontrahierenden Blittern an. In ¢XYY und in einem Texl von eX YX ist nun dorf; ,,oben 'y
wo im Falle der Ol—Part-xtlon in Abb 8 4 ,,unten“ war. _' o o . _ :

122

gy




b
B

Y

o
i
|

'
o

I
©

(]

1ot !
Abbildang 8.8: Die waagrechte Ordnung, die von der XY—Partition auf dem Hénon Attraktor
bei Standardparameterwerten erzeugt wird. Die Attraktorpunkte sind wie in Abb. 7.1 eingetra-
gen. Die gestrichelten Linien unterteilen die instabile Mannigfaltigkeit in expandierende Blditer
...S_25_je. Die Pfeile deuten die Richtung ,rechts” auf diesen expandierenden Bléttern an. In

dem Gebiet X Xo sind manche der expandierenden Blétter S—formig gebogen. Trotzdem ist-die

Richtung ,rechis” iiberall in Einklang mit der Richtung ,,0ben® in Abb. 8.7 -~
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8.8.1 Senkrechfe Ordnung benachbarter expandierender Blitter

Dieser Abschritt argumentiert, daf sich benachbarte expandierende Blitter dann und nur dann
senkrecht ordnen lassen, wenn die stabile Mannigfaltigkeit eindimensional ist. Diese Ordnungsrela-
tionen zwischen benachbarten Blitiern sind Voraussetzung fiir die folgenden Abschnitte, in denen
die Ordnungsrelationen schrittweise anf immer mehr Blétter ausgedehnt werden.

Beispiele fiir senkrechte Ordnungen in zwel Dimensionen wurden in Abb. 8.4 und 8.7 gegeben,
Es gibt Plausibilitétssrgumente, dafl sich réumliche Ordnungen auch in héheren Dimensionen d,
konstruieren lassen, falls nur ein Lyapunov Exorent negativ ist, die Partition generierend ist, ihre
Symbolischen Gebiete 4;e disjunkt sind und deren Réinder §(4;e) alle Orbits von Tangentialpunk-
ten schueiden. Denn dann wird die instabile Mannigfaltigkeit durch f*(6(4:e)), ¢ = 0,1,2... bei
allen scharfen Kriimmungen geschnitten und zerfsllf in expandierende Blatter, die wie in einem
Stapel nebeneinander liegen, chne sich zu schneiden. Auf sinem selisamen Atirakior bilden die-
se expandierenden Blétter eine fraktale Strukinr, so daf beliebig nahe an jedem expandierenden
Blatt andere expandierende Blitter liegen.

Es ist wichtig, dafl (auf fast allen Orbits) nur ein Lyapunov Exponent negativ ist. Denn dann
sind (fast slle} expandierenden Blitter (d, — 1)-dimensionale Blitter in einem d,~dimensionalen
Raum. Als solche liegen sie in einer mehr oder weniger offensichtlichen Reihenfolge nebeneinander.
Wéren sie nur (d, ~ 2)-dimensionale Blitter, dann wire ihnen chensowenig eine Reihenfolge
anzusehen wie ungeordneten eindimensionalen Linien in einem dreidimensionalen Rawn, Natiitlich
kann es auch bei (d, — 1) dimensionalen Blittern vorkommen, daff sie nicht ungefhr parallel
sondern eher seitlich versetzt nebeneinander liegen. Dann ist es nicht offensichtlich, welches Blatt
hoher liegt. In solcher Lage kdnnten sie sogar von verschiedenen kontrahierenden Blittern in
einer Reihenfolge geschmitten werden, die nicht immer dieselbe ist, sondern vom kontrahierenden
Blatt abhéingi. Doch weil die Blitter benachbart sind, hingen diese méglichen Schwierigkeiten
von der Feinstruktur des Attrakiors ab. Wie bei der Suche nach generierenden Partitionen will
ich auch jetst, bei der Suche nach einer senkrechten Ordnung, alle Probleme mit der Feinstruktur
ausklsmmers, indem ich schlichiweg voraussetze, dafl benachbarie expandierende Blitter senkrecht
geordnet werden konnen. k

Wenn zwei (oder mehr) Lyapunov Exponenten negativ sind, sche ich, wie gesagt, keinen Weg
mehr, die expandierenden Blitter riumlich zu ordnen. Denn auf zweidimensionalen instabilen
Mannigfsltigkeiten wiren die Schnittpunkie mit den kontrahierenden Blittern in keiner offen-
sichtlichen Weise angeordnet. Zwar ist auch eine solche mehrdimensionale Mannigfaltigkeit durch
niedrigdimensionzlere Mannigfaltigkeiten strukturiert. Insbesondere geht laut [62] durch fast alle
Attrektorpunkte eire cindimensionale Marnnigfaltigkeit, die in der Zukunft besonders schnell kon-
trahiert, wobei die Kontraktionsrate durch den kleinsten Lyapunov Exponenten Ag, < 0 gegeben
ist. (Abstand ~ exp(t-Aqg,)) Dies sind offenbar Untermannigfaltigkeiten der stabilen Mannigfaltis-
keiten. Sie diirfen sich gegenseitig nicht kreuzen. Wenn diese eindimensionalen Untermannigfaltig-
keiten in demselben Abschnitt der stabilen Mannigfaltigkeit liegen, dann variieren ihre Richtungen
stetig mit dem Ort. Deshalb kdnnte man hoffen, auf solche Untermannigfaltigkeiten eine rdumli-
che Ordnung aufzubanen. Dock auch Abschnitte verschiedener siabiler Mannigfaltigkeiten kénnen
im Phasenraum dicht nebeneinander liegen. Und da solche Abschnitée sich unter der Dynamik
J in ihrer asymptotischen Zukunft unterscheiden, konnen die eindimensionalen Untermannigfal-
tigkeiten in ihnen ganz verschieden verlaufen. Sie kénnen dann auch die expandierenden Blitter
in prakiisch belicbiger Reihenfolge schneiden. Aus diesem Grund sehe ich keinen Weg, auf diesen
Untermannigfaltigkeiten eine rdumliche Ordnung aufzubauen.

Aus ganz analogen Griinden sollte nur ein Lyapunov Exponent positiv sein, wenn man die kon-
trahierenden Blitter waagrecht ordnen will. Dabei macht es keinen wesentlichen Unterschied, daf
die kontrahierenden Blitter, als Mengen von Attraktorpunkten betrachtet, fraktal sind. Denn die
weiter unten stehenden Vorausetzungen fiir eine réumliche Ordnung lassen sich anch auf fraktale
Blatter iibertragen.

- Wenn man sowohl eine wasgrechte als auch eine senkrechte Ordnung konstruieren will, muf
man sich daher auf dynamische Systeme mit nur einem positiven und nur einem negativen
Lyapunov Exponenten beschrénken, wozu insbesondere zweidimensionale chaotische Abbildun-
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gen gehdren. Bel hoherdimensionalen Abbildungen kann man allenfalls eine senk:rechte Ordaung
oder eine waagrechte Ordnung konstrmeren, aber micht beide Ordnungen gugleich.

8.3.2  Wirkung der Dynamik auf die senkrechte Ordnung

Es wurde eben diskuiiert, wann auf benachbarten expandierenden Blattern eine rumliche Ord-
nung definiert werden kann. Diese Diskussion war aber recht unprézise. Welche Blitter sind be-
nachbart? Und welche Bedingungen mufl eine rdumliche Ordnung erfiillen, wm diesen Namen zu
verdienen?

Zun#chst zur ersten Frage. Als bemachbart sollen zwei Blitter gelten, wenn sie in demselben
expandierenden Biindel {{| IL, 4:)"*° Aje}‘ liegen. (Dabei ist {Aje,... A0} wieder eine Parti-
tion, welche ‘die Vergangenheit beschreibt.) Nur zwischen solchen benachbarten Blittern sollen
QOrdnungsrelationen vorausgesetzt werden; wenn zwel Blitter nicht in demselben expandierender
Biindel Hegen, brauchi keines als das hdkere definiert zu sein. Wie wir in Xap, 5.2 sahen, lassen
sich expandierende Biindel verkleinern, ohne daf sich ihre expandierenden Blitier verkleinern.
Dabei redusiert sich die Zahl der Nachbarn, die ein expandierendes Blatt hat, und es wird leichter,
cine senkrechte Ordnung zu finden.

Nun zuz anderen Frage. Ich werde ziemlich strenge Anforderungen an die senkrechte Ordnung
stellen, ndmlch die beiden folgenden Voraussetzungen 8.3.1 und 8.3.2. Aus demen folgt michi
nur, dafl von jeweils zwei Blittern desselben Biindels {{[ ", 4;)~* Aje}* cines h&her Hegt als
das andere, sondern auch, dafi sich diese Ordnung leicht aus den Symbolen A; bestimmen I&8t.
Auflerdem daxf die Abbildung f die senkrechte Ordnung nur auf gans bestimmte Weisen veréindern.

Voraussetzung 8.3.%1 (Entweder Orientierungserhaltung oder Orientierungsumkehsr)
Unter der Dynamik f isi jeder Ubergang von einem ezpandierenden Bindel {{|IT. A;)™ Aze}
zu einem expandierenden Bindel {(| |-, 4:)™ = A1} entweder orientierungserhaltend oder orien-
tierungsumbehrend. Wenn der Ubergang die Omem‘.zemng erhéli, denn gzlt fur alle e:z*:pandzerenden
Blditer aA;‘A;s BAzAre € {( Lj,_l AT AL AeY: .

Uladro) < U(BAre) & Ulahrdss) < U(,BAkA;a DU . (&11)
Bei QOrientierungsumkehr gili fur_ alle solchen Blatier; .. _ o _ o
©U(adre) < U(BALs) & Uladrhie) > U(BArAle) . - (8.12)

Voraussetzung §.3.2 (Senkrechte Ordnung der Uberginge) Wenn unier der Dynamik f
Ubergange von den ezpandierenden Biindeln {([/z, 4:)® 40} und {(LIn, A:)~® Aro} zu ei-
nem ezpandierenden Bindel {(LI, A,)‘“’A;e} fihren, dann kegen olle Blitter des einen Uber-
gangs oberkalb der Blitter des enderen Ubergangs. Entwedef- gz!t a!so far alle empanmer’enden
Bzazter aA_, A;e und EAk.&;e € {\Lj;-1 Ai)TR Ao}t ' : :

Uladshio) > U(Bhx e B )

oder fur alle solchen Blaiter gai’t s _ e _
| - | U(aA Are) < U(,BA;;A;@) R S (s 14)

" Beide Sachverhalte werden ausgedriickt, indem man in dem Graphen der zelthchen Uberga.nge
(wic z. B. Abb. 8.9) die Uberginge beschriftet. Das Pluszeichen ,,+% kennzeichnet Erhaltung der
Crientierung, das Minuszeichen ,-* kennzeichnet Umkehr der.Orientierung. Die senkrechte Oxd-
nung der Uberginge in Voraussetzung 8.3.2 wird durch die Beschriftungen U7, Uy, . . . 2usgedriickt.
Dabei Hegen die zu U/; gehdrenden Blatier tiefer als die zu U; gehorenden, falls ¢ < j. :
_ “Wenn diese Voraussetzungen erfiillt sind, dann folgt die senkrechte Ordnung in jedem expan-
" dierenden Biindel {{{ [, 4:)=%°A;e}* tatsichlich aus den Symbolen. Denn die Ordnungsrelation
“zwischen Teilbiindeln {(Lﬂ_l' )""’A Are} und {(LI7, A;)~® Ap Ao} folgt aus der Beschrif-
tung der beiden Uberginge Aje — Are und Ages ~ Aje mit U;. Und die Ordnungsrelationen in
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einem Teilbiindel {{] 7, A:)7> A4, 410} folgen wegen Voraussetzung 8.3.1 aus denen im Biindel
{(LIL, A:)~= Ao} und der Beschriftung des Ubergangs Aye — Ao mit ,+% oder -

Ein einfaches Beispiel fiir diese beiden Voraussetzungen bilden die beiden expandierenden
Biindel {{0U1)"*°0c}* und {{0L11)"®1s}* der 01-Partition. Die Giiltigkeit der Voraussetzungen
8.3.1 und 8.3.2 folgt sofort aus den induktiven Regeln, mit denen die riumliche Ordnung in GL
8.8 bis 8.10 definiert wurde. Anschaulich bedeuten diese Voraussetzungen, daf nur die expan-
dierenden Blatter im Gebiet ©0 ihre senkrechte Reihenfolge &ndern, wenn sie durch f abgebildet
werden; die Reihenfolge der expandierenden Blitter in o1 bleibt erhalten. AuSerdem liegen “alle
expandierenden Bliiier in Ie oberhalb derer in {o.

‘Jetzt kann man auch klarer sehen, wie die Zerlegung von expandierenden Biindeln dabei hel-
fen kann, die Voraussetzungen 8.3.1 und 8.3.2 zu erfiillen. Wenn diese Voraussetzungen fiir eine
bestimmte Wahl der expandierenden Biindel verletzt sind, dann kann man versuchen, alle Blitter
eines U berganges Ape — 4;c zusammenzufassen, die den falschen Onenherungswechsei oder die
falsche senkvechie Lage haben. Fiir diese Blétter kann man dann cinen separaten Ubergang erzeus-
gen, indem man das grofiere expandierende Biindel {({ ", 4:)7°° Are}‘ in die kieineren expandie-
renden Biindel {(| Ji2, 4:)"4}e}* und {7, 4 )"‘°°A29}‘ zerlegt (Imt AleUAZo = Apoe). Bsist
nicht garantiert, dafl man durch endlich viele derartige Zerlegungen die bemen Voraussetzungen
crfillen kann. Aber zumindest werden die Voraussetzungen 8.3.1 bis 8.3.2, falls sie fiir die grofle-
ren Biindel {(| 2, 4:)7 Ape}* exfiillt sind, durch solche Zerlegungen nicht verletzt. Hierbei zelgh
sich wieder der Vorteil bei der Benutzung von zwiefachen Partitionen: Man kann in getrennten Re-
chenschritten zunichst die expandierenden Biindel hinreichend kiein wihlen und dann schnttwelse
vergréfiern, ohne daf man die expandierenden Blitter zu Zndern brauchi,.

8.3.8 Ausdehnung der r#umlichen Ordnung

Bisher wurden Ordnungsrelstionen nur swischen expandierenden Biindein definiert, die in' dem-
selben kiecinen expandierenden Biindel liegen. Wenn man eine umfassende senkrechte Ordnung
sucht, muf man diese Lagebezichungen auf moglichst viele expandierenden Blitter ausdehnen.
Dies geschjeht durch das Vereinigen von Biindeln, wobei die Ordnungen der einzelnen Biindel in
geeigneter Weise kombiniert werden miissen. Dabei miissen manchmal die Richtungen ,oben® und
»unten” in einem der Biindel vertauscht werden. Bei diesen rein algebraischen Rechnungen braucht
die Geometrie des Phasenraumes nicht mehr betrachtet zu werden, denn alle notwendige Infor-
mation steckt in den Beschriftungen des Graphen in Abb. 8.9. Ich werde diese Rechenmethode
a]lerdings nicht im allgemeinen Fall, sondern nur anhand eines Beispieles darstellen.
::Die Vereinfachung der AB-Partition erga.b in Kap 5.4 als Endergebms 5 51 die- Pa.rtltmn

{Are,.. Amo} = {AhsA, AAAsB, AABe, BB, BA@ : BAAeBuBABeA} , (8.15)

welche die Vergangenheit beschreibt. Die zeitlichen Ubergéinge zwischen diesen m = 6 Symbo-
lischen Gebicten zeigt noch einmal Abb. 8.8. Die entsprechenden sechs expandierenden Riindel
wurden bereits in Kap. 6.6 zu zwei gréfieren expandierenden Biindeln vereinigt. Dabel wurde
Jjedock nicht auf die senkrechte Ordoung geachtet.

Diese beiden grofieren expandierenden Biindel erwiesen sich als die Biindel {(0LJ1)~®0e}* und
{{0U1)" 16} der 01-Partition. Die Blitter dieser Partition wurden bereits durch Gl. 8.8 bis 8.10
geordnet. Doch auch wenn wir diese senkrechte Ordnung noch nicht kennen wiirden, kénnten wir
sie bei der Vereinigung der expand1erenden Bundel schnttwezse konstrmeren Dies ist der Inhalt
der folgenden Beispielrechnung. S : -

* Zungchst muf jedes einzelne dieser sechs expandierenden Biindel senkrecht geordnet werden,
so dafl Voraussetzung 8.3.1 und 8.3.2 erfiillt sind. Bei diesem vorbereitenden Schritt muf man die
Lage der expandierenden Blitter im Phasenraum betrachten. Wenn man von der unbekannten
Feinstruktur des selisamen Attraktors absieht, dann scheint man die senkrechten Blitter in den

~einzelnen Bundeln tatsichlich senkrecht ordnen zu kénnen. Diese Ordnung kann durch die Be-
- schriftungen ,,+%, ,— und ,,u,“ ausgedriickt werden, die im letzten ADscnmti: emgeiuhrt wurden
"Dle Uberga.nge A;o = Ajo In Abb. 8.9 sind auf dlese Weise beschriftet, - -
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Abbildung 8.9: Die anfingliche senkrechte Ordnung auf kleinen expandicrenden Biindeln. Der
Graph ist derselbe wie in Abb. 5.16 und 6.2. Nur die Beschriftung der Ubergénge ist anders.
Ein Pluszeichen bedeutet, dafl die senkrechte Reihenfolge der expandierenden Blétter bei diesem
"{Jbergang erhalten bleibt. Ein Minuszeichen bedeutet, dafl sich diese Reihenfolge nmkehrt. Wenn
zwel Uberginge zu einem expandierender Biindel fithren, dann sind sie auflerdem mit Uy und Up
beschriftet. Die expandierenden Blitier des mit Uz beschr:fteten Uberganges kommen oberna.lb
dez- anaeren expancuerenaen Bxauter zu negen i

Diese Beziehungen sind micht die einzig mdglichen, die von der Geometrie des Phasenraumes
erlaubt werden. Sie hingen von der willkiirlichen Wahl der Orientierung in jedem einzelnen Biindel
ab und dndern sich, wenn man die Richtungen ,oben nnd ,unten® in einem der Biindel vertanscht.
In Abb. 8.9 wurde die Richiung ,.oben® so gewiihli, dafl in jedem der sechs Biindel {{AUB) T a}
gilt: U(Ba) > U{Aa). {Dabei ist « die Beseichnung der entsprechenden Ecke in dem Graphen.)

Dadurch ist gleichzeitig festgelegt, welche -der zu einem Biindel fiihrenden Uberginge die
hoheren Blitter erzeugen: Betrachten wir als Beispiel die beiden Uberginge BBe — BBe und
AABe.— BBe zu der Ecke BBe. Wegen U(...BBBe) > U{.. AABB@) 1si; der Uberga.ng
BBe — BBe mit Us und der andere mit U; beschriftet. - :

‘Die Aufgabe besteht nun darin, diese riumlichen Ordnungen von defl em.ﬂeinen expanélerenden
Riindaln en sinar alohalan nmd““nn’ n]lez« swxpandierenden Blitier auszudehnen, Dasu werden die

LUnGeii 2 CINCT G002 STGNUG PEALICICUORA D LR IRV,

expandierenden Biindel miteinander vereinigé. Die Auswahl der zu vereinigender Biindel geschleht
wie in Xap. 6.6. Auch in den Biindeln, die durch die Vercinigung entstehen, soll eine senkrechte
Ordnung definiert sein. Deshalb mufl man darauf achten, die beiden Voraussetzungen 8.3. I und
8.3.2 bei der Ve:e1mgung niché zu verletzen.

Betrachten ‘wir die erste Vereinigung, die in Kap. 6.6.2 vorgenommen wurde, und die erste
Voraussetzung 8.3.1. Die Vereinigung ‘wurde daduzch ausgedrnckt daﬁ Uberginge miteinander
identifisiert wurden ‘Als erstes wurde der Uberﬂ'a.ng BBe & BBe: S BB@ mit dem Ubergang
BAAoBUBABeA 4 AABe 5 BBe identifiziert, sowie der Ubergang BBe’ % BAe mit BAAeBU
BAB e A= BAe. Offensichtlich unterscheiden sich diese Ubergange darin, ob sie die Orientlerung
erhalten oder umkehren. Um Voraussetzung 8.3.1 zu erhalten, miissen diese Unterschiede vor
der Vereinigung beseitxgt ‘werden, indem die Richtungen ,oben® und ,unten®- auf einem oder
mehreren der Biindel vertauscht werden. In diesem Beispiel geniigt es, dze Orientierung von {(AU
B)~* BBs}* umzudrehen. Dabei dndern sich die Beschriftungen von Abb, 8.9 zu denen von Abb.
_8.10. Wie man leicht sieht, folgen die neuen Beschriftungen aus den alten, ohxne daf die Geometrie
des Phasenraumes erneut betrachtet werden mufl. Nun kénnen die drei Biindel {(AUB)™* (BAAe
BUBAB e A)}, {(ALB) " AABe} und {{AUB)"®BBe} zu X = {(AUB)"®((AUB)BBe E
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Abbildung 8.10: Die senkrechie Ordnung, nachdem die Orientiernng im Gebiet BBe umgedreht
wurde, Nuz ein Awusschnitt des Graphen 8.9 wird gezeigt. Gefindert hat sich die Beschriftung -
oder ,,—* nur. auf den Ubergangen, die entweder zu BBe hin oder von BBe Weg ﬁlhren, und
auferdem die. Beschnﬁ;ung U; der Ubergange, die su BBe hin fithren. S

UAABe EILI(BAAs BUBAB» A))} vereinigt werden, ohne dafl Vora.uSSetzung 8.3.1 verletzt wird.
Abb. 8.11 zeigt das Teilergebnis, nachdem zunéichst nur die beiden Biindel {(4 1 B)"* 4AABe}*
und {{A Ul B)"*BBe}‘ vereinigt wurden. Ihre Vereinigung wird durch die etwss ungewShalich
beseichnete Ecke A48 o UBBe. reprase'kule;t Wieder. folgen die- Beschrntungen &ﬂ& Ubezgsnge
ams denen der Abb. 8.10.

Weiterhin wurde in Kap 6. 6 2 der Ubergang BA@ % AA@A mit Ade A — AAe A identifiziert
sowie der Ubergang Bde 5 X B S mit ddedt AdAeB S 3. Voraussetzung 8.3.1 wird dabei
micht verletzt, wenn zuvor die Qrientierung in ¥ und in {{A i B)"® A4 A4 ¢ B} umgedreht wird.
Als Endergebms ergeben sich die bexden Biindel in GI. 6.99 und ﬁ 100 dle vor den beiden Ecken
in Abb. 8.12 reprisentiert werden.

Auch diese beiden Biindel konnie man noch trivialerweise vereinigen, indem man jeweils die
mit ,,+* beschrifteten Ubergange und die mit ,-“ beschrifteten Uberginge identifiziert, so daf nur
noch eine Ecke und zwei Uberginge fibrighbleiben. Diese Vere.n.vmg, die noch @iber die Rechen-
schritte von Kap. 6.6 hinansgeht; erzengt dann sc}ueﬁhrh eine globale senkrechte Ordnung aller
expandierenden Blitter. Diese stimmt tatsichlich mit der senkrechien Orduung der 01-Partition
in Gl. 8.8 bis 8.10 {iberein. Allein aufgrund der Vorausseizung 8.3.1 wurden daher die Richtungen
»oben® und ,unten“in den einzelnen Biindelr so vertauscht daﬁ am Ende die-ﬁchtige senkrechte
Ordmmg entstand.

-~Bleibt “auch '‘die andere Vorsussetzung 8.3.2 erfiillt? Auch (hes kann man durch bioﬁe
Symbolmearipulationen nachpriifen, ohne anf die Geometrie des Phasenraumes zuriickzugrei-
fen. Fiir die senkrechte Ordnung U*, die von Abb. 8.10 angegeben wird, gilt zum Beispiel:
U‘(...BBBe). < U¥.. AAABB@) < U(...BAABBs). Nach der folgenden Vereinigung der
Biindel {{(A U1 B)T* AABe}* und UA L B)~ ”Rle‘ werden darans die in Abh 8 11 vevezgtcn
Lagebezlehungen U <Us < Ug der drel Ubergange zum vereinigten Biindel. "~

Die ausfiiheliche Rechnung zeigt, daB bel einem Zwischenstand {jedoch mcht am Ende) der
Rechnung die Voraussetzung 8.3.2 verletzt wird, und zwar-nach der Identifizierung der beiden
Ubergiinge AABolIBBe — AAB oLiBBe und (BA4AeBUBABe A) -+ AABeUBBs in Abb. 8.11,
die mit U; und Us beschriftet sind. Denn der Ubergang, der durch diese Identifizierung entsteht,

*ry

uegs weuer héher noch tiefer zus er. mit Ug beschriftefe Ubergang AAAeB— AARBe LJ.I’.'f.Ue

‘Um_die Voraussetzung 8.3.2 -bei jedem Zwischenstand der Rechnung zu erhalten, muf man .
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Abbildung 8.11: Die senkrechte Ordnung, nachdem die beiden expandierenden Biindel {(4 U
B)~® AABs¥ und {(4 U B)"*BBe}* aus Abb. 8.10 zu {(A U B} (AAB U(A U B)BB)s}'
vereinigt wurden. Zu diesem neuen expandierenden Biindel fithren drei Ubergiinge. Weil in Abb.
8.10 der Ubergang AABe — BBo die senkrechte Orienticrung erhzlt, liegen auch in dem neuen
Graphen die expandierenden Blétter, die von BAA ¢ B U BAB e A her stammen, oberhalb der
Blétter, die von AAA o B her stammen: Uz > Us.

11 AAAE

Lok & 25 RF 2P b

Abbildung 8.12: Die senkrechte Ordnung, nachdem alle expandierenden Blétter aus Abb. 8.9 zu
den beiden Biindeln in Gl $.99 und 6.100 vereinigt wurden. Zusitzlich sind die Beschriftungen mit
0 und 1 aus Abb. 6.2 iibernommen. Tatséichlich wurden wihrend der Ausdehnung der senkrechten

QOrdnung nur Ubergénge mit gleicher Beschriftung ( oder 1 identifiziert. Das linke Biindel ergibt
sich -als {(0 L 1)~®0¢}", das zechte Biindel als {{0L11)"*1e}".
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die Reihenfolge, in der die Biindel vereinigi werden, etwas umstellen: Man identifiziert die drei
mi¢ U, Us und Us beschrifteten ﬂberga‘nge AABetlBBe —+ AAB e IBBe, AAAeB - AAB o
UBBe und (BAAs BUBAB s A} —+ AAB s UBBs alle auf cinmal. Dies dndert nichts an dem
Endergebnis der Rechnung. Und es verletzt auch nicht die Kriterien, nach denen in Kap. 6.6 die zu
vereinigenden Biindel ausgewZhli wurden. Denn dieses Auswahlkriterium betraf nur die Biindel,
von deren entsprechenden Bcken mehr als ein Ubergang ausgeht. Von der Ecke 4446 B geht aber
nur ein Ubergang aus. Das Biindel {{ALB)~= AAA4 e B}* kann daher problemlos etwas frither mit
anderen Biindeln vereinigt werden, als dies in Kap. 6.6 geschah. Und diese kleine Korrektur der
Rechnung geniigt, um die Voraussetzung 8.3.2 bei jedem Zwischenstand der Rechnung zu erhalten.

Im allgemeinen Fall kdunten die Voraussetzungen 8.3.1 und 8.3.2 allerdings auch erfordern,
dafl nicht nur die Reihenfolge der Vereinigungen umgestellt werden muf}, sondern daB bestimmte
Vereinigungen ganz unterbleiben miissen. Dieser Fall mu$ zwangsliufig eintreten, wenn man als
Endergebnis der Vereinigungen eine Partition erhalten wiiede, die keine selbstkonsistente rd&umliche
Ordnung aller expandierenden Bliiter zulift, wie 7. B. die AB-Psrtition von Abb. 8.5. Man
braucht dann, um die rdumliche Ordnung zu definieren, mehr Symbole, als fiir die Erzengung der
expandierenden und kontrahierenden Blitter ndtig sind. Ein weiteres, einfaches Beispiel fiir diese
Schwierigkeit zeigt Abb. 8.13, in der sich die Blitter zweier expandierender BRiindel miteinander
verzahnen.

Dieses Kapitel zeigte, dafl man wihrend der Vereinigung von Biindeln die rdumliche Ordnung
mitberiicksichtigen and so die Ordungsrelationen auf mdglichst viele Blatter ausdehnen kann. Mit
etwas Miihe kann man die rdumliche Ordnung auch wihrend anderer Verfahren beriicksichtigen,
zum Beispiel wihrend der Vereinfachung einer zwiefachen Partition oder wihrend der Rekon-
struktion einer nicht zwiefachen Partition. Vermutlich 188t sich jedes Verfahren, das auf expandie-
render und kontrahierenden Biindeln operiert, durch eine solche Konstruktion einer riumiichen
Ordnung ergénzen. Aber die réumiiche Ordnung isi eben nur cine Erginzung. Die Vereinfachung
von generierenden Partitionen gelang in den vorherigen Kapiteln, ohne daf die rdumliche Ordnung
mitberiicksichtigt wurde.
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Abbildung §.13: Schematisches Beispiel dafiir, dafi sich die senkrechie Ordnung nur mit zusiizli-
chen Symbolen beschreiben 18Bt. Gezeigt ist ein Auschnitt eines Attrakiors mit expandierenden
Biat»em {dicke waagrechte Lmien) und kontrahierenden Blittern {diinne senkrechte Linien). Selbst
wenn in diesem Ausschnité zwel Symbolische Gehiete «5 und o7 geniigen, um eine generieren-
de Partition zu konstruieren, so braucht man doch eine feinere Unterteilung in vier Symbolische
Gebiete o7, oz, of und ou (gestmchelte L;men) um d1e senkrechte {}rdnung de; expandlerenden

Bl&tter beschrelben ‘zu konnen .
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Alle Arbeiten, welche euf Nachbargebiete iibergrei-
fen, {...) sind mit dem resignierenden Bewufisein
belastet: dafl man ellenfells dem Fachmenn ndizli-
che Fragestellungen lefert, auf die dieser von seinen
Fachgesichispunkten aus nicht so leicht werfdllt, daff
aber die eigene Arbeit unvermeidlich héchst unvoll-

Lo
Kaﬁg‘éﬁ @E @ kommen bleiben muf,
aus Max Weber: ,,Wissenschaft als Beruf*; Miinchen 1919

leuironale Netze

9.1 Symbolische Dynamik und Neuronale Netze

8.1.1 Das neuronale Netz soll eine generierende Partition fnden

Damit ist der zentrale Teil dieser Dokiorarbeit beendet. Wurden die Ziele erreicht, die in der
Einleitung aufgestellt wurden? Nur teilweise: In einfachen, aus Versffentlichungen bekannten dy-
namischen Systemen komnnte ich tatsichlich eine an die Dynamik angepaBte Strukturierung der
Dynemik susrecknen. Doch die Rechnung wird umso schwieriger, je mehr Symbole oder Biindel
expandierender and kontrahierender Bliitter vorhanden sind. Da es etwa (1/€)% Symbolische Ge-
biete des Durchmessers ¢ erfordert, um einen Attraktor der Dimension d, zu iiberdecken, wichst
die Schwierigkeit der Rechnung rasch mit der Dimension d,. Ich habe deshalb nichi einmal in
dreidimensionalen Phasenréumen versucht, generierende Partitionen zu vereinfachen.

Weil der zentrale und aufwendigste Teil der Rechnung sich als Algorithmus formulieren 188t
{siche Kap. 7.2.1), lage es nahe, einen Computer fiir diese Aufgabe zu programmieren. Da dies
ein sehr grofes numerisches Projekt wire, sollte man sich erst iiber die passende Rechnerarchi-
tektur im Klaren sein. Die Rechnung besteht im wesentlichen aus der schrittweisen Verinderung
von kontrahierenden und expandierenden Biindeln, die rechi unabhingig voneinander sind und
sich nur durch die Orbitpaare gegenseitig beeinflussen. Eine grofle Zahl von kontrahierenden uwnd
expandierenden Biindeln kénnte deshalb am besten bewsltigt werden, wenn jedes dieser Biindel
von einem eigenen Prozessor eines Parallelrechners gespeichert und manipuliert werden wiirde.

" Ein extrem paralleler ,Rechner®, der dynamische Eingaben analysiert und speickerf, wurde be-
reits in der Binleitung erwéhnt: Das Gehirn, und insbesondere der Neocortex der Sdugetiere. Der
Neocortex verarbeitet Sinnesdaten visuellen, auditorischen und somatosensorischen Ursprungs,
zlso die besonders dynamischen Sinnesdaten. Er hat aber so erstzualiche Fihigkeiten und so
komplexe Komponenten, dal man kaum erwarten solite, ihn mit Hilfe der relativ elementaren
mathematischen Konzepte der heutigen Nichtlinesren Dynamik verstehen zu kdnnen. Deshalb ha-
be auch ich mich zunéchst nicht fir dieses neurobiclogische Vorbild interessiert und einfach die
groben Ziige einer Rechnerarchitektur entworfen, die den mathematischen Pringzipien der Symbo-
lischen Dynamik geméf ist. Ich war fuBerst iiberrascht, als diese Architektur der Anatomie des
Neocortex shnelte. Aus dieser Uberraschung ist der Anhang D entstanden, der ein Modeli fiir die
Funktionsweise der Pyramidenzellen im Neocortex vorschligt.

Nun ist die Architektur des Neocortex vielleicht eine effiziente, aber sicher nicht die einzig mégli-
che Weise, wie die Prinzipien der Symbolischen Dynamik implementiert werden kénnen. Wihrend
ich im folgenden zeige, wie man Schritt fiir Schritt von den mathematischen Prinzipien zur neocor-
tikalen Architektur kommt, werde ich deshalb auch alternative Vorgehensweisen erwihnen. Den
bedeutenden, fundamentalen Fragen tiber den Neocortex und die Analyse dynamischer Zeitreihen
werde ich hier nicht gevecht; die ganze Argumentation bleibt so oberflichlich und spekulativ, wie
man es von einem ,Ausblick” erwartet. Viele Argumente beruhen nicht nur auf mathematischer
Notwendigkeit, sondern auch auf meiner personlichen Meinung. Immerhin wird es zuletst mobglich
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sein, aus der neocortikelen Anstomie etwas iiber die effiziente Analyse dynamischer Zeitreihen zn
lernen. Eine chaotische Zeitrethe ist dabei wohl der schwierigste Fall, weil sie nur sehr begrenszt
vorhersagbar ist. Doch auch nicht chaotische Zeitreihen sollten verarbeitet werden kOnnen. Auch
dabei konnen die Konzepte der Symbolischen Dynamik hilfreich sein.

9.1.2 Neuronen sollen Symbolische Gebiete représentieren

Die Parallelprozessoren werden im folgenden einfach als Neuronen bezeichnet. Es gibt viele Weisen,
wie Neuronen durch ihre Aktivitdt die Lage des Orbifs im Phasenraum représentieren kénmnen. Im
einfachsten Fall ist jedem Neuwron ein ,Aktivit&tsgebiet® im Phasenraum zugeordnet. Wihrend
der Orbit durch dieses Aktivitdtsgebiet 18uft, wird das Neuron durch die sensorische Eingabe des
Netzwerkes und durch die anderen Newronen erregt und ist ,aktiv¥, das heifit, es feuert schnell;
ansonsten st es ,passiv®. Wenn man zu einem Zeitpunkt alle aktiven Neuronen kennt, dann kann
man aus dem Schaitt threr Aktivitdtsgebiete die gegenwirtige Lage des OUrbits folgern.

Diese ecinfache Reprisentation ist aus der Theorie der Neuronalen Netze vertraut, nur daf
man dort von einem ,Zustandsraum® statt von einem Phasenraum -spricht. Die Analogie zur
Symbolischen Dynamik ist offemsichtlich: Wenn {e4;,...e A, } eine generierende Partition der
invertierbaren Abbildung f ist und wenn jedes Newron N} (i, € &, 1 < ¢ < m) das Akiivitéts-
gebiet f*(eA;) hat, dann bestimmt der Schnitt der Aktivitétsgebiete aller aktiven Neuronen die
Lage des Orbits beliebig genau. So definierie Neuronen sind auf eine Zuflerst stereotype Weise
sktiv. Bin Orbit (2;), gz mit 29 € oA aktiviert zum Zeitpunkt 0 das Neuron NP, zum Zeitpunkt
1 das Neuron N}, dann das Neuron NZ, und so weiter. Soiche Neuronen, die immer in der gleichen
Reihenfolge aktw sind, sollten smnvo]lerwelse zu einem Neuron zusammengefafit werden, das uber
einen groflen Zeitraum T aktiv ist. Dieses Neuron hat das Aktnqtatsgeblet

6Cp 1= oAy U Ago U AEe U ...AzET %s . (e.1)

Umgekehrt méchie man anch die Symbolischen Gebiete e Az durch die neuronalen Aktivititsge-
biete ausdriicken konnen, damit letziere Gebiete die Lage des Ozbits ebenso genau festlegen wie
die epsteren Gebiete. Dies ist moglich, wenn es nicht nur Neuronen mit Aktivitatsgebiet +C gibt,

sondern auch solche mit zeitverschobenen Aktivititsgebieten f*{eC:) (fiir 1 <t < T~ 1}. Denn-
dann gilt, sofern die auf der rechten Seite von Gl. 9.1 stehenden:Gebiete nicht iiberlappen: = - -

T-1 e
e d; = ﬂ f_t(eck) . (92)
=0

Derartige Aktivititspebiete eC), und 77 %(eCy) sind dadurch ausgezeichnet, daf ein Orbit, der

in sie eintritt, anschlieBend fiir eire lange Zeit T in jhnen bleibt. Bei kontinuierlicher Zeit sehen

diese Aktivitdtsgebiete aus wie lange, schma.ie Ronren die sich in Richtung des :'hasenraumﬂusses _

erstrecken (Abb. 0.1).
-Somit. wurde ein erstes grundlegendes Konzept der Symbohschen Dynamik fir che Konstruk-
tion des neuronalen Netzes verwendet: Um die Lage eines Orbits festzulegen, wird nicht nur-das

eine Symbolische Gebiet ¢4; verwendet, sondern auch alle dessen Bilder §*(e4;). Hieraus folgen -
rohrenformige Aktivitdtsgebiete fiir die Neuronen. Der néichste Abschniti wird andeuten, wie eine -
derartige Gestalt der Aktivitdisgebiete erlernt werden kann. Eigentlich werden auch die Aktivitéts- -
f(eCi), f2(eCy) etc.. von Orbits in einer 'stereotypen Reihenfolge durchlaufen. Ich .
sehe aber keinen Grund, warum die Neuronen solche stereotypen Reihenfolgen besitzen sollten. -

gebiete eCh;

L

Deshalb werde ich im folgenden zwar annehmen, daff die Neuronen lange rohrenformige - Akti-

_ vitiitsgebiete -haben, die sich gegenseitig stark iberlappen und zusammen die Lage des Orbits:

charakierisieren, doch ich werde nicht annehmen, da8 diese ‘Aktivitatsgebiete alle dieselbe zeitli-
che Lamge T haben, daB es unendlich viele Neuronen gibt oder da8. es. Neuronen glbt &.xe immer

m einem festen zeitlichen Abstand At voneinander akiiv werden.

“{ber welchen Zeitranm T soll sich ein Aktivititsgebiet oC; erstrecken? Da,s hangt vom Rau-

‘schen ab. Jede sensorische Eingabe ist rauschbehaftet, so dafi alle Strukturen der Aktivititsgebiete,
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Abbildung 8.1: Akiivititsgebiete vor Beispielneuronen. Die sensoriscken Daten bestimmen im
hochdimensionalen Phasenraum einen Orbit z(t); ¢ € R. Dieser Orbit (dicke Linie) durchquert
die iiberlappenden Aktivitdtsgebicte zweier Neuronen (umrahmi von diinren Linien). Diese Ak-
tivitdtsgebiete verlaufen ungefihr rohrenformig in Flufirichtung, so dafi jedes Neuron lange aktiv
bleibt, nachdem es einmal aktiviert wurde. Wie der schraffierte Teil des Poincaré Schnittes zeigt,
wird die Lage des Orbits durch die gemeinsame Aktivitdt beider Neuronen genauer repriseniiert
als durch die Akiivitét jedes einzelnen Neurons. Weitere aktive Neuronen kénnten die Genauigkeit
der Reprisentation verbessern, sofern die Aktivitdtsgebiete wie bei einer generierenden Partition
iiberlappen, also wie in Abb. 9.2.a, und nicht wie in Abb. 9.2.b.

die kleiner sind sis die Rauschamplitude, nicht mehr unterschieden werden konnen. Auch wenn die
Symbolischen Gebiete eA; selbst keine solchen filigraren Strukiuren besitzen, so wird eine chao-
tische Dynamik f diese Gebiete im Laufe der Zeit doch so strecken und falten, dafl die Gebiete
Fi(eA;) fiir groBes |t filigrane Strukturen besitzen. Solche filigranen Gebiete zu den Aktivitétsge-
bieten ¢(; hinguzufiigen ist tiberfliissig. Auch ohne sie ist die Lage des Orbits durch alle aktiven
Neuronen so genau festgelegt, wie es das Rauschen erlanbt.

9.2  Lernprozesse

9.2.1 Uberblick fiber die Lernprozesse -

Zwei fundamentale Ziele miissen von den Lernprozessen erreicht werden: Erstens miissen die Neu-
ronen die réhrenfrmige Aktivitdisgebiete erlernen. In anderen Worten: Sie miissen lernen, nicht
auf unspezifische und fliichtige, sondern auf spezielle, lingerfristig relevante Sinnesreize zu rea-

gieren. Und zweitens mufl das ganze Netzwerk lernen, durch das Zusammenspiel der Neuronen -

sinnvolle Funktionen zu erfiillen. Die einfachste Funktion ist das Speichern der zeitlichen Reihen-
folge von Sinnesreizen, was der Speicherung grammatikalischer Regeln der Symbolischen Dynamik

entspricht. Dies geschieht in den meisten kiinstlichen neuronalen Netzen, wie vermutlich auch in -

biologischen Netzwerken, durch eine Variante der ,Hebbschen Lernregel“: Wenn die Aktivitdtsge-

biete zweier Neuronen so iiberlappen, dafl das erste oft knrz vor dem zweiten aktiv ist, dann lerat

das erste Neuron, das zweite zu erregen (siche Abb. D.1). Durch solche internen Erregungen werden

die Neuronen des Netzwerkes etwas unabhingiger von unzuverldssigen Smneswahmehmungen
'Doch auf welche Reize sollen die Neuronen reagieren? Manche Neuronen im Neocortex rea-

glerep. auf sehr komplexe Reize, zum Beispiel auf verschiedene Ansichten eines Gesichtes ‘oder

einer - Hand D1e Bedeutung dxeser Reize f"ur das Verha.lten 1st oﬁ'ensmhthch In der Tat besteht
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ein zentrales Problem der kiinstlichen Intelligenz darin, abstrakte Begriffe zn finden, die relevante
Informationen aus einer Flut von Daten zusammenfassen. Es wire gut, wenn solche Begrifie nicht
einprogrammmiert werden miiBten, sondern vom Netzwerk eigensténdig gelernt werden kdanten.

In der Einleitung wurde dieses Lernziel als eine an die Dynamik angepafite Sirukturierung der
Dynamik bezeichnet. In Anhang D unterscheide ich zwel Lernprozesse.

¢ Bei dem , Erlernen langfristiger Phanomene“ &ndern sich Aktivitiisgebiete der Neuronen, bis
sie rbhrenfdrmig und moglichst lang sind. ,Langfristige Ph&nomene® kdnnen daher auch als
iangfristige Prozesse betrachiet werden, die immer auf die gleiche Weise sequentiell ablaufen,

e Bei dem ,Lernen im Kontext“ stimmen die Neuronen ihre Aktivitdtsgebiete so aufeinander
ab, dafl sie zusammen die Lagen der Orbits mdglichst genau beschreiben. Dieses Ziel ist
dasselbe wie bel der Suche nach gemericrenden Partitionen.

Eine zentrale Lehre dieser Arbeit ist, daf Zukunft und Vergangenheit durch verschiedene Par-
titionen beschrieben werden soliten, damit sich die Aktivitdisgebiete flexibel &ndern Jassen. Dies
impliziert eine Unterscheidung von zwei Neurorenmengen: Die einen Neuronen beschreiben die
Vergangenheit und représenticren durch ihre gemeinsame Aktivitdt das expandierende Blatt, auf
dem der COrbit liegt. Die anderen Neuronen beschreiben die Zukunit des Orbits, indem sie sein
kontrahierendes Blati représentieren. Es ist zweifellos gewagt, die Trennung von Zukunft und Ver-
gangenheit, die sich bei der einfachen Hénon—Abbildung bew&hrt hat, deswegen auch bei komple-
xen Netzwerken zu erwarten. Doch tatsichlich werden auch die Pyramidalneuronen des Neocortex
von Neurobiologen zu zwei grofien Mengen zusammengefafit, ndsnlich zu denen in den oberfliichh-
chen neocortikalen Schichte 2, 3 und 4 und denen in den tiefen Schichten 5 und 6. Und Anhang D
folgert aus den Verbindungen dieser Schichien, dafl die Neuronen in den oberfidchlichen Schichten
die nahe Vergangenhelt ana.lysxeren und dafl die Nevronen in den tiefen Sch.lchten die nzhe Zukunft
vorhersagen. . o : : B

9.2.2 - Eriernen Eangf’mstnger Pkaﬂomene o

Zum ersten Lernziel: Wle k&nnen die Neuronen lernen moglichst }ange, réhrenfrmige Aktxvxtats- _
gebiete zu haben? Der kritische Zeitpunkt ist der, an dem ein Orbit in ein Aktivitdisgebiet hin-
einliuft oder knapp an eimem Akiivitdtsgebiet vorbeiliufi und das Neurcn sich entscheiden muf,
ob es nun wihrend der néichsten T Zeitschritte der Reiz signalisiert oder micht. Diese ,alles oder -
nichts“—Entscheidung hat ein Analogon in der Symbolischen Dynamik: Wenn ein Grbit eine Poin-
caré Ebene schueidet, die in Symbolische Gebiete unterteilt ist, dann folgt daraus ein Symbol, das
bei ¢iner unverrauschten Dynamik nicht nur wihrend der nachsten T Zeitschritte, sondern sogar
zu allen Zeiten verwendet wird, um die Lage des Orbits zu bestimmen.

Als Ort des Lernens gelten die ,Synapsen®, iiber die sich die Neuvronen gegenseiiig erregen. .
In Anhang D postuliere ich folgende Signaliibertragungen und Lernprozesse: Gewisse Synapsen,
némlich die auf den ,Basaldendriten®, akiivieren das Neuron zu dem entscheidenden Zeitpunkt,
wenn der Orbit in das Aktivititsgebiet hineiniiuft. Andere Synapsen, ndmlich die auf dem ,Api- -
kaldendriten®, sollen Signale in dem. gesamten folgenden Zeitraum iibertragen und dadurch die -
Dauer der Aktivitit regulieren. Eine leng andauvernde Aktivitét wird wiederum von den basalen
Synapsen als Bestiitigung dafiir aufgefafit, im richiigen Augenblick aktiv gewesen zu sein. Duzch |
das Wechselspicl von relativ cinfachen, aber verschiedenen Lernprozessen in apikalen und basalen -
Synapsen kann das Neuron daazn moghche:wezse lernen, nur seltene, aber 1anganda.uemde Aktl—---
vitédi zu zeigen. : : - s

Ein Neurcn wird ein ein moglichst langes rohrenibrmlgen Aktivititsgebiet nur dann erlemen
- kénnen, wenn es die Form dieser Rohre an die Expansion und Kontraktion des Phasenraumflusses
anpaft. Ideal ist es, wenn der Querschnitt der Rohre am Anfang in stabiler Richtung und am Ende
der Rohrein instabiler Richtung ausgedehnt ist. Denn denn wird die Expansion und Kontraktion
‘des Phasenraumflusses durch die Anderung des Querschnittes kompensiert ‘und die Rohre kana
- besonders lang sein. Derartige Querschnitte sind uns bereits begegnet: Die Symbolischen Gebiete
einer Partition, die schmale expandierende Biindel erzeugt, sind in instabiler Richiung ausgedehni.
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Abbildung 9.2: Wiederholung der Abb, 2.1. Dxe Orbits, welche die schraffierten Gebiete krel.zen, :

werden miteinander verwechselt.

Und die Symbolischen Gebiete einer Partition, die schmale kontrahierende Biindel erzeugt, sind in
stabiler Richtung ausgedehnt. Insofern besteht eine gewisse Analogie zwischen Anfang und Ende
des réhrenformigen Akiivititsgebietes und den beiden Teilpariitionen einer swiefachen Partition.

Das hier vorgeschlagene Wechselspiel von apikalen und basalen Synapsen ist micht die ein-
zig mogliche Weise, wie langfristige Ph#nomene gelernt werden konnen. Fine andere Moglichkeit
wire, die Dynamik zu speichern, wihrend man auf die Aktivitt eines Neurons wartet. Nachdem
das Neuron aktiv wurde, kénnte man die Dynamik riickwirts abspielen, so dafi das Neuron noch
einmal die Signale erhilt, die seimer Aktivititsperiode vorausgehen, und lermen kamn, such auf
diese zu reagieren. Eine solche Zeitinversion der Dynamik ist in technischen Systemen viel leichter
zu realisieren als in biologischen Systemen. Die Zeitinversion hat allerdings den Nachteil, dafi sie
nur zum Erlernen langfristiger Phinomene tangt. Das Wechselspiel zwischen apikalen und basalen
Synapsen in dem in Anhang D vorgeschlagenen Modell kann dagegen noch eine andere Funktion
erfiillen, n&mlich eine Art von motorischer Steuerung, durch die das Netzwerk die duflere Dyna-
mik gezielt beeinflufit. Dabei teilt der Apikaldendrit dem Neuron mit, ob dessen vorausgegangene

Aktivitat die érwﬁnschte stenernde Wirkung hat. Es werden in Anhang D.2 gleich zwei Varian-
ten dieser Steuerung vorgescma.sen, c‘ue ext;em Velemfa.chue Ve smnen des klassischen und des

operanten Konditionierens smd

2.2.83 Eernen im Kontext

Willkiirlich gewahlte rdhrenférmige Aktxwtatsgeblete wiirden die Lage eines Orbits ebenso schiecht

beschreiben wie williirlich gew&hite Symbolische Gebiete. einer nicht generierenden Partition. Diese |
Problematik wurde bereits in Kap. 2.1 durch die-Abb, 2.1 illustriert, die in Abb. 9.2 wiederholt
wird. Die Neuronen sollen lernen, ihre Aktivititsgebicte wie in Abb. 9.2.a, und nicht wie in Abb. -
8.2.b zu legen, so dafl nur &haliche Orbits verwechselt werden. Doch ein Orbit der externen Dyna- -
mik wird die beiden schraffierten Gebiete, die in Abb. 9.2.b verwechselt werden, zu weil auseinan- -
der liegenden Zeitpunkten schneiden. Wie kann das Netzwerk tiberhaupt erkennen, daB an dleser- .

Stelle im Phasenraum Orbits verwechselt werden kdnnen?

Eine Moglichkeit, solche Verwechslungen zu erkennen, besteht darin, ein zweites Netzwerk |
- zu konstruieren, das sowohl die dufiere Dynamik als ‘auch die Dynamik des ersten :Netzwerkes ~
beobachtet und dabei kontrolliert, ob unéhnliche Orbits verwechselt werden. Damit dieses zweite |

Netzwerk zuverlissig funktxomert darf €s selbst nar ahnhche Orblts verwechsein Das Probiem
wurde also nur verlagert. -

Eme zwelte Moghchkelt b&steht dann, zusatzhche Neuronen emzufuhren, che so kleine Aktl—':
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vitétsgebiete besitzen, dafl sie nur sehr Zhnliche Orbits miteinander verwechseln kénnen. Die Zahl
der notwendigen Akiivitétsgebiete wichst allerdings rapide mit abnehmendemm Radins dieser Ge-
biete, wenn ein hochdimensionaler Phasenraum iberdeckt werden soll. Man br3uchte deshalb viel
mehr von diesen zusitszlichen Neuronen als von den urspriinglichen Neuronen, die die eigentliche
Verarbeitung der Sinnesdaten leisten. Ein solches Netzwerk wiirde eher wie der Kleinhirncortex
sussehen, der eine enorme Zahl kleiner granularer Neuronen enthilt, und nicht wie der Neocortex
mit seinen grofien und komplexen Pyramidalnenronen.

Anhang D postuliert eine dritte, raffiniertere Moglichkeit, Verwechslungen zu erkennen. In
dieser sind es nicht zus@tzliche Neuromen, sondern die cinzelnen Dendriten berelis vorhandenes
Neuronen, die so kleine Aktivititsgebiete besitzen, d=8 sie nur auf sehr Zhnliche Orbits reagieren.
Die offensichtliche Schwierigkeit dieses Modells besteht darin, daf man der Ausgabe eines Neurons
nicht ansehen kann, von welchem seiner Dendriten es zur Zeit erregt wird. Man mu8 deshalb aus
der Aktivitsit der anderen Neuronen folgern kénnen, welcher Dendrit zur Zeit aktiv ist. Anhang D
neant das Aktivititsmuster der anderen Neuromnen den ,,Kontext®. Idesl wire es, wenn keine zwei
Dendriten desselben Neurons in demselben Kontext aktiv wiren.

Durch Lernen im Kontext kann sich das Neuron diesem Idealfall ndhern. Der LernprozeB beruht
darauf, daB der Kontext den Dendriten iiber hemmende ,Shunt“—Synapsen signalisiert wird. Er
erfordert keine besonders komplizierten oder biologisch unplausiblen Lerrmechanismen und keine
présisen rénmlichen Verschaltungen der Synapsen. Die Verwechslungen von Orbits werden letztlich
dadurch vermieden, daf sich die Aktivitdtsgebiete beim Lernen ein bifichen &ndern. Dabei spielt
die zeitliche Verschiebung der Aktivitiisgebiete, die in Kap. 5 benutzt wurde, keine besondere
Rolle. Diese vagen Behauptungen werden in Anhang D.3 prizisiert und begriindet.

Auch das Vereinigen oder Zerlegen von Symbolischen Gebieten, das in Xap. 7 wichtig war,
hat wahrscheinlich kein neurobiologisches Analogon. Denn zwei reale Neuronen lassen sich nicht
zu einem Neuron verschmelzen. AuBerdem sind zu lange Lernphasen vor Nachiell, da ein Neuron
erst dann zuverldssig arbeiten keann, wenn die Signale, dic es von anderen Neuronen erhilt, nicht
mekbr fortwihvend durch deren Lermprozesse verdndert werden. Wegen dieser Einschrankungen
wizd ein biclogisches Netzwerk wohl auch nicht die Strukturierung der Dynamik finden, die nach
dem mathematischen Kriterium 4.1.2 die einfachste ist. Die Strukturierung der Dynamik kann
aber nicht nur durch langandauernde Lesnprozesse in einem Netzwerk optimiert werden, sondern
auch dadurch, daf die Ausgabe des einen Netzwerkes in ein weiteres Netzwerk geleitet wird, dessen
Neuronen dann eine etwas bessere Strukturierung der Dynamik erlernen. Das heifit, sie lernen noch
etwas langfristigere Phiinomene zu erkennen und noch etwas weniger Orbits zu verwechseln. Eine
solche Aneinanderreihung von Netywerken ist itn Neocortex als Hierarchie von Arealen bekannt.

Typische Pyramidalneuronen im Neocortex haben etwa 30 Basaldendriten. Diesem Modell zufolge
hitten also die Aktivitdtsgebiete der Dendriten ein etwa dreifiigmal kleineres Volumen i Pha-
senraum als die Aktivititsgebiete der Neuronen. Wie &hnlich die verwechselten Grbits sind, hangt
aber nicht vom Volumen, sondern vom Durchmesser der Akiivitdtsgebiete ab. Da der Phasen-
raum, in dem die externe Dynamik verlfuft, eine extrem hohe Dimension d, haben kann, ergibt
sich ein Problem: Weil das Volumen. mit der d,-ten Polenz des Durchmessers anwichst, kann ein
grofer Unterschied im Volumen durch einen kleinen Unierschied im Durchmesser erzeugt werden.
In anderen Worten: Durch das Lernen im Kontext werden sehr viel weniger Orbits verwechselt,
doch die verwechselten Orbits kénnen sich immer noch ziemlich unzhnlich sein.

Ein ganz shnliches Problem tritt auch bei der Reprisentafion statischer Muster auf: Wenn
man jedes Muster durch die Aktivitit eines einzelnen Neuroms (oder eines einzelnen Dendriten)
_ reprasentieren will, dann braucht man sehr viele Neuronen (oder Dendriten}. In der Theorie der
neurcnalen Netze spricht man spafieshalber von den ,Grofmutterzellen®, die so stark spezialisiert
sind, daf sie unter allen Mustern nur suf das Bild der GroBmutter reagieren. Sehr viel weniger
Neuronen werden fiir die , vericilten Représentationen” bendtigt. In diesem Fall wird jedes Muster
der Sinnesdaten durch ein Muster vieler gleichzeitig aktiver Neuronen représentiert. Leider ist ein
- solches Aktivitdtsmuster schwer weiterzuverarbeifen: Neuronen, die nur von einem bestimmien
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Muster aktiver Neuronen erregt werden, sind schwerer zu konstruieren als Neuronen, die aur von
spezialisierten Einzelneuronen erregi werden. Fiir letgtere braucht es nur ein paar starke Synapsen,
fiir erstere eine komplexe Schaltung.

Wie verteilt die Représentation der Dynamik sein dazf, hingt letztlich von der Dynamik selbst
ab. Wenn langfristige Phinomene der Dynamik erlernt wurden und mehrere dieser Phinomene
gleichzeitig erscheinen, dann werden sie auch durch mehrere gleichzeitig aktive Neuronen représen-
tiert. Doch auch das Lernen im Kontext kann verteilte Représentationen ermdglichen: Als eine
Motivation fiir die Suche nach generierenden Pariitionen gab Kap. 2.5.3 an, da8i man den ,ein-
fachsten® dieser Pariitionen vielieiché ansehen kann, ob sich die Dynamik f in relativ unabhéingige
Teildynamiken zerlegen [88¢. Im Neocortex werden solche Telldynamiken in verschiedenen Arealen
représentiert, wodurch die Représentation der Gesamtdynamik verteilt wird. Zum Beispiel signa-
Hsieven manche visuellen “Areale, was fiir ein Objeki geschen wird, und andere visuelle Arveale,
wo das Objeké gesehen wird. Und manche Areale reprisentieren eher die Farbe eines Objektes
und andere Areale seine Gestalt und Bewegung. Die beiden Dynamiken des Farbwechsels und der
Bewegung kémnen dann relativ unabh&ngig voneinander gelernt werden. Zusammen représentieren
so spezialisierte Aveale die Eigenschaften des Objekies genauer, als ein grofies, unspezialisieries
Aveal es konnte. ' '

Kann eine solche Spezialisierung gelernt werden? Vermutlich ja: Daza muf ein auf Farbe spegia-
lisiertes Areal cinemn anderen Areal via dessen Kontext mitteilen, daB die Farbinformationen nicht
mehr reprasentiert zu werden brauchen. Die Neuronen kénnen dann in diesem Kontext lernen, die
anderen visuellen Inforinationen, wie Form und Bewegung, zu reprisentieren. Und wie kdnnen die
Informationen aus der Teilldynamiken wieder zusammengesetst werden? Die Antwort besteht in
einer bestimmten Verbindung der Schichten verschiedemer Areale. Im Rshinen des Modells von
Anheng D.4 ergeben diese Verbindungen ein stimmiges Gesamtbild, dessen Einfackheit mich itber-
raschie. Vorhersagen werden dabei sowohi aus den erlernien Phinomenen derselben Zeitskala als
auch aus den léngerfristigen Vozhersagen abgeleitet. Und die Unterscheidung verschiedener Zeits-
kalen beruht, ganz wie die Unterscheidung von Form und Parbe, auf Lernen im Kontext (siche
Anhang D.3). Ohne das neurobiologische Vorbild des Neocortex wire ich trotz all der mathema-

tischen Konzepte dieser Doktorarbeit wohl nie auf die Idee gekommen neurona.le Netze a,uf d1ese

naturhche Wease rmf:em&nder 1 verbmden
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, The time has come®, the Walrus said,

,To talk of many things:

Of shoes — and ships — and sealing wes —
Of cabbages — and kings —

And why the sea is boiling hot —

And whether pigs have wings.

Aﬁ%ﬁ&ﬁg _ﬁh L. Cagxoll: ,,Through the Looking-Glass®; Kap. 4.

@

A1 Das Beispiel einer Kreisabbildung

A.1.3 Motivation

Generierende Partitionen von eindimensionalen, stiickweise invertierbaren Abbildungen werden
anf dem Kreis in einer anderen Weise konstruiert als auf dem Einheitsintervall. Beide Fille sind
gut verstanden. Frithe Referenzen konnen in {1] gefunden werden, eine neuere Darstellung in {70].

Falls die Symbolischen Gebiete disjunkt gewihlt werden, dann erweisen sich auf dem Kreis
Partitionsgrenzen als notwendig, deren Lagen nicht eindeuntig durch die Dynamik f festgelegt
sind. Uberlappende Symbolische Gebiete werden in der Literatur nichi diskatiert. Als Vorberei-
tung auf den héherdimensionalen Fall in Kap. 4 und 5 will ick in diesem Anhang anhand eines
Reispiels darstellen, dafi die Wahl generierender Partitionen weniger willkiirkich ist, wenn iiberlap-
pende Symbolische Gebiete exlaubt werden. Dabel werden die in Kap. 3 eingefiihrien Konzepte der
expandierenden und kontrahierenden Blétier zwiefacher Partitionen verwendet. Die kontrahieren-
den Blitter sind bei eindimensionalen Abbildungen dadurch festgelegt, daf jedes kontrahierendes
Blatt ecin eingelner Punkt des Phasenraumes ist.'Die neu eingefiihrten Konzepte dricken daher
nicht mehr aus als die Weise, wie Teilintervalle zufeinander abgebildet werden.

A.1.2 Traditionelle Wahl einer generierenden Partition

In Kap. 2.2 wurden Abbildungen f auf dem Einheitsintervall betrachtet, die stiickweise diffe-
renzierbar und stiickweise invertierbar sind. Die Partitionsgrenzen verliefen durch die kritischen
Punkie®, zn denen die Ableitung F' ihr Vorzeichen wechselt. Die so definierien Partitionen sind .
zumindest dann generierend, wenn die Abbildung f an jeder Stelle = expandiert: inf, [f'(2)] > 1.

Dies gilt nicht mehr auf dem Kreis, der aus dem Einheitsintervall durch Identifizierung dex
Punkie = 0 und 2 ‘= 1 entsteht. Denn auf ihin kéunte zum Beispiel f(z) = 2- = an allen .
Stellen z sein, so dafj es iiberhaupt keine kritischen Punkte gibe. Fin anderes Beispiel zeigt Abb.
A.1. Darin wird der Phasenraum durch die kritischen Punkte in vier Symbolische Gebiete G =
(z1,22), oH = (z2,24), K = (24,25) und ol = (25,71 + 1) unterteilt. Anders als im Falle des
Tinheitsintervalles sind die Zweige der Abbildung f auf jedem so definierten Symbolischen Gebiet
nicht unbedingt invertierbar. Ein Beispiel gibt Abb. A.1: Das Bild f(eH) bedeckt den ganzen
Kreis und iiberlappt an seinen beiden Enden.

Um eine generierende Partition zu erhalten, mufi man einen Funktionswert f. € [0,1) wihlen
und die Symbolischen Gebiete an allen Steller = mit diesem Funktionswert f(z) = f, sowie an
" der Stelle 2 = f. sclbst unterteilen (siche z. B. [70]). Ublicherweise wird f. = 0 gewihlt, doch
-auf dem Kreis ist die Stelle 0 natiirlich durch nichts ausgezeichmet. Auf diese Weise wird das
* Symbolische Gebiet sH in Abb. A.1 in zwei kleinere Gebiete eH; = {23,23) und eHy = (z3, zs)
unterteilt sowie das Symbolische Gebiet oL in oLy = (z5,1) und eLy = {0,2). Auf jedem der

nun sechs Symbolischen Gebiete o B; € {eG,oHy,0Hs,eK,0L;,eL,} besitzt die Abbildung f ein
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Abbildung A.1: Eine stiickweis lineare Abbildung f(2) = @ny1 des Kreises auf sich selbst. Auf
den beiden Intervallen oG und oK ist die Ableitung ' > 1, auf den beiden Intervallen oH und
el ist die Ableitung f' < —1. Eine generierende Partition entsteht, wenn das Intervall e an der

Stelle @ = z3 (mit f(z3) = 0}.in die kleineren Symbolischen Gebiete oH und oH; unterteﬂt wnd _

sowua das Intervaﬁ eL an der Stelle 2= 0 in d.1e klemeren Geblete eLl und @Lz
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eindeutiges Inverses fgil. Der Beweis, dafl diesc Partition generierend ist, verliuft dann analog
zu dem Falle des Einheitsintervalles in Kap. 2.2.3. Die Symbolsequenz ...5_1 e 551 ... eines
Orbits (2:),.7 legt dusch #; € o5, die inversen Abbildungen fest, durch die die Punkte des Orbits
ineinander iiberfiihrt werden: = = fj, 1(@t+1) Diese inversen Abbildungen sind alle kontrahierend

sup, ide (z)/dz} < 1 und wegen der Partitionsgrenzen bei z = f, und f(z) = j. bilden sie
jedes Teilintervall vor (., f- + 1) auf ein kleineres Teifintervall ab. Daher bestimmt die Folge der
inversen Abbildungen

£n = -10‘%_11 0...f§e1($g+1) (A.1)

Welche kontrahierenden und expandierenden Blitter hat die so gewéhlte generierende Partition?
Die kontrahierenden Bléitier sind leichi zu beschreiben: Alle Orbits {#:},. 5. die in der Lage zg zur
Zeit ¢ = 0 iibereinstimmen, bilden ein kontrahierendes Blatt. Denn wegen =; = j*(zo) haben diese
Orbits zu aller Zeiten ¢ > O gleiche Lage und deshalb auch gleiche Symbole S5;. Und umgekehrt
ist die Lage g in Gl. A.1 durch die zukiinftige Symbolsequenz ©5p5; .. . festgelegt. Wéhrend sich
also in hoherdimensionalen Phasenriumen die GrdBe der kontrahierenden Blitter &ndern kann,
wenn die Partition vereinfacht wird (Kap. 5), ist diese Grofle bei eindimensionalen Abbildungen
von vorneherein festgelegt.

Nur die GroBe der expandierenden Blitter kann sich dann noch &ndern. Wie gro sie sind,
hangt davon ab, wie die Symbolischen Gebiete oB; € {¢G, oHy, 0Hy, 0K, olq,el,} aufeinander
abgebildet werden. Wenn jedes dieser Intervalle gans in dem Bild eines anderen Intervalles ent-
halten ist und wenn der Attrakior den gamzen Kreis bedecki, dann ist in jedem expandierenden
Biindel {(} |; B,-)‘°°.BJ- }e ein expandierendes Blatt, das so breit ist wie das Intervall Bje = f(oB;}
selbst. Wie die Intervalle spesieller Abbildungen aufeinander abgebildet werden, ist eine Frage,
die bei der Bifurkationsanalyse eindimensionaler Abbildungen detailliert untersucht wurde (siche
z. B. [42]).

Die Definition 2.2.1 fiir gencrierende Partitionen wurde in Bed. 3.2.1 dadurch ausgedriickt,
daB kein expandierendes Blatt ein kontrahierendes Blatt in mehr als einem Orbit schaneiden soll.
Bei eindimensionalen Abbildungen 148t sich das noch einfacher sagen. Jedes kontrahierende Blatt
vereinigt all die Orbits mit derselben Lage 9. Deshalb darf kem expandlerendes Blatt zwel ver-
schiedene Orbits mit derselben Lage zp enthalten.

Diese Bedingung wird durch die Partition {eG,sHj, @Hz, oK, ely,ols} natiirhich erfiillt, da
diese Partition generierend ist. Sie folgi aber auch direkt aus der Invertierbarkeit der Abblldung
f auf den Symbolischen Gebieten oB;. Denn wenn zwei Orbits desselben expandierenden Biaites

LSz 2S_1e zur Zeit ¢ = { dieselbe Lage ®¢ haben, dann haben sie auch fiir ¢ < § dieseibe Lage
@ = fS. f Sc+: fs ! ( g) und fm >0 dieselbe Lage = ft(e.«{} Sie sind daher identisch.

A.dl4 @’beriappez&de Symbaiische Gebiete

Das Kriterium 4.1.2 der Einfachheit begiinstigt groBe expandierende Blitier. Die Abbildung f
1aft sich aber auch auf groferen Gebieten als sH; und sHj in Abb. A.l inverticren, nérlich
auf den Gebieten ef O oH; und oJ D eHy in Abb. A.2. Wihrend die erstere Partition von der
willkiirlicher Wahl f. = 0 abhiingt, sind alle Grenzen der letzteren Partition durch die Dynamik f
selbst bestimmt. Denn of = (22, z7) und oJ = {2, 24) sind jeweils auf der einen Seite durch einen
kritischen Punkt z» bzw. zs begrenzt und auf der anderen Seite durch einen Punké z7 bzw. z,
dessen Bild f{z7) = f(z2) baw. f(za} f(z4) mit dem Bild des kritischen Punktes iibereinstimmt.

Erzeugt eine solche Partition in Symbolische Gebiete, auf denen die Abbildung f invertierbar
ist, auch die richtigen kontrahierenden Blitter? Nicht unbedingt. In unserem Beispicl besitzt die
Abbildung f bei & = p; und @ = p; zwei instabile Fixpunkte (Abb. A.3). Da f(pz) > flz2),
sind beide Fixpunkte in dem Symbolischen Gebiet el enthalien. Die beiden Orbits £; = py und
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Abbildung A.2: Dieselbe stiickweis lineare Abbildung f{zn) = #a41 wie in Abb. A.1. Das Intervall
eH wird in die iiberlappenden Symboclischen Gebiete e = (22,27} und eJ = (zg, z4) unterteilt.
Auf noch grofleren Gebieten wire die Abbildung f nicht invertierbar, da die Grenzen von of bzw.

oJ auf denselben Punkt f{z2) = f(zr) baw. f(zs) = F(z4) abgebildet werden. .-

142




Abbildung A.3: Dieselbe stiickweis lineare Abbildung wie in Abb. A.1. Die Gréfle des Symbolischen
Gebietes Af ist durch den instabilen Fixpunkt bei ps begrenzt. Und der instabile Fixpunkt bei
p1 begrenzt das Symboksche Geb;et elN. Im Gegensatz zu der Partition in Abb. A.2 ist diese
Pa,rtxtlon genenerend L

&y := pp (t € ) sind daher beide in dem Blatt 71> enthalten, welches daher kein kontrahierendes
Blatt sein kann.

Die richtigen kontrahierenden Blitter lassen sich auf zwel Weisen ergeugen. Erstens kann man
eine zwiefache Pariition verwenden, das heifit man beschreibé nur die expandierenden Blatter
durch die Partition in Abb. A.2 und die kontrahierenden Bldtter durch eine zudere Partiiion,
zum Beispiel die in Abb. A.l. Auch fiir andere Kreisabbildungen f lassen sich anf diese Weise die
groftmiglichen expandierenen Bldtter leicht finden. Die Rekonstruktion eimer nicht zwiefachen
Partition aus einer solchen zwiefachen Partition ist dann aber nicht trivial (siehe Kap. 6).

Zweitens kann man versuchen eine nicht zwiefache Partition zu komstruieren, die generie-
rerd ist und trotzdem méoglichst groBe expandierende Bidtier besitzt. In unserem Beispiel darf
dann kein Symbolisches Gebiet beide instabilen Fizpunkie enthalten. Die Symbolischen Gebie-
te {oG,eM,eN,eK,oL} in Abb. A.3 ergeben sich als die groBimdglichen. Tatséchlich kann man
zeigen, dafl diese Partition gemerierend ist. Der Beweis beruht auf der Zerlegung des Gebietes
o H = off UeN in Xeinere Gebiete s H = e MHK UeMHL. .., die sich aufgrund ihrer Symbol-
sequenzen unterscheiden lassen, und auf der Tatsache, dad die Partition generierend ist, die man
durch zusitzlichen Schnitte bei f. = f2(z2) erhilt. Eine detaillierte Darstellung des Beweises wire
aber wenig instruktiv.

A.1.8 ZFusammenfassung: Die einfachste Partition

Nach welchen Kriterien ergibi sich in unserem Beispie] oder im allgemeinen Fzll eine eindeutig
einfachste Partition? Das Kriterium der Einfachheit 4.1.2 begiinstigi grofie Symbolische Gebiete.
Dic Bed. 3.2.1 erfordert, daf die Abbildung fF anf allen diesen Gebieten invertierbar ist. Auflerdem
ist bel eindimensionalen Abbildungen f eine Zusatzbedingung sinnvoll, die in hdheren Dimensio-
nen unhandlich wird (Kap. 4.1.1): Die Symbolischen Gebiete sollen einfach zusammenhingende
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Intervalle sein.

Die kontrahierenden Blétter sind von vorneherein festgelegt. Wenn wir die Dynamik f mit einer
swiefachen Partition beschreiben, dann brauchen mur noch die expandierenden Blétter optimiert
zu werden. Wegen der Bedingung der Invertierbarkeit sind die in Abb. A.2 gezeigten Symbolischen
Gebiete die grofitmoglichen, doch nicht nur diese: Auch jedes Gebiet (2°,2%) C oH, das auf den
ganzen Kreis abgebildet wird: f{z°) = f(2°) (aber z° # z%), hat maximale Gré8ec. Je mehr dieser
Symbolischen Gebiete in der zwiefachen Partition enthalten sind, desto einfacher ist sie mach
Kriterium 4.1.2. Die einfachste Partition hitte also unendlich viele Symbolische Gebiete, was zwar
ein eindeutiges Ergebnis wiire, doch der naiven Auffasung von Binfachheit widerspriche.

Bet der Rekonstruktion einer nicht zwiefachen Partition in Kap. 6 wird daher die Zusatzbe-
dingung gesteilt, den Phasenranm mit méglichst wenig Symbolischen Gebieten zu iiberdecken. In
diesern Fall geniigen die beiden Symbolischen Gebiete of und oJ, und nur diese beiden Gebiete,
uin das Intervall off zu iiberdecken. Wendet man diese Zusatzbedingung auf Partitionen an, die
als Teil von generierenden zwiefachen Partitionen die Vergangenheit beschreiben, dann ergibt sich
die Partition {eG,eJ,2J,2K,sL} in Abb. A.2 als die cinfachste Partition.

Die picht zmefache Partition in Abb. A.3 ist schon dann die eindeutig einfachste, wenn
nicht zusétzlich eine minimale Zahl von Symbolischen Gebieten gefordert wird. Denn da kein
Symbolisches. Gebiet einen kritischen Punkt oder zwei Fixpunkte enthalten darf, mifte je-
des weitere gusammenhingende Symbolische ‘Gebiet ganz in einem der Symbolischen Gebiete
{eG, e}, eN,eK, ¢L} enthalten sein, nm dic Bedinung ,generierend“ nicht zu verletzen.

Bei ciner anderen Wahl der Dynamik f wire es aber durchaus mdoglich, da$ verschiedene
generierende Partitionen existieren, die sich nicht weiter vereinfachen lassen. Die einfachste Be-
schreibung der Dynamik mit Hilfe von expandierenden und kontrahierenden Blittern ist in diesem
Fall leichter zu finden und Wemgex mehrdeutlg als dxe emfa.chste Beschrelbung mit Hilfe von nicht
swiefachen Partitionen.

In den einfachsten Partitionen von Abb. A.2 und A.3 liegen die Partitionsgrenzen nicht nur
bei kritischen Punkien, sondern auch bel Fixpunkien oder bei Punkten, deren Bilder mit Bildern
von kritischen Punkten zusammenfallen. Bei anderer Wahl der Dynamik f kdnnten zum Beispiel
auch periodische Orbits Partitionsgrenzen bilden. Jedenfalls sind die Partitionsgrenzen durch die
Dynamik f festgelegt, in Tinklang mit der Aufgabenstellung von Kap. 1.1.
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A2 Wie stark sind sﬁ:a’bﬂa umi instahile Mamg%ﬁﬁgkerﬁ
o eeE;?‘met‘? o

In Kap. 2.3.2 wurden die scharfen Kriimmungen der stabilen und der instabilen Mannigfaltigkeit
diskutiert, die man in typischen, nicht hyperbolischen Systemen findet. Abb. 2.8 illustrierte den
dynamischen Ursprung dieser Krimmungen: Kriimmungen der instabilen Mannigfaltigkeit ent-
stehen nach Kontraktion in instabiler Richtung. Und Kriimmungen der stabilen Mannigfaltighkeit
existieren vor Expansion in stabiler Richtung. In demselben Kap. 2.3.2 wurde aber auch argumen-
tiert, dafl diese scharfen Kriimmungen dicht auf dem Attrakior licgen. Es ist deshalb gar nicht
sicher, ob man den numerisch berechneten Abbildungen der stabilen und der instabilen Mannig-
faltigkeit trauen soll. Dort sieht man zwischen den scharfen Kriimmungen der Mannigfaltigkeiten
lange, ungefihr parallele Abschniite, die kaum gekritmmi sind.

Um den Fall suszuschliefen, daf die stabile und instabile Mannigfaltigkeiten wirr gekriimmt
sind, soll in diesern Anhang die Hiufigkeit scharfer Krimmungen abgeschitzt werden. Diese
Abschitzungen sind sehr grob. Es wird unter Vernachlissigung aller multifrakialen Korrekiu-
ren angenommen, dsfl sich die Expansion und Xontraktion in dem Szenario von Abb. 2.8 duxch
die Lyapunov Exponenten beschreiben Ji8t. Dabei ergibt sich eine sehr schnelle Schrumpfung des
Kriimmungsradius der stabilen Mannigfaltigkeit unter der Dynamik f~%, so dafl diese scharfen
Krimmungen nur in einem exponentiell kleinen Teil des Phasenranms zu erwarten sind.

Wie verindert sich die Kriimmung unter der Abbildung f? Wir beirachten gunfichst eine
eindimensionale stabile Mannigfaltigkeit 1#* baw. instabile Mannigfaltigkeit W* in einem zwei-
dimensionalen Phasenranm. Wenn die Mannigfaltigkeit ducch z{s) paremetrisiert wird, damn ist
ithre Richtung durch £({s) := f;g(s), ihre Kritmmung ¢ uvnd der Kriimmungsradius r, duzch

¢ = Lfrg 1= |#18g — 2281]/|2f° (A.2)
gegeben. Bei der Abbildung nach 2(s) = f{z{s)) wird der Richtungsvektor linear gestrecki:
= d - afs
z; 1= Ezi(s Z ($(s)) &; . (A.3)

i

Fiir die Anderung der Kriimmung ist die zweite Ableitung wichtig:

2
z_‘z:{ 65;":&: e + aff J(s)) , (A.4)

die in einen nichtlinearen und einen linearen Anteil aufspaltet.

Bei scharfer Krilmmung c einer Manmgfaitlgkezt ist |2} groB, verglichen mit {2}” ? und der Vektor
2 transformiert sich in Gl A.4 etwa wie ein Vektor des Tangentislraumes. Uber grofe Zeitintervalle
t kann man diese Expansion mit den Lyapunov Exponenten A; >> 0 > A» beschreiben.

Uns interessieren auf Abschnitten der instabilen Maunigfaltigkeit nur die Punkte, wo die
Kriimmung loka! am schirfsten ist. Nach Gleichung A.2 ist die Kriimmung dort scharf, wo der
Vektor |2] gro8 ist, der Vektor |2| Xlein ist und beide Vektoren keinen allzu kleinen Winkel einschlie-
fien. Wenn bei einer Zeit 0 die Kriimmung auf cinem Abschnitt der instabilen Mannigfaltigkeit
iiberall gering ist, dann ist sie anf dem i-fach iterierten Abschnitt dort am schirfsten, wo der
Vektor |£| exponentiell expandierte {|£] ~ exp(A1t}) und der Vektor |&| exponenticll kontrahierte
(12 ~ exp(2at).

Nach Gleichung A.2 ist diese Kriimmung daun von der Gréflerordnung:

e ~ exp{(A1 — 2A3) - 2) {A.5)

Wenn umgekehrt ein Abschnitt der stabilen Mannigfaltigkeit erst ab dem Z 1tpunkt 0 geringe
Kriimmung zeigt, dann ist seine maximale Kriimmung sum Zeitpunkt —¢ von der Grd8enordnung

c_g ~exp((2h1 — Ag) - t) . {(A.6)
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Wie man in Abb. 2.8.a erkennt, liegen die so erzengten scharfen Kriimmungen der stabilen
Mannigfaltigkeit normalerweise nicht isoliert, sondern entlang von Linien. Fs ist zu vermuten,
dafi die Linge dieser Linien fiir £ — —oo so wichst wie die Linge typischer Linien, nimlich wie
exp(—Azt). Entlang dieser Linien kann man auf eciner Breite von ungefihren 1/c¢_; die scharfe
Kriimmung der stabilen Mannigfaltigkeit erkennen. Die gesamte Fliche ist dann ungefihr das
Produkt exp(—Ast)/c_; = exp(—2A;1£), also exponentiell klein. Diese Abschétzung stiitzt die nu-
merisch berechneten Bilder, die lange ungekriimmte Abschniite stabiler Mannigfaltigkeit zeigen,
und zwar gerade bei starker VergroBerung des Phasenraumes, wie zum Beispiel in Abb. 2.11. Fiir
die instabile Mannigfaltigkeit und fiir Mannigfaiiigkeiten in hoherdimensionaien Phasenrinmen
fiihren analoge Abschitzungen zu einem &hnlichen Ergebnis.
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Anhang

lechenregein

Dieser Anhang enthélt genaue Definitionen und Rechenregeln {ir den Punkt o, che Klammern {}
c‘ue bindren. Operatoren L und M sowie die Klammern {LLY und L1

B.1 Definition des Punktes o

Der schwarze Punkt = ist bereits aus Kap. 2 oder z. B. {70, Kap.9] bekannt: Symbolsequenzen wie
..85_1 08595 ... kennzeichnen Mengen von Orbits (oder anch Punktmengen, wenn die Dynamik
¥ invertierbar ist). Der weife Punkt o wurde in Kap. 3.2.3, Gl 3.16 fiir dep Fall:

{VO#}c:_—;{agaE|36€{V®p,}‘fa§ﬁ} o (B.l)

definiert, daB er zwischen geschweiften Klammern {}° steht. Dabei diirfer die Sequenzen v und g
aufer Symbolen auch noch die Operatoren U, rz i und e entha.iten die im foigenden behandelt
werden.

Man kann den Ausdriicken » o pgund vep auch ohne die Klammern {}* einen mathemati-
schen Sinn verleihen. Jeder solcher Ausdruck ist Element einer abstrakten Algebra, das durch die
Klammern {} anf eine Menge von Orbiimengen abgebildet wird. Die Algebra wird aus den Sym-
bolsequenzen durch die moch zu definierenden Operatoren U, M, U und M erzeugt. Sie ist durch
bestimmte Assoziativ— und Distributivgesetze charakterisiert. Diese Regeln werden weiter unten
zus den Regeln der Booleschen Mengenalgebra abgeleitet.

Am einfachsten 188t sich die Algebra verstehen, die von den {}peratoren M und U aus einskel-
ligen Symbolsequenzen erzeugt wird. Betreachten wir zwei Symbole 5 und 7', deren Symbolische

Gebicte ¢S und o7 definiert sind. Der Schnitt SN T und die Vereinigung S5 U T waren bisher

nicht definiert und konnen nun als meue Symbole interpretiert werden. Dxe zu dlesen Symbolen_

gehorcnden Symbohschen Gebxete smd naturhch deﬁmeri; als: e e e .
U M(8AT) = (e8) N (oT)  wnd - e(SUT) i= (o5) U (@r) ..'(B.z)

Die Klammern (} auf der rechten Seite werden in Zukunft Weggela.ssen In dieser Schreibweise hat
die Aneinanderreihung von Symbolen und Punkien e und o eine hdhere Pnontat als die bmaren
Operatoren N oder U {oder die unten definierten Operatoren LI und ). : T

Anf dieselbe natiirliche Weise kann man auch den Schnitt & N3 und die Veremlgung aUS von
lingeren Symbolsequenzen wieder als Symbolsequenzen interpretieren. Dabei miissen allerdings
@ und 3 dieselbe Lénge haben, da sonst die Stellung - der. Symbole unklar wire. Die Linge der
Sequenz a N B oder a U B wird so definiert, daf sie mit der Lénge von a {und nicht etwa mit
_der summierten Linge von @ und §) iibereinstimmt. Die so entstandenen Symbolsequenzen aU g
~ oder aM G konnen mit weiteren Sequenzen vereinigt oder geschnitten werden, wenn diese dieselbe
Linge haben. Die Regeln der Mengenalgebra, also die Assoziativitit, die Kommutativitét und die
beiden Distribativgeseize, konnen auf dlese Symbolsequenzen iibertragen werden, wodurch eine
"Boolesche Algebra entsteht.
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Der Vorteil dieser Schreibweise besteht darin, da Symbole, die zwei Sequenzen gemeinsam
sind, nun ausgeklammert werden kénnen. Zum Beispiel ergibt sich ans diesen Definitionen sofort
fiir elle Symbole S1, S3 und T:

SieT U ST = (SteneT)U(SrenNel) = (S1eUSe)nel (B.3)
= (S1U5'2)@ﬂ§T = (51U52)@T . - (B.4)

Dieses Ausklammern verkiirzt die Rechnungen dieser Arbeit wesentlich, weil sich darin viele lange
Segquenzen nur in wenigen Symbolen unterscheiden,

Auf demselben abstrakten Niveau kann auch eine Boolesche Algebra auf den Symbolsequenzen
definiert werden, die den weiflen Kreis o enthalten. Die Operatoren N und U sind in dieser Algebra
definiert durch:

provy 1 pzovy = pov & ujery [ figely = pev (B.5)
piovi Y paows = poyr & pysiy U psery = fier . {B.6)

Dabei miissen g3, 7 oder g (baw. w1, v5 oder v} micht unbedingt selbst Symbolsequenzen sein,
sondern kénnen auch durch die Operatoren M und U (oder auch L und M) avs Symbolsequenzen
gleicher Lénge erzeugt werden. In dieser Booleschen Algebra gelien per Definition die Assoziativ—,
Kommutativ— und auch die Distributivgesetze:

{ent) U p = (cUp) N (rUp) - (B.)
(gUT) N p = {eNp) U (rnp) . (B.8)

Diese Elemente der abstrakten Algebra kdnnen nun auf Mengen von Orbitmengen abgebildet
werden. Die Abbildung wird nicht, wie fiblich, durch einen Buchstaben susgedriickt, sondern durch
das Binklsmemern des Elementes p. Das eingeklammerte Element {u}* bezeichnet daher eine
Menge von Orbitmengen. Um diese Abbildung {}* zu definieren, geniigt es (wie bei allen auf
Algebren definierten Abbildungen) das Bild jedes erzeugenden Elementes und die Wirkung der
Abbildung auf die Gperatoren U und M anzugeben. Die erzengenden Elemente der Algebra, ndmlich
die Sequenzen ...S_31 0 935 ..., wurden schon in ‘Gl B.1 abgebildet. Das Bild aller durch die
Operatoren U und N erzeugten Elemente ist da.nn definiert durch: : :

fpuv¥ = {PIUP:a 'I o€ {m¥ A pre w3 " .'(B.g)
vy = {m0e | pe{pf Apelyt . - 0 (B10)

Dies soll gelien fiir alle Sequenzen p-and v, die gemif den Rechenregeln aus Symbolen, einem
Punkt o oder e und den Qnemt@ren U und N {und spiter auch LI und M) zusammengesetst sind.
Die Wirkung von U bzw. N in der Booleschen Algebra von Symbolsequenzen entspricht also der
paarweisen Vercinigung bzw. dem paszweisen Schuitt von Orbitmengen p;. Wenn oN = §, dann
188¢ sich das Nullelement der Booleschen Algebra als oV schreiben, durch {}* wird es laut B.1 auf
das Nullelement {8} abgebildet. Das Einselement oF wird auf die Potenzmenge {oE} abgebﬂdet
che aile Orbltmengen enthalt : : o

B.Z Beﬁn%ﬁigﬁ d@f%iﬂéﬁ"en @pefaﬁ@g’eﬂ U ﬁné ﬂ . S

Nun kinmen aber nicht rur die 'Crbitmengen selbst, sondern auch Mengen von ZOrbitmengen
geschnitten und vereinigt werden. Dies indusiert eine weitere Boolesche Algebra. Um in ihr effizient

rechnen zu kénnen, bedarf es einer Schreibweise, bei der che Symboie mcht durch Klammern } {

von den neuen Ope;atoren U und FI getrennt werden

RSTRTI TR W QTP U A pE{!-L}‘ \) pe () @
{env} = {pln{v¥ fo | pe{uyApeiv}} o (BA2)

n-
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Diese Definition gilt wieder fiir alle Sequenzen p and v, die geméaf den Rechenregeln aus Symbeolen,
einem Punkt o oder # und den Operatoren U,1, U und M zusammengesetzt sind.

Wie die Operatoren U und N des letzten Abschnities erzengen auch die Operatoren U und 1M1
eine Boolesche Algebra auf den Symbolsequenzen. Die Distributivgesetze lauten:

i

{eNr) U p {cUp) N (rup) (8.13)
(etir) N p = (e0lp) U (¥Np) (B.14)

Das Einselement dieser Boolschen Algebra ist wiederum oF. Das Nullelement ist ein anderes als
im letzten Abschniti, da es durch {}* auf § abgebildet wird,

Bisher wurden die durch Mund U bzw. Mund U erzeugten Boolschen Algebren getrennt betrach-
tet. Ans den Definitionen B.9, B.10, B.11 und B.12 der Abbﬂduag {} folgen zwei Bez;ehungen,
in denen die beiden Operatorentypen gemischt sind: -

{eunUslt = {aUm | ;mefolrd A pe ok} | (8.15)
= {mUp: | pmefot Apefp}} U{mUp | preir} A p2€{p}}
= {oUp}¥ U {rup¥ (B.16)
{euninet = {map | ppefef Ape{p}t U{mne | pe{r} A p2e{p}}
= {enp}¥ U {T N p} (B8.17)

Bs ist deshalb sinnvoll und in Einklang mit der Definition der Abbildung {}* mdglich, beide
Boolschen Algebren zu einer zusammenzufassen, in der zwel weitere Distributivgesetze gelten:

(e Up) (rUp) (B.18)

(¢U=) u p. L
(enp) U (rnp) (B.19)

fery n p

Il

Die Operatoren M urd {1 tauchken in den Rechnungen viel seltemer auf als die Operatoren U
und L. Statt N zu verwenden, kann man nimlich meistens die Symbole wie in

cor=6o0o (1 ofF (B.20)
aneinanderreihen. Die Distributivgesetze B.8 und B.19 lauten dann:

co(rlUp) = eo7 U cop (B.21)
ge{rilpl = gor U oop (B.22)

Analoge Gleichungen folgen fiir eine rechts, nicht links stehende Sequenz or oder fiir einen Punkt
o bzw. e an anderer Stelle. Die Regel (B.22) macht ibrigens auch dann noch Sinn, wenn kein
Punkt o vorhanden ist. So kann man die Menge aller 01—Sequenzen der Lange n m1t {(0 U 1)ﬂ
begeichnen.

Der Operator 1 kann immer dann durch den Operstor N ersetzt werden, wenn alle Symbolse—
guenzen mit dem Punki o und nicht mit dem Punkt o geschrieben werden. Denn das Bild {¥}
einer solchen Symbolsequenz ¥ ist laut De.f B.1 cine Menge d1e m.lt einer Orbltmenge P a.uch Jjede
ihrer Tellmengen o enthilt: R
VDE‘IF Vo'Cp 0'6\1‘ T (B23)

Durch Emsetzen in die Definitionen B.9, B.10, B.11 und B.12 ergibt sich, daf die Bedingung B.23
auch fir {pUvr}, {g Ny} und {p Ui} g:lt falls sie ﬁlr {p,} und {u} gzlt Der v1erte Operator
' n mrki: in dlesem Fal'{ wie der Operamr e :

Cqenwk o= fenp | me{#}* A PzE{V}} T ma2g

= {Plﬂéz I pnps € {uy Apinpze{u}} (B.25)
= {u} 0 ¥ o= {pnvyr (B.26)
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Insbesondere gilt

fropgl = {(voE)N(Eopu) (B.27)
= {(voE)M{Eopu} (B.28)
= {wo} N {ou} . (B.29)

B.3 Die eckigen Klammern [ | und [, 4]

Bisher wurden einzelne QOrbits zu Orbitmengen zusammengefaflt und diese wiederum zu Mengen
von Orbitmengen. Beide Schritte konnen mit geschweifien Klammern {} oder {}' geschrieben
werden. In den Rechnungen in Kap. §, Anhang C und anderswo mu$ der umgekehrte Weg begangen
werden: Von Mengen von Orbitinengen I' und A zu Mengen von Orbits [T'] und [A] oder zu Mengen
von Orbitpaaren [T, “] oder [, A]. Diese drei verschiedenen Schreibweisen mit eckigen Klammern
begzeichnen verschiedene Rechenoperationen.

Die einfache Klamnmer | ] vereinigt alle enthaltenen Orbitmengen:

o= U . (B.30)

el
Insbesondere gilt wegen Def. B.1 und B.11 fiir alle Gebiete ec, o8 € o E: ’
{ea}] = [{oa}] = ea (B.31)
Ho(aUAY = [e(aUB] (B.52)

In digsen einfachen eckigen Klammern kénnen also alle Rechengeichen Ul durch U ersetst werden
und alle & durch o, sofern kein Operator M in ihnen auftritt.
Ein Paar verschiedener Oebits 2z und y soll als [z, y] geschrieben werden. Dann ist

T,4 = {lz,9] | 2#yv A Jael: =z,yca} (B.33)
definiert als die Menge aller Orbitpaare [, y], die in derselben Operator « enthalten sind. Es folgt
Fua,9 = 99 U [AY (B.34)

und, wenn man {p U r} fir DU A einsetat,
Heuvl, o = b9 U [ (B.35)

B.4 Die eckige Klammer |, ]

Der 'doppelte Strichk “in [T, “] kennzeichnet den Fall, in dem Orbitpaare innerhalb eines Biindels

gebildet werden. And\.rerseits kdnnen auch zwei verschiedene Bunaei mitelnander Orbltpaare bﬂ—-

den Fu:r a.lle Mengen T, A von Orbltmengen ist, -

A= {d z;éyAze[r]A'yé[A]_} O (B3g)

definiert als die Menge der Orbitpaare, die aus einem Orbit in [I] und einem Orbit in [A] bestehen.

" Diese Schreibweise [,] sollte nicht mit {, ] verwechselt werden. Zwar gilt immer {T, “] C [T, T},
und wenn die Sequenz o o 3 kein U enthili, dann kann man sogar zeigen, daf [{cx of3,“¥] =
({a 0 8}, {a 0 B}]. Dech im allgemeinen ist [T, “] C [T, T'] moglich. Denn [T, I] héngt ja nur vom
Gebiet [I'] ab und nicht von der genauen Form der Orbitmengen in T.

Nach dem im letzten Abschnitt iiber die Klammern [] Gesagten folgt, daB auch in den Klam-

mern [,] jedes Rechenzeichen. LI durch U ersetzt werden darf und _]edes s durch o, sofern kein
Oneratox Min ihnen auftritt. ﬂuﬁerdem-felgu aus der Def. B.36:

M = M UMy = [LA] = TyuAl U [Fod] (B.37)
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Um effizient mit eckigen Klammern [,] rechnen zu kénnen, mufl man einen Weg haben, ge-
schweifte Klammern und alle Sequenzen gemeinsamer Symbole aus den Klammern [ ] herauszie-
hen zu k&nner, so dafl zuleizt in den Klammern nur noch die Symbole vermelben, in denen sich
die gepaarten Orbits unterscheiden. Dies erlaubt die Definition:

{golo, v} = {po}, I N {{O‘T}‘:{OT}‘] n [{OERV}"“} (8'38)

und analoge Definitionen, bei denen die Lage des Punktes o verschoben ist. Die beiden Sequenzen ¢
und r in der Klammer [o, 7] miissen die gleiche Linge » haben und den Punkt o, falls er iherhaupt
in der Klammer aufiritt, an derselben Stelle enthalten. Alle vier Sequenzen g, v, ¢ und 7 diirfen

nach den algebraischen Regeln mit den Operatoren L, M, U und M gebildet werden.

B.5 Orbiipaare einer zwiefachen Partition

In Kap. 3.2.2 wurde eine zwiefache Partition {Aye, ... A e}, {¢B,.. .6 B, } betrachtet. Das Biindel
all ihrer expandierenden Blitter wurde geschrieben als:

L[ Ja) e} (B.39)
i=1 .
(Gl 8.11) und das Biindel all ikrer kontrahierenden Blétter als:

{o(] | BY™F . (B.40)

i=1 )

(Gl 3.12). Diese Schreibweise wurde durch Def. B.11 prézisiert. Wic man leicht sieht, kann die
Menge der Orbitpaare dieser Partition nun mit Def. B.38 geschriecben werden als: .

| U f*{(uAJ-w EE](UB)+°°} (B.41)

t=~00 i=1 o ] i=t

Den Operator J[° £, der nichis anderes tut als den Punkt o zu verschieben, werde ich, wo
immer méglich, vermeiden.

Die Bedingung 3.2.1, daf} keine QOrbits verwechselt werden, wurde in Kap. 3.2.3 schon so aus-
gedriickt, dafl die Menge {(| 1, 4:)™ e (Lf}_; B;)*=}* keine Orbitmengen mit mehr als einem
Orbit enthilt. Da in Def. B.36 nur verschiedene Orbii:s # # vy gepaart werden, folgt aus Bed. 3.2.1,
daf fiir jedes k:

ki k3
{4 <o [Be, BIN] | Bi)™¥ =6 . (B.42)
i=1 i=1
Bei einer bindren Partition ist e F = eBy UeB,. Die Menge der Orbitpaare in B.41 kann dann
umgeschrieben werden. Dabei wird GL B.37 verwendet, nm [eB; U eBjy,sB;1 U eBs] zu ersetgen
durch die vier Terme [eBy, eBy], [eB1,eBs], {682, B} und [8By,sB;]. Der erste und der letate
Term verschwinden wegen Gl B.42. Die Menge aller Orbitpaare ist dann, abgesehen von anderen
moglichen Lagen des Punktes o, gleich

{(U A;)™% o [By, Ba]{ U By u {{JA) ™ oBy,Bi(] | B))™Y . (B.43)
=1 j=1 =1 i=1

In dieser Form werden Orbitpaare in Anhang C berechnet, wobei der zweite Term aus dem ersten
4 lammpr f 1 folet.

i EaacsilriinCT P
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B.6  Ausklammern von Symbolen

Bei der Berechnung von Orbitpaaren ist es sehr praktisch, daf einzelne Symbole § aus der Klammer
[] ausgeklammert werden diirfen. Denn eine kurze Rechnung, die auf die Def. B.36 zuriickgreift,
ergibt fiir beliebige Sequenzen p, o und

plSoe Sorl} = [{pEo},] n [{So},] n [{oc},{or}] (B.44)
= {pSolo, 7]} . {B.45)

Durch Anwendung der Abbildung f erhalt man analoge Formeln, in denen nur der Punki o an
einer anderen Stelle liegt. Auch rechts darf man gemeinsame Symbole susklammern:

{ooSroslu} = {loo,rolspy . (B.46)
Demunach diirfen auch lingere Symbolsequenzen ausgeklammert werden, sofern sie nicht die Re-

chenzeichen U oder N enthalten.
Eine andere, oft verwendete Rechenregel folgt direkt aus Gl B.35:

Heuv)olarl} = {polo7]} U {rolsr¥ {B.47)

Diese Rechenregel ist besonders dann niitslich, wenn die Orbitmengen [{r0}‘] und [{oe}] nicht
iiberlappen: [{r0}]N [{o6}] = §. Dann ist {r o ¢}* = {#} und aus der Def. B.38 folgi sofort:

{volo, 7]} = 6. (B.48)

Wenn sich die Sequens » nicht sowoh! durch ¢ als auch 7 fortsetzen 188t, dann kenn mean sie
demnach in Gl. B.47 streichen.

Woet ={0} v {por} = {8} = {(pur)oelo, 7]} = {noler} (B.49)

An den Rechenregeln dieses Abschnittes sind die dufleren geschweifien Klammern {}* wieder
unbeteiligt. In Anhang C werden sie manchmal weggelassen. Dies ist erlaubt, wenn man gans
analog zu dem Vorgehen in Kap. B.1 eine abstrakie Algebra definiert, die die Rechenzeichen
[,] enthélt und erst durch die Abbildung {}* auf Mengen von Orbitpaaren abgebildet wird. Das
Entfernen der geschweiften Klammern {}* fiihrt aber, anders als in Kap. B.1, zu kemen Welteren
Veremfachungen, 50 daB es iner nicht weiter d:skutlert werden soIl
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Anhang C

rbitpaare von ?@ﬁ’%g%g@ﬁ@m @@g
non Attraktors

In diesem Anhang werden jeweils zwei Partitionen von zwei selisamen Attraktoren miteinander
verglichen. Alle Orbitpaare werden berechnet, woraus sich mach dem Kriterium 4.1.2 die Ein-
fachheit der Partitionen ergibt. Die Rechenregeln aus Anhang B werden intensiv verwendet. Die
Ergebnisse wurden bereits in Kap. 4.2 zusammengefafit.

C.1 Vergleich zweier Partitionen bei schwacher Dissipati-
on

Die Dynamik f des Hénon Attrakiors bei a = 1.0 und bei der schwachen Dissipation b = 0.54
wurde in Gl 4.2 und 4.3 angegeben. -

H#a}) = @y = 1= 3121 -+ ¥n ) (C.1}
f(yn) = Yn41 = 0.54- Bn ' (0.2)
In Kap. 2.3.3 wurden zwei Partitionen zuf diesem Attraktor vorgestellt, ndmlich die 01-Partition

(Abb. 2.6) und die XY -Partition (Abb. 2.12). Abb. C.1 vergleicht diese beiden Partitionen. Es
ist nicht offensichtlich, welche von beiden die einfachere ist. '

£ 1 1L
TS BF

WS oL

Die Symbole X und ¥ wurden in GL 2. 10 und Gi. 2.11 durch ﬁl—Symboiseqt:enzen ausgedriickt.
Diese Gleichungen lassen sich wegen Gl C.5 umschreiben zu:

oX = o) U 0lell U 0s1ll (C.3)
eY = 810 U 11e11 . (C.4)

Die beiden Teile der XY -Partition sind disjunkt eXNeY = . Der. Abb. 4.1 entnahmen wir, daf
die Sequenzen 0110 und 0010 verboten sind. : :

* 0510 = o | (5

'Desha.l;) uoeraeckt die Verelmgung X UsY = eE \be 110 den Attraktor. Hleraus und aus der
weiteren grammatikalischen Regel 4.19 werden in diesem Anhang alle Orbitpasre beider Partitio-

nen berechnet. Dabei werden die Schreibweisen und Rechenregeln aus Anha,ng B verwendet Das

Ergebms wurde berelts in Abschmtt 4 2. 1 dargestelit.




VIHIT

a=1.0; b=0.54

-2 -1 0 e 1 2

b
~

Abbildung C.1: Wiederholung der Abb. 4.1, in der die 01-Partition und dle X Y-Pa.rtmon des
Henon Atﬁra.ktors bel schwacher Dismpa.iuon vergkchen Wurden ) : _
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Zunschst sollen die Symbole 0 und 1 durch die Symbole X und Y ausgedriické werden. Dazu
bestimmen wir ein paar kurze Symbolsequenzen. Einsetzen von C.3 und C.4 ergibt nach kurzen
Rechnungen:

Y X = elf (C.8)
oYY = 1lisll (C.7)
e XX = 00 U 0el1lll U 011} . (C.8)

Zweimaliges Einsetzen der letzten Gleichung ergibt wegen des Verbotes (C.5):
s XXXX = o0 . {C.9)
Zusammen mit der Definition (C.4) von Y ergibt (C.8):
e XXY = (Qelll , (C.10)
was mit dem Verbot {C.5) und mit ¢0 C eX umgeschrieben werden kann:
s XXY = XeXXY = 0Ooll = 0elll . (C.11)

Deshalb ist die Sequenz eY XXY = § verboten. Aus {C.6) und (C.7) folgt gleichermaflen das
Verbot von YXYY.
eYXEY = § (C.12)

Mit den Regeln C.6 und C.9 kdnnen wir die Symbole e = 120U020 vnd o1 = ¢ £\ 0 duzch
X und Y ansdriicken:

o) = YeXUXFNeXXX (C.13)
el = &Y UXeXXYUXXeeXY . {C.14)

Da wir alle anendlichen 01-Symbolsequenzen in unendliche XY -Sequenzen und umgekehst fibes-
setzen kbnnen, sind beide Partitionen generierend, wenn eine von beiden generierend ist, das heifit,
wenn in

{(0U)®o (UL} = {XUY) Co(XUY)T=} {C.15)
keine Menge mit mehr als einem Orbit enthalten ist.

Die bisherigen Gleichungen haben eine Symmetrie, die man der Abb. C.1 des selisamen At-
traktors nicht ansieht: Wean man die Zeit umkehrt, also rechts und links in allen Symbolsequenzen
vertauscht, und auflerdem die Symbole gemdB X ¢+ 1 und ¥ & 0 paarweise vertauscht, dann blei-
ben alle bisherigen Gleichungen wahr. Deshalb kann auch kein Kriterium fiir Einfachheit, durch
das keine Zeitrichtung ausgezeichnet wird, entscheiden, ob die XY~ oder die 01-Partition einfa-
cher ist. Unser Kriterium zeichnet keine Zeitrichtung aus. Die weitere Rechnung ist nur deshalb
interessant, weil weitere Symbolsequenzen verboten sind, die diese Symmetrie nicht erfiillen. Aus
der Abb. 2.6 bzw. 2.12 ersieht man: o

s XXXXXX = 6 = 20000 (C.16)

e XXXXY = oXXXXYYY <& 001 = o0011111 . =~ - . (C.17)
In die folgende Rechnung gehen nur die zwei Bezichungen in Gl 4.19 emn:: '
oXXXXYX =8 , - - (C19)

Die Definitionen (C.3) und (C.4) der Symbole X und ¥ lassen sich mit dem Verbot (C.5)
umschreiben. e L EEPEIREHENETEEE R

CUeX = e U Olel U 0ell . . (C.20)
oY = o1\ (0lel ‘U 0ell) (C.21)
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Die dabei suftretenden Sequenzen reichen nur um zwel Zeitschritte auf beiden Seiten iiber den
Punkt e hinaus. Deshalb Hegt jedes Gebiet 5_35_1 ¢ 555;; S € £0,1} ganz in cinem Gebiet oTp;
(TO € {X » Y} )

{ou1Ye(uU1)®y C {o{XUT)¥ (C.22)
indem wir diese Bezichung mit f iterieren und den Schmitt
{foAX LYY N {eEY X uY) = {o(Xuyvy)y+y (C.23)
bilden, kénnen wir diese Bezichung auf halbunendliche Sequenzen verallgemeinern:
{fo(DUI)*™*Y C {oEE(XUY)T™} (C.24)
{OUD) o} C {(XUY) ™ Ho} . (C.25)

Dain diese Ableitung nur Regeln eingingen, die unter der erwihnien Zeltumkehr symmetrisch
sind, folgen ganz analog aus den zu (C.20) und (C.21) symmetrischen Ausdriicken fiir die Symbole
6 und 1:

80 = oX \ (eXXY U XeoXY) (C.26)

ol = oY U eXXY U XXV (C.27)
die zu (C.24) und (C.25) symmetrischen Beziehungen:

fo(X LYYl C {oE(Ou1)*™} (C.28)

{XUY)y =} C {{OU1})"EEo} . (C.29)

i

C.1.2 Orbitpasre der XY -Partition

Wir berechnen nun sunichst die Menge aller Orbitpaare in der XY —Partition. Laut Gl B.43
geniigt es, die Menge

By = {{XUY)®o[X,Y](XUY)T=} (C.30)
= [{(XuY) ™ o}, n PpEEFUY)™}ID n
N {XUY)Yo[X, YHX LYK (C.81)

zu berechnen, da alle anderen Orbitpaare durch Verschieben des Punktes o oder Vertauschen von
X und Y folgen. Dabei hétien wir auch gréfiere Exponenten als die 4 wahlen kénnen, aber dies
ist fiir die weitere Rechnung nicht erforderlich.

Wir wollen €xy mit (1-Sequenzen ausdriicken. Aus den Beziehungen (C.28) und (C 29) folgt :

sofort: : L
&xy C [{OUL)"®EE}, 4 n [{eEE(OUL)*™®¥, < . ... c 32)
Es bleibt also noch der letste Term in (C.31) als 01-Sequenz umzuschreiben:. =~ = h .
gxy C | {OBLBTo X, YIGLTLY (C.33)
s - _

(mit 73 € {X,Y}). Dazu bedarf es einer Fallunterscheidung:

1. Fali: Kein_.XXY in T3T4XT5T5 oder T3T4YT5T6
. Nach den Ubersetzungsregeln (C.26) und (C.27) wird in diesem Fall das zentrale X in eine
. .0 und das ¥ in eine 1 #ibersetzt. An allen anderen Plitzen hingen die Ubersetzungsregeln
‘nicht von diesem X oder Y ab. Piir jede Wahl der 73 ... T gibt es daher S3...5 € {0,1},
. .so daf: - o
- {Ni Ty TsTs 0 (X, YT T7 T} <€ {838:0][0, 1}5555}‘ (C.34)

_Die mit zentralem X bzw. ¥ iibersetzten Sequenzen unterscheiden sich daher auch nur an
‘einer Stelle. Die nun folgenden Fille werden XX Y in 3T X157 oder T3T3Y T5 T enthalten,
“und zwar jeweils an elner anderen Stelle.
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2. Fal o[ X, Y]y = Xo[ XYY

{XUYEXo[X,YIYY = {{(XUYIXXo[X, YV} daYXeXY =6 (C.35)
{XXXo[X,YIY} daYXXeY =0  (C.36)
{0[0,1j1o 11} (C.37)

i

Die (1-Partition unierscheidet die beiden Orbiis also um zwel Zeitschritte fruher als die
XY-Partition.

3. Fall: o[X,Y|T5Ts = ofX,Y]XY
{(XuY) o [X,YIXY(XuD)}¥ = {{XuY)olX, }XYX} da e YXYY =6
= {{(XUY)Xo[X,YIXYX}  daYeXXY = {C.38)
= {¥YXo[X,Y]XYX} daXXeXXVX= @ (C.39)
= {1001[t,0)10} (C.40)

Die 01-Partition unterscheidet die beiden Orbits also um einen Zeitschritt spater als die
XY-Partition.
4 Fall: TyTu o [X, Y] = XX o[X,Y]
Der einzige noch nicht behandelie Fall ist der mit TiTs = XX.
{(XUuY)XX o X, VIXX(XuY)}= .
' ‘= {XXXo[X,Y]XXX} daYXX oY =eYXXY =0 (C.41)
=-§ da XXX e XXXX =06 (C.42)

Alle Fille zusammen ergeben:

[(XUYYo[X, YIXuY)} C {{01]0ul)o(ul)} n
{{ou)?o (LML 0} N
{{ou1)®o[0,1](0LIL}}¥ (C.43)

Wenn wir diese Gleichung mit (C.31) und (C.32) verkniipfen, dann sehen wir, daf alle Orbltpaare

von der XY -Partition auch Orbitpaare von der 01-Partition sind..

2xy € {0UD™PIPEUDeEEHTYF N | (C.44)

n {(oul)-wo(om)l goul)™¥ n {0 l)fmo{0,15{0u1}+°°-}*

Die 01-Partition zst nach unserem Krltenum 4 1 2 a,lso mmdestens 50 emfach w1e die XY-—_

Pa.rntmn o

C 3 G?bn'pa re der Gi—partz{'mn

Die Menge aller Orbitpaare in der 01-Partition konnen wir durch ganz analoge Rechenschritte
mit den Symbolen X und ¥ ausdriicken. Die Analogie endet erst dann, wenn wir in der Fallunter-
scheidung die Beziehung XX s XXY X = § oder XXX e XXX X = § verwenden. Denn die durch
Zeitinversion und Symbolvertauschung X < 1 und Y & 0 erzeugten Sequenzen 101111 und
1111 = 111 sind im allgemeinen # §. Da wir diese beiden Bezichungen nicht verwenden konnen,
" miissen wir die Rechnung an den entsprechenden Stellen der Fallunterscheidung auf andere Weise
forisetzen.

1. und 2. Fall: Keine Anderung der Rechnung.
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2. Fall: Wegen 1011 & 11 # § &ndert sich die Rechnung.

{(0U1)7=101[0,1] o 11(0L 1)} =
= {(0U1)7*101[0,1]o 111(0L1)*™} da 0e1i0=§ (C.45)
{(XUY) " YX[YX o XX, XX o YY]Y(X UY)**}(C.46)

Diese Orbitpaare der 01-Partition haben zu drei verschiedenen Zeiten verschiedene Symbole
X oder Y.

3. Fall: Wegen 1111 e 111 # § &ndert sich die Rechnung. Wir unterteilen die Orbitpaare mit
gentralem 111{0,1] 0 111 in zwei Mengen:

{(0111)7°0111[0,1] o 1131{0LIT}To} =
= {{(XUY)y*XXXY[XoXX, YoYY] (XUY)yr*HC4n
111(UU1)+°°" o

= {{Xu Y)""YY[X o XX, Y o YYJY(X L)} (C48)

[o]

foU1)~*11116, 1]

Diese Orbitpaare der 01-Partition haben zu drei avfeinanderfolgenden Zeiten verschiedene
Symbole X oder Y.

Somit haben wir drei Mengen von Orbitpaaren der 01-Partition, die nicht Orbitpaare der XV —
Partition sind. Es gibt keinen Grund anzurehmen, da8 diese drei Mengen alle leer seien. Deshalb
ist die 01—Partition einfacher als die XY -Partition.

Wenn man aber die Parameter a, b der Abbildung f nur ein wenig verdndert, dann kénnte es
sein, dafl in der auch nur wenig verinderten XY —Partition die Symbolsequenz e X XX XX X X £
erlaubt ist. Dann gibt es Orbitpasare der XY —Partition, die nicht Orbitpaare der 01-Partition sind.
Sie ergeben sich aus Gl C.47 und C.48 durch Zeitinversion und Symbolvertauschung X < 1und
Y « 0.

{XUY) XXX o [X,Y]XXXX(X UY) =}

o}

= {{0U1)"=0[6000,1101J00{0LI)T=} (C.49)
{(TUY) XXX o [X,Y]XXXV(XuY)T®} =
= {{0U1)7*0[0009,11 0 1]011I(0LI 1) T} {(C.50)

In diesem Fall kénnte weder die XY -Partition noch die Ol—Pa.rtltlon als die einfachere bnzemhnet
werden.

Auch in einem anderen Fall gibt es zwei gleich einfache Partitionen: Fur den Hénon Attraktor
bei Standardparameterwerten wird in Kap. 7.1.2 eine XY -Partition definiert, die ganz Shxnliche
Ubersetzungsregeln und grammatikalische Regeln hat wie die hier betrachiete XY —Partition. Ein
Unterschied besteht darin, da8 bei Standardparameterwerten die Sequenz e XX X XY X + § nicht
verboten ist. Deshalb gibt es bei Standardparameierwerten Orbitpasre der XV -Partition, die
nickt Orbitpaare der 01-Partition sind. Sie ergeben sxch aus der Gl C 45 durch Zeltmversmn und
Symbolvertauschung X «+ 1 und ¥ & 0. R

{(X LiY)‘“"’XXX_ o [X,YIXYX(XUuY)te}

A{OUDT®0[00011,110 16]10(0LJ 1)+°°} ' f {c 51)

Anders als bei schwacher Dissipaiion ist deshalb bei Standardparameterwerten dle Gi—Pa.rtmon_

mcht emfacher als d1e XY —Partition.
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C.2 Vergleich zweier Partitionen bei Standardparameter-
werten

Die Dynamik f des Hénon Attraktors bei Standardparameterwerten @ = 1.4 und b = 0.3 wurde
in GL 4.30 angegeben.

flza) = Zap = 1-14-22+m (C.52)
flun) = w11 = 03-24 (C.53)
In Xap. 4.2.2 worden zwei Partitionen auf diesem Attraktor verglichen, namlich die 01-Partition

(Abb. 2.4) und die AB-Partition (Abb. 4.2). Abb. C.2 vergleicht beide Partitionen. Die altbekannte
01-Partition [30] erscheint einfacher, weil die AB~Partition manche Orbits von Tangentialpunkten

nicht nur einmal, sondern sweimal schneidet. Dies stimmt mit dem neuen Kriterium der Einfachheit
4.1.2 iiberein, wie ich hier durch Berechnurg aller Orbitpaare zeigen werde,

C.2.1 ﬁbersetzungsregein _
Die Symbole 4 und B sind durch 01-Symbolsequenzen definiert (Gl 4.34 und 4.35):

eAd = o0 U 0ell {C.54)
eB := lel U 0ell . (C.55)

Die beiden Teile der AB-Partition sind disjunkt A NeB = §, uad ihre Vereinigung
eAd U eB = o0 U 0el0 U 0sll U lel = oF (C.56)

iiberdeckt den Attraktos.

Wiren alle §1-Sequenzen erlaubt, so wire die so definieste AB-Partition nicht generierend. In
der Dynamik C.52 sind jedoch einige Sequenzen verboten, zum Beispiel die Sequenzen 0010 und
0110. Mit etwas Ubung kann man tatsichlich schon der Abbildung 2.4 ansehen, dafi:

s0EI0 = 6 . (C.57)

Damit endet die Aufgabenstellung. Welche der beiden Partitionen einfacher ist, folgt nun allein
aus Manipulationen der Symbolsequenzen.
Weil die Sequenz 0010 verboten ist, folgt aus den Definitionen C.54 und C.55 von A und B:
AsAB = (0s U Diel) N {e0 U 0oll) N (o1l U o010) (C58)

$e%30 U Osil = £e11 . (C.59)

Damit kénnen wir die Definition C.54 von A umdrehen:

e) = oA\ Ae AB (C.60
BsA U AecAA (C.61
el = eFE \ el {C.62
= eB U AeA4B (C.63

Il

und erhalten die Symbole 0 und 1 ausgedriickt durch A und B. Wenn 01-Sequenzen verboten

sind, so sind natiirlich auch AB-Sequenzen verboten. Wir erhalten ie erstens durch Ubersetzen
- vor GL. C.57 nach den Regeln C.61 und C.63: . T

50110 = § = oAABA (C.64)

und zweltens durch Riickiibersetzen der Definition C.55 von B
B = 1lel U 0el0 = BeB U AAeB U BAeBA = eoB\ BAeBB (C.65)
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Abbildung C.2: Wiederholung der Abb. 5.2, in der die 01-Partition und dic AB-Partition des
Hénon Attraxtors bei Standardparameterwerten verglichen wurden.
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= eBABB = § (C.66)

Da wir alle unendlichen 01-Symbolsequenzen in unendliche AB-Sequenzen und uwmgekehrt dber-
setzen kénmnen, sind beide Partitionen generierend, wenn eine von beiden generierend ist, das helBt
wenn in

{(ful) = of0u)*™®} = {{(AUB) ®oc(AUB)y®} (C.67)

keine Menge mit mehr als einem Orbit enthalten ist.

In der folgenden Rechnung werden wir 01-Sequenzen durch AB-Sequenzen ausdriicken und
umgekehrt. Dafiir sind znsitzlich zu C.59 die folgenden Bezichungen hilfreich, die man anmiitelbar
durch Einsetzen der Ausdriicke C.61 und C.63 fiir 0 und 1 oder C.54 und C.55 fiir A und B erhilt:

o00 = oAAA (C.68)
el) = eFBA (C.6%)
lell = oBB . (C.70)

Die Definitionen C.54 und C.55 enthalten nur Sequenzen bis zur Linge drei. Aus ihnen folgt,
daf jedes Gebiet 05351 52; S: € 0,1 gans in einemn Gebiet ¢ ETy; (Tt € {A4, B}) legt.

{o(01®Y € {oE{(AUB)} (C.71)
Indem wir diese Bezichung mehrmals mit f iterieren und den Schmist
{o{AUB)"} N [cE*(AUB)Y = {o{AuB)"*} (C.72)

bilden, k8nnen wir diese Begiehung auf Sequenzen beliebiger Lénge n > 3 veraligemeinern:

{o(UIY C {oB(ALB) Y | (C.13)
auch auf halbunendliche:

fo(bu)¥*y C {oE(AuB)™} (C.74)

{{ou1)y" e} C {(AU B)‘“Eo}‘ . (C.75)

Da auch in den Ausdriicken C.61 und C.§3 fiir 0 und 1 nur Symbolsequenzen bis zur Linge drel
sufireten, folgt analog:

{o(AUB)Y C {oE(0U1)* 2} (C.76)
{o(AUBY =} C {oBOUL)®}F - {C.77)
{(4uB)y™ e} ¢ {(0L1)"%EBo} .. L (e

C.2.2 Orbitpaare der AB-Partition

Wir berechnen nun zunichst die Menge aller Orbitpaa.re der AB—Partltlon Laut Gl B.43. genugt
es? . :

{{AUB) ™ o[4,Bl(AUB)T™¥ ' (C.79)
H{AUB)Y ™o}, 410 bE{{AUB)T™}, 4N {{AU B)? o [4, Bl{AU B)*} (C.80)

Bup

zu berechnen, da alle anderen Orbitpaare durch Verschieben des Punkies ¢ oder Vertauschen von

. A und B folgen. Dabei hitten wir auch gréflere Exponenten als 2 und 3 Wahlen kbnnen, a.ber diese

geniigen fiir die folgende Rechnung.
Wir wollen @45 mit 01-Sequenzen ausdriicken. Aus den Bezichungen C.77 und C.78 folgt

bULUI b

e C HOUDTERY 0 [(eBQUIRA (©8)
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Es bleibt also noch der letzte Term in C.80 als 01-Sequenz umzuschreiben:

®4 C | J{MBoBBLALBY  (C8Y

Ty Tz
Ty Ty

{(mit T; € {4, B}). Dazu bedarf es einer Fallunterscheidung:
1. Fali: Kein A}EB m TszAT3T4 oder T1T2.BT3T4

.._"eme 0 und jedes B in eine 1 ubersetzt Es gzbt a.lso Symbole 5'3,53 € {0 1} mlt

NT e AT3T; C S;e085; (0.33)
NTpe BT, C S3el1S5; . (C.84)

In diesem Fall gilt also:
{NiTho[4,B]T3T:} C  {S20[0,1]S} (C.85)

Die mit A bzw. B iibersetzten Sequenzen unterscheiden sich daher auch nur an einer Stelle.

2. Fall: T1Tg o] [A, B] = Aho [A, BI
Dz AAs BA =8, folgh:
{AAo[A BTz} = {AA-[4,B]B¥ {C.886)
= {[00011,01011]} = {000,1]o11}* (C.87)
3. Pal: Tho[A,B]Ty = Ao[A4,B]B
Da BA e BB =8, folgt:
{TiAo[A,BlBY = {AAo[4, BB} (C.88)

Diesen Fall haben wir eben schon behandelt.

4. Fall: o[4,BIT3Ty = of4,B]AB
DaeAABA = eBABRE = §, folgt:

{ol4,BlAB(AUB)} = § (C.89)
Aﬂe Fille zusaminen ergeben:
{(4uBY o [4,BJ(AUBP} C {[0,i]o{0uUl)®} n {{ou1)o[s,1){eL1)} (C.90)

Wenn wir diese Gleichung mit C.80 und C.81 verkniipfen, dann sehen wir, daf alle Orbitpaare der
AB-Partition auch Orbitpaare der 01-Partition sind.

@45 C {(ou1y =0, 1o(0Ll)T ¥ N {(0UI)"® o0, 1} (OLI)*>} (C.01)

Die 01-Partition ist nach dem Kntenum 4.1.2 der Emfachhelt also mmdestens so einfach wie die
ABﬁPartxtmn S

C.2.8- @rhhpaare der 01-Partition

Die Menge aller Orbitpaare der 01-Partition konnen wir durch ganz analoge Rechenschntte m1t_

den Sym"boien A und B ausdriicken. Sie enisteht aus:

oy = {(0U1)® o0, 10Uy (C.02)
= [OU1) e}, n E{OUL*¥9 n {(0ul)cf0,1{0U1)2}C.93)

162

Lo




durch Verschieben des Punkies o oder Vertauschen der Symbole 0 und 1.
Wir wollen $g; mit 01-Sequenzen ausdriicken. Aus den Beziehungen C.74 und C.75 folgt:

&n € H(AUB)Y @B}, ] N [{oE*(AUB)*™}, (C.94)
Der letzte Term in C.93
2 C | J{(0U1)$15:20[0,1]SS:(0 U} (C.95)

5454
Sa5%

(mit S; € {0,1}) kann erst nach einer Fallunterscheidung als AB—Sequenz geschrieben werden:

1 Ball. V:nn ni1 “1 q Q..n‘-'.' cs' nd_er 51321_5354

L. rau. AIi AL 1l

Nach den Ubersetzangsregeln C.54 und C.55 wird dann jede 0 von 52053 und 52153 in ein
A und jede 1 in ein B iibersetzt. Es gibt also Symbole T3, 75 € {4, B} mit:

5152208535 C The AT ST o (C.98)
5150158 C TeBTy . o e

-.-.In diesem Fall gllt also:
£5:5,00,1]8:8:F C {Tae[A BB} . - (c 93)

Die beiden iibersetzten Sequenzen unterscheiden sich da.her auch nur.zn einer Stelle.

2. Fall: o[0,1]53 = o[6,1]0
~Den Fall ohne ein 011 in 57 550535 oder 51521535 haben wir soeben schon behandelt. Es
- bleibt nur noch der Fa,ll S;Sz o {U 1j6 = 01 oo, 1]0 ubng V‘wregen 01 ©10 = 5 gﬂt aber .

' fo1op, 1]} = B, o (C99)
3. Falk: $50[0,1]S5 = 00[0,1]1
.-DaOellO—@folgt : . _ T o
o {oo{e 1}1(01.11)} = {000,111} - S (C100)
= {{4c44B,AcABBY  (Clo)
= .:.{4_-°A[4=.BEB}‘__>-_ o (cam)
4. Fall: . 5300, 1].:3 = .lolu,ljl | .

‘Bisher lieflen sich alle Orbitpaare der 01-Partition auf Orbitpaare - der AB—Parntlon
“guriickfihren. In diesem, dem letzten Fall ist dies nicht mehr moglich. :

_Wegen 0131 o 0 = 0 188t sich dieser Fall schreiben als: : _
fOULPLofo, IOUDY = (10U 1)1 o[, 11U 1)}‘ . (C.103)

Da auflerdem eine Symbolsequenz 011 auftreten mufl, erh8lt man drei Mengen von Orbit-
paaren der 01-Partition, die nicht Orbitpaare der AB-Partition sind:

{{0U1)"=1010[0,1]10(0L: 1) T} = {(BUA) ®BA[BoA, A0 BIBA(BUA)T™Y (C.104)
{(0U1)~*1010[0, 1JILOLL)*=} = {(BUA) *BA[BoA4 AoBB|B(BL A)‘“”}‘(C 105)
' {(0 u 1)*°°111 o. [0 1]11(0u 1)+°° : {(Bu4)~*BB o[A4, BB]B(B uA)+°°}‘.-- (o 10

§ Nicht alle verbotenen Symbolsequenzen sind bekannt. Wegen der vielen Méglichkeiten, eine

" Symbolsequenz ins Unendliche fortzusetzen, ist es aber zu vermuten, dafl diese drei Mengen _

~nicht alle leer seien. Dann ist die §1-Partition einfacher als die AB—'pa.xtltmn
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Anhang D
Neurocbioclogischer %@E@a@g |

Dieser Anhang schifigt einige spekulative Funktionspringipien fiir den Neocortex im allgemeinen
und seine Pyramidenzellen im besonderen vor. Elementare neurobiologische Kenntnisse sind fiir
das Verstdndnis des Folgenden von Nutzen. Dieser Anhang wurde deshalb an diese physikalische
Arbeit angeh&ngt, weil die Anatomnie des Neocortex uns vermutlich einiges iiber die effiziente
Analyse von michtlinearen Dynamischen Systemen offenbaren kamn (siehe Kap. 1). Umgekehrt
beruht auch das Modell, das hier fiir die Pyramidenszellen des Neocortex vorgeschlagen wird, auf
den Konzepten der Symbolischen Dynamik und auf den Erfahrungen, die ich bel der Suche nach
generierenden Paptitionen gewonnen habe. Einige dieser Bezichungen zwischen den Neuronalen
Netzen und der Symbolischen Dynamik wurden bereits in Kap. 9 zusammengefaBt.

I diesemn Text wird eine Erkidrung fiir die ersiauniiche Homogeniiét des Neocortex vorgeschla-
gen: Ein gemeinsames Funktionsprinzip fiir alle neocortikalen Areale. Dabel werden drei Eingaben
zu Pyramidenzellen unterschieden. Basale Erregungen sollen den Reiz bestimmen, zof der das
Neuron reagiert. Apikale Erregungen sollen die Dauer der Reaktion regulieren. Shunt—Synapsen
sollen signalisieren, welche Aspekte der Reize das Neuron nicht zu unterscheiden braucht. Diese
Funktionen werden durch geeignete Verallgemeinerungen der Hebbschen Leraregeln tmplemen-
tiert. Sowohl die Signalverarbeitung als auch die Lernprozesse werden nur qualitativ diskutiert.
Mehrere Lernziele scheinen fiir ein Netzwerk solcher Neurcunen erreichbar zu sein. Es kann sich
auf bestimmte Aspekie der Sinnesdaten speszialisieren, langfristige Erscheinungen darin erkennen
und Verhalien steuern. Die hierfiir erforderliche Architektur des Netzwerkes sitmmt mit bekann-
ten anatomischen Tatsachen iiberein: mit der Gestalt und Lage der Pyramidenzellen, mit den
Unterschieden zwischen dormigen und glatten Neuronen, mit der neuronzlen Znsammensetzung
neocortikeler Schichten, mit der Verschaliurg der Schichien und mit der hierarchischen Ordnung
neocoriikaler Arveale. Mégliche Funkilonen des Thalamus, des Hippocampus, der Bipolarzellen
und des BEM-Schlafes werden nur am Rande erwihnt. Seine charakieristischten experimentel-
len Vorhersagen macht das Modell dariiber, welche ‘Axone eher dornige Neuronen und welche
cher bestimmtie Imberneuronen erregen. Das Modell berubi- weniger suf der Theorie neuronaler
Netze als viclmehr auf den Methoden, mit denen in der Nichtlinearen Dynamik, insbesondere
der Symbolischen Dynainik, generische zeitliche Muster analysiert werden. Dieser interdisziplinsre
Zusammenhang wird allerdings nicht erldutert, da die Darstellung des Modells auf Mathematik
vergichtet. B T R e A S e

D.1 .'.'Ei&zﬂe%%zmg o

- Der Neocortex zeigt die erstaunliche Fzhigkeit, trotz eines #iberall recht shnlichen Aufbaus ganz
verschiedene Funktionen zu erfillen. Daszu gehort die Verarbeliung von visuellen, auditiven und so-
matosensorischen Sinnesdaten durch den sensorischen Cortex, die Verkniipfung dieser Sinnesdaten
durch den -Assoziationscortex und die Konirolle von Korperbewegungen durch den Motorcortex.
Die Breite der:sechs -neocortikalen Schichten ‘schwanki swar ‘von Ort zu Ort, und in manchen
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Arealen konnen Schichten ganz verschwinden, ununterscheidbar verschmelzen oder in schmélere
Schichten unterteilt sein, aber die neuronale Zusammensetzung und die Verbindung der Schichten
hangt nur wenig vom Areal ab. Dieser grundlegende Schaltkreis wurde in den letzten Jahren in
mehreren Ubersichten dargestellt: [130], [84], [152], [L70, Kap. 1-3], [89], {71, Kap. 1]. In dieser
Arxbeit wird eine Funktionsweise fiir ihn vorgeschlagen.

Die meisten anatomischen Messungen lassen die Frage offen, ob die synaptischen Verschaltun-
gen einzelner Neuronen ebensowenig vom Aresl abhéngen wie die Verbindungen der Schichten.
Denn leicht zu messen ist nur das Ausmafl, in dem die Axonkollaterale eines Neuronentyps mit
den Dendritenbfumen eines anderen Neuronentypes iiberlappen, aber micht die Zahi der dabei
gebildeten Synapsen. Die unregelmifiige Gestalt der Neuronen, die grofie Divergenz und Konver-
genz der neuronalen Verbindungen und andere Griinde [B0, 71] sprechen dafiir, dafl genetisch nur
die Grafe der Uberlappungen festgelegt ist, die tatsichliche Ausbildung von Synapsen aber dem
Zufall iiberlassen bleibt. Inwieweit bestimmte Typen von Axonen und Dendriten dabei bevorzugi
Kontakte bildern, ist eine offene Frage [170]. Das hier vorgeschiagene Modell fordert, daf Dendriten
bestimmter Interneuronen mit bestimmten Axonen bevorzugt Synapsen bilden. Amsonsten kiinnen
die Verkniipfungen innerhalb einer Schicht aber rein zufillig sein.

* Die erstaunliche Gleichformigkeit des Neocortex liefle sich erklfiren, wenn seine Areale nicht mit
genetisch fixierten, sperialisierfen Schaltkreisen, sondern alle nach dem gleichen Prinzip arbeiten
wiirden. Dazu miifiten sich aufler der Anatomie der Areale auch die Lernprinzipien Zhneln, nach
denen sich die Stirke von Synapsen dndert. Die Funkiion eines Areals hinge dann vor sliem von
seiner Lernerfahrung ab. Tatsichlich bleibt auch der Neocortex des erwachsenen Tieres sehr fiexibel
{135], und in seiner Phylogenese und Onitogenese deutet einiges darauf, daB Afferenzen einen
grofen EinfluB auf den zunichst eher unspezifischen Cortex haben [119]. Zum Beispiel kénnen die
Neuronen der priméren Horrinde lernen, so zu reagieren wie die Neuronen einer typischen priméren
Sehrinde, nachdem das Faserbiindel, des sonst Smnesd&ten zur Sehrmde bertrégt, opera,tlv ZRr
Horrinde amgeleitet wurde [160].

‘Doch welche Funktion mag eine solch nniverselle Rolle spielen, daB alle Arveale des Neocortex
von ihr geprégh sind? Bel vielen Funktionen des Gehirns wird eine Beteiligung des Neocorfex
vermutet. Philosophisch interessante Funktionen wie das logische Denken oder das moralische
und &sthetische Urteilen werden hier niché diskutiert, ebenso das Speichern und Abrufen von
deklarativem Wissen (Episoden, Fakien), die Lenkung der Aufmerksamkeit oder das Klassifizieren
von statischer Mustern. Die Funktion, die hier als prigend fiir die Anatomie vergeschlagen wird, ist
dynamischer Natur: Der Neocoriex lernt in den schrell verinderlichen Sinnesdaten Erscheinungen
zu erkennen, ‘die. fiber lingere Zeit. existieren, sagi damit Sinnesdaten voraus und steuert sie.
Ein Beispiel fiir dieses Lernziel ist das Erkennen vertrauter Laute inmitten von Lérm. Oder das
Wahrnehmen eines Korpers als Einheit, auch wenn er sich bewegt, verformt, oder teilweise verdeckt
ist. Oder die Steuerung der eigenen Bewegung um Hindernisse herum. Dies sind Aufgaben, bei
denen S3ugetiergehirne dem Computern weit #iberlegen sind, doch mag dies 'an der iiberlegenen
~Hardware®, némlich der enormen Dichte der Synapsen iegen (ca. 8-10% pro mm® {86, Kap.5}, {71,
Kap. 1.5]}). Die ,Software®, ndmlich die zugrundehegenden mathem&t;schen Prmzxpwn konnten
Mathematikern bereits bekannt sein. '

Universelle Prinzipien, nach denen sich die zeitliche Struktur von Datensequenzen unbekannten
Ursprungs analysieren 188t, werden in zwel Feldern der Wissenschaft untersucht: in der Theorie
neuronaler Netze und in der Nichtlinearen Dynamik. Aus der Theorie der neuronalen Netze werden
im folgenden nur elementare Konzepte verwendet, die bereits in die Lehrbiicher der-Neurobiologie
Eingang gefunden haben. Denn die meisten neuronalen Netze wurden fiir statische Eingabemuster
oder fiir geitliche Folgen zufilliger Muster entworfen. Das hier vorgeschlagenen Modell ist vermut-
lich weniger effizient, da es nicht von der prizisen Verschaltuag neuronaler Emhexten Gebrauch
macht, die in pumerischen Simulationen méglich ist.

s soll auch nur die zeitlichen Muster bearbeiten kénnen, die in der Nichtlinearen Dynarmk als
typ:sch fiir physikalische oder chemische Systeme betrachtet werden: Muster, die sich stetig in der

. ‘Zeit &ndern, und zwar nach deferministischen Gesetzen, die selbst gzeitinvariant sind. Die Muster
der fernen Zukunft konnen dabei unvorhersagbar sein, selbst wenn die Dynamik von keinem Zufall
-gestort wird. Die Theorie der Nichtlinearen Dynamik, die mit der Verbreitung billiger -Computer
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als Chaos—Theorie bekannt wurde, hat bisher die Neurobiologie kaum beeinflufit (e. g. {110, 120]).
Doch aus ihr hat sich das RModell entwickelt, das hier fiir den Neocortex vorgeschiagen wird.
Besonders wichtig waren dabei die Glund_lagen der Symbolischen Dynamik. (Trotz des Namens
besteht kein Bezug zu den Symbolen der kognitiven Psychologie und der kiinstlichen Intelligenz.)
Diese Grundlagen werden zum Beispiel in [33] erklést, oder detaillierter in {36, 70]. Im Gegensatz
zu einem bekannten Modell fiir chaotische Dynamik im olfaktorischen Cortex [156] soll das hier
postulierte Modell durch seine interne Dynamik einfach nur die &ufiere Dynamik der Umwelt
widerspiegeln. Es soll allerdings auch eine chaotische &ufiere Dynamik noch analysierer kénnen.
Und nur in diesem Fall ist die interne Dynamik chaotisch.

Fin Briickenschlag zwischen zwel so verschiedenen wissenschaftlichen Disziplinen wie Neuroa-
natomie und Symbolischer Dynamik bleibt unvermeidlich héchst unvollstindig. Viele Referenzen
zu diesem Texi sind nicht Originalarbeiten, sondern Ubersichten der letzten Jahre (insbesondere
[170, 80, 101, 153, 142]), in denen der Leser weitere Angaben finden kann. Die mathematischen
¥ethoden und die Kongepie der Nichtlinearen Dynamik werden nur implizit verwendet. Nur Kap.
D.4.7 erwihnt explizit einige dieser Begichungen. So kann dieses Modell auch nicht mité anderen
mdglichen Implementierungen von mathematischen Prinzipien der Nichtlinearen Dynamik vergli-
chen werden. Ein effizienter arbeitendes Alternativimodell ist aber schon deshalb nicht in Sicht,
weil das hier vorgeschlagene Modell an die Grenzen dessen geht, was die Anatomie des Neocortex
erianbt. Nicht nur werden fiinf verschiedene Funktionen fiir verschiedene Schichien postuliert, auch
das Modell fiir Pyramidenzellen ist sehr komplex: Der Apikaldendrit mufl nach anderen Prinzipien
funktionieren als die Basaldendriten. Und die meisten Zweige dieser dornigen Dendriten miissen
auch wihrend der Aktivitét des Neurons durch hemmende Shunt—Synapser auf threm Ruhepo-
tential gehalten werden. Diese Stichpunkte deuten schon an, dafl ein detaillierter Vergleich des
Modells mit der Anatomie des Neocortex mdglich ist.

Diie beiden Kapitel D.2 und D.3 postulieren die beiden fundamentalen Lermpringzipien und
das Kapitel D.4 die Architektur des Modeils. Die Lernprinzipien besagen nur, unter welchen
Umsténden Synapsen tendentiell starker oder schwicher werden. Quantitative Lernregeln werden
nicht vorgeschlagen. So bleibt auch die Diskussion der Lernfolgen auf einem qualitativen Niveau.

In Xapitel D.2.1 wird zunichst ganz allgemein die Inforiation diskatiert, die Neuronen durch
thre Aktivitii représentieren. Kapitel D.2.2 prizisiert das Lernsiel der Pyramidenzellen, auf sol-
che Reize zu reagieren, die erfshrungsgemil iiber lange Zeit relevant sind. Dicses Ziel soll mit
den in Kapitel 1.2.3 postulierten Lernprinzipien erreicht werden. Sie bewirken, daf eine Pyrami-
denzelle am Anfang einer Periode starken Feuerns vor allem von ihren Basaldendriten aktiviert
wird, wihrend ihr Apikaldendrii wichiige modulierende Einfliisse ausiibt. Nicht nur die Gestsit
der Dendriten (Kap. D.2.4) rechtfertigt diese Annahme, sondern auch die weiteren Folgen des
Wechselsniels von Apikal- und Baseldendriten: Grappen von Neuronen k&nnen lernen, verschiede-
ne Moglichkeiten der zukiinftigen Entwicklung frither zu unterscheiden {Kapitel D.2.5) urd sogar
eine gewisse motorische Kontrolle dariiber auszuiiben. Dabei sind Basaidendriien eher am klassi-
schen Konditionieren (Kapitel D.2.6} und Apikaldendriter am operanten Konditlomeren (fiapltei
D.2.7 und Kepitel D.4.8) beteiligt.

Kapitel D.3.1 seizt es Mengen benachbarter Neuronen zum Ziel, durch ihre gemeinsame Ak-
tivitit spezielle Aspekte der Sinnesdaien, wie zum Beispiel Form oder Farbe, moglichst genau zu
beschreiben. Es wird postuliert, daB diese Spezialisierung der Neuronen durch eine Spezialisierung
ikrer Dendritenzweige erreicht wird. Dazu miissen die Shunt-Synapsen lernen, ihre Dendriten-
zweige vor Stérungen durch die anderen Dendritenzweige desselben Neurons zu schiitzen (Kap.
D.3.2). Die geshunteten Neuronen kénnen dann lernen, diec Informationen besonders genau zu re-
prasentieren, die den hemmenden Interneuronen unbekannt sind, von denen die Shunt-Synapsen
gebildet werden (Kap. D.3.3). Dieser Vorgang Wu'd durch em schema.tlsches Belsplei ﬁiustnert
(Kap. D.3.4). - '

Kapitel D.4 vergleicht das Modell mit dex Anatozme des Neocortex, wodurch die Lernprinzipien
erst plausibel werden. Dabei wird die Fanktion der Schichten aus den bekannten Eingaben zu den
_‘Basaldendriten und zu den Aplkaldendnten der Pyramidenzellen ‘abgeleitet. Die Prinzipien ‘aus
. Kapitel D.2 lassen die bekannte Hierarchie kortikaler Arcale (Kap. D.4.2) in neuem Licht erscheinen
(Kap. D.4.3). ‘Auf jeder Stufe der Hicrarchie lernt die Schicht 243 (Kapitel D.4.7), unterstiitzt
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durch die Schicht 4 (Kapitel D.4.5), lingerfristige Erscheinungen in den verdnderlichen Sinnesdaten
zu identifizieren. Die tiefen Schichten 5 urd 6 dagegen integrieren lingerfristige Vorhersagen von
hoheren Hierarchiestufen (Kapitel D.4.3). Mégliche Funktionen des Thalamus (Kap, D.2.6), der
Hippocampusformation (Kap. D.4.8), der Bipolarzellen {Kap. D.4.4) und des REM~Schlafes {Kap.
D.4.4) werden am Rande erwihnt. Die abschlieBende Diskussion in Xapitel D.5 fafit anatomische
Tatsachen, die das Modell rechifertigen, und einige experimentelle Vorhersagen zusammen, betont
aber auch die Licken des Modells,

D.2  Apikaldendriten und Basaldendriten

D.2.1 - Hebbsches Lernen von Erwartungen

Wie kenn ein Netzwerk von Neuronen lernen, Sinnesdaten vorherzusagen? Indem die Neuronen von
den Sinnesdaten erregt werden und gleichzeitig lernen, ihre Aktivitiien gegenseitig vorhersusagen.
Dies geschieht am einfachsten nach der wohlbekannten Hebbschen Lernregel fiiv erregende Synap-
sen: Wenn iber das présynaptische Axon ein Aktionspotential ankommt, kurz vor oder wihrend
der postsynaptische Dendrit depolarisiert ist, dann wird die Synapse gestérkt. Die Stdrkung soll
aber so gering sein, dafl erst nach h#ufigem Zusammentreffen der beiden Aktivititen eine starke
Erregung vom Axon zuf den Dendriten ausgeiibt wird. o

Als Beispiel konnen zwei komplexe Zellen des visuellen Cortex betrachtet werden (Abb. D.1).
Sie sollen beide auf Lichtbalken gleicher Orientierung und Bewegungsrichtung mit erhShter Feuner-
rate reagieren, doch ihre rezeptiven Felder sollen so versetzé sein, daf ein stetig durch das Blickfeld
wandernder Lichtbalken exst das Neuron 1 und dann das Neuron 2 erregt. Wenn solche stetigen
Bewegungen hiufiger sind als abrupte Spriinge, dann wird Neuron 2 nach der Hebbschen Regel
lernen, von Neuron 1 erregt zu werden. Je sicherer die Vorhersage ist, desto stirker wird die erre-
gende Synapse. Wegen dieser internen Erregung kann das Newron 2 die erfahrungsgem&$ richtige
Position des Lichtbalkens such dann signalisieren, wenn es keine eindeutigen Sinnesdsten erhilt.

Diese Beispielneuronen reagieren auf rechi spezielle Reize. BEs wurde viel dariiber diskutiert,
ob solche spesifischen Reakiionen fiir neocoriikale Neuronen typisch sind (sieke z. B. [77, 114,
151, 99]). Wean jedes Neuron auf viele verschiedene Reize reagiert, und nur die Reaktion von
groflen Neuronenmengen eindeutig ist, dann besagt die Aktivitit eines Neurons wenig iiber die
gegenwirtige oder zukiinftige Aktivitdt des restlichen Netzwerkes. Um das einfache Lernschema
zu retten, wird im folgenden der umngekehrte Fall beirachiet: Jedes Neuron lernt zuverléissig auf
eine lMenge dhnlicher Reize zu reagieren, so wie die ,Kardinalzellen® von Barlow [77]. Ein starker
Einflufl des Zufalls auf die interne Dynamik des Netzes, zum Beispiel bei der Signalitbertragung an
Synapsen, ist deshelb in diesemn Modell, im Gegensatz zu den Attraktor—Neuronalen—Netzen [73],
zur schidlich. Die sperifischen Reize, auf die ein Neuron reagiert, miissen dabel nicht unbedingt
Sinnesreize sein. Im folgenden werden zwar vor zliem Daten aus dem visuellen Cortex und Beispiele
aus der Welt der Farben und Formen diskutiert. Doch analoge Modeilvors«teﬂungen gelten fur
Rexze, die vom Nervensystem oder vom Neocortex selbst erzeugt werden.

~Uber ‘Zeitrdume von mehr als ein pasr Millisekunden konnen auf diese einfache Welse nur
dann Erwartungen aufgebaut werden, wenn entweder sehr viele kurzfristige Vorhersagen aneinan-
dergereiht werden oder wenn die Neuronen geniigend lange Perioden erhohter Aktivitdt zeigen.
Nur.in dem zweiten 'Fall kann der Apikaldendrit durch Verlingerung der meuronalen Aktivitit
‘die Basaldendriten so beeinflussen, wie es hier in Kapitel D.2.3 nétig sein wird. Zwar werden
solche Perioden erhéhter Aktivitdt in den gemessenen ‘Auntokorrelationen neccortikaler Neuronen
‘micht gesehen [71], vermuilich weil derin die langen Zeitrdume spontaner Aktivitit dominieren.
Aber bei der Messung der spezifischen Reize, auf die einzelne Neuronen reagieren, zeigen sich
sclche Perioden erhohter Akiivitdt., Im préfrontalen Cortex, zum Beispiel, sind bel Verzdgerte—
‘Reaktionsaunfgaben viele Zellen wihrend der ganzen Wartezeit aktiv, auch wenn sic mehr 2ls eine
Minute dauert {103, 102].

Gerade im visuellen Coriex deutet vieles darauf hin, daf} Azeale auf hoheren Hierarchiestufen
abstrakiere Eigenschaften repriésentieren, wie zum Beispiel beleuchtungsunabhingige Farbténe,
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Abbﬂdung D.1: Beispiel fur die gegenseltzge Erregung von Pyramidenzellen. Die Basaldendriten
sind seitlich, der Apikeldendrit ist oberhalb und das Axon ist unterhalb des Zellkdrpers einge-
tragen. Die kleinen Dreiecke stellen erregende Synapsen dar (2). Beide Pyramidenzellen reagieren
auf die visuelle Prasentation bewegter Lichtbalken gleicher Orientierung und Bewegungsrichtung
{b), das heifit, ihre Aktivitdten sind korreliert. Ihre rezeptiven Felder (gestrichelte Kreise} sind so
gegeneinander versetzst, daB bei gleichméfiger Bewegung das Neuron 1 frither als ‘das Neuron 2
“erregt wird (c}. Nach den im Text postulierten Lernprinszipien bleibt die Erregung der Basalden-
-driten des Neu:ons 1 durch d&s Neu:ron 2 scnwach was durch eine kleme Synapse gekennzmchnet

' vf:rd (a)
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Farbsittigung, Helligkeit, visuelle Textur, Reflektivitat, Transparenz, Form, absolute Gréfie, Form-
best&ndigkeit, sowie Orientierung, Position, Bewegungsrichtung und Geschwindigkeit im dreidi-
mensionalen Raum [88]). Dagegen reprisentieren niedrigere Hierarchiestufen einfache sensorische
Zeichen in kleinen rezeptiven Feldern, wie zum Beispiel Wellenlinge oder Position auf der zwei-
dimensionalen Neitzhaut eines Auges zu einer hestimmien Zeit. Da die letzteren Eigenschaften
sich normalerweise schreller &ndern, sollien auf tieferen Hierarchiestufen die Neunronen im Mittel
kiirzere Perioden erh&hier Aktivitit haben als auf hoheren Hierarchiestufen.

Uber das zeitliche Muster der Impulse wihrend der ‘Aktivititsperiode sagt dieses Modell nichts
aus. Die genaue Feuerrate ist weniger wichtig als die einfache Tatsache, dafl die Feuerrate erhdht
ist {,value unit® statt ,variable unit“ in der Sprechweise von [76}). Das Model erfordert nicht,
.daB die einzelnen Aktionspotentiale einer Aktivitdtsperiode ein spezielles zeiiliches Muster bilden,
und steht dsher im Einklang mit experimentellen ‘Hinweisen, dal} die ersten 20-50 Millisekun-
den einer Aktivititsperiode schon einen deuilichen Anteil der Gesamtinformation enthalten [164].
Und zeitlich synchrones Feuern mehrerer Neuronen ist mdglich, aber nicht nctv'endhg (»gradual
transmission between nodes® statt ,synfire chains® in der Sprechwelse von {71}}..

D.2.2 Lerangziel von Pyramidenzellen

Dieses einfache Hebbsche Lernschema 158t eine zentrale Frage offen: Auf welchen spezifischen Reiz
reagiert ein Neuron? In den primiren sensorischen Arealen sind Neuronen durch ihre kleinen rezep-
tiven Felder auf relativ einfache Reize heschréinkt, die auf viele plausible Weisen festgelegt werden
konnen. Doch Neuronien im Assoziationscortex kinnen zwischen vielen Reizkombinationen wikhlen.
Zum Beispiel die Neuronen, die anf verschiedene Ansichien derselben Gesichter reagieren {139, 87],
kénnen sicher niitzliche Erwartungen aufbauen. Denn wenn ein Gesicht erschienen ist, dann mag
es sich drehen und wenden, aber es wird normalerweise nicht so schnell wieder verschwinden. Dock
wie lernen Neuronen solche Reaktionen? Bei einer willkiirlichen Auswahl von Reizen wiren die
neuronalen Aktivititen praktisch unkorreliert und Vorhersagen unméglich. Und eine genetische
Festlegung wére nicht nur aufwendig, sondern auch unfiexibel.

Vielleicht besteht die Antwort darin, die bisherige Argumentationskette umsudrehen. In diesern
Modell ist daher das Lernzicl einer Pyramidenzelle: auf solche Reize zu reagieren, auf denen sich
langfristige Erwartungen aufbauen lassen. Jedes Neuron versuchi also fiir sich, die Aktivitdisperi-
oden anderer Neuronen méglichst sicher und méglichst frith anzukiindigen. Als Gruppe kann das
den Neuromen nur gelingen, wemn sie lernen, danerhafte Frscheinungen in den flichtigen Sinnes-
daten zu erkemnen. All die erwihnten Abstrakiionsleistungen des Neccortex, wis Farbkonstanz,
Erkennen von Gesichiern eic., wiren dann auf die Suche nach immer dauerhafieren Erscheinungen
zuriickzufihren. Dieses. Lernschema. ist offensichtlich nur dann méglich, wenn sich die beobachieien
Muster dynamisch dndern. Wie weit es tatsichlich gentigt, um die Abstraktionsfihigkeit des Neo-
cortex zu erkliren, kann der Leser nur aus eigener Erfahrung beurtetlen, solange kein numerisches
neuronales Netz bei einer Suche in natirlichen Sh,nesda»en dleselben dauerha.ften Erschemungen
gefunden hat : : :

B 2.3 Lernpmnmp von- Pyram:denzellen

Wie kann ein Neuron erfahxen ob es durch seine Aktivitdtsperiode die spatere Aktlwtat anderer
Neuronen angekiindigt hat? Chemische Signale, die sein Axon retrograd transportiert, konnen
_dem Neuron zwar mitteilen, ob es iiberhaupt starke Synapsen bildet und nicht iiberfliissig ist.
“Aber sie kommen zu spit, um verschiedene Aktivititsperioden desselben Neurons zu unterschei-
“den. Dies kénnen nur elekirische Signale, Das nichste Kapitel D.2.4 enthilt Argumente, warum
“die Pyramidenzellen, die etwa 60 bis 90% der neocortikalen Neuronen susmachen [141], geeig-
~“net sind, um solche Signale. mit ihren Apikaldendriten zu empfangen. Doch zunichst. werden die
" Modellannahmen tiber ihre Signalverarbeitung und ihre Lernprozesse postuliert.
- Eine Pyra,mldenze]le erhilt apikale und ba.sa.le E;regungen (Abb D 1 und D.2).

ihhoe Durch die Erregang der Basaldendriten sollen alle Aktlwtatspenoden des Neurons gcstartet
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werden, das heifit, die Stirke der basalen Synapsen bestimmt, auf welche Reize das Neuron
reagiert.

e Dagegen soll die Erregung des Apikaldendriten dem Neuron signalisieren, wie lange seine
" Aktivitdt benutzt wird, um andere Neuronen zu aktivieren. Das heifit, die Starke der apikalen
Synapsen bestimuint, wie lange das Neuron das schnelle Feuern fortsetzt.

Die dafiir richtigen Stérken der erregenden Synapsen lassen sich nach Prinzipien erlernen, die
sowohl in Apikal- als auch in Basaldendriten vom Hebbschen Typ sind, sich aber in der Beriick-
sichtigung zeitlicher Reihenfolgen unterscheiden. '

1. . Auf Apikaldendrifen sollen alle Syrapsen gestirk{ werden, bei denen pri- und postsynap-
tische Aktivitdt (positiv) korreliert sind, auch danm, wenn die postsynaptische Membran
~—Dezeits depolerisiert ist, bever das prisynaptische Aktionspotential ankormmt. Im Fall von
Abbildung D.1, in dem die Akfivitdtsperioden von Neuron 1 und Neuron 2 fir viele Muster
#iberlappen, kann somit jedes Neumron lernen, den Apikaldendriien des anderen zu erregen,
sofern synaptische Kontakte existieren.

2. Auf Basaldendriten sollen dagegen die Synapsen gestirki werden, bei denen die prisynapti-
~.sche der postsynaptischen Aktivi{ét vorausgeht, und zwar uin so mehr, je stérker und linger
. die posisynaptische Depolarisation daunert. Auf diese Weise lernt Neuron 1, da es friiher aktiv
 ist, die Basaldendriten des Neurons 2 gu erregen, aber nicht umgekehrt Neuron 2 die des
Neurons 1. .

Die Resktion der Neuronen 1 und 2 auf den bewegien Lichtbalken in Abbildung D.1 verliuft
nach erfolgreichem Lernen so: Zuerst, zur Zeit ¢, fingt Neuron 1 an zu feuern. Da es gelernt hat,
die Basaldendriten von Neuron 2 zu erregen, bewizkt es etwas spiter, zur Zeit a2, zusammen mit
anderen Neuronen die Aktivierung von Neuron 2. Auch die apikele Erregung des Neurons 2 beginnt
etwa zu dieser Zeit 3. Umgekehrt hat Newron 2 gelernt, den Apiksldendriten von Neuzomn 1 zu
depolarisieren. Durch solche apikale Erregangen wird die Aktivitdt von Neuron 1 aufrechterhalten.

' Da aber die Zukunft nur begrenzt vorhersagbar ist, wird sich das Neuron 1 irgendwann an der
Aktivierung weiterer Neuronen nur noch iiber schwache Synapsen beteiligen kdnnen. Zur selben
Zeit werden nur schwache Synapsen auf dem Apikaldendriten von Neuron 1 ihre Erregung starten.
Mit dieser: Stagnatlon der aplkalen E;regtmg soL die ﬁkhwta.tspenode von Neuron 1 enden (Zelt
fa}

Auf diese Weise ist das Neuron gerade iiber den Zeitraum aktiv, in dem es sich am Aufbau
von Erwartungen beteiligt. Je linger dieser Zeitraum ist, desto mehr werden die basalen Synapsen
gestdrkt, die das Neuron aktiviert haben. Dadurch lernt das Neuron auf die Reize zu reagieren, auf
denen sich langfristige Erwartungen aufbauen lassen, das Lernziel von Kapitel D.2.2 wird erreicht.

$.2.4 Anatomische Kommentsare

Diese Skizze der Aktivitdts— und Lernprozesse 1afit swar viele Details offen, aber zeigt doch zumin-
dest, daB an allen Syrapsen und Neurcnen zur rechten Zeit die ndtigen Signale vorhanden sind.
So kann sich jede Pyramidenzelle auf ihrem eigenen Weg dem Lernziel nihern. Sie brancht dazn
nur synaptische Kontakte zu anderen Neuronen, die suf Zhnliche Reize reagieren. Besonders viele
‘solcher Synapsen existieren in einem zuflligen Netzwerk dann, wenn diese Neuronen in der Nihe
liegen. Durch solche Nachbarschaften von ein paar hundert Mikrometer Durchmesser, in denen
‘Neuronen auf dhnliche Reize reagieren, ist die ,modulare Strukiur“ ‘des Neocortex definiert. Sie
bildet daher einen niitzlichen, wenn auch keinen notwendigen Bestandteil dieses Modells. Anato-
~mische Untersuchungen konnten bisher ‘nicht kldren, ob Module hocheniwickelte Schaltkreise mit
‘wichtiger Funktion {115, 144] oder nur unwichtige Nebeneffekie der Lernprozesse [162] sind. Im
Vergleich der Arien zeigt sich kein deutlicher Zusammmenhang zwischen Fahlgkelten der Tiere
und der Existenz bestimmter modularer Strukturen [145].
-Eine reziproke Verkniipfung der Neuronen, wie in Abb}ldung D.1,ist wohl selten, da selbst nahe
' Pyramidenzellen nur mit etwa 10% Wahrscheinlichkeit iiber eine Synapse verbunden sind [80]. Die
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Abbildung D.2: Synapsen auf einer Pyramidengelle. Die apikalen Dendritenzweige {oben) vereini-
gen sich zu einem Apikaldendriten (AD). Die basalen Dendritenzweige (seitlich) vereinigen sich zu
mehreren Basaldendriten (BD). Das Axon {AX) beginnt an der Basis des Zelikérpers {CB). Erre-
gende Synapsen sind als offene Dreiecke und hemmende Synapsen, das heiBt hyperpolarisierende
oder Shuni—Synapsen als schwarze Dreiecke dargestellt. Durch Shant—Synapsen kirnen einzelne
Dendritenzweige (AS2, BS2) oder auch ganze Dendriten {451, BS1) vom restlichen Nevron elek-
trisch isoliert werden. Basale Erregungen (BE1) wirken wie kiassisch konditionierte Reize. Apikale
Brregungen bestimmen im Modell die Dauer der Reaktion (AE1), melden unkonditionierte oder
konditioniere Reaktionen oder signalisieren diskriminative Reize beim operanten Lernen (AE2).
Die neuronale Aktivitit kann durch axo-somatale (H1) oder axo—axonale (H2) Synapsen gehemmt
werden, e T o ST S
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reziproke Verkniipfung ist fiir das Modell auch nichi notwendig, wenn ein Reiz in der Nachbarschaft
nicht rur eine (Papst— oder Grofimutter—) Zelle sondern eine ganze Schar spesialisierter (Kardinal-)
Zellen aktiviert. Ein Teil dieser Schar kann von Neuron 1 basal erregt werden, wihrend ein anderer
Teil die apikale Riickmeldung zu Neuron 1 sendet.

Es gibt mehrere anatomische Griinde, warum die aktivierende Eingabe den Basaldendriten
und die modulierende Eingabe den Apikaldendriten zugewiesen wurde. Manche hingen mit der
Fuanktion der Schichten zusammen (siche Kap. D.4). Ein offensichtlicher Grund ist die groBere
Linge der Apikaldendriten. Aus ihr folge;n manche Neuroanatomen eine deutlich langsamere
ucu.uug entfernter Erregungen zum Soma (e.g. ca. 40 statt 5 Miilisekunden {159]) und deshalb
nur einen modulierenden Einflu des Apikaldendriten auf alle schnellen Denkprozesse.

Wichtiger im Rahmen dieses Modells ist die charakieristische Eigenschaft apikaler Dendriten-
zweige, sich vor dem Soma zu einem einzigen Apikaldendriten zu vereinigen {Die Ausnahmen der
»extraverted cells“ wurden blofi in der oberen Schicht 2 des Cortex gesehen, und zwar, abgesehen
vom Horcortex der Katgen [107], nur ziemlich selten [98, 86]). Nur in dicsem, meist dornarmen
Segment zwischen dem Soma und den ersten Verzweigungen des Apikaldendriten {Position AS1
in Abb. D.2) kann die Summe der Erregungen von den apikalen Dendritenzweigen auf das Soma
begrenzt werden. Ein solcher Mechanismus mag zum Beispiel auf Shunt-Synapsen beruhen und
dient zwel Zwecken:

s Er soll am Ende von der Aktivitdtsperiode des Neurons die darn stagnierende apikale Er-
regung abrupt beenden. Noch vorhandene basale Erregung kann zum Beispiel durch apikale
Hyperpolarisation kompensiert werden.

o Er soll verhindern, daf} Pyramldenzeilen nur durch den Apikaldendriten, ohne Beteiligung
der Basaldendriten aktiviert werden. Zwar mag eine solche apikale Aktivierung dann ge-
schehen, wenn der Neocortex als Teil des deklarativen Wissensgediichtnisses funktioniext
{,GewuBt was“ im Gegensats zum ,Gewuft wie“ des prozeduralen Habitgedichtnisses). Bei
der bloflen Verarbeitung von Sinnesdaten wiire es jedoch verwirrend, wenn Reize reprisen-
tiert wiirden, die zwar erfahrungsgemif mit diesen Sinnesdaten assosziiert, zur Zeit aber nicht
wahrgenominen werden.

D.2.53 Frithe Unterscheldung ven Alternativen

Weitere Plausibilitdt gewinnen die postulierten Lernprinzipien dadurch, daf sie nicht nur danerhaf
te Erscheinungen aus den fliichtigen Sinnesdaten abstrahieren, sondern auch noch andere wichtige
Funktionen erfilllen kénnen. Ein Beobachter wird zum Beispiel oft vor die Aufgabe gestellt, alter-
native Entwicklungen in der beobachteten Dynamik zu unterscheiden: Ein Objekt bewegt sich anf
ein Hindernis zu und kann es entweder unsichtbar dzhinter oder sichtbar davor passieren. Oder
eine Lautiolge wird durch die dhnilichen Laute ,p* oder,b“ tortgesetzt wobei der: nchtxge Laut
aus dem spiteren Zusammenhang klar wird.

Nach dem Prinzip D.2.3.1 kann ein ‘Apikaldendrit lernen, die Alternative zu 51gnah51eren, auf
die sein Neuron bevorzugt reagiert. Zum Beispiel die Neuronen, die ,,Objeki vor dem Hindernis®
bevorzugen, zeigen korrelierte Aktivitdten und lernen deshalb, gegenseitig ihre’ -Apikaldendriten
zu erregen. Diese apikalen Erregungen erhohen die-Aktivitdt dieser Neuronen, wenn das Objekt
tatsichlich vor dem Hindernis ist, was wiederum basale Synapsen st&rki. Die Neuronen lernen
dadurch, ihre urspriingliche Bevorzugung einer Alternative noch zu steigern. An ihrer Reaktion
lassen sich die Alternativen dann deutlicher unterscheiden. Dies gilt auch fiir Neuronen, deren
Aktivitdisperiode zu einem frithen Zeitpunkt beginnt, wenn sich die Alternativen noch Zhneln.
Denn nach dem Prinzip D.2.3.2 starkt auch spit eintreffende postsynaptische Erregung eine dann
nicht mehr akiive basale Synapse. Somit lernt das Netzwerk der Pyramidenzellen, hiufig beobach-
tete Alfernativen nicht mur deutlicher, somndern anch friiher zu unterscheiden. Nur die Neuronen
bleiben unbeeinfluflt, die so frith akiiv werden, daB sich in iheen basal empfa.ngenen Signalen die
Alternativen noch nicht unterscheiden lassen.

" Da sich Lernprinzipien von depolarisierende Synapsen durch Vorzeichenwechsel auf hyper-
polarisierende Synapsen iibertragen lassen (siche Kap. D.5), kann derselbe Lernvorgang durch
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hemmende Interneuronen ausgeldst werden, die von den Neuronen der einen Alternative aktiviert
werden und die Neuronen der anderen Alternative hyperpolarisieren. Dieses Lermschema unter-
scheidet sich von lateraler Hemmung dadurch, dafl die Neuronen der beiden Alternastiven nicht
rdumlich voneinander getrennt sein miissen. Nur hemmende Synapsen, die die Feuerrate reduzie-
ren {z. B. H1 in Abb. D.2), 16sen solche Lerprogesse aus, nicht aber Synapsen (w1e H2 in Abb.
D.2), die Aktionspotentiale nur am Weiterlaufen entlang des Axons hindern.

D.2.86 Klassisches Konditionieren

So wie ein Apikaldendrit seinem Neuron signalisiert, welche neocortikalen Neuronen spéter aktiv
werden, kann es auch den spiteren Verlauf der Dynamik auBerhalb des Neocortex melden. Dazu
smd keme welteren Lernprmzxplen notlg Dlese Ruckmeldung ist dann mchhg, wenn da.s Neuron

Neuronen vieler neocortikaler Areale projizieren zu der.selben subeortikalen Strukiuren. In der
Entwicklang des Gehirns werden zundchst mehr dieser Efferenzen gebildet, als letzilich bestehen
bleiben., Wahrscheinlich wird daher der Einflu eines Neurons nicht nur genetisch, sondern auch
durch die Erfahrung festgelegt [158]. Wie lernen die Neuronen susammenzuwirken, die einen &hn-
lichen Einflufl suf die Sinnesdaten haben, die zum Beispiel alle mitwirken, dasselbe Augenlid zu
schliefien? Durch kein offensichtliches Merkmal von den Neuronen unterschieden, die das Augenlid
Gffnen, miissen sie die Folgen ihrer eigenen Aktivitét erst selbst erkennen. Dazu miissen sie Erre-
gungen erhalten, die das tatsichliche Schliefien des Aungenlides signalisieren. Nach den postulierten
Lernprinzipien werden apikale Synapsen gestickt, die solche Erregungen fibertragen (e. g. AEl in
Abb. D.2). Denn auch wenn der Einfin8 jedes einzelnen Neurons gering ist, wird doch eine positive
Korrelation zwischen seiner Akiivitat und dem spiteren Schlieflen des Augenlides bestehen.

Durch diese apikalen Frregungen werden wiederum die basalen Synapsen gestirkt, die das
Neuron aktivieren, sobald das Schlieflen des Auges vorherzusehen ist (e. g. BEL in Abb. D.2). Wenn
zuin Bejspiel ein Glockenton {zu konditionierender Reiz) erfalivungsgemifl dem SchlieBen des Auges
(unkonditionierte Reaktion)} vorausgeht, danxn lernt das Neuron beim Glockenton basal erregt zu
werden und wirkt mit, das Auge zu schlieflen (konditionierte Reaktion). Dies unterscheidet sich
von den einfachsten Modellen kiassischen Konditionierens dadurch, daf der unkonditionierte Reiz,
zum Beispiel ein Windsto8, das lernende Neuron mcht duekc zu erregen bra.ucni; er muﬁ nur.das
Auge schlieflen.

Die meisten Efferenzen des Neocortex werden vom: den tiefen Schichten 5 und 6 -gebildet.
Tatséchlich liegen deren Apikaldendriten gustlg, um von Neuronen enegt zu werden, die Sin-
nesreize représentieren {siehe Abb. D.5 und Kap. 13.4.3). Die Neuronen der Schicht § projizieren
‘za vielen subcortikalen, insbesondere motorischen Kernen. Sie sollien deshalb Kérperbewegungen
und deren verzdgerte, aber vielfiliige Einfliisse auf die Sinnesdaten vorhersagen konnen. Thre lan-
‘gen Apikaldendriten erhalten tatsichlich vielfaltige Erregungen. Sie durchgueren all die oberen
Schichten 4,3 und 2 nm schneﬁhch in Schlcht 1 Syna.psen mit meien langreichwemgen Axonen
zu bilden. ~

Die Apﬁcaiéendnten aus Schichi § dagegen enden oft schon in Schicht 4 [98], in der auch dle
meisten thalamocortikalen Afferenzen emden. Auf diesem Weg werden Neuronen der Schicht 6
vermutlich dafiir belohnt, Signale vom Thalamaus richtig vorherzusagen. Tats#chlich &hneln sich
die neuronalen Reaktionen der Schichten 4 und 6 des primaren visuellen Cortex der Katze dar-
in, daB einfache Zellen hier besonders hiufig sind (e. g. [109]). Da Schicht 6 selbst wieder zum
Thalamus projigiert, kénnen dort Vorhersagen a]ler neocortikalen Areale mtemander und mit den
Smnesdaten verghchen Werden

-_B 2 7 Onerantes Kondltmmeren

Durch opera.ntes Konditicnieren kdnnen sehr komplexe Verhaliensweisen gelernt werden, d:e dann
_ _::_wa.hrschemhch von vielen Teilen des Gehirns gemeinsam gesteuert werden. Erstaunlicherweise kann
~-im Rahmen dieses Modells auch jede cinzelne Pyramldenze]le operant lemen, wenn che Lernprm-

- zipien nur. ein wenig modifiziert werden.-
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Zwel Voraussetzungen sind nétig, damit Pyramidenzellen operantes Verhalten stenern kdnnen:

o Die Situation mu8 alternative Verhaltensweisen gestatten, zum Beispiel Strecken und Beugen
desselben Fingers. .

e Jede Verhaltensweise kann dadurch ausgeldst werden, daf bestimmte Pyramidenzellen skiiv
und die anderen passiv sind.

Im letzten Kapitel D.2.6 wurde beschrieben, wie Neuronen mit &hnlicher Wirkung lernen, zu-
saminen zu agieren. Wenn beide Verhaltensweisen gleichermaflen méglich sind, dann werden die
»beugenden® ebenso wie die ,streckenden” Pyramidenzelien basal erregt. Die Neuronenmenge mit
der friiheren oder hoheren Aktivitét wird sich gegen die alternative Menge durchsetzen, indem sie
diese wie in Kapitel D.2.5 hemmt. Dieser Wettbewerb kann durch apikale Erregungen entschie-
den werden. Zwar kénnten auch basale Erregungen die Entscheuiung bringen, doch d1e Steuerung
operanf;en Verhaltens durch Apikaldendriten hat zwei- ‘Vorteile: '

. & "In den baselen Synapsen ist das Wissen dariiber gespeichert, welche zeitlichen Abldufe wahs-

- scheinlich sind. Wenn operantes Lernen basale Synapsen modifizieren wiirde, konnte das Wis-

- sen dariiber, welche Ablinfe a.ngenehm sind, imt dem Wzssen mterfeneren welche Abléufe
Wahrschemhch sind.

o Die viclen Synapsen (wie AE2 in Abb.D.2), die ein Ap1kaldendnt mit langreichweitigen
Axonen in Schiché 1 bildet, sind geelgnet um eine groi}e VleIfa.it diskriminativer- Relze zZu
signalisieren. _ o

Daze mufl das Hebbsche Lernprinzip D.2.3.1, daf aktive erregende Synapsen aunf Apikaldendri-
ten aktiver Nearonen gestirkt werden, etwas modifiziert werden: Die Stirkung dieser Synapsen soll
dann besonders deutlich ausfallen, wenn die Schicht 1 einen positiv verstirkenden Reiz mitgeteilt
bekommsé. Da die Stdrkung der Synapsen sicher ¢in langsemer ProzeB ist, eilt auch die Mitteliung
des positiven Verstirkers nicht. Sie konnte zum Beispiel fiber unspezifische Afferenzen, von de-
nen viele in Schicht 1 enden, und weiter iiber chemische Signalstoffe erfolgen. Umgekehrt soll ein
negativ verstérkender Strafreiz die Stdrkung der Synapser gering ausfallen lassen, so daB neutra-
le Signale, die weder mit positiver noch mit negativen Verstérkern korreliert sind, im zeitlichen
Mittel die unmodifizierten Lernprozesse ausldsen. :

- Nachdem mehrmals in &hnlichen Situationen das Verhalten ,,Beugen des Fingers® posmv
verstdrkt wurde, haben die ,beugenden“ Pyramidenzellen also gelernt, durch erneutes Aufire-
ten der diskriminativen Reize apikal erregt zu werden und dadurch den Wettbewerb gegen die
,streckenden® Pyramidenzelien zu gewinnen. Frithe apikale E Erregungen {oder Hemmungen) sind
im Wettbewerb besonders wirksam, so daB die von Schicht 6 vorhergesagien Sinmesreize (Kap.
D.2.6) fiir Schicht 1 relevant wiren. Entsprechende Verbindungen existicrer tatsfichlich: Die
meisten Martinotéi-Zellen sitzen in den tiefen Schichten 5 und 6 und projizieren zur Schicht 1
[96, 129, 80]. Und t:efe Schichten proymeren auch relatxv stark zur Schichf 1 a.nderer Axeale (Feed-

.'back{101175}) : L RETEI s SRl T

D.3 Lernen im Kontext

D.3.1 Lernziel von Neuronenmengen

Nach den bisherigen Lernprinzipien wiirden die Neuronen ihre Aktivitit nicht anfeinander abstim-
men. Im schiimmsten Fall wiirder alle auf Zhnliche Reize reagieren, so daf sie fast alle redundant
wéren. Irn Neocortex sind die Neuronen spezialisierter. Viele neocortikale Areale sichen aunf &hn-
. lichen Hierarckiestufen und scheinen auf verschiedene Aspekte der Sinnesdaten, wie zum Beispiel
.. Form, Farbe oder Bewegung spezialisiert zu sein. Diese Spezialisierung ist notwendig: In einer
- komplexen &ufleren Dynamik, die sich niemals exakt wiederholt, kénnen sich Erwartungen nur auf
einzelne Aspekte siiitzen, die sich wiederholen. Doch wie kann die Spezialisierung gelernt werden?
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Und wie kann es vermieden werden, daf diese Spegialisierung zu weit geht? Wenn das eine Areal
nur die Farbe und gar nicht mehr die Form, und das andere Areal nur die Form und gar nichi
mehr die Farbe reprisentiert, dann lifit sich bel gleichzeitiger Représentation mehrerer Figuren
nicht mehr feststellen, welche Form zu welcher Farbe gehort.

Fiir dieses wohlbekannte Problem (,binding problem® {151, 94, 155] oder ,cross—talk® [99, 76]
bei ,coarse—fine coding® [100, 99] oder ,distributed representations® [114]} soll in diesem Kapitel
ein Lsungsansatz vorgeschlagen werden, der aus mehreren Schritten besteht. Die Spezialisierung
beginnt in den basalen Dendritenzweigen. In Kapitel D.3.2 werden Lernprinzipien fiir Shunt-
Synapsen postuliert, die die Dendritenzweige so gegeneinander isolieren, daB sie auf viel spezifi-
schere Reize reagieren als das ganze Neuron. Die Ausgabe des Neurons unterscheidet nicht, welche
Dendritenzweige das Neuron erregen, so daf hier ein Teil der Information verlorengeht, die durch
die Dendriten repriisentiert wird. Es wird in Kapitel D.3.3 vorgeschlagen, daff die Shunt—Synapsen
gerade die Information fibertragen, die verlorengehen darf. Das Neuron lernt dann, spezieil die
Information zu reprisentieren, die nur von den erregenden Synapser itbertragen wird. Dafl die-
ser LernprozeB méglich ist, ohne daB weitere Lernprinzipien postulierf werden miissen, illustriert
Kapitel D.3.4 an einem Beispiel. © " - C o

D.3.2 Lernpringipien von Shunt—Synapsen

Wie lernen nun basale Dendriten, oder gar Dendritenzweige, auf ganz spezifische Reize zu rea-
gieren? Ohne besondere Vorkehrungen wiirde das Aktionspotential des Neurons, das ja nicht nur
Axon sondern auch Soma und zumindest die nahen Dendritenzweige polarisiert, alle Dendriten
gleichermaBen becinflussen und deshalb in Synapsen aller Dendriten analoge Hebbsche Lernpro-
zesse auslésen. Dies kann durch Shurt-Synapsen verhinderi werden.

" Eine Shunt-Synapse (siche z. B. [80]) &ffnet Ionenkanile in der posisynaptischen Membran,
um deren Leitfahigkeit zu erhhen. Wenn sie auf Dendritenschéiften sitzt, dann d&mpft sie jeden
elektrischen Strom, der vom Soma an der Shuni-Synapse vorbei in den Dendriten oder in um-
gekehrter Richtung flieft, beeinfluit die anderen Dendriten aber kaum. Einzelne Dendriten oder
Dendritenzweige knnen dadurch auf dem Ruhepotential gehalten und elekérisch vom restlichen
Neuron isoliert werden (BS1 und BS2 in Abb. D.2). kn Neocortex wirken auf diese Weise die
GABA g ~Rezeptoren, die schnell und haufig sind und durch Offnen von Kanilen fiir Chlorionen
die postsynaptische Membran nur schwach de- oder hyperpolarisieren [89, 83]. ¥s gibt Hinweise,
dafl diese GABA 4 ~Rezeploren nur von einer Teilpopulation der hemmenden Inferneuronen ge-
stenert werden [79] Die Mehsheit der GABAergischen Synapsen sitzt auf Dendritenschéften [78].
Dagegen werden die meisten erregenden Synapsen auf Dornen der Dendriten vermutet (Ausnah-
me in [74]). Und dic allermeisten Dornen der Basaldendriten von Pyramidenzellen sitzen auf ihren
entferntesten, nicht weiter verzweigten Zweigen [122]. Diese Synapsenverteilung erlanbt, daB erre-
gende Synapsen auf verschiedenen Dendritenzweigen durch Shunt-Synapsen voneinander getrennt
werden. Dagegen konnen sich erregende Synapsen desselben Derdriten gegenseitig in ihrer Wir-
kung steigern, wenn dort Flecken aktiver dendritischer Membran [148] oder hohe Konzentrationen
von NMDA-Rezeptoren [134] sind. Und Messungen im visueilen Cortex deuten auf etwa 8-10
verschiedene erregbare Untereinheiten pro Zelle [93]. - R :

- Dies alles weist darauf hin, daf} die basalen Dendritenzweige mehr kénnen, als nur Erregungen
zu integrieren [150]. Komplexe Signalverarbeitung in Dendritenzweigen erfordert aber, da8 die
Synapsen entweder in bestimmter Ordnung auf die verschiedenen Dendriten verteilt (e. g. [100])
oder an einem Dendriten ancinandergereiht (e. g. [163]) werden. Es gibt aber keine experimentellen
‘Hinweise auf solche exakten Positionierungen von Synapsen [90]. - L R
In diesem Modell dagegen dienen die Shunt—Synapsen in erster Linie den Lernprozessen, nicht

_der Signalverarbeitung. Diese Funktionen konnen sic auch dann lernen, wenn sie zuféllig auf den
.Dendritenschiften verteilt sind. Der erste Lernschritt von Kapitel D.3.1 wiire abgeschlossen, wenn
.das Neuron nie mehr durch schwache Erregung vieler Dendritenzweige, sondern nur noch durch

SLATAT Dilailpiaity Clagtlr LACW s st wicit Edd SALEL L

ctnrke Frraoune wpn‘;gpr ﬂpnrlwitpn-zwei_gv aktiviert wgl-det_} wiirde. Drel .lesi;:é;.ﬂde eines.Dendriten.
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a} Der Dendrit wird so stark erregt, daB das Neuron an einem schwachen Shunt vorbei aktiviert
wird. .

b) Der Dendrit reagiert nicht oder wenig, aber das Neuron wird an anderen Teilen erregt und
_fenert. Ein statker Shunt schiitzt den Dendriten davor zu lernen, in dieser. Situation zu
reagieren.

c) Weder das Neuron noch sein Dendrit sind erregt.

. Dieser Idealfall legt die Richtung des Lernens fest. Wenn akiive Synapsen noch michi die in
Abb. D.3 gezeigten Stérken haben, dann sollen sie sich thnen zumindest nihern:

s Erregende Synapsen (Nummer 1, 3, 5 in Abb. D.3) lernen nach der iiblichen Hebbschen
Regel. In diese Regel geht eine postsynaptische Depolarisation ein, die sowohl von ande-
~ren Erregungen desselben Dendriten als auch vom Akéionspotential des postsynaptischen
-Neurons abhéngen darf, aber jedenfails von Shunt-Synapsen gedémpft werden kann. -

¢ Shunt—Synapsen (Nummer 2, 4, 6 in Abb. D.3) dagegen miissen zwischen Aktionspotentialen
und anderen Erregungen unterscheiden. Nahe am Soma gelegen, soliten sie dazu in der Lage
setn. Sie &ndern sich deutlich nur dann, wenn sie Aktionspotentiale spiiren. Sie werden stirker
bei starker und schwicher bei schwacher Erregung des Dendriten. Der dazwischen liegende
Schwellenwert, wie auch all die anderen Lernparameter, darf in groflen Zeitriumen variieren
und dadurch die mittlere Aktivitéit von Dendriten und Neuron regulieren.

Nur numerische Simulationen werden zeigen kdnnen, ob ein solches Wechselspiel von erregen-
den und Shunt-Synapsen es tatsichlich erreichen kann, daf dornige Dendritenzweige ihr Neuron
selten, dann aber stark erregen. man beachte, daf ein starker Shunt nur wéhrend der neuronalen
Aktivititsperiode wichtig ist (Abb. D.3.b). Tatsiichlich konnten experimentelle und theoretische
Untersuchungen an neocortikalen Pyramxdenzellen a.uﬁerhs.lb der Aktlwta.tspenoden nur schwache
Shents feststeilen (siehe [81]).

P.3.3 Kantextueﬂe Interneuronen

Die zwei verschiedenen Eingaben zu dornigen Dendriten, die iiber erregende und die iiber Shunt—
Synapsen, kommen von zwei verschiedenen Neuromentypen. Die meisten erregenden Symapsen
werden von nahen oder fernen dornigen Neuronen gebildet. Die hemumenden Synapsen werden von
glatten (d. h. dornlosen oder dornarmen) Interneuronen gebildet, die héchstens ein pasr Milli-
meter entfernt liegen. Wenn Internenronen auf dornigen Dendriten Shunt—Synapsen bilder, die
nach den im letzten Abschnitt postulierten Prinzipien funktionieren, dann sollen sie ,kontextuel-
le Interneuronen® gensunt werden. Eine Menge kontextueBer Interneuronen, zum Beispiel aile in
einer bestimmten Schicht eines bestimmien kortikalen Areals, reprisentieren durch ihre Aktivitit
Information, die ,Kontext” genannt werden soll. Der Kontext bestimmt, welche dornigen Den-
driten geshuntet sind, und somit, wie das gegenwmhge Netzwerk aussieht, uber das 51ch dornige
Neuronen gegenseiilg erregen.

Die Schichtstruktur des Neocortex wird in diesem Mode}l da.xmt erklért, daﬁ verschiedene
Schichten oder Teilschichten eines Areals verschiedene Kontexte représentieren. Die kontextuellen
Interneuronen wirken dann wie lokale Relaystationen. Sie empfangen Signale von Axonen in ihrer
Schicht, représentieren diese Information und gebern sie an die dornigen Dendriten desselben Ge-
bietes weiter. Tatséichlich enden Axonkollaterale und glatte Dendritensysteme relativ- abrupt an
Sd:uchtgrenzen (im priméren visuellen Cortex von Affen noch deutlicher als in dem von Katzen),
im Gegensatz zu dornigen Dendritensystemen [127, 75). Und die-Axonkollaterale eines glatten Neu-
roms iiberlappen meist stark mit dem Gebiet seiner Dendriten. Da sich die glatten Neuronen aber
darin unterscheiden, iber wieviele Schichten oder Teilschichten sich ihre Dendriten erstrecken, ist
das Prinzip ,Eine Schicht — Ein Kontext® wobl nur eine erste Niherung der Wirklichkeit, -

- “Auch andere anatomlsche Kennzeichen hemmender Nenronen machen in diesern Modell Sinn.
Die gleichmafige Verteilung hemmender und erregender Synapsen auf ihren Dendriten (und So-
‘mata) wire kaum mit den komplizierten Lernprozessen zu vereinbaren, die fiir dornige Neuronen
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Abbildung D.3: Die drei idealen Erregungszustinde eines Basaldendriten dieses Modells. Der Den-
drit ist entweder stark erregt (=), geshuntet (b) oder passiv {c). Depolarisierung des Dendriten
oder des Zellksrpers wird durch. Pluszeichen symbolisiert. In (a) und (b) feuert die Pyramiden-
zelle. Nur aktive Synapsen sind eingezeichnet. Die ideale Stérke einer aktiven erregenden Synapse
(offenes Dreieck auf Dorn) und einer aktiven Shunt-Synapse (schwarzes Dreieck auf Schaft) sind
durch die Gréfe (grof—mitiel-klein) der Dreiecke angedeutet. Die Richtung der Lernprozesse, die
solche synaptischen Stérken erzeugen, wird durch den eingerahmten Pfeil symbolisiert: Pfeil nach
oben bedentet Sta.rkung, Pfe]l nach unten SchWachung, ein leeres Kastchen germge Anderung der

_ Synapse :
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gefordert wurden. Aber einfache Hebbregeln geniigen, damit kontextuelle Interneuronen ihre Funk-
tion lernen kénnen. Um die Moglichkeit zu haben, jeden Dendriten jederseit zu shunmten, sollten
die kontextuellen Interneuromen von Anfang an genug aktive Shunt—Synapsen bilden. Die beob-
achteten dichten lokalen Verzweigungnen ihrer Axone kénnen vermutlich verschiedene Dendriten
des gleichen Neurons glelchzeltlg hemmen. Da8 erregende Synapsen so viel hiufiger sind (85-90%
aller Synapsen im priméren visuellen Cortex der Katze [141], ca. 90% in diversen Arealen der
Maus [80]), 188t sich mit einer h#ufigeren Aktivitdt der Shunt-Synpsen erkliren. Die schnellen
GABA A—Rezeptoren reagieren linger (mechrere zehn Millisekunden lang) auf einen prasynapti-
schen Impuls als die schneilen erregenden Rezepioren (nur ein paar Mallisekunden)[89]. Ununter-
brochenes Shunten erfordert daher keine hohen Fenerraten, und auflerdem adaptiert die Feuerrate
der Interneuronen nicht wie die der Pyramidensellen (131, 118]. Auch diirfen die Intermeuronen
im Rahmen dieses Modells weniger spegifische Reize signalisieren {d. h. die Reprasentation der
Information durch die Interneuronen ist besonders verteilt).

Demnach ist die Gestalt der meisten hemmenden Interneuronen fiir die Punktion als kom-
textuelles Internenron geeignet. Dazu gehoren die als ,local plexus neurons® [143] oder anderen
Namen zusammengefafiten Neuronentypen, einschlieflich der ,neurogliaform or spiderweb cells®
(Neroglioformzellen [116]}, und vielleicht auch die Korbzellen. Welche Typen von Interneuronen
tatsdchlich den Kontext reprisentieren, bleibt nnbekannt.

D.3.4 Wirkung des Kontexts

Auf den ersten Blick mag es irrelevant erscheinen, ob Dendriten gleich oder verschieden reagieren,
solange sie alle dasselbe Neuron ervegen. Bei genaunerer Betrachtung des Zusammenspiels der bisher
postulierien Lernprinzipien zeigt sich aber, daff sich die dornigen Neuronen spezialisieren kénnen,
die Informationen genat zu reprisentieren, dic sie nur von ihren erregenden Synapsen erhalten.

Wie kénnen dornige Dendriten Signale erhalten, die den benachbarten kontextuellen Internea-
ronen entgehen? Die WahrscheinBchkeit fiir einen synapéischen Kontakt zwischen einerme Axon und
einem Dendriten héingt nicht nur davon ab, wie stark die Gebiete ihrer Verzweigungen iiberlappen,
sondern auch von dem Typ der beiden beteiligten Neuronen. In der Schicht 4 des priméren somato-
sensorischen Cortex der Maus, zum Beispiel, bilden manche Neuronen fast keine und andere iiber
swangig Progent ihirer Synapsen mit Afferenzen vomn .Lha.lamus {170]. Wie fein die Neuronentypen
unterschieden sind, ist unkiar.

Im folgenden werden nicht nur die dornigen Neuronen von den kontextuellen Interneuronen un-
terschieden, sondern auch die Neuronen in jeder Schicht von jedem kortikalen Areal als besonderer
Typ aufgefafit, der spezifische Eingaben erhalt. Nar Schicht 2 und 3 werden nicht unterschieden.
Diese Unterscheidungen sind dadurch gerechtfertigt, dafl Neuronen verschiedener Schichter auch
verschiedene Schichten bevorzugen, wm dori mit ihren Axonen oder Dendriten Synapsen zu bilden
{siehe z. B. {130] fiir intraareale und [165] fir interareale Verbindungen).

Es soll nun als Beispiel die Aufgabe betrachiet werden, Form und Farbe geometrischer Figuren
zu erkennen. Die koutextuellen Interneuronen sollen von einem. anderen kortikalen Areal erregt
werden, das bereits darauf spezialisiert ist, die Form zu erkennen. Die einzelnen Dendriten eines
Neurons sind also nur dann nicht geshuntet, wenn zum Beispiel ein Dreieck allein zu sehen ist, ein
Kreis und ein Quadrat zusammen, und so weiter. Innerhalb seines Kontexts hat ein Dendrit gelernt,
nur auf Figuren zu reagieren, die sich in Form und Farbe &hneln, also zum Beispiel ein einzelnes
rotes Drefeck, ein einselnes blaues Quadrat, oder eine blaue runde und eine griine eckige Figur
zusammen. Ein Neuron mit solchen Dendriten reagiert auf ganz verschiedene Reize. Dies illustriert
Abb. D.4.a mit vier, anstatt der circa 30 basalen Dendritenzweigen typischer Pyramidenzellen
[124]. Wie kann dieses hypothetische Neuron lexnen, speziell die Farbe zu reprisentieren?

In dem Grenszfall exirem starker Shuni—Synapsen spiiren die erregenden Synapsen bei Reizen
auBerhalb ihres Kontexts keine Depolarisaiion und bleiben daher unverindert. An einern Neuron
beeinflussen sich dann nur die Dendriten gegenseitig, die in demselben Kontext reagieren, zum
Beispiel ein Dendrit 1, der auf rote Drelecke reagiert, und ein Dendrit 2, der auf blaue Dreiecke
reagiert (Abb. D.4.a). Wenn die Erregung des einen Dendriten das Neuron aktiviert, dann ist der
andere Dendrit ungeshuntet und lernt nach der Hebbschen Regel von Abbildung D.3 auf denselben
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Abbildung D.4: Schematische Beispiel fiir das Lernen im Xontext. In (a—c) sind die Reaktionen ei-
nes hypothetischen Neurons in aufeinanderfolgenden Lernphasen dargestellé. R, G, und B bezeich-
net. eine rote, blane oder griine Figur (Dreieck, Quadrat oder Kreis). Jedes Kreuz in der Tabelle
bedeutet, dafl bei Prisentation der entsprechenden farbigen Figur ein Dendrit stark erregt wird
und das Neuron aktivier. Jede Spailte bezeichnet einen anderen Kontext, so dafl zum Beispiel bei
Prisentation eines Dreiecks die auf Quadrate und Kreise reagierenden Dendriten geshuntet sind.
In (a) besteht noch keine Beziehung zwischen den Reaktionen der vier Dendriten. In (b) haben die
beiden Dendriten innerhalb desselben Kontexts , Dreieck® gelernt, auf denselben Reiz zu reagieren.
In {c¢} haben alle Dendriten ikre Reaktionen soweit aneinander angepaBt, wie es ihnen innerhalb
ihrer urspriinglicher Kontexte moglich ist. Das Neuron reagiert -dann nur noch auf eine Farbe.

Reiz zu reagieren. So kénnen beide Dendriten Reaktionen auf sowohi rote als auch blaue Dreiecke
entwickeln, doch dieser Zustand ist nicht stabil unter den Lerprogessen. DPenn wenn das Neuron
stiirker auf einen der beiden Reize, zum Beispiel auf dus rote Dreieck, reagiert, dann wird diese
Bevorzugung durch die Hebbschen Lernprogesse noch weiter verstirkt. Jeder Mechanismus, der
die mittlere dendritische Aktivitdt beschrinkt, wird dabei die Reaktion auf das blauve Dreieck
schwiichen, bis sie ganz verschwunden ist (Abb. D.4.b). Auf diese Weise verlernt das Beispielneuron
die Reaktion auf gleiche Formen verschiedener Farben. :

Die angestrebte Reaktion auf verschiedene Formen gleicher Farbe kann allerdings nur dann
gelernt werden, wenn die Shunt—Synapsen auflerhalb des richtigen Kontexts doch ein wenig von
dem Aktionspotential in ihre Dendriten hineinlassen. Die Dendriten werden darnn lernen, auf hn-
liche Reize zu reagieren, so weit das innerhalb ihrer verscmedenen Kontexte moghcn ist, .also zum
Beispiel alle auf rote Formen (Abb. D.4.c). :

Ob das Zusammenspiel der Lernprozesse wirklich dieses Ziel erreicht, hdngt matiirfich von der
quantitativen Form der Lernregeln ab. Hier sollte nur gezeigt werden, wie eine Spezialisierung auf
der Ebene von Einzelneuronen mbglich ist, ohne daf unrealistische Wechselwirkungen zwischen
Dendriten angenommen werden miissen. Das Beispiel ist rechi kiimstlich, weil statische, niché dy-
namische Muster betrachtet wurden und weil die wichtige Trennung von Ferbe und Form schon
in der Eingabe sum priméren visuellen Cortex angelegt ist (e. g. [175]). Doch die weitere funktio-
nelle Spezialisierung auf hdheren Hierarchiestufen kann in analoger Weise erlernt werden. In dem
obigen Beispiel war ein kortikales Areal bereits derauf spesialisiert, die Form zn reprisentieren.
Aber auf dieselbe Weise kdnnten mehrere kortikale Areale auch gleichzeitig ihre Spesialisierung
auf verschiedene Aspekte der Sinnesdaten steigern, indem sie gegenseitig ihre kontextuelen Imber-
neuronen erregen. Man beachte, dafl kontextuelle Interneuronen spezifischere Exregungen erhalten
soilten als dornige Neuronen. Denn weitere, unspezifische Eingaben zu kontextuellen Interneuro-
nen konnten die Spegialisierung und ergo die Funktionsweise des Netzwerkes verschlechtern, im
Gegensatz 2 unspez::hschen Erregungen der. clormgen Neuronen, dle rm.r ubemuaaige 'Synagseﬁ
erfordern.

O Wie. Abbildung D. 4 b exempla.nsch zelgt ka.nn ein auﬁerer Beobachter an der Aktivitit der
‘dornigen Neuronen die Sinnesdaten so genau ablesen wie an der Aktivitit ithrer Dendriten, sofern
_er den Kontext, das heiBt die Akéivitdt der Neuronen im anderen kortikalen Areal, kennt. Die Ak-
“tivititen in beiden Arealen sind also so aufeinander abgestimmt, daB sie gemeinsam eine genaue
Reprisentation der Sinnesdaten geben. Das in Kapitel D.2.1 erwihnte Problem zu starker Spezia-
lisierung wird vermieden. Wenn zum Beispiel der Kontext ein Dreieck und einen Kreis signalisiert
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und eine Figur rot, die andere blau ist, dann kénnen Dendriten reagieren, die auf rote eckige und
blaue runde Forinen ansprechen, oder solcke, die umgekehrt auf rote runde und blaue eckige For-
men ansprechen. Beide Dendritentypen an demselben Neuron wiirden Verwechslungen der beiden
Fille erméglichen. Aber zwei solche Dendriten konkurrieren dann ebenso wie die Dendriten 1 und
2 des obigen Beispiels. Das Neuron lernt dadurch, rer noch auf eine Farbung zu reagieren. '

3.4 Schichten

D.4.1  Vertikale Gliederung der Areale

Die vertikale Unterteilung der kortikaler Areale in Schichten ist anffilliger und regelméBiger als
die horizontale Unterteilung in Module, die in Kapitel D.2.4 erwéhnt wurde. Auf Untersuchungen,
wie die Neuronentypen verschiedener Schichten miteinander verbunden sind, stiitzen sich die Vor-
schidge, wie die grundlegenden Schaltkreise des Neocortex aussehen kénnten [130, 170, 89, 152].
Der hier verwendetet Schaltkreis (Abb. D.5 und Abb. D.6) shuelt dem Schaltkreis in {152, 154).
Nur die Rolle der hemmenden Interneuromen and der cortikocortikalen Verbindungen zu und von
tiefen Schichten werden stirker betont. .

Die Funktionen der neccortikalen Schichten wird hier aus der Lage threr Apikal- und Basal-
dendriten gefolgert, ausgehend von den in Kapitel D.2 postulierten Funktionen dieser Dendriten.
DaB diese Funktionen zusammen mit den Afferenzen und Efferenzen der Areale ein sinnvolles Ge-
samtbild ergeben, rechtfertigt die Postulate im nachhinein. Durch Lernen im Kontext (Kap. D.3)
kénnen diese Funktionen verbesseri werden, falls die kontextuellen Interneuronen spegifische Erre-
gungen erhalien. Da es schwer zu messen ist, ob ¢in crregendes Azon mehr Synapsen mit dornigen
Neuronen oder mit kontextuellen I Interneuronen blldet kénnen nur wenige dieser Vor hersagen mit
expenmenteﬂen Daten verglichen werden. :

D.4.2 Basale Verbindungen

Unter Vernachldssigung von Verbindungen, die aus relativ wenigen Synapsen bestehen, wurde ein
serieller Schaltkreis vorgeschlagen (z. B. {115, 109, 108]): Die Eingabeschicht 4 empfingt Daten,
insbesondere vom Thalamus, und leitet sie an die Schichten 2 und 3 weiter. Diese beiden Schichten
ihreln sich so sehr in Aufbau und Funktion (siche [80, Kap. 28] fiir Ausnahmen), dafl sie im fol-
genden als eine Schicht 2-+3 behandelt werden. Von dieser oberflichlichen Schicht werden Signale
zu den tiefen Ausgabeschichten 5 und 6 gesendet. Diese Verbindung besteht entweder aus den
Apikaldendriten tiefer Schichéen oder aus fiefen Kollateralen der Axone oberfiichlicher Neuronen
(Abb. D.5). In dem Modell von Kapitel D.2 haben die Apikaldendriten nur einen sekundiren Ein-
fiufl auf die neuronale Akiivitdt, Deshalb dominieren die Kollaterale, die Basaldendriten erregen.
Ebensolche Kollaterale existieren aber auch von t1efen zu oberﬂachhchen Scluchten (Ubersxcht in
[170, Kap. 2]). :

Auch die schon in Kapltel D.2.1 erwihnten hierarchischen Verbindungen zwischen den Area-
ler modifizieren das Bild einer ‘seriellen Verarbeitung [i65]. Anzeichen fiir soiche Hierarchien
wurden im semsorischen Cortex und Assoziationscortex mehrerer Tierarten gefunden [101] Auf
der untersten Stufe stehen die primiren sensorischen Cortices. Die aufsteigenden , Feedforward—
Verbindungen® gehen vor allem von Schicht 243 der niedrigeren zu Schicht 4 der hoheren Stufe. Die
absteigenden ,, Feedback—Verbindungen® starten bevorzugt in den Schichten 5 und 6 der hoheren
Stufe und vermeiden Schicht 4 der niedrigeren Stufe [165]. Die Feedback-Verbindungen zu Schicht
243 sind im Rahmen dieses Modells iiberfliissig und anscheinend auch relativ schwach ([165, Tab.

2}, [175], Ausnahmen in {101}). Abbildang D.7 fafit die wichtigsten Verbindungen itber Basaldendri-
ten zusammen. Mehrere spezialisierte Areale kinnen auf der gleichen hierarchischen Stufe stehen,
Verbindungen kénnen Stufen iiberspringen, und schwache Verbindungen konnen iiberall aufireten
‘und die Schaltung komplizieren. ,,Laterale Verbmdungen zmschen annhchen Hlera.rchiestufen

: smd weniger sch.lchtsnezﬁisch : -. R
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“Abbildung D.5: Verbindungen der neocortikalen Schichten, die in diesem Modell wichtig sind. Es ist
jeweils ein hemmendes Neuron und ein erregendes Neuron mit einem Basaldendriten stellvertretend
fiir ‘alle neuronalen Elemente einer Schicht eingereichnet. Hemmende kontextuelle Interneuronen
urd Shunt-Synapsen sind schwarz ausgefiillt. Relativ seltenen synaptische Kontakte eines Axons
sind durch eine gesirichelte Linie gekennzeichnet. Abkiirznngen: TH: Thelamus; MN: Motorkerne;
HC: Hippocampusformation; FF: Feedforward; FB: Feedback; LT: Laterale Verbindungen (von

* Arcalen auf Ahnlicher Hierarchiestufe).
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., Feedback, Feedforward, Lateral, 243,5,6 ~» Apikal } ;
., Bippocampusformation — Kontext h
1,243 — Apikal
vy 243,4,5,6 — Basal l 243 — Feedforward,...
., Lateral, 243 — Kontext }
., Thalamus, Lateral, Feedforward, 243,4 — Basal
., Lateral, Feedforward, 6 — Kontext }
..1,%33,4.5 = Apikal Y
., Peedback, 243,5,6 — Basal Feedback, Subcortikal, ...
., Lateral, 243 — Kontext
.;4,5,6 — Apikal
., Peedback, 243,5,6 — Basal } Feedback, Thalamus, ...
., Lateral, 243 — Kontext |

Abbildung D.§: Schaltkreis eines Areals in Tabellenform. Die Eingaben zu Apikaldendriten, Ba-
saldendriten und kontextuellen Interneuronen sowie die Efferenzen der dornigen Neuromen sind
eingeiragen. Die Punkie und die Verbindungen, die guséitzlich zu denen von Abbildung b eingetrs-
gen sind, deuten an, daB eine scharfe Trennung zwischen wichtigen und unwichtigen Verbindungen
in diesem Modell nicht existiert. Auch die Unterteilung in verschiedene Kontexte, insbesondere
die Unterscheidung von Schicht 5 und Schicht 6, ist nicht die einzig mégliche.

untere Stufe : obere Stufe

nla

Abbildung D.7: Die wichtigsten intracortikale Verbindungen iiber Basaldendriten. Zwei Areale
auf verschiedenen Stufen der neocortikalen Hierarchie sind iiber Feedforward— und Feedback Ver-
bindungen verbunden. In diesem Modell fibertrst der Feedforward—-Kanal exakte, abe; Vera.ltete
Daten und def‘ Feedback—Kanal Lnsr.chere Prognosen L ST ' '
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Abbildung D.8: Moglicker Test fiir.den funktionellen Unterschied zwischen tiefen und oberfléchli-
chen Schichten. Sensorische Reize (Balken) legen denselben Weg mit verschiedenen Geschwindig-
keiten zuriick, A: kleine Geschwindigkeit. B: groBe Geschwindigkeit. Die Position 2 des Reizes
beim Beginn der Aktivititsperiode eines Neurons kann von der Geschwindigkeit abhingen. Wenn
sich die Reize bei den Positionen z4 bzw.5 befinden, dann haben sie eine &hnliche Vergangenheit
(Position 23), aber eine unéhuliche Zukunft. Im Rahmen des Modells sollten oberflichliche Neu-
ronen auf solche Reize mit dhnlicher Vergangenheit reagieren. Dagegen sollten tiefe Neuronen ihre
Aktivitit schon dann starten, wenn die Reize eine ghnliche Zukunft haben (Positionen-z;, 22).

D.4.3 Funktion der Hierarchie

Nach den in Kapitel D.2.1 angefiihrien Beispiclen zeigen Neuromen auf hoheren Hierarchiestufen
normalerweise lingere Aktivititsperioden als solche auf niedrigen Hierarchiestufen.

In diesem Modell wurde dem Neocortex die grundlegende Aufgabe zugewiesen, lingerfristige
Erscheinungen in den fliichtigen Sinnesdaten zu erkennen (Kap. D.1). Dieser Ubergang von kus-
zen zu langen Zeitskelen kenn in einem Schritt geschehen, etwa durch die direkte Eingabe vom
Thalemus zu muliimodaler Assoziationserealen, oder in mehreren Stufen. Die Signalverarbeitung
eines cortikalen Areals wird wenig von Schidigungen anderer Areale beeintrichtigt [174]. Sie kann
anscheinend recht gut in cinem Schritt geschehen, sofern die Neuronen bereits gelernt haben, die
su derselben langfristigen Erscheinung gehdrenden Sinneseindriicke zusammenzufasssen. Dieses
konnen ganz verschiedene Muster sein, wie zum Beispiel die verschiedenen Ansichten desselben
Gesichtes. Die Lernprozesse finden daher am besten in mehreren Stufen statt, bel denen jeweils
aus etwas kiirzerfristigen Erscheinungen etwas lingerfristige abstrahiert werden. Die hierarchische
Unterteilung des Neocortex in Areale wird damit erklirt, daf jeder dieser. Lernstufen ein. cortikales
Areal entspricht, -~ - o T T Lo IR '

""YWie bereits in Kapitel D.2.6 argamentiert, miissen dic tiefen Schichten 5 und 6 die nahe Za-
kunft vorhersagen, um motorische Bewegungen (wie z. B. Balancieren) steuern oder Sinmnesdaten
ankiindigen zu kénnen. Damit wird der Nutzen der Feedback—Verbindungen in diesem Modell kiar:
Langerfristige Vorhersagen auf hoheren Stufen steuern kiirzerfristige Vorhersagen auf niedrigeren
Stufen. Durch die beiden entgegengesetzten Kanile in Abbildung D.7 werden demnach Informa-
tionen fibertragen, die sich nur allzu leicht verwechseln lassen: Die Feedforward—Verbindungen
iibertragen das, was das Netzwerk tatsichlich sicht, und die Feedback—Verbindungen das, was es
erwartet bezichungsweise sehen will. Dieser Unterschied sollte im Prinzip mefibar sein. Wenn cin
Neuron auf bewegte Stimuli verschiedener Geschwindigkeit reagiert, dann kann fir alle die miti-
lere Position am Beginn der Aktivititsperiode gemessen werden. Oberflichliche Neuronen soliten
im Mittel erst reagieren, nachdem die Stimuli gleiche Position hatten, tiefe Neuronen aber bereits
davor (siche Abb. D.8). Solche Messungen sind im somatosensorischen Cortex .vermutlich leich-
ter als im. visuellen ‘Cortex, da die Position eines Reizes anf der Netzhaut mur schwer zu messen

st [136). Bei Mutanten mit abnormaler Reihenfolge der Schichten [138] konnen vielleicht Folgen

. davon gemessen werden, daf Feedforward- und Feedback-Kanéle mangelhafi getrennt . sind. . -
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D.4.4 Bipolarzellen und REM—Schlaf

In dieses hierarchische Modell passen Spekulationen iiber Bipolarzellen und den Traumschlaf.
Die Vielfalt der neocortikalen Funkiionen l&8t vermuten, daf nicht nur die miitlere Aktivitdt
eines neocortikalen Areals, sondern auch die relative Stirke seiner Feedforward- und Feedback—
Verbindungen der momentanen Aufgabe angepaft wird. Diskrepangzen zwischen Feedforward- und
Feedback—Signalen konnen zum Beispiel bei einem plétzlichen Szenenwechsel aufireten, nach dem
ganz unerwartete Sinnesdaten erscheinen. Bei Diskrepanzen wihrend der Verarbeilung sehr dy-
namischer, aber deutlicher Sinnesdaten (z. B. Fernsehen) sollten sich die Feedforward—-Signale
durchsetzen. Bei undeutlichen Sinnesdaten (Dunkelheit) oder bei der Visualisierung gar nicht vor-
handener Objekte sind dagegen die Feedback—Verbindungen gefordert.

‘Die Bipolarzellen [140] wiren geeignet, das Erkennen solcher Diskrepanszen zu beschleunigen.
Manche dieser weitverbreiteten Neuronen (Ratie, Kaninchen, Hund, Affe, Mensch, ...) sind erre-
gend und auch die hemmenden bilden Synapsen bevorzugt auf Dornen [97], so daf sie als kontextu-
elle Interneuronen ungeeignet sind. Sie sind charakterisiert durch einen Zelikdrper, der in mittleren
Schichter sitzt, und zwei, selten drei, nach oben und unten gerichtet glatte Dendritenbiume, die
mehrere Schichten durchqueren. In Analogie zu anderen glatten Neuronen dieses Modells (Kap.
D.3.3) wiirden sie lernen, auf korrelierte Signale zu reagieren. In Anslogie zu Apikaldendriten
(Kap. D.2.4) wiirden sie weder vom oberer noch vom unteren Dendriten alleine, sondern nur von
der korrelierten Aktivitdt tiefer und oberflichlicher Schichten zusammen erregi werden, also nur
dann, wenn die Sinnesdaten den Erwartungen entsprechen.

Variable Stérken der Feedforward- und Feedback—Verbindungen stellen neue Anforderungen
an die Lernprozesse. Das Erlernen der richtigen Verbindungsstiirken héngt in allen postulierten
Lernprinzipien davon ab, dafl das Neuron auch wirklich durch diese Verbindungen aktiviert wird.
Andere aktive Verbindungen kénnen stéren. Es wire moglich, dafi besondere Lernphasen existie-
ren, in denen solche Storungen susgeschaltet sind. Die Lernphase der Feedback—Verbindungen ist
dann ungestirt, wenn trotz aktivem Cortex keine Sinnesdaien mehr verarbeitet werden. Dieser
Zustand &hnelt Schiafphesen mit desyachronisiertemn EEG, insbesondere den phasischen REM-
Perioden, die alle SZugetiere, (wihrend 15-25% ihrer Schiafzeit} allerdings auch Vigel (wahrend
ca. 0.5% threr Schlefzeit) zeigen [95]. Der bizarre Ablauf der Triume [128] kénnte mit der spon-
tenen Erseugung der Feedback—Signale in ‘Arvealen auf hoken Hierarchiestufen zusammenhdngen.

D.4.85 EKontext der Schicht 4

Das Lernen im Kontext wurde eingefithet, damit sich die Neuronen spezialisieren und nicht alie die-
selben Erwartungen bilden. Da die Areale auf niedrigerer Stufen sich friher spezialisieren und am
stirksten zur Schicht 4 héherer Stufen projizieren, ist es in jedem Areal die Schicht 4, die sich am
frithesten spesialisieren kann. Und im priméren und sekundéren Cortex, in dem die Feedforward-
Verbindungen besonders stark auffichern {101], in dem daher- Spezmuswrung besonders chhtlg
scheint, ist die Schicht 4 besonders breii. -

Es wird daher hier angenommen, daf die Spema.hsmrung des Areals (z. B. auf Farbe, dynarm—
sche Form ‘etc.) vor allem in Schicht 4 gelernt und von dort an die anderen Schichten iibertragen
wird. Diese Annahme pafit auch zu der Gestalt vieler dorniger Neuronen in Schicht 4 des primiiren
sensorischen Cortex: Die Sternpyramiden haben nur einen relativ kleinen ‘Apikaldendriten, und
die héufigen dornigen Sternzellen haben gar keinen. Lernen im Kontext ist noch mdglich, wenn
ihre Dendriten wie Basaldendriten von Pyramidenzellen funktionieren. Aber das Abstrahieren
langfristiger Erscheinungen sus den Feedforward—Signalen bleibt der Schicht 2-+3 ‘iiberlassen. -

‘Der Ubergang von einer kiirzeren zu einer limgeren Zeitskala entspricht dann in etwa dem
Ubergang von Schicht 4 zu Schicht 243. Messungen ‘der Reaktionen einzelner :dorniger Zellen
- 'im priméren visuellen Cortex (Ubermchten z. B. in {170, Kap.4]} oder {137}) passen zu dieser
Modellvorstellung: Schicht 4 bestebt fast nur aus einfachen Zellen, die nur von Lichireizen an

bestimmten Stellen (,ON-region“) ihres rezeptiven Feldes, normalerweise also nur fiir kurze Zeit,
prrpo‘{' werden wogegen die 1n Schicht 218 hauficen komuplexen Zellen von Reizen iiberall in thren
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groﬂeren rezeptiven Feldern erregt werden. Nur auf den ersten Blick widersprechen dem Messungen
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Abbildung D.9: Axone, die dem Modell zufolge kontextuelle Interneuronen relativ stirker erregen
als dornige Dendriten. Nur fiir wenige dieser spezifischen Erregungen gibt es experimentelle Hinwei-
se. Dies ist nur eine Ubersicht. Welche spezifischen Erregungen nétig, welche moglich und welche
unwahrscheinlich sind, beschreibt der Text im Detail. Abkiirzungen: NC: Laterale und Feediorward
Verbindungen (von tieferen oder gleichen Hierarchiestufen); HC: Hippocampusformation. =

im priméren somatosensorischen Cortex [161]. Dort finden sich die langsam adaptierenden Zelien,
die auf statische Reize mit langen Aktivitatsperioden reagieren, vor allem in der Schicht 4. Solche
statischen Reize erlauben aber wohl keum, spitere Reize vorherzusagen. Nach den Lernprinzipien
von Kapitel D.2.3 sollten Neuronen in Schicht 243 daher eher auf bewegte Reize reagieren, -bei
statischen Reizen diirfen sie schnell adaptieren. ; '

Nach ‘dem Prinzip von Kapitel D.3.4 sollen alle Signale, auf deren Représentation sich die
Schicht 4 nicht spezialisieren soll, die kontextuellen Interneuronen dort relativ stirker erregen als
die dornigen Dendriten. Das sind in dieserm Modell Signale von vier Quellen {Abb. D.¢). Erstens
Signale von Arealen derselben Hierarchiestufe (Kap. D.3.4). Wenn die Schicht 4 wie im priméren
visnellen Cortex in spezialisierte Teilschichten unterteilt ist {4Ca+4B baw. 4Cb+4A4, siehe z. B.
[175]), dann sollen zweitens diese Teilschichten gegenseitig ihre kontextuellen Interneuronen erre-
gen.' - S - : s I
““Aber die Eigenschaften, die in verschiedenen Arcalen reprisentiert werden, unterscheiden sich
nicht nur durch physikalische Qualitaien, wie zum Beispiel Form oder Farbe, Manche Eigenschaften
kénnen nur auf langen und manche nur auf kurzen Zeitskalen erkannt werden. Wenn zum Beispiel
ein bewegtes Objekt fiir kurze Zeit von einem Hindernis verdeckt wird, dann sind die Alternativen
,Objekt hinter dem Hindernis“ und ,,Objekt vor dem Hindernis“ am besten yon niedrigen Hierar-
chiestufen anhand der augenblicklichen Sinnesdaten zu unterschelden. Die ‘Alternativen ,,Objekt
hinter dem Hindernis® und , Kein Objekt hinter dem Hindernis® dagegen sind nur von Neuronen
auf hohen Hierarchiestufen zu unterscheiden, die iiber ausreichend lange Zeitperioden ak{iv sind.

“Jede Schicht 4 sollte sich auf eine ihrer Hierarchiestufe angemessene, mittlere Zeitskala spezia-
lisieren. Das heift, da8 ihre kontextuellen Interneuronen die Eigenschaften kiirzerer und lingerer
Zeitskalen signalisiert bekommen sollen. Sie sollen also drittens von neocortikalen Arealen tieferer
Fierarchiestufen. erregt werden. Der Thalamus wiirde nur dann als tiefste Hierarchiestufe gelten,
falls er wie neocortikale Areale Erwartungen bilden wiirde. Direkte Signale von héheren neocortika-
len Arealen zu den kontextuellen Interneuronen von Schicht 4 sind diberfliissig, da die Vorhersagen
der Sinnesdaten bereits von den tiefen Schichten zusammengefafit werden. Insbesondere die zum
Thalamus projizierenden Zellen der Schicht 6, aber vermutlich auch die in Schicht 5 sollen daher
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viertens. die kontextuellen Interneuronen der Schicht 4 erregen. -
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Es gibt dagegen keinen Grund, warum die kontextuellen Interneuronen der Schicht 4 aus der
Schicht 243 erregt werden soliten. Wenn zber die dornigen Neuronen der Schicht 4 auf diesem
Weg erregt werden, dann kbnmen sie lernen, schon auf der Liirzeren Zeitskala Eigenschaften zu
reprisentieren, die erst auf der etwas lingeren Zeitskala der Schicht 2+3 wichtig werden. Zum
Beispiel kdnnte es in Schicht 4 Neuronen geben, die, auch wenn ihr rezeptives Feld von einem
Sichthindernis verstellt ist, trotzdem auf das sich dahinter bewegende Objekt reagieren, weil es in
den gréfleren rezeptiven Feldern von Schicht 2+3 sichtber ist. Dies wurde bisher nicht gemessen.

D.4.6 Messen von spezifischen Verbindungen

Im Prinzip ist es mefbar, ob bestimmie eingefizbte Axone bevorzugt synaptische Kontakte mit
dornigen oder mit glatten Neuronen bilden. Unter der Annahme, dafl beide Synapsentypen von
ghnlicher Stirke sind, kann man folgern, welche -Ziele wie siark erregi werden. Aber schon das
Zghlen von Synapsen unier dem Elektronenmikroskop ist sehr zeitaufwendig. Und um den Anteil
der Synapsen aunf glatten, hemmenden Neuronen abzuschitzen, mufi man auflerdem zwischen Syn-
apsen auf Dornen und Synapsen auf Schéfien glatter Dendriten {171, 133, 169, 92, 132, 167, 85}
oder zwischen Dendriten GABAergischer und nicht-GABAergischer Neuronen {121, 126] unter-
schieden. Bisher liegen vor allem Ergebnisse iiber den primiren somatosensorischen Cortex Sml
der Maus und den primiren visuellen Cortex V1 der Katze vor. Sie wurden in [170] und such in
[86] zusammengefaft.

Fin generelles Ergebnis folgt mit grofer Gewiflheit auns diesen Untersuchungen: Axone bever-
zugen bestimmte Ziele, um Synapsen zu bilden. Die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Synapse gebildet
wird, hingt nicht nur von dem Uberlapp zwischen dem Gebiet der Axonkollaterale und dem Gebiet
des Dendritenbaumes ab, sondern auch davon, wo das postsynaptische Neuron liegt und woklin es
projiziert. Dagegen scheinen benachbarte Dendriten desselben Neurons oder benachbarte Pyrami-
daluenronen mit demselben Projektionsgebiet gleichwahrscheinliche Ziele zu sein [170]. Die Ziele
werden im Neccortex daher etwa genauso fein unterschieden, wie es im Rahmen dieses Modells
ndtig ist, in dem Neuronen verschiedener Schichten und. verschledenden morpholog:schen Typs als
Ziele unterschieden werden.

Eine der Vorhersagen aus Abb. D.9 wird vom Experiment teilweise bestatigt. Die Verbindung
vor Pyramidenzellen der Schicht 6 zu kontextuellen Interneuronen der Schicht £ paft zu den bishe-
rigen Messuagen: In Schicht 4 bildeten erregende Axonkollaterale im Durchschnitt etwa 30% ihrer
Synapsen auf Dendritenschiften. Zwei Pyramidenzellen der Schicht 6 bildeten dagegen 72% ihrer
151 in Schicht 4 untersuchten Sympasen auf Dendritenschaften, von denen viele zu glatten Dendri-
ten -gehirten (Katze, V1 [133]). In Sl der Maus zeigen zum Thalamus projizierende Neuronen
der oberen Schicht § und auch der tiefen Schicht 5 ecine analoge, noch spezifischere Projektion

zu Dendritenschifien der Schichi 4, alerdings auch der Schichi 5 [169]. Allerdings ist es Lngewiii
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ob dies wizrklich Dendritenschifte von hemmenden Neuronen oder nicht vielmehr Dendritenschifte
von dornigen Sternzellen sind. Denn dornige Sternzelien in Schicht 4 erhalten sehr viele Erregungen
aus Schicht. 6 iiber Synapsen, die auf Schéaften sitzen {72]. R
Nur .wenige andere Messungen zeigien eine Bevorzugung der Dendritenschifte als Ziele dev
Axone: Man sah dies fiir Afferente vom Klaustrum [125] und ~ in einigen kleinen Studien —— fiir
Verbindungen in oberflichlichen Schichten: Von Schicht 4 nach 4 [157), von Schicht 3 nach 4 [16§]
und von Schicht 3 nach 2+3 [171]. Auf der anderen Seite zeigten viele ansfithrliche Messungen
eine deutliche Bevorzugung der Dornen als Ziele der folgenden Axone: Kollaterale von Schicht 5b
zu Schicht 4 (und auch zu Schicht 5 und 6) in V1 der Katze [104]; Afferenzen vom Thalamus zu
S&hxch" 4in V1 der Katze [106, 172, 125] und in Sml der Maus (Zihlungen von Elhanay und White
in [170]); extrinsische und mtr:msche Kollaterale von Neuronen, die durch der Balken projizieren,
in Sm1 der Maus [167] und in V1 der Maus {85); Kollaterale von Schicht 3 zu Schicht 3 und zu
Schicht 5 in V1 der Katze {121] und in Sm1 der Maus {92] (aber weniger deutlich in V1 des Affen
{132]); Feedforward Verbindungen aus dem Areal V1 der Kaize zu dem posteromedialen lateralen
“suprasylvianen visuellen Areal [126]. Es stellt sich daher die Frage, wo all die Synapsen auf Dendri-
“tenschéften herkommen, die man im Neocortex sieht. Diesem Modell zufolge sollten insbesondere
-die lateralen Verbindungen von Arealen derselben Hierarchiestufen (und vielieicht auch entfernten
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Teilen desselben Areals), die zu allen Schichien projizieren, dort relativ viele Synapsen auf den
Dendritenschaften kontextueller Interneuronen bilden. Untersuchungen dera.rtlger Verbindungen
sind noch nicht bekannt.

D.4.7 Koniexte der Schichten 243, 5 und 8

Die oberflachliche Schicht 243 und die tiefen Schichten 5 und 6 lernen trotz ihrer &hnlichen neuro-
nalen Zusammensetzung verschiedene Funktionen, weil sie verschiedene basale Eingaben erhalten
{Abb. D.7) und weil sie verschiedene apikale Eingsben echalten: Im Feedforward-Kanmal, also in
den oberflichlichen Schichten, sollen Apiksldendriten Reaktionen auf langfristige Erscheinungen
belohnen (Kap. D.2.2). Im Feedback—Kanal, also in den tiefen Schichten, sollen Apikaldendriten
korrekte Vorhersagen und erfolgreiche Steuerungen belohnen (Kap. D.2.6).

Wie friih sick cin Ereigais vorhersagen 18}, diirfte siark von der Axi Ges Ercignisses abhéngen.
Optimal funktionierende tiefe Schichten wiirden daher manche Ereignisse langfristig und manche
nur kurziristig vorhersagen. Nach den Prinsipien von Kapitel 1.2.3 werden insbesondere die lang-
fristigen Vorhersagen belohnt. Durch Lernen im Kontext jedoch kénnien gleichermafien kurz— wie
langfristige Vorhersagen gelernt werden.

Die tiefen Schichten erhalten laut Abbildung .7 alle Signale, die fiir dieses Lernsziel erforderlich
sind. Die relativ zuverlissigen Informationen von Schicht 243 beschreiben die nahe Vergangenheit,
die Informationen von héheren Hierarchiestufen stiltzen sich mehr auf Erfahrung, beschreiben
aber neben der Vergangenheit auch die Zukunft. Die Information, die die Zukunft beschreibt, ist
also die Informeation, die in den Signalen vom Schicht 243 noch nicht enthalten ist. Nach dem
Prinzip von Kapitel 1.3 spesislisieren sich die tiefen Schichten dann auf die Reprisentaiion dieser
Vorhersagen, fails ihre kontextuellen Interneuronen relativ sta:rker von Schicht 243 zls von héheren
Hierarchiestufen erregi werden (Abb. D.9).

Ein &hnlicher Lernprozess kann auch dann ablaufen, wenn die kontextuellen Interneuronen
stirker durch Kollateralen vorn ihrer eigenen Schicht sls von anderen Schichten oder Arealen er-
regt werden und wenn diese synaptische Erregung ein wenig verzdgert ist. Dean denn reprédsentiert
der Kontext die Information, die der Schicht bisher bekannt war. Und die neu aktivierten dornigen
Neuronen lernen die neuen Informationen zu reprisentieren. Dies mag auf Schicht 243 zutreffen
{Abb. D.9). Denr dort sind die tendenziell nach unten gerichieten Bassldendriten in ciner geeigne-
ten Lage, stirker als die Dendriten multipolarer Interneuronen durch thalamocoriikale Afferenzen
erregt zu werden, da diese Afferenzen vor allem in Schicht 4 und der tiefen Schicht 3 enden.

Diese Modellannahmen passen allerdings nicht zu Messungen von Pyramidenzellen der Schicht
2-4+3 in V1 der Katze. Diese Pyramidenzellen bilden bevorzugt Synapsen auf Dornen, sowohl in
der eigenen Schicht wie auch in den tiefen Schichten [121]. Ein shnliches Bild ergibt sich fiir be-
stimmte Zelltypen in der Maus [92, 167, 85]; in V1 des Affen isi es weniger klar (Schifte {171] und
Dornen {132]). Daten aus nicht primdrem sensorischen Cortex wiren hier aufschlufireich. Weitere
spegifische Verbindungen sind mdglich, ohne notwendig aus dem Modell zu folgen: Wie stark erre-
gen die tiefen Schichten 5 und 6 ihre eigenen kontextuellen Interneuronen? Wie viele verschiedene
Teilschichien besitzen cinen eigenen Kontext? Wie wirken die anderen Teile des Gehu:ns, zu denen
die tiefen Schichten projizieren, auf deren kontextuelle Interneuroner zuriick? -

Noch einen Vorteil hat ein Xomtext, der aus den Signalen benachbarter, schon langere Zeit
aktiver Neuronen gebildet wird. Laut Kap. D.3.4. lernen die Neuronen, die den Kontext signalisie-
ren, und die in diesem Kontext neu akiivierten Neuronen, so zu kooperieren, daf die Sinnesdaten
genau repriasentiert werden. In diesem Fall kooperieren also alle aktiven dornigen Neuronen einer
Schicht. Diese genaue Reprasentation der Sinnesdaten eignet sich als Eingabe fiir andere kortikale
Areale, und tatsichlich starten die meisten corticocortikalen Verbindungen von Schicht 2-+3..
. ""VWenn die Neuronen einer neocortikalen Schicht tatsichlich auf diese Weise kooperieren, dann

"'bestehen enge Analogien zu den mathematischen Grandlagen der Symbolischen Dynamik (siche
- auch Kap. D.1) [33, 36,.70]: In dieser Theorie werden dyramische Progesse durch Sequenzen von
" Symbolen beschrieben, wie hier durch die aufeinanderfolgenden Aktivitdtsperioden von Neuronen.
"~ Dort werden die ‘Symbole ‘vor vornherein so- gewihlt, daf Symbole aller Zeiten zu einer exak-
‘ten Beschreibung susammenwirken {,generierende Partition®). Hier wurder Prinzipien postuliert,
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nach denen Nemronen lernen, zu einer méglichst genauen Beschreibung zusammenguwirken, auch
wenn ihre Akiivititsperioder nichi gleichzeitig beginnen. Und solche vagen Konzepte wie ,Infor-
mationen iiber Zukunft bzw. Vergangenheit“ kénnen in der Mathematik durch die ,stabilen bzw.
instabilen Mannigfaltigkelten® prizisiert werden.

D.4.8 Kontext der Schicht 1

Schicht 1 enthili nur wenige Neuronen. Zum gréfSten Teil besteht sie aus Axonen diversen Ur-
sprungs und den oberfiichlichen Verzweignngen der Apikaldendriten von tiefer iegenden Pyrami-
denzellen. Trotzdem wird die einfache Funktion beim operanten Konditionieren (Kap. D.2.7) der
Komplexitit dieser Schicht nicht gerechi. Zum Beispicl haben grofie Pyramidenzellen der Schichi
5 etwa 10% ihrer Dornen in der Schicht 1 [123], so daf diese apikalen Zweige wie ein zweites,
den basalen Dendritenzweiger Zhnelndes Dendritensystem - erscheinen {siehe [166] fir Analogien
und [122] fiir Unterschiede). Und von den Neuromen der Schichi 1 sind 95-100% GABAergisch
[113, 117] und kdnnen deshalb die apikalen Zweige shunten.

Wenn nun angenommen wird, dafl in Analogie zu den anderen Schichten auch in Schichi 1
ein Kontext reprisentiert wizd, dsnn wird das operante Lernen flexibler. In jedem Kombext ler-
nen.nur wemige Zweige der Apikaldendriten, wihrend die anderern Zweige geshuntet sind (452
in Abb. D.2). In verschiedenen Kontexten der Schicht 1 kdnnen verschiedene Verhaltenswelisen
gelernt werden. Der Teil des Gehirns, der den Kontext der Schicht 1 steuert, miifie also Sitna-
ticnen miteinender assozileren, in denen dasselbe Verhalten Shmliche Folgen erwarten ldfit, und
von Situationen unterscheiden, in denen die Folgen anders sind. Diese Aufgabe erscheint 13sbar:
Assoziicren und Kategorisieren relativ statischer Muster wird der Hippocampusformation zuge-
traut und auch numeriech in neuronalen Nefzen simuliert. Fiir das hochentwickelie Modell der
Adaptiven Resonanz [82, 112] sprechen Vergleiche mit den Auswirkungen von Schidigungen des
Hippocampus. Zum Beispiel die Durchtrennung des Fornix, des wichtigsten Biindel von Ausgabe-
faserr, behindert die Fahigkeit, ein gewohntes Verhalten zu &ndern, wenn verdnderte Umstdnde
aufireten, die den gewohnten Umsténden &hneln und deshalb leicht mit thnen verwechselt werden
konnen [105]. Weitere Hinweise konnen hier nur skizziert werden: Dem entorhinalen Cortex wird
von Feedforward-Verbindungen des Neocortex [101] die gegenwirtige Situation signalisiert, der
eigentliche Hippocampus kénnte lernen, von verschiedenen Situationen auf Zhnliche Weise erregt
zu werden {,Autoassoziation”, siche z. B. [147]}). Am Ende dieses Schaltkreises steht wieder der
entorhinale Cortex, der im Neocortex vor a]lem zu Schicht I projiziert [173, Kap. 4.1.1.]. Aufler-
dem ist die Hippocampusformation in der Angsttheorie von Gray [111] die zentra.le Instanz des
Gebkirns, die feststellt, ob Erwartungen erfilllt oder verletst werden. :

Nun, da allen Schichien des Modells eine Funktion zugewiesen wurde, wird ihre Reihenfolge
verstindlich. Die Schichten 2 und 3 sowie b und 6 soliten WEgenl ihrer Ehnlichen Funktion be-
nachhart sein. Von der Schicht 1 sollien bei onerantem Verholien Anikaldendsiten sus Schicht 2 2

nachbart sein. Von der Schicht 1 sollien bei operantem Verhalien Apikaldendriten aus Schicht 2, 3
und 5 de— oder hyperpolarisiert werden. Die Apikaldendriten aus Schicht 5 sollfen aufierdem von
den Schichten 2--3 und 4, die ans Schicht 6 von Schicht 4 kontaktiert werden (Kap. D.2.7). Schicht
4 erregt die Basaldendriten von Schicht 24-3 (Kap. D.4.2). Wenn auflerdem noch gefordert wird,
daB die Verbindungen iiber Apikal- oder Basaldendriten méglichst kurz sein sollen, dann erglbt
sich als beste Losu.ng dle ta.tsa.chhche Rexhenfolge im Neocortex i, 2+3 4 5 und 6.

B 5 Egskussmn

Das vorgestellte Modell gibt swar keine zwingenden, aber doch plausible Antworten auf eine lan-
ge Liste offener Fragen: Warum sitzen hemmende Synapsen auf den Schifien dormger Dendri-
“ten (Kap. D.3.2)? Wie unterscheiden sich Lernprozesse in dormgen und glatten Dendriten (Ka.p
D.3. 3)? Warum vereinigen sich die apikalen Dendritenzweige einer Pyramidenzeile zu einem ein-

zigen Apikaldendriten {Xap. D.2.4)? Welche Funktionen unterscheiden die Schichten 1, 243, 4, 5
:'!111('] ﬁ [Kan T) 4‘? WPQ}L’-!“’I mnri die Schichten cerade in discer Weaice ansenrdnet fﬁ'nn n 4 8)
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'und durch Dendnten und. Axonkollaterale verkniipft (Kap. 'D.4.3)? Warum brauchen in Schicht
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1 keine dornigen Neuronen zu sein {Kap. D.4.8)7 Weshalb besitzen die dornigen Neuronen der
Schicht 4 haufig kein Apikaldendrit (Kap. D.4.5)? Warum projizieren nur die dormigen Neuronen
zu anderen Arealen {Kap. D.3.3)? Wieso sind kortikale Areale hierarchisch angeordnet und wie-
so bevorzugen die Feedforward— und Feedback—Verbindungen bestimmte Schichten {Kap. D.4.3)7
Warum bestehen reziproke Verbindungen mit Thalamus (Kap. D.2.6) und Hippocampusformation
(Kap. D.4.8)7 Eignet sich der Schlaf fiir Lernprozesse {Kap. D.4.4)? Es werden also Erkldrungen
fiir gerade die Eigenschaften des Neocortex angeboten, die den meisten Saugetierarten und neo-
cortikalen Arealen gemeinsam sind.

Das vorgestellte Modell ist aber auch hochst unvollstindig. Bs wird nur eine Miglichkeit anfge-
zeigt, wie trotz weitgehend zufslliger Verkniipfungen innerhalb einer Schicht prazise Analyse von
Daten erlernt werden kenn. Aus dieser Aufgabenstellung konnte nur die prinzipielle Richtung der
Lernprozesse abgeleitet werden, jedoch keine quantitativen Lernregein. Denn viele verschiedenen
Lernregeln kbnnen #hnliche Funktionen erfilllen. Das hier zumeist diskutierte Hebbsche Lernex,
bei dem auf sktiven Neuronen die aktiven depolarisierenden Synapsen gesiirkt werden, dhmelt
in seiner Wirkung zum Beispiel den verallgemeinerten Hebbschen Lernregeln, bei denen passive
depolarisierende Synapsen geschwicht, passive hyperpolarisierende Synapsen gestarkt oder aktive
hyperpolarisierende Synapsen geschwicht werden. Ebenso gibt es mehrere, hier gar nicht disku-
tierte, Moglichkeiten, wie eine mittlere Aktivitét in Dendriten und Neuronen gehalten und ewige
Ruhe oder epileptische Ausbriiche vermieden werder kénnen. Auch bleibt offen, wie lange und wie
stark sich die Synapsen #ndern. Ohne Simulation mit quantitativen Lernregeln kann es letztlich
auch keine GewiBheit geben, daf das Modell die geforderte Funktion iiberhaupt erfiillen kann. Aber
man kann dem Modell eine gewisse Robustheit zutrauen, weil in ihm verschiedene Synapsen sich
gegenseitig in ihrer Funktion bestéirken. So lernen Dendriten, nur dann geshuntet zu sein, wenn
sie micht stark erregt werden, und umgekehrt. Auch lernen Apikaldendrit und Basaldendriten auf
denselben Reiz, nur su verschiedenen Zeiten zu reagierem. '

Physiologische Experimente werden blofl qualitative Lernprinzipien nur schwer testen kdnnex.
Aber sie konnen vielleicht die Grofie der Schwellenwerte, Zeitkonstanten und der anderen offen
gelassenen Lernparameter einschrinken. Die Kenntnis der Reize, auf die einzelne Neuronen rea-
gieren, hilft wenig, wenn diese Reaktionen aus Erfahrung gelernt werden. Nur nachdem realistische
Daten nach den postulierten Lernprinzipien in sufwendigen numerischen Simulationen verarbeitet
wurden, wire ein Vergleich moglich. Der postulierte Unterschied zwischen oberfléchlichen Schich-
ten (zuverlissige Sinnesdaten) und tiefen Schichten (Vorhersagen) 148t sich aber vielleicht messen
(Kap. D.4.3).

Da sich das Modell bisher vor allem auf anatomische Fakten stiitzt, 188t es sich wohl auch
am besten durch znatomische Untersuchungen testen. Wenn man in der Anordnung der Syn-
apsen Griinde finde, daB die Esregung des Somas durch den Apikaldendriten nicht beschrénkt
werden kann oder daff die Basaldendriten nicht durch Shunt—Synpasen vor dem Aktionspotential
des Somas geschiitzt werden konnen, dann wiren die in Kapitel D.2 bezichungsweise Kapitel D.3
postulierten Lernprozesse ausgeschlossen. Die Vorhersagen dariiber, mit welchen Dendriten be-
stimmte Axone bevorsugt synaptische Kontakie bilden {Abb. D.8), sollten sich durch Messungen
noch relativ leicht iiberpriifen lassen {Kap. D.4.6). Nicht nur einselne Schichten kénnen bevorzugte
Ziele sein, sondern auch Basaldendriten, Apikaldendriten und insbesondere die glatten Dendriten
kontextueller Interneuronen: Uber diese macht das Modell besonders charakteristische ‘Aussagen.

189

(FH

T




A bbildungsverzeichnis

i.i ._Veremfachter Stammbaum der Nichtlinearen Dynamz_k. B I L T2
2.1 GLnstzge und ungiinstige Wahl Symbolischer Gebiste . . .. .. ... ... ... w . 8
2.2 Beispiclabbildung auf dem Einkeitsintervall. . .. . ... ... ... ......." 14
2.3 Der Hénon Attrakior bei Standardparameterwerten c = 1.4 uand $=0.3. . . .. . . 16
2.4 Die 01~Partition des Hénon Attraktors bei Standardparameterwerten . . . ... . . . 17
2.5 Der Hénon Attraktor bei schwacher Dissipation 8 =054 unda =10 ... .. T.. 18
2.6 Die 01-Partition des Hénon Attrakiors bei schwacher Dissipation.. . . . . ... .. 19
2.7 Schematische Darstellung eines Tangentialpunktes . .. .. ... .......... 20

2.8 Beispiel fiir den Wechsel von Expansion zu Kontraktion in der Umgebung eines Orbits 21
2.9 Ein schematisches Beispiel fiir die Notwendigkeit, Partitionsgrenzen nicht nur durch -

Tangentialpunkte zulegen. . . .. . ... . ... . ... .. ... -24
2.10 Die VW-Partition des Hénon Atiraktors bei schwacher Dissipation . . . ... ... 25
2.11 Detail der VW-Partition des Hénon Attraktors bei schwacher Dissipation . . . ... 26
2.12 Die XY -Partition des Hénon Attraktors bei schwacher Dlssq)atmn. e e e e .27
2.13 Die Grobstruktur und die Feinstroktur der Ikeda. Abbﬂdung S e et e e . 228
3.1 Belsplel einer micht generierenden Partition. . . . ... .. ... ... ........ 32
3.2 ' Expandierende Blitter der.Ol—Par_titlon des Hénon Attrakiors bel Standardpara-
CEREBETWEREEIL. . - . . i . i e e e e e e e e e e . 34

3.3 Kontrahierende Blitter der 01-Partition des Henon Attraktors bei Standardpa:a-

meterwerbem. . . ... .. L. L oo .. 35

4.1 Vergiemh der Ol—Pa.rtltmn und der X Y—Partlt;.on des Henon Atizaktors bei schwa-

Ccher Bissipation. ... ... L oL L e .. 44
4.2 - Die. AB-Partition des He“.on Attra.kto;s be1 Standardparameterwerten e e 48
5.1 ‘Enifernen von zu kleinen expanmerenden Blatbern. . . . .. 2. 54
5.2 - Vergleich der §1-Partition und der AB—PaItxtJ.OD des EEenon Attraktors bei Stan— _

“dardparameterwerten. . . . . ... ..l L. L Lo oL L T BT
5.3 -Die anfinglicken ¢ expanmerenaen und kontramerenden bimdei und d1e durch ste |

‘.gebildeten Orbitpaare. .. .. . 0. oL Lo oL L - B9
5.4 Die Partition, die die anfinglichen expandierenden Biindel beschreibt. . . . . . . . 61
5.5 Die Partition, die beschreibt, welche expandierenden Blitter im nichsten Zeitschritt

geteift werden . . . . . ... 62
5.6 Die Partition, die die anfinglichen kontrahierenden Biindel beschreibt. . . . . . . . 63
5.7 Die Partition, die beschreibt, welche kontrahierenden Blitter im nichsten Feit-

schritt geteilt werden . . . . . . .. .. L L L 63
5.8 Zeitliches Vorverschieben eines einzelnen expandierenden Blattes. . . . . . ... .. 68
5.9 Wiederholungder Tab. 5.3. . . . . . . ... .. 70
5.10 Zeitliches Vorverschieben eines expandicrenden Blattes und eines kontrahierenden

Blattes . . . . .. . . 72

5.11 Die erste Vercinfachung der Partition, die die expandierenden Biindel beschreibt. . 75

180

[ RIS

[T




5.12
5.13

5.14
5.15

5.16
5.17

6.1
6.2

6.3

7.1
8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
8.
8.8
8.¢
8.10
8.11
8.12

8.13

8.1
8.2

Al
A2
A3

Cl1

C.2

D.1

Die erste Vereinfachung der Partition, die die kontrahierenden Biindel beschreibt. . 75
Die expandierenden und kontrahterenden Biindel nach dem ersten Vereinfachungs-

schritt und die durch sie gebildeten Orbitpaate. . . .. . .. o oo 75
Ubersicht iiber die Vereinfachung der AS—Paptition. . . ... ... ... ... ... 7
Zeitliches Vorverschieben eines Teiles von einem expandierenden Blakt. . . . . . . . 78

Die zweite Vereinfachung der Partition, die die expandierenden Biindel beschreibt. 80
Die expandierenden und kontrahierenden Biindel nach dem zweiten und letzten
Vereinfachungsschritt und die durch sie gebildeten Orbitpaare. . . ... .. .. .. 80

Die Erzengung von expandierenden Blittern durch die zwiefache und durch die
nicht zwiefache Partifion . . . . . . . .« . L e e 84
Die Rekonstruktion von (1-Symbolen in der Partition, die die expandierenden

Bindel beschrelbt. . . .« o o i i e e e e e e e e e e e 87
Die Rekonstrektion von 01-Symbolen in der Partition, die die kontrahierenden

Biindel beschreitbt. . . . . . . . L. e e e e e 87
Zusammenfassung der Abbildungen 6.2 und 6.3 . . .. . . ... oo oL 92
$chwierigkeit bei der Rekonstruktion einer nicht zwiefachen Partition. . . ... .. 100
Die XY -Partition des Hénon Attraktors bei Standardparameterwerien. . . . . . . 106
Wiederholung der Abb. 2.2 . . . . . ... ... 114
Attraktionsgebiete des Hénon Attrakiors bei Standardparameterwerten. . . .. . . 116
Schematische Wirknng der Hénon Abbildung. . . . .. ... ... .o o o 116
Die senkrechte Ordnung der 01-Partition auf dem Hénon Attrakior bei Standard-

PATAMELETWETEEI. + « « o v b o o o e s e e e e e e e a e e e 119
Die waagrechte Ordnung der 01-Partition auf dem Hénon Attraktor bei Standard-

PATATNEEETWETEEIL. + « = = « o« 4 < b ke e h e e e e b e e e e 120
Die AB-Partition erzeugt keine riumliche Ordnung anf dem Hénon Attraktor bei

StandardparameterWerbeR. . . . . . . . o e i v e e s s e e e 121
Die senkrechte Ordnung der XY —Partition auf dem Hénon Attraktor bei Standard-

ParameterWerbel, . . . . . o v v e e e e e e e e e e e o 122
Die waagrechte Ordnung der 01-Partition auf dem Hénon Attraktor bei Standard-

PAPAMELETWETESIL. . - . . . i . o e s e e e e e 123
Die anfangliche senkrechte Ordnung auf kleinen expandierenden Biindeln. . .. .. 127

Die senkrechte Ordnung, nachdem die Orientierung im Gebiet BBs umgedreht wurde.128
Die senkrechte Ordnung, nachdem die ersten beiden expandierenden Biindel verei-

ML WHRAET. . . . . i . e e e i e 126
Die senkrechte Ordnung, nachdem alle expandierenden Blédtter zu zwei Biindeln

vereimigh Wurdel. . . . . . .. .o e e e e e 129
Schematisches Beispiel dafiir, daB sich die senkrechte Ordnung nur mit zuséizlichen

Symbalen beschreiben 1a8t. . . . . .. ... L oo oo 131
Aktivitdtsgebiete von Beispielneuronen. . .. . ... .. ... Lo 134
Wiederholung der ABb. 2.1 . . . .. oL L oo 136
Traditionelle generierende Partition einer Kreisabbildung . ... .. ... ... .. 140
Tnvertierbare Teile der Kreisabbildung . . . . . . . .. . . o oo oo 142
Optimale generierende Partition der Kreisabbildung . . .. . ... ... ... ... 143
Vergleich der 01-Partition und der XY -Partition des Hénon Attraktors bei schwa-

cher DissipatioR. . . . . . . o h o e e e e e e e e e 154
Vergleich der 01-Partition und der AB-Partition des Hénon Attraktors bei Stan-

dardparameterWertell. . . . . . . . v e e n e e e e e e s 150
Beispiel fiir die gegenseitige Erregung von Pyramidenzellen . ... ... ... ... 188

191




Synapsen auf einer Pyramidenzelle . . . . . .. ... . .. ... . . .. ... i71

Bie drei idealen Erregungszustéinde eines Basaldendriten . . . . . . . . .1 ... .. 177
Schematische Beispiel fiir das Lermen im Kontext . .70 .. . . ..o o0 L. o 179
Verbindungen der neocortikalen Schichten . .. ... .. ... ... ... ... L., 181
Schaltkreis eines Areals in Tabellenform . . . . . ... .. ... ... ... ... 182
Die wichéigsten intracortikale Verbindungen idiber Basaldendriten .. ... ... .. 182

Moglicher Test fiir den funktionellen Unterschied swischen tiefen und oberflachhi-
chen Schichten . ... ... . . .. . . . e,

Axone, die kontextuelle Interneuronen relativ stdrker exregen als dornige Dendriten 185

192

P




index

Attraktor, seltsamer 22
Blatt 36
expandierendes 33
kontrahierendes 36
Biindel von Bléttern 36
expandierendes 36
kontrahierendes 36
Einfachheitskriterinm 42
Gebiet 36
Symbolisches 8§
grammatikalische Regel 12
Hénon Abbildung 15
Hénon Abbildung bei Standardparameterwerten 47
Hénon Abbildung bei schwacher Dissipation 43
Ikeds Abbildung 28
Mannigfaltigkeit
stabile 13
instabile 13
Orbit 6
Orbitmenge 11
Orbitpaar 41, 151
Partition
generierende 12
gwiefache 33
generierende und zwiefache 38
Partitionen des Hénon Attraktors
01-Partition bei Standardparameterwerten 17, 34, 35
AB-Partition bei Standardparameterwerien 48
XY-Partition bei Standardparameterwerten 106
01--Partition bel schwacher Dissipation 19
KL-Partition bei schwacher Dissipation 32
VW-Partition bei schwacher Dissipation 25, 26
KXY-Partition bei schwacher Dissipation 27
Strukturierung der Dynamik, an diec Dynamik angepafite 2
Symbolische Dynamik 12
Symbolsequenzen
verbotene 12
zuléssige 12
Tangentialpunkt 15
primérer 15
Teilen von Bléttern 60
Verwechseln von Orbits 30
Zeitliches Verschieben
eines Blattes 65
eines Tellblattes 74
eines Biindels 66
mehrerer Biindel 71

193

TR




Index von Rechenzeichen

9

38, 147
36, 148
148
150
150
53, 150
148

et ol i B -
-7 =
—

194




Literaturverzeichnis

[1] Alekseev, V. M.; Yakobson, M. V. (1981). Symbolic Dynamics and Hyperbolic Dynamic
Systems. Phys. Rep. 75, S. 287-325.

12] Arnold,V. L; Aves, A. (1986). Brgodic Problems of Classical Mechapics. Addison Wesley,
New York.

[3] Artuso, R.; Aurell, E.; Cvitanovic, P. (1980). Recycling of Strange Seis: 1. Cycle Expansions.
Nonlinearity 3, 5. 325-358.

[4] Artuso, R.; Aurell, E.; Cvitanovic, P. (1990). Recycling of Strange Sets: 2. Applications.
Nonlinearity 3, S. 361-386.

{5] Badii, R. (1990). Complexity as Unpredictability of the Scaling Dynamics. Burophys. Leit.
13, S. 589-604.

{8] Badii, R.; Finardi, M.; Broggi, G.; Sepulveda, M. A. (1992). Hierarchical Resolution of Power
Spectra. Physica 58 D, 5. 304-324.

[7] Benedicks, M.; Carleson, E. (1991) The Dynamics of the Henon map.. Ann. Math. 133,
S. 73-169.

[8] Benedicks, M.; Young, L. 5. (1993). Sinai-Bowen-Ruelle Measures for Certain Henon Maps.
Inven. Math. 112, 8. 541-576.

[9] Biham, O.; Wenszel, W. (1989). Characterization of Unstable Periedic Orbits in Chaotic
Attractors and Repellers. Phys. Eew. Lett. 63, S. 819-822. '

[10] Birkhoff, G. D. (1927). Dynamical Systems. A. M. S. Publications, Providence, reprinted
1666 . : oo e R S

[11] Bowen, R. {1973). Symbolic Dynamics for Hyperbolic Flows. Amer. J. Math. 95, S. 429—459.
[12] Bowen, R. (1978). Proc. Amer. Math. Soc. T1, . 130, - |

[18] Collet, P.; Eckmann, J. P. (1880). Item»ed Maps on the Inteﬁml as Dynamzcal Systems
Blrkhauser, Boston. . _

(14} Curry, J. H. (1979). On the Hénon Transformation. Commun. Math. Phys. 68 5.°129-140.

[15] Cvitanovié, P.; Gunaratne, G. H.; Procaccia, 1. (1988). Topological and Metric. Properties
of Henon—Type Strange Attr&ctors Phys. Rev. 4 38, 5. 1503-1520. =

[16] D’Alessendro, G.; Politi, A. (1996). Hierarchical Approach to Complexity ‘mth Apphcatwns
" to Dynamical Systems Phys. Rev. Leit. 64, S. 1609-1612.

[17] D’Alessandro, G.; Grassberger, P.; Isols, S.; Politi, A. (1996). On the Topology of the Henon _

ar Fo

Map. J. Phys. 4 23, 8. 5285-5294.

18] de Melo, W; van Strien, . (1998). One-Dimensionel Dynamies. Springer, Beglin. ="

195.

FIi




[19] Derrida, B.; Gervois, A.; Pomeau, Y. (1979). Iteration of Endomorphisms on the Real Axis
and Representation of Numbers. Ann. Inst. Henri Poincaré 29 A, S. 305.

[20] Eckmann, J.-P.; Ruelle, D. (1985). Ergodic Theory of Chaos and Strange Attractors. Reviews
of Modern Physics 57, S. 617-656 und S. 1115.

[21] Feit, 5. D. (1978). Characteristic Exponents and Strange Attractors. Comimun. math. Phys.
61, S 248-260.

[22}] Finardi, M.; Badii, R.; Flepp, L.; Parisi, J.; Reyl, C.; Holzner, R.; Brun, E. (1992). Symbolic
Ananlysis of 2 Heteroclinic Crisis in the NMR-Laser. Helvetica Physica Acta 65, S. 826-827.

[23] Flepp, L.; Holzner, R.; Brua, E.; Finardi, M.; Badii, R. (1991). Model Identification by
Periodic-Orbit Analysis for NMR—Laser Chaos. Phys. Rev. Leit. 67, S. 2244-324T.

(24] Fornaess, J. B.; Gavosto, B. A. {1991). Existence d'Attracteurs Etranges pour Certaines
Applications de Hénon. C. B. Acad. Sei. Paris 313, S. 495-498.

[25] Gallas, 3. A. C. (1993). Structure of the Parameter Space of the Henon Map. Phys. Rev.
Lett. 70, S. 2714-2717.

(26] Giovannini, F.; Politi, A. (1991). Homoclinic Tangencies, Generating Partitions and Curva-
ture of Invariant Manifolds, J. Phys. 4. 24, S. 1837-1887.

[27] Giovannini, F.; Politi, 4. (1992). Generating Partitions in Henon-Type Maps. Phys. Lett.
161 A, §. 332-338.

(28] Gonchenko, S.V.; Turaev, D. V.; Shilnikov, 5. P. {1993). On models with non-rough Poincaré
homocknic curve. Physica D 62, §. 1-14.

[29] Grassberger, P.; Badii, R.; Politi, A. {1988). Scaling Laws for Invariant Measures on Hyper-
bolic and Nouhyperbohc Attractors J. Stat. Phys. 51, 5. 135-178.

[30} Grassberger, P.; Kantz, H. (1985). Generating Partitions for the Dissipative Henon Map.
Phys. Lett. 113 A, §. 235-238.

[31] Grassberger, P.; Kantz, H.; Monig, U. (1989). On the Symbohc Dynamics of the Henon Map.
J. Phys. A 23, S 521"’—5230

{32] Grebogi, C.; Oti, E.; Yorke, J. A. (1987). Basin Boundary Metamorphoses: Changes i
Accessible Boundary Orbits. Physico 24D, §, 243-262.

[83] Guckenheimer, J.; Holmes, P. (1983). Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems and Bi-
furcations of Veci‘or Fields. Sprmger, Berlin.

[34] Hadamard, J. (1901). Sur Ditération et les solutions asymptcthues des equa.tions
différentielles. Bull. Soc. Math. France 28, S. 224-228. -

{35] Hansen, XK. T 992) Remarks on the Symbohc Dynam.lcs for the Henon Map Phys Lett.
165 A, S. 100—104

[36] Hao B.-L. {1089). Elementary Symbolzc Dynamics and Chaos in Dzsszpatwe Systems World
Scientific, Singapur. :

[37] Hao B.-L. {1991). Symbolic Dynamics and Characterization ‘of Complexity. Physice D 51,
S. 161-176. R A S
[38] Hao B.~L.; Zhen

ng W
Mod. Phys. B3, S. 235.

M. (1989). Symbolic Dynamics of Ummodal Maps Revmted Int J.

'[39] Heagy, J. F. (1092). A Physical Interpretation of the Henon Map. Physice 57 D, S. 436-446.

196




{40] Hénon, M. (1976). A Two-Dimensional Mapping with a Strange Attractor. Commun. math.
Phys. 50, 8. 69-77.

[41] Hobson, D. (1993). An Efficient Method for Computing Invariant—Manifolds of Planar Map.
J. Comp. Phys. 104, 5. 14-22.

[42] Holmes, P.; Whitley, D. {1984). Bifurcations of One- and Two-Dimensional Maps. Phil.
Trans. B, Soc. Lond. A 311, §. 43-102.

{43] Hopcroft, J. E.; Ullman, J. D. (1979). Inireduction to Aulomata Theory, Languages and
Computation. Addison-Wesley, Reading MA.

[44] Tkeda, K. (1979). Multiple—valued stationary state and its mstablhty of the transmitied hght
by a ring cavity system. Opi. Commun. 30, 5. 257.

[45] Jackson, E. A. {1990). Perspectives of Nonlinear Dynamics. Cambridge University Press,
Cambridge.

{46] Krieger, W. (1970). On Entropy and Generators of Measure—Preserving Transformations.
Trans. Amer. Math. Soc. 149, 5. 453-4064, siehe zuch 168, S. 519.

[47] Lai Y.-C.; Grebogi, C.; Yorke, J. A. {1993). How Often are Chaotic Saddles Nonhyperbolic?
Nonlinearity 6, S. T79-798.

[48] Levinson, N. {195(). Small Periodic Perturbations of an Autonomous System with a Stabie
Crbit. Anwn. Math. 52, 8. 727-738.

[49] Meiss, J. D. (1992). Symplectic Maps, Variational Principles, and Transpori. Rev. Mod.
Phys. 64, S. 795-848.

[60] Metropolis, N.; Stein, M. I.; Stein, P. B. {1973). On Finite Limit Sets for Transformations
on the Unit Iberval. J. Comb. Theor. 15, 5. 25-44,

[63] Milnozr, J.; Thurston, W., Preprint (1977). In: On Iterated Maps of the Interval. Lecture
Notes in Mathematics Vol. 1342, S. 465, Sprirger, Berlin.

[52] Mindln, G. B.; Gilmore, R. (1892). Topological Analysis and Synthesis of Chaotic Time
Series. Physica D 58, S. 229-242.

[63] Mira, C. (1987). Chaotic Dynamics. World Scientific, Singapur.

[54] Moore, C. Braids in Claceical Dynamics. Phys. Rew. Lett. 70, 5. 3675-3679.
[65] Morse, M. {1921). Trans. Am. Math. Soc. 22, 5. 84.

[56] Morse, M.; Hedlund, G. A. (1838). Awm. J. Math. 60, S. 815, nachgedruckt in Collected Papers
von M. Morse, Vol. 2, World Scientific, Singapur, 1886.

[67] Oseledec, V. L. (1968). A Maultiplicative Ergodic Theorem. Ljapunov Characteristic Numbers
for Dynamical Systems. Trans. Moscow Math. Soc. 19, 8. 197-231.

[58] Ott, E.; Grebogi, C.; Yorke, J. A. (1989). Theory of First Order Phase Transitions For
Chaotic Attractors of Nonlinear Dynawmical Systems. Phys. Lett. 4 135, 8. 343-348.

[69] Politi, A.; Badii, R.; Grassberger, P. (1988). On the Geometric Structure of Non-Hyperbolic
Attractors. J. Phys. 4 21, 5. L763-L769.

[60] Prouhet, E. (1851). C. B. Acad. Sei. 33, §. 225.
[61] Roessler, O. E. (1983). The Chaotic Hierarchy. Z. Naturforsch. 38 a, S. 788-801.

197

TG

e AT —




[62] Ruelle, D. (1979). Ergodic Theory of Differentiable Dynamical Systems. Publ. IHES 50,
8. 27.

[63] Sarkovskij, A. N. (1964). Coexistence of Cycles of 2 Continunous Map of a Line into Itself,
Ukranian Math. J. 16, S. 61 (in Russisch).

[64] Shaw, R. (1981). Strange Atiractors, Chaotic Behavior and Information Flow. Z. Natur-
forsch. 36 a, S. 80-112.

1o

{65] Simo, C. (1879). On the Hénon-Fomeau Attractor. J. Siat. Phys. 21, 5. 465484,

[66] Smale, S. (1963). Diffeomorphisms with Many Periodic Points. In Differential and Combi-
.natorial Topology, 5. 8. Cairas {Ed.)}, 8. 63~80, Princeton University Press, Princeton.

[67] Wiggins, S. (1988). Global Bifurcations and Chaos: Analytical Methods. Springer, Berlin.

{68] Zhao H.; Zheng W.-M.; Gu Y. (19562). Determination of Pariition Lines from Dynamic
Foliations for the Henon Map. Commun. Theor. Phys. 17, 8. 263-268.

[69] Zhao H.; Zheng W.—-M. (1993). Symbolic Analysis of the Henon mapata=I14andb = 0.3.
Commun. Theor. Phys. 1%, 8. 21-26.

[70] Zheng W.-M.; Hao B.—L. (1990). Applied Symbolic Dynamics. In Ezperimental Study and
Chamctemzatwn of Chaos, S. 363-459 in Directions in Chaos, Vol 8. Ha.o B. —L (Ed ), World
Scientific, Singapur.

198

ri




Neurobiclogisches Literaturverzeichnis

[71] Abeles, M. (1991). Corticonics: Neural Circuits of the Cerebral Coriez. Cambridge University
Press, Cambridge.

{72] Ahmed, B., Anderson, J. C., Douglas, R. J., Martin, K. A. C., Nelson, J. C. (1994). Po-
lyneuronal Innervation of Spiny Stellate Neurons in Cat Visual Cortez. J. Comp. Neurol
341, pp. 30-40.

[73] Amit, D. J. (1988). Modeling Brain Function: The World of Attractor Neural Networks.
Cambridge University Press, Cambridge.

[74] Anderson, J. C. Douglas, R. J., Martin, K. A. C., Nelson, J. C. (1993). Map of the Synapses
Formed With the Dendrites of Spiny Stellate Neurons of Cat Visual Cortex. J. Comp. Neurol.
341, pp. 25-38.

[75] Anderson, J. C.; Martin, K. A. C.; Whitteridge, D. {1993). Form, Function and Intracortical
Projections of Neurons in the Striate Cortex of the Monkey Macacus Nemestrinus. Cerebral
Cortez 3, pp. 412-420.

[76] Ballard, D. H. (1986). Cortical Connections and Parallel Processing: Structure and Function.
Behavioural and Brein Science 9, pp. 67-120.

[77} Barlow, H. B. (1972). Single Units and Sensation: A Neuron Doctrine for Perceptual Psy-
chology. Perception %, pp. 371-394.

[78] Beaulien, C.; Kisvarday, Z.; Somogyi, P.; Cyander, M.; Cowey, A. {1992). Quantitative Dis-
tribution of GABA-immunopositive and —immunonegative Neurons and Synepses in t.he
Monkey Striate Cortex (Area 17). Cereb. Cortez 2, pp. 235-30%.

{79] Benardo, L. S. (1994). Separate Activation of Fast and Slow Inhibitory Postsynaptic Poten-
tials in Rat Neocortex in Vitro. J. Physiol. 476, pp. 203-215. .

[80] Braitenberg, V., Schilz, A. (1991). Anaiomy of the Cortez: Stafisiics and Geomeiry. Springer,
Berlin.

{81] Bush, P. C.; Sejmowski, T. J. (1994). Effects of Inhibition and Dendritic Saturation in Simu-
lated Neocortical Pyramidal Cells. J. Neurcsci. 71, pp. 2183-2193.

[82] Carpenter, G. 4.; Grossberg, 5. {1993). Normal and Amnesic Learning, Recognition and
Memory by 2 Neural Model of Cortico-Hippocampal Interactions. Trends in Neurosciences
18, No. 4, pp. 131-137.

[83] Connors, B. W. (1992). GABA-A-Mediated and GABA-B-Mediated Processes in Visual
Cortex. Progr, in Brein Res. 90, pp. 335-348. ) -

[84] Crick, F. H. C.; Asanuma, C. (1886). Certain Aspects of the Anatomy and. Physmlogy of -

the Cerebral Cortex In [148}, Vol. 2, pp. 333-371.

[85] Czeiger, D.; White, E. L. (1993). Synapses of Extrinsic and Intrinsic Origin Made by Callosal
Projection Neurons in Mouse Visual Cortex. J. Comp. Neurol. 330, pp. 502-513.

[86] DeFelipe, J.; Farinas, I. (1992). The Pyramidal Neuron of the Cerebral Cortex: Morphological -

*and Chemical Cha.ractenstlcs of the Synaptic I_nputs Progr Neurobiol. 39, PP- 563 607

[87] Desimone, R. (1991). Face—Selective Cells in the Temporal Cortex of Monkeys J. Cog
Neruosci. 3 pp- 1-8. : .

[88] DeYoe, E. A Van Essen, D C. (1983) Concurrent Processmg Streams in Monkey Visual
Cortex. Trends in Neurosciences 11, pp. 219-226.

199 -

BERZ o




[89] Douglas, R. J.; Martin, K. A. C. (1990). Neocortex. In [153], pp. 389-438.

[90] Douglas, R. J.; Martin, X. A. C. (1991). Opening the Grey Box. Trends in Neurosciences
14, No. 7, pp. 287-293.

(91] Durbin, R.; Miall, C.; Mitchison, G. (Eds.) (1889). The Computing Neuron. Addison-Wesley,
New York.

i92] Eihanany,E White, E. L. (1990). Intrinsic Circunity: Synapses Involving the Local Axon Col-
laterals of Corticocoriical Projection Neurons in the Mouse Primary Somatosensory Cortex.
J. Comp. Neurol. 291, pp. 43-54.

[93] Emersor, R. C.; Citron, M. C,; Vaugnn, W. 3, I{lem, S. A. (1987) Nonlinear Directionally

Selective SL‘:u.::ts in Complex Cells of Cat Siriate Coriex. J. Neurophys. Vol. 58, pp. 33-65.

[94] Engel, A. K.; Konig, P.; Kreiter, A. K.; Schilles, T". B.; Singer, W. {1992). Temmporal Co-
ding in the Visual Cortex: New Vistas on Intergration in the Nervous System. Trends in
HNeurosciences 15, No. 6, pp. 218-226.

[96] Erwin, C. W.; Somerville, E. R.; Radtke, R. A. (1984). A Review of Electroencephalographm
Features of Normal Sleep. J. Clm Neurophys. 1, pp. 253-274. .

[96] Fairén, A.; DcFelipe, J.; Regidov, J. (1984). Nonpyramidal Neurons. In [142], Vol. 1, pp.
201-254.

[97] Fairén, A.; Smith-Ferndndes, A. (1992). Electron Microscopy of Golgi-Impregnated Inter-
neurons: Notes on the Inirinsic Connectivity ‘of the Cerebral Cortex. Micr. Res.. Tech. 23,
pp. 280-305.

[98] Feldman, M. L. (1984). Morphology of the Neocortical Pyramidal Neuron. In [142), Vol. 1,
pp- 123-200.

[98] Feldman, J. A. (1990). Computational Constraints on Higher Neural Representations. In
[149], pp. 163-178. :

[100] Feldman, 3. A.; Ballard, D. H. (1982). Connectionist MModels and their Properties. Cogn.
Sci. 6, pp. 205-254, o

[101] Felleman, D. J.; Van Essen, D. C. (1991). Dlstnbuted Hmrs.rchcai Processmg in the 'anate
Cerebral Cortex Cereb Cortez 1, pp. 147, ' R _

[102] Fuster, J. M. (1084). Behavioural Elecirophysiology of the Prefrontal Cortex. Trends in

S
Sl a¥ia iy A

Neurosczences '2’, pp. 408414,

{103] Fuster, J. M.; Alexander, G. E. (1971). Neuron Ac_i:_ivi_ty_ Related -fq Short—Term Memory.
Science 173, pp. 652-654.

{164} Gabbott, P. L. A.; Martin, K. A. C.; Whitteridge, D. (1987). Connections between Pyramidal
Neurozs in Layer 5 of Cat Visual Cortex (Area 17) J. Comp. Nearol 258, Pp- 364—301

[105] Gaﬁ'an, D. (1985). Hippocampus: Memory, Habit and Voluntary Movement thlos Tmns
Roy. Soc Lond. Ser. B 398, pp. 87-99.

[106] . Garey, L 1. Powell T.P. S. (1971) Aﬂ Eapermlental Study of the Termination of the

Lateral Gemculo Cortical Pathway in the Cat and Monkey. Proe. Roy Soc. Lond Ser. B
‘179, pp. 21-490. .

{107) Ghosh, S.; Fyffe, R. E. W.; Porter, R . {1988). Morphology of Neurons in Area 4Eamma of
‘the Cat’s Corfex Studied Wlth Intra.ceﬂul&r In_]ectlon of HRP.'J.. Comp Neurol, 288, S.
290-312.

200




[108] Gilbert, C. D. (1993). Circuity, Architecture, and Functional Dynamics of Vlsual Cortex.
Cereb. Cortez 3, pp. 373-386.

[109] Gilbert, C. D.; Wiesel, T. N. (1979). Morphology and Intracortical Projections of Functio-
nally Characterised Neurcnes in the Cat Visual Cortex. Nature 280, pp. 120-125.

[110] Globus, G. G.{1992). Toward a Noncomputational Cognitive Neuroscience. J. Cog. Neurosci.
4, pp. 209-310.

[111] Gray, G. (1982). Neuropsychology of Anwiety. Oxford University Press, Oxford

[112] Grossberg, S.; Merrill, J. W. L. (1992). A Neural Network Model of Adaptively Timed
Reinforcement Learning and Hippocampal Dynamics. Cog. Brain Res. 1; pp. 3-38.

[113] Hendry, S. H. C.; Schwark, H. D,; Jones, E. G.; Yan, J. (1987). Numbers and Proportions of
GABA-Immunoreactive Neurons in Different Areas of Monkey Cerebral Cortex. J. Neurosci.
7, pp. 1503-1519.

{114] Hinton, G. E.; McClelland, J. L.; Rumelhart, D. E. (1986). Distributed Representations. In
[148], Vol. 1, pp. 77-108.

[115] Hubel, D. H. ; Wiesel, T. N. (1977). Functional Architecture of Macaque Monkey Visual
Cortex. Proc. Roy. Soc. Lond. Ser. B. 198, pp. 1-59.

[116] Jones, E. G. (1984). Neuroglioform or Spiderweb Cells. In {142}, Vol. 1, pp. 469418,

[117] Jones, E. G. (1993). GABAergic Neurons and their Role in Cortical Plasticity in Primates.
Cereb. Cortez 3, pp. 361-372.

[118] Kawaguchi, Y. (1693). Groupings of Nonpyramidal and Pyramidal Cells With Specific Phy-
siological and Morphological Characieristics in Rat Frontal Cortex. J. Neurosci. . 88, pp.
416, Pyx. Neuronen adaptieren, nicht Pyr. neuronen nicht. '

[119] Killackey, H. P. (1990). Neocortical Expansion: An Attempt toward Relating Phylogeny and
Ontogeny. J. Cog. Neurosci. 2, pp. 1-17.

{120] King, C. C. (1991}. Fractal and Chaotic Dynamics in Nervous Systems. Prog. Neurobiol.
26, pp. 270-308.

[121] Kisvarday, S. F.; Martin, K. A. C,; Freund, T. F.; ; Magloczky, Z. F.; Whitteridge, D.; Somo-
gyi, P. (1986). Synaptic -argei:s of HRP-Filled L&yer 3P jrarmda‘ C°ﬂ= in ¢he Cat Striate

Cortex. Fzp. Brain Hes. ©4, pp. 541-552. :

{122] Larkman, A. U. (1991). Dendritic Morphology of Pyramidal Neurones in the Visual Cortex
of the Rat: 1. Branching Paiterns. J. Comp. Neuwrol. 368, pp. 307-319.

[123] Lavkman, A. U. (1991). Dendritic Morphology of Pyramidal Neurones in the Visual Cortex
of the Rat: 3. Spine Distzibutions. J. Comp. Neurol. 368, pp. 332-343. . R

[124] Larkman, A. U.; Mason, A. (1990). Correlations Between Morphology and Electrophysiology
of Pyram.ldal Neurons in Shces of Rat V1sual Cortex 1 Estabhshment of Cell Cla,sses J.

“Neurosci. “1G, pp. 1401 1414,

[125] LeVay, S. (1986). Synaptic Olgamzatlon of Claustral and Geniculate Afferents to the Vlsual
Cortex of the Cat. J. Neurosci. 6, pp. 3564-3575. e o

[126] Lowenstein, P. R.; Somogyi, P. (1991) Synaptic Organization of Cortico-Cortical Connecti-

ons From the Primary Visual Cortex to the Posteromed.lal La.teral Suprasylvxan Vlsua.l Area. .

in the Cat. J. Comp. Neurol. 316, pp. 253-266. "

201

=




[127] Lund, J. 8. (1990). Exciiatory and Inhibitory Circuity and Laminar Mapping Strategies in
the Primary Visual Cortex of the Monkey. In Signal and Sense: Local and Global Order in
Perceptual Maps, Edelman, G. M.; Gall, W. E.; Cowan, W. M. (Eds.), Wiley, New York, pp.
51-66.

[128] Mamelak, A. N.; Hobson, J. A. (1989). Dream Bizaireness as the Cognitive Correlate of
Altered Neuronal Behavior in REM Sleep. J. Cog. Neuwrosci. 1, pp. 201-222.

[129] Marin-Padilla, M. (1984). Neurons of Layer 1: A Developmental Analysis. In [142], Vol. 1,
pp. 447~478.

[130] Martin, K. A. C. (1984). Neuronal Circuits in Cat Striate Cortex. In [142], Vol 2, pp.
241-284.

{133] McCormick, D. A.; Wa,ng,z Huguenara,J (1998). Neurotransmitter Control of Neocortical
Neuronal Activity and Excitability. Cered. Corter 3, pp. 387-308.

[132] McGuire, B. A.; Gilbert, C. D.; Rivlin, P. K.; Wiesel, T. N. {1991). Targets of Horizontal
Connections in Macague Primary Visual Cortex. J. Comp. Neurol. 305, pp. 370-392.

(133] McGuire, B. A.; Hornung, J.-P.; Gilbert, C. D.; Wiesel, T. N. {1984). Patterns of Synaptic
Input to Layer 4 of Cat Striate Cortex. J. Newurosci. 4, pp. 3021-3033.

[134] Mel, B. W. (1993). Synaptic Integration in an Excitable Dendritic Tree. J. Neurophysi, 70,
pp. 1086-1101.

[135] Merzenich, M. M.; Kaas, J. H. {1982). Reorganization of Mammalian Somatosensory Cortex
Following Peripheral Nerve Injury. Trends in Neurosciences 5, pp. 434-436.

[136] Orben, G. A. {1991). Quantitative Electrophysiology of Visusl Cortical Neurones. In The
Neural Basis of Visual Function. Leventhal, A. G. (Ed.), Macmillan Press, pp. 173-222,

{137] Parnavelas, J. G. {1985). Physiological Properties of Identified Neurons. In [142], Vol. 2, pp.
205-239.

[138] Peazlman, A. L. (1985}. The Visual Cortex of the Normal Mouse and the Reeler Mutant. In
1149], Vol. 3, pp. 1-18.

[139] Perret, D. I, Mistlin A. J., Chitty A. J. (1987). VlsLal Neuones Responswe to Fac..s Trends
n Nem-osczences 10, pp. 358-364. : : S o

U

[140] Peters, A. {1984)}. Bipolar Cells. In [142], Vol 1, pp. 381—408.
[141] Peters, A. (1987) Number of Neurons and Syna_pses in Primary Yis_ual Cortex. in [142], Vol.
6, pp. 267--204. o . <t : e i

[142] Peters, A.; Jones, B. G. (1984-1991) Cerebral Cortez. Vol. I Cellular Componenis of the
Cerebral Cortez; Vol. £ Functional Properties of Cortical Cells; Vol. § Visual Cortex; Vel
4 Associetion ond Auditory Covtices; Vol. § Sensory-Motor. Areas and Aspects of Cortical
‘Connectivity; Vol. § Further Aspects of Cortical Function, Including Hippocampus; Vol. 7
Development aend Maturation of Cerebral Cortez; Vol 8.1, 8.2 Comparative Structure and
Evolution of Cerebral Cortez. Vol. 9 Normal and Altered States of F‘unctwn Plenum, New
York. SR : . o

(143] Peters, A.; Saint Marie, R. L. (1984). Smooth and Sparsely Spmous Nonpyramdal Ceﬂs
- Forming Local ‘Axon Plexuses In [142}, Vol. 1, Pp- 419—445 T :

1}. Organization of Pyrammm Neurons in Area 1? 'of Monkey

{1 1 Dnl‘nvc ﬁ Qathar 19 on
p. Neurol. 308, pp. 1-23.

a
TI] LTLvisy . . oeinar

Visual Cortex. J. C’

202




{145] Purves, D.; R. Riddle, D.; LaMantia, A.-S. (1992). Iterated Patterns of Brain Circuity (Or
How the Cortex Gets its Spots). Trends in Neurosciences 15, No. 10, pp. 362-368.

[146] Rall, W.; Segdev, I, {1990). Dendritic Branches, Spines, Synapses and Excitable Spine Clu-
sters. In {149)], pp. 69-81.

[147] Rolls, E. (1982). The Representation and Storage of Information in Neuronal Networks in
the Primate Cerebral Cortex and Hippocampus. In {91], pp. 125-159.

[148] Rumethart, D. E.; McClelland, J. L. et al. {1986). Parallel Distributed Processing. Velume 1:
Foundations. Volume 2: Psychological and Biological Models. MIT Press, Cambridge, MA.

[149] Schwartz, E. L. (Ed.) (1990). Computational Neuroscience. MIT Press, Cambridge, MA.

[150] Segev, 1. (1992). Single Neurone Models: Oversimple, Compiex and Reduced. Trends in
Neurosciences 15, No. 11, pp. 414-421. .

{151] Sejnowski, T. J. (1986). Open Questions about Computation in Cerebral Cortex. In [148},
Vol. 2, pp. 372-389. : :

[182] Shepherd, G. M. (1988). A Basic Circuit of Cortical Organization. In Perspective of Memory
Research, Gazzaniga, M. 5. (Ed.), MIT Press, Cambridge, MA, pp. 93-134.

[153] Shepherd, G. M. (Ed.) (19903). The Synaptic Organization of the Brain. Oxford University
Press, Oxford.

[154] Shepherd, G. M.; Koch, C. (1990). Introduction to Synaptic Cizcuits. In {153}, pp. 3-31.

{155] Singer, W. {1993). Neuronal Representations, Assemblies and Temporal Coherence. Progr.
in Brain Res. 85, pp. 461474

[156] Skarda, C. A.; Freeman, W. J. (1987). How the Brain Makes Chaos in Order to Make
Sense of the World. Behavioural and Brain Science 108, pp. 161-195. olfaciory bulb, in
Neurccomputing 2

[157] Somogyi, P. (1978). The Study of Golgi Staired Cells and of Experimental Degeneration
under the Electron Microscope: A Direct Method for the Identification in the Visual Cortex
of Three Successive Links in 2 Neuron Chain. Neuroscience 3, pp. 167-186.

[158] Stanfield, B. B. (1992). The Development of the Corticospinal Projection. Progr. Neurobiol,
28, pp. 169-202.

[159] Stratford, ¥.; Mason, A.; Larkman, A.; Major, G.; Jack, 4. {(1989). The Modelling o
midal Neurones in the Visnal Cortex. In [81], pp. 206-321.

[160] Sur, M.; Pallas, S. L.; Roe, A. W. {1990). Cross-Modal Plasticity in Cortical Development:

Differentiation and Specification of Sensory Neocortex. Trends in Neurosciences 13, No. 6,
pp- 227-233.

[161] Sur, M.; Wall, J. T.; Kaas, J. H. (1981). Modular Segregation of Functional Cell Classes
within Postcentral Somatosensory Cortex of Monkeys. Science 212, pp. 1059-1061.

[162] Swindale, N. V. (1990). Is the Cercbral Coriex Modular? Trends in Neurosciences 13, No.
12, pp. 487-492.

- [168] Torre, V.; Poggio, T. {1978). A Synaptic Mechanism Possibly Underlying Directional Sele-
tivity to Motion. Proc. Roy. Soc. Lond. Ser. B., Vol. 202, pp. 409-416.

[164] Tovee, M. J; Rolls, E. T,; Treves, A.; Bellis, R. P. (1993). Information Encoding and the
Responses of Single Neurons in the Primate Temporal Visual-Cortex. J. Neurophysiol. 790,
pp. 640-654.

203 -

[ X




[165]

[166]
[167]

[172]

[173]

1174]

[175]

Van Essen, D. C. (1985). Functional Organization of Primate Visual Cortex. In [142], Vol.
3, pp. 259-330.

Vogt, B. A. (1891). The Role of Layer 1 in Cortical Functicn. In [142], Vol. 9, pp. 49-80.

White, E. L.; Czeiger, D. (1991). Synapses Made by Axons of Callosal Projection Neurons in
Mouse Somatosensory Cortex: Emphasis on Intrinsic Connections. J. Comp. Neurol. 383,
Pp- 233-244.

TETY

White, E. L.; Hersch, 8. M. {1881). Thalamocoriical Synapses of Pyramidal Cells Which
Project from Sml to Msl Cortex in the Mouse. J. Comp. Neurol. 188, pp. 167-181.

White, E. L.; Keller, A, (1687). Intrinsic Circnity Involving the Local Axonal Collaterals of

ekt Yt Pl bl LTIl S RA o O i S o JE RY__ ... ¥
Corticothalamic EIQJecilon LELsS in NMIOQUSE oIl Cortex. J. Uuiup.-.lvfeur‘ﬂz.---zaz, Pp- 13-26.

White, E. L.; Keller, A. (1989). Cortical Circuits: Synaptic Organization of the Cerebral
Cortex — Structure, Funciion and Theory. BirkhZuser, Boston.

Winfield, D. A.; Brooke, R. N. L.; Sloper, J. J.; Powell, T. P. 5. (1981). A Combined Golgi-
Electron Microscopic Study of the Synapses Made by the Proximal Axon and Recurrent
Collaterals of a Pyramidal Cell in the Somatic Sensory Cortex of the Monkey. Neuroscience
8, 1217-1230.

Winfield, D. A.; Powell, T. P. 8. (1983). Laminar Cell Counts and Geniculocortical Boutons
in Aves 17 of Cat and Monkey. Brain Res. 277, pp. 223-220.

Witter, M. P.; Groenewegen, H. J.; DaSilva, F. H. L.; Lohman, A. H. M. (1989). Functional
Organizatiorn of the Extrinsic and Intrinsic Circuity of the Parahippocampal Region. Progr.
Neurobiol. 33 pp. 161-253.

Zarzecki, P. {1986). Functions of Corticocortical Neurons of Somatosemsory, Motor, and
Pasietal Cortex. In [142], Vol. 5, pp. 185-215. '

Zeki, S.; Shipp, S. (1988). The Funciional Logic of Cortical Connections. Neture 335, op.
311-317. - e e L T e et S

204




Danksagung

Vor allem danke ich Prof. G. Eilenberger fiir die grofie wissenschaftliche Freiheit, die er mir gewhe-
te, und fiir das Interesse, das er dieser Arbeit trotzdem entgegenbrachie. Seine Ratschlige haben
die Darsiellung viel versténdlicher werden lassen. Auch vor Prof. T. T¢l und Prof. D, Mayer ha-
be ich ciniges diber Nichtlineare Dynamik gelernt. Viele Mitarbeiter und Géste des Institutes fiir
Festkarperforschung haben diese Arbeit durch ihr Interesse oder ibre Hilfshereitschaft geftzdert.
Meiner Mutter danke ich fiir die griindliche Suche nach Rechtschreibfehlern. Andreas Korner und
Christian Schroer danke ich fiiv gute Kameradschaft,

{T¥




	page 1
	page 2
	page 3
	page 4
	page 5
	page 6
	page 7
	page 8
	page 9
	page 10
	page 11
	page 12
	page 13
	page 14
	page 15
	page 16
	page 17
	page 18
	page 19
	page 20
	page 21
	page 22
	page 23
	page 24
	page 25
	page 26
	page 27
	page 28
	page 29
	page 30
	page 31
	page 32
	page 33
	page 34
	page 35
	page 36
	page 37
	page 38
	page 39
	page 40
	page 41
	page 42
	page 43
	page 44
	page 45
	page 46
	page 47
	page 48
	page 49
	page 50
	page 51
	page 52
	page 53
	page 54
	page 55
	page 56
	page 57
	page 58
	page 59
	page 60
	page 61
	page 62
	page 63
	page 64
	page 65
	page 66
	page 67
	page 68
	page 69
	page 70
	page 71
	page 72
	page 73
	page 74
	page 75
	page 76
	page 77
	page 78
	page 79
	page 80
	page 81
	page 82
	page 83
	page 84
	page 85
	page 86
	page 87
	page 88
	page 89
	page 90
	page 91
	page 92
	page 93
	page 94
	page 95
	page 96
	page 97
	page 98
	page 99
	page 100
	page 101
	page 102
	page 103
	page 104
	page 105
	page 106
	page 107
	page 108
	page 109
	page 110
	page 111
	page 112
	page 113
	page 114
	page 115
	page 116
	page 117
	page 118
	page 119
	page 120
	page 121
	page 122
	page 123
	page 124
	page 125
	page 126
	page 127
	page 128
	page 129
	page 130
	page 131
	page 132
	page 133
	page 134
	page 135
	page 136
	page 137
	page 138
	page 139
	page 140
	page 141
	page 142
	page 143
	page 144
	page 145
	page 146
	page 147
	page 148
	page 149
	page 150
	page 151
	page 152
	page 153
	page 154
	page 155
	page 156
	page 157
	page 158
	page 159
	page 160
	page 161
	page 162
	page 163
	page 164
	page 165
	page 166
	page 167
	page 168
	page 169
	page 170
	page 171
	page 172
	page 173
	page 174
	page 175
	page 176
	page 177
	page 178
	page 179
	page 180
	page 181
	page 182
	page 183
	page 184
	page 185
	page 186
	page 187
	page 188
	page 189
	page 190
	page 191
	page 192
	page 193
	page 194
	page 195
	page 196
	page 197
	page 198
	page 199
	page 200
	page 201
	page 202
	page 203
	page 204
	page 205
	page 206
	page 207
	page 208
	page 209
	page 210
	page 211
	page 212
	page 213
	page 214
	page 215
	page 216
	page 217

