




ISSN )944-29 §2~
\\~i# ~ F gl rp\\or\c(u(§ ) \ l -3}3
D82 (qay Ri'H Aachen)» \ .»

	

m~ .

Zu t? /\g9

	

\\or}§)uRgsz6ni(u%% diph /y bH\Zed\\6/lö h:s/~
:D= 2425 Jülich : Ecndes /pu M % .De2!3cG. and
~\~ ~ ~ \}G} \(-1\(~\\"Telefax \( 248-1 / -1 7 .-6{~ //(-C:%\S\\6-170 . kf a d





Phaseranbergange In stark korrelierten
Elekt6 $ensystemen

Martin Uimke





1NIiALT SVER.ZEICHNIS

5

7

10

13

1 Einführung

1 .1 Mikroskopische Modelle 	

1.2 Aufbau der Arbeit

2 Numerische Simulation ferxrsioniseher Systeme

2.1 Großkanonische Quanten-Monte-Carlo-Methode 	 14

2.1 .1 Bemerkungen zur Monte-Carlo-Simulation 	 14

2.1 .2 Trotter-Suzuki-Zerlegung 	 15

2.1.3 Hubbard-Stratonovickt-'Tansformation	 17

2 .1 .4 Berechnung von Observablen	 18

2.2 Numerische Behandlung	 20

2 .2.1 Stabilisierung und Beschleunigung	 21

2.3 Eigenschaften und Tests	 24

2.3 .1 Vergleich mit exakten Resultaten . .

	

.	 24

2 .3 .2 Totter-Diskretisierung	 25

2.3 .3 Das Vorzeichenproblem	 27

2.4 Eine Anwendung : Das Hubbardnaodell auf F4flllerenen	 32

2.5 Verwandte numerische Methoden 	 34

2.5.1 Projektor-Verfahren	 34

2 .5.2 Weltlinien-Verf?hren 	 35
2 .5 .3 Quanten-Monte-CarlomVerfalaxen nach Handscomb

	

. :	 37

2 .5.4 Stochastische Diagonalisierung 	 33
2.6 Diskussion	 :	 38

3 Zwei-Niveau-Systeme

3.1 Hartree-Fock-Naherung	 44

3 .1 .1 Berechnung der Selbskonsistenzgleichungen 	 46

3.1 .2 Phasenübergang zweiter Ordnung

	

.

	

47

3.1 .3 Phasenübergang erster Ordnung	 50

3.2 Monte-Carlo-Simulation

	

54

1



INHALTSVERZEICHNIS

3 .2 .1 Weltlinienformulierung der TLS 	 54

3 .2 .2 Homogene Phase	 56

3.2 .3 Gebrochene Phase	 57

3.2 .3 .1 Ladungsdichte- vs . Spindichtewellen 	 58

3 .2 .3.2 Resultate abseits halber Bandfüllung 	 61

3.2 .3 .3 Bestimmung der kritischen Temperatur	 62

3.2 .4 Limes hoher Dimensionen 	 63

3.3 Diskussion	 65

4 Limes hoher Dimensionen

	

87

4.1 Anderson-Hubbard-Modell	 69

4.2 Freie Energie im Limes d = oo 	 70

4.2 .1 Zusammenhang mit der „coherent potential .. approximation"	 72

4.2.2 Zusammenhang mit Störstellenmodellen . . . .

	

.	 72

4.3 Selbstkonsisienzgleichungen in der gebrochenen Phase 	 74

4.4 Bestimmung von Suszeptibilitäten

	

76

4.5 Numerische Behandlung	 78

4 .6 Ergebnisse	 82

4.6 .1 Unordnungsverteilungen 	 82

4.6 .2 Antiferromagnetisches Phasendiagramm .

	

. . .

	

. . . . 84

4.6.3 Metall-Isolator-Übergänge	 92

4.6 .4 Metallisches Verhalten in der Nähe des magnetischen Übergangs . . . 95

4.7 Metamagnetismus im Hubbardmodell 	 98

4.8 Das fcc-Gitter in unendlichen Dimensionen

	

.

	

. . 100

5 Zusammenfassung

5.1 Zu den Methoden	

5.2 Zu den Zwei-Niveau-Systemen 	

5.3 Zur Unordnung	

A . Zur Grassmanndarstellung der Zustandssumme

B Zur numerischen Behandlung des Limes d = co

B.1 Glättung der diskretisierten Greenfnnktion

B.2 Berechnung von Suszeptibilitäten .

C Zur Hartree-Fock-Näherung mit Unordnung

D Einige Unterprogramme für die Behandlung in d . oo



EVETk£TSVE2Z£ICITNI4

Abbildungsverzeichnis 125

Abkürzungsverzeichnis 127

Literaturverzeichnis 128

Veröffentlichungen 135

Danksagung 136

3





Bilden Atome oder Moleküle einen Festkörper mit einer periodischen Gitterstruktur, so
überlappen sich die lokalisierten elektronischen Zustände und breiten sich ähnlich wie

ebene Wellen über das gesamte Gitter aus . Dieser von F . Bloch [Blo28] bereits 1928 auf-

gezeigte Mechanismus ist dafür verantwortlich, daß die Elektronen im Kristall „ fließen",

ihn also elektrisch leitend machen können . Das resultierende Energiespektrum weist eine

Bandstruktur auf, wobei man die durch sogenannte BandliLcken getrennten verschiedenen

Energiebänder in der Regel den ursprünglichen atomaren Orbitalen zuordnen kann . Die

Elektronen der energetisch tiefliegenden Orbitale bleiben wegen der hohen Energiebar-

riere praktisch fest gebunden, . nur die Elektronen der hochliegenden Bänder sind effektiv
beweglich. Diese bestimmen wesentliche Eigenschaften des Festkörpers, insbesondere sein

metallisches Verhalten.

Neben dem Ladungstransport sind die beweglichen Elektronen aber auch für magneti-
sche Eigenschaften von Festkörpern, wie dem . Ferromagnetismus der 3d-Übergangsmetal-
le Fe,Co und Ni und dem Antiferromagnetismus von Cr und Mn in der gleichen Reihe,

verantwortlich, (Für einen Überblick siehe [Mat8l] .) Zur Erklärung dieses Bandmagnetis-

mus ist die Berücksichtigung der Coulombwechselwirkung zwischen den Elektronen erfor-
derlich . Seit langem ist bekannt, daß der Magnetismus nicht durch magnetische sondern

elektrostatische Wechselwirkungen in Verbindung mit dem Pauli-Prinzip hervorgerufen

wird . tinter welchen Bedingungen in Systemen beweglicher Elektronen welche Art von

magnetischer Ordnung auftreten kann, ist . aber bis . heute weitgehend unverstanden.

Im Bereich der Transporteigenschaften ist insbesondere das Verschwinden der Leitf ihig-
keit, der Metall-Isolator-11 ergang von Interesse" . Während im oben skizzierten Bander-

modell bei ungerader Anzahl von Elektronen pro Elementarzelle wegen des nur teilweise

gefüllten Leitungsbandes stets ein Metall vorliegt, ist dies in realen Substanzen, nicht im-

mer der Fall . Beispiele sind die Legierungen NiO, welches unterhalb von 250°C zu einen

antiferromagnetischen Isolator wird, und V02, das in Abhängigkeit vom Druck und der

Temperatur einen wechselwirkmagsinduzierten Metall-Isolator-Übergang, den sog . Mott-

Hubbard- Übergang, zeigt. (Eine . Übersicht liber . verschiedene Metall-Isolator-Obergange

'Das Wort Isolator wird hier im Sinne von Nicht-Metall gebraucht . Es schließt daher auch Halbleiter
ein, bei denen die Leitfähigkeit erst im Grundzustand verschwindet, bei endlichen Temperaturen aber
exponentiell unterdrückt ist .



gibt [Mott90].) Auch hochtemperatur-supraleitende Materialien, die im urdotierten Fall

antiferromagnetische Isolatoren sind, reihen sich hier ein . Der Metall-Isolator-Übergang

durch die antiferromagnetische Instabilität ist einfach zu verstehen, da hier durch die

Symmetriebrechung die Brillouin-Zone halbiert, und das Leitungsband aufgespalten wird.

Liegt die Ferraienergie innerhalb der Bandlücke, ist das System isolierend . Symmetrie-

brechungen können durch die Wechselwirkung der Elektronen untereinander oder durch
Kopplung an die Ionen des Kristalls, d .h. an phononische Freiheitsgrade, vermittelt wer-

den. Beide Mechanismen r Symmetriebrechung sowie der Mott-Hubbard-Übergang sind

Gegenstand der vorliegenden Arbeit.
Weiter kann das metallische Verhalten durch Unordnung zerstört werden [And5$] . Ausge-

hend vom perfekten Kristall unterscheidet man zwei Typen von Unordnung : . Zum einen

togologische Unordnung, bei der die Periodizität in den Bindungen gestört ist . Beispie-

le hierfür sind amorphe Metalle und Gläser. Zum anderen Besetzungsunordnung, bei der
verschiedene Atom- oder Molekülsorten zufällig auf den Gitterplätzen verteilt sind, wie

es in Legierungen der Fall ist . In beiden Fällen gilt das Theorem von Bloch durch den

Verlust der Periodizität nicht mehr; die elektronischen Wellenfunktionen verlieren durch
Streuprozesse ihre Phasenkohärenz, bleiben bei schwacher Unordnung aber ausgedehnt.

Diese Streuung, die in allen Festkörpern mehr oder weniger stark vorhanden ist, führt zu

einer diffusiven Elektronenbewegung und ist dafür verantwortlich, daß die Leitfähigkeit in
Metallen auch im Grundzustand endlich bleibt . Bei hinreichend starker Unordnung werden

die Wellenfunktionen dagegen lokalisiert. Dabei werden mit wachsender Unordnungsstärke

die Zustände von den Bandkanten aus zur Mitte des Bandes hin lokalisiert . Erreicht der
lokalisierte Bereich die Fermieenergie, findet ein Ivletall-Isolator-Übergang, der Anderson-

Übergang, statt . (Eine Übersicht zum Lokalisierungsproblem in elektronischen Systemen

findet sich in [Lee85] .)

Nun ist auch in ungeordneten Substanzen stets die Coulomb-Weehselwirkung zwischen den
Elektronen vorhanden und kann im allgemeinen nicht vernachlässigt werden . Auf der an-

deren Seite sind die meisten Legierungen, die einen Metall-Isolator-Ubergang aufweisen,

ungeordnet, so daß ein reiner Mott-Hubbard-Übergang ebenfalls nicht zu erwarten ist.
Vielmehr liegt in realen Substerzen elektronische Wechselwirkung und Unordnung gleich-

zeitig vor, und es ist oft schwierig bzw . unmöglich, beide Effekte voneinander zu trennen.
Ihr.`Zusammenspiel ist Gegenstand intensiver Forschungen . Der theoretische Zugang be-

steht in erster Linie in der Abbildung des Problems auf eine Feldtheorie und anschließender

Anwendung von Methoden der Renormierungsgruppe [FinS3, Cas84] . Ein schwerwiegendes

Problem ist hier das Auftreten eines magnetischen Übergangs vor Erreichen des Metall,
Isolator-Ubergangs, das zu Instabilitäten in der Renormierungsgruppen-Behandlung fuhrt
[Cas84a, Fin84, Cas87] . Die Anwendbarkeit des obigen Ansatzes bei mittleren und star-
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ken Wechselwirkungen in der Nähe der halben Bandfühlung ist daher sehr fraglich . Eine

aktuelle Übersichicht über den Metall-Isolator-Übergang in ungeordneten, wechselwirken-

den Systemen wird in [ße194] gegeben . In der vorliegenden Arbeit wird das Problem im

Rahmen des Anderson-Ht bba; dmodells (s .u .) im „mean-field"-Limes hoher Dimensionen

untersucht.

1.1< Mikroskopische Modelle

Die Untersuchung wechselwirkender Elektronen stellt ebenso wie die ungeordneter elek-

tronischer Systeme ein hochinteressantes aber ebenso komplexes Problem dar . Umso mehr

gilt dies bei gleichzeitiger Anwesenheit von Wechselwirkung und Unordnung . Ein möglicher
Zugang besteht in der Behandlung stark vereinfachender mikroskopischer Modelle. Diese

können natürlich nicht die Eigenschaften konkreter Materialien quantitativ beschreiben,

sondern sollen vielmehr zu einem besseren Verständnis grundlegender qualitativer Phäno-
mene beitragen.

Das einfachste Modell wechselwirkender Elektronen auf dem Gitter ist das Hubba; dmodell

[Gut63, Hub63, Kan63]. Es lautet in der üblichen Darstellung in zweiter Quantisierung:

flxub =

	

cävcje

	

8
i ~4 - la %~ i

	

(1 .1)

Dabei erzeugt bzw. vernichtet ca bzw . cg~ ein Elektron mit Spin a- im Wannierzustand

(siehe z .B. [Ric88]) am Gitterplatz Rj. Der Operator ir i, = zählt die Elektronen mit

Spin a- am Ort , und la ist das chemische Potential . Der erste Beitrag beschreibt Hüpfen

von Elektronen zwischen Gitterplätzen und damit die kinetische Energie der Elektronen.
Die spitzen Klammern deuten dabei an, daß nur über benachbarte Gitterplätze summiert

wird. Der kinetische Anteil wird durch Fouriertransformation im Impulsraum diagonal.

Für ein d-dimensionales einfach kubisches Gitter mit N Plätzen erhalten wir :

(L2)

mit ?tq - = LLqudq, und

-- -2t .	cos ,
j=1

eiqRj C'e
1 N

(qß sind die die Komponenten des Impulsvektors q .) (1.1) wurde zur Erklärung des oben

erwähnten Magnetismus in 3d-Übergangsmetallen eingefiihrt und auch zur Untersuchung

des Metall-Isolator-Übergangs herangezogen . d-Bänder sind schmal, d .h. das Verhältnis

von Wechselwirkungsstärke und Bandbreite ist groß, weshalb Korrelationseffekte durch die
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Wechselwirkung wichtig werden . Weiter sind die d-Orbitale räumlich nicht sehr ausge-

dehnt, ihr Überlapp ist daher gering . Deshalb ist einerseits die Coulomb-Wechselwirkung

kurzreichweitig - im Hubbardmodell wird sie als rein lokal angenommen --, andererseits

können längerreichweitige Hüpfprozesse vernachlässigt werden . Als wesentliche Vereinfa-

chung ignoriert (1 .1) die Entartung der d-Orbitale und beschränkt sich auf ein einziges
Band (s-Band).

Das Hubbardmodell wie insgesamt die Physik stark korrelierter Fermionen erfreut sich

heute wieder größter Beliebtheit . Es wurde über den urspriinglichen Anwendungsbereich
hinaus u.a. auch zur Beschreibung der Eigenschaften sogenannter schwerer Fer ntionen-Ver-

bindungen (f -Übergangsmetallegierungen) [Czy86] sowie der Hochtemperatur-Supraleiter

[And87] herangezogen.

Trotz seiner einfachen Form ist die Behandlung dieses quantenmechanischen Vielteilchen-

problems sehr schwierig und es liegen nur wenige exakte Resultate über das Hubbardmodell
vor . Hier sollen nur einige für die vorliegende Arbeit wichtige Resultate wiedergegeben wer-

den. Eine SSe	 rnlung von Originalarbeiten findet sich in [Mon92] ; eine schöne Einfiihrung

in die Physik des Hubbardmodells wird in [vDon90] gegeben.

e Die exakte Lösung für den eindimensionalen Fall wurde von Lieb und Wu durch die

Bettee-Ansatz-Methode gefunden [Lieb68] . Der Grundzustand ist bei halber Band-
füllung (mittlere Dichte n = 1) für jedes positive U ein Isolator mit algebraisch

abfallenden antiferromagnetischen Korrelationen. Für n 1 ist das System ein pa-

ramagnetischer Leiter.

® Das Theorem von Meranin und Wagner [Mer661 schließt im ein- und zweidimen-
sionalen Fall fair isotropen Spin magnetische Ordnung bei endlichen Temperaturen

aus.

® Im Fall U/t - co ist nach dem Nagaoka-Theorem der Grundzustand im halb gefüli-
ten Band mit einem zusätzlichen Elektron ein voll polarisierter Ferromagnet [Nag66].

(Dazu ausführlicher in Kapitel 4.8.)

Lieb konnte weiter den Spin im Grundzustand bei halber Bandfüllung und U > 0
auf beliebigen paaren Gittern mit gerader Anzahl von Gitterplätzen bestimmen

[Lieb89] . Er ist gerade gleich der halben Differenz der Mächtigkeit der beiden Unter-

gitter . .Speziell ist der Grundzustand auf dem einfach kubischen und dem bce-Gitter

im thermodynamischen Limes ein Singlett.

2Ein paares Gitter (engl . : bipartite lattice) besteht aus zwei Untergittern, wobei benachbarte Gitter-
platze stets zu verschiedenen Untergittern gehören.
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Schließlich kann das Hubbardmodell im Limes starker Kopplung durch eine kano-

nische Transformation [Har67] störungstheoretisch auf das sogenannte t-J-Modell

abgebildet werden, dessen Hamiltonoperator lautet:

= S$ Sy

	

(1 .4)

Dabei ist J = i 2 /U eine antiferromagnetische Kopplung zwischen benachbarten Spins . Sie

entsteht durch virtuelles Hüpfen eines Elektrons auf einen besetzen Gitterplatz, was zu

dem Energienenner U führt . Die nächsthöhere Korrektur ist von der Ordnung O(t/U2).

Die Spins S= haben die drei Komponenten

a= E c$d' 7'oa 't'isP

au,

mit den Pauli-Matrizen ra und a E {z, J, z}. Die Fermionen-Operatoren sind hierbei
im Unterraum der einfach besetzten Gitterplätze zu betrachten . Die Darstellung (1 .4)

ist genaugenommen nur fair kleine Löcherkonzentration gültig . Verschwindet diese ganz,

also im Fall der halben Bandfüllung, sind reale Hüpfprozesse unmöglich, weshalb der

kinetische Anteil entfällt, und (1 .4) sich auf das antiferromagnetische ieisenbergrnodell
reduziert . Tatsächlich zeigt sich, daß das Hubbardmodell, obwohl vor allem für den Band-

Ferromagnetismus eingeführt, auch bei schwacher Wechselwirkung eine starke Neigung

zum Antiferromagnetismus zeigt.
Das Hubbardmodell ist natürlich offen für Erweiterungen, wie Hüpfprozesse zu über-

nächsten Nachbarn, längerreichweitige Wechselwirkungen, zusätzliche Ankopplung an äu-

ßere Freiheitsgrade (z .B. Phononen) und vieles mehr.

Das zweite elementare Modell, das Gegenstand . dieser Arbeit ist, ist das Andersonmodell

der Unordnung [And58J:

Der erste Beitrag liefert wieder die kinetische Energie, wobei die Hiipfpararaeter jetzt durch

die Unordnung einer Zufallsverteilung unterliegen . Außerdem sind die atomaren Potentiale

zufällig verteilt, wie es z .B. in einer ungeordneten Legierung der Fall ist . Wir haben da-

bei noch die Freiheit, die Art der Verteilungen zu wählen. So entspricht eine zweiwertige

Verteilung der lokalen Potentiale z .B. einer binären Legierung . Wie bereits oben erwähnt

führt eine hinreichende starke Unordnung zu einer Lokalisierung von vormals ausgedehn-

ten elektronischen Zuständen und schließlich zu einem Metall-Isolator-Übergang, wenn

die Zustände an der Fermikante lokalisiert werden . Dies ist ein Ergebnis der Skalentheorie
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der Unordnung [Abr79), die für den ein- und den zweidimensionalen Fall eine vollständi-

ge Lokalisierung bei beliebig schwacher Unordnung vorhersagt . Ein anderer, älterer Zu-

gang zu ungeordneten Systemen ist die „coherent potential approximation" (CPA), die
sehr erfolgreich auf Legierungen und Kristalle mit Störstellen angewandt worden ist (siehe

[E1174, Zim79]) . Da die CPA eine lokale Näherung, ist, kann sie keine Andersonlokalisierung

beschreiben, alle Zustände bleiben ausgedehnt . Dennoch beschreibt sie, angewandt etwa

auf Modell (1 .6), Metall-Isolator-Übergange, bei denen nicht die Ladungsträger immo-

bil werden, sondern ihre Konzentration aufgrund einer unordnungsinduzierten Bandlücke
verschwindet . Auf die CPA wird im Kapitel 4 im Zusammenhang mit dem Limes hoher

Dimensionen noch zurückgekommen werden.

Eine Kombination von Modell (1 .1) und (L6), das Anderson-H'ubbardinodell, stellt das

einfachste mikroskopische elektronische Modell dar, das Korrelationen sowohl durch die
elektronische Wechselwirkung als auch durch Unordnung enthält . Der Hamiltonoperator

sei der Vollständigkeit halber noch einmal explizit angegeben:

1:1 =

	

fjc
saäjQ

+ (Eä - /L) ft 86 •

so.

In der vorliegenden Arbeit werden wir uns auf Unordnung in den lokalen Potentialen e ;,
diagonale Unordnung genannt, beschränken.

1.2. Aufbau der Arbeit

Die Arbeit hat drei inhaltliche Schwerpunkte . In Kapitel 2 wird ein herfahren zur Simula-

tion endlicher Systeme stark korrelierter Fermionen vorgestellt . Es handelt sich dabei um
das sog . GrojJkanonische Quanten-Monte-Carlo- Verfahren (GQMC) [Bla81, ScpSl, Hir33],

welches Eigenschaften bei endlichen Temperaturen berechnet . Es wird ein effizienter und

numerisch stabiler Algorithmus zur Berechnung von Einteilchen-Creenfnnktionen darge-

stellt . Das herfahren wurde gegen exakte Diagonalisierung und vollständige Summation
der Hilfsfeld-Konfigurationen getestet . Es werden die Beschränkungen von Fermionensimu-

lationen in Systemgröße und inverser Temperatur, insbesondere das Vorzeichenproblem,

diskutiert, und schließlich werden verwandte numerischen Methoden skizziert und mit dem
GQMC verglichen.

Kapitel .3 beschäftigt sich mit einer Erweiterung des Hubbardmodells durch Artkopplung

an loke.le Zwei-Niveau-Systeme. Das Modell wird im Rahmen einer Hartree-Fock-Näherung

sowie. mit einem erweiterten GQMC-Verfahren behandelt . Schwerpunkt der Untersuchun-

gen. ist dabei die Symmetriebrechung durch Bildung einer kommensurablen Lad€tngsdich- :.

tewelle . bei halber Bandfüllung mit einem einhergehenden :Metall-Isolator-Übergang.

IQ
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In Kapitel 4 betrachten wir das Anderson-i ubbardmodell im Limes hoher Dimensionen.
Dieser liefert eine dynamische „mean -field"-Theorie ; das selbstkonsistente lokale Problem

wird wiederum mittels einer Monte-Carlo-Methode behandelt . Nach einer Darstellung der

selbstkonsistenten Berechnung des lokalen Einteilchen-Propagators sowie von statischen

Suszeptibilitäten bestimmen wir einerseits die Stabilität der antiferromagnetischen Phase

gegen Unordnung und andererseits den Einfluß von Unordnung und Wechselwirkung auf
das metallische Verhalten. Um die Rolle der Unordnungsverteilung zu untersuchen, wird

dabei eine zweiwertige sowie eine kontinuierliche Unordnungsverteilung gewählt . Schließ-

lich werden Ergebnisse zum Metamagnetismus im Hubbardmodell im äußeren Magnetfeld

und zum F'erromagnetisinus beim fcc-Gitter in Limes hoher Dimensionen für den Fall

ohne Unordnung vorgestellt.
Die Arbeit schließt mit einer Zusammenfassung und einem kurzen Ausblick in Kapitel 5.

13
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~ e NUMERISCHE SIMULATION. FERMIONISCHER.

Die Behandlung stark korrelierter fermionischer Systeme stellt eine große Herausforderung

an den theoretischen Physiker dar . Die Fermionen sind einerseits beweglich, d .h . sie wei-

sen eine Bandstruktur auf, auf der anderen Seite unterliegen sie einer stark abgescb ;rmten

Wechselwirkung . Für das Hubbardmodell druckt sich diese Tatsache darin aus, daß der ki-

netische Anteil des Harailtonoperators im impulsrauen diagonal ist, der Wechselwirkungs-
anteil dagegen im Ortsraum. Die besonders interessanten Phänomene sind dabei in einem

Parameterbereich zu erwarten, in dem beide Effekte von ähnlicher Gröl enordung sind.

Daher sind Störungstheorien nur sehr begrenzt anwendbar . Die Beschreibung in einem

effektiven Einteilchen-Bild - im einfachsten Fall die Hartree-Fock-Näherung (HFN), oder

die für Bandstrukurrechnungen sehr erfolgreich eingesetze Näherung der lokalen Dichte
(LDA) [Jon89] - berücksichtigt nicht hinreichend die Korrelationseffekte durch die starke,

lokale Werltcelwirkung und die Unordnung. Andere analytische Näherungsmethoden sind

i.d.R. unkontrolliert oder nur in sehr speziellen Fällen anwendbar.

Ein anderes Werkzeug zur Untersuchung von Modellen wechselwirkender Vielteilchensy-

stere ist die numerische Behandlung endlicher Systeme . Sie kann dabei helfen, einerseits

die Qualität von analytischen Näher 0.angsrechnungen zu bestimmen, andererseits die Ei-

genschaften der Modelle auch in Eir Näherungsmethoden nicht zugänglichen Parameterbe- ..

reichen zu untersuchen. Die beiden Verbindungen von Modell und analytischen Methoden

einerseits und von Modell und der interessierenden Physik andererseits sind wesentliche

Schritte für die Theoriebildung.

Es gibt prinzipiell zwei Methoden zurUntersuchung endlicher Systeme : zum einen die ex-

akte Diagonalisierung, zum anderen die Monte-Carlo-( C-)Simulation . Die erstere eignet

sich besonders gut zur Bestimmung von Grundzustandseigenschaften und hat den Vor-

teil, numerisch exakte Resultate zu liefern . Auf der anderen Seite ist die Systemgröße

wegen des exponentiell ansteigenden Rechenaufwands und Speicherplatzbedarfs stark be-

schränkt . Größere Systeme (Größenordung :100 Gitterplätze für £ermionische Systeme)

lassen sich mit Simulationen behandeln . Die Resultate sind nur bis auf statistische Fehler

und evtl . weitere systematische Fehler exakt . Weiter bereitet die Anwendung auf tiefe Tem-

peraturen numerische Schwierigkeiten, worauf in diesem Kapitel noch näher eingegangen

13
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wird.

2.1. Großkanonische Quanten- Mont e- C aria-1W et ho de

Für die Simulation von Gittermodellen wechselwirkender Elektronen in der Festkörper-

physik werden heute im wesentlichen zwei Methoden angewandt : das Projektor-Quanten-

Monte-(PQMC-)Verfahren sowie das grofikanonisehe Quanten-Monte-(GQMC-)Verfahren.

Darüber hinaus gibt es noch Weltlinien-Verfahren, die aber hir fernionische Systeme nur

sehr begrenzt einzusetzen sind. Eine recht neue Methode ist die numerische .Diagonalisie-

rung großer Matrizen mittels MC-Simulation.

Die .GQMC-Methode berechnet Eigenschaften bei endlichen Temperaturen mit thermisch

variabler Teilchenzahl. Es wurde für das Hubbardmodell zuerst von J . E. Hirsch [Hir83,
IIir85] angewandt . Das Prinzip, sowie einige terh„ische Details und Verbesserungen sollen
im folgenden dargestellt werden. Ein Vergleich mit anderen Methoden findet im letzten

Abschnitt dieses Kapitels statt . Interessierten seien die folgenden Übersichtsartikel emp-

fohlen, die einen guten Überblick über die Methoden und die umfangreiche Literatur geben:

[dRae85, SuzS6, dR.ae92].

2.1.1 . Bemerkungen zur Monte-Carlo-Simulation

Aus Gründen der Klarheit sollen hier kurz die wesentlichen Merkmale von thermodyna-
mischen Monte-Carlo-(MC-)Simulationen skizziert werden . Eine ausführliche Behandlung

findet sich z .B . in ..[Bin86] . Das Ziel ist die Bere hnung thermischer Erwartungswerte

(O) . = : ~ ~ dx 0(x)P(x)

	

= f dxP(x) .

	

(2.I)

Dabei beschreibt x eine Konfiguration des Systems, 0 ist eine physikalische Größe von
Interesse und .P(x) exp(- ß3E(x)) ist die Boltzmannverteilung, die als Gewichtsfaktor

dient . E(x) ist der Wert der Energie im Zustand x, ß = 1/T die inverse Temperatur1 ... .und .

Z die Zustandssumme.

Das Prinzip des MC-Verfahren ist .. nun, anstatt über alle möglichen Konfigurationen x

zu integrieren, diese mit einer Wahrscheinlichkeit proportional zu P(x) zu erzeugen. Man
,,tastet" sozusagen nur den thermodynamisch relevanten Bereich des Phasenraumes ,,ab".

Dieses, importance sampling genannte, Prinzip kann wie folgt realisiert werden : Ausgehend

von einer Startkonfiguration xo wird eine neuer Zustand . xi erzeugt, und die . Energiediffe-

renz AE =E(xi)-E(xo) berechnet . xi wird nun mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit

W(xo - xi ) akzeptiert, und dient dann (und nur dann) als Ausgangskonfiguration für

1 I3ier, wie im folgendexz, wird die Boltzffiann,itonstante ks ar- 1 gesetzt
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den nächsten, analogen MC-Schritt . Erfüllt W nun die Bedingung des detaillierten Gleich-

gewichts :

P(xa)w(xo

	

= P(x l )w(xi --+ xi)) ,

so konvergiert die Verteilung der Konfigurationen gegen die gewiitischte Funktion P(x).

Der Mittelwert von 0, der aus einer Anzahl M so erzeugter Konfigurationen gebildet wird,

konvergiert nach dem zentralen Grenzwertsatz für M -4 on gegen den Erwartungswert (0)

mit einer Varianz c m.2 3 Die Methode der MC-Simulation läßt einem große Freiheit, die

Konfigurationen des Systems auf verschiedene Weise zu definieren . So können benach-

barte Punkte im Phasenraum im Orts- oder Implusraum sehr weit auseinander liegen.

Dies hat den Vorteil, daß bei geschickter Wahl der Koordinaten das System schnell zum

thermischen Gleichgewicht relaxieren kann.

Wie kann das Konzept auf quantenmechanische Systeme angewandt werden?

Der thermodynamische Erwarten igswert eines quantenmechanischen Operators ist definiert
als

{O)
= ~

Sp {Oe°al}

Z = Sp {e-0} .

Dabei ist Z die Zustandssumme, und die Spur, Sp{ . . .} = ~~( ( . . . *ED), ist definiert

als Summe Fiber einen vollständigen, normierten Satz von Zuständen {0)} . Da im Fall
von Elektronen jedes Orbital vier Besetzungsmöglichkeiten hat - leer, einfach besetzt mit

zwei Spinrichtungen und doppelt besetzt - gibt es far ein Gitter mit N Orbitalen, d.h . N

Gitterplätzen im Hubbardmodell, im großkanonischen Ensemble 4N Zustände.

Um das oben skizzierte Schema der MC-Simulation anwenden zu können, wäre es nun

erforderlich, Erwartungswerte der Form (lb I exp(--ßft) 4=') zu berechnen. Dies käme

aber einer Diagonalisierung von E gleich, und wir bräuchten kein MC-Verfahren mehr

anzuwenden der Rechenaufwand wurde exponentiell mit der Systemgröße ansteigen . Ein

Ausweg besteht darin, das Modell formal auf ein effektives Einteilchenproblem abzubilden.

Dies geschieht in zwei Schritten und wird in den folgenden Abschnitten beschrieben.

2 .1.2. 'Trot ter-Suzuki-Zerlegung

Wir schreiben den Hamiltonoperator des Anderson-Hubbardnodells wie folgt :

	

(2.5)

'Genaugenommen berechnet sich die Varianz aus der Anzahl tnabhämgiger Messungen, da aufeinander-
folgende Zustände i .a . statistisch korreliert sind.

3 Zur Thermalisierung wird vor Beginn der Messungen eine Reihe von MC-Schritten durchgeiu xrt .

(2 .2)

(2 .3)

(2 .4)

15



KAPITEL 2. NUMERISCHE SIMULATION FERMIO.NISCRER SYSTEME

k ® E et ~?e
ilo-

1 1
- 2 -0(4. - 2 -)

Kf:i = tij -i" t5g3 (ei +

	

- p).

Dabei sind alle Einteilchenterme durch Hüpfen, Magnetfeld, chemisches Potential und loka-
le Unordnung in der Matrix K zusammengefaßt . In der Hubbard-Wechselwirkung wurden

Einteilchenterme so eingefiihrt, daß nun für = 0 die Elektronendichte gleich eins ist,

d.h. halbe Bandfüllung vorliegt . k und P. können einzeln leicht diagonalisiert und daher

auch exponenziert werden . Da sie aber nicht vertauschen, faktorisiert das Exponential

nicht . Für kleine Argumente s im Exponenten gilt nähe rungsweise:

e .0).+k) ~ eve$is + ~x 2 [.h.', + 0(2) .

	

(2 .9)

Das ist die 7rotter-Zerlegung in erster Ordnung [Tro59]. Zerlegungen höherer Ordnung

wurden ebenfalls vorgeschlagen und verwendet [Suz76, dRae85, Suz86] . In Abschnitt 2 .3 .2
werden Ergebnisse für Zerlegungen erster und zweiter Ordnung gezeigt.
Offensichtlich sind derartige Zerlegungen nur für kleine Werte von x sinnvoll . Um sie

trotzdem auch für große ß verwenden zu können, wird das Intervall (0, 13) in L Abschnitte
der Größe

	

= (3/L diskretisiert, und wir erhalten:

e-ßH
~

(e-Orl-I)L - (e-®r(fr-ek))I,

-Art). -Ark
+

2

	

~
al-2~

	

~_$~, ~~] -'P - o(A,3))L

(e-Arv.e-®rlf)L, + ~,ßAT[k,
T-71 + /3 ®(Ar 2) .

Bei der Spurbildung verschwindet allerdings der Fehler in der Ordnung ®r•, denn die Spur

über ein .Produkt . ändert sich bei zyklischer Permutation der Faktoren nicht, weshalb ein

Kommutator stets spurlos ist . Weiter ist die Spur über das Produkt des antihermiteschen
Kommutators [k,1] und einer (hermiteschen) Observablen rein imaggninär . Da der Er-

wartungswert der Observablen insgesamt reell sein muß, verschwindet daher auch ihre

Korrektur in erster Ordnung in ®r . 4

Wegen . der formalen Ähnlichkeit mit dem Zeitentwicklungsoperator exp(-iltt) spricht

man auch vom „imaginären Zeitintervall" (0, ß) . Die Diskretisierung des Intervalls korre-

spondiert mit einem Abschneiden großer Matsubarafrequenzen : w,., = (2n + 1)rr/ß (n =

-L/2, . . . , L/2 - 1) ; d.h. es werden nur Frequenzen J w,, G rf/Ar berücksichtigt.

4 Dies gilt bei der MG-Simulation nur bis auf statistische Fehler, da die Spurbildung nicht exakt duuch-
gefit wird; siehe aber Abschnitt 2 .3 .2 .

(2.10)
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2.1.3. HubbardmStratonovicla-Transformation

Wir haben nun das Exponential des Hamiltonoperators in faktorisierter Form vorliegen.

Der Wechselwirkungsanteil exp(-Arfr) faktorisiert weiter in den Gitterindizes und kann

als quadratische Form geschrieben werden:

-®T!

	

-®rU(9tit-ä)(n ia -
i=1

N

_ II eArU(fliq-11sa)212e-®rU/4 .

	

(2.11)
i=1

Die quadratische Form kann wie üblich durch eine Gaußtransformation lirearisiert werden:

e''ruo'',T-9 44) 2 / 2 =	 1	 	
~2

-V27r®rFI J

	

exp -

	

(2141
Tai)8] .

	

(2.12)

Physikalisch ausgedrückt wird die Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch eine Wechsel-

wirkung der Elektronen mit einem klassischen äußerem Hilfsfeld s ersetzt . Im Falle von

Fermionen auf dem Gitter genügt dafür ein zweiwertiges Hilfsfeld [Hir63] : Die quadratische

Form enthält den Operator der lokalen Magnetisierung, ftit - Ta i4, , die entweder gleich 0

oder ±1 sein kann . Das Quadrat mißt daher den Betrag der Magnetisierung und hat die
Pro j ektoreigens chaft :

Ctnit - Taa)2 ] k = (T a i t - 7ai,l,)2 - 7tg - 2di , k

	

1, 2, . . . (2 .13)

mit den Dichte- und Doppelbesetzungsoperatoren r ä i = f it +1'1 und cli = nahni4 . Wie man
im Vergleich der Ta lorentwicklungen erkennt, k gnn damit das Exponential für positive
Werte von CI geschrieben werden:

eArUoi g-a9d) 2 / 2 = cosla(A(nit - na)) = 2
D0;;-INa) (2 .14)

mit cosh(A) = exp(tarU/2) . Fiir negative U wird bei der Transformation die lokale Ma-
gnetisierung durch die auf halbe Bandfüllung normierte Dichte, Tait ± Tai~ - 1 , ersetzt . Die
Quadrate der beiden Größen sind komplementär, so daß

(hit + h - i)2 = 1- (fait - ha)2 -= 1 + 24 - Tal

	

(2 .15)

offensichtlich ebenfalls ein Projektor ist . Die Exponentialform schreiben wir dann:

e-®ru[1-(sl it+saa~i)2}/2 = 1 earU/2 E g 8A(f=t -fia- i)

	

(2 .16)
2

	

8=±1

mit cosh(A) = exp(-i rU/2).

Die Transformation (2 .14) bzw. (2.16) wird diskrete Hzabbard-Stratoraovich-(ffS-)Trans-

formation genannt . Sie wird für jeden Gitterplatz, i = 1,- ,N, sowie auch für jeden
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Trotter-Schritt, 1 = 1, . . . ,L, durchgeführt. Daraus resultiert ein Feld von zweiwertigen

Variablen s i1 , das im folgenden als HS-Feld bezeichnet wird . Die Elektronen bewegen sich

quasi unabhängig in einem dynamischen, ortsabhängigen Potential, das durch die HS-Spins

gebildet wird.

Das Exponential des Hamiltonoperators faktorisiert nun in den Elektronenspins CT = ±1,
und wir erhalten schließlich bis auf konstante Vorfaktoren :

®rV°(1) -Lr~fB
Ins Li Tim ~

	

e
{sal o 1=1

= ~cL.~J?cae , I{~
= ta,t+ (5gi(¢B + p)

	

(2 .18)
. g d

P'g( 1 ) =

	

vi; (1)~a~ , vi8(1) =

	

oAs: :

	

(2.13)
g .

Es liegen nun nur noch bilineare Operatoren vor, so daß die Spur über die ferraionischen
Freiheitsgrade analytisch ausgeführt werden kann [E1a81, Hir85, dRae92] . % Anhang A

wird eine elementare Herleitung mittels Orassmannnvariablen dargestellt . Die Spurbildung
liefert die Zustandssumme:

-

	

F.

Z = Sp e-pes

	

det [I +
e-Arve(1)e-Aricui

	

(2.20)

	

{sill

	

1=1

	Die Dimension des Konfigurationsrat 	 ms der HS-Spins ist mit 2NL i .a. zwar größer als im
ursprünglichen ferniionischen Problem (4 N), doch ist das quantenmechanische Problem

nun auf ein klassisches Spinproblem abgebildet worden, und wir können fier die Summation

über die Zustande des HS-Feldes iibliche MC-Methoden anwenden . 5 Das Produkt der
Determinanten in (2 .20) dient dabei als Boltzmanngewicht für eine gegebene Konfiguration

{s ;1 } . Es sei noch bemerkt, daß Simulationen mit diskreten HS-Feldern sich als wesentlich

effizienter herausgestellt haben eis die mit kontinuierlichen Variablen [Hir83, Bue86].

2.1.4. Berechnung von Observa.blen

Hier soll nun dargestellt werden, wie die Bestimmung von Observablen und der TJber-

gangswahrscheiniichkeiten erfolgt . Es werden zunächst einige Konventionen eingefiihrt:

e-"' (2.17)

.1?( 1) = e-®1-12®(1) e-®rKe
R~(1)

	

e-AlKe (2 .21)

Dabei unterscheidet das „Hut"-Symbol wieder die Operatoren im 4 N-dimensionalen Hil-

bertraum von den N x N-Matrizen . Im folgenden werden wir das zyklisch permutierte

Produkt
A' (1) = E'(1)R°(1 --- 1) . . . R'(1)B'(L)Ba(L -1) . . . R6'(l + 1)

	

(2 .22)

5Fiir sehz kleine Gitter - z .B. N = 4, L < 6 - kann such eine vollständige Summation über alle
Konfigurationen erfolgen. Dies ist vor allem für Testzwecke interessant (siehe Abschnitt 2 .3) .
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benötigen. Damit kann die Zustanddsumme (2 .20) geschrieben werden als:

Z

	

zi
{s it} e

L

Zf = Sp { E°(1)} = det [I + K(L)] . (2.24)

Zf = ZZj ist die Zustandssumme Fiber die fernionischen Freiheitsgrade für feste Kon-

figuration des HS-Feldes {s€t} . Mit (6)f wird der Erwartungswert bzgl . Zf bezeichnet.

Da die Operatoren E'(l) diagonal in den Elektronenspins sind, faktorisieren Erwartungs-
werte der Form (At.,, , ) f = (At)f(R.&)f .s Weiter sind die Elektronen für festes HS-Feld

unabhängig, weshalb das Wicksche und das Linked-Cluster-Theorem [E1k79] angewendet

werden können.

Damit kann die Einteilchen-Greenfunktion berechnet werden, was analog zu der Berech-
nung der Zustandssumme erfolgt:

G 3(l,l') as- (c (1®r)c ,(1 `&r)) f

= -(ta(L)ba(L - 1) . . . t°(1 + 1)4,ta (1) . . . ba(lr +

	

. . . .iia ( l))f

--[R~(1)E~(l - 1) . R 6`(l' + 1)(I + A0(l))-i]s;

	

(2 .25)

Ein Spezialfall ist die gleichzeitige Einteilchen-Greenfimktion : 7

G83(l,1) = -(I + A'( 1 )) Ji

Aus den Einteilchen-Greenfunktionen lassen sich mit dem Wickschen Theorem auch Zwei-

teilchen- (und höhere) Korrelationen berechnen, wie z .B. Doppelbesetzungsdichten, Struk-

turfaktoren sowie Suszeptibilitäten.

Prinzip ist nun das „Handwerkzeug" für die MC-Simulation und die Bestimmung der

Observablen vollständig . Allerdings müßten für jede Konfiguration des HS-Feldes das Pro-
dukt A(L) und die Determinanten berechnet werden, was einen immensen Rechenaufwand

bedeuten würde . Besser ist es, die Übergangswahrscheinlichkeiten aus den Einteilchen-

Greenfunktionen zu bestimmen, und diese nach jedem Spin-UmldappprozeB (kurz : Spin-

flip) mit einer zuerst in [B1a81] vorgeschlagenen Methode zu berechnen . Damit die folgen-

den Abschnitte zu verstehen sind, soll diese hier kurz erklärt werden:

Zunächst berechnet man das Produkt A°(L) . Dann geht man sukzessiv durch die Trotter-

Schritte 1 = 1, . . .,1, und versucht, in jedem Schritt eine Anzahl a N von HS-Spins

umzuklappen. Die Matrix Ai''(1) ändert sich mit dem Umklappen eines HS-Spins (s il -+

ssi = -sit) zu

(2 .23)

(2.26)

A°(1)' ~ R'(1)'13ff(1)-1a4'(l) ~ [I +LSY(2,l)]t4'(l) . (2.27) .

6Die Faktorisierung gilt natürlich nicht mehr nach Summation fiber die HS-Spins.
7Erst nach der Summation fiber das ES-Feld werden die Greenfanktionen zeitlich trauslationsinvariant.
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Dabei hat die Matrix A°(i, l) nur ein einziges nicht verschwindendes Element ; ihre Kom-

ponenten lauten explizit:

®°(i ,1) ;k = [B6(1)'B6(1)-a -11 ;k = ä;gä,a [exp(2erassa) - 11 .

	

(2 .28)

Dabei ist i kein laufender Index, sondern bezeichnet den ausgewählten HS-Spin . Das

Verhältnis der Determinanten wird

det [I + A6 (1 ) + 11 6 (z, l)A°(1)1

det [I + A'(i ,1) A' (1) (I +

	

(1)) -1 ]

= det [I + ®~(i, l)(I + G'°(1,1)}1

	

(2 .29)

mit G°(l,1) aus (2.26) . Die Determinante kann leicht berechnet werden, und man erhält:

1 + ®°(i, l) ii [1 + C°(l, l) g a ]

	

(2.30)

Die Übergangswahrscheinlichkeit berechnet sich aus dem Produkt Rt(i,1)R-I-(i,1) . Die neue
Einteilchen-Greenfunktion ist ebenfalls einfach zu bestimmen gemäß:

G°(i, l) ' - -[I + A°(1) , 1 _i

= C°(1,1)[I-o--A°(i,1)(I+ G'°(1,1))1-1

	

(2 .31)

Die Inversion ist wegen der einfachen Struktur von ®°(i, l) elementar, und wir erhalten
für die Komponenten :

R°(g,1)

	

det [I + A° (1 )]

C°( 1 , 1 )3~ = G°( 1 , 1 ) ;~ + ~~	 ~Q)'A' (z,1)a$ ( Sik +

	

) (2.32)

d.h. wir brauchen aaur noch a N2 Operationen zur Berechnung der neuen Greenfunktionen

anstatt der x LN3 ftir eine Berechnung gemH (2 .22) tend (2 .26).

Der Übergang zum nächsten Trotter-Schritt geschieht nach einer Anzahl von typiseeher-

weise N versuchten HS-Spi4ips gemäß:

C°(l + 1,1 + 1) = R°(1 + I) C°(1,1) R°(1 + 1)- 1

	

(2.33)

Diese Propagation führt allerdings zu einer Anhäufung von Rundungsfehler, so daß G6 (1, O

hin und wieder gemäß (2 .26) neu berechnet werden muß.

2 .2. Numerische Behandlung

Die Simulation läuft nun im. Prinzip wie folgt ab : Zunächst wird für eine Startkonfiguration

des HS-Feldes die .Einteilchen-Greenfunktion G°(0,0) - G°(L,L) nach (2 .22) und (2 .26)

2O :
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berechnet. Für aufeinanderfolgende Trotter-Schritte, 1 = 1, • • • ,L, werden jeweils o N HS-

Spinf♦ ips durchgeführt und gemäß der aus (2 .30) bestimmten Übergangswahrscheinlichkeit

akzeptiert bzw. verworfen . Im Falle der Akzepterz ändern sich die Greenfunktionen nach

(2.32). Zum nächsten Trotter-Schritt geht man dann mit der Transformation (2 .33), wobei

nach einer Anzahl von m Schritten G°(1,1) neu aus dem HS-Feld nach (2.22) und (2.26)

berechnet werden muß. Nach L Schritten ist ein MC-Sweep beendet . Nach einigen tausend

MC-Sweeps zur Thermalisierung findet dann eine erstmalige Berechnung von Observablen

statt . Anschließend werden die Observablen nach jedem MC-Sweep bestimmt, aufsummiert

und sehließlich .gemittelt.

2.2.1 . Stabilisierung und Beschleunigung

Eine wesentliche Schwierigkeit bei der Simulation von fernionischen Systemen besteht
darin, hinreichend tiefe Temperaturen zu erreichen . „Hinreichend" bedeutet dabei, daß

die interessierenden Effekte wie Magnetismus oder Supraleitung, deren Energieskala oft

viel kleiner, als die Bandbreite bzw . die Fermienergie ist, noch, beobachtet werden können.

Die Eigenwerte der Fernaionenmatrix, _T+A°(1) (2.22), die zu Zuständen niedriger Energie

gehören, wachsen exponentiell mit der inversen Temperatur ß an; andererseits gibt es Ei-

genwerte von der Größenordnung I von den Zuständen hoher Energie . Wegen der großen
Bandbreite der Eigenwerte ist die Ferinionenmatrix bei tiefen Temperaturen sehr schlecht

konditioniert, und die Berechnung der Determinanten und der Einteilchen-Greenfunktion

wird unmöglich . Der bisher vorgestellte Algorithmus ist aus diesem Grunde nur

bis etwa ß en- 4 anwendbar (im zweidimensionalen Fall) . Um das Verfahren auch auf tiefere

Temperatureng anzuwenden, wurden zwei verschiedene Wege beschritten . Eine Möglichkeit

besteht darin, das Matrixprodukt A°(1) (2 .22) nicht explizit zu berechnen, sondern aus

Teilprodukten eine vergrößerte Fermionenmatrix zu bilden, die dangt besser konditioniert

ist [Whi33, Hir88] . Eine Verdopplung der Dimension erlaubt z.B. eine inverse Temperatur

von ß = 10. Wegen der erforderlichen Inversionen nimmt die Rechenzeit in diesem Ver-
fahren bei tiefen Temperaturen allerdings stark zu.

Will man dagegen A°(1) berechen, so miissen die großen Eigenwerte von den kleinen ge-

trennt werden, damit der Beitrag der letzteren nicht völlig verloren geht . Diese Trennung

kann mit Orthogonalisierungsmethoden erreicht werden [Koo82, Sor331 . Far das GQMC-

Verfahren sind diese erstmals in [Whi39, Loh89] verwendet worden.

Eine Anzahl m von Matrizen B°(1) (2.21) kann ohne große Rundungsfehler miteinander

multipliziert werden. Auf der anderen Seite stellt sich heraus, daß m auch etwa gleich der

Anzahl von Matrixmultiplikationen (2 .33) für die Propagation durch die Trotter-Schritte

ist . D.h. nach m Schritten mull die Fermionenniatrix neu aus dem vollständigen Produkt
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(2 .22) berechnet werden . Zur Berechnung dieses Produktes werden Teilprodukte aus m

Matrizen gebildet und in der Form UDV faktorisiert, wobei U und V hinreichend gut

konditioniert sein sollen ; D ist eine Diagonalmatrix . Die ideale Transformation dafür wäre

eine Singulär°°wertzerlegung (singular value decomposition), bei der U und V orthogonal

sind. Diese benötig allerdings sehr viel Rechenzeit . Vorzuziehen ist daher eine modifizier-

te QR-Zerlegung, bei der die Dreiecksmatrix R anschließend durch D so normiert wird,

daß ihre Diagonalelemente gleich 1 sind . U ist also die orthogonale Matrix Q, V ist die

normierte Dreiecksmatrix . Für die QR-Zerlegung kann die Matrix z .B . zunächst durch
Househoidertransformationen auf Hessenbergform gebracht werden (siehe z .B . [Wi1651).

Dieses Verfahren läuft auf Vektorrechnern sehr effektiv . Die Matrix V stellt sich dabei als

„hinreichend gut konditioniert" heraus, in dem Sinne, daß viele von ihnen ohne zu große

Rundungsfehler miteinander multipliziert werden können.
Das Produkt UDV wird nun wie folgt mit einer weiteren Matrix M z.B. von links multi-

pliziert [Whi39] : . .

M UDV = (MUD) V = (ijDV) V = 07;12' . (2.34)

D.h. zunächst werden M, U und D multipliziert . Das Produkt kann wiederum stabil zerlegt

werden, da D Spalten umskaliert, aber nicht mischt . Das Produkt der beiden Dreiecksma-
trizen V und V ist schließlich ebenfalls wieder eine Dreiecksmatrix.

Hier soll nun eine effektive Methode zur stabilen Berechnung von

G(l,1) = -[I + A(l)]-' , A(l) = D(1)B(l - 1) . . . B(1)R(L) . . . B(I ± 1)

	

(2.35)

dargestellt werden [Loh89, U1m92] . (Der Index a- wurde hier unterdrückt .) Wir benötigen
dabei die Teilprodukte:

P(k) = B(km)B(km - 1) . . D(k, . - m ;-1) , k = 1, . . . , Q

	

(2 .36)

mit Q L/m. Zunächst werden fiir eine gegebene Konfiguration des HS-Feldes iterativ

die folgenden Produkte berechnet:

= P(Q)

Z(1)P(Q - 1 )

= Z (Q -1)1'(l) = A(L) (2 .37)

Dabei werden die Matrizen Z(k) jeweils UDV-faktorisiert . Die Multiplikation verläuft

analog zu (2 .34). Aus A(L) wird wie unten beschrieben die Greenfunktion G(O) G(L)

bestimmt. .. Nun werden wie üblich für die nächsten m Trotter-Schritte jeweils etwa N HS-

Spinflips durchgeführt . Der Übergang zum nächsten Schritt erfolgt dabei mit (2.33). Aus

Z(1)

Z(2)
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	 2.2.NUMERISCHE BEHANDLUNG

den ersten m, nun geänderten, Matrizen E'(d) berechnen wir das Teilprodukt:

Y(1) = P'(1) = B'(m)B'(m - 1) . . . Eß(1) , (2 .38)

faktorisieren es und bestimmen :

A(m) = Y(1)Z(Q - 1) (2 .39)

und daraus G( .) . Nach jeweils m weiteren Schritten wird dies iterativ fortgesetzt:

Y(k)

	

-=

	

P '(k)Y(k - 1) (2.40)

A(km)

	

= Y(k)Z(Q - k) (2.41)

für k = 1,- , Q. Aus A(km) wird dann wiederum G(km) bestimmt. Die Multiplikation

der beiden UDV-zerlegten Matrizen wird wie folgt durchgeführt:

UM/ UI-1)T% = eI(D YayeJi.) s)' U(vDpY) ~>' Fr'p?'~' .

	

(2 .42)

Das Produkt DYU)3 wird faktorisiert, anschließend werden die beiden U- und V-Matrizen

miteinander multipliziert . Schließlich soli noch gezeigt werden wie aus der faktorisierten

Matrix A die Greenfunktion berechnet wird [Whi39]:

-G(1,1) _ [1 + rrl31TJ- 1 = [(U( U-iv-1 + D)Vj-l

= [(U(U'bv')v]-1 = [E-rbv1-1

=

	

12-1 .5-1 0-1

Die Inversion der diagonalen und der orthogonalen Matrix ist trivial ; nur die Dreiecksma-

trix f/. muß noch numerisch invertiert werden.

Durch das Speichern der Teilprodukte Y(k) und Z(k) kann also die Fermionenmatrix ite-

rativ berechnet werden, ohne daß jedesmal das vollständige Produkt (2 .35) husgefuhrt

werden muß. Dies spart gegenüber dem Standardalgorithmus einen Großteil der Matrix-

multiplikationen und Orthogo slisierungen ein . Die periodische Neuberechnung der Fer-

mionenmatrix nach (2 .35) ist pro MC-Sweep Q-mal erforderlich. Im Standardverfah?en

erfordert die vollständige Berechnung dabei c Q Matri .ultiplikationen, bzw . vom nu-

merischen Aufwand (a ! 3 Operationen) ähnliche Prozesse, wie die Orthogonalisierungen.

Dabei sind die Multiplikationen der Matrizen B(1) nicht mitberiicksichtigt, da diese effek-

tiv diinn besetzt sind. Die Reehenzeit für diesen Teil des Algorithmus' wächst daher ins.

Standardverfahren quadratisch mit Q und damit auehl mit der inversen Temperatur ß . Bei

der oben vorgestellten Methode (2 .36) bis (2 .41) sind pro Neuberechnung nur einige we-

nige. Matrixmultiplikationen erforderlich, wodurch die Rechenzeit linear mit Q anwächst.

(2.43)
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Berücksichtigt man, daß eine Orthogonalisierung etwa 1 .5 mal soviel Zeit benötigt wie

eine Matrixmultiplikation, so ergibt sich bei tiefen Temperaturen eine Reduktion der N 3
-Prozesse von etwa 1.7Q2 auf 6.2Q. Da für die numerische Stabilität rratr Pet 1 sein sollte,

folgt mit Q = L/m und L = ß/®r, daß wir Q etwa mit ß identifizieren können . Daher

ist die iterative Methode dem Standardverfahren für inverse Temperaturen von ß > 4

überlegen . Der Preis ist ein relativ moderater zusätzlicher Speicherplatzbedarf von etwa

3QN2 8-Byte Zahlen. Bei ; ß = 32 gewinnt man z .B. einen Faktor 9 in der Rechenzeit, bei
ß = 128 einen Faktor 35. Der Speicherplatzbedarf ist hier für ein recht großes System von
100 Gitterplätzen beispielsweise etwa 8 bzw. 30 MByte.

Die Orthogonalisierungsmethode erlaubt prinzipiell beliebig tiefe Temperaturen . Getestet

wurde das Programm bis ß = 160 bei Werten der Coulombabstoßung von U < 8.

2.3. Eigenschaft en und Tests

2.3.1 . Vergleich mit exakten Resultaten

Der Vergleich mit Resultaten aus der exakten Diagonalisierung ist nicht ganz einfach, da

diese meistens zur Berechnung von Grundzustandseigenschaften benutzt wird, die MC-
Methode dagegen Resultate für endliche Temperaturen liefert . Darüberhinaus wird im
Gegensatz zur GQMC-Methode in der Regel bei fester Teilchenzahl gerechnet . Bei kleinen
Gittern (N = 6) findet man Abweichungen z .B . in der Doppeltbesetzungsdichte von bis
zu 10 % zwischen dem kanonischen und denn großkanonischere Ensemble [Shi72] . Ein

graphischer Vergleich der MC-Daten mit den Resultaten des 6-er Ringes aus [Shi72] wurde
in [U1m91] gegeben.

Für ein System aus 2 Gitterplätzen gibt es nur 16 Zustände . Die Matrix ft ist darüber
hinaus nur sehr dünn besetzt, so daß hier die Diagonalisierung analytisch durchgeführt

werden kann. Vergleichende Resultate finden sich in Tabelle 2 .1 sowie Abbildung 2 .1.

Der MC-Algorithmus kann in leicht veränderter Form auch zur exakten Berechnung von

Observablen bei kleinen Systemgrößen herangezogen werden . Dazu werden systematisch
sämtliche möglichen Konfigurationen des Isingspin-Feldes erzeugt, das statistische Gewicht

sowie die momentanen Observablenwerte berechnet und aufsummiert . Die Ergebnisse sind

dann im Rahmen der Taotter-Zerlegung numerisch exakt . Dieses Verfahren ist allerdings
auf sehr . kleine Systeme beschränkt, da die Rechenzeit exponentiell mit der Anzahl der

Isingspins (N . L) anwächst . Die Zahl der'Irotter-Schritte L ist beim 2 x 2-Gitter praktisch
auf . 6, beim 2 x 3-Gitter auf 4 begrenzt.

Der Vergleich mit den Monte-Carlo Resultaten ist ein guter Test fiir die Konvergeuzei-

genschaf'ten des MC-Algorithmus' . Tabelle 2.1 stellt für verschiedene Parametersätze und

Systemgrößen MC-Resultate den exakten Werten gegenüber. Als Observablen dienen inne-
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re Energie pro Gitterplatz E, die Doppelbesetzungsdichte d sowie der antiferromagnetische

Strukturfaktor S(7r, 7r) mit

iq( R' -~ ) ((n3i -T~91)(nat - nu)) • (2.44)

Es wurden stets periodische Randbedingungen gewählt . Die Werte stimmen im Rahmen

der statistischen Fehler (etwa 0 .2-0 .5% für alle Größen) mit den exakten Resultaten über-

ein. Die Zeilen mit L _ oo geben die Resultate der exakten Diagonaiisierung wieder.

-~-E d S(~r)
System tI p L exakt MC exalt MC exakt MC

4 0 4 1.151 1.150 0.1719 0.1719 1.038 1.039
1 4 1 .357 1.356 0.1190 0.1188 0.971 0.972

2x2 6 0 4 0.916 0.913 0.1387 0 .1379 1.202 1.196
1 4 1 .099 1 .099 0.1085 0 .1082 1.146 1.143

~. .. . 4 ~~~ 1 .089 1 .094 0.1197 0.1120 0.922 0.930
4 0 4 0.792 0.792 0.1545 0.1541 1.090 1.090

6 0.775 0.772 0 .1474 0.1470 1.105 1 .103
8 0.768 0.770 0.1448 0.1458 1.110 1.111
co 0.758 - 0.1414 - 1 .116

1x2 4 4 0.920 0.924 0.1103 0.1107 1.029 1.032
6 0 .910 0.914 0.1020 .

	

0 .1018 1.039 1 .043
8 0.906 0.908 0.0990 0.0995 1 .043 1 .044
co 0.900 - 0 .0951 1.047

Tabelle 2 .1: Vergleich der Ergebnisse der MC-Simulation mit denen der vollständigen Auf-
summation; iiberall ß = 1 . Bei den MC-Simulationen: 2000 Therma,.isierungs-Sweeps und
4000 Messungen.

2.3.2 . ~otte~°-Diskretisierimg

Hier soll etwas detaillierter auf die in Abschnitt 2.1 bereits dargestellte Trotterzerlegung

eingegangen werden. Allgemein schreiben wir eine Zerlegung n-ter Ordnung:

ez(~+x) ± (n) (x, k) [1 + PP)z2 + PP) x3 ~-

	

(2 .45) .

Zerlegungen erster und zweiter Ordnung sind z .B.:

. 'I'(1) (s ~y k )
~(2)(2)(x, -CT 1?)

ea~ezk

e;kexv
e2

k

(2 .46)

(2 .47)
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Dabei sind

~,21}
=

~ [K, V]

	

(2 .48)

F( 1) _ ~ {(k + 2v" )[k, v~ + [k, v1(2k + ~)}

	

(2.49)

P22) ~ p

	

(2 .50)

.P~2)

	

2~{(K
+2v)[.~,v]-[K,V](,~ - 2V)}

	

(2 .51)

Für das Exponential des Hamiltonoperators I~ =+k ergeben sich damit folgende

Korrekturen (bis in Ordnung ®r 2 ):

(T(n)(-Ai) 'CT , K))°,. . . ^ . [I + Ep)Ar-2 - t`38b? Ar31L -1

ßPp)4r +

	

+ ;(PP))2)AI-2 . (2.52)

Wie in Absrhuitt 2 .1 erläutert, verschwindet wegen der Antihermitizät von » die lineare
Korrektur bei der Spurbildung . In der nächsten Ordnung tritt F'2 1) allerdings wieder, und

zwar quadratisch, auf. Schätzt man für ü » t die Größenordnungen ab, so ergibt sich

folgendes Verhältnis in den Vorfaktoren der fillarenden Ordnung der beiden verschiedenen
Zerlegungen:

Die dimensionslose Konstante gibt dabei wieder, wie stark P'21) tatsächlich bei der Er-

wartungswertbildung miteinfließt . Auf jeden Fall ist eine erhebliche Verbesserung durch
die ' otterzeriegung in zweiter Ordnung zu erwarten . Erfreulicherweise knnn sie auch sehr

leicht implementiert werden: In den Produkten der B « (1)-Matrizen (2 .22) stehen jetzt

jeweils zwei Fotoren exp(-ArK/2) paarweise nebeneinander . Das bedeutet, daß die Pro-

duktmatrix A(1) in zweiter Ordnung geschrieben werden kann als:

A(2) (1) ~ e- '*KAM (1) c+ -4;-' ..

	

(2 .54)

(ohne Elektronenspin-Index) . Da die Determinante sich aber bei zyklischer Permutation
nicht ändert, kann zur Bestimmung der Übergangswahrscheinlichkeiten nach wie vor mit

A (1) (l) gerechnet werden. Lediglich zur Berechnung der Observablen nach einem vollständi-

gen MC-Sweep müssen die Einteilchen-Greenfunktionen umgerechnet werden:

e(2)(1,1) = e-aTKG(1) (1,1)e+ aPK .

	

(2 .55)

Dies erfordert aber nur zwei Multiplikationen mit dünn besetzen Matrizen, ist daher vom

Rechenaufwand her zu vernachlässigen . Die Abbildung 2 .1 zeigt Daten für die Energie des

II
fr31)

ß(21)	 )2/2 it .3 (1 + ß COnst .)4,(2)

	

(2 .53)
s
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6-er Rings aus der MC-Simulation, bzw. den antiferromagnetisehen Strukturfaktor für das

System mit 2 Gitterplätzen aus der vollständigen Aufsuation . In beiden Fällen sieht

man Korrekturen proportional zu AT2 , die im Fall der ä'rotterzerlegung erster Ordnung

um einen Faktor von etwa 6 größer sind als bei der zweiten Ordnung.

	I	 1	 I	 1	 I	 _I	 _

n-1

z-b

1 .10

.r .~"

C0 1.08

n = 2~ .

	

-- ••	
------ ------ - - "-~---•-
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Abbildung 2 .1: Abhängigkeit der Erwartungswerte von der Diskretisierung Ar Rix Trotter-
zerlegungen der Ordnung n = I und 2. a) Innere Energie des 6-er Rings bei U = 4, la, = 0

used ß = 1, b) S(9r) fair zwei Gitterplätze bei U = 4,p = 1 und ß = 1.

2.3.3. Das Vorzeichenproblem

Das schwerwiegenste Problem bei der Simulation fermionischer Systeme ist das sogenann-

te Vorzeichenproblem. Bisher wurde angenommen, daß die Ü bergangswahrscheinlichkeit

zweier Konfigurationen des HS-Feldes sich aus dem Produkt

1.04

(2 .56)

mit R'(i,l) aus (2 .30), aus den. Fermionendeterminanten berechnet lfd . . - {aio} steht

dabei für eine Konfiguration des HS-Feldes . w(s) ist aber im allgemeinen nicht positiv

deflnit und eignet sich daher nicht als Wahrscheinlichkeitsverteilung . Allgemein kann der

Erwartungwert einer Observablen ® folgendermaßen umgeschrieben werden:

0) = E$'(a)(®)f(s)
Eg w(s)

Eg ! w(s) sign(w(s)) (O) f (s )
w(s) 1 sign(w(s))
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(6- 0) Ito'

(Ow l
(2 .57)

Dabei ist (O)f(s) der Erwartungswert von 6 für gebenes s und & der Operator für das

Vorzeichen sigri(w(s)) . Auf diese Weise ist der Erwartungswert wohl definiert s .is Quotient

zweier Erwartungswerte bzgl . der positiv definiten Verteilung w I . (2.57) kann man in

der Form

(0) = (0+) _	
(0)

	

(2 .53)
(Z+)-(Z-)

schreiben wobei (& ) = (Z + ) (Z-) der Mittelwert des Vorzeichens von w(s) ist . (®t )

ist der Mittelwert bzgl . des Unterraums mit positivem bzw . negativem Vorzeichen der

Fermionendeterminante. Im allgemeinen addiert man nun in einem Zufal_lsprozeß positive

und negative Beiträge auf, was zu großen statistischen Fluktuationen führt . Das mittlere

Vorzeichen (s) ist dabei ein Maß für die Stärke der Fluktuationen . Schließlich muß noch

der Quotient zweier kleiner Werte gebildet werden, um den Erwartungswert zu bestim-
men, was zu weiteren Rundungsfehlern führt.

In einigen Fällen weiß man, daß das Vorzeichen positiv (semi-)definit ist . So sind iiii Hub-

bardmodell mit negativem U die Fermionenmatrizen fdr beide Elektronenspins identisch,
das Produkt der Determinanten daher nie kleiner als null . Im repulsiven Fall kann im Fall
der halben Bandiiillung (n = i) durch eine Teilchen-Loch-T1aansformation gezeigt werden,

daß sich die beiden Determinanten nur um einen Exponentialfaktor unterscheiden, d .h . das
Produkt ist wiederum größer oder gleich null [Hir85] . Ein chemisches Potential, ärmere Fel-
der oder Unordnungspotentiale zerstören die Teilchen-Loch-Symmetrie und können zu sehr

kleinen Werten von (v) und damit zu riesigen Fluktuationen wen, die eine verläßliche
Berechnung von Erwartungswerten unmöglichen machen . Genauere Untersuchungen des
mittleren Vorzeichens (z .B . [Loh90, Sor33, V hi39]) ergaben, daß es in der Regel exponen-

tiell mit der inversen Temperatur J3, mit der Systemgröße N und mit der Kopplungstärke

U gegen null geht . Also gerade im physikalisch interessanten Parameterbereich tiefer Tem-
peraturen und mittlerer bis starker Wedi elwirkung abseits halber Bandölung wird das

Vorzeichenproblem sehr ernst . Abbildung 2 .2 zeigt den exponentiellen Abfall des mittleren

Vorzeichens r verschiedene Systemgrößen und Temperaturen.
Von Batrouni und anderen wurden einige Ansätze zur Beseitigung oder Verbesserung

des Problems dargestellt [Bat90, Bat93], die auf unterschiedlichen HS-Entkopplungen be-

ruhen, allerdings bislang keine wesentlichen Verbesserungen lieferten. Eine Kombination

von PQMC- und Variationsverfahren [Fai92] ist zwar frei vom Vorzeichenproblem, die Res

sulate konvergieren aber relativ langsam seit der Anzahl der beim Variationsverfahren

berücksichtigten Slaterdeterminanten .
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Abbildung 2 .2: Mittleres Vorzeichen für verschiedene quadratische Gitter (Kantenlhinge
NN) und Temperaturen bei II = 4,11 = 1

Während im Weltlinienalgorit xnus für Fermionen (siehe Abschnitt 2 .5) ein Vertauschen

von Fermionen zu negativen Vorzeichen führt, hat im allgemeinen das Vorzeichenpro-

blem tiefere Ursachen in der quantenmechanischen Natur des Problems . So r.i selbst
im einfachsten Fall eines einzelnen Paulispins je nach Art der Darstellung und Trotter-

zerlegung des Hamiltonoperators das Vorzeichen entweder strikt positiv oder teilweise

negativ und sogar komplex werden [d ,e92] . Es können sogar dann negative Vorzeichen

in der Zustandsumme auftreten, wean die Trotterzerlegung exakt ist, d .h. wenn die Teil-
H.arniltonoperatoren selbst hermitesch sind und kommutieren . Ein Beispiel dafiir ist die

Zerlegung = 1 + H2 mit
vu ~

Wir=

	

0

	

H2 =a ~~ ~Q

	

(2.59)
'x

	

j

1 und ft2 können leicht exponenziert werden ; die vier Summanden der Spur über das

Produkt liefert die (exakte) Zustandssumme

cosh((3x)cosh(ß(a x)) x

x [1 + 1-+- tanh(ßx) taaah(ß(a - x)) + taaah(ßx) ta8ah(ß(a, x))]

2 cosh(ßa)

Bei der MC-Summation mit den Beträgen der vier obigen Terme als statistische Gewichte

verschwindet fax z(a s) < 0 auch hier das Vorzeichen exponentiell mit ß . Eine andere

(2.60)
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Variante besteht darin, daß 14 trivial zerlegt wird --- ft = L (uI/L) -- und die Zustands-

summe nach Einfügen vollständiger Sätze von Zuständen aufsummiert wird 3 . Damit hier

negative Vorzeichen auftreten können, muß It mindestens die Dimension drei haben . Ein

Beispiel mit drei 'Dotterschritten ist :

a 1 -1 \
~ s Aft

	

1 a 1
--1

	

1

	

a l
Z = LQsJQJkQkB

g,jk

Für a > 2 ist Q selbst positiv definit, wie es für einen hermiteschen Operator H sein muß. Z

ist wiederum exakt und positiv, enthält aber auch negative Beiträge wie QI2Q23Q3I = -1.
In beiden Beispielen kann durch eine einfache Koordinatentransformation das Problem

leicht behoben werden. In korrelierten Elektronensystemen ist dagegen vollkommen un-

klar, welche Koordinatentransformationen dazu geeignet sein könnten.

Eine mögliche „Philosophie" zur Verbesserung des Problems besteht darin, die z .B. durch
die Diskretisierung ®r der 'Dotter-Dimension verursachten systematischen Fehler bei

der MC-Simulation zu nutzen, indem man eine zusätzliche Näherung macht, die eben-
falls nur im Limes Iiir 0 exakt wird . Bei der vollständigen Aufsummation aller 11S-

Feldkonfigurationen für kleine Systeme wurde nun folgende Beobachtung gemacht : Es

traten, bedingt durch die endliche Trotter-Diskretisiernng, Konfigurationen mit „unphysi-
kelischen" Teilchendichten (n,) > 1 auf. Wir gliedern die Summe aller Gewichte Z in vier

Teile :

(2 .61)

(2 .62)

Z = Z: -i- Z$ - Z; - Z~ . (2 .63)

.

Dabei steht der Index a bzw. b Blr die Summe über Konfigurationen mit Teilchendichten
(na) < 1 bzw. > 1, der obere Index gibt an, ob Tiber Konfigurationen mit positivem oder

negativem Vorzeichen von w(s) summiert wird . Das mittlere Vorzeichen berechnet sich

dann aus

Ar'- Z:+

	

(2.64)

Eine Näherung für das mittlere Vorzeichen, die nur die physmWisch sinnvollen Zustände

berücksichtigt, ist dann:

(&)g	=
,,

(2.65)

.Ze

	

= Z: - Z~ (2 .66)

A!a = Z: -F- Z; (2 .67)

eDies geschieht auch in den sog. Weltlinien-Niethoden, siehe Abschnitt 2 .5.
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In kleinen Systemen, in denen das Vorzeichenproblem noch keine Rolle spielt, stellt sich

heraus, daß die urphysikalischen Konfigurationen unsymmetrisch über die Zustände mit

positivem bzw. negativem Vorzeichen der Fermionendeterminante verteilt sind. Genauer:

Bei den Zuständen mit negativem Vorzeichen haben sie ein viel höheres Gewicht . Bliebe

diese Asymmetrie auch in größeren Systemen bestehen, so ergäbe sich eine Möglichkeit

durch Vernachlässigung dieser unphysilralischen Zustände das Vorzeichenproblem zu min-
dern. Setzen wir z .B. an

(2.68)

so kann die Näherung frag, das mittlere Vorzeichen =geschrieben werden zu:

+ _z
(a), = -0-) -- ~ ~"	 -4	(1-c)

	

(2 .69)

für (&) -5, O . Um diese Näherung benutzen zu können, müssen im Grenzfall ., -4 0
die Gewichte aus den b-Zuständen verschwinden. Damit die Näherung nützlich ist, dürfen
dagegen für festes Ar die beiden Faktoren 1 - c und Z /.M nicht zu klein werden. Ta-
belle 2 .2 zeigt die beiden Faktoren, sowie das mittlere Vorzeichen für einige Systeme bei
verschiedenen Temperaturen . Der Faktor 1 - c wird zwar mit feinerer Diskretisierung
kleiner, aber auch bei groberer Diskretisierung sind beide Faktoren zu klein, als daß die

Vernachlässigung „unphysikalischer" Zustände eine merkliche Erhöhung des mittleren Vor-
zeichens bewirken könnte.

System /Ara x 1Q~ (~i~

2x2 1.0 0.39 0 .9999
0.99 0.06 0.9991
0.98 0.02 0 .9897

2x2 12 32 0.3(2) 6(2) 0.005(3)
48 0.4(3) 3(1)

	

. 0 .007(3)
64 0.0(3) 3(1) 0.008(3)

M
3

4

1.00
1.00

0.01
0.06

0.9957
0.9991

4x4 S 24 0.5(3) I.5(10) 0.346(5)
48 0.5(3) 2 .5(12) 0.388(8)

Tabelle 2 .2 : Mittleres Vorzeichen und Faktoren nach (2 .69)

	

verschiedene Systeme bei
= 1, U -= 4 . Exakte Aufsummation bzw. MC-Rechnung (Fehler in der letzten Dezimale

in Klammern) .
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2 .4 . Eine Anwendiiragm Das Hubbardrnodell auf Pallerenen

Die Anwendbarkeit des GQMC ist nicht auf bestimmte Gittertypen oder Hüpfen zwi-

schen benachbarten Gitterplätzen beschränkt . Im Prinzip eignet es sich sogar besonders

gut zur Behandlung der elektronischen Eigenschaften von Molekülen oder „Clustern", da
diese eine endlich Anzahl von Gitterplätzen besitzen, und daher eine Extrapolation zum
thermodynamischen Limes nicht erforderlich ist . Voraussetzung fdr die Anwendbarkeit ist

allerdings, daß die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen stark abgeschirmt

und dadurch lokal oder zumindest kurzreichweitig ist . Weelhselwirkungen längerer Reich-

weite können zwar prinzipiell auch berücksichtigt werden, sie erhöhen aber die Anzahl der

Hubbard-Stratonovich-Felder zu ihrer Entkopplung und damit die Rechenzeiten air die
Simulation erheblich.

Eine interessante Anwendung ftir QMC-Methoden sind die Fullerene C60 und C70 . Auf
der einen Seite herrscht bei diesen Kohlenstoffsuolekülen in der Literatur noch keine Ei-

nigkeit über die Bedeutung von Korrelatienaeffekten, insbesondere deren Einflußi auf die

supraleitenden Eigenschaften [Heb9l, Cha92] . Zum anderen liegen die Molekizlgrößen zwar

außerhalb der Möglichkeiten exakter Diagonalisierung aber noch im Rahmen von QMC-
Simulationen.

Für die Anwendung des GQMC auf Fullerene wurden folgende Annahmen gemacht : Es
werden nur die 60 beweglichen r-Elektronest berücksichtigt, die Wechselwirkung wird als

rein 1olest angenommen und das Hüpfen geschieht nur zwischen nächsten Nachbarn . Alle

Fullerene besitzen als Grundgerüst zwölf 5er-Ringe mit Kohlenstoffatomen an den Ecken.
Kommen keine weiteren Atome hinzu liegt die Geometrie eines Dodekaeder vor ; also zwan-
zig Ecken, an denen jeweils drei Fünfecke zusammentreffen . Durch Einschieben zusätzlicher

Sechsecke wird die Anzahl der Ecken erhöht, und zwar um zwei Rix jedes Sechseck. Beim
C60 liegt der besonders symmetrische Fall vor, daß jedes Fünfeck von fünf Sechsecken um-
geben wird . Insgesamt sind es hier 20 Sechsecke, beim C70 sind es 25 . Die Bindungslänge

ist innerhalb der Fünfecke kürzer als zwischen ihnen, d .h. die Hüpfamplitude t ist größer.

Die Hüpfamplitude innerhalb der Sechsecke bezeichnen wir als . Die numerischen Wer-
te der Parameter sind nicht genau bekannt ; die Größenordnungen liegen bei t 2eV,

II/t en- 2 und i/t° 1 . • : 1 .3 (siehe z .B. [Cha92, Sto92] und Referenzen darin) . Der Unter-

schied in den Bindungslängen beeinflußt natürlich das Einteilchen-Energieschema (ZI = 0)

der Moleküle. Er hebt durch die Symmetriebrechung die Entartungen beim Eigenwert -1

teilweise auf und verringert die Energiedifferenz zwischen dem höchsten besetzten und

dem tiefsten unbesetzten. Orbital' (siehe Abbildung 2 .3) . Dieses Termschema wurde durch.

B Diese werden in der Literatur als ,,HOMO" und „LT7MO"

	

„highest occupied" bzw. „lowest unoc-
cupied molecular orbital" bezeichnet.
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Diagonalisierung der Hiipfmatrix gewonnen - gewissermaßen dem ersten Schritt in dem

GQMC-Verfahren . Dieser Schritt ist äquivalent zu einer „Hückel"-Rechnung ; die Ergeb-

nisse stimmen mit den Literaturwerten (siehe z .B. [Kro85]) überein.

2.717
2.618 - 2.860
2 .562
2.000 - 2.092

1.618

	

_ _ 1 .708
~

	

- 1.438

	

_ - 1 .555
1.303 1,420

0.382

	

- -

	

- 0 .283
0.139	 . . . . . 	~-	 0.032

-0.61B -- -0.819
-1 .000 _ -1 .003

-1 .047
-1 .562 - ~ -1 .571
-1 .820

- -1.971
- -2.303 --- -2.418

-2.757

	

- -

	

-- -2.882
-3.000 - -3.133

Abbildung 2 .3: Einteilchen-Energieniveaus der ar-Elektroneu auf C60 mit t = ' = 1 (a)
und t = 1 .09, e = 0.96 (b) . N'sllinie gestrichelt.

Neben den magnetischen Eigenschaften der Fullerene ist vor allem ihr supraleitendes Ver-
halten ein möglicher Gegenstand von Untersuchungen . So ist bislang die Frage ungeklärt,
ob die relativ hoben Sprungtemperaturen - etwa 18K in ,?•-dotierten U60-Filmen [Heb9l]

- in erster Linie dusch phononische Anregungen oder elektronische Korrelation hervor-

gerufen werden. In der Tat wurde durch exakte Diagonalisierung des Hubbardmodells

auf kleinen Clustern eine positive Grundzustands-Bindungsenergie fir Elektronenpaare
gefunden [Whi92] . Die Bindungsenergie Ep , ist dabei folgendermaßen definiert:

=2E1-(E04- ) . (2 .70)

Dabei ist ET die Rnergie fiir einen Cluster mit n zusätzlichen Elektronen. Positive Bin-

dungsenergie bedeutet, daäi es für zwei zusätzliche Elektronen gi	 astiger ist, sich auf

demselben Molekül zu befinden als auf zwei unterschiedlichen . Dies kann natürlich nur

als ein erster Hinweis auf korrelations-induzierte Supraleitu.ng gedeutet werden . Für° das

Hubbardmodell auf dem C60-Molekül wurden im Rahmen der Störungstheorie in zweiter

Ordnung in U'° und für bestimmte Werte der Bandalternierung und U ebenfalls positi-

ve Bindungsenergien gefunden [Cha92] . Nun ist es interessant, dieses Ergebnis mit einer

'In erster Ordnung in U wird Ep®a, stets kleiner oder gleich null .
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nicht-perturbativen Methode zu überprüfen, und darüber hinaus den Einfluß der Tempe-

ratur zu untersuchen. Vorläufige Ergebnisse für die Energien des C60-Clusters bei halber

Bandfiillung und mit einem bzw . zwei zusätzlichen Elektronen für U = 2, t%t' = 1 .1 und

ß = 10 deuten an, daß hier eine positive Bindungsenergie vorliegt . Dies wäre in einem

Parameterbereich der Fall, in dem die Störungstheorie r den Grundzustand einen nega-

tiven Wert von Epanr vorhersagt. Allerdings sind die statistischen Fehler in den GQMC-

Resultaten noch zu groß, als daß bereits eine definitive Aussage getroffen werden könnte.
Die Rechenzeiten sind far dieses System erheblich, und eine weitere Schwierigkeit besteht

darin, die Elektronendichte Fiber das chemische Potential hinreichend genau einzustellen.

2.5. Verwandte numerische Methoden

2 .5 .1 . Projektor-Verfahren

Das Projektor-Quanten-Monte-Carlo-(PQMC-)Verfahren dient der Berechnung von Grund-

zustandseigenschaften . Die Idee besteht darin, aus einer Testfunktion I) die Grundzu-
standskomponenten herauszuprojizieren . Diese Projektion geschieht hier durch die An-
wendung des Operators exp(-Gf4) auf die Testfunktion [Koo82] . Entwickelt man formal
die Testfunktion in Eigenzustände n) von fir mit Eigenwerten E0 < En < E2 ., so erhält
man

e-eEo ®) (ü T) + E e -®(En-Eo) I n) (n I ~) }
n>a

j ®}e-eEv (0 T)

für O --~ co . Vorausgesetzt, die Testfunktion ist nicht orthogonal zum Grundzustand, wird

dieser für große O herausprojiziert, und die anderen Anteile exponentiell unterdrückt.
ist der Grundzustand entartet, erhält man abhängig von der Testfunktion eine Linear-

kombination der Grundzustandsfunktionen . Die Konvergenz mit 8 hängt, wie man an
(2 .71) sieht, sowohl von der Wahl der Testfunktion als auch von dem tiefliegenden Anre-

gwagsspektrum ab . Das Problem ist, ähnlich wie beim GQMC-Verfahren : Wie laßt sich

exp(-OH) anwenden, ohne den Hamiltonoperator zu diagonalisieren?

Dazu wird wiederum mittels Trotter-Zerlegung und BIS-Transformation das Exponential
in exponenzierte Einteilchenoperatoren zerlegt . Zweelonäßigerweise startet man mit einer

Slaterdeterminante als Testfunktion (ohne Elektronenspin-Index) :

(2.72)

(2.71)

Ne N

T)

	

(	w v=cs ) I vac) 7

u=ä f=Z
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wobei Ne die Anzahl der Elektronen ist . Die Anwendung des Exponentials eines Einteilchen-

Operators 0 =exp (c4Kajcj) liefert [SorS3, Sor89, vdLi90]:

sir)

	

c°I,)

	

id)Ivac) .
v=1 i=1
N

€i5 =

	

(e°)$j`,j .

	

(2 .73)
j=1

Das Ergebnis ist also wiederum eine Slaterdeterminante. Die Vielteilchenwellenfunktion

ergibt sich als Überlagerung vieler Slaterdeterminanten IT(s)) der verschiedenen HS-

Feldkonfigurationen s = {sa} . Dusch Anwendung des Wirksehen Theorems 1 ßt sich die

Übergangswahrscheinlichkeit fiir eine neue Konfiguration s' aus dem Skalarprodukt der

Slaterdeterminanten berechnen :
N

(T(s ') I sli(s)) = det (

	

(2 .74)

Schließlich können Einteilchen-Greenfunktionen ein festes HS-Feld folgendermaßen aus

den Slaterdeterminanten gewonnen werden:

~ .~

Gi% = _(cic?) = ~

	

iw vs - bBa

	

(2 .75)

N

mit der Matrix der Skalarprodukte

=

	

=
r
~a~'~4 (2.76)

s~1

womit die Grundgleichungen für die MC-Simulation gegeben wären.

Im Unterschied zum GQMC-Algorithmus geht hier nicht die Gittergröße sondern die Di-

mension der Slaterdeterminanten, d .h. die Anzahl der Elektronen einer Spinrichtung in

die . Rechenzeit ein. Das wirkt sich natürlich günstig im Falle geringer Dichten aus . Die
Propagation der Slaterdeterminanten zerstört deren Orthogonalität und ffihrt zu nume-

rischen instabilitäten bei der Berechnung der Determinanten . Deshalb müssen auch im

PQMC-Algorithmus Orthogonalisierungstethniken verwendet werden. Wie heim GQMC-

Verfahren gibt es auch hier das Vorzeichenproblem . Durch geeignete Wahl der Testfunktion

kann zwar nicht die exponentielle Abhängigkeit von N, U" und O aber u.U. der Vorfaktor.

verbessert werden , [Loh9O] . .

2.5 .20 Weltlinien-Verfahren

In den oben. beschrieben GQMC- und FQMC-Verfahren werden durch die Einführung

von Hilfsfeldern die Mehrteilchen-Operatoren im exponenzierten Hamiltonoperator durch
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Einteilchenterme ersetzt . Dadurch hat man es mit quasi nicht-wechselwirkenden Elektro-

nen in einem dynamischen ortsabhängigen Potential zu tun . Eine derartige Ersetzung ist

aber in komplizierteren Modellen, insbesondere in Spinsystemen nicht immer möglich . Ein

anderer, direkterer Zugang ist der Weltlinienformalismus . Dieser beruht ebenfalls auf der

Diskretisierung des Intervalls (0, ß) . `ür jede Schicht wird dabei ein vollständiger Satz von

Zuständen eingeschoben:

L

Sp e-° Sp J e-ArI:
d=i

E

	

e-arH
~ 1 . . .~~

Dies ist eine Pfadintegraldarstellung der Zustandssumme, wie sie auch Grundlage der

Feynmanschen Formulierung der Quantenmechanik ist . Bis hierher hat man noch nicht
viel gewonnen, da die Exponentiale i . a. nach wie vor nicht diagonalisiert werden können.

Hier hilft man sich wieder mit der Trotter-Formel und zerlegt . geeignet . In Gitter-
modellen ist es besonders vorteilhaft, H so zu zerlegen, dali die Teilhamiltonoperatoren
sich aus kleinen, unverbundenen Untersystemen zusammensetzen . In einer Dimension ge-

schieht dies z .B . durch die „even-odd"- Zerlegung. Dabei summiert der eine Anteil, Ii1 ,
des Hamiltonoperators über die geraden, der andere, ft2i über die ungeraden Gitterplätze.
Für höhendimensionale Systeme kann dies auf verschiedene Weisen verallgemeinert wer-
den [Hir82, Mor85] . Fiir jeden Teilhamiltonoperator werden dann weitere L Sätze von
Zuständen eingefugt . Eine gegebene Konfiguration dieser Zustände kann dann als System
von Weltlinien der Elektronen im Orts- und Zeitgitter betrachtet werden . Dabei sind we-

gen der Spurbildimg periodische Randbedingungen in Trotterrichtung zu wählen.

Dieses Verfahren ist erfolgreich auf eindimensionale Elektronenmodelle angewandt worden
[Hirgl] . In höheren Dimension treten dagegen schwerwiegende Probleme bei der Equili-

brierung bei tiefen Temperaturen auf : Durch das Verdrillen von Weltlinien können die Ma-

trixelemente negativ werden, was wiederum zu einem Vorzeichenproblem fit . In einer
Dimension ist ein Verdrillen der Weltlinien nicht möglich . 11 Die wechselnden Vorzeichen

der Matrixprodukte sind aber wesentlich, um den fermionischen Charakter des Modells

zu erfassen. Ignorierte man hier das Vorzeichen, so würde man in Wirklichkeit ein System
mit . ,,hard-core"-Bosonen simulieren . Dagegen ist im GQMC- und im PQMC-Verfahren

die fernionische Struktur bereits implizit durch die Determinantenbildung enthalten . Aus

diesem Grund ist das Vorzeichenproblem beim Weltlinienalgorithmus wesentlich schwer-

wiegender und tritt sogar auch bei halber Band£iillung auf.

Ta lei periodischen Randbedingungen sind Verdrillungen im Prinzip möglich . Diese verlaufen aber über
den ganzen Ring und werden fair größere Systeme extrem unwahrscheinlich.

2) (4'2
e-®''k ~3) . " (4'n ~ e-6'z2

	

.

	

(2 .77)
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2.5.3. Quanten-Monte-Carlo-Verfahren nach Handscomb

Alle bisher vorgestellten Methoden beruhen auf der Trotter-Zelegung des exponenzier-

ten Hamiltonoperators ft . Ein anderer Ansatz wurde bereits 1962 von D . C. Hands-

comb für die Simulation des Spin-i-Heisenbergmodeils eingefiihrt [FIan62] und später von

A. W. Sandvik für korrelierte Fermionensysterne verallgemeinert [San92] . Er beruht auf

der Taylorentvricklung des Exponentials . Für einen Hamiltonoperator der Form

m
fl (2 .78)

d=1

können wir die Zustandssumme schreiben als :

s=1

Dabei steht Sn ftir eine Folge von Indizes (1 1 , • • ,1,,) mit 1 < 1 8 < M. Die Erwartungswerte
von Observablen ergeben sich analog durch Einschieben des entsprechenden Operators und

Normierung. Die Spur über das Produkt mit dem Vorfa.tor kann als Gewichtsfunktion

interpretiert werden. Im Fall des Spin-2-eisenbergmodells kann sie analytisch berechnet

werden . Allgemein wird die Spur als Summe Tiber einen vollständigen Satz von Zuständen
geschrieben, und wir erhalten:

=

	

('8)r° (~ E [1E f ) =

	

w(, sn) .

	

(2 .80)
n=0 Se

	

g=1

	

n=0 S„

Existiert nun füg eine Observable O eine Funktion O(45, Sn), so daß gilt:

-E$ En Es,: 0(g', Sn)W( , sn)
En EA, W('I' s Sn)

dann kann die Erwartungswertbildung durch importance sampling im Raum {) iTi)l

{Sn, n . ._= 0,1,-

-
.• , co} durchgeführt werden . Diey~ Länge umder

1000-2000) .

Sn wird dabei

nicht limitiert, sondern variiert thermisch (typischeA4Yeisse l6 1000-2000) . Als Basis eignet

sich auch hier die Darstellung in Besetzungszahlen. Auf die recht aufwendige Bestimmung

vonÜbergangswahrscheinlichkeiten .und Observablen kann hier nicht eingegangen werden.

Es sei nur angemerkt, daß auch zeitabhängige Größen berechnet werden können . Für

Spinmodelle ohne Frustration sowie für das eindimensionale Hubbardmodell kann man

so zerlegen, daß W( , Sn) positiv semi-definit ist . F`ür Fermionen in höheren Dimensionen

ist dies dagegen nicht möglich. Die negativen Vorzeichen treten dabei, ähnlich wie im

Weltlinien-Algorithmus, durch Operatorenprodukte auf, die eine ungerade Anzahl von

Elektronen permutieren. Dies beschränkt die Anwendung des Verfahrens im wesentlichen

Z = Sp {e-0}

	

(-18)n,Sp

	

Ha ti } .

	

(2 .79)

(2.81)

~•
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auf eindimensionale Fermionensysteme . Hier ist es sehr effektiv, da die Rechenzeit pro MC-

Schritt nur linear mit der Systemgröße anwächst, und es wurden relativ große Systeme bei

tiefen Temperaturen untersucht (N = 123, /ß = 20) [San93] . Eine Vorteil des Algorithmus'

nach Handscomb und Sandvik besteht darin, daß er im Gegensatz zu den anderen bisher
vorgestellten Methoden keinen Diskretisierungsfehler durch die 'Dotter-Zerlegung enthält.

2.5,4e Stochastische Diagonalisiefi ung

Schließlich sei noch die recht neue Methode der Stochastischen Diagonalisierung (SD)

[dRae93] erwähnt, die gewissermaßen einen Kompromiß zwischen exakter Diagonalisierung

und MC-Simulation darstellt . Sie beruht, wie die MC-Simulation letztlich auch, darauf, daß

nur relativ wenige Zustände des hochdimensionalen Zustandsraums für die Eigenschaften
des Systems wichtig sind. Bei der SD wird zunächst ähnlich dem Jacobi-Verfahren [Wil651
für eine gegeben Menge von Zuständen derjenige mit dem tiefsten Energieerwartungswert

gefunden, und dann die Dimension schrittweise vergrößert . Die hinzugefügten Zustände
werden dabei stochastisch ausgewählt und danach akzeptiert oder verworfen, ob sie den

Energieerwartungswert wesentlich verbessern können . Der Speicherplatzbedarf wächst da-

bei nicht mit der Dimension des Hamiltonoperators, sondern mit der des Unterraums
der „wichtigen" Konfigurationen . Die Rechenzeit steigt quadratisch mit der Anzahl der
berücksichtigten Zustände an . Die Methode der SD hat sehr ansprechende Eigenschaften:

Sie entspricht einem Variationsprinzip und liefert daher exakte obere Energieschranken;
sie berechnet Wellenfunktionen, d .h. Korrelationsfunktionen und auch dynamische Größen
können gewonnen werden, und schließlich hat sie kein Vorzeichenproblem . Da über hinaus

ist es eine sehr allgemeine Methode zur Bestimmung der tiefsten (oder höchsten) Eigen-

werte und -vektoren sehr großer Matrizen und nicht auf spezielle Modelle beschränkt . Eier

das zweidimensionale Hubbardmodell wurden bislang vor allem Rechnungen bei System-

größen, die auch der exakten Diagonalisierung zugänglich sind gemacht . Dort wurden auch

da gute Ergebnisse erzielt, wo MC-Methoden durch numerische Instabilitäten und das Vor-
zeichenproblem Schwierigkeiten haben . Erste Ergebnisse für rößere Systeme liefern aber

bisher noch nicht immer zufriedenstellende Resultate im Vergleich zu PQMC-Rechnungen,

da die Anzahl der vom SD-Algorithmus verarbeiteten Zustände offensichtlich noch, nicht

ausreichend :rar [dRae93] . Die praktische Anwendbarkeit Tiber die Möglichkeiten der ex-

akten Diagonalisierung hinaus muß daher noch gezeigt werden.

2.6. Diskussion

Die Simulation von korrelierten fermionischen Systemen hat sich zu einem wichtigen, nicht-

perturbativen Mittel zu deren Untersuchung entwickelt . Auf der anderen Seite gibt es nach

.3$ :



2.6 . DISKUSSION

wie vor einige Hindernisse, die die Anwendbarkeit stark einschränken . Zum einen sind die

Systemgrößen durch die Rechezazeitanforderungen sehr eingeschränkt, was eine Extrapo-

lation auf den thermodynamischen Limes oft zweifelhaft macht . Diese Beschränkung ist

eine Folge der Quantenstruktur der Modelle. Obwohl die Wechselwirkungen kurzreichwei-

tig sind, beeinflussen lokale Änderungen den gesamten quantenmechanischen Zustand des

Systems. Zum anderen verhindert das Vorzeichenproblem oft Anwendungen in sehr inter-

essanten Parameterbereichen, wie bei schwacher Dotierung und tiefen Temperaturen . Das

Weltlinienverfahren und die Methode nach Handscomb sind allgemein fitr Spiusysteme,

auch mit komplizierten Harmiltonoperatoren, sowie fiiir fernionische Systeme in einer Di-

mension geeignet . in höheren Dimensionen sind dagegen bei Fernionen die OQMC . und

die PQMC-Methode vorzuziehen, sofern der Hamiltonoperator die notwendige Entkopp-

lung erlaubt . Zur Bestimmung von temperaturabhängigen Größen eignet sich dabei natur-

gemäß nur das GQMC-Verfahren . Die Methode der stochastischen Diagonalisierung ist ein

möglicher Kandidat für die Anwendung in Parameterbereichen, die den MC-Simulationen

nicht zugänglich sind, sowie

	

komplizierte Modelle .
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3 "ZWEI-NIVEAU-SYSTEME

Viele interessante Eigenschaften von Festkörpern beruhen auf der Wechselwirkung der

Elektronen mit äußerenFreiheiisgraden, d .h. mit Anregungen des sie umgebenden Mate-

rials . So wird etwa bei der konventionellen Supraleitung die attraktive Elektron-Elektron-
Wechselwirkung durch Schwingungen des Kristallgitters (Phonoasen) vermittelt . Andere

Anregungen sind z .B. Polarisierungen der benachbarten Atome oder lokale Gitterverzer-

rungen. Nun soll ein Modell zur Beschreibung der Wechselwirkung von Ladungsträgern

mit lokalen Moden vorgestellt werden . Die Ladungsträger werden dabei durch das Hub-
bardmodell beschrieben; sie koppeln lokal an zweiwertige Moden, den sog . Zwei-Niveau

Systemen (TLS für Two level systems) . Die TLS wechsellwirken untereinander nicht, sind

also dispersionsfrei, was sie von P:hononen unterscheidet . Der . . I-lamiltonoperator . dieses
Modells lautet [Pri901 :

Ho + HH + f TLS + fle,TL .S

frTLs .

He,TL .S

flQ + f:I'H ist der Hulabard-liamiitonoperatol, flTLs beschreibt die Energie der TLS und
21e :T&.S deren Wechselwirkung mit den Elektronen .

	

+-- ;a ; l, zählt die Elektronen am

Gitterplatz ä, und ~'s

	

sind Pauli-Matrizen . Sie erfüllen daher die Verta,uschungsrelatio-

mit dem vollständig antisymmetrischen e-Tensor . Die Bedeutung des Winkels 0 wird

anschaulicher, wenn man die TLS so dreht (praktisch um 0/2), daß ETLS diagonal ist:

41,s =

	

Ei ,§r

;,TLS - - 9Eä r [S's cos ¢ - S' sin ¢]
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Die TLS besitzen also zwei Niveaus mit Energiewerten ±SZ . e TLs beschreibt die Streu-

ung von Elektronen an den TLS, wobei der Term mit cos (p elastische und der Term mit

sin ¢ inelastische Streuung beschreibt, d .h. den TLS-Spin umklappt.
Das Modell (3.1) ist zur Beschreibung der anharmonisehen Moden des Apex-Sauerstoffs in

Hochtemperatur-Supraleitern (HTSL) eingefdhrt und mit dem. PQMC-Verfahren intensiv

auf seine supraleitenden Eigenschaften untersucht worden [Ti90] . Das PQMC-Verfahren

berechnet Grundzustandseigenschaften (siehe Kapitel 2 .5) ; die Temperaturabhängigkeit

und damit auch Phasenübergange können damit nicht untersucht werden . Immerhin erga-

ben die PQMC-Untersuchungen, daß die TLS eine attraktive effektive Wechselwirkung zwi-

schen den Ladungsträgern vermitteln können, die zu supraleitendem Verhalten führt . Die

supraleitenden Korrelationen werden aber durch die repulsive Hubbard-Wechselwirkung
stark unterdriickt. Eine der physikalischen Situation in den HTSL besser angepaßte Er-
weiterung ist das Plakettenmodell, in dem die TLS nicht Iokal mit jedem Gitterplatz son-

dern mit einer Plakette aus vier Gitterplätzen vrechselwirkt . Das Modell soil die dotierten
a ad gsträbger in den ~O italEn der Sauerstoffatome

	

r+2-Ebeneno~-°-•, ~, Sauerstoffatome in den Ci
~ viLClenen beschrei-

ben . Die TLS-Energien g und Si können hier die gleiche Größenordnung erreichen wie die

elektronische Energieskala (es 100meV), die durch das Hüpfrnatrixelement zwischen den
Sauerstoffatomen gegeben ist . Im Plakettenmodell gibt es starke numerische Hinweise auf
Supraleitung auch bei großen Werten von U [Fri91].
Das Modell (3 .1) kann aber im Prinzip verschiedenste spinartige Anregungen beschreiben.
Im Falle von Gitteranregungen liegen die TLS-Energien typischerweise deutlich unter den
elektronischen (g, SZ < t) . Dagegen wird bei elektronischen Anregungen, wie Ladungsver-
schiebungen, g, f2 > t sein . TLS spielen auch eine wichtige Rolle in amorphen Metallen.
Dort gibt es eine starke (Fast-)Entartung von metastablien Zustände : . Der Übergang zwi-
schen zwei Zuständen etwa gleicher Energie ksnn durch lokale Umordnung einer kleinen

Anzahl von Atomen erreicht werden. Solche Zustände sind durch eine Energiebarriere ge-

trennt, weshalb bei tiefen Temperaturen das System nur durch quantenmechanisches Tun-

nelnvon einem lokalen Minimum in das andere gelangt . Da es extrem unwahrscheinlich
ist, mehr als zwei im Phasenraum eng benachbarte Minima zu finden, können derarti-

ge Übergänge als Zwei-Niveau-Systeme betrachtet werden . Diese koppeln, wie Phononen,

durch die Verschiebung der Ionen an die Elektronen, was im Rahmen des Modells 3 .1
beschrieben wird . Die Streuung der Elektronen an den TLS ist möglicherweise für an-

omale Transporteigenschaften bei tiefen Temperaturen verantwortlich . Außerdem können

die TLS allein oder zusammen mit Phononen Supraleitung vermitteln. Für eine Übersicht

über TLS in metallischen Gläsern seien die Beiträge von Blank und Johnson in [Gun8l]

empfohlen.
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Im Fall rein inelastiseher Kopplung (0 = ir/2) und I = 0 stellt (3.1) eine Spinversion des

Holsteinmodells [Ho160] dar, welches definiert ist als:

HHolateßn = Ho + g 'Ptg(&= +as) + w

Dabei erzeugt aj ein Phonon der Frequenz w. Nun kann man im TLS-Modell den Spinope

rator als Summe von Auf und Absteigeoperatoren, 5' = kJ- + S-, schreiben. und

S- können als Erzeugungs- bzw . Vernichtungsoperatoren fdr eine Anregung der Energie

SZ verstanden werden . (Sz + 1)/2 ist dann der Besetzungszahl Operator (entsprechend

alai), der hier ins. Gegensatz zu den Phononen nur die Eigenwerte null und eins besitzt.

Fall = ir/2 und €7 = 0 wird so das TLS-Modell in der Darstellung (3 .3) zu einer

Art Holsteinmodell, bei der die lokalen Freiheitsgrade nur einfach besetzt werden können.

Man spricht deshalb auch von „hard core"-Bosonen. Beim Holsteinmodell hat man es also

mit harmonischen Oszillatoren zu tun, beim TLS-Modell mit anharanonischen Anregun-
gen. Beide besitzen nur eine Frequenz (Einstein-Phononen) und weelwirken lokal mit
den Elektronen, d .h. die Kopplung ist implusunabhängig . Beim TLS-Modell wird zusätz-

lich elastische Streuung der Elektronen an den TLS sowie die Hubbard-Wechselwirkung

beriie&sichtigt.
Neben der Supraleitung ist die Bildung von Ladungsdichtewellen (LDW) von besonderem

Interesse. So weisen Wismuthoxid-Supraleiter (z .B . .aBi®s) eine LDW-htistabilität auf,

die mit zunehmender Dotierung verschwindet und in eine supraleitende Phase übergeht.

Die Konkurrenz voll Supraleitung und LDW wurde mit QMC- und Näherungsmetho den

im Rahmen des zweidimensionalen Holsteinmodells intensiv untersucht [SctS8, Seto9a,
Mar90, Noa9l, Vec92] . Im Limes hoher Dimensionen wurde der Übergang von schwacher

zu starker Elektronen-Phonon-Kopplung, sowie die Abhängigkeit der Übergangstempera-

turen von der Bandfüllung bestimmt [Fre93, Ciu93].

Im folgenden soil das Modell (3 .1) zunächst im Rahmen einer Hartree-Fock-Naherung

(HFN) in verschiedenen Paranreterbereichen untersucht werden, wobei insbesondere die

LDW-Phase von Interesse ist . esschließend werden QMC-Resultate far den zweidimen-

sionalen Fall gezeigt, die bei geeigneter Wahl der Parameter auf einen Übergang zum

LDW-Zustand bei einer wesentlich tieferen Temperat ur als in der schließen lassen.

Weiter wird der Eindun von U sowie der Abweichung von der halben Bandfriilung disku-

tiert . Schließlich wird das Modell auch im Limes hoher Dimensionen behandelt und die

Ergebnisse mit dem zweidimensionalen Fail verglichen .
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KAPITEL 3. ZWEI-NIVEAU-SYSTEME

3 .1 . Hartree-FockwNnerung

Unter Vernachlässigung von Korrelationen ersetzen wir die Operatorenprodukte in (3 .1)

durch Produkte von Operatoren mit Erwartungswerten:

(niM -¢- nai ) - (A i) Of )

nitn4 "" n it(fz i.!.) + (nit)h4 " { fiSt)1fi8l)

Dadurch enthält der }iarniltonoperator nur noch Einteilchen-, bzw . Einspinoperatoren ; die

z-Komponente der TLS und die lokale Elektronendichte wirken nur noch Fiber ihre Erwar-

tungswerte wie ein chemisches Potential auf die Elektronen . Dennoch ist das Modell auch

im Rahmen der PF" T nicht allgemein für beliebige Dichte- und TLS-Spin-Verteilungen
lösbar. Es können aber verschiedene homogene oder gebrochene Phasen und deren Stabi-

lität untersucht werden . Da die TLS nur an die Elektronendichte, unabhängig vom Spin,

koppeln, betrachten wir eine periodischen Modulation der Elektronendichte, die .. mit einer

Modulation der TLS-Spins einhergeht. Dazu bietet sich folgender Ansatz an:

( #14)

.- s + (-1) isg .

- (-1)inl]
1

(3 .6)

(3 .7)

Die gesamte Elektronendichte ist dabei n (nit) + (214) . Der Faktor (-1) i steht hier für
exp(iRiQ) mit dem speziellen reziproken Gittervektor Q (yr, . . , ir) . Dadurch wird ein
paares Gitter in zwei Untergitter mit unterschiedlichen Elektronendichten zerlegt . n1 ist

der Ordnungsparameter der LDW-Phase . Mit diesem Ansatz wird der Hamiltonoperator
in IN:

~HF

	

k' ~F
'
~H~~HF

Die gemischten Terme nls und nsn verschwinden in der Summe . f ' separiert in den

Elektronenspins und AI in den Gitterplatz-Indizes. Durch Fourier°transformation:

igR' „e c;8av. = ~~1

.44 .
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erhält man mit wj. c,taci

(-1) s iis, =

	

aqt,,,.aq+Q,,

	

(ag .aq+Q,e + aq--Q,.a4,,7) .

	

(3 .10)
s

	

q

	

gERBZ

In der Summe auf der rechten Seite läuft q nur fiber eine halbierte Brilloninzone (3Z).

Die übrigen q-Vektoren werden durch Addition von Q erreicht . Da die Einteilchenenergien

Eg für einfach kubische Gitter ein Summe von Kosinustermen ist, gilt hier die „perfect

nesting"- Beziehung eq+Q = -eq. Damit kann der elektronische Anteil von (3 .8) zu einer

Bilinearform umgeschrieben werden:

4F _

hHF
qe.

E OL.h,~~
~ ~

qE RBZ,e

(3 .11)

E h¢F

qERBZ,s

(
Eq

-A h

~)b

	

-Eg - ~

mit den Vektoren q. a (cg,, cg+ Q,e) und den Abkürzungen A r gs - gs - Un/2 und

h = gsl - U7 i /2 . Die Diagonalisierung von NSF liefert	

H' E qmm ,

	

= -ri + ry~s~ + hz .

	

(3.12)

Die Symmetriebrechung irrt so zu einer Aufspaltung des Energiebandes mit einer Band-
kecke der Größe 2h und somit auch zu einem Metall-Isolatoriibergang, sofern das renor-

mierte chemische Potential A innerhalb der Bandlücke liegt.
Der TLS-Anteil in (3.8) zerfällt in jeweils Ii/2 identische Anteile für die beiden Untergitter
A und B .

~H
~ =

1~~~P + ~~~F
ä

	

2
'hHF = [g(n	- S2 cos ¢] -~ i §V sin 0

	

(3 .13)

mit den Eigenwerten:

3 s €~~~ = a /[g('i -. 7%) - 5i cos ¢] 2 + n2 sin2 4 ,

	

(3.14)

7E{-1,+1; {A,B},a=±1.
Nun sollen die Selbstkonsistenzgleielamgen für die vier Parameter (n, n 1 , s, s i) gewonnen

werden . Eine Methode dafür besteht darin, neben den Eigenwerten auch die Eigenvektoren

von fqHF zu bestimmen und daraus . die Erwartungswerte der Elektronendichten und ^TLS-

Magnetisierungen der Untergitter zu berechnen. Bei der zweiten Methode wird dagegen

aus den. Energieerwartungswerten direkt die Freie Energie'

FHF = -1 In zllF ZHF = Spe-131-IF

	

(3 .15)

l ins großkanonischen Ensemble spricht ran vom ,großkanischen Potential, was hier aber ebenfalls als
Feie Energie bezeichnet werden soll, wenn der Zusammenhang klar ist .

45



KAP1TEL 3 . ZWEI-NIVEAU-SYSTEME

mit der Zustandssumme zHF berechnet . Die Selbstkonsistenzgleichungen können dann

aus den thermodynamischen Stabilitätskriterien gewonnen werden . Wegen seiner einfache-

ren Form und besseren analytischen Handhabbarkeit soll hier der zweite Weg dargestellt

werden.

3.1.1. Berechnung der Selbskonsistenzgleiehungen

Der Han iltonoperator in N separiert, wie wir gesehen haben, in den elektronischen und
den TLS-Freiheitsgraden. Letztere bestehen aus zwei Gruppen mit jeweils N/2 identischen
Moden. Die Zustandssumme in (3 .15) faktorisiert daher folgendermaßen:

zHF = Sp{TLS} exp ®ßN- L h
HF }

Sp{eF} exp {-ß E ~~ F }
7~~1

	

gERBZ,o

Die Spur ist allgemein gleich der Summe der Eigenwerte ; diese sind für den TLS-Anteil
durch (3.14) gegeben. Die Spur fiber die elektronischen Freiheitsgrade ergibt sich, aus den
Eigenwerten null und eins des 'Teilchenzahl-Operators in (3 .12):

sp{ed} exp {-ß E, h¢ F } - H H Sp e-ß a' 'Ige
®E$LBZ,Q

	

qERBZ

=

	

ö~
1 -~ e-s~8

~
2

-

	

9

	

(3.17)
gEILBZ 7

wobei das Quadrat vom Produkt fiber die Elektronenspins herrührt . Die Freie Energie pro
Gitterplatz f HF = F1F/N wird schließlich:

E E 11 1 [ 1+e~ ~ 11422 cosh PI ]
~eR.s.7=±1

	

7=±1

-T(n
2

-{rn1) - gl?Zs -n is i )

=IL -9s- 2f1, h=gs 1 -
,

2
Ü

Die Forderung nach thermodynamischer Stabilität bedeutet, daB fHF stationär bezüglich

der vier freien Pa.rasxnter (n, ni, s, 31) ist.

a) Die Differentiation nach der TLS-Magnetisierung s liefert:

n _ ~

	

fFD(ßC)
qERBZay

Das ist die übliche Darstellung der Elektronendichte n als Summe fiber die Fermi-Dirac-
verteilung fFD(z) = [1 + exp(x)I -1 mit dem Faktor 2 für die Spinnentartung .

(3 .16)

(3.18)

i/[9 (7L -ry9t1) - ~ cos

	

+ sin2 ~

(3.19)
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3.1 . I-IARTR,BE-FOCK-NÄHERUNG

b) Umgekehrt gibt die Differentiation nach n die TLS-Magnetisierung

	

s = -

	

to ßX7
[q(n -TO _ Sl cos ~] .

7=E1

c) Die Untergittermagnetisierung s1 der TLS ergibt sich aus 8f"F/8n 1 = 0 zu:

	

31
= -

.

	

tanh1
ßh y [9(n - ^'n1) - f-i

	

¢] .

	

(3 .21)
7=±1

81 verschwindet offensichtlich, wenn der LDW-Ordnungsparameter ni gleich null ist.

d) n 1 folgt s chließlich aus der Differentiation nach s j :

n1 =

	

-y 	
fFD(Oej) .

	

(3.22)4N gERBZ,7 %/eq + h2

Die Gleichungen (3 .19) bis (3.22) stellen das geschlossene System von Selbstkonsistenz-
gleichungen dar, die im folgenden ausgewertet werden sollen,.

Bis hierher erfolgte in Darstellung im großkanonischen Ensemble, d .h. das chemische Po-

tential p wurde als gegeben betrachtet, und die Elektronendichte n folgte aus p als ther-

mischer Mittelwert . Alternativ kann auch n vorgegeben werden, was die Anzahl freier
Parameter auf drei reduziert . Speziell bei halber Pandfiillun.g ergeben sich weitere Verein-

fachungen.

3.1 .2 . Phaseniibergang zweiter Ordnung

Bei einem Phasenübergang zweiter Ordnung verschwindet der Ordnungsparameter am

kritischen Punkt kontinuierlich . In diesem Fall können die Selbstkonsistenzgleichungen

(3.19) bis (3 .22) für kleine n1 und al entwickelt werden . In (3 .22) verschwindet n1 mit h.

In führender Ordnung können daher h und ,a 1 in der Wurzel und im Exponenten zu Null.

gesetzt werden, und wir erhalten am kritischen Punkt:

1

	

2

	

'fFD(-ßc(E - `YIN4)) = T(p

	

(3 .23)
ir.~~L

~ W -

N qERBZ 7 4

	

.-ce-f )

wobei die Summe nun über die ganze BZ läuft, bzw . das Intergral Fiber die Zustandsdichte

N(E) des nicht-werileelwirkenden Elektronengases . Wenn wir nun das reine Hubbardmo-

ohne Ankopplrrng an die TLS betrachen (also g = 0), gibt die linke Seite von (3 .24)

mit der kritischen Temperatur Tc = 1/0c . Im Fail der halben Band clung ist. A 0, und ..

wir erhalten:

~ ~ dE1iI(E)
tanh(&1;/2)

	

(3.24)

(3.20)
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KAPITEL 3. ZWEI-NNEAU-SYSTEME

gerade -2/U. Die Gleichung hat für beliebige negative Werte von U eine Lösung, und ist

äquivalent zum HF-Ergebnis für die a .ntiferromagnetische Phase bei positivem U [vDon90]

(siehe auch Anhang C) . Die Äquivalenz ist Ausdruck der Teilchen-Loch-Symmetrie bei

halber Bandfüllung. Für g 0 muii hingegen zunächst 81 durch nl ausgedrückt werden.

Nach einigen Umformungen erhält man:

qtl Cc
= b t h(ße9b) 1 - b2 ( 1 sinh(2ßgb9)

a

	

n - Sl cos

	

, b = /n2 - 2n31 cos + Slz	(3 .25)

mit der normierten TLS-Frequenz Sl = Sig . Dies eingesetzt in (3 .23) liefert die allgemeine
- und recht unanschauliche -- Gleichung für die kritische Temperatur:

- tanh(/3Ggb) 1 -
~2

(1-	 2ßeb9 	
)

	

U I(~c, p) .

	

(3 .26)
b

	

b2	sinh(2ßcby) - 2 =

Was können wir aus (3 .26) lernen? Wir betrachten zunächst den Fall halber Bandfüllung

(µ 0) und U = O. I(T, 0) ist eine monoton steigende Funktion der Temperatur, die

bei T 0 verschwindet und fair große Temperaturen gegen 2T konvergiert . Die linke Seite
nennen wir J(T,g, St, 0,n) . J konvergiert fair T = 0 gegen g(b2 -a2)/b3 und geht fair T -+ co
wie tanh(bg/T) gegen null . Gemäß (3 .25) verschwindet bei T = 0 nur für den Fall, daß
sin = 0 gilt . Ansonsten müssen sich die beiden Kurven I(2', . . .) und J (T, 0) schneiden,
d.h. (3 .26) ist für eine geeignete Temperatur Tc stets erfüllbar. Abbildung 3.1 zeigt die
beiden Kurven far verschiedene Parametersätze . Überwiegt der irrelastische Anteil der
Elektron-TLS-Streuung (¢ = r/2 in Abb. 3.1c), so ist J nahezu temperaturunabhängig,

und die kritische Temperatur wächst monoton mit g. Dies ist bei kleinen Winkeln ¢ nicht
länger der Fall, sondern es treten Maxima in J auf, die fix hinreichend große g zu mehreren

Schnittpunkten der beiden Kurven firmen können (Abb . 3.1a,b).

Im Fall schwacher Kopplung wird die kritische Temperatur sehr klein sein, und (3 .26)

wird für ßcgb » 1 :
aa

[1-

	

- dl=2l(ße,li)

Die linke Seite der Gleichung ist jetzt temperaturunabhängig und läßt sich als effektive at-

traktive Wechselwirkungsstärke Uef f interpretieren . Ueff ist eine Funktion der Parameter

g, SZ, und U. Offensichtlich verschwindet der TLS-Anteil von Lief/ fair 4 = 0 und 4 = 7r,

da hier a = b gilt . Dies bedeutet aber nun nicht, daß keine LDW-Ordnung vorliegen kann,

sondern nur, da i Näherung schwacher Kopplung hier nicht angewandt werden kann . In

der Tat . zeigt Abbildung 3 .1a, daß bei hinreichend großem. g auch hier Schnittpunkte der

Kurven I. wand .,I auftreten . Speziell bei SZ = 1 divergiert J(T, g, g, ¢, 1) = g2/T bei tiefen

(3.27)
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Abbildung 3 .1: Graphische Bestimmung der kritischen Temperatur aus dem Schnittpunkt
der Funktionen I (durchgezogene Kurve) und ~ (gebrochene Kurven). Parameter fl
2,U = 0, p, = 0, g = 4/3 (gestrichelt), g = 2 (strichpunktiert) und g = 3 (punktiert) . a)

=0, b) (;I) =er/5, c) ¢= 7r/2.

Temperaturen und wird nie temperaturunabhängig.

Aus der Äquivalenz zur antiferromagnetischen HFN des Hubbardmodells können wir

schließen, daß TC bei schwacher Kopplung exponentiell klein wird, TC cc exp(-21rt/Uff ).

Im entgegengesetzten Fall starker Kopplung wird die kritische Temperaturen 2 groß ge-

geniiber der Bandbreite W und dem Parameter gb sein, und mit I(T,, 0) Pe- 2T vereinfacht

sich (3 .26) zu :

	

U

	

2 U2

	

Te-
8
-

	

++
2

	

64
Bei U = 0 ergibt sich also ein linearer Anstieg mit g . In diesem Fall ist die Bedingung

gb aber nur erfüllbar, wenn S2 ar, I und ¢ Pee 0 gilt . Allerdings ist fair starke Kopplung

zu erwarten, daß die HFN die kritische Temperatur stark überschätzt . Ist die dominie-

rende Energieskala durch die Eigenwerte ±gb der TLS gegeben, so . kann di e Methodedie Methode

der Unitären Transformation angewandt werden [ i30} . Dabei wird so transformiert,

daft der TLS-Anteil diagonal ist. Die TLS werden dann im Grundzustand angenommen,

was einen effektiven, rein fermionischen ilam ltonoperator mit einer lokalen, attraktiven

Wechselwirkung:

JUT =g(l+4/522 -4(2cosc5+4-20522 2S2cos+1
f

- U . (3.29)

zur Folge hat . Abbildung 3.2 zeigt Uff/g und TUT/g far U = 0 als Funktion von q bzw.

52. Fiir - a ist es für die TLS nach Modell (3.1) günstig, sich ferromagnetiseh mit

(3 .28)
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O$) = -1 anzuordnen. Sie wirken dann nur wie ein (homogenes) chemisches Potential

auf die Elektronen und tragen nicht zu einer effektiven Anziehung bei . Für große Werte

von 5 sind Jeff und JETT maximal bei 7r/2 . Bei kleineren l werden die Kurven asymme-

trisch und das Maximum verschiebt sich zu kleineren Winkeln . Da.6 Jeff im Gegensatz zu

der TJnitären Transformation auch bei kleinen fdr c = 0 verschwindet, ist - wie bereits

diskutiert - ein Artefakt der Näherung schwacher Kopplung . In diesem Parameterbereich
treten Phasenübergänge 1 . Ordnung auf, die im folgenden Abschnitt diskutiert werden.

Die TLS können dann besonders gut eine effektive Anziehung zwischen den Elektronen ver-

mitteln, wenn ihre Frequenz ) von gleicher Größenordnung wie die Wechselwirkungsstärke
g ist (siehe Abbildung 3 .2b) . F'iir 3Z « 1 sowie fixe Sl » 1 ist dagegen eine ferromag e-
tische Anordnung der TLS mit (5'g) = -1 bzw . (A) = - cos energetisch günstig. Die

Werte für Jeff liegen in der Regel deutlich Tiber UUT . Dies war aber zu erwarten, da

Jeff eine Näherung für schwache, UUT dagegen für starke Kopplung ist . Genauer: die
Unitäre Transformation ist anwendbar für yb » W, die Näherung ,,schwacher Kopplung"
für W>gb

Abbildung 3 .2: Effektive attraktive Elektron-EIektron-Wechselwirkung Jeff bzw. UUT in
IPN (volle Kurven) bzw. aus Unitärer Transformation [Fri90] (gebrochene Kurven) a) als
Funktion von für S1 = 0 .5,1.8, 6 , b) als Funktion von a :fiir 0.2w, 0 .57r, 0 .8r (jeweils
von oben nach. unten).

3.1.3. Phaseniibe:rgang erster Ordnung

Die Tatsache, daß in den Selbstkonsistenzgleichungen (3 .19) bis (3 .22) der LDW-Ordnungs-

parameter n l mit der TLS-TJntergittermagnetisierung s i kontinuerlich verschwindet, ist
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allerdings kein hinreichendes Kriterium für einen Phasenübergang zweiter Ordnung. Vor-

raussetzung daß ist zusätzlich, daß die gebrochene Phase bis n l -4 0 thermodynamisch

stabil ist . Ein Phaseniibergang erster Ordnung, bei dem der Ordnungsparameter diskonti-

nuierlich verschwindet, tritt typiseherweise dann auf, wenn ein äußeres symmetriebrechen-

des Feld existiert . In dem Fall ist die Freie Energie nicht mehr eine symmetrische Funktion

des Ordnungpa .raineters . Aufgrund der A-B-Sym$netrie des Gitters ist aber (in Abwesen-

heit äußerer Felder) das TLS-Modell invariant unter der Transformation n1 ea -nl , wes-

halb die Freie Energie bei n1 = 0 stets extremal wird . Ein Phasenübergang erster Ordnung

kann hier auftreten, wenn der Punkt nl = 0 meta- oder instabil wird . Dieses Verhalten

wird in der Tat im Rahmen der HFN beobachtet.

(3.19) bis (3 .22) können durch Einsetzen ineinander a ls eine Selbstkossistenzgleichung

z.B. für den Ordnungsparameter, n1 = f(ni), aufgefaßt werden . Abbildung 3.3 zeigt zwei

verschiedene Szenarien flir den Phasenübergang bei n = 1 und ~I = 0 : Für S-t = 1 und

= rr/5 besitzt f(n i) air n1 > 0 bei tiefen Temperaturen einen Schnittpunkt mit der

Winkelhalbierenden - d .h. einen Fixpunkt -- der mit steigender Temperatur kontinuierlich

gegen null geht . Im Gegensatz dazu wird filr S2 = 1/2 bei einer bestimmten Temperatur
T1 der Fixpunkt bei n1 = 0 stabile, und es entsteht ein instabiler Fixpunkt bei n l > O.
Welcher der beiden stabilen Fixpunkte tatsächlich angenommen wird, hängt vom Wert

der Freien Energie, bzw . von der temperaturabhängigen Steigung von f in den Fixpunkten

ab. Abbildung 3 .4 zeigt die korrespondierenden Werte der Freien Energie als Funktion von

nl. Dabei wurde s so gewählt, daß das Elektronenband halb gefüllt ist (n = 1) . Abbildung

3.4 stellt einen - jetzt eindimensionalen - Schnitt durch den Parameter-Unterraum dar,

bei dem fHF filr gegebenes n 1 minimal ist, d .h. sl wurde gem (3 .21) bestix t . sn Ab-

bildung 3.4a verschiebt sich das Minimum der Freien Energie mit wachsender Temperatur

kontinuierlich zu nl = O. Dagegen entsteht in Abbildung 3 .4b bei einer Temperatur T1 ne-

ben dem Minimum für aal ate 0.9 ein weiteres bei nl = O. Dazwischen liegt notwendigerweise

ein Maximum . Die drei Extrema entsprechen den drei Schnittpunkten in Abbildung 3 .3b.

Erreicht die Temperatur einen Wert 1e, so wird das neue Minimum das thermodynamisch

stabilere, und ein Phasenübergang erster. Ordnung tritt ein . Oberhalb einer Temperatur

T3 wird schließlich der erste, bis dahin metastabile Fixpunkt instabil (nicht mehr gezeigt).

In einem etwas anderen Szenario gibt es bereits im Grundzustand zwei Minima bei Werten

von n1 O. Der Zustand mit kleinerem Ordnungsparameter geht dann kontinuierlich in

die homogene Phase liber . Beispiele für verschiedene Phaseniibergange mit zwei Minima

in der Freien Energie zeigt Abbildung 3 .5. Der Ordnungsparameter zeigt eine sehr starke

iysterese als Funktion der Temperatur . 3.5a korrespondiert dabei mit der Situation in

Abbildung 3 .4b; 3.5b stellt das Szenario mit dem zweiten Minimum bei n 1 ro 0.4 dar.

2 Ein Fixpunkt ist dann stabil, wenn die Steigung von f kleiner als eins ist .



KAPITEL 3. ZWEI-NIVEAU-SYSTEME

Der thermodynaffiische Phasenübergang geschieht bei der Temperatur T2 (gestrichelt),
d.h. das zweite Minimum in Abbildung 3 .5b (bei nl 0.4) ist nur metastabil.

i .0

0,6

,-, 0.8
..

v
me

0.4

0 .2

0.0

n i	n i

Abbildung 3 .3: Beispiele fdr die Selbstkon.sistenzgleichung des Ordnungsparameters nl bei
A= 0,U= 0, 7r/5 . a) Phasenübergang 2 . Ordnung bei S~ =g= 3 . b) Phasenübergang
1 . Ordnung bei S~ = 2,g = 4. Temperaturen jeweils : T = 0, 0 .5,1.2,1 .5, 2 .4.

n1

Abbildung 3 .4: Freie Energie als Funktion des Ordnungsparameters n 1 . Parameter wie in
Abb. 3 .3 . Temperatur aquidistant zwischen 0 und 1 .6 (a) bzw.'0 und 1.2(b).
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Abbildung 3 .5: LDW-Ordnungsparameter vs . Temperatur in IN`N bei halber Bandfiillung.
a) ¢ = 0.27r, f = 2, g = 4. b) = 0.357r, Sl = 2,g -= 6. Gestrichelte Kurven Gleiche Freie
Energien der beiden Lösungen.

Das Modell (3 .1) besitzt sehr viele Parameter. Nun soll abschließend an einigen Beispielen

das Phasendiagramm (kritische Temperaturen) bei halber Band_üllung und U = 0 gezeigt

werden (Abbildung 3.6) . Die kritische Temperatur ist bei festem Winkel (0 = 0.2n-) für
kleine Werte von g/Sl exponentiell klein. Sie erreicht bei g/ä'c ;LI 1 .2 ein Maximum. Etwa ab

dem Maximum tritt Hysterese auf; die Temperatur T3 , bei der der erste Fixpunkt instabil

wird, wächst linear mit g/s , die thermodynamische Phasengrenze, T2, nimmt dagegen

langsam ab. Bei festen Werten von g = 6, l

	

2 (Abbildung 3 .6b) nimmt die kritische

Temperatur mit qS monoton ab. Bei , 0.38ir wird die Lösung mit „großem" na für alle

Temperaturen metastabil . Die Temperatur T2 ist daher ab bier nicht mehr definiert, wes-

halb die drei Kurven nicht in einem Punkt zusammenlaufen . Bei etwas größeren Werten

(~r %•• 0 .47r) gibt es nur noch ein Minimum der Freien Energie ; dieses geht mit der Tem-

peratur kontinuierlich gegen null . Die Instabilität als Funktion von ¢ läßt sich wie folgt

erklären. Der TLS-Anteil des 1 amiltonoperators in HFN (3.8) enthält 'Ferme der Form:

(3.30)

Da bier g/SZ > 1 gilt, ist auf „ungeraden" Gitterplätzen eine TLS-Magnetisierung (S4) =

-1 immer günstig. Die Selbstkonsistenzgieichu .ngen liefern für den Fixpunkt etwa nl ^s 0 .9.

Eine antiferromagnetische Anordnung der TLS-Spins, die mit einer LDW-Struktur der

Elektronen korrespondiert, ist daher nur günstig, wenig

0 .11 < cos ¢

	

(3.31)
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gilt . Mit

	

= 3 folgt hier in der Tat ein kritischer Wert von cb en- 0 .4r.

	 I	 }	 I
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Abbildung 3 .6: Phasendiagramm des TLS-Modell in KFN bei halber Eandfl .111mg imd
U = O. a) Tc vs. g/Sl bei = 0.2w, = 2. Gestrichelte Kurve: Instabilität des „oberen"
Fixpunktes (siehe auch Abb. 3 .5 und 3 .4) . Punktierte Kurve: Instabilität des „unteren"
Fixpunktes (TO ), dazwischen Koexistenzbereich mit Physik ischer Ubergangstemperatur
T2 (durchgezogene Kurve) . b) TT vs. bei iZ .2,g = 6. Kurven wie in a)

Insgesamt zeigt sich, daß bereits in einer stark vereinfachenden Hartree-Fock-Näherung mit

LDW-Ansatz . interessante Phasenübergänge mit z .T. großen Hystereseeffekten gefunden
werden . Ob die HFN die Eigenschaften das TLS-Modells 'besondere bei mittleren und
starken Wechselwirkungen und hohen Elektronendichten korrekt wiedergibt, kan.n - da
eine exakte Lösung nicht vorliegt - nur durch den Vergleich mit Untersuchungen endlicher

Systeme herausgefunden werden . Die Anwendung des GQMC-Verfahrens auf das TLS-

Modell sowie der Vergleich .,der Resultate .soil . irn folgenden .Absehnitt dargestellt werden.

3 .2. .Monte-Carlo-Simulai;äon

3.2 .1. Weltlinienfoarrrul;erung der TLS

Die Behandlung des TLS-Modells (3 .1) im Rahmen der Großkanonischen Quanten-Monte-

Carlo-(GQMC-) Methode beruht auf der in Kapitel. 2 .1 dargestellten Trotter-Zerleglsug:

~
e-®rHo~-®rFlg.

e
-®rllTLS e-L.rHe3',LS

	

(3.32)

mit

	

= ß/L. Die elektronischen Freiheitsgrade werden wieder nach einer Hubbard-

Stratonovich-Transformation ausintegriert, was zu einem äußeren, wechselwirkenden I~ilfs-

4
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Feld (dem HS-Feld) fl hrt . Die Zwei-Niveau-Systeme können mit einem Weltlinienverfahren

(siehe Abschnitt 2 .5) behandelt werden . Wir folgen hier weitgehend dem in [Fi99] gege-

benen Formalismus . Zunächst wählen wir eine Ortsraum-Darstellung der TLS, in der die

Operatoren S$ diagonal sind :

Irv)

	

®Irv$) = 1rv1 . . 'rvL)
i=1

as I'vB) _ -rvs rva}

,§'8 1rvi} = j - rvi} .

(3.33)

(3.34)

(3.35)

Die zweiwertigen Parameter = ±1 tragen also einen „zeit"-Index v = 1, • . . , L sowie

einen Gitterindex i = 1, . . • , N. In (3 .32) werden nun LN vollständige Sätze von Zuständen

1-r,$ ) eingefügt. Fiir eine gegebene 'Totterschicht v erhält man damit Matrixprodukte der

Form

g~

	

I( ,iivs e®rSi[A'i cos 0+4 sin 0]e-argirls .5,
rv -1j

	

t
A g~

	

s!

h(rväsTv-1s)
e-®rg'arv-is (3 .36)

Die TLS-Spins koppeln ähnlich wie die HS-Spins an die lokale Elektronendichte . Ein

Unterschied besteht darin, dais die Ankopplung der HS-Spins im repulsiven Fall (U > 0)
spinabhängig ist . Bei den TLS ist, wie im Fall U < 0, die Wechselwirkung fir beide

Spinrichtungen identisch, sie wirken daher wie zeitabhängige chemische Potentiale . Ein

positiver Effekt ist, daß hier wie im reinen Dubbardmodell filz U < 0 das Produkt der

Fermionendeterminanten positiv semi-deflnit ist, also kein Vorzeichenproblem auftreten
1=mm" . Zusätzlich zu der TLS-Elektron-Kopplung gibt es hier Faktoren durch die Dynamik

der TLS:

ä i + tanh(®r ) cos r,,; =

	

1
1- tanh(ArS») cos q5

tanh(Arit) sin c
, r,,$
9'rj

= r,._1 s = -1
'v-a s

(3 .37)

Während der MC-Simulation werden die TLS-Spins genau wie die HS-Spins in Einzeispin.-

flips geändert . Dies erlaubt, wie in Kapitel 2 .1 geschildert, eine effektive Neuberechnung

der elektronischen Einteilchen-Greenfunktion. Die Übergan.gswahrscheiaalichkeit bezüglich

der TLS für einen Umkb ppprozeß r„§ -4,	- -ra,q , wir°d:

(rv¢1s I NAT) I rvi)(Tv$ Ü(Ar) Irv-1s)
~ryy

1g I [(®T)1 rvi)(Tv$ Ür(ir) T,-Ii)

[tanh(Ai. l)]2" [1 tanh(t re)]r"
s-ads [1 - tanh(AIII)] res-t0 ;

	

(3 .38)
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mit den Abkürzungen l,,s = r n(r~- gi + r, 1 )/2 und Ü(Ar)

	

exp(-LirSl[ .' cos¢ +

E sing]) . Die Berechnung der Übergangswahrscheinlichkeit bzgl . der fermionischen Frei-

heitsgrade sowie der Einteilchen-Greenfunktion erfolgt vollkommen analog zu Gleichungen
(2.26) bis (2 .32).

3.2.2 . Homcgene Phase

Zunächst wollen wir das TLS-Modell im homogenen Bereich des Phasendiagramms unter-
suchen. Dazu wählen wir eine mittlere TLS-Elektron-Kopplung von g = 1 und betrachten

den Fall rein irrelastischer Kopplung q5 = lr/2 . Hier ergibt die Hartree--Fock-Behandlung

eine maximale kritische Temperatur bei äl as 1 .5 von Tc = 0 .023. Für die Monte-Carlo-
Rechnung wurde eine Temperatur von T = 1/16 gewählt, d .h. tief in der homogenen

Phase. Zum Vergleich mit der HFN wurde ein sehr kleines System von 12 Gitterplätzen

mit periodischen Randbedingungen simuliert . Die HF-Ergebnisse waren bei dieser Tempe-
ratur nahezu unabhängig von der Systemgröae . Erst bei wesentlich tieferen Temperaturen

werden Effekte durch die mehr oder weniger stark gefüllten Schalen bei unterschiedlichen

Systemgrößen relevant.
Abbildung 3 .7a zeigt die mittlere TLS-Magnetisierung mTLs - (S'a ) (untere Kurve) als
Funktion der TLS-Frequenz 52 . Der Verlauf ist anschaulich zu verstehen: Bei kleinen Fre-
quenzen überwiegen die T lerme g ib in (3.1), und die TLS gewinnen Energie, indem
sie sich ferromagnetisch mit (S z) = -1 anordnen. Ist dagegen St » g, so werden sich
die TLS in r-Richtung ausrichten, und die Magnetisierung in z-Richtung verschwindet.

Die Rechnungen wurden im großkanonischen Ensemble bei p = 0 durchgeführt . Da die

TLS aber wie chemische Potentiale auf die Elektronen wirken, erhöht sich bei negati-
ver TLS-Magnetisierung die Elektronendichte, wie in Abbildung 3 .7a (obere Kurve) zu

sehen ist . Der Gewinn an Wechselwirkungsenergie durch die Erhöhung der Elektronen-

dichte konkurriert dabei mit dem Verlust an kinetischer Energie, weshalb die Besetzung

nur leicht erhöht wird . Die Ergebnisse der GQMC-Rechnungen stimmen sehr gut mit der
KFN-Näherung überein (durchgezogene Kurven) . Abbildung 3 .7b zeigt GQMC-Resultate

für ie Doppelbesetzungsdichte d/d und das effektive Hiipf atrixelement

(o)

	

(3 3s)teff

	

(®)a '

jeweils normiert auf die Werte freier Elektronen mit der entsprechenden Teilchendichte.

Bei kleinen SI bewirken die TLS - wie in der HFN - nur eine Verschiebung des chemischen

Potentials, d .h. eine Änderung der Elektronendichte . Bei großen . Il . werden die Elektro-

nen praktisch von den TLS entkoppelt . Fiir 5l g gibt es dagegen Abweichungen vom

Einteilchenbild. Hier erhöht sich die Doppelbesetzungsdichte und die Beweglichkeit der

56 .



	3 .2. MONTE-CARLO-SIMULATION

Elektronen wird durch die TLS eingeschränkt . Die Erhöhung von d bedeutet, daß die TLS

eine attraktive Wechselwirkung zwischen den Elektronen vermitteln . Aufgrund des anzie-

lenden Potentials zwischen ihnen, wird das effektive Hiüpfmatrixelement und damit die

Beweglichkeit kleiner .

0

	

0

Abbildung 3 .7: GQMC-Resultate % das TLS-Modell auf dem 12-er Ring beiß = 16, g =
1, ¢ = r/2, U = 0, a = O . a) TLS-Magnetisierung mTLs (o) und Elektronendichte (pro
Spin) no. (e) vs. iä. Durchgezogene Kurven: PUN -Resultate. b) Doppelbesetzung (e) und
effektives Hüpf natrixelement (o) der Elektronen normiert auf die Werte für freie Elektro-
nen auf dem 12-er Ring. Durchgezogene Kurven sollen hier nur das Auge fihren.

3.2.3 . Gebrochene Phase

im folgenden soll die Bildung von Ladungsdichtewellen in Modell (3 .1) numerisch unter-

sucht werden . Im Rahmen der N hatte sich gezeigt, daß hierftir kleine Winkel und
Energieparameter g Si t günstig sind (siehe Abbildung 3 .6). Bei kleinen ¢ und großen

Werten von ..g treten allerdings bei der Monte-Carlo-Simulation Probleme durch gerin-

ge Übergangswahrscheinlichkeiten der TLS-Spins o f . Der Grund daß sind verschiedene

ausgeprägte lokale . Minima der Energie - beispielsweise die ferromagnetische und die anti-

ferroinagnetische Anordnung der TLS-Spins-, die im Phasenraum weit auseinanderliegen 3 .

DasSystem.kann nicht in vertretbarer Zeit von einem Minimum in das andere gelangen,

sondern „rastet" vielmehr lange Zeit in einem Zustand „ein" . Aus diesem Grund diirfen

der Winkel nicht zu klein und die TLS-Energien g und 11 nicht zu groß gewählt werden.

$„Weit" in dem Sinne, d~ eine groBe Anaahl vo~ Einzel-Spi.nfligs notwendig ist, um von dem einen
Minimum in das andere zu gelangen
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Auf der anderen Seite sind TLS-Energien, die deutlich über der elektronischen Bandbreite
von 2dt (d ist die rän	 etliche Dimension) liegen, fier physikalische Systeme auch recht im-
typisch.

Hier sollen Ergebnisse flit . die Paramter = 0 .2rr, g = 3 und Il = 2 dargestellt werden . Die
HFN liefert für diesen Werte einen Phasenübergang von schwach erster Ordnung mit einer
kritischen Temperatur von Tc" = 1.14 (siehe auch Abbildung 3 .6a) . Die Akzeptanraten
fiär TLS-Spinfips sind hier mit etwa 10% noch annehmbar.

3.2.3 .1 . Ladungsdichte- vs . Spindichtewellen

Es wurden Simulationen mit verschiedenen quadratischen Gittern bis zur Größe 10 x 10

und inversen Temperaturen ß < 10 bei verschiedenen Bandfüllungen für U = 0 und U > 0
durchgeführt . Es wurden stets periodische Randbedingungen gewählt . In diesem Abschnitt
soil die Bildung von LDW und der Einfes der elektronischen Abstoßung exemplarisch für
das 6 x 6-Gitter beiß = 4 und n = 1 dargestellt werden . Bei positiven Werten von U
sind Simulationen von wesentlich gröBeren Gittern und/oder tieferen Temperaturen wegen
des Vorzeichenproblems nicht möglich . Dieses tritt hier auch bei halber Bandfillung auf,
da die Teilchen-Loch-Symmetrie durch die TLS gebrochen wird, und daher das Determi-
nantenprodukt nicht länger positiv semi-defnit ist . Während z .B. beim 6 x 6-Gitter das
mittlere Vorzeichen (6) bei ß = 4 und U = 3 noch 0 .9 beträgt, ist es beiß = 4, U = 5 auf
0.23 und bei ,ß = 8,U = 3 auf etwa 0 .03 abgesunken.

Um die Bildung von langreichweitiger Ordnung zu studieren, betrachten wir die dazu-
gehörigen Korrelationsfunktionen:

Dabei steht fdr die Operatoren ft i = h i +fl i der Elektronendichte bzw. _ fit -
der Spindichte. C3 mißt also Dichte-Dichte-, C Spin-Spin-Korrelationen . Darüber hinaus
wurden auch die Spin-Spin-Korrelationen der TLS sowie die die Korrelationen zwischen
TLS-Spins und Elektronendichte bestimmt . Da die TLS aber direkt die lokale Elektronen-
dichte beeinflussen, liefern sie keine wesentlich neue Informationen . So korrespondiert eine
LDW-Struktur der Elektronen mit einer entsprechenden SDW der TLS . Der Index i + j
in (3.40) ist. eine Kurzschreibweise für die Vektoraddition ± Rj . Die Einteilchengrößen
X werden relativ. zu ihrem Mittelwert

((xi
. ... x)(x=+3 - x)/ =

1Vi=1

	

i-~
(t&+)

	

(3.40)
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berücksichtigt, wodurch Cf im unkorrelierten Fall verschwindet . Die Fouriertransforma-

tion von (3 .40) liefert die Strukturfaktoren

SX (q ) =

	

Cfe`qR: s

	

( $

3

. 1e84 (R4-R;) - N 2 .

	

(3 .42)
i=l

Die Strukturfaktoren sind nach den Fluktuations-Dissipations-Beziehungen proportional

zu den korrespondierenden Streuamplituden (siehe z .B. [Sta71)) . So führen Ladungsdichte-

wellen zu Verzerrungen des Ionengitters, welche sich mittels Röntgenstrahlen nachweisen

lassen. Spindiehtewellen sind elektrisch neutral, können aber durch Neutronenstreuung

beobachtet werden.

Sind die Korrelationen kurzreichweitig, d .h. klingen sie exponentiell ab mit einer räumli-

chen Modulation:
C cx e-agoRJe Ri ,

	

(3 .43)

so gilt für° das Maximum des Strukturfaktors bei qp:

S (qo) oc (a)

	

(3 .44)

mit der Gitterkonstanten a und der Korrelationsange e . ist aber deutlich größer als die

lineare Ausdehnung N des Systems, so befindet sich das System effektiv innerhalb der

geordneten Phase, und SX (q) sättigt mit der inversen Temperatur ß.
Bei langreichweitigen Korrelationen, genauer : bei solchen, die mit einer Potenz < d

abfallen, divergiert SX (q) dagegen mit N wie:

SX (qa) « 1 Ng .

	

(3 .45)
n

Abbildung 3 .S zeigt die Strukturfaktoren der elektronischen Dichte-Dichte- und Spin-Spin-

Korrelationen. Die Wechselwirkung mit den TLS f hrt in diesem Parameterbereich im Fall

T = 0 zu einer scharfen Spitze in SN bei einem Vektor q = = (it, ir), was die Tendenz zur

Ausbildung einer Ladungsdichtewelle widerspiegelt . Die magnetischen Korrelationen sind

dagegen stark unterdrückt. Ist U von der gleichen Größenordnung wie g, so kompensieren

sich beide Effekte im wesentlichen. (Abbildung 3 .8 Mitte) . Die beiden Strukturfaktoren sind

fast ununterscheidbar von denen des freien Elektronengases auf dem 6 x 6-Gitter . Der Wert

von U wurde so gewählt, daß er die, mit der Unitären Transformation berechnete, effektive

elektronische Anziehung von UuT = 2.91(siehe Gleichung (3 .29)) ausgleicht, was auch in

guter Näherung der Fall ist . Die HFN überschätzt dagegen mit fTeff = 4 .2 die effektive

Anziehung in diesem Paramterbereich . Erhöht man U weiter, so bilden sich wie im reinen

Hubbardmodell - starke antiferromagnetische Korrelationen aus (Abbildung 3 .8 unten).

In der HFN gibt es bei den vorliegenden Parametern für U > 5 .42 im Grundzustand keine

LDW-Ordnung mehr. Die QMC-Resultate zeigen hier fast eine Umkehrung der Situation

bei U = 0, also eine starke Unterdrückung der LE -Korrelationen.

N
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Abbildung 3.8: Dichte-Dichte- und Spin-Spin-Strukturfaktoren Mr das 6 x 6-Gitter . Para,-_
meter: g = 3, S2 = 2, (;b = 0.27r, Ü = 0, 2 .91, 5 .42
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3.2.3.2. Resultate abseits halber Bandfäillung

Um die Stabilität der kommensurablen LDW-Ordnung gegenüber Dotierung zu untersu-

chen wurden Simulationen auf dem 6 x 6-Gitter bei /3 = 4 fair verschiedene Elektronen-
dichten durchgefiihrrt . Abbildung 3 .9 zeigt den Strukturfaktor SN(q), wobei der Vektor q

auf einem Dreieckspfad von (0,0) parallel zu q-Achsen nach (0, rr) und (ir, ir) und schließ-

lieh diagonal zurück nach (0,0) läuft . Offensichtlich wird SN(ir, rr) durch die Dotierung

stark unterdrückt, und die Korrelationen werden kurzreichweitig . Die relative Erhöhung

des Wertes bei q = (27r/3, rä) bei kleineren Dichten mag eine Tendenz zur Ausbildung

einer inkommensurablen LDW widerspiegeln ; sie ist aber bei der vorliegenden Tempera-

tur nur sehr schwach ausgeprägt . Dariiberhinaus können Zwischenwerte von SN(q) auf

Abbildung 3 .9: S"(q) flit einen Dreieckspfad durch die Erilloitinzone bei verschiedenen
Elektronendichten. Parameter: g = 3,11 = 2, q5 = 0 .2ir, ~I = 0, /3 = 4. n = 1 (offene
Quadrate), n = 0.83 (volle Quadrate), n = 0.74 (Sterne) und n = 0.66 (Kreise) . Resultate
für freie Elektronen bei n = 1 (gestrichelt) und bei n = 0.66 (strichpunktiert).

dem kleinen Gitter nicht bestimmt werden, da die zugehörigen q-Vektoren hier nicht defi-

niert sind. Abbildung 3.10 zeigt schließlich 5N (q) far den Fall, deli Hüpfprozesse zwischen

übernächsten Nachbarn (entlang der : Kanten des . Gitters) erlaubt sind. Für den dazu-

gehörigen Hüpfparameter wurde ein Wert von t 2 = -0.2t gewählt . Obwohl in diesem Fall

kein paares Gitter mehr vorliegt, wird der Wert von SN(rr, ir) bei der vorliegenden Elek-

tronendichte nicht reduziert . Man erkennt ferner eine Erhöhung des Strukturfaktors bei

einem. Wellenvektor (0, Ir) .
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Abbildung 3 .10: SN(q) mit Hüpfen zu übernächsten Nachbarn, t2 . Parameter wie in
Abb. 3.9; Dichte n = 0 .74 . t2 = 0, EI = 0 (Sterne), t2 - -0.2,U = 0 (Kreise),
t2 ° -0 .2, U = 1•5 (Quadrate) . (Der statistische Fehler ist hier etwas gr5ßer als die
Symbole .)

3.2.3.3. Bestimmung der kritischen Temperatur

Im Fall der halben Daxtdfiillung findet man, wie gezeigt, eine deutliche Tendenz zur Bil-

dungeiner kommensurablen Ladungsdirhtewelle mit einem Wellenvektor qo = (r, 9r) . Diese
Struktur bricht die Translationsinvarianz des Gitters und zerteilt dieses in zwei Untergit-
ter mit jeweils hoher bzw. niedriger Elektronendichte . Der Ordnungsparameter ist da-
her zweiwertig, und es ist - einem Argument in [Noa9i] folgend - zu erwarten, daß das
System in derselben Universalitätsklasse ist wie das zweidimensionale Isingmodell . Die
Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion bei q = qo sollte daher mit einem Exponenten = 1/4
zerfallen, so daß sich folgende Skalierung des Strukturfaktor gemäß . (3 .45) mit der linearen
Systemausdehnung T~ ergibt:

SN(,r, yr) = Ng-fl w(i) = NZ'4 w( (,!3 - &))

Die unbekannte Funktion w hängt dabei nach der Skalenhypothese (siehe z .B. [Sta71])
für hinreichend große Gitter nur vom Verhältnis von zur Korrelationslä,nge e ab. e di-
vergiert in der vorliegenden Universalitätsklasse in der Nähe des kritischen Punktess . (von
beiden Seiten) mit einem Exponenten v = 1 . .. (3 .46) kann als . Bestimmungsgleichung
die kritische Temperatur aufgefaßt werden.
Dazu wurde SN(yr, yr)

	

verschiedene quadratische Gitter mit

	

< 10 bei inversen
Temperaturen ß < 10 bestimmt (Abbildung 3 .11) . Es wird deutlich, daß S''(ir, yr) ab

(3 .46)
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2 3 4 6 7 8 9 10

~

Abbildung 3 .11: LDW-Strukturfaktor vs. Temperatur für verschiedene Gitter bei halber
Bandfüllung. Parameter: g = 3, il = 2, = 0.27r, Ü = 0. Die Fehlerbalken geben den
statistischen Fehler, bestimmt aus unabhängigen Läufen, wieder.

einer inversen Temperatur von etwa ß = 4 mit der Systemgröße stark zunimmt . In Abbil-

dung 3 .12 sind die selben Daten gemäß (3 .46) skaliert für drei Werte von ,ßc aufgetragen.

Das Kriterium fier die Auswahl des „richtigen" Wertes besteht darin, daß alle Datenpunkte
auf derselben Skalenfunktion w(N(ß -- Qc)) liegen sollen, von der angenommen wird, daß

sie einen glatten und nahe des kritischen Punktes monotonen Verlauf hat . Von den drei

gezeigten Kandidaten erfüllt ßc = 6 dieses Kriterium am besten . Die kritische Temperatur

ist also deutlich tiefer als die von der 'N vorgesagte (4F-F = 0.877) . Diese Tatsache
verdeutlich die Wichtigkeit von Fluktuationen in diesem zweidimensionalen Quantensy-

stem.

3.2 .4 . Limes hoher Dimensionen

Ohne hier auf die Theorie des Limes hoher Dimensionen und die Techniken zu seiner Be-

handlung einzugehen - beides wird im folgenden Kapitel dargestellt sollen hier nur die

Ergebnisse zumn. Phaseniibergang des TLS-Modells gezeigt werden. Es wurden dabei die-

selben Parameter, geeignet skaliert, wie bei den Rechnungen zum zweidimensionalen Fall

gewählt, d.h. g = 3, O = 2, = 0 .2ir . Der Limes hoher Dimension liefert eine dynamische.

„mean feld"-Theorie. Obwohl die Resultate mittels einer QMC-Methode gewonnen wer-

den, können hier - im Gegensatz zu endlich-dimensionalen MG-Simulationen durch . die

Selbstkonsistenzgleichungen „echte" Phasenübergänge und geordnete Phasen selbst beob-

achtet werden. Abbildung 3 .13 zeigt die aus den Zweiteilchenkorrelationen berechnete in-
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Abbildung 3.12 : Slalierung der LDW-Struktmrffaktoren aus Abb. 3 .11 mit

	

und 0. Be-
stimmung der ,,optimalen" kritischen Temperatur . (Die gestrichelten Kurven sollen nur . .
mögliche Pa.nktionsverläufe skizzieren .)

verse LDW-Suszeptibilität XaW als Funktion der Temperatur . XLDW divergiert . in einem
Curie-Weiß-Gesetz linear mit T Die Extrapolation ergibt eine kritische Temperatur

von Tcd='' = 0.246. Diese liegt deutlich unterhalb des `-Ergebnisses von 2f-Fx = 1.14

aber nicht allzu weit oberhalb des QMG-Resultats, T =2 0.17. Beim Vergleich der Ener-
gieskalen ist zu berücksichtigen, daß in d - oo mit einer halbelliptischen Zustandsdichte

gerechnet worden ist, welche exakt wird ffiir das Bethe-Gitter mit unendlicher Verzwei-

gungszahl . Diese Zustandsdichte hat eine völlig andere Form als die des hyperkubischen

Gitters. in d = 2, insbesondere besitzt sie keine van Hove-Singularitäten. Dennoch liefert

der Limes hoher Dimensionen mit einem Verhältnis von v = 21 =2 : T g=' 0.69 sogar

eine etwas bessere Näherung als die Weißsche Theorie fair das Isingmodell mit v 0 .57

(siehe z.D. [Sta7i]) . . Der Vergleich der kritischen Temperaturen zeigt einerseits, daß die

-20



Abbildung 3 .13: Inverse LD -Suszeptibilität vs . T für das TLS-Modell im Limes hoher
Dimensionen. Gestrichelte Kurve: Linearer „least-square fit" durch die ersten drei Punkte.
Pfeil : Kritische Temperatur fair das zweidimensionale Gitter.

von der 'N vernachlässigten Fluktuationen in erster Linie durch Quanteneffekte und

weniger durch die niedrige Dimensionalität des Systems hervorgerufen werden . Anderer-

seits wird deutlich, d der Limes hoher Dimensionen bereits eine gute Näherung für

thermodynamische Eigenschaften niedrigdimensionaler Systeme sein kann.

3.3 . Diskussion

In diesem Kapitel untersuchten wir das I-Iubbardmodell mit lokal angekoppelten Zwei-

Niveau-Systemen (TLS) . Es wurde gezeigt, daß die TLS eine effektive attraktive Anziehung

zwischen den Elektronen vermitteln können. Die Anziehung ist darn besonders effektiv,

wenn die Energien der TLS und die Kopplung zwischen TLS und Elektronen von der glei-
chen Größenordnung ind, und wenn der elastische Anteil der Streuung der Elektronen

an den TLS überwiegt . Bei Aber Bandfiillung führt die effektive Anziehung zur Bildung

einer A-D-Ladungsdichtewelle . Im Rahmen der Hartree-Fock-Näherung (117N) werden in

Abhängigkeit von den Modellparametern Phasenübergänge erster und zweiter Ordnung

beobachtet . Fiir letztere wurde die effektive lokale Anziehung der Elektronen berechnet

und mit dem Ergebnis aus der Uniirren Transformation verglichen . Fiir einen festen Pa-

raxnetersatz konnte mit der Monte-Carlo-Simulation kleiner quadratischer Gitter durch

,,finite-size"-Analyse die Übergangstemperatur zur Ladungsdichtewelle bestinrnt werden.

Der Übergang ist kontinuierlich und liegt in derselben Üniversalitätsklasse wie das zweidi-
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mensionale Isingmodell . Die kritische Temperatur liegt etwa um eine Faktor 7 unterhalb
des HP-Ergebnisses. Die Untersuchung des Modells im Limes hoher Dimensionen liefer-
te für° die gleiche Parameter ebenfalls einen Phasenübergang zweiter Ordnung mit einer

kritischen Temperatur, die nur leicht oberhalb der im zweidimensionalen Fall liegt.

66 . ..



40 . LIMES HOHER. DIMENSIONEN

In diesem Kapitel soli das Hubbardmodell mit Unordnung im Rahmen des Limes hoher

Dimensionen (d co) untersucht werden . Der Schwerpunkt liegt dabei auf dem Wechsel-

spiel von lokaler Werhselwirkung und Unordnung und deren Einfluß auf die magnetischen
sowie die metallischen Eigenschaften des Systems . Ferner werden Ergebnisse zum reinen

Hubbardmodell in der Anwesenheit eines äußeren Magnetfeldes dargestellt.

Für die Behandlung korrelierter Elektronensysteme wäre es sehr wünschenswert neben

analytischen Näherungsmethoden und numerischen Behandlungen kleiner Systeme eine
kontrollierte und möglichst für alle Werte der Modellparameter anwendbare „mean field"-

Theorie zu konstruieren . Der Prototyp für eine derartige Theorie ist die Weisssche Theorie
für klassische Spinsysteme . Dabei wird das lokale Feld, das von den benachbarten Spins

auf einen Spin am Gitterplatz i wirkt, durch ein mittleres, homogenes Feld l ersetzt . Es ist
wohlbekannt, daß die Weisssche Theorie sowohl bei langreichweitiger Wechselwirkung als

auch im Limes hoher Dimensionen bzw . hoher Koordinationszahl Z exakt wird . In diesem

Sinne handelt es sich um eine ,,kontrollierte" Näherung; kann als Entwicklungspara-
meter dienen, um die Physik endlich dimensionaler Systeme besser zu beschreiben . Auch

für Systeme beweglicher Elektronen gibt es seit langem „mean field"-artige Theorien, wie

z.B. die Idartree-Fock-Näherung, bei denen ein Elektron sich im mittleren „Feld" der ande-

ren bewegt . Als mittleres Feld dient dabei üblicherweise die lokale Elektronendichte . Dies
führt bei der Hubbardwechseiwirkung zu der bekannten, auch in Kapitel 3 benutzten Ent-

kopplung der Dichteoperatoren. Aufgrund des lokalen Charakters der Wechselwirkung wird

diese Näherung durch die Erhöhung der Anzahl maärhster Nachbarn aber nicht besser und

daher keinesfalls exakt für d = oo . In diesem Sinn ist die Hubbard-Wechselwirkung ausge-

zeichnet, da für alle Ficht-lokalen Dichte-Dichte-Wechselwirkungen die Ha .rtree-Näherurig2

für d . = oo exakt wird [MHa89] . Die 'N ist also für das Hubbardmodell keine kontrollier-

te „mean field"-Theorie im obigen Sinne . Ihre Anwendbarkeit ist a priori nur bei geringen

Elektronen- oder Lochdichten oder schwachen . Wechselwirkungen gerechtfertigt.

Im folgenden . soll eine kurze Einführung in den Limes d . = . oo für bewegliche Elektronensy-

steme. gegeben werden. Eine ausfiiihrliche Darstellung findet . sich in [Vo193] . . Zunächst ein-

1Fiir dieses mittlere Feld ist im deutschen Sprachgebrauch auch die Bezeichnung „Molekularfeld" üblich.
2Der jock"-Beitrag ist van 0(1/a) und entfällt in d = co.
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mal stellt sich die Frage, wie der Limes d = co überhaupt definiert ist . Wesentlich dabei ist

die richtige Skalierung der Energien . Rein lokale Größen wie die Hubbard-Wechselwirkung

~J sowie das chemische Potential p und die Unordnungspotentiale ei brauchen nicht ska-
liert zu werden. Anders ist es bei der kinetischen Energie: Für freie Elektronen auf dem

hyperkubischen Gitter wird die Zustandsdichte für d = oo gaußverteilt [Met89, MHa39]:

Nz(E)	 ö(E - eq) --~	
1

exp

	

(4 .1)
q

	

t 2~Z

	

{- (t 2Z

mit Z . = 2d . Die korrekte Skalierung des Hiipfterms t, für die die Zustandsdichte nicht
trivial wird, d .h. weder unendlich breit verschmiert noch divergent in E . .= 0, ist daher
[Met39] :

t = - , t* = canet .

	

(4 .2)

Diese Skalierung ist nicht auf das Hyperkubische Gitter beschränkt . Für ein beliebiges
Gitter mit Hüpfen zwischen nächsten Nachbarn gilt die Energierelation:

z
eq = -t

	

cos (gRill )
i-a

mit den Z Nächste-Nachbar-Vektoren R iri . Für einen beliebig ausgewählten Impuls q wird
für Z co eq die Summe von Z Zufallszahlen aus dem Intervall [-t, t] und wächst daher 3
wie N ta. Im allgemeinen sind wegen des Skalarproduktes die Zufallszahlen korreliert 4 ,
weshalb für nicht-hyperkubische Gitter die Energien nicht gaußverteilt sind . Nur mit der
Skalierung (4 .2) bleibt die Energie pro Gitterplatz endlich . Die Anzahl nächster Nachbarn,

Z, ist dabei nicht notwendig proportional zur Dimension d . So gilt etwa für das f cc-Gitter:
Z./c `= 2d(d - 1) . Für das Hubbardmodell wird die Skalierung (4 .2) im Limes U/t -4 co

besonders anschaulich : Hier kann das Modell, wie in der Einleitung erwähnt, auf das t-.I

Modell mit einer antiferromagnetischen Kopplung J = t 2/U zwischen nächsten Nachbarn

abgebildet werden. In Spinmodellen muß die Kopplung zwischen nächsten Nachbarn aber
mit 1/Z skaliert werden, was durch die Skalierung (4 .2) erreicht wird.

Für die im folgenden dargestellten Rechnungen wurde in der Regel eine halbelliptische

Modellzustandsdichte fair die freien Eletronen gewählt:

2
N(E) _ ~rw2 \w2 E2

Sie hat im Gegensatz zur Gaußverteilung scharfe, algebraische Bandkanten, wie sie auch für

dreidimensionale Gitter typisch sind . N(E) wird für das Bethegitter nu t unendlicher Ver-

zweigungszahl K = Z-1 exakt . Die halbe Bandbreite beträgt w = 2tv und bleibt daher

3Genaugenonunen gilt dies far die Wurzel des Mittelwertes fiber 4.
4Sie enthalten Produkte unkorrelierter Zufallszahlen mit gleicher Varianz.
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- im Gegensatz zum hyperkubischen Gitter - mit der Skalierung (4 .2) endlich [Eco79] . Das

Bethegitter ist wie das hyperkubische paar, was sich in der symmetrischen Zustandsdichte
widerspiegelt . Es ist daher zu erwarten, daß sich Ergebnisse bei der Wahl der gaußschen

oder halbelliptisehen Zustandsdichte nicht wesentlich unterscheiden . Insbesondere fördert

in beiden Fällen die Paarheit der Gitter antiferromagnetische Korrelationen.

Die wesentliche Vereinfachung im Limes d oo besteht darin, daß in der diagramma-

tischen Störungstheorie im Ortsraum die Skelettdiagramme kollabieren. Far rein lokale

Wechselwirkungen, wie beim Hubbardmodell, müssen nur solche Diagramme betrachtet

werden, die Vertices nur an einem einzigen Gitterlatz besitzen[Met89] . Der Grund dafiir

liegt darin, daß mit dem äiipfterm t auch der Einteilchenpropagator O fdr benachbarte

Gitterplätze mit I/V2 skk?iert . Allgemein gilt [vDonS9, Met89a]:

G ?.j
~ d-II~°~lila .

Die Metrik M ll ist definiert als die Mindestanzahl von Kanten für einen Weg vom Ur-

sprung zum Gitterplatz Rh da die Elektronen nur längs der Kanten hüpfen können s. Als

Konsequenz wird die irreduzible Selbstenergie im Ortsraum lokal, bzw . ihre Fouriertrans-
formierte impulsunabhängig:

g (w ) - E° (w)sY; , E°(q9 w)

	

(4.6)

4e 3. Anderoon-lelubbard-%iodell

Die Impulsunabhängigkeit fuhrt zu erheblichen Vereinfachungen, die es in verschiede-

nen Modellen erlauben, die Störungsreihe analytisch aufzusummieren . Beispiele sind das
Fa?.icov-Kimball-Modell [ 169 ; Bra 9, Jan91] sowie das Andersonmodell der Unordnung

[And58]. Das letztere wird in d m oo durch die „eoberent potential approximation (CPA)"

[E1174] exakt gelöst [V1a92] . Für ein Modell spinloser Ferniionen mit Nächster-Nachbar-

Wechselwirkung und Unordnug bestimmten Uhrig et al . [Uhr93] das Phasendiagramm in

d = da . . Auch 1/d-Korrekturen konnten hier in erster Ordnung durchgeführt werden.

Zur Erinnerung sei hier nochmal das Modell angegeben, welches in den folgenden Ab-

schnitten behandelt werden soll :

(4.5)

=i c
cr
ci° ftiffiib +

	

s A) 'hie-

	

(4 .7)~=,
8°

Fier tT = 0 handelt es sich um das Unordnungs-Andersonniodell . Wir beschränken uns

auf den Fall diagonaler Unordnung, d .h. wir nehmen an, daß die Unordnung die Hiipf

6 Sie wird in Anlehnung an die rechtwinkligen Straßenzüge Manhattans auch als ,,New York"- oder „taxi

cab"-Metrik bezeichnet .
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terrace tj nicht beeinflußt. Die atomaren Potentiale q unterliegen einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung P(ei), die rein Iokal ist . Das bedeutet, sie sind vollkommen unkorreliert;

kurzreichweitige Ordnung wird nicht berücksichtigt . Unter diesen Annahmen wird der
HPiltonoperator:

(~s -- ll ) •

Dabei ist 1'o.+ ff das reine Hubbardrnodell . Die thermodynamischen Eigenschaften des

Systems lassen sich allgemein aus der Bemittelten freien Energie, bzw . dem großkanoni-
schen Potential

flge,, = -T (haSpexp(-ß
' )i(4

.9)

bestimmen. Die Unordnung ist eingefroren („quenched"), weshalb die freie Energie über
die Konfigurationen der atomaren Potentiale Bemittelt wird . Diese Mittelung über eine
Größe X geschieht wie üblich gemäß:

(X Xgem =

	

[
f

	

de=P(e i)l X(€1 , . . . , eN) ,

	

(4 .10)

wobei N die Anzahl der Gitterplätze ist.

Die Spur über die fermionisehen Freiheitsgrade in (4 .9) kann in endlichen Dimension
nicht exakt durchgeführt werden . Die starken Vereinfachungen, die sich im Limes d

oo ergeben, erlauben es aber, das System auf ein effektives lokales Problem abzubilden
[Jan92, Jan92a] . Die wesentliche Punkte sollen im folgenden Abschnitt kurz dargestellt
werden.

4 .2. Freie Energie im Limes d = oo
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=flo++

Die Herleitung des T ;ikticrals der freien Energie beruht auf dem Formalismus der „er-

haltenden Näherungen" [Bayö2] . Baym zeigte Kriterien auf, für welche Näherungen bei

der Auswahl der Skelettdiagramme der Selbstenergie die thermodynamische Konsistenz

einer Theorie erhalten bleibt . Thermodynamische Konsistenz meint hier die ma ri oskopi-
schen Erhaltungssätze sowie thermodynamische Beziehungen wie die Maxwellrelationen.

Die Kriterien für eine erhaltende Näherung sind äquivalent zu der Forderung, daß die
Selbstenergie nach einem Variationsprinzip aus einem erzeugenden Funktional der vol-

len Greenfunktion G T. bestimmt wird:

(4.8)

Es?= (5
g)

.
,15G$?q

(4.11)

Das großkanonische Potential kann damit als Fanktional von E geschrieben werden:

,ßfi{E} = {G'} - Sp(EG) - Sp ln[(G°)_
i
- E] .

	

(4 .12)
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Dabei ist G° die freie Greeufunktion, und die Spur (Sp) steht fair die Summe Tiber al-

le Gitterplätze, Frequenzen und Spins . (Hier, wie im folgenden, werden Gitterplatz- und

Spinindizes ggf. unterdrückt, wenn der Zusammenhang klar bleibt .) In d = co ist die

Selbstenergie lokal und ihre selbstkonsistente störungstheoretische Entwicklung enthält

nur den lokalen, vollen Propagator G . Die Berechnung des il)-Funktionals flthrt hier zu

einem lokalen Problem und kann explizit durchgeführt werden [Jan86, Jan91] . (4.12) steht
für eine feste Unordnungskon.figuration, die Mittelung über alle Verteilungen muß im An-

schluß noch durchgeführt werden . Diese vereinfacht sich im Limes d = co ebenfalls extrem,

da nur über die möglichen Werte von ei auf einem representativen Gitterplatz gemittelt

werden muß. Die Erweiterung auf den Fall mit Unordnung wurde von Jenis" und Voll-
hardt [Jan92a] durchgeführt . Fü den homogenen Fall, E E a ,s wird das Funktional
des großkanonischen Potentials schließlich:

i1g,,„,/N _ -TE
J

dE N(E) In [iw,, + - ET e E]
cm -cc'

j+T E1n(G) - T(l z{0- ', ei l )gern .

	

(4 .13)

Dabei erfolgte die Darstellung - wie stets im folgenden - in Matsubarafrequenzen wfl =
(2n + 1) ' . Die Summe fiber die Gitterplätze ist hier durch ein Intergral fiber die freie
Zustandsdichte N(E) ersetzt worden. Der letzte Term ist die freie Energie eines lokalen

Problems mit der Zustandssumme

z{f -1, e i } = Dovo*e.4iQm1 } ,

	

(4.14)

geschrieben ails ein : unktionalintegral fiber Grassma variablen a,, (siehe z .B. [Neg83]
und Anhang A) . Die Wirkung A ist eine Funktion des effektiven lokalen Propagators
0-i 0 ®;

+E:

A{O- e$} =

	

-

	

A
dr 1,14(r)t/it(r)OI(r)tPl(r) .

	

(4.15)

Dabei sind die Grassmenev riablen in gemischter Frequenz- und imaginärer Zeitdarstel-
lung geschrieben worden.

Die drei Terme in (4.13) können im Rahmen „mean fzeld"-artiger Bilder interpretiert

werden [Jan92a] : Der erste Term ist die freie Energie unabhängiger Elektronen in einem

frequenzabhängigen, homogenen Potential E . Dieses ist so definiert, daß es die Effekte

durch Wechselwirkung und Unordnung im thermodynamische Limes exakt widergibt . Der

zweite Beitrag subtrahiert die freie Energie eines representativen Gitterplatzes i . Nun wird

das effektive Potential E durch das „wabre" lokale Potential j~ = zJn5-~ + p, er-

setzt . Bezüglich v$, wird die freie Energie berechnet und Tiber die Unordnung gemittelt

ßßer Fall mit 5yzrametriebrec.hung wird weiter unten behandelt .
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(Beitrag drei) . E ist durch die Forderung bestimmt, daß die freie Energie stationär unter

seiner Variation ist : Sflge in/bE = 0.

Die Stationarität von Slgc,r, gegenüber dem vollen, lokalen Propagator G vervollständigt

die thermodynamische Konsistenz; d.h. die physikeiiechen Werte von E und G sind dieje-
nigen, fizr die flgeM stationär wird . Es sei allerdings daran erinnert, daß wir es hier nicht

- wie etwa in der Weissachen Theorie °- mit einfachen Zahlen zu tun haben, sondern mit
komplexen Funktionen der Frequenz . Die räumlichen Freiheitsgrade werden in d = ee

auf einen einzigen Gitterplatz abgebildet, dieser we^chselwirkt mit allen anderen über eine

kompliziertes, dynamisches Potential V. Bevor die Selbstkonsistenzgleichtmgen, erweitert
auf den Fall mit Symmetriebrechung, dargestellt werden, sollen kurz die beiden Grenzfälle

LT = 0 und e, = const . diskutiert werden.

4.2.1 . Zusammenhang mit der 99coherent potential approximation"

Im wechselwirkungsfreien Fall wird die Zustandssumme (4 .14) ein gaußsches Integral und

kann analytisch durchgeführt werden:

Eu-o{g , E$! =

	

[(gam)-l - E $ ]

	

(4.16)

Die freie Energie wird damit:

f2gern(U = 0)/N = -TE{~ dE N(E) In [2cnr, + - E'',; - E]
cc

/-(ln [1-9- G~ (Er, e ä)])geMl (4.17)

und die Variation etwa nach G ergibt

ei E

	

= 0 .

	

(4 .18)
1+G (E-ei)

Die linke Seite ist aber gerade die gemittelte Streumatrix (T-Matrix) fair die Streutang an
den Zufallspotentialen relativ 	 effektivem Medium E [R1c88, Ell.74] . In der „coherent

potential approximation" (CPA) wird E als diagonal im Ortsraum angenommen ; diese
„lokale Näherung" wird exakt im Limes hoher Dimensionen . Die freie Energie (4.13) kann

daher auch als eine feldtheoretische Erweiterung der CPA :ßir wechselwirkende, ungeord-

nete Systeme betrachtet : werden.

4 .2.2 . .. Zusammenhang mit Störstellen odellen

Für das reine Hubbardmodell ohne Unordnung (o .B.d.A ¢E = 0) gewannen Georges und

ISotlia,r [Geo92] mit einem völlig anderen Ansatz dieselbe Gleichung für die lokale Wirkung

rDies ist gewissermaßen ein Gegenstiick zur („umeztricted") .HFN, bei der das effektive Potential rein
statisch ist, aber im Ortsraum sehr kompiziert sein kann.
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A (4.15) . Sie stellten heraus, daß A exakt der Wirkung eines Hilfs-Störstellemnodells

entspricht (siehe auch [Jar92, Ohk91]) . Als Beispiel kann das Einzel-Störstelienmodell von

Anderson („single impurity Anderson model", SIAM) [And61] dienen:

f SIAM beschreibt Elektronen im Leitungsband (eq), die mit dem Orbital einer Störsteile

hybridisieren . Auf der Störstelle wirkt eine elektronische Abstoßung U . Die freie Green-

funktion (U 0), lautet hier:

G°SIAM(iWn) _ icon - Ed + A(i(o.)

(icon ) En. v2 Jr" d~ , N(E)

	

(4.20)
~w~ - ~

mit der Zustandsdichte des Leitungsbandes N(E) . Die frequenzabhängige Größe A(iwn)

wird als effektive Hybridisierung bezeichnet . Die Wirkung ist in diesem Modell offensicht-

lich formal durch (4 .15) gegebenen, wenn man 06m mit identifiziert. Andersherum

ausgedrückt: A ist die Wirkung eines modifizierten SIAM mit einer effektiven Hybridisie-
rung:

	

.(iw,,) = G(iwn) - icon + Ed .

	

(4.21)

muß dabei selbstkonsistent gei (4.13) bestimmt werden, worauf im folgenden Ab-
schnitt noch im einzelnen eingegangen werden soll.

Die Äquivalenz zu Einzel-Störstellenmodellen ist zunichst einmal nur eine andere Formu-

lierung desselben Sachverhalts, doch hat sie verschiedene Gruppen dazu motiviert, Me-

thoden,die aus der Behandlung des SIAM bekamit waren, auch auf das Hubbardmodell

in d = co anzuwenden . Solche Methoden sind etwa störungstheoretischer Art wie die „non
crossing approximation" (NCA) (siehe [Pru93] und Referenzen darin) oder nichtperturba-

tiv wie Quanten-Monte-Carlo-Simulationen [ Iirß6] und exakte Diagonalisierung [Caf94].

Das reine Hubbardmodell ist von mehreren Gruppen mit verschiedenen Techniken behan-

delt worden . Gegenstand ' der Untersuchungen waren das

	

an~tiferao

	

etas..eh .,e Phasen-

diagram= ~

.~agn'

[Jar92, Jar93, Geo92aj, der Mott-Hubbard-Übergang [Geo92a, Geo93, Geo93a,
Gro94, Roz92, Zha93], sowie auch Transporteigenschaften [Pru931 . Auf einige wesentliche

Ergebnisse wird bei der Darstellung der Resultate zum ungeordneten Hubbardmodell im

folgenden bezug genommen werden . Georges et al . beobachteten ferner das Auftreten su-

praleitender Instabilitäten in einer Zweibandversion des Hubbardmodells [Geo93a] ; Jarrell

et al. wandten die Methoden auch auf andere Modelle wie das periodische Andersonmodell

[Jar93a] und das Holsteinmodell [Fre93] an . Die Bildung lokaler magnetischer Momente

und der Metall-Isolator-Übergang wurde kürzlich im Anderson-Hubbard-Modell mit zu-

HSIAM ~ E 6 q4ga tlqa + ITktnc4, -i- V E(agwc, + cQogs) .

	

(4.19)
ie
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fallsverteilten I3iipfanaplituden im wesentlichen mit perturbativen Methoden untersucht

[Dob93].

4.3. Selbstkonsistenzgleichungen in der gebrochenen Phase

Bekanntermaßen weist das reine H.ubbardmodell bei halber Bandfällung und hinreichend

großem LT antiferromagnetische langreichweitige Ordnung (AFLRO) auf. Zumindest im

Limes d = oo existiert AFLRO auch etwas abseits der halben Banditillung sowie für be-

liebig kleine ~T im Grundzustand [3ar92] . Um die AF-Phase auch in der Anwesenheit von
Unordnung zu studieren, erweitern wir die freie Energie (4 .13) auf die syetriegebro-
dhene Phase . Wir beschränken uns dabei auf den Fall paarer Gitter und miissen dazu die

Greeenfunktionen und Selbstenergieen auf den beiden Untergittern unterscheiden . Die Sym-
metriebreehung durch AFLRO ist analog zu der durch die Ladungsdichtewelle induzierten

(siehe Kapitel 3 .1) . Wie dort kann sie durch ein symmetriebrechendes (hier magnetisches)
Feld h8 beschrieben werden :

fig =

	

e8QR'e 1a$ ~a4~ .

	

(4.22)

mit Q = (r, . . ,7r) . E wirkt also mit unterschiedlichen Vorzeichen auf den beiden Un-
tergittern. Fier freie Teilchen mit einem Energieband Eq kann der Hamiltonoperator mit
Symmetriebrechung unter Vernachlässigung der Spinindizes als Summe über 2 x 2-Bilinear-

formen geschrieben werden:

6 -1

	

hq= eq

	

h,

qaPnsz

Dabei ist

	

= (4, c +0; die q-Vektoren laufen nur Tiber eine halbe Erillouinzone, und

es wurde die auf paaren Gittern gültige Beziehung Eq+1 = -eq ausgenutzt . . Q

haben wir bereits in Kapitel 3 .1 diagonalisiert . Die Eigenwerte der inversen Greenfunktion

Gq (zwn) - cal `- hq werden damit:

	

(zwo) = iwn ±, + a~ gi hg , (ü . ±1) .

	

(4.24)

Die freie Energie ergibt sich aus der „Spur-log"-Formel [Neg88] zu:

Diese Gleichung gilt analog auch far den Fall nicht freier, aber unabhängiger Elektro-

nen, d.h.in. der. Anwesenheit des lokalen effektiven Potentials E, welches nun auch vom

_(4 .23)

(4 .25).

E ha GV (im,) = E In y$ (iw~)
q

	

qan

Ela[(i~~ +IA+ h$)(iwn +. A - h.)-
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Untergitter abhängt . Die freie Energie (4 .13) hat schließlich in der AF-Phase die Form:

+

j'00 dEN(E) hi [(im, + IZAF - E.,)(iWn, +

	

+ E ) - E2]
-00

TEln(G ~e)
-1 -T E(ln Z {G-1, ei})q„

	

(4.26)
B+'I7

	

7

G und E erhalten also einen weiteren Index `r E {A, R} {+1, -1}, für die beiden mit „A"

und „E" bezeichneten Untergitter. Die Zustandssumme Z ist das Produkt der Zustands-

summen der beiden Untergitter ; bei der Berechnung der Wirkung A in (4 .15) müssen die

Grassmannvariablen und Greenfunktionen durch die untergitterabhängigen Größen ersetzt

werden, also Og, -+ & yg, etc. Die Felder p.y 0. = a + -yak + ah enthalten neben dem ehe-

mischen Potential das AF-Feld h 3 sowie das homogene Magnetfeld h . Es können natürlich

noch weitere Felder eingeführt werden, die z .B. Symmetriebrechung durch LDW oder Su-

praleitung beschreiben . Um die Stabilität der homogenen Phase gegenüber diesen Feldern

zu untersuchen, genügt es, aus den zweiten Ableitungen von (4 .26) die entsprechenden Sus-

zeptibilitäten bei verschwindendem Feld zu bestimmen . In diesem Fall braucht man nur

das homogenen Problem selbstkonsistent zu lösen . Will man dagegen die Eigenschaften
der gebrochenen Phase selbst bestimmen, so müssen alle relevanten Greenfunktionen und

Selbstenergien der Untergitter beriirksichtigt werden. Die obigen vier Greenfunktionen

G7~ genügen z .B. zur Beschreibung der ferromagnetischen (F)-Phase und der AF-Phase,

sowie einer uniaxialen Mischphase (siehe Abschnitt 4 .7) . Auch eine LDW-Phase könnte

dargestellt werden. Für die Untersuchung der reinen AF-Phase genügen unter Ausnutzung

der A-B-Symmetrie, GL = Gjr etc ., die beiden Greenfunktionen auf einem Untergitter.

Wie bereits dargestellt, folgen die physikalischen Werte von C und E ales der Station a-
ritätsbedingung :

(®)T =
1 Ink ®eA,s+ . 2

	

(4.29)

Die linke Seite von (4.28) bedeutet, daß der lokale Propagator durch das effektive Potential

D bestimmt wird . Die rechte Seite ist die eigentliche Selbstkonsistenzgleichung fier E, die . .

die Dynamik des Systems in Abhängigkeit von den Modellparametern T, p, U und der

Unordnungsverteilung bestimmt . Die numerische Behandlung von (4.28) wird in. Abschnitt

4.5 . dargestellt .

	

&G°

	

0 ,
a g~~

= 0 .

	

(4 .27)
7gs

Dies führt zu zwei gekoppelten Gleichung fdr Gy„ und E y, .,:

	

z'r

	

-PdB N(E)	 ,
	 tg	

2 = - / dr e nr ((

	

(r)b4;(o))T)ger

	

(4.28)
-cc

	

An Bn

	

o

mit der Abkürzung 4 = iwfl + ,, - E ., . Die thermische Mittelung ( . . . )r geschieht mit

der lokalen Wirkung Z7 gemäß :

eua
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4.4. Bestimmung von Suszeptibilitaten

Eine Lösung der Selbstkonsistenzgleichungen (4.28) ist nicht notwendig die stabile thermo-

dynamische Phase des Modells, da eine stationäre Lösung auch anetastabil oder sogar insta-

bil sein kann . Das Auftreten weiterer (meta-)stabiler Phasen kann zu Phasenübergängen

erster Ordnung führen, wie es etwa beim TLS-Modell in HFN (Kapitel 3.1) beobachtet
wurde. Die thermodynamisch stabile Phase muß in einem solchen Fall durch Vergleich

der freien Energien bestimmt werden . Da nicht alle möglichen Phasen untersucht wer-

den können, muß man Annahmen über die vermutlich relevanten Phasen machen . Ein

Phasenübergang zweiter Ordnung ist dadurch charakterisiert, daß die selbstkonsistente

Lösung gegenüber einem symmetriebrechenden Feld instabil wird . Auch hier muß im all-
gemeinen eine Auswahl der zu untersuchenden Symmetriebreehungen getroffen werden.

Zur Bestimmung der Phasengrenzen (z .B. der kritischen Temperatur) genügt es hier, in

der homogenen Phase zu rechnen . Eine Instabilität gegenüber einem Feld x zeigt sich in
der Divergenz der dazugehörigen Suszeptibilität X, die sich aus der zweiten Ableitung des

großkanonischen Potentials ergibt :

~ 62ngem
Xgerrx = --

N ax2
(4 .30)

Eine notwendige Voraussetzung r thermodynamische Stabilität ist die Positivität von n;
anders ausgedrückt : ~9em ist eine konkave Funktion des Feldes ~ .Allgemein wirken äußere
Felder explizit nur über die lerme py, in der freien Energie (4 .26) . Die Felder wirken auf

verschiedenen Untergittern und Spins unterschiedlich, weshalb wir schreiben:

cr

	

(

ha

	

h
iiy, = xi; s

	

far . 'x = t '

	

(4.31)

x wirkt hier auf die homogene und die A-B-Untergittermagnetisierung, bzw . die entspre-
chenden Elektronendichten . Die erste Ableitunge der freien Energie liefert im wesentlichen

den Ordn ngspar r eter der korrespondierenden Phase:

2 anmed

ax

	

fy°uy$

	

(4.32)

Die Suszeptibilitäten sind also erste Ableitungen der Oreenfunktionen . Beim Anderson-

Hubbardmodell interessieren wir uns insbesondere Rh. AFLRO und bestimmen daher die

AF-Suszeptibilität XAF _ x? mit x = hs. Außerdem soil die Kompressibilität 1gem

(x _ . p) berechnet werden . nge,n zeigt nicht nur eine eventuelle Instabilität bezüglich

Phasenseparation auf (icgen, -+ co), sondern ist auch ein thermodynamisches Kriterium
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Eift einen Metall-Isolator-Übergang (acg - 0) . Um die Notation übersichtlich zu halten,

wird im folgenden die A-B-Symmetrie, G7;; = G=743 , ausgenutzt, indem wir die Indizes

(y, a) zu einem einzigen Produktindex a = yc zusammenfassen . Dies ist, wie bereits

erwähnt, in der homogenen und der reinen AF-Phase möglich und reduziert die Anzahl

unabhängiger Parameter.

Die Suszeptibilitäten (4 .30) berechnen wir nun durch Differentiation von (4 .32) sowie der

Selbstkonsistenzgleichungen (4 .28). Letztere schreiben wir in der neuen Notation als:

G. ._= ( ga. (E))E

	

(4.33)

Gan =

	

drei0ir'r(( 0yu(r)O;,(0))T)gen

	

(4 .34)

mit gas,(E) = (zan - E2/z-an) -1 , za. = icon + do + xff - Dan.s ( . . .)E steht für das

Integral fiber die freie Zustandsdichte N(E) . Die Differentiation von (4 .34) ergibt:

Gan
= a~~

= C

	

1 nn' ,nr n7t nr

	

(4 .35)
een,

Dabei ist r die lokale Zweiteilchen-Korrelation.sfunktion

rail'

	

*
ralts'r

	

r r

	

r r

	

r r,,5"1ar r

	

/l,nas,~ = (1~ataEareaS"a ~fY'Ck~2ali)~~~ ~ (( 'Yasral~asag)i'(~Ya stl

	

na)~`~9~sr+ °

	

(4.36)

Die Funktion ygn = j [G;,11 + Ean) mißt die Antwort des effektiven Potentials auf das
äußere Feld. Wegen ihrer Frequenzabhängigkeit wird sie als dynamische Amtwortft nkti-

o bezeichnet . Während P eine rein lokale Größe ist, enthält y die Informationen Tiber

langreichweitige Ordnung. Sie hängt zwar nicht explizit vom Impuls q ab, ist aber des-
halb nicht lokal, sondern nur diagonal im Impulsraum. Die q-Abhängigkeit steckt implizit

in dem betrachteten • äußeren Feld . So ist q = (0, . . - , 0) für #cg~, und q = (rr, . . . ,7r) für

XA . .y wird Tiber eine Integralgleichung bestimmt, die im folgenden hergeleitet wird. Dazu

differenzieren wir nun (4.33) . .nach x und erhalten:

G f

	

1,0 + an -

o g

	

-aua

	

,

	

an = 7an G2 an

	

San + 7-an -

	

° f-a) 9Tan

	

an

	

-an

mit den Abkürzungen r4: = (gzn (E)) E, rlan = (E2g n (E))E/z an . Auflösen von (4.37)

nach GaT3 und Gleichsetzen mit (4 .35) liefert eine Matrixgleichung frir

(Unkt e' + TI"g:,re,,)'ygin, = vcn .

	

(4.33)
arfr

In dem Untergitterindex sind & und vgn zweidimensionale Matrizen bzw. Vektoren, die

wir wie folgt schreiben können:

= -(detDn)r"D T, , w _ ,f'

	

(4.39) .

a pe meint ein konstantes chemisches Potential zur Regulierung der Teilchendichte und wird hier formal
vom Feld z = A unterschieden .

(4.37)
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mit f' a ()I, )T und den Matrizen:

/

	

a.n
Ga

	

G 2_-~*+

	

>n

1- g~
C''+,n

e+,n 1 d+,sa
_

	

(4 .40)
71--,,n

Dn =

Durch Inversion von (4 .38) erhalten wir 'yy aus den lokalen Größen Bin und und I'
enthalten Ein- bzw . Zweiteilchen-Greenfunktionen des lokalen Problems mit der Wirkung
A (4 .15) . Kennen wir , so erhalten wir Gan etwa mit (4 .35) und damit die Suszeptibilität
aus (4.30) und (4 .32) :

X = TE "' - ~2 E E
an

	

ca' nn'

Die Matrixgleichung (4.38) macht auf einer mehr technischen Ebene deutlich, warum sdra
die entscheidende Größe fair die Stabilität gegenüber dem Feld ist . Während I' als Integral
über Zweiteilchen-Propagatoren immer endlich bleibt, kann ?gn und damit auch X durch
die Inversion der Matrix in (4 .38) divergieren. Die Phase wird instabil, wenn (mindestens)
ein Eigenwert dieser Matrix verschwindet . Wir werden sehen, daß das Verhalten der dy-
namischen Antwortfunktion far niedrige Matsubarafrequenzen, also nahe der Fermikante
die wesentliche Information in der Nähe einer Stabilität enthält . Die frequenzaufgelöste
Funktion ryn, ist daher eine empfindlichere Gröl als die bereits gemittelten Suszeptibi-
litäten.

	

.

4 .5 . Numerische Behandlung

In diesem Abschnitt soil die numerische Lösung der Selbstkonsistenzgleithungen für G und
E dargestellt werden . Auf die Berechnung der Suszeptibilitäten wird im Anhang B einge-
gangen werden . Wir verwenden wieder die Notation des vorherigen Abschnitts, d .h. mit
dem kombinierten Spin- und Untergitterindex a = •yo. Die Bestimmungsgleichungen (4 .34)
und (4.34) können iterativ gelöst werden . Eine mögliche Iterationsfolge karni folgenderma-
ßen . symbolisiert werden:

(4.33)
-4

fi

- (O 'r) 4-

(4 .34)

Wir starten oben links mit einer Test-Selbstenergie E ..- etwa mit der freier Elektronen
(EcEn . 0) oder mit der '-Selbstenergie (Eau = U(nna)) - und berechnen daraus G als

Integral über N(E) . Dann bestimmen wir den effektiven lokalen Propagator g und lösen

(4.41)
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das dazugehörige loks1e Problem (4 .34). Damit erhalten wir eine neue Greenfunktion G

und ein neues effektives Potential E. Diese Schritte werden wiederholt, bis hinreichend gute

Konvergenz erzielt worden ist, d .h. bis G und G sich im Rahmen einer vorgegebenen To-

leranz nicht mehr unterscheiden. Der schwierige und nicht exakt durchführbare Schritt in

der Iteration ist die Lösung des lokalen Problems . Der Grund ist der Wechselwirkungsterm

in der Wirkung A. Um verb liehe und im Prinzip näherungsfreie Resultate zu erzielen,

verwenden wir die Methode der Monte-Carlo-Simulation . Die Ergebnisse sind im wen

statistischer und kontrollierbarer systematischer Fehler exakt . Die Nachteile sind die rela-

tiv aufwendigen Rechnungen, sowie die durch die Rechenzeiten auferlegte Beschränkung

auf relativ hohe Temperaturen . Auch die Bestimmung dynamischer Eigenschaften erweist

sich als numerisch sehr aufwendig . Auf der anderen Seite ist es - neben der recht neuen

Methoden der „exakten Diagonalisierung "[Caf34] - die einzige Möglichkeit, das Modell
in d co ohne weitere Näherungen zu lösen. Wegen der Äquivalenz zu Einzel-Störsiel

lenmodellen bietet sich hier das gro$kanonische Monte-Carlo-Verfahren nach Hirsch und

Fye [Hir86] an . Es beruht auf den gleichen Prinzipien wie das GQMC-Verfahren, das in

Kapitel 2 .1 dargestellt wurde. Hier sollen nur einige wesentlich Punkte und Unterschiede
herausgestellt werden.

Die numerische Behandlung des lokalen Problems (untere Zeile in (4.42)) erfolgt wie
iiblic a. in imaginärer Zeitdarstellung. Das Lxtervall [0, ß] wird in L Abschnitte der Größe
LIT _ /3/L diskretisiert, und wir erhalten die diskretisierte lokale Wirkung:

L-1
„Q.{g, }, . .= AT2 d

	

4i(Qa 1 (1 - 1') - ei)oa11
a I,t'=v

Die obere Zeile in (4.42) berechnet dagegen Größen in Matsubarafrequenzen. Im Fall der

halbelliptischen Zustandsdichte (4.4) ksnui die Integration (4.33) analytisch durchgeführt

werden, und wir erhalten :

Gan -	 Z[1- V1 -??12/(znnzs,,,x.)] .

Zwischendurch, d.h. zweimal pro Iteration, miissen die zeitabhängigen Größen in frequenz-

abhä,ngige . bzw. umgekehrt durch Fourieitransfogmation umgerechnet werden:

L/2-1

	

L-1
Ga(lbir) = T E Garse

-iw„! 'lr , Gasa = Ar

	

(4 .45)
ra =-L/2

	

d=6

Die Wechselwirkung kann wie üblich durch eine Hubbard-Stratonovich-(HS-)Transforma-

tion entkoppelt werden . Die diskrete Version (siehe Kapitel 2 .1) liefert bis auf eine Kon-

stante die lokale Zustandssumme als eine Summe Fiber die Werte ±1 der ISS-Hilfsvariablen

(4.43)
t

(4 .44)
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z( e s) = E 'DODO* exls {~0äa~c.'(s)arl0al!}
{at-~11

	

au ,

_ E

	

det Ma (s) .
{a t s±1} a

Dabei ist Ma (s)ii, = Ar2g;1 (1 - 1') - ®r8rr, [mks: + ei - U/2] ; n = arcosh[exp( . rU%2)].

Der gemittelte Einteilchenpropagator berechnet sich aus:

Ga((l - l')Ar) = ( ! (M'(s))ji,l det M+(s) det M- (s) )gem .

	

(4 .47)
{r j }

G - wie auch die Zweiteilchenkorrelationen - wird also fdr alle Werte des Potentials e i

berechnet und anschließend gemittelt . Technisch ausgedrückt : Die untere Zeile in (4 .42)

besteht aus einer Schleife Fiber die €i-Werte . Die Summation über das HS-Feld wird wieder
mit Einzel-Spinfiips durchgeführt, die eine effiziente Berechnung der Obergangswa hrscheinn-
lichkeiten und Greenf tio:en erlaubt . Deren Berec.hni	 erfolgt ähnlich wie in Kapitel
2 .1 dargestellt und soll hier deshalb nicht näher ausgeführt werden . Es sei nur bemerkt, daß
der Ortsindex hier formal durch den Zeitindex ersetzt worden ist . Wir haben hier zwar nur
ein lokales Problem vorliegen, Jedoch brauchen wir zur Berechnung der Erwartungswerte

stets den vollen zeitabhängigen Propagator . Dieser ist ferner eine feste Konfiguration
des FIS-Feldes zeitlich nicht translationsinvariant . Die Dimension der hier auftretenden

Matrizen ist L; der Rechenaufwand für die Neuberechnung der lokalen Greenfunktion für

jede HS-Feldkonfiguration analog zu (2 .32) ist daher proportional zu L2 . Für kleine Gitter
(L < 22) ist es xnüglicf~.

8, u~•• Ler sl•ic'.i_e 2L Konfigurationensämtliche zu summieren°. Wegen der
exponentiell anwachsenden Rechenzeit muß man für L > 22 Methoden des „importance

sampling" anwenden. Bei vollständiger S nmation konvergiert das Iterationsverfahren in

typischerweise 4-8 Iteration mit einer Genauigkeit von ' 10 -5. Bei der MC-Summation

beträgt der Fehler hier noch etwa 10`5 und ka,nn durch weitere äterationen in der Regel
nicht mehr wesentlich verbessert werden . In der Nähe thermodynamischer Instabilitäten

wird die Konvergenz erwartungsgemäß deutlich langsamer . Bei großen Werten von U wird
das ,,MC sampling" zunehmend ineffektiv, so daß, wenn möglich, die vollständige SSImna-

tion vorzuziehen ist . Bei kleinen und mittleren Werten von U arbeitet die MC-Simulation

dagegen auch bei recht tiefen Temperaturen zufriedenstellend.

Alle Resultate müssen schließlich zum Kontinuumslimes I.r -- 0 extrapoliert werden. Auf

der anderen Seite läßt uns der Fehler in Lr auch Freiheiten etwa bei der Definition der

Greenfuuktionen, unter der Voraussetzung, daß sie fir 4r -> 0 mit der exakten fiber-

einstimmt . Die Diskretisierung hat nämlich zur Folge, daß die Ga(li r) in (4.45) nicht

°Die Rechenzeit für eine Iteration betrüg auf einem Prozessor der CRAY Y-MP hier etwa 300 Sekunden.

(4.46)

S0 .
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den Werten der kontinuierlichen Greenfunktion bei r = l&r entspricht ; es treten viel-

mehr Oszillationen in Ga(lI r) auf. Insbesondere gibt der Wert bei 1 = 0 nicht den Limes

Ga(r 0+) = n -1 wieder, sondern ist z .B. fdr µ = 0 wegen der Antisymmetrie von G.

auch für beliebig große L exakt gleich null . Ein Ausweg besteht darin, die Zwischenwerte

von Ga(r) durch lineare Interpolation zu ergänzen, und daraus Ga„ für alle (praktisch:

einige tausend) Matsubarafrequenzen zu bestimmen [Geo93] . Dazu sind für jede Iteration

aufwendige F'ouriertransformationen erforderlich ; außerdem muß Eau für große n geeignet

definiert werden. Eine andere Methode besteht darin, Gay wie folgt umzudennieren:

.

	

- .Ar[exp(Ar/Gan) -1]~ 1 (4 .48)

Ga(l) ist dann als Fouriertransformierte von Gay gemäß (4 .45) definiert . Sie wird für

..r -+ 0 gleich der kontinuierlichen Greenfunktion und ist auch für endliche ®r eine glat-

te Funktion von r (siehe Abbildung 4 .1). Ferner hat Ga(0) bei µ = 0 den korrekten Wert

von. -0 .5 und konvergiert abseits halber Bandfüllung schnell gegen na - 1 . Bei verschwin-

dender Bandbreite („atomarer Grenzfall") liefert (4 .48) die exakte Greenfunktion ohne

jeden Diskretisierungsfehler (siehe Anhang B).

Abbildung 4.1: Diskretisierte Greenfunktion G(r) freie Elektronen (Polygonziige) . Ge-
strichelte Linien : aus normaler Fouriertransformation von G,, ; durchgezogene Linien: nach
Umdefinition von Gn gemäß (4.48). (Die kontinuierliche Greenfunktion liegt innerhalb der
Strichstärke.) a) tt = 0, b) µ = -0.5 .
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4.6. . Ergebnisse

Die folgenden Abschnitte stellen Ergebnisse zum Anderson-Hubbardmodell bei halber

Bandfüllung dar . Ohne Unordnung weist das Hubbardmodell hier zwei wesentliche phy-

sikalische Phänomene auf: Zum einen die Bildung antiferromagnetischer langreichweitiger
Ordnung (AFLRO) mit einem durch die Symmetriebrechung induzierten Metall-Isolator-

Übergang . Zum anderen einen Metall .-Isolator-Übergang (MIÜ) durch die Wechselwirkung,

den „hott-Hubbard"-Übergang. Da, wie bereits erwähnt, der Grundzustand stets AF-

geordnet ist, kann der „Mott-Hubbard"-Übergang nur als „Metall-Halbleiter"-Übergang
oberhalb der Neel-Temperatur TN beobachtet werden . Auf der anderen Seite ist es möglich

die A-B-Symmetriebrechung künstlich zu unterdrücken indem man die Greenfunktionen

auf den Untergittern gleichsetzt, um den „Mott-Hubbard"-Übergang bei tiefen Tempe-
raturen zu studieren . Die so entstandene Phase entspricht einem hypothetischen Modell,
in dem - etwa durch Unordnung - die AF-Phase zerstört ist . Eine andere Möglichkeit die

AFLRO zu unterdrücken, besteht darin, Zustandsdichten nicht-paarer Gitter, etwa die des
fee-Gitters zu verwenden (siehe Abschnitt 4 .8).
Unordnung allein kann ebenfalls zu einem isolierendem Verhalten wen. Im Limes d -> oo
gibt es zwar keine lokalisierten Zustände mehr, aber eine diskrete Verteilung der Unord-

nungspotentiale kann eine Bandaufspaltung und dadurch einen MIÜ bewirken [E1174] . Auf
der anderen Seite erwartet man, daß die Unordnung jede langreichweite Ordnung unter-

drückt. Im Zusammenspiel von Wechselwirkung und Unordnung stellen sich daher folgende
Fragen:

1. Gibt es eine kritische Unordnungsstärke, ab der es keine AFLRO mehr gibt?

2. Wird die Neel-Temperatur durch Unordnung stets reduziert?

3. Schwächt die Wechselwirkung stets das metallische Verhalten?

4. Welche Rolle spielt die Wahl der Unordnungsverteilung?

Nach der Definition der verschiedenen untersuchten Unordnungsverteilungen im folgenden

Abschnitt, sollen möglirhst explizite Antworten auf die obigen Fragen gegeben werden.

4.6.1 . . Unordnungsverteilungen

Bei der Mitteleng über die Zufallspotentiale ei in (4.10) haben wir noch die Freiheit der

Wahl der Unordnungsverteilung P(e ) . Wir untersuchen drei qualitativ verschiedene Ver-

teilungen:
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a) Eine zweiwertige Verteilung:

Peinar(et) = {ö(ei -

	

) -i- 5(e i
- ®)]2 2

Dies entspricht einer ungeordneten Legierung aus zwei Komponenten, deren atomare Po-

tentiale um einen Betrag . auseinanderliegen . Wir betrachten hier nur den Fall gleicher

Konzentrationen der Komponenten, in dem wir die mittlere Bandfüllung auf n 1 festhal-

ten können . Der freie Parameter . ist ein Maß far die Unordnungsstärke. Im Fall U = 0

ist aus der CPA bekannt, daß das Modell in d - oo fair A > w durch Bandaufspaltung
isolierend wird. (w ist die halbe Bandbreite, siehe (4 .4), die von nun an unsere Energies-
kala darstellt : w - 1 .)

b) Eine kontinuierliche Verteilung :

(4 .49)

(4.50)

Hier sind die Potentiale symmetrisch und kontinuierlich zwischen -A./2 und ./2 verteilt.
Die genaue, hier halbelliptisehe Form ist dabei nicht wesentlich ; Vergleichsrechnungen mit

einer konstanten Verteilung ergaben im Rahmen der Genauigkeit fast ununterscheidbare
Resultate . Numerisch wird die Integration über kontinuierliche Unordnungsverteilungen
mittels der Gauss-Legendre-Quadratur durchgeführt [Pre89] . Eine mittlere Diskretisierung
der ZufRl'hpotentiale von Se 0 .2 liefert eine voll ausreichende Genauigkeit von etwa 10- 5

für alle Observablen . Bei der größten untersuchten Breite von ® = 6 entspricht dies
30 Stützstellen. Die kontinuierliche Verteilung kern ale ein effektives Modell verstanden
werden, das den Einfluß von Gitterverzerrungen auf die Werte der lokalen Potentiale auf

eine sehr pauschale Art beriieksichtigt.

c) Leerstellenunordnun<,

~teer(ci) .= (1 ® ~) . b(e$ ) (4.51)

Bei :dieser Verteilung können Gitterplätze mit einer Wahrseheinlielikeit x nicht besetzt

werden. Sie beschreibt zwei verschiedene phys,kaf che Situationen : z3'.m einen zii	 aliig

verteilte Leerstellen in einem Kristall, zum anderen Dotierung mit Fremdatomen, deren
Orbitalenicht mit dem Leitungsband hybridisieren. Die Elektronendichte wird dabei so

gewählt, daß das Leitungsband auf den verbliebenen Gitterpiatzen halb gefüllt ist. Wir

haben also ein halbgefülltes Hubbardnaodeil auf einem verdünnten Gitter . Hier ergibt sich

ein Zusammenhang mit der Perkolationstheorie : Langreichweitige Ordnung kann sich nur

dann ausbilden, wenn die Konzentration 1- r der verbliebenen Gitterplätze größer ist als

die kritische Konzentration p ,.h für die Perkolation auf dem Gitter . Da in d -+ co p ro

0 gilt. .[Bun88), ist hier zumindest im Grundzustand für alle z AFLRO zu erwarten .
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4.6.2. Antiferr•'onaagnetisches Phasendiaga°arnm

Zur Bestimmung der Neef-Temperatur als Funktion von LJ und L. bzw. x untersuchen

wir die Stabilität der homogenen Phase gegenüber AFLRO . Hier entfällt die Abhängig-
keit vom Untergitterindex a, und wir schreiben kurz : En = Ean etc. und 'yn 7a . Wie

oben dargestellt, ist es die dynamische Antwortfunktion y,,, die über die Stabilität der ho-

mogenen Phase entscheidet . Die AF'-Suszeptibilität XAp divergiert genau dann, wenn der

Realteil von y,, für mindestens eine Matsubarafrequenz Wn divergiert . Jede Frequenz eat-

spricht einem von unendlich vielen, gekoppelten Freiheitsgraden („Moden") des quanten-
mechanischen Systems . Es sei darauf hingewiesen, daß die unabhängigen Moden nicht den

Matsubarafrequenzen entsprechen, da die Matrixgleichung (4 .38) nicht diagonal in n ist;

sie sind vielmehr durch die Eigenvektoren der Matrixgleichung gegeben . Jede unabhängige
Mode besitzt ihre eigene kritische Temperatur . Da die Funktionen `Yn Linearkombinatio-

nen der unabhängigen Moden sind, divergieren sie deshalb La . alle bei der maximalen,

physikalisch relevanten kritischen Temperatur TN. Abbildung 4.2a zeigt 7,, im Fall der
binären Unordnungsverteilung für die ersten drei Matsubarafrequenzen als Funktion der

Temperatur . Es wird deutlich, daß 7„=o am stärksten divergiert, d .h. die Funktionswerte

nahe der Fermienergie reagieren am empfindlichsten auf eine Instabilität.
Aus yn und der Zweiteilchen-Korrelationsfunktion rnnInrn (4.36) berechnen wir dann die

AF-Suszeptibilität x. gemäß (4 .41) . Gibt es eine Neel-Temperatur TN > 0, so muß XAF

oberhalb TN dem Curie-Weiss-Gesetz folgen: Xi a :(T - TN)-l . Aus der Extrapola-
tion x -+ 0 kann die Neel-Temperatur ermittelt werden . Eine andere Möglichkeit be-
stehe darin, unterhalb von TN in der gebrochenen Phase die IJntergittermagnetisiera'g

MAp _

	

--- venal zu bestimmen. Diese sollte mit einem ,,mean feld"-artigen Gesetz
- MAP ec (TN - T)112 - an der kritischen Temperatur verschwinden. Beide Möglichkei-

ten sind in Abbilung 4 .2b am Beispiel der binären Unordnungsverteilung für = 1 und

U 2 gezeigt . X.r folgt in einem weiten Temperaturbereich dem Curie-Weiss-Gesetz und

erlaubt eine sichere Bestimmung von N . Die Untergittermagnetisierung zeigt dagegen bei
tiefen Temperaturen deutliche Abweichungen vom Wurzelverhalten . Hier tritt eine Sätti-

g bei einem Wert von MAP ersi 0.8 ein, d .h. die Untergitter sind zu 80% polarisiert.
Die gestrichelte Kurve zeigt einen „least square fit" der Wurzelfunktion durch die beiden
kleinsten Werte, von . IVIAF . Diese Extrapolation und diejenige aus dem Curie-Weiss-Gesetz

liefern bis auf eine relative Abweichung von etwa 1o -3 denselben Wert für die kritische

Temperatur. Dabei ist zu bemerken, daß die Daten in Abbildung 4 .2b fair T > 0.07 aus

der vollständigen Summation gewonnen wurden, also keine statistischen Fehler auftraten.

Bei der MC-Simulation unterliegt der Ordnungsparameter in der Nähe desPhaseniiber-

gangs großen. Fluktuationen, die mit der starken Suszeptibilität zusammenhängen. XAF..
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Abbildung 4 .2: Antiferromagnetischer Phasenübergang bei der binaren Unordnungsver-
teilung mit ®= I und 2 . a) Dynamische antiferromagnetische Antwortfunktion 'yn

vs. T für die drei kleinsten Matsubarafrequenzen. b) Untergittermagnetisierung MAF und
inverse Suszeptibilität xAp vs. T. Gestrichelt : ,,least-square fit" mit Wurzelfunktion durch
die beiden letzten Werte von MAP; gepunktet : linearer Fit durch die ersten drei Werte
von xAp. Pfeil : extrapolierte Ndel-Temperatur.

selbst fluktuiert in der homogene Phase nicht so stark . Außerdem braucht man für die

Extrapolation nach dem Curie-Weiss-Gesetz nicht so dicht an die kritische Temperatur
herankommen, da es für einen recht großen Temperaturbereich gültig ist . Wegen dieser

Vorzüge werden wir im folgenden die kritische Temperatur stets aus dem Curie-Weiss-

Gesetz extrapolieren . Hier kann bei relativ hohen Temperaturen gerechnet werden, was

die Rechenzeiten reduziert bzw . oft die vollständige Summation erlaubt . Die so ermittelten

kritischen Temperaturen hängen noch von der Diskretisierung in imaginärer Zeit ab und

miissen für Alt - 0 extrapoliert werden.
Wir untersuchen die Stabilität der homogenen Phase für verschiedene Werte der Wech-

selwirkung und der Unordnungsstärke A zunächst für die zweiwertige Unordnungs-

verteilung [3an93]. Dabei treten drei qualitativ verschiedene Temperaturabhängigkeiten

von XAF auf. Diese sind in Abbildung 4 .3 für A = 2 dargestellt . Ist deutlich größer

als A, so finden wir das Curie-Weiss-Gesetz mit einer endlichen NOel-Temperatur wie im.

Fall ohne Unordnung. Sind U und A etwa gleich groß, treten bei tiefen , Temperaturen

Abweichungen vom Curie-Weiss-Gesetz auf. Eine lineare Extrapolation würde hier ne-

gative bergangstemperaturen ergeben . Ist schließlich A die dominierende Energieskala,

so wird ein Minimum in xi beobachtet . Hier kann auch für noch tiefere Temperatu-
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Abbildung 4 .3: Inverse antiferromagnetische Suszeptibilität vs . Temperatur. Binäre Ün-
orddnungsverteilung mit A = 2 und verschiedenen Werten von Ü.
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ren kein Auftreten von AFLRO mehr erwartet werden. Gerade bei tiefen Temperaturen
gewinnt die Streuung an den statischen Zufallspotentialen an Bedeutung . Das Minimum
in x3 trennt gewissermaßen den temperaturdominierten Bereich vom unordnungsdomi-
nierten. Die Rechnungen können schließlich als Phasendiagramme in der T -- I1-Ebene für
verschiedene Werte von A zusammengefaßt werden (Abbildung 4 .4) . Die Werte für das
reine Hubbardmodell (A = 0) entspechen den Neel-Temperaturen, die auch von anderen
Gruppen [Jar92, Geo93] gefunden worden sind. Fiir kleine U ist TN sehr klein, wächst
dann schnell bis zu einem Maximum von P-r 0.1 und fallt für große U : entspre-
chend dem Heisenberg-Limes wie 1/U ab, Unter dem Einfluß von Unordnung zeigen die
Phasengrenzen zwei globale Effekte : Zum. einen werden die Kurven mit zunehmendem A
insgesamt niedriger, . zum anderen verschieben sie sich auf •der U-Achse etwa m einen
Betrag A nach rechts . Für kleine U folgt hieraus, dem . die AFLRO durch die Unordnung :
zerstört wird . . Unterhalb eines kritischen Wert Uc Pe- A, finden wir keine Divergenz von
XAF . Die gepunkteten Kurven geben dabei eine Art ;,Unsicherheitsbereich" an, indem das
Curie-Weiss-Gesetz keine positiven Neel-Temperaturen mehr liefert, xAi aber. zumindest
im untersuchten Temperaturbereich noch kein Minimum aufweist . Die Unterdrückung von
AFLRO durch Unordnung ist das, was man. intuitiv auch erwartet . Völlig anders sieht es
aber fair große U aus . Hier schneiden sich die TN-Kurven, was bedeutet, daß die Unord-
nung die AFLRO stabilisiert. TN wächst also für festes Umit der Unordnung an (siehe
Abbildung 4 .5) . Dieser Anstieg erfolgt bis zu einem Maximum in TN(A).Bei weiterer
Erhöhung von A fallt TN wieder ab und verschwindet etwa bei A Pe' U vollständig.

1 .75
._-~--'

~--~--s---~---
~ .4
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Abbildung 4 .4: Antiferroro.agnetisches T -U-Phasendiagramm für die binäre Unordnungs-
verteilung mit verschiedenen Werten von A . AFLRO ist unterhalb der Kurven stabil.
Die gepunkteten Linien entsprechen den U-Werten, fir die eine Extrapolation nach dem
Curie-Weiss-Gesetz negative Neel-Temperaturen ergibt (siehe Abb . 4 .3).

Wie kann dieses der Intuition wiedersprechende Verhalten erklärt werden? Da es bei großen

Werten von U auftritt, liegt es nahe, das Modell im Heisenberg-Limes zu betrachten . Wir

nehmen an, daß die kritische Temperatur auch in Anwesenheit von Unordnung proportio-

nal zur antiferromagnetischen Kopplung .T ist . J berechnet sich aus dem Energiegewinn

durch virtuelles Hüpfen eines Elektrons zu einem benachbarten Gitterplatz, der mit ei-

nem Elektron . der . anderen Spinrichtttng besetzt. ist . Im thermodynamischen Limes erhält

man für das reine Hubbardmodell TN c . Zt2/ 7. Wenn jedoch die atomaren Potentiale

auf benachbarten Gitterplgtzen sich um einen Betrag S unterscheiden, wie im Fall der Zu-

fallspotentiale, so wird die Energie des v ;rt :gellen Zustands U ± 5. Die effektive Kopplung

zwischen den .. Gitterplätzen wird daher [MHa94]:

Die letzte . Näherung gilt fair U S. L«. Fall der binären Verteilung ist S mit gleicher

Wahrscheinlichkeit :entweder ..gleich null oder gleich A, und wir erhalten ätß TN mit der

Abkürzung . = A/II :

1'"2TN(ZTe®)biv,iar - ~ -

2!

	

+
	 ®

^d 1 ~ 2
TN (U, C)

	

l - ~2

	

2

also einen quadratischen Anstieg der kritischen Temperatur mit der Jnordnnng . (4.53) gibt .

das Verhalten von TN far große Uim Rahmen der Fehlergrenzen wieder (Abbildung 4 .5) . .

2

	

2~~

	

~t
	 A.,

	

i ö ~2 1
J (d)

	

~T -1" b+~T-ä,V'~(u)
[I ~rt~l ~ .

(4.53) .
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Abbildung 4.5: lii&l-Temperatur vs. A ffir die binäre Unordnungsverteilung bei U =3, 4
und 5 .5 . Gestrichelt : quadratischer Anstieg gemiß (4 .53) ; gepunktete Linien dienen nur
der Orientierung.

Allerdings reicht die Genauigkeit nicht r eine sichere Bestätigung aus. Allgemein können
wir filr eine gegebene Unordnungsverteilung P(e) (4 .52) integrieren, und wir erhalten:

	 ,	 (, 0) in. jdcd'e

	

) P(e)P(e') 1 + 2	 	 (4 .54)

( . . . ) y@,„ ist wie üblich als Integral Tiber P(e) definiert . Der Anstieg in TN i.st . also : propor-

tion.al zur Vari .iw der Unordnungsverteilung, solange diese klein gegen U ist . Für die von

unc betrachteten symmetrischen Verteilungen verschwindet das erste Moment (e)ge,„, und
das nuttlere Quadrat (g)ge wird bei gegebener Breite A far die binäre Verteilung mit

A2/4 maximal ; fdr die halbelliptische Verteilung beträgt es A2/16 und für die konstante

A2 /12.

Im Phasendiagramm für die binäre Verteilung (Abbild ung 4.4) erkennt man, daß fr fe-

stes A der kritische Wert Umi (A), bei dem AFLRO einsetzt, d .h., far den wir TN zu mill

extrapolieren, genau mit A skaliert . Interressa,nterweise verringert sich auch die maximale

kritische Temperatur, TN, , , in etwa linear mit A . Insgesamt kännen die TN-Kurven
durch das folgende Skalierungsgesetz zumindest fiir große Ü. recht gut beschrieben werden

(siehe Abbildung 4 .6) :

TN(U, A) = TN(U[1- 212], 0) [1- -I A2] .

	

(4.55)

Dieses Ska.lierungsgesetz liefert im Heisenberg-Limes gerade (4 .53) . Es enthält eine Res-

icatierung sowohl der .: Wechselwirkung als auch der Funktion der kritischen Temperatur . .'
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Abbildung 4.6: Skalierung der Neel-Temperatur mit U und für die binäre Unordnungs-
verteilung gemäß (4 .55). Symbole wie in Abbildung 4 .4.

Obwohl beide quadratisch mit abnehmen, bewirkt ihre Kombination eine quasi-lineare

Abnahme der maximalen kritischen Temperatur mit A . TN verschwindet in (4.55) offen-
sichtlich fir U < A.

Abbildung 4 .7 zeigt das T - tI-Phasendiagramm für die semielliptische Unordnungsver-

teilung . Es zeigt eine .~►nliche Struktur wie das für die binäre Verteilung. Wie nach den

obigen Überlegungen zu erwarten war, ist die Erhöhung von TN mit A bei großen U hier

deutlich schwächer ausgeprägt ; der Effekt verschwindet f t in den Fehlergrenzen . Ferner

setzt hier die AFLRO für gegebenes A bei kleineren Werte U1,;;7z ein als im Fall der binäre

Verteilung. Dies ist aber verständlich, da der Betrag der Zufallspotentiale hier kontinuier-

Lich zwischen 0 und A/2 variiert.

Schließlich betrachten wir den Fall der Leerstellenunordnung. Das Phscengr°en e in der

T - x-Ebene ist für verschiedene U in Abbildung 4 .8 dargestellt . Fiir große . U (U > 2) € Lit
die kritische Temperatur im wesentlichen linear mit der Konzentration x der Leerstelen

ab. Dieses Verhalten kann folgendermaßen verstanden werden: Wie bereits erwähnt ist die

kritische Konzentration für Perkolation in d = oo gleich null . AFLRO ist also im Prinzip

für alle Werte von x möglich . Was sich durch die ,,Ausdiinnung" des Gitters ändert, ist die

mittlere Anzahl von nächsten Nachbarn, ZZf f (x) = Z(1- x) . Fiir große U ist wegen der

Korrespondenz zum AF-Heisenbergmodell die kritische Temperatur propotional zur An-

zahl der nächsten Nachbarn, weshalb wir eine Beziehung: TN(x) = TN(0) (I x) erwarten

können. Interessanterweise ist diese Beziehung bereits für U = 2 recht gut erfiilt . U 2 ist

der Wert, für den TN beim reinen Hubbardmodell maximal wird (siehe Abbildung 4 .4) . Die
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Abbildung 4.7: T - U-Phasendiagramm für die halb-elliptische Unordnungsverteilung.

lineare Abhängigkeit ist ferner das exakte Resultat für das ungeordnete Falicov-Kirnball-
Modell [Jan92a] . Für kleine Werte von U zeigt TN(S) dagegen ein konstantes Verhalten bis
zu einem Wert xc und fallt dann sehr stark ab . Das System „bemerkt" die Unordnung also
erst ab einer kritischen Konzentration xe . Diese verschiebt sich mit kleineren U-Werten
in Richtung x = 1 . Dieses Verhalten widerspricht drastisch dem Hartree-Fock-Resultat,
welches einen starken Abfall von TN mit x und exponentiell kleine Werte für x -+ 1 vor-
hersagt. Im Fall der halbelliptischen Zustandsdichte kann man La Rahmen der HFN das
folgende Skalierungsgesetz für TN ableiten (siehe Anhang C):

Aus der HFN für das reine Hubbardmodell (siehe z .B. [vDon90] sowie Kapitel . 3.1) wissen
wir, daß T .€ür. große U linear mit U . ansteigt . Für grobe Werte von U = U(1 -- x)i/2
erhalten wir daher ein Verhalten : T,$I '(U, x) oc U(1 - x) . Bei kleinen U, also imener im

Limes x - 1, gilt dagegen .T '(U, x) a (? - x) 1/2 exp(-c/Ü) . Obwohl von der }NW im

allgemeinen angenommen wird, daß sie fair schwache Wechselwirkung eine zumindest qua-
litativkorrekte Beschreibung liefert, sind die Resultate im Fall der Leerstellenunordnupg
auch qualitativ völlig anders als die Monte-Carlo-Ergebnisse.

Zur Bildung von magnetischen Korrelationen bedarf es lokaler magnetischer Momente.

Ihr statischer .Mittelwert, engem, ist definiert durch mg2 e~ = N-1 Ei (((ns.. -' 4)2)T)ge,n

1 - 2dgem, mit der mittleren Doppelbesetzung dgem = N- a df2 ge /dU. Abbildung 4 .9 zeigt

mgem als Funktion von U für die binäre und die halbelliptische Unordnungsverteilung bei

verschiedenen A. Der qualitative Verlauf ist einfach zu verstehen : Ist der Unterschied in

~
F.(J,

	

TN `~'W 1 -T, C)
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Abbildung 4 .8: T - x-Phasendiagramm für die Leerstellenunordnu .ng mit verschiedenen
Werten von U . Gestrichelte Kurve: Hartree-Fock-Ergebnis für U=0 .65.

den Zufallspotentialen deutlich größer als U, können die Elektronen ihre Energie verrin-
gern, indem sie sich in den niedrigeren Potentialen sammeln. Dadurch wird dy @F,,, erhöht,
bzw . mg,,n verringert . Dieser Effekt ist erwartungsgemäß besonders ausgeprägt für die
binäre Verteilung. Bei U = 0 verschwindet mgem f ° endliches A nicht, da die kinetische
Energie dem entgegenwirkt. Fiir U » A sind die Gitterplätze praktisch einfach besetzt,

weshalb rrtgG„~ nahezu den maximalen Wert eins erreicht . Die mg2e ,,;Kurven sind im we-

sentlichen um einen Wert A auf der U-Ac°ise verschoben. Bei der binNren Verteilung wird

für A en- 'der Wert my e,„, = 1/2 des freien Elektronengeres erreicht . Die halbelliptischen

Verteilung zeigt ein qualitativ ähnliches Verhalten; die Steigung von in, (U) ist flacher,
da die Bildung von Doppelbesetzungen durch diesen Typ von Unordnung nicht gare so

stark gefördert wird. Abbildung 4.10 zeigt schließlich den Einfluß der L stellenunord-

raung auf die Bildung logier magnetischer Moment . enge,7, ist hier normiert auf den Anteil

(1 - x) des für die Elektronen verbliebenen Gitters . Die zu llig verteilten Leerstellen

f5er°n die Bildung lokaler Momente, oder anders ausgedrückt : Die Sättigung von mg2e,,,

mit U setzt mit Unordnung deutlich eher ein als ohne. Der Grund liegt darin, daß durch

die effektiv reduzierte Anzahl von Nachbarn die kinetische Energie verringert wird, und

die elektronische Abstoßung U relativ an Gewicht gewinnt . Durch die Leersteilen werden

also Doppelbesetzungen unterdriicckt, d .h. nimmt zu. Die Erhöhung von nqe wirkt

der Unterdriickung von AFLRO durch die Unordnung entgegegen . Das lra.xau sie aber nur,

wenn rn2 nicht ohnehin schon gesättigt ist, d .h. nur im Fall kleiner U.gem
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Abbildung 4.9: Quadrat der lokalen Magnetisierung rlaQen,, vs. U. Ohne Unordnung (0);
binäre Unordnungsverteilung (volle Symbole) und halb-elliptische Verteilung (offene Sym-
bole) . Breite der Verteilungen: A = 2 (Dreiecke) und A = 4 (Quadrate).

4.073. Met all-Isolat or-ebergtinge

Wir. wir gesehen haben, wird die AFLRO bei schwacher Kopplung durch die Unordnung
zerstört, d.h. das System ist im Grundzustand ein Paramagnet . Ob es metallisch oder
isolierend ist, hängt von der Art und der Stärke der Unordnung ab . Aus der CPA wissen
wir, daß in d = co und fair U = 0 das System nur dann isolierend werden kann, wenn
das Spektrum der .Zufallspotentiale nicht einfach verbunden ist . Wie oben bereits erwähnt
tritt im 1%11 der binären Verteilung ein Metall-Isolator-Übergang (MII .T) durch Bandauf-
spaltung fdr einen . Wert A I auf. Bei der halbelliptischen und der konstanten Verteilung
bleibt das System bei ü = 0 stets metaiiisch.

Iir werden im folgenden zwei verschiedene Kriterien verwenden, um den isolierenden vom
metallischen Zustand zu unterscheiden. Die the odhraar fische Definition eines Isolators ist
das Verschwinden der elektronischen Kompressibilität nyern . Diese miBt die Änderung der
Elektronendichte bei Änderung des chemischen Potentials, etwa durch Anlegen einer äuße-
ren Spannung . .'ng,,, ist nur im Grundzustand identisch null, bei endlichen Temperaturen
ist sie exponentiell klein . Die spektrale Definition eines Isolators ist das Verschwinden der
elektronischen Zustandsdichte an der Fermikante N(EF) (unter der Vorraussetzung, daß
keine lokalisierten Zustände vorliegen) . Im Bild unabhängiger Elektronen gilt im Grund
zustand: ~c~em = N(EF), d.h. beide Definitionen sind äquivalent . In wechselwirkenden
Systemen ist dies . nicht mehr notwendig der Fall.
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1,0

	

1 .5

	

2 .o

U

Abbildung 4 .10 : rn:., rn für die Leerstellenunordnung . a) als motion der Konzentration
für verschiedene U . b) dieselben Daten aufgetragen über U mit

	

. ,0 .9 (von
unten nach oben).

Zunächst untersuchen wir den Einfluh der Wechselwirkung auf im Fall der binären
Unordnungsverteilung in der paramagnetischen Phase (Abbildung 4 .11a (Jan.94j . Der Elm-
fluB der antiferromagnetischen Ordnung wird im folgenden Abschnitt studiert . Fiir L), > 1

zeigen die Kurven den folgenden Verlauf: Bei U = 0 ist itge,n nahe bei null, es bleibt

zunächst sehr klein, wärmt dann deutlich an bis zu einem Maximalwert bei U Pe, und

fällt wieder bis auf einen (exponentiell) kleinen Wert . Die Pfeile deuten den Wert ucAF (ta)
an, bei dem far die gegebene Temperatur AFLRO einsetzt.

Bei U = 0 sind die Elektronen im wesentlichen in den niedrigeren Potentialen gebunden;

die kinetische Energie vermag sie nicht zu delokalisieren . Mit wachsendem U werden die

Elektronenpaare voneinander getrennt und dadurch weniger lokalisiert . Bei einem kriti-

schen Wert U i," wird ein makroskopischer Anteil der Elektronen ausgedehnt, und das
System wird metallisch . Es kann hierbei nicht mit Sicherheit ausgeschlossen werden, daß

[Jw," = 0 gilt . Dies ist aber nicht zu erwarten, wenn man sich die Physik im Bänderschema

anschaut : Bei U = 0 haben wir zwei getrennte Bänder, deren Form durch die Wechsel-

wirkung verändert wird. Bare Bandkanten vrerden skh annähern, bis sie bei . U d,1, an der.

Fermikante überlappen und eine endliche Zustandsdichte ergeben . Wäre at 0, so

müßten die vorher algebraischen Bandkanten eponentielle Schwänze ausbilden . Dies kann

numerisch natürlich nicht ausgeschlossen werden . In diesem ungeordneten System vermag

also die Wechselwirkung das metallische Verhalten zu verbessern, und sogar einen Über-

gang vom Isolator zum Metall zu induzieren.
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Abbildung 4 .11: Kompressibilität ngem vs . U fii.r die binäre (a) und die halb-elliptische
Unordnungsverteilung (b) mit verschiedenen erten von A.

Der Transfer von Zuständen in die ehemalige Bandlücke und damit die Erhöhung von
e'£g 2 ,y hört auf, wenn U etwa den Wert A erreicht . Fiir noch größere U werden die durch
U transferrierten Zustände Fiber die Fermate hinaus erzeugt, und ge,, verringert sich
von nun an . Fiir einen kritischen Wert UMF,2 geschieht ein zweiter Übergang und das

System wird wieder isolierend . Hier ist die Doppelbesetzung stark unterdriickt, und die
Wechselwirkung zerstört die Beweglichkeit der Elektronen.

im Fall der kontinuierlichen Unordnungsverteilung gibt es keine Bandspaltung bei U = 0,

und i 9er,, verhält sich qualitativ wie im System ohne Unordnung (Abbildung 4 .11b. Es

fällt zunächst linear mit U bis zu einem sehr kleinen. Wert ab, erreicht den Wert null aber

wegen der endlichen Temperatur erst im Limes U -4, . o o . Die Kurven verlaufen hier mit
Unordnung flacher als ohne, da 6Cgam für [! = 0 mit ® kontinuierlich abnimmt, und der

MIU sich mit Unordnung zu größere Werten von U verschiebt . Deshalb müssen sich die
Kurven schneiden, was bedeutet, daß bei festem Wert von U auch hier die Unordnung das.
metallische Verhalten unterstützen kann.

Es sei noch bemerkt, da i im Fall ohne Unordnung eine lineare Extrapolation der xge,,-

Werte auf einen. MIll bei Ucm' Pe, 2 .5 schließen lassen . Dieser Wert entspricht in etwa

den Ergebnissen anderer Gruppen, die mittels Störungstheorie[Zha93], selbstkonsistenter

Diagonalisierung[Zha93, Geo93] und analytischer . Fortsetzung der QMC-Ergebnisse[Jar92]

gewonnen wurden . C. Gros et al . ermittelten aus Cluster-Rerhnungen sowie aus der Lösung
selbstkonsistenter Bewegungsgleichen [Gro94] fiir .;den Grundzustand ebenfalls, einen kriti-

schen Wert von 2 .5.

54 3 40 2

U
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4.6.4. Metallisches Verhalten in der Mlle des magnetischen Übergangs

Im folgenden soli das metallische Verhalten in der Nähe des $äF-Phasenüberganges un-

tersucht werden . Abbildung 4.11a macht deutlich, daß der durch Unordnung induzierte

Metall-Isolator-Übergang deutlich vor dem Einsetzen von AFLRO eintritt . Der Grund

liegt in der Abwesenheit von lokalen magnetischen Momenten in der Isolatorphase . Auf

der anderen Seite scheint der zweite MID bei deutlich größeren Werten UM1~a als der AF-

Übergang stattzuiänden.. In der Nähe von UC befindet siel das System also noch tief in

der metallischen Phase . Hier stellt sich die Frage, was an dem AF-Übergang geschieht.

Springt bier - im Grundzustand - die Kompressibilitat diskontinuierlich auf null, oder

liegt in der Nähe von ein antiferromagnetisches Metall vor? Dazu untersuchen wir

zunächst den Einfluß der AFLRO auf tgem. Abbildung 4.12a zeigt, wie sich itgen,, durch

die AFLRO ändert . Während im Fall ® = 0 die AFLRO drastisch reduziert, hat

sie im ungeordneten Fall (binäre Verteilung mit . = 2) fast keinen meßbaren Effekt . Die

kontinuierliche Unordnungsverteilung weist ein ähnlichem Verhalten auf (Abbildung 4 .12b).

Die Unordnung stabilisiert also das metallische Verhalten auch im antiferromagnetisch ge-

ordneten System . Diese Ergebnisse lassen vermuten, daß das ungeordnete System in der

Abbildung 4 .12 : tag,,,yg vs. U in der paramagnetischen (gestrichelt) und in der antiferroma-
gnetischen (gepunktet) Phase far die binäre (a) und die halb-elliptische Unordnungsver-
teilung (b)

Umgebung von r%F ein antiferromagnetisches Metall ist. Jedoch ist dieser Schluß nicht

zwingend, da wir bei endlichen Temperaturen rechnen miissen, bei denen es schwierig ist,

eine sehr kleine Randlücke nachzuweisen. Untersuchungen bei tieferen Temperaturen sind
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daher erforderlich . Um zunächst einmal zu verstehen, wie sich die Bildung eines Isolators

in den untersuchten Größen widerspiegelt, betrachten wir die Kompressibilitäi, aufgelöst

nach Matsubarafrequenzen :

(4.57)

Die Summe über die Matsubarafrequenzen liefert die Kompressibilitää ngon = .(E nn.

Abbildung 4 .13 zeigt mit und ohne Unordnung bei einer inversen Temperatur von
ß = 64. Die Werte von U wurden jeweils zwischen U F und kritischen Wert EUCtr,2 der
paramagnetischen Phase gewählt . Wieder ist es das Verhalten bei kleinen Matsubarafre-
quenzen, das den Übergang, nämlich die Entwicklung des Isolators, anzeigt . Bei großen

k'.' fällt rcn wie 1/wem ab, und erreicht im paramagnetischen - d .h. im metallischen - Fall

ein Maximum bei n = O . Alle Werte sind positiv, die Fläche unter rc~ daher auch. Mit
dem Einsetzen von AFLRO werden im Fall ' = 0 die Werte um n = 0 stark negativ,

wodurch die Summe rcg,,,, sehr klein wird, für T = 0 würde xgem verschwinden . Bei der

binären Unordnungsverstellung = 0) sind die ss,-Kurven in beiden Lösungen bis /3 = 40
fast ununterscheidbar . Erst bei noch tieferen Temperaturen tritt in der AF-Lösung ein
erster negativer Wert bei n = 0 auf. Da wo = irT gilt, wird deutlich, daß dieser Effekt erst
bei sehr tiefen Temperaturen beobachtet werden kani . Die Fläche unter den Kurven und

damit die Kompressibilität ändert sich durch diesen einen Wert kaum . Um zu entscheiden,
ob sich hier nun doch eine Bandlücke öffnet, oder es sich etwa um ein Halbmetall mit ver-

schwindender Zustandsdichte an der Fermikante handelt, müßte man noch deutlich tiefere

Temperaturen erreichen, die außerhalb der Möglichkeiten der Monte-Carlo-Technik liegen.

Die Entwicklung der isolierenden Phase spiegelt sich auch in der gemittelten Einteilchen-
Greenfunktion G. - (GA,, + GBf)/2 wieder. Im Grundzustand ist der Imaginärteil von

Gc gleich der Zustandsdichte an der Fermikante ; bei endlichen Temperaturen gilt diese

Beziehung nicht, doch kann man versuchen aus den Werten bei endlichen Temperaturen,

bzw. bei endlichen :Matsubarafrequenzen, das Verhalten im Grundzustand zu extrapolie-

ren.
Irn(Gn) ist in Abbildung 4 .14 für dieselben Parameter wie oben aufgetragen. Im Fall
ohne Unordnung erkennt man wieder deutlich den übergang vom metallischen Verhalten

(I m(G„) -+ tonst.) im Pararnagneten zum isolierenden Antiferromagneten (Imn(Gn) -+ 0).

Mit ..Unordnung ist bis zu inversen Temperaturen von ß = 40 kein Unterschied zwischen

den beiden Lösungen erkennbar . Für ß = 64 zeigt schließlich der Wert bei der kleinsten

Frequenz, wo, eine Änderung im Monotonieverhalten . Damit Im(Go) im Grundzustand

verschwindet, mittue die Kurve zu w -+ 0 sehr steil abfallen . Dies kann wiederum mit der

MC-Teclmik nicht abschließend geklärt werden.
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ohne Unordnung . b)
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Paramter wie in Abbildung 4.13 .
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4.7. Metamagnetismus i~ Hubbardmodell

In diesem Abschnitt betrachten wir das reine Hubbardanodell, d .h. in Abwesenheit von
Unordnung, in einem äußeren (homogenen) Magnetfeld h . In der para .magnetischen Phase

ist die Magnetisierungskurve, M(h), in d = 0 von verschiedenen Gruppen untersucht

worden [Geo93, Sas94, Zha93j . Giesekus und Brandt [Gie94) betrachteten darüber hinaus
den Einfluß von h auf die antiferromagnetische Ordnung . Die Richtung des Magnetfeldes

wurde dabei senfecht zur AF-Orientierung gewählt . Diese Konstellation ist energetisch

günstiger als die paralle Orientierung, da bei senkrechter Orientierung die Magnetisierung

kontinuierlich in Richtung des Feldes gedreht werden kann . Die magnetische Suszeptibilität

ist hier bis zur Sättigung unabhängig von der Stärke des Magnetfeldes . Dennoch ist eine
zum Feld h parallele AF-Orientierung dann von Bedeutung, wenn bei einer vorhandenen

Spin-Bahn-Kopplung durch eine Kristallanisotropie eine Orientierung der magnetischen
Momente ausgezeichnet ist . In solchen uniaxialen Antiferromagneten findet man inter-

essante voergange vom Antiferromagneten zum Ferromagneten, sog . „anetamagnetis.che"
Übergänge (z .B. [Jac67)).
Um einen solchen Übergang im Rahmen des Hubbardauodells in d = oo zu studieren,
müssen, wie in Abschnitt 4 .5 erwähnt, auf beiden Untergittern die Greenfunktionen und
Selbstenergien spinabbngig berechnet werden . Das Feld h wirkt bei paralleler Orientie-

rung wie ein spinabhängiges chemisches Potential (es ßhn,) . Ym folgenden sollen einige
Ergebnisse zum Metamagnetismus dargestellt werde ; eine detaillierte Darstellung wird in
[He194) gegeben.

Das Verhalten der homogenen Magnetisierung M und der antiferrromagnetischen Unter-
gittermagnetisierung MA F als Funktion des Feldes h zeigen Abbildung 4 .15 und 4 .16 für
verschiedene Temperaturen. Der Wert der Wechselwirkung wurde mit Ü = 2 so gewählt,
daß die Ndel-Temperatur fdr h = 0 maximal wird (TN aut 0.1, siehe Abb . 4.4). Oberhalb

von TN (beiß = 8) ist das Verhalten paramagnetisch, d .h. M steigt linear mit h an; es liegt
keine AF-Ordnung vor . Etwas unterhalb von TN (bei ß = 12) wird M und ihre Steignung,

die ferromagnetische Suszeptibilität ; für kleine Felder gegenüber dem parAamag etischen

Fall unterdrückt. Ab etwa h = 0 .05 steigt M dann stärker ads linear an, zeigt einen Sprung

in der Ableitung bei h = h~ (etwas unterhalb von h = 0 .1) und wächst dann linear mit h.

Die Üntergittermagnetisierung dvZAR nimmt kontinuierlich mit h ab und verschwindet bei

h = h, . Hier findet also ein Phasenübergang zweiter Ordnung statt . Der Verlauf von MAR

vs. h ist in der Nähe des Übergangs konsistent mit einem kritischen Exponenten von 1/2
(siehe Abb. 4.16). Zwischen h = 0 und h = h~ liegt eine antiferroma gnetische Ordnung mit .

einer endlichen Nettoinagnetisierung, ein sog . Fe magnet., vor . Beiß = 1/64 findet man

ein anderes Verhalten: bis zu einem kritischen Wert h, vermag das Magnetfeld das System

9g .
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Abbildung 4 .15: M vs. h fiir = 2 und ^ = g (gepunktet), = 12 (durchgezogen) und
/3 = 64 (gestrichelt).
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Abbildung 4.16: MAF vs. h far U = 2 und /3 = 12 (durchgezogen) und /3 = 64 (gestrichelt).
Strichtpunktiert : Wurzel-Fit durch die ersten fiinf Punkte unterhalb h .=. 0 .1, extrapolierter
fjbergaxtg bei h = 0.097 .
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nicht zu polarisieren . Bei h~ springt M auf einen endlich Wert von ungefähr 0 .55 und

steigt dann in etwa linear . Umgekehrt bleibt MA,' bis Tc konstant und verschwindet dann

diskontinuierlich . Zusammenfassend zeigt das Hubbardmodell im äußeren Feld also bei ho-

hen Temperaturen einen Phasenübergang zweiter Ordnung vom Ferri- zum Ferromagneten

und bei tiefen Temperaturen einen Übergang erster Ordnung vom Antiferromagneten zum
Ferromagneten . Das Einsetzen des diskontinuierlichen Übergangs definiert die trikritische
Temperatut Tt . Sie kann mit den bislang vorliegenden Ergebnissen im mittleren Tempera-

turbereich wegen recht großer statistischer Fehler und langsamer Konvergenz noch nicht
sicher bestimmt werden . Bei fi = 44 gibt es allerdings bereits deutliche Hinweise auf Hy-
sterese, d .h. einen Übergang erster Ordnung . Es sei noch bemerkt, daß der Übergang im

Rahmen der Hartree-Fock-Näherung stets von erster Ordnung ist.
Ein Ahniiches Verhalten wie hier wird auch experimentell in uniaxialen Antiferromagneten,
z .B . FeC12 [Jae67], beobachtet . FeC12 besitzt eine Schichtstruktur, und die antiferroma-
gnetisch geordneten Momente stehen senkrecht auf den Schichten . Das äußere Feld wurde
in den Messungen parallel zu den Momenten angelegt . Zwischen der Ncei-Temperatur von

TN = 23.5 .E und Tt wird ein kontinuierlicher, unterhalb von Tt ein diskontinuierlicher
Übergang gefunden . Für Tt wurde eine obere Schranke von etwa 20K ermittelt.

4.8. Das fcc-Gitter in unendlichen Dimensionen

Das Hubbardmodell wurde ursprünglich u .a. zur Beschreibung des Band-Ferromagnetis-
mus der 3-d-Übergangsmetalle eingeführt. Nun hat sich gezeigt, daß die Tendenz zum

Antiferromagneten sentlich stärker ausgeprägt ist . Dies gilt allerdings zunächst einmal

nur für den Fall paarer Gitter, in denen das Hubbardmodell für gewöhnlich behandelt wird,
und in der Nähe der halben Banditzllmig. Ein wichtiges exaktes Ergebnis in bezug auf den

Ferromagnetismus ist das Theorem von Nagaoka [Nag66] . Nagaoka konnte zeigen, daß der

Grundzustand für U --a no inn halbgefühlten Band mit einem zusätzlichen Elektron1° für

die üblichen Gittertypen (sc, bec, fee und hcp) ein voll polarisierter Ferrornagnet ist . Um
die thermodynnamnische Relevanz dieses Ergebnisses zu überprüfen, wurde die Stabilität des

Nagaoka-Zustandes bei endlichen D otierungen auf

	

Gitternuf verschiedenen

	

i ..t-mitt~ Variations-

verfahren untersucht . Einen Überblick über diese Untersuchen geben z .B. [Hirs94, MHa91].
Damit konnten obere Schranken für die Elektronendichten angegeben werden, bei denen

der Nagaoka-Zustand stabil ist . Besondere Stabilität findet man im fcc-Gitter oberhalb der

halben Bandfüllung. Hier bleibt der Nagaoka-Zustand im Rahmen der Variationsrechnun-
gen auch im Limes hoher Dimensionen stabil, während er beim einfach kubischen Gitter

wegen der divergierenden Bandkanten instabil ist . Die freie Zustandsdichte des fcc-Gitters

paaren Gittern gilt dies auch für ein Loch im sonst haibgerdlitea Band . Beim fcc- und hep-Gitter
ist dagegen der Nagaoka-Zustand mit einem Loch instabil (Hitpfparameter t > 0 vorausgesetzt) .



4.8 . DAS FCC-GITTER IN UNENDLICHEN DIMENSIONEN

in d -4. Co ist dagegen nach oben beschränkt und hat die explizite Form [MHa89]:

Nf,(E) = e-{1-0E)/2/ik1 -" \5E)) (4 .58)

mit der Skalierung tfre = 1/,/2d(d e 1) . Die Neigung des fcc-Gitters zum Ferromagnetis-

mus wird sich bei endlichen U wohl nicht in einem vollpolarisierten Zustand niederschlagen,
weshalb allgemein ferromagnetische Instabilitäten untersucht werden sollen . Die Struktur

des Gitters geht in den in Abschnitt 4 .5 beschriebenen Formalismus zur Behandlung des

Limes hoher Dimensionen nur über die freie Zustandsdichte N(E) ein. Im allgemeinen, so

auch beim fcc-Gitter, werden die Integrationen über N(E) bei der Bestimmung von Ein-

und Zweiteilchengrö n (siehe Anhang B) numerisch durchge h.rt . Der zusätzliche nume-

rische Aufwand ist im Vergleich zur eigentlichen Monte-Carlo-Simulation unwesentlich . Es

wurde die Stabilität der paramagnetisehen Phase des fcc-Gitters gegen Ferromagnetismus

bei einer Elektronendichte um n ss 1 .15n fiir U < 3.5 untersucht . Abbildung 4.17 zeigt
die inverse ferromagnetische Suszeptibilität x' als Funktion der Temperatur, berechnet

aus der vollständigen Summation über die Hilfsfeld-Konfigurationen. Es zeigt sich zwar

zunächst ein deutliches Signal, d .h. ein starkes Anwachsen von XF mit sinkender Tempera-

tur, jedoch nacht x bei tiefen Temperaturen wieder ab bzw. erreicht sogar ein Minimum.

Eine ferromagnetische Instabilität ist in diesem Parameterbereich mittlerer Werte von Ü
daher auch bei tieferen Temperaturen nicht zu erwarten.
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Abbildung 4.17 : x P vs. T für das fcc-Gitter bei verschiedenen Werten von U. Elektro-
nendichte n = 1.15.

"Hier war das ferromagnetisehe Signal a ausgeprägtesten .
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5 . ZUSAMMENFASSUNG

In den vorangegangenen Kapiteln wurden Modelle korrelierter Elektronen mit verschie-

dene. Methoden behandelt . Der Schwerpunkt lag in der Untersuchung von Phaseniiber-

gängen, die durch die elektronische Wechselwirkung, durch Kopplung an äußere Freiheits-

grade oder durch Unordnung induziert werden . Im folgenden sollen die wesentlichen Er-

gebnisse zusammengefaßt werden.

5 .1 . Zu den Methoden

Es wurden drei Methoden zur Behandlung von Systemen korrelierter Elektronen ange-

wandt. Erstens die Untersuchung endlicher Systeme durch das großkanonische Quanten-

Monte-Carlo-Verfahren (GQMC), zweitens die Hartree-Fock-Näherung ohne und mit Sym-

metriebrechung und schließlich der Limes hoher Dimensionen.
Eine effiziente und numerisch stabile Anwendung der GQMC-Methode wurde in Kapitel 2

dargestellt . Sie erlaubt bei den heutigen Rechnerleistungen das Studium von Systemgrößen

mit etwa 100 Gitterplätzen, was deutlich Tiber die Möglichkeiten exakter Diagonalisierung

(weniger als 20 Elektronen) hinausgeht . Die Anwendung der Monte-Carlo-Simulation für

fernionische Systeme ist in erster Linie durch das Vorzeichenproblem besehränkt (siehe

Kapitel 2) . Eine Idee zur Minderung dieses Problems durch die Ausnutzung des Diskre-

tisierungsfehlers in imaginärer Zeit lieferte keine Verbesserung . Die Resultate von Monte-

Carlo-Simulationen sind naturgemäß nur bis auf statistische Fehler exakt . Ferner arbei-

ten sie bei „imaginären" Zeiten, weshalb die Berechnung dynamischer Größen erhebliche

Schwierigkeiten bereitet . Aus. diesem Grund ist die GQMC-Methode in erster Linie als ein

Verfahren zur Bestimmung thermodynamischen Eigenschaften fermionisci?er Systeme zu

betrachten . Der GQMC-Algorithmus ist auf das Zwei-Niveau-Modell (Kapitel 3) erwei-

tert worden, wobei die Zwei-Niveau-Systeme im Gegensatz zu den Elektronen mit einem

Weltlinienverfahren behandelt werden . Hier konnte bei halber Bandfiillung in. Abwesenheit

der Coulombwerhselwirkung der Phaseniibergang zur A-E-Laclungsdichtewelle bestimmt

werden (dazu unten mehr).
Die Hartree-Fock-Näherung (HFN) stellt eine Einteilchennäherung dar, in dem Sinne, da-ft

jedes Elektron nur die mittlere Dichte : der anderen Elektronen „spurt Sie ist gerecht-

fertigt bei .. geringen Elektronen- oder Lochdichten sowie bei schwacher Wechselwirkung.
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KAP1TEL 5. ZUSAMMENFASSUNG

Selbst im Rahmen der stark vereinfachenden 'N kann das Hubbardmodell oder seine

Erweiterungen nicht allgemein analytisch gelöst werden . Es müssen vielmehr Annahmen

über die Symmetrien der relevanten Phasen gemacht werden . Die `N wurde angewandt

auf das Zwei-Niveau-Modell (Kapitel 2) für die A-B-Ladungsdichteweile, sowie für den

Antiferromagnetismus im Hubbardmodell mit Leerstellenunordnung im Limes hoher Di-
mensionen (Anhang C).

Der Limes hoher Dimensionen d -a oo liefert ebenfalls eine „mean field"-artige Nähe-

rung. Das System wird auf ein selbstkonsistentes lokales Problem abgebildet, wobei hier

im Gegensatz zur N die Wechselwirkung (genauer : die Selbstenergie) dynamisch bleibt,
d.h. es liegen unendlich viele gekoppelte quantenmechanische Freiheitsgrade, charakte-
risiert durch die Matsubarafrequenzen, vor . Das dynamische lokale Problem wird, um
weitere Näherungen zu vermeiden, wieder mit einem Monte-Carlo-Verfahren gelöst . Die

Anwendung des Limes hoher Dimensionen auf fernionische Systeme hat in den letzten
Jahren zu einer Fülle von Arbeiten auf diesem Gebiet geführt . In dieser Arbeit wurde
in erster Linie das Hubbardmodell mit Unordnung, das sog. Anderson-Hubbardxnodell,

in d --+ co untersucht (Kapitel 4) . Weiter wurde der Limes hoher Dimensionen auf das

Hubbardmodell im äußeren Magnetfeld sowie auf dem fcc-Gitter angewandt.

5.2 . . Zu . den. . Zwei-Niveau-Systemen

Sowohl die N, als auch die GQMC-Simulation zeigte, daß die Zwei-Niveau-Systeme

(TLS) in bestimmten Parameterbereichen des Modells eine effektive lokale elektronische

Anziehung vermitteln können . Diese wird dann besonders effektiv, wenn die TLS-Energien
fI und die TLS-Elektron-Kopplung g von gleicher Größenordnung sind, und wenn der An-

teil elastischer Streuung der Elektronen an den TLS überwiegt . Bei halber Bandfüllung

kann diese Anziehung zur Ausbildung einer A-B-Ladungsdichtewelle (LDW) führen . Im
Rahmen der HFN wurde der Übergang zur LDW-Phase für versrhiedene Werte der Modell-

parameter bestimmt . Dabei traten Phasenübergänge erster und zweiter Ordnung auf . lm

letzteren Fall konnte ein Ausdruck für die effektive lokale Anziehung der Elektronen gefun-

den werden, die in Konkurrenz zur Hubbard-Wechselwirkung steht . `ür einen festen Para-

metersatz kormte mit der GQMC-Methode durch „finite-size"-Analyse ein Phasenübergang

zweiter. Ordnung zur A-B-Ladungsdichtewelle bestimmt werden. Die Übergangstempera-

tur liegt etwa um einen Faktor 7 unterhalb des HF-Ergebnisses. Die Anwendung des Limes
hoher Dimensionen auf das TLS-Modell lieferte eine kritische Temperatur von der glei-

chem Größenordnung wie die GQMC-Simulation . Diese Ergebnisse machen deutlich, daß

die langreichweitige Ordnung im zweidimensionalen System vor allem durch quantenme-

chanische Fluktuationen und weniger durch die niedrige Dimensionalität unterdrückt wird .



5.3 . ZUR UNORDNUNG

Schließlich wurde der Einfluß der Hubbardwechselwirktmg, der Dotierung sowie einer durch
Httpfterme zwischen übernächsten Nachbarn geänderten Bandstruktur auf das zweidimen-

sionale System mit der GQMC-Methode qualitativ untersucht . Alle drei Effekte bewirkten

erwartungsgemäß eine Unterdrückung der LDW-Struktur; eine Tendenz zur Ausbildung

von inkommensurablen Strukturen konnte nicht beobachtete werden.

Als Gegenstand weiterer Untersuchungen bietet sich zunächst einmal der Limes hoher
Dimensionen an, da hier mit bescheidenem Rechenaufwand relevante Ergebnisse erzielt

werden können. Zum einen wäre die Untersuchung von Phasentibergängen erster Ord-

nung interessant, zum anderen der Effekt von Dotierung auf die LDW-Struktur sowie auf

supraleitende Eigenschaften.

5.3 . Zur Unordnung

Das Zusammenspiel von Wechselwirkung und Unordnung spielt eine wichtige Rolle in elek-

tronischen Systemen . Es vereinigt allerdings auch zwei sehr komplexe und schwierig zu be-
handelnde Effekte. Bei der Behandlung endlicher Systeme tritt durch die Unordnung die
zusätzliche Schwierigkeit auf, Fiber die ungeordneten Konfigurationen zu naitteln . Darüber

hinaus gibt es bei der Monte-Carlo-Simulation insbesondere im Fall der diagonalen Un-

ordnung erhebliche Beschränkungen durch das Vorzeichenproblem . Aus diesen Gründen
wurde das Hubbardmodell mit Unordnung ausschließlich im Limes hoher Dimensionen

behandelt. Es wurde diagonale Unordnung mit diskreten und kontinuierlichen Verteilun-

gen der lokalen Potentiale betrachtet . Von besonderem Interesse ist hier die Stabilität der

antiferromagnetischen Phase bei halber Basxdfiillung sowie MetallIsolator-Übergänge . Als

wichtiges und zunä .last überraschendes Ergebnis stellte sich heraus, daß die Unordnung
bei starker Wechselwirkung, U, die antiferromagnetische Ordnung stabilisieren kann . Die-

ser Effekt tritt vor allem bei der binären Unordnungsverteilung aber in abgeschwächter

Form auch bei kontinuierlichen Verteilungen auf. Er kann durch eine im Mittel erhöhte an-

tiferromagnetische Heisenberg-Kopplung zwischen benachbarten magnetischen Momenten
erklärt werden . Die Leerstellen-Unordnung führt bei schwacher Wechselwirkung zu einer

starken Erhöhung der lokalen magnetischen Momente und dadurch zu einer Stabilisierung

der antiferromagnetischen Ordnung.

lm Fall der binären Unordnungsverteilung wurden zwei Metall-Isolator-Übergänge (MIÜ)

gefunden. Der erste, bei kleinen U, ist unordnungsinduziert, der zweite, bei großen U,

wechselwirkungsinduziert . Dazwischen liegt ein metallischer Bereich, in dem der Übergang

zum Antiferromagneten geschieht . Es wurde beobachtet, daß die Unordnung das metalli-

sche Verhalten des Systems in der Nähe des magnetischen Übergangs deutlich fördert, so

daß . . hier möglicherweise ein antiferromagnetisches Metall vorliegt. Diese Frage kann mit
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der Monte-Carlo-Methode für den Grundzustand nicht abschließend beantwortet werden.

Als konsequente Erweiterung des Modells bietet sich ftir die Zukunft die Einfiihrung
von zuf llsverteilten Hiipfamplituden an . Weiter ist das Verhalten abseits der halben
Bandfüllung sowie bei binärer Unordnungsverteilung mit unterschiedlichen Konzentra-

tionen der Komponenten von Interesse, da diese Situationen eher einen Vergleich mit
experimentellen Befunden erlaubt .



Ae ZUR GRASSMANNDARSTELLUNG DER

FERMIONISCHEN ZUSTANDSSUMME

Hier soli die Spurbildung über die fernilonischen Freiheitsgrade (2 .20) durchgeführt wer-

den. Die Rechnung basiert auf der Grassrn r.darstellung der Zustandssumme, wie sie z .B,

in [Neggö) gegeben ist.

Sei ~J ein Produkt aus biiinearen „Zeitentwicklungsoperatoren":
L

U = U(l)
a=1

mit ®r = ß/L. c t und c können dabei allgemein als Vektoren aufgefaßt werden, z .B . mit

den Gitterindizes i = 1, . . ,N; in diesem Fall ist K(l) eine N x N-Matrix.

Die Form von U ist z .B . nach ' °otter-Zerlegung und HS-' a'sformation in Kapitel 2 .1

gegeben. Die Zustandssumme ist:

Z = Sp U = dib*dO (0 U I -0)

Dabei sind * und Grassmannvariablen . Durch Einschieben von .L- 1 Einheitsoperato-

ren:

u(l) = e-'
®rc tx(a)c (A.1)

(A.2)

in (A.2) erhalten wir

dOidth

	

I 2/)a)(IGa l

	

(A.3)

L

	

L

Z_ /Hal e- E1 ON'

	

ttd 8

	

(?h U(l ) '01-1)
1 .1

mit ®- - f = -lb . Die Operatoren. U(l) sind bis in I . Ordnung in L.r normalgeordnet.

Da durch die Trotter-Zerlegung bereits einen Fehler der Ordnung .r2 gemacht wurde,

ändert sich die Ordnung des Fehlers nicht, wenn die U(l) als normalgeordnet behandelt

werden. Für normalgeordnete . Operatoren kann das S rodukt ausgeführt werden und

wir .. erhalten :

Z .

	

/ H d t d za_1

L
Er 'Oi v5i

	

eifrä Oi_ e-®rOt K(a)~r -1

a=1

/ll d T d : exP
a=1

e detM

Ibi MialOar )
aa'

(A.5)
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ANHANGA.ZURGRASSMANIVDARSTELLUNGDERZUSTANDSSUMME

Die letzte Gleichung erhält man durch Diagonalisierung von M, siehe auch [NegSS] . Die

(NL) x (NL)-Matrix M hat die Form.

I 0 0 E~
-R 1 I 0 . . . 0

0 -B2 1" . . . 0

0 0 I

mit den N x 1V-Matrizen Ea = I - ArK(1) . I ist dabei die N x N-Einheitsmatrix.

Damit wird die Zustandssumme

2 = det M = det [I + - ArK(1))] .

	

(A.7)(
1=1

Dies Ergebnis ist zwar korrekt im Limes Ar -+ 0, aber es konvergiert sehr langsam . Im
wechselwirkungsfreien Fall z .B. ist KI - K für alle 1 und wir erhalten:

20 = det M = det [I + (I -

	

(A.S)

im Vergleich zum exakten Resultat : Zo = det [I + exp(-OK)] . Hat K die Eigenwerte

eh - A, so folgt für die Elektronendichte :

l alnZ
p = (51) = Q a~

(1 - ®r(E h -p))-1
+ (1 - ®r(ek

	

Po -

D .h. selbst die Elektronendichte ist nur n erungsweise korrekt.

Nun wollen wir (A .1) als gegeben betrachten und als endliches Intervall ernstnehmen.

Wir schieben dazu in (A .3) noch einmal M Einheitsoperatoren ein und fuhren dann den

Grenzwert M -3 oo aus :

L M
lihn C _

	

d ~ dx~a ~- ~tn Ba i' fl' (Oim u(1) i A,m-1)
a=i sn=l

	

a

f

	

didar~ exp (- E maäm=?h'' ).

= lim det ®

	

(A.11)
M->oo

mit ba,o - 2h-1,m fier 1 > 1, Ipl,o

	

und I7(1) exp(-iXrK(1)/ ) . 0 ist eine

(N M) x (NLM)-Matrix mit

0111, =

	

- (I -

	

K(1)) ä11'8,7,,n'+1

	

(A.12)

Po

(A.9)

(A.10)
1+ ex_p (ß(ek - ,a))

1

aa' Tram'
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0 hat eine ihnliche Gestalt wie die Matrix M in (A.6), nur mit dem Unterschied, daß die

N x N Matrizen B~ = I-ArK(l)/M auf der Nebendiagonalen jeweils M-mal auftauchen.

Damit wird

L
det 0 = det [I +

	

- ~
K(l))m]

	

(A.13)
d =i
L

Z = lim det 0 = det [I + e-erK(a) ] .

	

(A.14)
.m-->co

Dies ist die gewünschte Form der Zustandssumme (2.20), die im wechselwirkungsfreien

Pall für alle 11.r exakt wird .
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B . ZUR NUMERISCHEN BEHANDLUNG DES LIMES

HOHER DIMENSIONEN

~.~ . Glattng der diskretlsierten Cree

	

tion

Die lokale Greenfunktion wurde in Kapitel 4 folgendermaßen umdefiniert:

Ga,a = j dE •	 N(E)	 	 (E.1)
zan --- ~'r 2/z-ara

Gan = ®r ]exp(®r/G,,) - 11-1	(E .2)
Z,/2-I

	GglAr) = T E ~~~e~~antGr .

	

(B .3)
n=-L/2

Dabei ist n E ,L/2 - 1} und L E {0, . . . ,L 11. Motiviert wurde die Wahl

von durch den Wunsch, den inversen Einteilchenpropagator Ma(s) aus (4 .46) fdr feste
HS-Feldkonfiguration, s {st}, in einer analogen hasniitonschen Form zu schreiben wie

im endlichedirnen.sionalen Fall (siehe KapiteI 2 .1):

	

M'(s) = I ~p e-®zK° e-''IT"(') .

	

(13 .4)

Dabei sind 1 "(s), K und Va(s) L x L-Matrizen; I ist die L x L-Einheitsmatrix . Bis auf

einen Fehler von ®(Lr 2) ist dies möglich, wenn wir

((i - l')®r)	(B .5)

ViP(s)

	

btto[a.ls t + ag - LP/2]

	

(B.6)

und p = -1 setzen . Die Definition von a ist äquivalent zu (B .2) . In diesem Fall sind

die Gleichungen zur Berechnung der Übergangswahrscheinlichkeiten und der geänderten

Greenfumktionen vollkommen analog zu den in Kapitel 2 .1 gegebenen.

Die Darstellung (E .2) hat aber noch einen tieferliegenden Vorzug, der im folgenden gezeigt

werden soll . Dazu betrachten wir den Modellfall verschwindender Bandbreite, d .h. nur ein

einziges Energieniveau a, auch „atomarer Grenzfall" genannt . Im nichtwechselwirkenden

Fall . ist die lokale Wirkung:

A = ~ [lb* (r)OT~ (r) +

	

(r)O (r)) .fdr
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B.1 . GLa4TTÜNG DER DISKRETISIEFITEN GREENFUNKTION

Die Diskretisierung in imaginärer Zeit liefert (siehe z .B. [Neg88])

AL =

	

~ 0ä 'Ydr ,

`tir = -ch,t , + 61,v+1(1 - Are) (1 > 1' )

mit antiperiodischen Randbedingungen, d .h. Go -tPL und = -7w. Zur Unter-

scheidung der diskretisierten von den kontinuierlichen Größen bekommen erstere ab nun

einen zusätzlichen Index L . ry ist die Matrix-Inverse der Greenfunktion-Matrix:

GL((l - 1')A-r) = Ga, _ (7)ig1 .

	

{D,9)

Aus AL berechnen wir die Zustandssumme

EL = fDtPnP # e-'4.L = det[-7] = 1 + (1 - Are)L ,

	

(13 .10)

die M L -4 gegen den exakten Wert 1 + e° flE konvergiert . Die Inversion der Matrix y
ist elementar und liefert die Greenfunktion

GL(OAT) = ~

(1
A~)e)L - -1+r e q&

	

(B11)

für L -4 co . Ähnlich wie in Anhang A können wir hier die Konvergenz in Lr drastisch

verbessern, indem wir eine neue inverse Greenfunktion

'itd , = -St,r + (51,1,+1 e°®
"

	

(B.12)

definieren . Mit 7 p ist ZL fdr jedes L gleich der exakten Zustandsure, und die diskreti-
sierte Greenfunktion ist gleich der kontinuierlichen an den Stützstellen Ihr : GL(1L.'r)

G(lLr) . Der . Übergang zu Matsubara equenzen ergibt:

71,1+1
esa~„!®r

e ,aeF/G " - 1] (B.13)

1
La

1
An.nr

mit der Greenfunktion Gn = 1/[iss,, -- e] des atomaren Grenzfalls . Dies ist aber gerade die

Neudefinition (B .2) . Exakt wird (B .2) zwar nur im atomaren Grenzfall, doch ist allgemein

der Fehler von O(®ra) und damit von derselben Ordnung wie die Trotterzerlegung. Es

zeigt sich numerisch, daß die Konvergenz der Resultate mit durch (B .2) sich nicht

verschlechtert . Observablen wie die Elektronen- und die Doppelbesetzungsdichte, zu de-

ren Bestimmung wir die Werte von G(0), bzw . die Diagonalelemente von Me (s) (siehe

(4.46)) während der Summation, benötigen, können nun ohne weitere Hilfsmittel berech-

net werden. Im Fall der halben Bandfüllung ist Gn rein imaginar und antisymmetrisch in
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ANHANGR. ZUR NUMERISCHEN BEHANDLUNG DES LIMES D --oo	

den Matsubarafrequeuzen :

	

= ®C, Hier liefern die wie üblich aus C~ berechneten

Elektronendichten :

rt-1 +T C=1, ~ts1+2'C„-2~,

	

(B.14)

d.h . die Umdefinition liefert frir beliebige Ar das korrekte Ergebnis.

B.2. Berechnung von Suszeptibilitaten

Die Bestimmung der Suszeptibilitäten ist durch die Gleichungen (4 .36) bis (4 .41) im Prin-

zip vollständig deth iert . Hier soil ihre Berechnung auf einer mehr technischen Ebene dar-

gestellt werden.

Die numerische Behandlung erfolgt in imaginärer Zeitdarstellung . Dies ist kein wesentli-
cher Punkt, er erspart uns nur einen Tell der Fouriertransformationen, da die Zweiteilchen-

Korrelationen während der MC-Summation in imaginären Zeiten r berechnet werden . Die
diskrete Fouriertraneformation der Matrixgleichung (4.38) lautet:

Ar

	

[R(l' -+Aga' (1 , 1' )] -6 (1') = v:(l)

	

(B.15)

mit den üblichen Konventionen aus (4 .45) . Der Faktor Ar in den Argumenten wurde

hier zur besseren Übersichtlichkeit weggelassen . Die Matrix A"' ist eine Summe fiber die
zeitabhängigen Zweiteilchen-Korrelationen:

A "' (1,1') _ Ar g"' ( 11, 1 1 - 1 9 1 i, 1i e1') (B.16)

/(~~

1

° l

1 !!

(1 1)

	

(IC )

	

(Is ) ~" 4„r (14 ) )T )gem

-((

	

(11)14 (12) )T (

	

( 13) '14' (1 4 ) )T )gem

Es sei bemerkt, daß A" ' (1,1') nicht als Funktion von 1 - 1' dargestellt werden kann . Wir
müssen daher die vollständige 2L x 2L-Matrix berechnen und speichern . Andererseits

hängt (B.16) gar nicht vom Index 11 ab; 1 1 ist ein stummer Index, den wir wilikürlie h

festsetzen können. Deshalb erfordert jedes Element von A"' nur L Operationen, so daß der
gesamte Rechenaufwand proportional zu L 3 und damit von der gleichen Größenordnung

wie der für die MC-Simulation ist . Allerdings genügt es, A ' nur in der letzten Iteration zu

bestimmen. Zur Berechnung der Zweiteilchen-Korrelationen können wir für eine gegebene

Konfiguration des . ES-Feldes s {s 1 } das Wicksehe Theorem anwenden:

(?Pca(11) 'Y%a( 12) a'( l3) g'( 14))T = ( 91,12 91314) - bac'(91114 91si 2 ) .

	

(B .18)

Dabei steht ( .•• •) für die Mittelung Fiber das HS-Feld ; 9ta' = (Ma (s)) I-I,l (siehe (4 .46)) ist der

unkorrelierte Einteilchenpropagator für eine feste HS-Feldkonfiguration. Die Zeitargumen-

te in (B.16) können auch negative Werte annehmen . Fiir negative Indizes ist die Matrix

rLC[3' ]
( 1 1 9 12 9 131 13)

(B .17)
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	B.2.BERECHNUNGVONSUSZEPTEBILITATEN

gFl, zwar° eigentlich nicht definiert, wir können sie aber konsistent verallgemeinern, indem

wir sie indexweise antiperiodisch fortsetzen : gr+L4, = g':g,¢y =

	

Die Berechnung von

(1 - P) ist numerisch weniger aufwendig : In Matsubarafrequenzen ist Fra' diagonal

und besteht aus jeweils drei Integralen fiber die Zustandsdichte N(E), die entweder nu-

merisch oder wie etwa bei der halbelliptischen Zustandsdichte - analytisch durchgeführt

werden. Die drei Integrale sind :

	

®

	

2

	

(B.19)
qnzan

(E2g~nE

	

Gan
+

	

Gm

~` an

Z2 an

	

z-an %-an

2z_a„
(gan)E w2

.7=(ggn)E
aCa,a
~~an

mit gan(E) = (zan - E2/z-a„)-i und zan = icon + dt - Zan . Die rechten Seiten gelten für

die halbelliptische Zustandsdichte (4.4) mit der halben Bandbreite w und der Abkürzung

q„ = [1 - w2/(zAnzB„)]h/2 . Aus Ca,,, und ran wird nach den Gleichungen (4.39f)

Via' berechnet und anschließend fouriertransformiert . Die Inversion von (B.15) liefert

schließlich 7g(l), woraus wir die dazugehörige Suszeptibilität gemäß (4 .41) berechnen .
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C . ZUR HARTREE-FOCK-NIHERUNG MIT UNORDNUNG

Hier soli das Hubbardmodell mit Leerstellenunordnung im Limes hoher Dimensionen
im Rahmen der Hartre&-Pock-Näherung (HEIN) behandelt werden . Wir ersetzen in der
Hartree-Fock-N herzeng wie üblich das Produkt der Dichteoperatoren in der Wirkung A
(4.15) durch das Produkt von Operator und Erwartungswert:

na(r)n-a ( r ) -> UE [na(r)(n_a(r» -
1

(na (r)) (n_a (r)) j

	

(C .1)

mit na(r) = (r)»(r) . Hier verwenden wir wieder unter Ausnutzung der A-B-S etrie
des Gitters (Gy = G_y° etc.) den kombinierten Index a = yu, wobei y das Untergitter
und a den Elektronenindex bezeichnet. Der Mittelwert (• • •) = ((• . .)»)g,m ist wie üblich
als thermischer Erwartungswert, gemittelt fiber die Unordnungskonfigurationen zu verste-
hen. Die letztere Mitteleng bedeutet ito Fall der Leerstellenunordnung (4.51) mit einer
Konzentration s von Gitterfehlstellen einfach:

(f(e))gem ` (1 - )f (0) •

In HFN wird die Zustandssumme El (4.14) ein Gaußsches Integral, und wir erhalten bis
auf eine Konstante:

Z{g} = I T [c - Eq - Una]

	

(C.3)
an

mit dem effektiven lokalen Propagator i' = (G-a + E)- a und der mittleren Elektronen-
dichte na (na(Q)) . Die Stationaritätsbedingung der freien Energie (4 .26) liefert hier die
folgende Selbstkonsistenzgleichung für den Einteilchenpropagator G:

Gars = Z-an ( gan(b ) )E = ( 1 -'- x) [Ga 1 + Ea. - Unna]-a .

	

(C .4)

Dabei haben wir die Abkürzungen gan(E) = (zany - E2/z_an)„a und zan = icon +

	

+

benutzt . (-Xs•)s ist das Integral fiber die freie Zustandsdichte N(E) . Die Außösung
nach der Hartree-Fock-Selbstenergie E liefert:

Ean = I~92_a - x

	

(C.5)

L Da wir in diesem Abschnitt nicht den Rahmen der Hartree-Fock-Ndherung verlassen, werden wir auf
einen Index ,,HF" zu ihrer ennzeichnung verzichten .

(C.2)
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Wir setzen das chemische Potential zu = U/2, wodurch sichergestellt wird, daß das

verbliebene Gitter halb gefüllt ist . Die gesamte Elektronendichte ist daher 1 - x. Mit der

Untergittermagaietisierung 1 AF = n A - mB = 2nA - 1 können wir die Selbstkonsistenz-

gleichungen für G folgendermaßen zusammenfassen:

z-an(Q.(E))E

= iwn + a h$ + ~ tJh~,~ +

	

(C.6)
Gan

Aan

MAF _ T

	

aGar,.
an

Im Fall ohne Unordnung (x = 0) kann die Summation Tiber Matsubarafrequenzen durch

eine analytische Fortsetzung (siehe z.B. [Ric88]) explizit durchgeei~tihrt werden, und wir

erhalten neben der trivialen Lösung, MAF = 0, die folgende Bestimmungsgleichung für

MAP :

1-_ 2

	

~((~)) tr.a.r
.h() ))

	

(C.7)

mit (E) _ [(UMA'/2)2+E2]1/2 . Diese Beziehung kann auch direkt aus der freien Energie

gewonnen werden (siehe z .B. [vDon90] und Kapitel 3 .1). Die Neef Temperatur T = TN

erhält man, indem anschließend MAF = 0 gesetzt wird. Für > 0 kann die Selbstkonsi-

stenz (C.6) numerisch etwa durch Iteration gelöst werden.
Auf der anderen Seite ist TN durch die Divergenz der antiferromagnetischen Suszeptibi-

Iität XAF = dli/IAp/dh' in der paramagnetisehen Phase definiert . Die Differentiation von

(C.6) nach h 5 liefert :

vP

	

r

	

P

	

( .7@r9(E) )~+'
P ara - (xavaz-ara + Z-ars Za

r
n)

r
= Dr(1i- 1 eJM~) - x Gsn

2

XAF = WAF _ TEa G~ .
an

(Der Strich steht für die Ableitung nach h e .) Nun betrachten wir die paramagnetische

Phase. Mit MAP = 1'0 = 0 gilt hier: Ga,, = G_e, 1, etc., und für die differenzierten Größen

etc., da das Feld h ffi mit unterschiedlichen Vorzeichen auf den beiden

Untergittern wirkt . Wir können von nun an den Index a unterdrücken, und betrachten

nur das Untergitter mit a = .4 +1. Die erste Zeile in (C .8) vereinfacht sich dann zu:

Gi,,zn -- ---G,.,z, . Mit zn und zn aus (C.6) und (C.8) findet man für MAP = hs = 0 nach

einigen Umformungen:
IT

	

Gn
~, = -(1-~

~
XA~')

iw f,

Zan
_P

~an
'~yare

z-an (C.8)

(C.9)
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ANHANGC.ZUR HA.RTREE-FOCK-N;iRERUNGMITUNORDNUNG	

I3ies . setzt man nun in die untere Zeile von (C .3) ein, und löst nach XAF auf:

/LliF
® 2-' ~

b
C

n
` ♦ 	 -UK(T)

Gri
K(T) =

2 (141

(Der Faktor 2 kommt aus der Summation fiber die beiden Untergitter .) Die Mel-Tempe-

ratur ist durch die Divergenz von XA F , also durch die Bedingung

	

UK(TN) - 1

	

(C.12)

definiert . K(T) ist bis auf den Faktor 2 gleich der Suszeptibilit ,t im Fall U = 0, daher

insbesondere positiv definit . Bei gegebener Temperatur, d.h. gegebenem K(T), ist XAF

fair kleine Ü positiv, divergiert dann für einen kritischen Wert EMT) und wird dann nega-

tiv, d.h. die pararnagnetische Phase ist instabil . Im Grundzustand liefert (C .12) eine Art

„Stoner-Kriterium", UK(0) > 1, für den Antiferromagnetismus. Fiir = 0 können wir
die Summe wieder ausführen und gelangen zurück zu (C.7) mit MAF -5 O . Hier divergiert

K(T) im. Grundzustand, so daß dieser fair jedes positive U antiferromagnetisch geordnet

ist2 . Hier gilt übrigens K(T) = I/I(T, ja = 0) mit der Funktion I aus (3.23).

Fiir x > 0 ist Gn auch in der paramagnetischen Phase nur implizit gegeben:

N(E)
= dE	

+ xG, 1 -E '

	

(C.I3)

so daß wir die Summe in (C .11) nicht durch analytische Fortsetzung bestimmen können.

Bei der halbelliptischen Zustandsdichte (4 .4) können wir jedoch das Integral ausführen

(siehe (4 .44)) und erhalten nach Auflösung nach G,,:

	

Gn = 2 2~ [1- j1 - (1 - c)w2/(iwn)2)] =

	

G(°)(iw,/y/ - x)

	

(0,14)

mit der Greenfunktion GO) des Modells ohne Unordnung (x = 0) . Es sei aber daran

erinnert, daß diese Skalierung von G ;. nicht für beliebige Zustandsdichten gültig ist . Mit

(C.14) können wir die Summe K(T) aus (C .11) umformen zu:

G(0)(iton/V1 - x, )
swn

~
- 1-- f dE N(E) T ~ [iwy,(iwn/ I - x - E)]

- I -xpE~(E) T~[,	 1	 --
I

JE

	

2c J,a - E I/I - a

	

= -4I - ~f dE 2(E ) [fFD(Ee/1 - x/T) fpD(o)1 .

	

(C.15)

2Dies gilt genaugenommen nur, wenn die freie Zustandsdichte an der Fenni to nicht verschwindet.

(C.10)

(C.11)
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Die Differenz zweier Fermi-Dirac-Verteilungen, €FD (s) = (1 + exp(T)) -I , ergibt sich wie-

der mittels analytischer Fortsetzung [D,ie88] . Die Bestimmungsgleichung fair die Neel-

Temperatur (C .12) wird schließlich :

	

'7')CT

	

f dE N(E) tank ( 2~,

	

= 1

	

(C.16)

Diese Bestimmungsgleichung ist aber Equivalent zu der fair das reine Fiubbardmodell mit

renormierten Energien Ü = U 1--x- und f'N = N/ 1- a. Anders formuliert: die Neel-

Temperatur genügt folgendem Skelierrungsgesetz:

TN (U,x) = , 1- i.TN(FI .1''-7-710) •_

	

(C.17)

Die Unordnung beeinfitißt TN also auf zwei Weisen : erstens wird die effektive Wechselwir-

kung einen Faktor /1 -- verringert, zweitens die Funktion der kritischen Tempera-
tur selbst . Inn Fall starker effektiver Wechselwirkung (U .» w) gilt TN ;Lis CT/4 und somit

TN(tT, X) = TN(U, 0)(1- z), d.h. TN nimmt linear mit ab. Bei kleinen T ist TN dagegen

exponentiell klein . Dies ist stets der Fall (auch für große ET), wenn die Konzentration r ge-

gen 1 geht . In der HFN wird TN also immer mindestens linear oder sogar exponentiell mit
unterdrückt . Dieses Ergebnis steht in deutlichem Widerspruch zu den QMC-Resultaten,

bei denen r kleine U die Neel-Temperatur in einem weiten Bereich von ai konstant bleibt.

Dieser Widerspruch bei schwacher Wechselwirkung ist überraschend, da hier die HFN (zu-

mindest im reinen Modell) als gute Näherung betrachtet wird . Eine mögliche Erklärung

liegt in der durch die Unordnung induzierten, starken Erhöhung der lokalen magnetischen
Momente, die von der FHFN .nicht erfaßt wird. . ,
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D . EINIGE UNTERPROGRAMME FÜR DIE BEHANDLUNG

IN d = a)

C ++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++fro+++++++++++++++++++++++
C

	

+
c Einige wichtige Unterprogramme f'ur die Honte-Carlo-Simulation

	

+
c des Anderson-Hubbard-Modells im Limes hoher Dimensionen .

	

+
c Hier f'ur den Fall der binaren unordnungaverteilung .

	

+
c -> Honte-Carlo-Berechnung der Einteilchen Greenfunktion

	

+
c -> Bestimmung der Doppelbesetzungsdichte

	

+
c -> Bestimmung der Zweiteilchen-Korrelationen

	

+
c -> Subtraktion des unkorrelierten Anteils derselben
c -> Berechnung der Kompressibilit"at in der A-B-Phase

	

+
C

	

+
C ++++++-e++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
c

c
c Laufparameter:
e beta

	

: inverse Temperatur

	

t
c cpl, cp2

	

chemisches Potential f mur Spin up und down

	

%
c U

	

: Hubbard-Wechselwirkungsst"arke

	

%
c D

	

halbe Bandbreite der freien Zustandsdichte
c Delta

	

Breite der Unordnungsverteilung

	

a
c prob

	

Konzentration der Komponente A (bin°are Legierung) %
c L

	

Anzahl der Trotter-Schritte

	

%
c dt e beta/L : Diskretisierung in der Trotter-Dimension

	

$
c abr

	

Abbruchkriterium (Toleranz) f'ur die Iteration

	

%
c itmax

	

Maximale Anzahl von Iterationen
c Nwu

	

: Anzahl der 'worm-up sweeps'

	

%
c xmc

	

: Anzahl der HC-Sweeps mit Bestimmung der Observablen %
c

	

a

c . Bestimmung der Boltzmann-Gewichte :

	

a
xl ., dt*abs(U)/2 .DO
rlamb e log(exp(xl)+sgrt(exp(2 .DO*xl)-l .DO))
8f(l) e dexp(-rlamb)
Bf(3)

	

dexp(rlamb)

c Vorzeichen von ü:
Bf(2)

	

1 .1DO
if (U .lt .O .DO) Bf(2)

	

-1 .1DO
C
c %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%t%%%%S%%%%%%%%%t%t%%%$%%%%%%%%%%%%%%%%tt%
C
C ****ee*******ee******oa*******e*********QO********e*********o-*cseo***

C
c Unterprogramm M CSWEEP
C
c - Auswahl von L Hubbard-Stratonovich (HS) - Spins
o - Berechnung der "Übergangswahrscheinlichkeiten
c - Bei Akzeptanz : Berechnung der neuen Greenfunktionen
C
c Input:
c G1,G2 Einteilchen-Greenfunktionen f'ur Spin up und down
c

	

Real - Matrix (Lmax,Lmax)

	

°
c Is

	

Konfiguration der HS-Spins

	

*
c

	

Integer - Vektor (Lmax)
c Bf

	

: Boltzmann-Gewichte
c

	

Real - Vektor (3)
c L

	

Anzahl von Trotter-Schritten, L kleiner gleich Lmax
c

	

Integer - Variable

	

°
c dseed : Startwert f*ur den Zufallszahlen-Generator
c

	

Real - Variable
c sig

	

Vorzeichen der Fermionendeterminante
c

	

Real . Variablec
c Output:
c G1,G2 : neue Greenfunktionen

	

°
c Is

	

neue HS-Feldkonfiguration
c dseed : neuer Startwert

	

*
c Akz

	

Anzahl akzeptierter Einzel-Spinflips
e Real - Variable
c sig

	

neues Vorzeichen der Fermionendeterminante
C
c Aufgerufenes Unterprogramm :

	

*
o DURAND : Zufallszahlengenorator nach Kirkpatrick und Stoll s
c

	

°
C *****awea*********se********r**me************sae**********a**same***r

subroutine HCSWEEPI(G1,G2,Is,Bf,L,dseed,Akz,sig)
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implicit real*8(a-h,o-z)
parameter (Lmax=129)
dimension Gl(Lmax,Lmax), G2(Lmax,Lmax)
dimension Is(Lmax), Rnd(2*Lmax)
dimension Ef(3), f(3)
dimension Cll(Lmax), Cl2(Lmax)
dimension Crl(Lmax), Cr2(Lmax)

Vorzeichen von U

isU

	

Bf(2)

f(l)

	

gf(l)**2-1 .D0
f(3) = Bf(3)**2-1 .D0

c Aufruf des Zufallszahlen-Generators
call durand(dseed,2*L,Rnd)

c Loop ueber den Zeitindex
do 10 il ®i,L

c Auswahl eines Ising-Spins
m = Rnd(il)*L+1
Ism Is(m)

c Flip-Wahrscheinlichkeit
R1 = (1 .D0+G1(m,m))*f(2-Tsm) + 1 .D0
R2 = (1 .D0+G2(m,m)) 4f(2+isU*Ism) + 1 .D0
PS g R14R2
if (isU .lt .O) PS = PS 4 (f(2+ISm)+1 .DO)
bPS abs(PS)
PV Rnd(il+L)

o Heat-Bath
c

	

bPS bPS/(l .DO+bPS)

if (bPS .gt .PV) then

c	 Flip akzeptiert	
Is(m)

	

-Ism
If (PS .1t .0 .D0) sig

	

-sig
Akz Akz+1 .D0

o Update der Greenschen Funktionen
fl

	

f(2-Ism)/Rl
f2 = f(2+isU*Ism)/R2

C Cl(j) := f*G(j,m) , Cr(j) : .* G(m,j) + delta(m,J)
do j*.1,L

C11(j) o fl*Gi(j,m)
C12(j) f2*G2(j,m)
Crl(j) = Gl(m,j)
Cr2(j)

	

G2(m,j)
enddo
Crl(m)

	

Crl(m) + 1 .D0
Cr2(®) = Cr2(m) + 1 .D0

c G := G-Cl*Cr
do j*.1,L
do 20 i®1,L
G1(i,j) = G1(i,3)-Cl1(i) 4Crl(j)
G2(i,j) = G2(i,j)-Cl2(i)*Cr2(j)

	

20

	

enddo
enddo

	

c -°	
endif

10 continue

return
end

C sIrß**4440***4bb44**4*0**4*4b*****4b9t`t.**4*41,**444*9s4****0**********444
*

Unterprogramm DOPPEL
4

c

2
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ANHANG D. EINIGE UNTERPROGRAMME FOR DIE BEHANDLUNG IN D -co

c Berechnung der Doppelbesetzungsdichte f"ur gegebene *
c HS-Feldkonfiguration, Multiplikation mit dem Vorzeichen *
c
C
c

der Fermionendeterminante und Aufaddition

Input ; *
c G1,G2,L,sig (siehe oben) A

c d

	

: Doppelbesetzungsdichte *
c
c

Real - Variable
A

c
c

Output:
d

	

: erh*oht um den aktuellen Wert *
c ß
C **AAA**A****AAAAa*aAAA***AAAAA*o*AA'rA***A9v^AAADA*¢AAAAA*i'*AAAA****AAA

subroutine DOPPEL(G1,G2,L,d,sig)

implicit real*8(a-h,o-z)
parameter (Lmaxs129)
dimension G1(Lmax,Lmax), G2(Lnax .Lmax)

x

	

O .DO
xl

	

O .dO
x2 s O .dO

do i-1,L
x = x+(l .do+G1(i,i))*(1 .d0+G2(i,i))

enddo
d = d+x/L*sig

return
end

L. **AAAAAAAAAAAAA*AUAAAAAAAAAAAAAAAAa*AUA*AA*AAAA*e**AAAAAAAA***e***AUA

o *
c Unterprogramm RORREL2

	

*
c *
c Berechnung der Zweiteilchen-Korrelationsfunktion f"ur gegebene

	

*
c HS-Feldkonfiguration,

	

Multiplikation mit dem Vorzeichen
c der Fermionendeterminante und Aufaddition

	

*
C *
C Input :

	

*
c G1,G2,L,sig (siehe oben)

	

a
c corGl,corG2 : Elektronendichten - 1 f R ur Spin up und down

	

a

c Real - Variablen

	

*
c Y

	

: Zweiteilchen-Rorrelationsfunktion

	

*
c Real - Matrix (2*Lmax,25Lmax)

	

*
C *

c Output :

	

a
Y

	

: erh"ortet um die aktuellen Werte
c
c Hilfsfelder:
c Glex,G2ex

	

: Real - Matrizen (2*7•max,2*Lmax)
C
Gi *AAApaA*A***4ßAe**l4QAAA*****AS9aa°» ß *vAAS*Ae*AAApaa*A'RAA**i"hAAAA*ßs4aa*

subroutine RORREL2CGI,G2,L,Y,corGI,corG2,sig)

implicit real*8(a-h,o-z)
parameter (Lmax129)
dimension Gl(Lmax,Lmax), G2(Lmax,Lmax)
dimension Glex(2*Lmax,2*Lax), G2ex(2*Lmax,2*Lmax)
dimension Y(2*Lmax,2*Lmax)

c Eingabe der erweiterten Greensfunktionen
do 0=.1,L
do i=l,L

G1ex(i,j)

	

= G1(i,j)*fak
G2ex(i,j)

	

= G2(i,j)*fak
Glex(i+L,j)

	

-Gl(i,j)*fak
G2ex(i+L,j)

	

-G2(i,j)*fak
enddo
Glex(j,j)

	

= Glex(j,j) ' corGi
G2ex(j,j)

	

= G2ex(j,j) - corc2
Glex(j+L,j)

	

Glex(j+L,j)+ corGl
G2ex(j+L,j)

	

G2ex(j+L,j)+ corG2
enddo
do jffi1,L

do i=l,L

3
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Glex(i,j+L) = -G1(i,j)*fak
G2ex(i,j+L) -G2(i,j)*fak
Glex(i+L,j+L) G1(i,j)*fak
G2ex(i+L,j+L) =

	

G2(i,j)*fak
enddo
Glex(j,j+L) Glex(j,j+L)

	

+ corGl
G2ex(j,jtL) G2ex(j,j+L)

	

+ corG2
G1ex(j+L,j+L) Glex(j+L,j+L}- corGl
G2ex(j+L .j+L) G2ex(j+L,j+L)- corG2

enddo

c 'Dummy'-Index
12 s 1
do 11=I,L
do 1sffi1,L
do 10 la=1,L

lap = la+ls-l
12p

	

11+12-1

Y(la+L,11+L) e Y(la+L,11+L)+G2ex(lap,ls)*G2ex(12,12p)
-G2ex(lap,l2p)*G2ex(12,1s)

Y(la,11+L)

	

a Y(la,11+L) +Glex( ;.ap,1s)°G22x(12,12p)

10 enddo
enddo
enddo

12 = 1
do 11m1,L
do 1s s, 1,L

do 20 la=1,L
lap

	

la+ls-l
12p = 11+12-1

&
Y(la,ll) Y(la,ll) +Glex(lap,ls)*Glex(12,12p)

-Glex(lap,12p)*G1ex(12,1s)
Y(la+L,l1) Y(la+L,ll) +G2ex(lap,ls)*Glex(12,12p)

enddo
enddo

enddo

do 11®1,2 4L
do 11~1,2 ¢L

Y(11,12) ,* Y(11,12)*sig
enddo

enddo

return

end

c ****444*04*4***@4444$***4**4*4444*SS* **g444ß$**4ßß444$4694**4*StO*440

C

c Unterprogramm VERTEX
C
c Berechnung des unkorrelierten Anteils der Zweiteilchen-
c Korrelationsfunktion f"ur gegebenen wert des Zufallspotentials
c und Subtraktion von Y
e
c Input:
c Gl,G2,Y,L

	

(siehe oben)
c pges : Gewicht des betrachteten Zufallspotentials.
c

	

Real - Variable
C
o Output:
e Y
C
c Hilfsfelder:
c Gllin,G2lin : Real - Vektoren (Max)
C
o ******* **4***4444***4*** ***5* *****4*****4**44*********ß4R*******

subroutine VERTEx(G1,G2,Y,L,pges)

implicit real ß 8(a-h,o-2)
parameter (Lmax gl29)
dimension Y(2*LmaX,2*Lmax)

20

*
*

: vermindert um den unkorrelierten Anteil 4

4
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ANHANG D. EINIGE UNTERPROGRAMME FÜR DIE BEHANDLUNG IN D oo

5

dimension Gl(Lmax,Lmax), G2(Lmax,Lmax)
dimension Gllin(Lmax), G21in(Lmax)

o

	

Berechnung der linearisierten' Greensfunktionen
do i=l,L

Gllin(i)

	

O .DO
G21in(i)

	

= 0 .D0
enddo

do j=1,L
do

11

	

j-i+1
12

	

L-j+i+1
Gllin(12) = Gllin(12) -G1(i,j)
G21in(12) m G21in(12) -G2(i,j)
Gllin(l1) ffi G11in(I1) +Gl(j,i)
G21in(11) G21in(ll) ¢G2(j,i)

enddo
Gllin(l) Gllin(1)

	

+G1(j,j)
G21in(1) G21in(1) +G1(j,j)

enddo

do i®1,L
Gllin(i)

	

Gllin(i)/L
G21in(i)

	

= G21in(i)/L
enddo
Gllin(1}

	

O .DO
G21in(1)

	

O .D0

do j=1,L
js

	

L-j+2
if (j .eq.1)

	

is = 1
do
Y(i,j) Y(i,j) /L + Gllin(i)*Gllin(js)
Y(i+L,j) Y(i+L,j) /L + G21in(i) AGllin(js)
Y(i,j+L)

	

= Y(i,j+L) /L + G1lin(i) AG21in(js)
Y(i+L,j+L) = Y(i+L,j+L)/L + G21in(i) aG21in(js)

enddo
enddo

return
end

C °3AßOAAAAAAOA939aa3ß$AAS3Atra?A4AAAAAACAbA?AAAaAAAAA4aA3aAAk3AAAaAA9aA

Unterprogramm KOMPSTAG

Berechnung doa Hcmpressibilit°at in der A-B-Phase
• aus der Zweiteilchen-Korrelationsfunktion Y
• Hier nur Pur den Fall der halbelliptischen zustandsdichte
• (Die Bestimmung anderer Suszeptibilit'aten erfolg anolog .)

Input:
• Slf,S2f Selbstenergien in Matsubrafrequenzen

Real - Vektoren (Lmax)
cpl,cp2 : chemische Potentiale f'ur Spin up und down

Real - Variablen
• Y,L siehe oben
• beta inverse Temperatur
• D Halbe Bandbreite der freien Zustandsdichte

Fcoef

	

: Fourierkoeffizienten
(Fcoef(l,k) ist der Fourierkoe ffi zient zwischen
Zeit-Schritt 1 und Matsubarafrequenz k)

Real - Matrix (Lmax,Lmax)

Output:
• compaf : Kompressibilit nat

Hilfsfelder (zum Teil zu Testzwecken):
• Yl Real - Matrix {2*Lmax,2 3Lmax)
• X,Gs,R Real - Vektoren (2 ALmax)
• Xlf,X2f Real - Vektoren (Lmax)
• Rlf,R2f : Real - Vektoren (Lmax)

Aufgerufenes Unterprogramm :

3
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c LINRG

	

: IMSL-Routine zur Inversion einer rellen Matrix
c
L. ******?^44ßß*4**4******44ß4ß4****Rß**ßy}44*****44ß4R4ßßß :=ß*$@494*

subroutine KOMPSTAG(S1f,S2f,cpl,cp2,Y,beta,D,L,Fcoef,compaf)

implicit real*$(a-h,o-z)
parameter (Lmax°129)
dimension Y(2*Lmax,2*Lmax), X(2*Lmax), Gs(2*Lmax)
dimension Y1(2*Lmax,2*Lmax)
dimension R1(Lmax), R2(Lmax), R3(Lmax), R(2*Lmax)
complex*16 Slf(Lmax), S2f(Lmax)
complex*16 Xlf(Lmax), X2f(Lmax)
complex*16 Rlf(Lmax), R2f(Lmax),
complex*16 Fcoaf(Lmax,Lmax)
complex*16 xsil,xsi2,wurz,ca,cb,cc,cD,Gf,Ggf

cD = dcmplx(D*D)

	

pi

	

acos(-l .DO)
alfa = pi/beta
dt = beta/L

	

f

	

dt**2*L

(-L-142*k)*al£a*(O .D0,1 .D0)+Slf(k)+cpl
• (-L-1+2*k}*alfa*(O .DO,1 .D0)+S2f(k)+cp2
• sqrt(dcmplx(1 .dO)-cD/xsil/xsi2)
• Xsi2*2 .DO/cD*((1 .DO,O .DO)-wurz)

(1 .d0,O .dO)/(xsil**2*wurz)
(1 .dO,O .dO)-Gqf/Gf ß4 2
xsil/xsi2
(1 .dO .0 .dO)/(xsil*Gf)+ca-(l .dO,O .dO)
a-(ca*Ggf+(Gf 4cb)**2)/(ca*ca-cb*cb)
• (Ggf+ca*Gf**2)*cb*cc/(ca*ca-cb*cb)
� ccßcc ßRlf(k)

c Fouriertrafo zur Temperaturdarstellung
do j=1,L
R1(j) = O .dO
R2(j) r O .dO
R3(j) 0 O .dO

enddo
do ka1,L
do j=1,L

R1(j) d R1(j)+FCOef(j,k)*Rlf(k)
R2(j) = R2(j)+FCOef(j,k)*R2f(k)
R3(j) = R3(j)+FCOef(j,k)*R3f(k)

enddo
enddo
do j$l,L

R1(j) = R1{j)/beta
R2(j) = R2(j)/beta
R3(j) = R3(j)/beta

enddo

. f*Y(i,j) +dt*Rl(i-j+l)
a f*Y(i+L,j) +dt*R2(i-j+l)
= f*Y(i,j+L) +dt*R2(i-j+l)

f*Y(i+L,j+L)+dt*R3(i-j+l)

c Inversion von Y1
call LINRG(2*L,Y1,2*Lmax,Y1,2*LmaX)

c Berechnung von Gamma = Y1*R - : X

R3f(Lmax)

c Berechnung von <g> und <g^2>
do k=1,L

xsil
xsi2
wurz
Gf
Gqf

cc
cb =
Rlf(k)
R2f(k)
R3f(k)

enddo

c Berechnung der zu invertierenden Matrix Y1 :ddtß42*L*Y+dt*R
do j .=1,L
do i=1,j-l

Y1(i,j)

	

= f*Y(i,j)

	

-dt*R1(i-j+L+i)
Y1(i+L,j)

	

= f*Y(i+g„j) -dt*R2(i-j+L+l)
Yl(i,j+L)

	

= f*Y(i,j+L)

	

dt*R2(i-j+i+l)
Y1(i+L,j+L) = f*Y(i+L,j+L)-dt*R3(i-j+L+1)

enddo
do i=j,L

Y1(i,j)
Y1(i+L,j)
Y1(i,j+L)
Yl(i+L,j+L)

enddo .
enddo
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do j=1,L
R(j)

	

R1(j)+R2{j}
R(j+L) = R2(j)+R3(j)

enddo
do j=1,2*L

X(j) = O .DO
enddo
do ig1,2*L
do j=1,2*L
X(i) = X(i) + Y1(x,7)*R(j)

enddo
enddo

ctttttttt Fouriertrafo von X > Xf
do j@1,L

Xlf(j) = O .dO
x2f{j} = D .dO

enddo
do k=1,L

do j=1,L
X1f(k) ffi Xlf(k)+X(j)/Fcoef(j,k)
x2f(k) = X2f(k)+x(j+L)/Fcoef(j,k)

enddo
enddo
do j=1,L
Xlf(j) = X1f(j)*dt
X2f(j)

	

x2f(j)4dt
enddo

c ttttttt Ausgabe von Gf' = Kappa_n
write(32,*) ' :cad : nic col sym'
write(32,*) I.
do k=1,L
xsi = (-L-1+2*k)*alfa
Gf = R1f(k)*(1 .dO-Xlf(k))+R2f(k)*(l .dß-X2f(k))
Gqf

	

R2f(k)*(1 .d0-Xlf(k))+R3f(k)*(1 .d0-X2f(k))
write(32,'(5f14 .7)') xsi,Gf,Ggf

enddo

d Berechnung von G'

	

dt**2*L*Y*X

	

Gs
do i=1,2*L

Gs(i) = O .dO
enddo
do ia1,2*L
do j=1,2*L

Gs(i) = Gs(i) + f*Y(i,j)*X(j)
enddo

enddo
write(6,'(4e20 .8)') dt,Gs(1),Gs(1+L)
compaf

	

Gs(1)+GS(1+L)

C nochmal als TEST : Berechnung von G' = R+gamma' *R = : Gs
Gs(1) = O .dO
Gs(1¢L)

	

O .dO
do i=1,L

Gs(1)

	

= Gs(1) +R1f( i )*(1 .d0-Xlf(i))+R2f(i) t (1 .d0-X2f(i))
Gs(1+L) = Gs(1+L)+R2f(i)*(1 .d0-Xlf(i))+R3f(i)*(1 .d0-X2f(i))

enddo
Gs(l)

	

= Gs(l) /beta
Gs(1+L) = Gs(1+L)/beta
write(6,'(4e20 .8)') dt,Gs(l),Gs(l+L)
write(6,*)

return
end

C *****o************,aa**s***,t*a************s******sa*****************a*
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