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1. EINFUHRUNG

Bilden Atome oder Molekiile einen Festkorper mit einer periodischen Gitterstruktur, so
iiberlappen sich die lokalisierten elektronischen Zustinde und breiten sich &hnlich wie
ebene Wellen iiber das gesamte Gitter aus. Dieser von F. Bloch [Blo28] bereits 1928 aui-
gezeigte Mechanismus ist daflir verantwortlich, da8 die Elektronen im Kristall ,flieflen”,
ihn also elektrisch leitend machen kénnen. Das resultierende Energiespektrum weist eine
Bandstruktur auf, wobei man die durch sogenannte Bandliicken getrennten verschiedenen
Energiebénder in der Regel den urspriinglichen atomaren Orbitalen zuordnen kann. Die
Elektronen der énergetisch tiefliegenden Orbitale bleiben wegen der hohen Energiebar-
riere praktisch fest gebunden,.nur die Elekironen der hochliegenden B&nder sind effektiv
beweglich. Diese bestimmen wesentliche Eigenschaften des FestkOrpers, inshesondere sein
metallisches Verhalten. |

Neben dem Ladungstransport sind die beweglichen Elektronen aber auch filr magneti-
sche Eigenschafien von Festkirpern, wie dem Ferromagnetismus der 3d—Ubergangsmetal-
le ¥e,Co und Ni.und dem Antiferromagnetismus von Or und Mn in der gleichen Reihe,
verantwortlich. (Fiir einen Uberblick siehe [Mat81].) Zur Erklirung dieses Bandmagnetis-
mus ist die Beriicksichtigung der Coulombwechselwirkung zwischen den Elektronen erfor-
derlich. Seit langem ist bekannt, dafi der Magretismus nicht durch magnetische sondern
elektrostatische Wechselwirkungen in Verbindung mit dem Pauli-Prinzip Lervorgerufen

wird. Unter welchen Bedingungen in Systemen beweglicher Elekironen welche Art von

magnetischer Ordnung auftreten kann, ist aber bis heute weitgehend unverstanden.

Im Bereich der Transporteigenschaften ist insbesondere das Verschwinden der LeitfShig-
keit,.der Me_fallj-fsoi_atar— Ubergang von Interesse'. Wihrend im oben skizzierten Bindes-
modell bei ungerader Anzahl fo_n Elektronen pro Elementarzelle wegen des nur teilweise
gefiillten Leitungsbandes stets ein Metall vorliegt, ist dies in realen Substanzen, nicht im-

. .?316?- der Fall. Beispiele sind die Legierungen IV z’Q, welches unterhalb von 250°C zu einen
antiferromagnetischen Isolator wird, und V' Oq, das in Abhingigkeit vom Druck und der -

Temperatur _éinen wechselwirkungsinduzierten Me_tall—lsola,tor-ﬂbergang, den sog. Mott-

Hubbard-Ubergang, zeigt. (Eine. Ubersicht iiber. verschiedene Metall-Isolator-Uberginge -

" IDas Wort Isolator wird hier im Sinne von Nicht-Metoll gebraucht. Es schiieBt deher auch Halbleiter

ein, bei denen die Leitfihigkeit erst im Grundzustand verschwindet, bei endlichen Temperaturen aber

exponentiell unterdriickt ist.
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

gibt [Mott90).}) Auch hochtemperatur-supraleitende Materialien, die im undotierten Fall
antiferromagnetische Isolatoren sind, reihen sich hier ein. Der Metall-Isolator-Ubergang
durch die antiferromagnetische Instabilitit ist einfach zu verstehen, da hier durch die
Symmetriebrechung die Brillouin-Zone halbiert, und das Leitungsband aufgespalten wird.
Liegt die Fermienergie innerhalb der Bandliicke, ist das System isolierend. Syrmetrie-
brechungen kénnen durch die Wechselwirkung der Elektronen untereinander oder durch
Kopplung an die Ionen des Kristalls, d.h. an phononische Freiheitsgrade, vermittelt wer-
den. Beide Mechanismen fiir Symmetriebrechung sowie der_Mctt-Hubbgrd—ﬁbe_rgang sind
Gegenstand der vorliegenden Arbeit. T |
Weiter kann das metallische Verhalten durch Unordnung zerstort werden [And58]. Ausge-
hend vom perfekten Kristall unterscheidet man zwei Typen von Unordnung: Zum einen
topologische Unordnung, bei der die Periodizitit in den Bindungen gestdrt ist. Beispie-
le hierfiir sind amorphe Metalle und Gliiser. Zum anderen Besetzungsunordnung, bei der
verschiedene Atom- oder Molekiilsorten zufillig auf d_en Gitterplitzen verteilt sind, wie
es in Leglerungen der Fall ist. In beiden Fillen gilt das Theorem von Bloch durch den
Verlust der Periodizitét nicht mehr; die elektronischen Wellenfunktionen verlieren durch
Streuprozesse ihre Phasenkohéirenz, bleiben bei schwacher Unordnung aber ausgedehnt.
Diese Streuung, die in allen Festkdrpern mehr oder weniger stark vorhanden ist, fiihré zu
einer diffusiven Elektronenbewegung und ist dafiir verantwortlich, dal die Leitfihigkeit in
Metallen auch im Grundzustand endlich bleibt. Bei hinreichend starker Unordnung werden
die Wellenfunktionen dagegen lokelisier?. Dabei werden mit wachsender Unordnungsstarke
die Zustinde von den Bandkanten aus zur Mitte des Bandes hin lokalisiert. Erreicht der
Ickalisisrte Bereich dic Fermieenergis, findet ein Metah—.w.sola.tor—ﬁberwang, der Anderson-
Ubergang, statt. (Eine Ubersxcht zum Lokallslenmgsproblem in eiektromschen Systemen
findet sich in [Lee85).) '

Nun ist auch in ungeordneten Substanzen stets die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den
Elektronen vorhanden und kann im allgemeinen nicht vernachléssigt werden. Auf der an-
deren Scite sind die meisten Legierungen, die einen Metall- isola,tor-Ubergang aufweisen,
ungeordnet, so daf ein reiner Mott-Hubbard-Ubergang ebenfalls nicht zu erwarten ist.

Vielmehr liegt in realen Substanzen elektronische Wechselwirkung und Unordnung gleich-

zeitig vor, und es ist oft schwierig bzw. unmdglich, beide Effekte voneinander zu trennen.
Ihr Zusammenspiel ist Gegenstand intensiver Forschungen. Der theoretische Zugang be-

steht in erster Linie in der Abbildung des Problems auf eine Feldtheorie und anschliefender

Anwendung von Methoden der Renormierungsgruppe [Fin83, Cas84]. Ein schwerwiegendes
Problem ist hier das Aufireten eines magnetischen Ubergangs vor Erreichen des Metall-

Isolator-Ubergangs, das zu Instabilitdten in der Renormierungsgruppen-Behandlung fiihrt _

[Cas84a, Fin84, CasS'?]. Die Anwendbarkeit des obigen Ansatzes bei mittleren und star-
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1.1. MIKROSKQPISCHE MODELLE

ken Wechselwirkungen in der Nihe der halben Bandfiillung ist daher sehr fraglich. Eine
aktuelle Ubersichicht iiber den Metall-Isolator-Ubergang in ungeordneten, wechselwirken-
den Systemen wird in [Bel94] gegeben. In der vorliegenden Arbeit wird das Problem im
Rahmen des Anderson-Hubbardmodells (s.u.) im ,,mean-ﬁeld“-Lxmes hoher Dimensionen

untersuchi,

1.1. Mikroskopische Modelle

Die Untersuchung wechselwirkender Elektronen stellt ebenso wie die ungeordneter elek-
tronischer Systeme ein hochinteressantes aber ebenso komplexes Problem dar. Umso mehr
gilt dies bei gleichzeitiger Anwesenheit von Wechselwirkung und Unordnung, Ein méglicher
Zugang besteht in der Behandlung stark vereinfachender mikroskopischer Modelle. Diese
kénnen natiirlich nicht die Eigenschaften konkreter Materialien quantitativ beschreiben,
sondern sollen vielmehr zu einem besseren Verstindnis grundlegender qualitativer Phino-
mene beitragen.

Das einfachste Modell wechselwzrkender Elektronen auf dem Gitter ist das Hubbardmodell
[Gut63, Hub63, Kan63]. Es lautet in der iiblichen Darstellung in zweiter Quantisierung:

 Hpw= —tzz cwcja-%-UZn nﬂ—#Zﬁga (1.1)

G5 °© iz :
Dabei erzeugt bzw. vernichtet & T baw. &, ein Elektron mit Spin ¢ im Wannierzustand
(siche z.B. [Ric88]) am Gltterpla.tz R;. Der Operator fiy = &}, &, zéhlt die Elektronen mit
Spin o am Ort &;, und p ist das chemische Potential. Der erste Beitrag beschreibt Hiipfen
von Elektronen zwischen Gitterplitzen und damit die kinetische Energie der Elekironen.
Die spitzen Klammern deuten dabei an, da nur iiber benachbarte Gitterplitze summiert
wird. Der kinetische Anteil wird durch Fouriertransformation im Impulsrauvm diagonal.
Fiir ein d-dimensionales einfach kubisches Gitter mit N Plitzen erhalten wir:

0 = —tz ) chjo' Zsanq,f (1.2)
{ij) @ _ .
mit fige = &}, 8g0 und
. et : :

(g; sind die die Komponenten des Impulsvektors ¢.) {1.1) wurde zur Erklirung des oben

‘erwihnten Magnetismus in 3d—Ubergangsmetallen eingefithrt und auch zur Untersuchung

des Metall-Isolator-Ubergangs herangezogen. d—Bé#nder sind schmal, d.h. das Verh&ltnis

von Wechselwirkungsstirke und Bandbreite ist groB, weshalb Korrelationseffekte durch die
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Wechselwirkung wichtig werden. Weiter sind die d—Orbitale riumlich nicht sehr ausge-
dehnt, ihr Uberlapp ist daher gering. Deshalb ist einerseits die Coulomb-Wechselwirkung
kurgreichweitig — im Hubbardmodell wird sie als rein lokal angenommen -, andererseits
konnen lingerreichweitige Hiipfprozesse vernachlissigt werden. Als wesentliche Vereinfa-
chung ignoriert (1.1) die Entartung der d—Orbitale und beschrinkt sich auf ein einziges
Band (¢-Band).

Das Hubbardmodell wie insgesamt die Physik stark korrelierter Fermionen erfreut sich
heute wieder grofiter Beliebtheit. Es wurde iiber den urspriinglichen Anwendungsbereich
hinaus u.a. auch zur Beschreibung der Eigenschaften sogenannter schwerer Fermionen-Ver-
bindungen (f-Ubergangsmetallegierungen) [Cay86] sowie der Hochtermperatur-Supraleiter
[And87] herangezogen.

Trotz seiner einfachen Form ist die Behandlung dieses quantenmechanischen Vielteilchen-
problems sehr schwierig und es liegen nur wenige exakte Resultate iiber das Hubbardmodell
vor. Hier sollen nur einige fiir die vorliegende Arbeit wichtige Resultate wiedergegeben wer-
den. Eine Sammlung vor Originalarbeiten findet sich in [Mon92); eine schdne Einfithrung
in die Physik des Hubbardmodells wird in [vDon%0] gegeben.

Die exakte Losung fiir den eindimensionalen Fall wurde von Lieb und Wu durch die
Bethe-Ansatz-Methode gefunden [Lieb68]. Der Grundzustand ist bei halber Band-
fillung (mittlere Dichte n = 1) fiir jedes positive U ein Isolator mit algebraisch
abfallenden antiferromagnetischen Korrelationen. Fiir n # 1 ist das System ein pa-

7]

ramagnetischer Leiter.

e ‘Das Theorem von Mermin und Wagner [Mer86] schliefit im ein- und zweidimen-
- sionglen Fall fiir isotropen Spin magnetische Ordnung bei endlichen Temperaturen

aus.

e Im Fall 7/t — oo ist nach dem Nagaoka-Theorem der Grundzustand im halb gefiill-
' ten Band mit einem zusitzlichen Elektron ein voll polarisierter Ferromagnet {Nag86].
(Dazu ausfihrlicher in Kapitel 4.8.)

e Lieb konnte weiter den Spin im Grundzustand bei halber Bandfilllung und U > 0
- .auf beliebigen paaren Gittern® mit gerader Anzahl von Gitterplitzen bestimmen
' :[LiebSQ]. Er ist gerade gleich der halben Differenz der Méchtigkeit der beiden Unter-

. gltter. Speziell ist der Grundzustand auf dem einfach kubischen und dem bec—Gitter -

im thermodynamischen Limes ein Singlett. - -

?Ein paares Gitter (engl.: bipartite lattice) besteht aus zwez Untergxttem, wobez benachbarte Gitter-
pla.tze stets zu verschiedenen Untergittern gehdren.

TH




1.1, MIKROSKOPISCHE MODELLE

e Schlieflich kann das Hubbardmodell im Limes starker Kopplung durch eine kanc-
nische Transformation [Har67] stérungstheoretisch auf das sogenaunnte f-J-Modell

abgebildet werden, dessen Hamiltonopera,tor lautet:

Ht__; =-t> S e+ 5:5; (1.4)
{#) @ {if)

Dabei ist J = t2/U eine antiferromagnetische Kopplung zwischen benachbarten Spins. Sie
entsteht durch virtuelles Hiipfen eines Elektrons auf einen besetzen Gitterplatz, was zu
dem Energienenner U fihrt. Die néchsthdhere Korrektur 1sﬁ von der Ordnung O(t3/U%?).
Die Spms S', haben die drex Komponenten

=3 &, et (1.5)

mit den Pauli-Matrizen 7 und « € {z,y,2}. Die Fermionen-Operatoren sind hierbei
im Unterraum der einfach besetzten Gitterplitze zu betrachten. Die Darstellung (1.4)
ist genaugenommen nur fiir kleine Lcherkonzentration giiltig., Verschwindet diese ganz,
also im Fall der halben Bandfiillung, sind reale Hiipfprozesse unmoglich, weshalb der
kinetische Anteil entfallt, und (1.4) sich auf das antiferromagnetische Heisenbergmodell
reduziert. Tatsichlich zeigt sich, dafl das Hubbardmodell, obwohl vor allem fiir den Band-
Ferromagnetismus eingefithrt, auch bei schwacher Wechselwirkung eine starke Neigung
zum Antiferromagnetismus zeigt.

Das Hubbardmodell ist natiirlich offen fiir Erweiterungen, wie Hiipfprozesse zu iiber-
néchsten Nachbarn, ldngeiteichweitige Wechselwirkungen, zusdtzliche Ankopplung an du-
fere Freiheitsgrade (2.B. Phononen) und vieles mebr.

Das zweite elemnentars Modell, das Gegenstand dleser Arbeﬁ; ist, ist das Andersonmodell
der Unordnung [A.ndSS] '

HAnd = Ztij C é + Z(Es P) Tige - (1'6)

ijo

Der erste Beitrag liefert wieder die kinetische Energie, wobei die Hiipfparameter jetzt durch
die Unordnung einer Zufallsverteilung unterliegen. Auflerdem sind die atomaren Potentiale

zufllig verteilt, wie es 2z.B. in einer ungeordneten Legierung der Fall ist. Wir haben da-

bei noch die Freiheit, die Art der Verteilungen zu wihlen. So entspricht eine zweiwertige
Verteilung der lokalen Potentiale z.B. einer bin#ren Legierung. Wie bereits oben erwéhnt

fiihrt eine hinreichende starke Unordnung zu einer Lokalisierung von vormals ausgedehn-

‘ten elekironischen Zustinden und schlieflich zu einem Metall-Isolator-Ubergang, wenn
- die Zustinde an der Fermikante lokalisiert werden. Dies ist ein Ergebnis der Skalentheorie
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der Unordnung [Abr79], die fiir den ein- und den zweidimensionalen: Fall eine vollstéindi-
ge Lokalisierung bei beliebig schwacher Unordnung vorhersagt. Ein anderer, dlterer Zu-
gang zu ungeordneten Systemen ist die ,coherent potential approximation® (CPA), die
sehr erfolgreich auf Legierungen und Kristalle mit Storstellen angewandt worden ist (siche
{EN74, Zim79]). Da die CPA eine lokale Ngherung, ist, kann sie keine Andersonlokalisierung
beschreiben, alle Zusténde bleiben ausgedehnt. Dennoch beschreibt sie, angewandt etwa
auf Modell (1.6), Metall-Isolator-Ubergéinge, bei denen nicht die Ladungstriger immo-
bil werden, sondern ihre Konzentration aufgrund einer unordnungsinduzierten Bandliicke
verschwindet, Auf die CPA wird im Kapitel 4 im Zusammenhang mit dem Limes hoher
Dimensionen noch zuriickgekommen werden.

Eine Kombination von Modell (1.1} und (1.6), das Anderson-Hubbardmodell, stellt das
einfachste mikroskopische elekironische Modell dar, das Korrelationen sowohl durch die
elektronische Wechselwirkung als auch durch Unordnung enthilt. Der Hamiltonoperator
sei der Vollstdndigkeit halber noch einmal explizit angegeben:

B =3 t56 60 + U gy + (& — 1)io - (1.7)
ijo i io
In der vorliegenden Arbeit werden wir uns anf Unordnung in den lokslen Potentialen ¢;,

diagonele Unordnung genannt, beschrénken.

1.2. Aufhan der Arbeit

Die Arbeit hat drei inhaltliche Schwerpunkte. In Kapitel 2 wird ein Verfahren zur Simula-
tion endlicher Systeme stark korrelierter Fermionen vorgestellt. Es handelt sich dabei um
das sog. Grofkancnische Quanten-Monte-Carlo- Verfahren (GQMC) [Bla81, Scp81, Hir83),
welches Eigenschaften bel endlichen Temperaturen berechnet. Es wird ein effizienter und
numerisch stabiler Algorithmus zur Berechnung von Einteilchen-Greenfunktionen darge-
stellt. Das Verfahren wurde gegen exakte Diagonalisierung und vollstindige Summation
der Hilfsfeld-Konfigurationen getestet. Es werden die Beschrénkungen von Fermionensimu-
lationen in Systemgriife und inverser Temperatur, insbesondere das Vorzeichenproblem,
diskutiert, und schlieflich werden verwandte nurmerischen Methoden skizziert und mit dem
GQMC verglichen.

Kapitel 3 beschiftigt sich mit einer Erweiterung des Hubbardmodells durch Ankopplung
an lokale Zwei-Niveau-Systeme. Das Modell wird im Rahmen einer Hartres-Fock-Niherung
sowie mit einem erweiterten GQMC-Verfahren behandelt. Schwerpunkt der Untersuchun-

gen ist dabei die Symmetriebrechung durch Bildung einer kommensurablen Ladungsdich-

tewelle bei halber Bandfiillung mit einem einhergehenden Metall-Isolator-Ubergang.

10
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1.2. AUFBAU DER ARBEIT

In Kapitel 4 betrachten wir das Anderson-Hubbardmodell im Limes hoher Dimensionen,
Dieser liefert eine dynamische ,mean-field“-Theorie; das selbstkonsistente lokale Problem
wird wiederum mittels einer Monte-Carlo-Methode behandelt. Nach einer Darstellung der
selbstkonsistenten Berechnung des lokalen Einteilchen-Propagators sowie von statischen
Suszeptibilitsten bestimmen wir einerseits die Stabilitit der antiferromagnetischen Phase
gegen Unordnung und andererseits den Einflu8 von Unordnung und Wechselwirkung auf
das metallische Verhalten. Um die Rolle der Unordnungsverteilung zu untersuchen, wird
dabei eine zweiwertige sowie eine kontinuierliche Unordnungsverteilung gewdhlt. Schlie§-
lich werden Ergebnisse zum Metamagnetismus im Hubbardmodell im &uleren Magnetfeld
und zum Ferromagnetismus beim fec—Gitter in Limes hoher Dimensionen fiir den Fall
ohne Unordnung vorgestelit.

Die Arbeit schliefit mit einer Zusammenfassung und einem kurzen Ausblick in Kapitel 5.

11
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2. NUMERISCHE SIMULATION FERMIONISCHER .
SYSTEME

Die Behandlung stark korrelierter fermionischer Systeme stellt eine grofie Herausforderung
an den theoretischen Physiker dar. Die Fermionen sind einerseits beweglich, d.h. sie wei-
sen eine Bandstruktur auf, auf der anderen Seite unﬁefhegen sie einer stark abgeschirmten
Wechselwirkung. Fiir das Hubbardmodell driickt sich diese ’I_‘atsache darin aus, daf der ki-
netische Anteil des Hamil{onoperators im Impulsré.um diagonal ist, der Wechselwirkungs-
anteil dagegen im Ortsra.uin. Die besonders interessanten Phiinomene sind dabei in einem
Parameterbereich zu erwarten, in dem beide Effekte von shniicher Gréfienordung sind.
Daher sind Stﬁrungstheorien nur sehr begrenzt anwendbar. Die Beschreibung in einem
effektiven Einteilchen-Bild - im einfachsten Fall die Hartree-Fock-Niherung (HFN), oder
die fiir Bandstrukurrechnungen sehr erfolgreich eingesetze Niherung der lokalen Dichte
(LDA) [Jon89] - beriicksichtigt nicht hinreichend die Korrelationseffekte durch die starke,
lokale Wechselwmkung und die Unordaung. Andere analytische Na,herungsmethoden sind
i.d.R. unkontrolliert oder nur in sehr speziellen Fillen anwendbar. '

Ein anderes Werkzeug zur Untersuchung von Modellen wechselwirkender Vielteilchensy-
steme ist die numerische Behandlung endlicher Systeme. Sie kann dabei helfen, einerseits
die Qualitit von analytischen Niherungsrechnungen zu bestimmen, andererseits die Ei-
genschaﬁen der Modelle auch in fiir N&herungsmethoden nicht zugénglichen Parameterbe-
re1chen zu untersucher. Die beiden Verbindungen von Modell und analytischen Methoden

eme;seits und vonr Modell und der mteresmerenden Physﬂ; andererselts smd wesenthche_

Schritte fiir die Theoriebildung.

Es gibt prinzipiell zwei Methoden zur Untersuchung endlicher Systeme: zum einen die ex- -

akte Diagonalisierung, zum anderen die Monte-Carlo-(MC-)Simulation. Die erstere eignet
sich besonders gut: Zur. Bestimmung von Grundzustandseigenschaﬁ:en und hat den Vor-

el numerisch ‘exakte Resultate zu hefern ‘Auf der o,nderen Seite ist die Systemgrofie -

‘wegen des exponentiell ansteigenden Rechenaunfwands und Speicherplatzbedarfs stark be-
schrinkt. . Groﬁere Systeme (Groﬁenordung 100 Gltterpla.tze filr ‘fermionische Systeme)

lassen sich nut Simulationen behandeln. Die Resultate sind nur bis auf statistische Fehler-

und evtl, weitere systematische Fehler exakt. Weiter bereitet die Anwendung auf tiefe Tem-
" peraturen numerische Schwierigkeiten, worauf in diesem Kapitel noch niher eingegangen
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wird.

2.1 Gr ﬁﬁkanomscne Quanten-Monte-Carle-Methode

Fir die Simulation von Gittermodellen wechselwirkender Elektronen in der Festkorper- 7
physik werden heute im wesentlichen zwei Methoden angewandt: das Projektor-Quanten-
Monte-(PQMC-)Verfahren sowie das grofkanonische Quanten-Monte-(GQMC-)Verfahren. -
Dariiber hinaus gibt es noch Weltlinien-Verfahren, die aber fiir fermionische Systeme nur
sehr begrenzt einzusetzen sind. Eine recht neue Methode ist die numerische Diagonalisie-
rung grofer Matrizen mittels MC-Simulation. |

Die GQMC-Methode berechnet Eigenschaften bei endlichen Temperaturen mit thermisch
variabler Teilchenzahl. Es wurde fiir des Hubbardmodell zuerst von J. E. Hirsch {Hir83,
Hir85] angewandt. Das Prinzip, sowie einige technische Details und Verbesserungen sollen
im folgenden dargestellt werden. Ein Vergleich mit anderen Methoden findet im letzten
A.bschm'_tt dieses Kapitels statt. Interessierten seien die folgenden Ubersichtsartikel emp-
fohlen, die einen guten Uberblick iiber die Methoden und die umfangreiche Literatur geben:
[dRae85, Suz86, dRae92). o - - =

2.1.1. Bemerkungen zur Monte-Carlo-Simulation

Aus Griinden der Klarheit sollen hier kurz dic wesentlichen Merkmale von thermodyna-
mischen Monte-Carlo-(MC-)Simulationen skizziert werden. Eine ausfiihtliche Behandlung
ﬁndet sich z.B. in [Bln86] Das Ziel ist die Berechaung thermischer Erwa.rtungswerte .

f dwO@)P(z) , Z= f P, (2 1)

Dabei beschreibt z eine Konﬁgura.thn des Systems, O ist eine physikalische Grﬁﬁe von
Interesse und P(z) = exp(~BE(z)) ist die Boltzman_nverteilung, die als Gewichisfaktor
dient. E(z) ist der Wert der Energze im Zustand 2, 8 = 1/2"’ d_ie inverse_'__l[émpe:a,tur?. und :
Z die Zustandssumme. Lo TR =
Dasg Prinzip des: MC-Verfahren ist pun, anstatt uber alle moghchen Konﬁguratmnen F:
zu integrieren, dlese_mﬁ: einer Wahrscheinlichkeit proportional zu P(z) zu erzeugen. Man

_',,tas_;tet‘_‘. sozusagen ﬁur_ den thermodynamisch relevanten Bereich des Phasenraumes ,ab“. - L o . -
Dieses, importance éamp!éng genannte, Prinzip kann wie folgt realisiert werden: Ausgehend g
von einer Startkonfiguration 2y wird eine neuer Zustand z; erzeugt, und die Energiediffe-
renz AE = E(z1)—E(z) berechnet. 2, wird nun mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit -
W(ﬁg_:—} ::'z:l.) akzeptiert, und di_gnt dann (und nur dann) als ‘Ausgangskonfiguration fiir

: IEje:;', wie im folgenden, wird die Boltzmannkonstante kz = 1 gesetat = h
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den nichsten, analogen MC-Schritt. Erfiilllt W nun die Bedingung des defaillierten Gleich-

gewichts :
P(z)W (o — 21) = P(21)W (21 — z0) , (2.2)

so konvergiert die Verteilung der Konfigurationen gegen die gewiinschte Funktion P(z).
Der Mittelwert von O, der aus einer Anzahl M so erzeugter Konfigurationen gebildet wird,
konvergiert nach dem zentralen Grenzwertsatz fiir i — co gegen den Erwartungswert (O)
mit einer Varianz o< M.2 3 Die Methode der MC-Simulation 148t einem grofie Fretheit, die
Konfigurationen = des Systems auf verschiedene Weise zu definieren. So kénnen benach-
barte Punkte im Phasenraum im Orts- oder Implusraum sehr weit auseinander liegen.
Dies hat den Vorteil, da8 bei geschickter Wahl der Koordinaten das System schnell zum
thermischen Gleichgewicht relaxieren kann.

Wie kann das Konzept auf quantenmechanische Systeme angewandt werden?

Der thermodynamische Erwartungswert eines quantenmechanischen Operators ist definiert
als

0) = 58p{0e%) (23)
Z = Spi{e P8}, (2.4)

Dabei ist Z die Zustandssumme, und die Spur, Sp{--+} = 3 a{(® | --- | ®), ist definiert
als Summe iiber einen vollstindigen, normierten Satz von Zustidnden {|¢)}. Da im Fall
von Elekironen jedes Orbital vier Besetzungsmoglichkeiten hat — leer, einfach besetzt mit
zwei Spinrvichtungen und doppelt besetzt — gibt es fiir ein Gitter mit N Orbitalen, d.h. N
Gitterplitzen im Hubbardmodell, im grofkanonischen Ensemble 4/ Zusténde.

Um das oben skizzierte Schema der MC-Simulation anwenden zu kbnnen, wire ¢ nun
erforderlich, Erwartungswerte der Form (& | exp(—8E) | &) zu berechnen. Dies kime
aber einer Diagonalisierung von H gleich, und wir briuchten kein MC-Verfahren mehr
anzuwenden; der Rechenaufwand wiirde exponentiell mit der Systemgrdfe ansteigen. Ein
Ausweg besteht darin, das Modell formal auf ein effektives Einteilchenproblem abzubilden.
Dies geschieht in zwei Schritten und wird in den folgenden Abschnitten beschrieben. "

2.1.2, Trotter-Suzuki-Zerlegung

Wir schreiben den Hamiltonoperator des Anderson-Hubbardmodells wie folgt:

H o= R4V (2.5)

2Genaugenommen berechnet sich die Varianz aus der Anzahl unabhéngiger Messungen, da aufeinander-

- folgende Zusténde i.a. statistisch korreliert sind.
‘8Zur Thermalisierung wird vor Beginn der Messungen eine Rethe von MC-Schritten durchgefiihrt,
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E = 3 d K4 " (2.6)
ijo
. i
vV o= UZ(ﬂs'T - é)(ﬂﬂ. ~3 (2.7)
K = by 4 0i(e +oh —p). : (2.8)

Dabei sind alle Einteilchenterme durch Hiipfen, Magnetfeld, chemisches Potential und loka-
le Unordnung in der Matrix & zusammengefat. In der Hubbard-Wechselwirkung wurden
Einteilchenterme so eingefiibrt, daf nun fiir 4 = 0 die Elektronendichte gleich eins ist,
d.h. halbe Bandfiillung vorliegt. K und V kénnen einzeln leicht diagonalisiert und daher

auchk exponenziert werden. Da sie aber nicht vertauschen, faktorisiert das Exponential

nicht. Fiir kleine Argumente z im Exponenten giit niherungsweise:
. s P 1 o '
?(VHEK) = oV 2K §$2[K, V] + 0(2:3) ] (2.9)

Das ist die Trotter-Zerlegung in erster Qrdnung [Tro59]. Zerlegungen hiherer Ordnung
wurden ebenfalls vorgeschlagen und verwendet [Suz76, dRae85, Suz86]. In Abschnitt 2.3.2
werden Ergebnisse fiir Zerlegungen erster und zweiter Ordnung gezeigt.

Offensichtlich sind derartige Zerlegungen nur fiir kleine Werte von z sinnvoll, Um sie
trotzdem auch fiir grofie § verwenden zu kénnen, wird das Intervall (0, 5) in L Abschnitte
der Grofe At = §/L diskretisiert, und wir erhalten; B |

e—.@f? = (e—Afﬁ)L — (e—Af(f/-i—I?))L
= (e AT oAk %A#{ﬁ’, V] + o(ar®)®
= (e7AVemaTRYL 4 éﬁ&‘r[};’, v+ B0(Aar%). e (2.10)

Bei der Spurbildung verschwindet allerdings der Fehler in der Ordnung A7, denn die Spur
iiber ein Produkt dndert sich bei zyklischer Permutation der Faktoren nicht, weshalb ein
Kommutator steis spurlos ist. Weiter ist die Spur iber das Produkt des antihermiteschen
Kommutators [K, V] und einer (hermiteschen) Observablen rein imagnindr. Da der Er-
wartungswert der Observablen insgesamt reell sein mufi, verschwindet daher auch ihre
Korrektur in erster Ordnung in Ar. 4

“Wegen der formalen Ahnlichkeit mit dem Zeitentwicklungsoperator exp(—iHt) spricht
man auch vom ,;imaginéiren Zeitintervall® (0, ). Die Diskretisierung des Intervalls korre-
spondiert mit einem Abschneiden grofier Matsubarafrequenzen: w, = (2n + 1)w/f (n =
—L/2,---,L/2 — 1); d.h. es werden nur Frequenzen | wy, |< /AT beriicksichtigt.

*Dies gilt bei der MC-Simulation nur bis auf statistische Fehler, da die Spurbildung nicht exakt durch-
gefithrt wizd; siehe aber Abschnitt 2.3.2. '

ié
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2.1. GROSSKANONISCHE QUANTEN-MONTE-CARLO-METHODE

2.1.3. Hubbard-Stratonovich-Transformation

Wir haben nur das Exponential des Hamiltonoperators in faktorisierter Form vorliegen.
Der Wechselwirkungsanteil exp(—ArV) faktorisiert weiter in den Gitterindizes und kann
als quadratische Form geschrieben werden:

. N
gAY E’Ee—d‘rf)’(ﬁi?-%)(ﬁs -3)
i=1
N -~
= ﬁeATU(ﬁ;?—ﬂu)gfze—A?U/'i . (2.11)
i=1

Die quadratische Form kann wie {iblich durch eine Gaufitransforination linearisiert werden:

00 2
Physikalisch ausgedriickt wird die Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch eine Wechsel-
wirkung der Xlektronen mit einem klassischen Huflerem Hilfsfeld s ersetzt. Im Falle von
Fermionen auf dem Gitter genligt dafiir ein zweiwertiges Hilfsfeld [Hir83]: Die quadratische
Form enthélt den Cperator der lokalen Magunetisierung, i — 4y, die entweder gleich 0
oder *1 sein kann, Das Quadrat mifit daher den Betrag der Magnetisierung und hat die
Projektoreigenschaft:

ATV R =Ry )2 2 _ (2.12)

[(Rer — 2a)?]F = (Rep — )2 = —2d; , k=12, (2.13)
mit den Dichte- und Doppelbesetzungsoperatoren iy = fiy4 -+7y, und d; = 515y Wie man
im Vergleich der Taylorentwicklungen erkennt, kann damit das Exponential fiir positive
We_rte_ von U geschrieben werden:

AU~ )%/2 cosh(AM(#gy — Aigy)) = é Z e MPig =) (2.14)

g==1
mit cosh(A) = exp(A7U/2). Fiir negative U wird bei der Transformation die lokale Ma-
gnetisierung durch die auf halbe Bandfillung normierte Dichte, fisp + Ry — 1, ersetzt. Die
Quadrate der beiden Gréfen sind komplementér, so dafi

(i + gy~ 1P =1 (fuy = )" = 1+ 2 — s (2.15)
- “offensichlich ebenfalls ein Projektor ist. Die Exponentialform schreiben wir dann:

oAU i~ hep+ag -2 /2 = 1 arve > e MPig sy —1) (2.16) -
2 s==1
mit cosh(A) = exp{—ArU/2).
Die Transformation (2.14) bzw. (2.16) wird diskrete Hubbard-Stratonovich-{HS-)Trans-
formation -genannt. Sie wird fiir jeden Gitterplatz, ¢ = 1,-++, N, sowie auch fiir jeden
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Trotter-Schritt, { = 1,..-, L, durchgefiihrt. Daraus resultiert ein Feld von zwelwertigen
Variablen s;, das im folgenden als HS-Feld bezeichnet wird. Die Elektronen bewegen sich
guasi unabhingig in einem dynamischen, ortsabhiingigen Potential, das durch die HS-Spins
gebildet wird. '

Das Exponentizal des Hamiltonoperators faktorisiert nun in den Elektronenspins o = &1,
und wir erhalten schiieilich bis auf konstante Vorfaktoren:

X L )
e BHE o Z ﬁ E =BTV e—Ar}E’é’ (2.17)
{3,-1} o =1
=3 é::af{%aja y KT =ty + oyles + oh — ) (2.18)
Y]
VIO =T VEM G , VW) =3 oha (2.19)

4.3
Es liegen nun nur noch bilineare Operatoren vor, so da8 die Spur {iber die fermionischen
Ereiheitsgrade amalytisch ausgefiihrt werden kann {Bla81, Hir85, dRae92]. In Anhang A
wird eine elementare Herleitung mittels Grassmannvariablen dargestellt. Die Spurbildung

liefert die Zustandssumme:

. L
Z=SpePH > Tldet [T+ 11 e~ ATV (N ATKT] (2.20)
fou} i=1

Die Dimension des Konfigurationsraums der HS-Spine ist mit 2% i.a. zwar grofer als im
urspriinglichen fermionischen Problem (4%), doch ist das quantenmechanische Problem
‘nun auf ein klassisches Spinproblem abgebildet worden, und wir kénnen fiir die Summation
iiber die Zustinde des HS-Feldes iibliche MC-Methoden anwenden.’ Das Produkt der
Determinanten in (2.20) dient dabei als Boltzmanngewicht fiir eine gegebene Konfiguration
{sa}. Es sei noch bemerkt, da8 Simulaticnen mit diskreten HS-Feldern sich als wesentlich
effizienter herausgestellt haben als die mit kontinuierlichen Variablen [Hir83, Bue86).

2.1.4. Berechnung von Cbservablen
Hier soll aun dargestellt werden, wie die Bestimmung von Observablen und der Uber-
‘gangswahrscheiniichkeiten erfolgt. Es werden zunichst einige Konventionen eingefiihrt:

36(1) = o~ ATVO(l) ~Ar KT , B°() = o~ ATVI(l) g=ATKT (2.21)

‘Dabei unterscheidet das ,,Hut“-Symbol wieder die Operatoren im 4"-dimensionalen Hil-
bertraum von den N x N-Matrizen. Im folgenden werden wir das zyklisch permutierte
Produkt

Ay =B°()B°( ~1)--- B°(1)B°(L)B°(L - 1)--- B°(I + 1) (2.22)

*Fiir sehr kleine Gitter — z.B. N = 4,L < 6 - kaun auch eine vollstindige Summation iiber alle
Konfigurationen erfolgen. Dies ist vor allem fiir Testzwecke interessant (siche Abschnitt 2.3).
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bendtigen. Damit kann die Zustanddsumme (2.20) geschrieben werden als:

z ~ 3 1% (2.23)
{sa} @
L

7 = Sp{[][B°()}=det [T+ A°(L)]. (2.24)

I=1
Zy = Z}\Zﬁ ist die Zustandssumme {iber die fermionischen Freiheitsgrade fiir feste Kon-
figuration des HS-Feldes {sy}. Mit (O); wird der Erwartungswert bzgl. Z; bezeichnet.
Da die Operatoren B(I) diagonal in den Elektronenspins sind, faktorisieren Erwartungs-
werte der Form (A+B,); = (A4)7(B,).5 Weiter sind die Elektronen fiir festes HS-Feld
unabhingig, weshalb das Wicksche und das Linked-Cluster-Theorem [Elk79] angewendet

werden konnen.
Damit kann die Einteilchen-Greenfunktion berechnet werden, was analog zu der Berech-

nung der Zustandssumme erfolgt:
GG (1, V) = — (@ (1ar)e, (' Ar));
= —(BY(L)B°(L-1)---B°(1+ D& Bo(1)--- BO( + el Bo(1) - BO(1))y

= —[B7(D)B°(I-1)---B(' + )(I + A°()) Ny (2.25)
Ein Spezialfall ist die gleichzeitige Einteilchen-Greenfunktion:’
GLLD) =—(T+A4°D)T. (2.26)

Aus den Hinteilchen-Greenfunktionen lassen sich mit dem Wickschen Theorem auch Zwei-
teilchen- (und héhere) Korrelationen berechnen, wie z.B. Doppelbesetzungsdichten, Struk-
turfaktoren sowie Suszeptibilititen. '
Im Prinzip ist nun das ,Handwerkzeug® fiir die MC-Simulation und die Bestimraung der
Observablen vollstdndig. Allerdings miiSten flir jede Konfiguration des HS-Feldes das Pro-
‘dukt A(L) und die Determinanten berechnet werden, was einen immensen Rechenaufwand
bedeuten wiirde. Besser ist es, die Ubergangswahrscheinlichkeiten aus den Einteilchen-
Greenfunktionen zu bestiramen, und diese nach jedem Spin-Umklappprozef (kurz: Spin-
| flip) mit einer zuerst in [Bla81] vorgeschlagenen Methode zu berechnen. Damit die folgen-
den Abschnitte zu verstehen sind, soll diese hier kurz erkldrt werden:
_.Zunichst berechnet man das Produkt 47(L). Dann geht man sukzessiv durch die Trotter-
“‘Schritte ! = 1,--+,L und versucht, in jedem Schritt eine Anzahl e N von HS-Spins
umzuklappen. Die Matrix A%(l) 8ndert sich mit dem Umklappen eines HS-Spins {s; —
5y = —84) 2 o |
AC(Y = Be(1Y B ()7 A%() = [T + A, DA (D) . _ __(_2.27’)___

-3Die Faktorisierung gilt natiirlich nicht mehr nach Summation tiber die HS-Spius. .
TErst nach der Summation fiber das HS-Feld werden die Greenfunktionen zeitlich translationsinvariant.
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Dabei hat die Matrix A%(4,!) nur ein einziges nicht verschwindendes Element; jhre Kom-

ponenten lauten explizit:
A%(5, D) = [BO()BO(1)™Y = I = 6105 [exp(202sg) — 1]. (2.28)

Dabei ist ¢ kein laufender Index, sondern bezeichnet den susgewdhlten HS-Spin. Das
Verhéltnis der Determinanten wird
det [I + A°(1) + A°(i,1) A° (D)}
det [T + A (1))
= det[F+ A(E,DA (T + 47(D) ™Y
= det{f +AG DT +C7(L DY (2.29)

R°G,0) =

mit G{I,1) aus {2.26). Die Determinante kann leicht berechnet werden, und man erhilt:
RO, D) =14+ A0, D [+ G(L, 1] (2.30)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit berechnet sich aus dem Produkt R'(, ) R(, ). Die neue
Einteilchen-Greenfunktion ist ebenfalls einfach zu bestimmen gemif:

e UV ~[I+ A7)

GO+ A6, DI + 67, D)™ (2.31)

i

Die Inversion ist wegen der einfachen Struktur vor A?(,!) elementar, und wir erhalten
fiir die Komponenten:

} . GO i r e
Go(, 1 = G, D)z + T;;—%—A (6 D)5 (8 + G711z } (2.32)

d.h. wir brauchen nur noch & N? Operationen zur Berechnung der neuen Creenfmtxonen
anstatt der o LN® fiir eine Berechnung gems8 (2.22) und (2.26).

Der Ubergang zum nichsten Trotter-Schritt geschicht nach einer Anzahl von uypzschef-

weise N veLsL.uhten HS-Spinflips gem&f:

G+ 1LI+1)=B°(Il+1) GBI+ . . (2.33)

Diese Propagation fiibrt 2llerdings zu einer Anhiufung von Rundungsfehler, so daf G” (l l) _

hin und wzeder gemi8 (2.26) neu berechnet werden musf.

2.2. Namemsche Behandlung

Die Simulation 14uft nun im Prinzip wie folgt ab: Zunichst wird fiir eine Startkonfiguration
des HS-Feldes die Einteilchen-Greenfunktion G7(0,0) = G°(L, L) nach (2.22) und (2.26)
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berechnet. Fiir aufeinanderfolgende Trotter-Schritte, { = 1, .-+, L, werden jeweils oc V HS-
Spinflips durchgefiihrt und gemss der aus (2.30) bestimmten Ubergangswahrscheinlichkeit
akzeptiert baw. verworfen. Im Falle der Akzeptanz #ndern sich die Greenfunktionen nach
(2.32). Zum nichsten Trotter-Schritt geht man dann mit der Transformation (2.33), wobei
nach einer Anzahl von m Schritten G?(I,I) neu aus dem HS-Feld nach (2.22) und (2.26)
berechunet werden mu8. Nach L Schritten ist ein M C-Sweep beendet. Nach einigen tausend
MC-Sweeps zur Thermalisierung findet dana eine erstmalige Berechnung von Observablen
statt. AnschlieBend werden die Observablen nach jedem MC-Sweep bestimmt, aufsummiers
und schliefllich gemittelt

2.2.1, Stabilisierung und Beschleunigung

Eine wesentliche Schwierigkeit bei der Simulation von fermionischen Systemen besteht
darin, hinreichend tiefe Temperaturen zu erreichen. ,Hinreichend” bedeutet dabei, da8
die interessierenden Effekte wie Magnetismus oder Supraleitung, deren Energieskala oft
viel kleiner als die Bandbreite bzw. die Fermienergie ist, noch beobachtet werden konnen.
Die Eigenwerte der Fermionenmatrix, I+ A(I) (2.22), die zu Zustinden niedriger Energie
gehoren, wachsen exponentiell mit der inversen Temperatur § an; andererseits gibt es Bi-
genwerte von der Gréfenordnung 1 von den Zustinden hoher Energie. Wegen der grofen
Bandbreite der Eigenwerte ist die Fermionenmatrix bei tiefen Temperaturen sehr schlecht
konditioniert, und die Berechnung der Determinanten und der Einteilchen-Greenfunktion
G?(1,1) wird unmédglich. Der bisher vorgestellte Algorithmus ist aus diesem Grunde nur
bis etwa 8 &~ 4 anwendbar (im zweidimensionalen Fall). Um das Verfahren auch auf tiefere
Temperaturen anzuwenden, wurden zwel verschiedene Wege beschritten. Eine Maglichkeit
besteht darin, das Matrixprodukt A%(I) (2.22) nicht explizit zu berechnen, sondern aus
Teilprodukten eine vergrofierte Fermionenmatrix zu bilden, die dann besser konditioniert
ist [Whi88, Hir88]. Eine Verdopplung der Dimension erlaubt z.B. eine inverse Temperatur
von = 10. Wegen der erforderlichen Inversionen nimmt die Bechenzeit in diesem Ver-
fahren bei tiefen Temperaturen allerdings stark zu.
Will man dagegen A(l) berechen, so miissen die groBen Eigenwerte von den kleinen ge-
- trennt werden, damit der Beitrag der letzteren nicht vollig verloren geht. Diese Trennung
kann mit Orthogonalisierungsmethoden erreicht werden [Koo82, Sor88]. Fiir das GQMC- |
Verfahren sind diese erstmals in [Whi89, Loh89] verwendet worden.
Eine Anzahl m von Matrizen B?(l) (2.21) kann ohne groBfe Rundungsfehler miteinander
multipliziert werden. Auf der anderen Seite stellt sich heraus, dafi m auch etwa gleich der
Anzahl vor Matrixmultiplikationen {2.33) fiir die Propagation durch die Trotter-Schritte
' .is_t. D.h. nach m Schritten muf§ die Fermionenmatrix neu aus dem vollstindigen Produkt |
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(2.22) berechnet werden. Zur Berechnung dieses Produktes werden Teilprodukte aus m
Matrizen gebildet und in der Form UDV faktorisiert, wobei U und V hinreichend gut
konditioniert sein sollen; D ist eine Diagonalmatrix. Die ideale Transformation dafiir wire
eine Singulirwertzerlegung (3ingula% value decomposition), bei der U und V orthogonal
sind. Diese ben&tigt allerdings sehr viel Rechenzeit. Vorzuzichen ist daher eine modifizier-
te QR-Zerlegung, bei der die Dreiecksmatrix R anschliefend durch D so normiert wird,
dafl ihre Diagonalelemente gleich 1 sind. U ist also die orthogonale Matrix @, V ist die
normierte Drelecksmatrix. Fiir die QR-Zerlegung kenn die Matrix 2.B. zunédchst durch
Householdertransformationen auf Hessenbergform gebracht werden (siche z.B. [Wil65]).
Dieses Verfahren lduft auf Vektorrechnern sehr effektiv. Die Matrix V stellt sich dabei als
nhinreichend gut konditioniert® heraus, in dem Sinne, daf viele von ihnen ohne zu grofie
Rundungsfehler miteinander multipliziert werden kénnen.
Das Produkt UDV wird nun wie folgt mit einer weiteren Matrix A z.B. von links multi-
pliziert [Whi89):

MUDV = (MUDYV = (UBV\V =00V . (2.34)
D.h. zunéchst werden M, U und D multipliziert. Das Produkt kann wiederum stabil zerlegt
werden, da D Spalten umskaliert, aber nicht mischt. Das Produkt der beiden Dreiecksma-
trizen V und V ist schlieBlich sbenfalls wieder eine Dreiecksmagrix.
Hier soll nun eine effektive Methode zur stabilen Berechnung von

GUD=-U+AQ , AQ=BOBI-1)-BOBE)--Bl+1)  (235)

dargestellt werden [Loh89, Ulm92}. (Der Index o wurde hier unterdriickt.) Wir ben&tigen
dahe1 die Te;lproduxte '

P(k) = BEm)B(bm = 1) B(bm —m+1) , k=1,0 (2.36)

mit @ = L/m. Zunichst werden fiir eine gegebens Konﬁgu,-.atmn des HS-Feldes 1terat1v_
die foigenden Produkte bereclmet

Z(1) = P@Q)
L Z@®) = ZWPQ-1)
2(Q) = Z(Q-1)PQ)=A(L) (237)

Dabei werden die Matrizen Z(k) jeweils UDV-faktorisiert. Die Multiplikation verlguft
analog zu (2.34). Aus A(L) wird wie unten beschrieben die Gresnfunktion G(0) = G(I)
bestimmt. Nun werden wie {iblich fiir die nichsten m Trotter-Schritte jeweils etwa /V HS-
Spinflips durchgefithrt. Der Ubergang zum nichsten Schritt erfolgt dabei mit (2.33). Aus
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den ersten m, nun geiinderten, Matrizen B’([} berechnen wir das Teilprodukt:
V(1) = P'(1) = B'(m)B'(m - 1)--- B'(1) , (2.38)
faktorisieren es und bestimmen:
. Alm) =Y(1)Z(Q - 1) (2.39)
und daraus G (m). Nach jeweils m weiteren Schritten wird dies iterativ fortgesetat:
Yk = P'()Y(k-1) (2.40)
Alkm) = Y(k)Z(Q-k) (2.41)

fir k=1,---,Q. Aus A(km) wird dann wiederum G(km) bestimmt. Die Multiplikation
der beiden U DV -zerlegten Matrizen wird wie folgt durchgefiihré:

UDvODv =U(DVIDYW =UUDV)7 =U'DV' . (242)

Das Produkt DV D wird faktorisiert, anschlieBend werden die beiden U- und V-Matrizen
miteinander multipliziert. SchlieBlich soll noch gezeigt werden wie aus der faktorisierten
Matrix A die Greenfunktion berechnet wird [Whi89):

. ;G(z,;)= (f+UBV]™Y =(UWU 'V +DVt
- = ((UEDVVIt =[TBV]
T-1/H-177-1 (2.43)

Die Inversion der diagonalen und der orthogonalen Matrix ist trivial; nur die Dreiecksma-

trix V muB noch numerisch invertiert werden.

Durch das Speichern der Teilprodukte ¥'(k) und Z(k) kann also die Fermionenmairix ite-
rativ berechnet werden, ohne da8 jedesmal das vollstindige Produkt (2.35) susgefiihrt’
werden muB, Dies spart gegeniiber dem Standardalgorithmus einen Grofiteil der Matrix-

multiplikationen und Orthogonalisisrungen ein. Die periodische Neuberechnung der Fer-
mionenmatrix nach (2.35) ist pro MC-Sweep Q-mal erforderlich. Im Standardverfahren

_erfordert die vollstédndige Berechnung dabei o< @ Matrixmultiplikationen, bzw. vom nu-
. merischen Aufwand (o< N3 Operationen) &huliche Prozesse, wie die Orthogonalisierungen. -

Dabei sind die Multiplikationen der Matrizen B(I) nicht mitberiicksichtigt, da diese effek-
tiv diinn besetzt sind. Die Rechenzeit fiir diesen Teil des Algorithmus’ wichst daher im =
Standardverfahren quadratisch mit @ und damit auch mit der inversen Temperatur 3. Bei
der oben vorgestellten Methode (2.36) bis (2.41) sind pro Neuberechnung nur einige we-
nige Matrixmultiplikationen erforderlich, wodurch die Rechenzeit linear mit § anwichst. :
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Beriicksichtigt man, da8 eine Orthogonalisierung etwa 1.5 mal soviel Zeit bendtigt wie
eine Matrixmultiplikation, so ergibt sich bei tiefen Temperaturen eine Reduktion der N3-
Prozesse von etwa 1.7Q% auf 6.2Q. Da fiir die numerische Stabilitdt mArT = 1 sein sollte,
folgt mit @ = L/m und L = B/Ar, daf wir Q etwa mit 8 identifizieren kénnen. Daher
ist die iterative Methode dem Standardverfahren fiir inverse Temperaturen von § > 4
iiberlegen. Der Preis ist ein relativ moderater zusitzlicher Speicherplatzbedarf von etwa
3QN? 8-Byte Zahlen. Bei § = 32 gewinnt man z.B. einen Faktor 9 in der Rechenzeit, bei
5 = 128 einen Faktor 35. Der Speicherplatzbedarf ist hier fiir ein recht grofes System von
100 Gitterplitzen beispielsweise etwa 8§ baw. 30 MByte,

Die Orthogonalisierungsmethode erlaubt prinzipiell beliebig tiefe Temperaturen. Getestet
wurde das Programm bis § = 160 bei Werten der Coulombabstofiung von U < 8.

2.3, Eigenschaften und Tests

2.3.1. Vergleich mit exakten Resultaten

Der Vergleich mit Resultaten aus der exakten Diagonalisierung ist nicht ganz einfach, da
diese meistens zur Berechnung von Grundzustandseigenschaften benutzt wird, die MC-
Methode dagegen Resultate fiir endliche Temperaturen liefert. Dariiberhinaus wird im
Gegensatz zur GQMC-Methode in der Regel bei fester Teilchenzah! gerechnet. Bei kleinen
Gittern (N = §) findet man Abweichungen z.B. in der Doppeltbesetzungsdichte von bis
zu 10 % zwischen dem kanonischen und dem groBkanonischem Ensemble [Shi72]. Ein
graphischer Vergleich der MC-Daten mit den Resultaten des 6-er Ringes aus [Shi72] wurde
in [Ulm81] gegeben.
Fiir ein System aus 2 Citterplitzen gibt es nur 16 Zustinde. Die Matrix H ist dariiber
hinaus nur sehr diinn besetzt, so daf hier die Diagonalisierung analytisch durchgefiihrt
werden kann. Vergleichende Resultate finden sich in Tabelle 2.1 sowie Abbildung 2.1.
Der MC-Algorithmus kann in leicht verdnderter Form auch zur exakten Berechnung von
Observablen bei kleinen Systemgrdflen herangezogen werden. Dazu werden systematisch
- simtliche méglichen Konfigurationen des Isingspin-Feldes erzeugt, dag statistische Gewicht
sowie die momentanen Observablenwerte berechnet und aufsummiert. Die Ergebnisse sind
'da,nz_m_ im Rahmen der Trotter-Zerlegung numerisch exakt. Dieses Verfahren ist allerdings

-auf sehr kleine Systeme beschrénki, da die Rechenzeit exponentiell mit der Anzahl der -

Isingspins (V. L) anwichst. Die Zahl der Trotter-Schritte L ist beim 2 x 2-Gitter praktisch
auf 6, beim 2 x 3-Gitter ‘auf 4 begrenzt.

Der Vergleich mit den Monte-Carlo Resultaten ist ein guter Test fiir die Konvergenzei-
genschaften des MC-Algorithmus’, Tabelle 2.1 stellt fir verschiedene Parametersétze und
Systemgrofien MC-Resultate den exakten Werten gegeniiber. Als Observablen dienen inne-
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2.3. EIGENSCHAFTEN UND TESTS

re Energie pro Gitterplatz E, die Doppelbesetzungsdichte d sowie der antiferromagnetische
Strukturfaktor S(m, 7) mit

5(@) = 57 245 (ot = ma) o = ) (2.44)
2

Es wurden stets periodische Randbedingungen gewihlt. Die Werte stimmen im Rahmen
der statistischen Fehler (etwa 0.2-0.5% fiir alle Gro8en) mit den exakten Resultaten Gber-
ein. Die Zeilen mit L = oo geben die Resultate der exakten Diagonalisierung wieder.

—-E d S(r)
System | U | p| L | exakt | MC exakt | MC exakt | MC
2x2 41 04 1.151 1.150 6.1719 0.1719 1.0638 1.03¢
1] 4 1.357 1.356 0.1190 0.1188 0.971 6.972
2x2 610 4 0.916 0.913 0.1387 0.1379 1.202 1.196
1] 4 1.08¢ 1.09% 0.1085 0.1082 1.146 1.143
3x2 4113 1.088 1.084 0.1197 0.1120 0.922 0.930
1x2 (4.1 0| 4 0.792 0.792 0.1545 0.1541 1.090 1.080
6 0.775 0.772 0.1474 0.1470 1105 1.103
] 0.768 0.770 0.1448 0.1488 1110 1111

oo || 0.758 - 0.1414 - 1.116

ix2 4 11| 4 0.920 0.924 0.1103 0.1167 1.029 1.032
6 0.810 0.914 6.1020 0.1018 1.039 1.043
8 0.606 6.908 0.0890 0.0095 1.043 1.044

co || 0.800 - 0.0951 - 1.047 .

Tabelle 2.1: Vergleich der Ergebnisse der MC-Simulation mit denen der vollstindigen Auf-
summation; tiberall § = 1. Bei den MC-Simulationen; 2000 Thermalisierungs-Sweeps und
4000 Messungen. C

2.3.2. Trotter-Diskretisierung

Hier soll etwas detaillierter auf die in Abschnitt 2.1 bereits dargestellte Trotterzerlegung
eingegangen werden. Allgemein schreiben wir eine Zerlegung n-ter Ordoung: -

VR N, U R+ B+ B L (248)

Zerlegungen erster und zweiter Ordnung sind z.B.:

- AW, V,B) = eV ek C o (2.486)
7@, V, &) = 3KV ik (2.47)
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Dabei sind
Y = %[z’{, s (2.48)
Ol %{(f;wsz)[‘, 7+ (&, 7](2K + 7)) (2.49)
B =0 (2.50)
B = K+ 20,9 - R, V(& - 27)) (2.51)

~

Fiir des Exponential des Hamiltonoperators H = V+E ergeben sich damit folgende
Korrekturen (bis in Ordnung Ar2):

eBH _ (FON ALV, BNE. ~ [i+ 5’2(”)&7-2 - 23‘3(’-"} AT -1

~ BEPAr+ B-ED L EEPPIAC . 282)

Wie in Abschnitt 2.1 erldutert, verschwindet wegen der Antihermitizit von ﬁ'z(i) die lineare

Korrektur bei der Spurbildung. In der nichsten Ordnung tritt ﬁ"?fl) allerdings wieder, und

ZWAr 'Qua.dxatisch, auf. Schitzt man fiir U > ¢ die Gré8enordnungen ab, so ergibt sich

folgendes Verhéltnis in den Vorfaktoren der filhrenden Ordnung der beiden verschiedenen

Zerlegungen: |

#Y — pERy2
g

I = 3 (1 + 5 coust.) (2.53)
Die dimensionslose Konstante gibt dabei wieder, wie stark 13‘2(1) tatsichlich bei der Er-
wartungswertbildung miteinfliefit. Auf jeden Fall ist eine erhebliche Verbesserung durch
die Trotterzerlegung in zweiter Ordnung zu erwarten. Erfreulicherweise kann sie auch sehr
leicht implementiert werden: In den Produkten der B7(I)-Matrizen (2.22) stehen jetzt
Jjeweils zwei Faktoren exp{—~ArK/2) paarweise nebeneinander. Das bedeutet, daf die Pro-
duktmatrix A(!) in zweiter Ordnung geschrieben werden kann als:

A = e FEAOGAEE @)

(ohne Elektronenspin-Index). Da die Determinante sich aber bei zyklischer Permutation
nicht &ndert, kann zur Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten nach wie vor mit
A () gerechnet werden. Lediglich zur Berechnung der Observablen nach einem vollst&ndi-
gen MC-Sweep miissen die Einteilchen-Greenfunktionen umgerechnet werden:

GO, = e—%”f@(ﬂ(g, ) et K (2.55)

Dies erfordert aber nur zwei Muitiplikationen mit durm besetzen Matrizen, ist daher vom
Rechenaufwand her zu vernachlissigen. Die Abbildung 2.1 zeigt Daten fiir die Energie des
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6-er Rings aus der MC-Simulation, bzw. den antiferromagnetischen Strukturfaktor fiir das
System mit 2 Gitterplitzen aus der vollstindigen Aufsummation. In beiden Fillen sieht
man Korrekturen proportional zu A72, die im Fall der Trotterzerlegung erster Ordnung
um einen Faktor von etwa 6 gréfSer sind als bei der zweiten Ordnung.

w30 —%

-'"{._‘%_" a) 118 7 ) ”l_,-"‘-
% ---- n=] e

-804 - 114 -

185 .E o ‘ £ 1.10

B

A
W08

-190 - -
\ o -

104 o T
-19% 1 L e —

Abbildung 2.1: Abh#ngigkeit der Erwartungswerte von dex Diskretisierung A7 fiir Trotter-
zerlegungen der Ordnung » = 1 und 2. a) Innere Energie des §-er Rings bei U = 4,4 =0
undﬁ =1, b) S(w) fiir zwei Gitterplitze bei U =4,p=1wd 8 =1L

2.8.3. Das Vorzeichenproblem

Das schwerwiegenste Problem bei der Simulation fermionischer Systeme ist das sogenann-
te Vorzeichenproblem. Bisher wurde angenommen, daf die Tbergangswahrscheinlichkeit
zweler Konfigurationen des HS-Feldes sich aus dem Produkt

w(s) = RT__(i, DRY, D, (2.56)

wit R7(4,1) aus (2.30), aus den Fermionendeterminanten berechnet 188t. 3 = {5y} steht
dabei fiir eine Konfiguration des HS-Feldes. w(s) ist aber im allgemeinen nicht positiv

""_.'deﬁmt und eignet sich daher nicht als Wahrscheinlichkeitsverteilung. Allgemem ka.nn der
' Erwa:tungwert einer Observablen 0o folgendermafien umgeschneben werden:

e Tu()(0)4(s)
0 = ==
53, | w(s) | sign(w(s))(O)s(e)
>, [0(s) | siga(w(®))
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(& Oy
G

Dabei ist (0) #{(8) der Erwartungswert von O fiir gebenes s und & der Operator filr das
Vorzeichen sign{w(s)}. Auf diese Weise ist der Erwartungswert wohl definiert als Quotient
zweier Erwartungswerte bzgl. der positiv definiten Verteilung | w |. (2.57) kann man in

(o) -(07)
(O) = ZT (77 (2.58)
schreiben, wobei {6 ) = (Z1) ~ (Z~) der Mittelwert des Vorzeichens von w(s) ist. (OF)
ist der Mittelwert bzgl. des Unterraums mit positivem bzw. negativem Vorzeichen der
Fermionendeterminante. Im allgemeinen addiert man nun in einem Zufallsproze8 positive
und negative Beitrige auf, was zu grofen statistischen Fluktuationen fithrt. Das mittlere
Vorzeichen (& } ist dabei ein Ma8 fiir die Stérke der Fluktuationen. Schliefilich mu8 noch
der Quotient zweier kleiner Werte gebildet werden, um den Erwartungswert zu bestim-

(2.57)

der Form

men; was zu weiteren Rundungsfehlern fithrt,
In einigen Filien weifl man, dafl das Vorzeichen positiv (semi-)definit ist. So sind im Hub-
bardmodell mit negativem I/ die Fermionenmatrizen fiir beide Elektronenspins identisch,
das Produkt der Determinanten daher nie kleiner als null. Iro repulsiven Fall kann im Fall
der halben Bandfiillung (n = 1) durch eine Teilchen-Loch-Transformation gezeigt werden,
daf sich die beiden Determinanten nur um einen Exponentialfaktor unterscheiden, d.h. das
Produkt ist wiederum gréfier oder gleich null [Hir85]. Ein chemisches Potential, duflere Fel-
der oder Unordnungspotentiale zerstoren die Teilchen-Loch-Symmetrie und kénnen zu sehy
kleinen Werter von (& ) und damit zu riesigen Flukiuationen filhren, die eine verléfiliche
Berechnung von Erwartungswerten unmoglichen machen. Genauvere Untersuchungen des
mittleren Vorzeichens (z.B. [Loh80, Scr88, Whi8g]) érgaben, daB es in der Regel exponen-
tiell mit der inversen Temaperatur £, mit der Systemgréfie IV und mit der Kopplungstirke
U gegen null geht. Also gerade im physikalisch interessanten Parameterbereich tiefer Tem-
peraturen und mittlerer bis starker Wechselwirkung ahseits halber Bandfiillung wird das
Vorzeichenproblem sehr ernst. Abbildung 2.2 zeigt den exponentiellen Abfall des mittleren
Vorzeichens fiir verschiedene Systemgrifien und Temperaturen.
Von Batrouni und anderen wurden einige Anséitze zur Beseitigung oder Verbesserung
.des Problems dargestellt [Bat90, Bat93], die auf unterschiedlichen HS-Entkopplungen be-
ruhen, allerdings bislang keine wesentlichen Verbesserungen lieferten. Eine Kombination
von PQMC- und Variationsverfahren [Fri92] ist zwar frei vom Vorzeichenproblem, die Re-
sulate konvergieren aber relativ langsam mit der Anzahl der beim Variationsverfahren

beriicksichtigten Slaterdeterminanten.
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Abbildung 2.2: Mittleres Vorzeichen fiiv verschiedene quadratische Gitter (Kantenlinge
Nx) und Temperaturen bei U = 4,u =1

Wihrend im Weltlinienalgorithmus fiir Fermionen (siehe Abschnitt 2.5) ein Vertauschen
von Fermionen zu negativen Vorzeichen fithri, hat im allgemeinen das Vorzeichenpro-
blem tiefere Ursachen in der quantenmechanischen Natur des Froblems. So kann selbst
im einfachsten Fall eines einzelnen Paulispins je nach Art der Darstellung und Trotter-
zerlegung des Hamiltonoperators das Vorzeichen entweder strikt positiv oder teilweise
negativ und sogar komplex werden [dRae92]. Es kdunen sogar dann negative Vorzeichen
in der Zustandsumme auftreten, wenn die Trotterzerlegung exakt ist, d.h. wenn die Teil-
Hamiltonoperatoren selbst hermitesch sind und kommutieren. Ein Beispiel dafiir ist die
Zexlegung H=H+ Hy mit

= ./ _.
5} , Hﬁ:kafx agf) (2.59)

B, und A, kénnen leicht exponenziert werden; die vier Summanden der Spur #iber das
Produkt liefert die (exakte) Zustandssumme

B oo

H;Lm(

| Z = cosh(Bz)cosh{B(ec - z)) X
x{1 + 1 + tanh(Bz) tanh(B(a — 2)) + tanh{fz) tanh(B(e — z))]
= 2cosh(fe) : (2.60)

Bei der MC-Summation mit den Betrigen der vier obigen Terme als statistische Gewichte
verschwindet fiir z(e — =) < § auch hier das Vorzeichen exponentiell mit 8. Eine andere
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Variante besteht darin, da8 & trivial zerlegt wird — & = L (/L) - und die Zustands-
summe nach Einfligen vollstindiger Sitze von Zustinden aufsummiert wird®. Damit hier
negative Vorzeichen auftreten kénnen, muf & mindestens die Dimension drei haben. Ein
Beispiel mit drei Trotterschritten ist:

O = e85 1 o 1 (2.61)
-1 1 =&
Z = 3 0:4Qu0Qu (2.62)

ik

Fiir a > 2 ist Q selbst positiv definit, wie es fiir cinen hermiteschen Operator A sein mu8. Z
ist wiederum exakt und positiv, enthilt aber auch negative Beitrige wie §12@23031 = —1.
In beiden Beispielen kann durch eine einfache Koordinatentransformation das Problem
leicht behoben werden. In korrelierten Elektronensystemen ist dagegen vollkommen un-
klar, welche Koordinatentransformationen dazu geeignet sein kdnnten.
Eine mdgliche ,Philosophie” zur Verbesserung des Problems besteht darin, die z.B. durch
die Diskretisierung Ar der Trotter-Dimension verursachten systematischen Fehler bei
der MC-Simulation zu nutzen, indem man eine zusitzliche Niherung macht, die eben-
falls nur im Limes A7 — 0 exakt wird. Bei der vollstéindigen Aufsummation aller HS-
Feldkonfigurationen fiir kleine Systeme wurde nun folgende Beobachtung gemacht: Es
traten, bedingt durch die endliche Trotter-Diskretisierung, Konfigurationen mit ,,unphysi-
kalischen® Teilchendichten (ny,} > I auf. Wir gliedern die Sumine aller Gewichte £ in vier
Teile: . . -
R E=Zr+zf-2; -7 . (2.63)

Dabei steht der Index @ bzw. b fiir die Summe {iber Konfigurationen mit Teilchendichten
{ng) < 1 bzw. > 1, der cbere Index gibt an, ob {iber Konfigurationen mit positivem oder
negativem Vorzeichen von w(s) summiert wird. Das mittlere Vorzeichen berechnet sich

dann aus

Z _ |
@y=% » N=Zi+Z +2 +Z . (2.64)

Eine N&Zherung fiir das mittlere Vorzeichen, die nur die physikalisch sinnvollen Zusténde
berﬁ&si&tiﬁ, ist dann:

. Z
(6)a = Nf (2.65)
2, = Zi-Z7 (2.66)
No = ZF+27. (2.67).

®Dies geschieht auch in den sog. Weltlinien-Methoden, siche Abschnitt 2.5,
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In kleinen Systemen, in denen das Vorzeichenproblem noch keine Rolle spielt, stellt sich
heraus, dafl die unphysikalischen Konfigurationen unsymmetrisch {iber die Zustinde mit
positivem bzw. negativem Vorzeichen der Fermionendeterminante verteilt sind. Genauer:
Bei den Zustinden mit negativem Vorzeichen haben sie ein viel hoheres Gewicht. Bliebe
diese Asymmetrie auch in gidferen Systemen bestehen, so ergibe sich eine Moglichkeit
durch Vernachlissigung dieser unphysikalischen Zustinde das Vorzeichenproblem zu min-
dern. Setzen wir 2.B. an '

Z oz

Sr=czt Z*=ZE+ ZF, (2.68)
50 kann die Ndherung fiir das mittlere Vorzeichen umgeschrichen werden zu:
N A Z
G = 5\ =b b — b i— 2.
{6)a A (&) A, f\fa( c) (2.69)

fir {#) — 0. Um diese Niherung benutzen zu kounen, miissen im Crenziall Ar — §

die Gewichte aus den b-Zustinden verschwinden. Damit die Niherung niitzlich ist, diirfen
dagegen fiir festes A7 die beiden Faktoren 1 — ¢ und Z; /A, nicht zu klein werden. Ta-
belle 2.2 zeigt die beiden Faktoren, sowie das mittlere Vorzeichen filr einige Systeme bei
verschiedenen Temperaturen. Der Faktor 1 — ¢ wird zwar mit feinerer Diskretisierung
kieiner, aber auch bei groberer Diskretisierung sind beide Faktoren zu klein, als dafi die
Vernachliissigung ,unphysikalischer® Zusténde eine merkliche Erhéhung des mittleren Vor-
zeichens bewirken konnte.

[System [ B | L [|1—c [ Z /N x10%| {0)a i
2x2 | 2] 4 [ 1.0 0.39 0.9999
6 | 0.99 10.06 0.9991
7 1 0.98 0.02 0.9897
2x2 | 12|32 [ 6.3(2) 6(2) 0.005(3)
s 48 || 0.4(3) 3(1) 0.007(8)
64 |l 0.0(3) 3(1) 0.008(3)
2x3 | 21 8 || 1.00 .01 0.0087
4 | 1.00 0.08 0.99¢1
4xd | 6. |24 | 05(3) | 1.5(10) 0.345(8)
48 || 0.5(3) 2.5(12) 0.383(8)

Tabelle 2.2: Mittleres Vorzeichen und Faktoren nach (2.69) fiir verschiedene Systeme bei
g = 1,U = 4, Exakte Aufsummation bzw. MC-Rechnung (Fehler in der letzten Dezimale

in Klam_.mern)._ _
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2.4, Bine Anwendung: Das Hubbardmodell auf Fullerenen

Die Anwendbarkeit des GQMC ist nicht auf bestimmte Gittertypen oder Hiiplen zwi-
schen benachbarten Gitterplitzen beschrdnkt. Im Prinzip eignet es sich sogar besonders
gut zur Behandlung der elektronischen Eigenschaften von Molekiilen oder ,,Clustern®, da
diese eine endlich Anzahl von Gitterplétzen besitzen, und daher eine Extrapolation zum
thermodynamischen Limes nicht erforderlich ist. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit ist
allerdings, da8l die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen stark abgeschirmt
und dadurch lokal oder zumindest kurzreichweitig ist. Wechselwirkungen lingerer Reich-
weite konnen zwar prinzipiell auch beriicksichtigt werden, sie erhéhen aber die Anzahl der
Hubbard-Stratonovich-Felder zu ibrer Entkopplung und damit die Rechenzeiten fiir die
Simulation erheblich.

Eine interessante Anwendung fiir QMC-Methoden sind die Fullerene Csy und Crp. Auf
der einen Seite herrscht bei diesen Kohlenstoffmolekiilen in der Literatur noch keine Ei-
nigkeit iber die Bedeutung von Korrelationseffekten inshegondere deren Einfluf auf die
supraleitenden Eigenschaften [Heb%1, Cha92]. Zum anderen liegen die Molekiilgréfien zwar
auBlerhalb der Moglichkeiten exakter Diagonalisierung aber noch im Rahmen von QMC-
Simulationen.

Fiir die Anwendung des GQMC auf Fullerene wurden folgende Annahmen gemacht: Es
werden nur die 80 beweglichen w-Elektronen beriicksichtigt, die Wechselwirkung wird als
rein lokal angenommen und das Hiipfen geschieht nur zwischen nichsten Nachbarn. Alle
Fullerene hesitzen als Grundgeriist zwilf 5er-Ringe mit Kohlenstoffatormen an den Ecken.
Kommen keine weiteren Atome hingu liegt die Geometric eines Dodekasder vor; also zwan-
zig Ecken, an denen jeweils drei Filnfecke zusammentreffen. Durch Einschieben zus#tzlicher
Sechsecke wird die Anzahl der Hcken erhéht, und zwar um zwsi fir jedes Sechseck. Beim
Cego liegt der besonders symmetrische Fall vor, da8 jedes Fiinfeck von fiinf Sechsecken um-
geben wird. Insgesaint sind es hier 20 Sechsecke, beim Cyg sind es 25, Die Bindungslinge
ist innerhalb der Fiinfecke kiirzer als zwischen ihnen, d.h. die Hipfamplitude ¢ ist gréfer.
Die Hiipfamplitude innerhalb der Sechsecke bezeichnen wir als #. Die numerischen Wez-
te der Parameter sind nicht genau bekannt; die Grdfenordnungen liegen bei ¢ & 2eV,
U/t ~ 2 und ¢/¢' ~ 1.+ 1.3 (siehe z.B. [Cha92, St092] und Referenzen darin). Der Unter-

‘schied in den Bindungslingen beeinfufit natiirlich das Einteilchen-Energieschema (U = 0)

der Molekiile. Er hebt durch die Symmetriebrechung die Entartungen beim Eigenwert -1
teilweise auf und verringert die Energiedifferenz zwischen dem h&chsten besetzten und
dem tiefsten unbesetzten Orbital® (siehe Abbildung 2.3). Dieses Termschema wurde durch

%Diese werden in der Literatur als FOMO® und ,LUMO" fir ,highest occupied® baw. ,lowest unoc-
cupied molecular orbital® bezeichuet,
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2.4. BINE ANWENDUNG: DAS HUBBARDMODELL AUF FULLERENEN

Diagonalisierung der Hiipfmatrix gewonnen - gewissermaBen dem ersten Schritt in dem
GQMOC-Verfahren. Dieser Schritt ist &quivalent zu einer ,Hiickel*-Rechnung; die Ergeb-
nisse stimmen mit den Literaturwerten (siche z.B. [Kro85]) {iberein.

e 2618 e —— §;§§
2562 -
TR T_T_T_T im
- - =~ 1818 P &
- = = = - 14338 - - = = = 1.855
1.303 1.420
- - - 0.382
S-S 0.139 ceemeenee s aes et e et oo
- - - - -— -048 - - - = — -8
————————— ~1.000 S 1.1
-1.047
T _T . -1562 - - = - -15m
- - - -1.320 o Lo
- - - - T - e = = = -2418
- - - -2757
- - - 2882
: -3.000 - ~3.133

Abbildung 2.3: Einteilchen-Energieniveaus der #-Elekironen auf Cgp mit ¢ = ¢ = 1 (a)
und £ = 1.09,¢ = 0.96 (b). Nullinie gestrichelt.

Neben den magnetischen Figenschafien der Fullerene ist vor allem ihr supraleitendes Ver-
halten ein mdglicher Gegenstand von Untersuchungen. So ist bislang die Frage ungeklirt,
ob die relativ hohen Sprungtemperaturen - stwa 18X in n-dotierten Cgg-Filmen [Heb91]
- in erster Linie durch phononische Anregungen oder elektronische Korrelation hervor-
gerufen werden. In der Tat wurde durch exakte Diagonalisierung des Hubbardmodells
auf kleinen Clustern eine positive Grundzustands-Bindungsenergie fiiv Elekironenpaare
gefunden [Whi82]. Die Bindungsenergie Eyq,, ist dabei folgendermafien definiert:

Booar = 2By — (Bo + Bn) - (2.70)

Dabei ist E, die Energie fiir einen Cluster mit » zusitzlichen Elekironen. Positive Bin-
dungsenergie bedeutet, dafl es fiir awei zusitzliche Elcktronen gilinstiger ist, sich aunf

dem__selben Molekiil zu befinden als auf zwei unterschiedlichen. Dies kann natiirlich nur g

als ein erster Hinweis auf korrelations-induzierte Supraleitung gedeutet werden. Fiir das
Hubbardmodell auf dem Cgp-Molekiil wurden im Rahmen der Stérungstheorie in zweiter
Ordnung in U1 und fiir bestimmte Werte der Bandalternierung und U ebenfalls positi-
ve Bindungsenergien gefunden [Cha92). Nun ist es interessant, dieses Ergebnis mit einer

395 erster Crdnung in U wird Epaqe stets kleiner oder gleich null.
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nicht-perturbativen Methode zu iiberpriifen, und dariiber hinaus den Einflu8 der Tempe-
ratur zu untersuchen. Vorldufige Ergebnisse fiir die Energien des Cgg-Clusters bei halber
Bandfiillung und mit einem bzw. zwei zusitzlichen Elektronen fir U = 2, ¢/¢ = 1.1 und
B = 10 deuten an, da8 hier eine positive Bindungsenergie vorliegt. Dies wire in einem
Parameterbereich der Fall, in dem die StGrungstheorie fiir den Grundzustand einen nega-
tiven Wert von Ejp,a- vorhersagt. Allerdings sind die statistischen Fehler in den GQMC-
Resultaten noch zu grof, als daf bereits eine definitive Aussage getroffen werden konnte.
Die Rechenzeiten sind fiir dieses System erheblich, und eine weitere Schwierigkeit besteht
darin, die Elektronendichte iiber das chemische Potential hinreichend genau einzustellen.

2.5, YVerwandie numerische Methoden

2.5.1. Projektor-Verfahren

Das Projektor-Quanten-Monte-Carlo-(PQMC-) Verfahren dient der Berechnung von Grund-
zustandseigenschaften. Die Idee besteht darin, aus einer Testfunktion |T} die Grundzu-
standskomponenten herauszuprojizieren. Diese Projektion geschieht hier durch die An-
wendung des Operators exp(—0H) auf die Testfunktion [Ko082]. Entwickelt man formal
die Testfunktion in Eigenzustinde | n) von A mit Eigenwerten By < By < Es - -+, so erhilt

man

: e?@ﬁ;’ | 0) = e—©Fo {I 0)(0} @)+ E e~ O(En—Eo) | n){n | ‘I")}

g n>0
. ~—+ | B)e~®Fe(g | ) (2.711)

fiir © — co. Vorausgesetzt, die Testfunktion ist nicht orthogonal zum Grundzustand, wird
disger filr groﬁe © herausprojiziert, und die anderen Anteile exponentiell unterdriicks.
Ist der Grundzustand entartet, erhilt man abhingig von der Testfunktion eine Linear-
kombination der Grundzustandsfunktionen. Die Konvergenz mit © hingt, wie man an
{2.71) sieht, sowoh! von der Wahl der Testfunktion als auch von dem tiefliegenden Anre-
gungsspektrum ab. Das Problem ist, &hnlich wie beim GQMC-Verfahren: Wie 148t sich
exp(—OH) anwenden, ohne den Hamiltonoperator zu diagonalisieren? o
Dazu wird wiederum mittels Trotter-Zerlegung und HS-Transformation das Exponential
in exponenzierte Einteilchenoperatoren zerlegt. ZweckméBigerweise startet man mit einer
Slaterdeterminante als Testfunktion (ohne Elektronenspin-Index): ' B
M.

12) = T1(5 i) 009, (2.72)

p=1 i=1
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2.5. VERWANDTE NUMERISCHE METHODEN

wobei N, die Anzahl der Elektronen ist. Die Anwendung des Exponentials eines Einteilchen-
Operators O = 3, exp(c] K;j¢;) liefert [Sor88, Sor89, vdLi%0]:

Ne N
18 =19 = [JO i) | vac) .
v=1 i=1
_ N
Gy = 5 (%)% (2.73)
j::l

Das Ergebnis ist also wiederum eine Slaterdeterminante. Die Vielteilchenwellenfunktion
ergibt sich als Uberlagerung vieler Slaterdeterminanten |¥(s)) der verschiedemen HS-
Feldkonfigurationen s = {s4}. Durch Anwendung des Wickschen Theorerns 148t sich die
Ubergangswahrscheinlichkeit fiir eine neue Konfiguration s’ aus dem Skalarprodukt der

Slaterdeterminanten berechnen:
N
(0(s) [ 906)) = gt (3 i) - (2.74)

Schliefilich kénnen Einteilchen-Greenfunktionen fiir ein festes HS-Feld folgendermafen aus
den Slaterdeterminanten gewounen werden:

Gij = _,.(cgc?) = Z @ - &; (2.75)

B=1
mit der Matrix der Skalarprodukte
rw = (‘P’ #) - 2 lgzli- =uis (2‘76)
_ i=
womit die Grundgleichungen fiir die MC-Simulation gegeben wiren.
Im Unterschied zum GQMC-Algorithmus geht hier nicht die GittergréBe sondern die Di-
mension der Slaterdeterminanten, d.h. die Anzahl der Elektronen einer Spinrichtung in
die Rechenzeit ein. Das wirkt sich natiirlich giinstig im Falle geringer Dichten aus. Die
Propagation der Slaterdeterminanten zersttrt deren Orthogonalitét und fiihrt zu nume-
rischen Instabilititen bei der Berechnung der Determinanten. Deshalb miissen auch im
PQMC-Algorithmus Orthogonalisierungstechniken verwendet werden. Wie beim GQMC-
Verfahren gibt es auch hier das Vorzeichenproblem. Durch geeignete Wakhl der Testfunktion
kann zwar nicht die exponentlelle Abbéngigkeit von N, U und @ aber u.U. der Vorfaktor .
verbessert werden [Loh90]. |

_2?.5.2n Weltlinien=Ver§ahren

In den oben beschrieben GQMC- und PQMC-Verfahren werden durch die Einfiihrung
- yon Hilfsfeldern die Mehrteilchen-Operatoren im exponenzierten Hamiltonoperator durch
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Einteilchenterme ersetzt. Dadurch hat man es mit quasi nicht-wechselwirkender Elektro-
nen in einem dynamischen ortsabhéngigen Potential zu tun. Eine derartige Ersetzung ist
aber in komplizierteren Modellen, insbesondere in Spinsystemen nicht immer mdglich. Ein
anderer, direkterer Zugang ist der Weltlinienformalismus. Dieser beruht ebenfalls auf der
Diskretisierung des Intervalls {0, 8). Fiir jede Schicht wird dabei ein vollstdndiger Satz von
Zusténden eingeschoben:

N L R
=1

= T (@]t | 8) (@ | A | By (B | AR By (2.7)
G108y,

Dies ist eine Pfadintegraldarstellung der Zustandssumme, wie sie auch Grundlage der
Feynmanschen Formulierung der Quantenmechanik ist. Bis hierher hat man noch nicht
viel gewonnen, da die Exponentiale 1. a. nach wie vor nicht diagonalisiert werden koénnen.
Hier hilft man sich wieder mit der Trotter-Formel und zerlegi A geeignet. In Gitter-
modellen ist es besonders vorteilhaft, A so zu zerlegen, da8 die Teilhamiltonoperatoren
sich aus kleinen, unverbundenen Untersystemen zusammensetzen. In einer Dimension ge-
schieht dies z.B. durch die ,even-odd®- Zerlegung. Dabei summiert der eine Anteil, &y,
des Hamiltonoperators iiber die geraden, der andere, H,, iiber die ungeraden Gitterplétze.
Fiir héherdimensionale Systeme kann dies auf verschiedene Weisen verallgemeinert wer-
den [Hir82, Mor85). Fiir jeden Teilhamiltonoperator werden dann weitere L S#tze von
Zusténden eingefiigt. Eine gegebene Konfiguration dieser Zustéinde kann dann als System
von Weltlinien der Elektronen im Orts- und Zeitgitter betrachtet werden. Dabei sind we-
gen der Spurbildung periodische Randbedingungen in Trotterrichtung zu wihlen.

Dieses Verfahren ist erfolgreich auf eindimensionale Elekironenmodelle angewandt worden
{Hir81]. In hoheren Dimension treten dagegen schwerwiegende Probleme bei der Equili-
brierung bel tiefen Temperaturen auf: Durch das Verdrillen von Weltlinien kénnen die Ma-
trixelemente negativ werden, was wiederum zu einem Vorzeichenproblem fiihrt. In einer
Dimension ist ein Verdrillen der Weltlinien nicht mdglich.!! Die wechselnden Vorzeichen
der Matrixprodukte sind aber wesentlich, um den fermionischen Charakter des Modells
zu erfassen. Ignorierte man hier dag Vorzeichen, so wiirde man in Wirklichkeit ein System
mit:--,,hard-core“—Bosonen simulieren. Dagegen ist im GQMC- und im PQMC-Verfahren
die fermionische Struktur bereits implizit durch die Determinantenbildung enthalten. Aus

diesemn Grund ist das Vorzeichenproblem beim Weltlinienalgorithmus wesentlich schwer-

wiegender und tritt sogar auch bei halber Bandfiillung auf.

1Bei periodischen Randbedingungen sind Verdrillungen im Prinsip méglich. Diege verlaufen aber dber
den ganzen Ring und werden fiir gréfiere Systeme extrem unwahrscheinlich,
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2.5.3. Quanten-Monte-Carlo-Verfahren nach Handscomb

Alle bisher vorgestellten Methoden beruhen auf der Trotter-Zelegung des exponenzier-
ten Hamiltonoperators B . Ein anderer Ansatz wurde bereits 1962 von D. C. Hands-
comb fiir die Simulation des Spin-1-Heisenbergmodells eingefiihrt [Han62] und spéter von
A. W. Sandvik fiir korrelierte Fermionensysteme verallgemeinert [San92). Er beruht auf
der Taylorentwicklung des Exponentials, Fiir einen Hamiltonoperator der Form

M
=35 (2.78)
=1

kopnen wir die Zustandssumme schreiben als:

(s n n
z=sp{ey =3 > s 7] 8} (2.79)
1=0 Sp * i=1

Dahei steht S, fiir eine Folge von Indizes (I,---, L) mit 1 < I; < M. Die Erwartungswerte
von Observablen ergeben sich analog durch Einschieben des entsprechenden Operators und
Normierung. Die Spur iiber das Produkt mit dem Vorfaktor kann als Gewichtsfunktion
interpretiert werden. Im Fall des Spin-2-Heisenbergmodells kann sie analytisch berechnet
werden. Allgemein wird die Spur als Summe iiber einen vollstindigen Satz von Zusténden
geschrieben, und wir erhalten: '.

2=y e e =N T w@s) . (28

& n=0 S, §=1 & n=0 8,
Existiert nun fiir eine Observable O eine Funktion O(&, §,), so da gilt:

A 2 27@2 n 0(@:SR)W(@5 Sﬂ)
O = T @ 80

dann kann die Erwartungswertbildung durch imporience sempling im Raum {| @)} @
{Sn,n = 0,1,-++,00} durchgefiihrt werden. Die Linge der Indexfolgen S5, wird dabei
nicht Hmitiert, sondém variiert thermisch (typischerweise um 1000-2000). Als Basis eignet
sich auch hier die Darstellung in Besetzungszahlen. Auf die recht aufwendige Bestimmung
. von_ﬁbergangswahrscheinlichkeiten_und Cbservablen kann hier nicht eingegangen werden.
Es sei nur angemerkt, dafl auch zeitabhingige Grofen berechnet werden kénnen. Fir
Spinmodelle ohne Frustration sowie fiir das eindimensionale Hubbardmodell kann man &
so zerlegen, dafl W{®, S,;) positiv semi-definit ist. Fiir Fermionen in héheren Dimensionen
ist dies dagegen nicht mdglich. Die negativen Vorzeichen treten dabei, #hnlich wie im
Weltlinien-Algorithmus, durch Operatorenprodukte auf, die eine ungerade Anzahl von

Elektronen permutieren. Dies beschridnkt die Anwendung des Verfahrens im wesentlichen
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auf eindimensionale Fermionensysteme. Hier ist s sehr effektiv, da die Rechenzeit pro MC-
Schritt nur linear mit der Systemgréfie anwiichst, und es wurden relativ grofie Systeme bet
tiefen Temperaturen untersucht (N = 128, 8 = 20) [San93). Eine Vorteil des Algorithmus’
nach Handscomb und Sandvik besteht darin, da8 er im Gegensatz zu den anderen bisher
vorgestellten Methoden keinen Diskretisierungsfehler durch die Trotter-Zerlegung enthélt.

2.8.4. Stochastische Disgonalisierung

Schlieilich sei noch die recht neue Methode der Stochastischen Diagonsalisierung (SD)
[dR2e93] erwihnt, die gewissermafen einen Kompromifi zwischen exakter Disgonalisierung
und MC-Simulation darstellt. Sie beruht, wie die MC-Simulation letztlich auch, darauf, dafl
nur relativ wenige Zustinde des hochdimensionalen Zustandsraums fiir die Eigenschaften
des Systemns wichtig sind. Bei der SD wird zun#ichst dhnlich dem Jacobi-Verfahren [Wil65]
fiir eine gegeben Menge von Zusténden derjenige mit dem tiefsten Energicerwartungswert
gefunden, und daun die Dimension schrittweise vergréfiert. Die hingugefiigten Zustinde
werden dabei stochastisch ausgewihlt und danach akzeptiert oder verworfen, ob sie den
Energieerwartungswert wesentlich verbessern kénnen. Der Speicherplatzbedarf wichst da-
bei nicht mit der Dimension des Hamiltonoperators, sondern mit der des Unterraums
der ,,wichtigen® Konfigurationen. Die Rechenzeit steigt quadratisch mit der Anzahl der
beriicksichtigten Zust&nde an, Die Methode der SD hat sehr ansprechende Eigenschaften:
Sie entspricht einem Variationsprinzip und liefert daher exakie obere Energieschranken;
sie berechnet Wellenfunktionen, d.h. Korrelationsfunktionen und auch dynamische Gréfien
kénnen gewonnen werden, und schlieBlich hat sie kein Vorzeichenproblem. Dariiber hinaus
ist es eine sehr allgemeine Methode zur Bestimmung der tiefsten (oder hichsten) Eigen-
werte und -vektoren sehr grofier Matrizen und nicht auf spezielle Modelle beschrinkt. Fiir
das zweidimensionale Hubbardmodell wurden bislang vor allem Rechnungen bei System-
grifen, die auch der exakien Diagonalisierung zugdnglich sind gemacht. Dort wurden auch
da. gute Ergebnisse erzielt, wo MC-kethoden durch numerische Instabilititen und das Vor-
zeichenproblem Schwierigkeiten haben. Erste Ergebnisse fiir gréfiere Systeme liefern aber
“bisher noch nicht immer zufriedenstellende Resultate im Vergleich zu PQMC-Rechnungen,
da die Anzahl der vom SD-Algorithmus verarbeiteten Zustinde offensichtlich noch nicht

ausreichend war [dRae83). Die praktische Anwendbarkeit {iber die Moghchkerhen der ex-

a.kten Dxagona.llslerung bmaus muB daher noch gezelgt werden.

2.8. Diskuss_ion_ i

Die Simulation von korrelierten fermionischen Systemen hat sich zu einem wichtigen, nicht- -

perturbativen Mittel zu deren Untersuchung entwickelt. Auf der anderen Seite gibt es nach




2.6. DISKUSSION

wie vor einige Hindernisse, die die Anwendbarkeit stark einschrénken. Zum einen sind die
SystemgrofSen durch die Rechenzeitanforderungen sehr eingeschrinkt, was eine Extrapo-
lation auf den thermodynamischen Limes oft zweifelhaft macht. Diese Beschrinkung ist
eine Folge der Quantensiruktur der Modelle. Obwohl die Wechselwirkungen kurzreichwei-
tig sind, beeinflussen lokale Anderungen den gesamtien quantenmechanischen Zustand des
Systems. Zum anderen verhindert das Vorzeichenproblem oft Anwendungen in sehr inter-
essanten Parameterbereichen, wie bei schwacher Dotierung und tiefen Temperaturen. Das
Weltlinienverfahren und die Methode nach Handscomb sind allgemein fiir Spinsysteme,
auch mit komplizierten Hamiltonoperatoren, sowie fiir fermionische Systeme in einer Di-
mension geeignet. In héheren Dimensionen sind dagegen bei Fermionen die GQMC- und
die PQMC-Methode vorzuziehen, sofern der Hamiltonoperator die notwendige Entkopp-
lung erlaubt. Zur Bestimmung von temperaturabhingigen GréBen eignet sich dabei natur-
gemi8 nur das GQMC-Verfahren. Die Methode der stochastischen Diagonalisierung ist ein
mobglicher Kandidat fiir die Anwendung in Parameterbereichen, die den MC-Simulationen

nicht zuginglich sind, sowie fiir komplizierte Modelle.
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3. ZWEI-NIVEAU-SYSTEME

Viele interessante Eigenschaften von Festkdrpern beruhen auf der Wechselwirkung der
Elektronen mit SuBeren Freiheitsgraden, d.b. mit Anregungen des sie umgebenden Mate-
rials. So wird etwa bei der konventionellen Supraleitung die attraktive Elektron-Elekiron-
Wechselwirkung durch Schwingungen des Kristallgitters (Phononen) vermittelt. Andere
Anregungen sind z.B. Polarisierungen der benachbarten Atome oder lokale Gitterverzer-
rungen. Nun soll ein Modell zur Beschreibung der Wechselwirkung von Ladungstrigern
mit lokalen Moden vorgestellt werden. Die Ladungsiriger werden dabei durch das Hub-
bardmodell beschrieben; sie koppeln lokal an zweiwertige Moden, den sog. Zwei-Niveau
Systemen (TLS filr Two level systems). Die TLS wechselwirken untereinander nicht, sind
also dispersionsfrei, was sie von Phononen unterschexciet Der Hamiltonoperator dieses
Modells lautet [Fxigo):

H = §O+E§H+3TLS + B, rLs
5 = -5 Golie 2 T = 3 (eq= )
v ae w
By = U agay @
s _
;TLS' e —QZ[.?ZCGS{b-%-SsSlné]

- '-f%'e,TLs- = QZ ﬂssz

Hg + Hy ist der Hubbard-Hamiltonoperator, HTLS beschreibt die Buergie de‘f' TLS und

H, rrs deren Wechselwirkung mit den Elektronen. #; = iy -+ iy z8hlt die Elektronen am

Gltterpia.tz s, und S’“z S- sind_ Pauh-Matrzzen. Sie erfiillen daher 'die _Vertauschuggsrelatie—

nen v

mit dem vollstandlg antmymmetnschen e—Tensor Dle Bedeutung des kaels qi Wzrd_

a,nschauhcher, wenn masl. die: TLS £0 dreht (praktisch um ¢/2), da8 Hyrs diagonal 1st

Thrrs = —Q3 57

~

. . (3.3)
Hipps = g3i%[5Fcos¢— 5Fsing)
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Die TLS besitzen also zwel Niveaus mit Energiewerten +(2. f{;,TLS beschreibt die Streu-
ung von Elektronen an den TLS, wobei der Term mit cos ¢ elastische und der Term mit
sin ¢ inelastische Streuung beschreibt, d.h. den TLS-Spin wmnklappt.

Das Modell (3.1) ist zur Beschreibung der anharmonischen Moden des Apex-Sauerstoffs in
Hochtemperatur-Supraleitern {HTSL) eingefithrt und mit dem PQMC-Verfahren intensiv
auf seine supraleitenden Eigenschaften untersucht worden [Frig0]. Das PQMC-Verfahren
berechnet Grundzustandseigenschaften (siche Kapitel 2.5); die Temperaturabhingigkeit
und damit auch Phaseniibergange kénnen damit nicht untersucht werden. Imumerhin erga-
ben die PQMC-Untersuchungen, daf die TLS eine attraktive effektive Wechselwirkung zwi-
schen den Ladungstrigern vermitteln kdnnen, die zu supraleitendem Verhalten fithrt. Die
supraleitenden Korrelationen werden aber durch die repulsive Hubbard-Wechselwirkung
stark unterdriickt. Eine der physikalischen Situation in den HTSL besser é.ngepaﬁte Er-
weiterung ist das Plakettenmodell, in dem die TLS nicht lokal mit jedem Gitterplatz son-
dern mit einer Plakette aus vier Gitterplitzen wechselwirks, Das Modell soll die dotierten
Ladungstriger in den p-Orbitalen der Sauerstoffatome in den Cu(y-Ebenen beschrei-
ben. Die TLS-Energien g und §} kdnnen hier die gleiche Grofenordnung erreichen wie die
elektronische Energieskala {~ 100meV’), die durch das Hiipfmatrixelement zwischen den
Sauerstoffatomen gegeben ist. Im Plakettenmodell gibt es starke numerische Hinweise auf
Supraleitung auch bei grofen Werten von U [Frif1].

Das Modell (3.1) kann aber im Prinzip verschiedenste spinartige Anregungen beschreiben.
Im Falle von Gitteranregungen legen die TLS-Energien typischerweise deutlich unier den
elektronischen (g, < ¢). Dagegen wird bei elektronischen Anregungen, wie Ladungsver-
schiebungen, g, > ¢ sein. TLS spielen auch eine wichtige Rolle in amorphen Metallen,
Dort gibt es eine starke (Fast-)Entartung von metastablien Zustinden, Der Ubergang zwi-
schen zwei Zustinden etwa gleicher Energie kann durch lokale Umordnung einer kieinen
Anzahl von Atomen erreicht werden. Solche Zustinde sind durch eine Energiebarriere ge-
trennt, weshalb bei tiefen Temperaturen das System nur durch quantenmechanisches Tun-
neln von einem lokalen Minimum in das andere gelangt. Da s extrem unwabrscheinlich
ist, mehr als zwei im Phasenraum eng benachbarte Minima zu finden, kénnen derarti-
ge 'ﬁ'bex_‘g‘cinge als Zwei-Niveau-Systeme betrachtet werden. Diese koppeln, wie Phononen,
.durch die Verschiebung der Ionen an die Elektronen, was im Rohmen des Modells 3.1
‘beschrieben wird. Die Streuung der Elektronen an den TLS ist mdglicherweise fiir an-
ormale Transporteigenschaften bei tiefen Temperaturen verantwortlich, Aufierdem kénnen
die TLS allein oder zusammen mit Phononen Supraleitung vermitteln. Fir eine Ubersicht
{iber TLS in metallischen Glisern seien die Beitrige von Blank und Johnson in [Gun81]

empfobien.
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Im Fall rein inelastischer Kopplung (¢ = #/2) und U = 0 stellt (3.1) eine Spinversion des
Holsteinmodells {Fol60)] dar, welches definiert ist als:

Haotstein = Ho+g S aial + @) +w Y ala; . (3.4)
: ;

Dabei erzeugt &? ein Phonon der Frequenz w. Nun kann man im TLS-Modell den Spinope-
rator 8% als Summe von Auf- und Absteigeoperatoren, §% = §+ 4 §-, schreiben. §* und
5~ koénnen als Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren fiir eine Anregung der Energie
 verstanden werden. (8% + 1)/2 ist dann der Besetzungszahl-Operator (entsprechend
&;f d;), der hier im Gegensatz zu den Phononen nur die Eigenwerte null und eins besitzt.
ImFallg=7/2und T = 0 wird so das TLS-Modell in der Darstellung (3.3) zu einer
Art Holsteinmodell, bei der die lokalen Freiheitssrade nur einfach besetzt werden kbnnen.
Man spricht deshalb auch von ,hard core“-Bosonen, Beim Holsteinmodell hat man es also
mit harmonischen Oszillatoren zu tun, beirn TLS-Modell mit anharmonischen Anregun-
gen. Beide besitzen nur eine Frequenz (Einstein-Phononen) und wechselwirken lokal mit
den Elektronen, d.h. die Kopplung ist implusunabhingig, Beim TLS-Modell wird zusitz-
lich elastische Streuung der Elektronen an den TLS sowie die Hubbard-Wechselwirkung
beriicksichtigt.

Neben der Supraleitung ist die Bildung von Ladungsdichtewellen (LDW) von besonderem
Interesse. So weisen Wismuthoxid-Supraleiter (2.B. BaBiO;) eine LDW-Instabilitst auf,
die mit zunehmender Dotierung verschwindet und in eine supraleitende Phase iibergeht.
Die Konkurrenz von Supraleitung und LDW wurde mit QMC- und Niherungsmethoden
im Rahmen des zweidimensionalen Holsteinmodells intensiv untersucht [Sct88, Sct8%a,
Mar00, l’*?!'o.a.g'ii Vec92]. Im Limes hoher Dimensionen wurde der Ubergang von schwacher
zu starker Elektronen-Phonon-Kopplung, sowie die Abhingigkeit der Ubergangstempera-
turen von der Bandfiillung bestimmt [Fre93, Ciud3]. | |

Im folgenden soll das Modell (3.1) zunschst im Rahmen einer Hartree-Fock-Nsherung
(HFN) in verschiedenen Parameterbereichen umtersucht werden, webei insbesondere die
LDW-Phase von Interesse ist. Anschlieflend werden QMOC-Resultate fiir den zweidimen-
sionalen Fall gezeigt, die bei geeigneter Wahl der Parameter auf einen Ubergang zum
- LDW-Zustand bei einer wesentlich tieferen Temperatur als in der HEN schlieBen lassen.
Weiter wird der Einflud von ¥ sowie der Abweichung von der halben Bandfiilllung disku-
tiert. SchlieBlich wird das Modell auch im Limes hoher Dnnensmnen behandelt und dle :
Ergebmsse rmt ‘dem zweidimensionalen Fa,H verghchen - ' '
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3.1. Hartree-Fock-Niherung

Unter Vernachlssigung von Korrelationen ersetzen wir die Operatorenprodukte in (3.1)
durch Produkte von Operatoren mit Erwartungswerten:

257~ (A)SF + mulSF) — () (8F)
fgpivey R fgp(fyg) + () fgy — (Rep) () : (8.5)

Dadurch enthilt der Hamiltonoperator nur noch Einteilchen-, bzw. Einspinoperatoren; die
z~Komponente der TLS und die lokale Elektronendichte wirken nur noch {iber ihre Erwar-
tungswerte wie ein chemisches Potential auf die Elektronen. Dennoch ist das Modell auch
im Rabmen der HFN nicht allgemein fiir beliebige Dichte- und TLS-Spin-Verteilungen
lésbar. Es konnen aber verschiedene homogene oder gebrochene Phasen und deren Stabi-
litit untersucht werden. Da die TLS nur an die Elektronendichte, unabhingig vom Spin,
koppeln, betrachten wir eine pericdischen Modulation der Elekironendichie, die mit einer
Modulation der TLS-Spins einhergeht. Dazu bietet sich folgender Ansaiz an: . -

1

() = () = 3= (-Dm] @9
(57) = s+(-1)'s1. ' (3.7)

Die gesamte Elektronendichte ist dabei n = (fy) + (fy). Der Fakior (—1)* steht hier fiir
exp(iR;(}) mit dem speziellen reziproken Gittervekior @ = (m,---, 7). Dadurch wird ein
paares Gitter in zwei Untergitter mit unterschiedlichen Elektronendichten zerlegt. ng ist
der Ordnungsparameter der LDW-Phase. Mit diesem A_nsatz wird der Hanﬁltonopera_tqr_
in HFN: '

BBF - EBEF L GHEE 4 GEF
HS’F ;.._.Z{qunqg-{-_(gs.-i-_-é{]ﬂ) E ﬂgg_‘-%-_(gsi_.-_j_.EUﬂl) E (Tj)sﬁg_‘?} .
: e Lg g o ' ) i

L = L me)
S Ta—— , e i A& e e o)
- Hijs .m:-.z_{Lgn——ucoscp-—(—.L)’gni)bf —-Q57singy

L :f%UN_(n?-E—n%) ~gN(ns—n1s1) -

Die gemischten Terme n38 und ns; verschwinden in der Summe. ﬁg{p separiert in den
Elektronenspins und A&, in den Gitterplatz-Indizes. Durch Fouriertransformation:

. 1 fnB o
Ggo = VN ; et (3.9)
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erhilt man mit Ay = &), &,
Z(—l)g’ﬁid = %Z&Eg&ﬁg,ﬁ = % Z (éza@q-%Q,o' + éZ+Q,a@q,s) . (3-10)
i g gERBZ
In der Summe auf der rechten Seite l3uft g nur iiber eine halbierte Brillouinzone (RBZ).
Die iibrigen g-Vektoren werden durch Addition von @Q erreicht. Da die Einteilchenenergien
gg fiir einfach kubische Gitter ein Summe von Kosinustermen ist, gilt hier die ,perfect
nesting“- Beziehung €419 = —€,. Damit kaun der clektronische Anteil von (3.8} zu einer

Bilinearform umgeschrieben werden:

}“ggF = E Eéiﬁ' — Z C’éshfféqa
_ gERBZIw geRBZ .o
HF _ Eg— J2 h
hi: ( b o—eo—p ) (3.11)

mit den Vektoren CJ, = (cgﬁ,,cz +Q,s) und den Abkiirzungen i = g — gs — Un/2 und
h = gs; — Un; /2. Die Diagonalisierung von k5" lLiefert schlieSlich:
hg = 3 0l & =-pt+yfe it (3.12)
=l : '
Die Symmetriebrechung fithet so zu einer Aufspaltung des Energiebandes mit einer Band-
Hicke der Grofe 2h und somit auch zu einem Metall-Isclatoriibergang, sofern das renor-
mierte chemische Potential i innerhalb der Bandliicke liegt.

- Der TLS-Anteil in (3.8) zerfilit in jeweils N/2 identische Anteile fiir die beiden Untergitter

A und B.
Bffy = JHIT+ e
WY = [gln—m) ~ Qeosg] 5~ 087 sing (3.13)

mit den Eigenwerten:

K=oy = @\/ [g(n —v_"yn;)_ — Qcos ¢]? + 32 sin® ¢, (3.14)

ye{-1,+1} = {4, B}, o =1L
Nun sollen die Selbstkonsistenzgleichungen fiic die vier Parameter (n,ny,s,91) gewonnen

. werden. Eine Methode dafiir besteht darin, neben den Eigenwerten auch die Eigenvektoren
' von H¥F gu bestimmen und daraus die Erwartungswerte der Elektronendichten und TLS- -

Magnetisierungen der Untergitter zu berechnen. Bei der zweiten Methode wird dagegen
aus den Energicerwartungswerten direkt die Freje Energie!

FHF _ _% lnZHF | gHF = gpHRTF (3.15)

Y groflanonischen Enssmble spricht man vom grofikanischen Potential, was hier aber ebenfalls als.

Freie Energie bezeichnet werden soll, wenn der Zusammenhang klar ist.
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mit der Zustandssumme ZH¥F berechnet. Die Selbstkonsistenzgleichungen kénnen daun
aus den thermodynamischen Stabilitdtskriterien gewonnen werden. Wegen seiner einfache-
ren Form und besseren analytischen Handhabbarkeit soll hier der zweite Weg dargestellt

werden.

3.1.1. Berechnung der Selbskonsistenzgleichungen

Der Hamiltonoperator in HFN separiert, wie wir gesehen haben, in den elektronischen und
den TLS-Freiheitsgraden. Letztere bestehen aus zwei Gruppen mit jeweils N/2 identischen
Moden. Die Zustandssumme in (3.15) faktorisiert daher folgendermafen:

ﬁN T f 7 _REHF
%Y = Sppprsy exp == 2 AT Y Spppexp{-8 3. AGT}ePET . (3.18)
y==%1 ¢ERBEw
Die Spur ist allgemein gleich der Summe der Eigenwerte; diese sind fiir den TLS-Anteil
durch (3.14) gegeben. Die Spur iiber die elektronischen Freiheitsgrade ergibt sich aus den
Eigenwerten null vad eins des Teilchenzahl-Operators in (3.12):

Spepexp{-B8 3. hF} = JI JISpe™® € i
eERBZ ¢ gERBE o
2
= I TM[i+e?e], (3.17)
GgERBZ Y

wobei das Quadrat vom Produkt fiber die Elekironenspins herriihirt. Die Freie Energie pro
Gitterplatz fHF = FHF [N wird schlieflich:

i % > 3 zn[1+e-ﬂf¥]—-% >~ In[2cosh B)y)

ﬁ gERBE =41 =1

U ¢
—Z(ﬁz + ﬂ%) —g{ns — n181) (3.18)
= . T - . 5 ﬂ’l
§ = —Brmfeg+h®, f=p-gs—-3U, h=ga-5U

Ay = \/[g(n—~7n1) — {2 cos @2 + 12 sin’ ¢

Die Forderung nach thermodynamischer Stabilitét bedeutet, da§- fHF :sta.tioné?.r_h_eziiglich_
der vier frejen Paramter (n, n1, 8, 81) ist. | - _ - .

‘a) Die Differentiation nach der TLS-Maguetisierung s liefert: -

= i Z fpp(ﬁgg) . ' (3.19)

gERBZ

Das ist die iibliche Darstellung der Elekironendichte n als Summe itber die Fermi-Dirgc-
verteilung frp(z) = [1 + exp(c)] ! mit dem Faktor 2 fiir die Spinentattung. -~
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b) Umgekehrt gibt die Differentiation nach n die TLS5-Magnetisierung

h
s=— ZZ; Ea%—xfﬁ[g(n 1) — Qcos ] . (3.20)
y==1
c) Die Untergittermagnetisierung s; der TLS ergibt sich aus 875 /6n; = 0 zu:
tanh
31=-—-.z 7—=—§-)‘—7[g(n—'yn1)——§2cos¢]. (3.21)

'.y—_—:i:l 2)‘7

sy verschwindet offensichtlich, wenn der LDW-Ordoungsparameter n, gleich null ist.
d) n; folgt schlieflich aus der Differentiation nach s5:

2 —vh

=z L
7y qué%zv r———-—£2+h FD(BE]) -

Die Gleichungen (3.18) bis (8.22) stellen das geschlossene System von Selbstkonsistenz-
gleichungen dar, die im folgenden ausgewertet werden sollen.

Bis bhierher érfolgte in Darstellung im groBkanonischen Ensemble, d.h. das chemische Po-
tential u wurde als gegeben betrachtet, und die Elektronendichte n folgte aus g als ther-
mischer Mittelwert. Alternativ kann auch n vorgegeben werden, was die Anzahl freier
Parameter auf drei reduziert. Speziell bei halber Bandfiillung ergeben sich weitere Verein-
fachungen. B | |

(3.22)

3.1.2, Phasentlibergang sweiter Ordnung

Bei einem Phaseniibergang zweiter Orduung verschwindet der Ordnungsparameter am
kritischen Punkt kontinuierlich, In diesem Fall kdnnen die Selbstkonsistenzgleichungen
(3.19) bis (3.22) fiir kleine »; und $; entwickelt werden. In (3.22) verschwindet n; mit A.
In fiihrender Ordoung kénnen daher & uad 73 in der Wurzel und im Exponenten zu Null.
gesetzt werden, und wir erhalten am kritischen Punkt: '

K31 2
= e —— Z fFD( ﬁc(#’ vlegl)) =
I N GERBZ QJ e

Poant

3 (3.23)

“1"t

mit der kritischen Tempe;aﬁar I.= 1/ ﬁc I.m "“a,l der halben Bardfiillung ist 4 = 0, und.

.wu- erh.alten f i

Cm 1 h(eD) (o wih(BE/2) |
RAPEDD _._e..q_q__ - '[; _ dBN(E) T (3.24)

wobei die Summe nun iiber die ganze BZ l8uft, bzw. das Intergral iiber die Zustandsdichte |
N(E) des nichi-wechselwirkenden Elektronengases. Wenn wir nun das reine Hubbardmo-
dell-ohne Ankopplung an die TL.S betrachen (also g = 0), gibt die linke Seite von (3.24)
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gerade —2/U. Die Gleichung hat fiir beliebige negative Werte von U eine Losung, und ist
dquivalent zum HF-Ergebnis fiir die antiferromagnetische Phase bei positivem U [vDon$0]
(siche auch Anhang C). Die Aquivalenz ist Ausdruck der Teilchen-Loch-Symmetrie bei
halber Bandfiillung. Fir g # 0 muBl hingegen zunichst 51 durch n; ausgedriickt werden.
Nach einigen Umformungen erhilt man:

o o a? 28.bg
ol = 3 tanh(Aegh) [1 B (1 B Mﬂ

o = n—{lcos¢ , b = \/n2—~2ﬂfzcos¢+flz (3.25)

mit der normierten TLS-Frequenz { = (/g. Dies eingesetzt in (3.23) liefert die allgemeine
- und recht unanschauliche ~ Gleichung fiir die kritische Temperatur:

2

¢ tanh(fegb) [1 -5 (1 - ﬁ%ﬂ Ui (3.26)
Was konnen wir aus (3.26) lernen? Wir betrachten zunsichst den Fall halber Bandfiillung
(= 0) und U = 0. I(7,0) ist eine monoton steigende Funktion der Temperatur, die
bei T = 0 verschwindet und fiir grofie Temperaturen gegen 27" konvergiert. Die linke Seite
nennen wir J(T, g, §, ¢, n). J konvergiert fiir T = 0 gegen g(5*—a?)/b° und geht fiir T — co
wie tanh(bg/T") gegen null. Gema3 (3.25) verschwindet J bei T' = 0 nur fiir den Fall, da8
sin¢ = 0 gil{. Ansonsten miissen sich die beiden Kurven J(7,.-.) und J(T,0) schneiden,
“d.h. (3.26) ist fiir cine geecignete Temperatur T, stets erfiillbar. Abbildung 3.1 zeigt die
beiden Kurven fiir verschiedene Parametersitze. Uberwiegt der inelastische Anteil der
Elektron-TLS-Streuung (¢ = #/2 in Abb. 3.ic), so ist J nahezu temperaturunabhiingig,
und die kritische Temperatur wichst monocton mit g. Dies ist bei kleinen Winkeln ¢ nicht
langer der Fall, sondern es treten Maxima in J auf, die fiir hinreichend grofie gzu mehreren
Schaittpunkten der beiden Kurven fithren kénnen (Abb. 3.12,b).

Im Fall schwacher Kopplung wird die kritische Terperatur sehr klﬁm gein, und (3.26) |

wwd fur B-gb > 1 . R g
2gr @l

- ll -b—zj U=2I(06,j) . (3.27)
Die linke Seite der Gleichung ist jetzt temperaturunabhingig und 148t sich als efiektive at-
“traktive Wechselwirkungsstéirke Uy interpretieren. Uesy ist eine Funktion der Parameter
9,$, ¢ und U. Offensichtlich verschwindet der TLS-Anteil von U,y fiir ¢ = 0 und ¢ = =,
da hier ¢ = b gilt. Dies bedeutet aber nun nicht, dafl keine LDW-Ordnung vorliegen kann,
sondern nur, de Naherung schwacher Kopplung hier nichi angewand! werden kann. In
der Tat zeigt Abbildung 3.1a, da8 bei hinreichend grofem g auch hier Schoittpunkte der
Kurven I und J auftreten. Speziell bei Q = 1 divergiert J(T,g,¢,¢,1) = g%/ bei tiefen
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Abbildung 3.1: Graphische Bestimmung der kritischen Temperatur aus dem Schnit{punkt
der Funktionen I (durchgezogene Kurve) und J (gebrochene Kurven). Parameter {} =
2,U =0,u =0, g = 4/3 (gestrichelt), g = 2 (strichpunktiert)} und g = 3 (punktiert). a)
¢=0,b) ¢==x/5¢)¢p=mn/2

Temperaturen und wird nie temperaturunabhingig.
Aus der Aquivalenz zur antiferromagnetischen HFN des Hubbardmodells kénnen wir
schiiefen, da8 T, bei schwacher Kopplung exponentiell klein wird, T, « exp(—2nt/Uess).
Im entgegengesetzten Fall starker Kopplung wird die kritische Temperaturen 7, groff ge-
geniiber der Bandbreite W und dem Pararneter gh sein, und mit I(TL,0) ~ 27 vereinfacht
sich (3.26) zu: '

_ Tcz-—%-%- %4—%{2 ' (5.28)
Bei U= 0 ergibt sich also ein linearer Anstieg mit g. In diesem Fall ist die Bedingung
T. 3> gb aber nur erfiillbar, wenn § & 1 und ¢ = 0 gils. Allezdings ist fiir starke Kopplung
zu erwarten, daB die HFN die kritische Temperatur stark iiberschiitzt. Ist die dominie-
rende Energieskala durch die Eigenwerte +gb der TLS gegeben, so kann die Methode
der Unitéren Transformation angewandt werden [Frig0]. Dabei wird H so transformiert,

" daft der TLS-Anteil diagonal ist. Die TLS werden dann im Grundzustand angenoramen, =

..W&S einen effektiven, rein fermionischen Hamiltonoperator mit einer lokalen, attraktiven
‘Wechselwirkung:
Upp =g (s’z + Jﬁ? —4Qcosp+ 4 — 2\/52 —20cosdp+1 ) -U. (3.28)

- zur Folge hat. Abbildung 3.2 zeigt U,s5/¢ und Uyr/g fur U = § als Funktion von ¢ baw.
Q). Fiir ‘¢ — m ist es fiir die TLS nach Modell (3.1) giinstig, sich ferromagnetisch mit
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{8?) = —1 anzuordnen. Sie wirken dann nur wie ein {(homogenes) chemisches Potential
auf die Elektronen und tragen nicht zu einer effektiven Anziehung bei. Fiir grofie Werte
von §} sind Uesy und Uyr maximal bei 7/2, Bei kleineren §} werden die Kurven asymime-
trisch und das Maximum verschiebt sich zu kleineren Winkeln. Da8 U, ¢; im Gegensatz zu
der Unitdiren Transformation auch bei kleinen §) filr ¢ = 0 verschwindet, ist — wie bereits
diskutiert — ein Artefakt der Niherung schwacher Kopplung. In diesem Parameterbereich
treten Phaseniiberginge 1. Ordoung auf, die im folgenden Abschnitt diskutiert werden.
Die TLS konnen dann besonders gut eine effektive Anziehung zwischen den Elektronen ver-
mitteln, wenn ihre Frequensz ) von gleicher Gréfienordnung wie die Wechselwirkungsstirke
g ist (siche Abbildung 3.2b). Fiir {} <« 1 sowie fiir } > 1 ist dagegen eine ferromagne-
tische Ancrdnung der TLS mit (§7) = —1 baw. (§7) = —cos ¢ energetisch giinstig. Die
Werte fiir U,z liegen in der Regel deutlich iiber Uyp. Dies war aber zu erwarten, da
Uess eine Niherung flir schwache, Uyr dagegen flir starke Kopplung ist. Genauer: die
Unitéire Transformation ist anwendbar fiir gb > W, die Na.herung sSchwacher Kopplung“
fiilr W > gb > T,

Uere/ 8
Uerz/ 2

Abbiidung 3.2: Effektive attraktive Elektron-Elektron-Wechselwirkung Uepy baw. Uyr in
HFN (volle Kurven) bzw. aus Unitéirer Transformation [Fri9C0] (gebrochene Kurven) a) als

Funktion von ¢ fir  =0.5,1.8,6 , b)alsﬁnktmnvonﬂfurq‘; 027?05?‘?,03??(38?!&118“

von oben na,ch unten).

3.1.3. Phaseniibergang erster Ordnung
Die Tatsache, daf in den Selbstkonsistenzgleichungen (3.19) bis (3.22) der LDW-Ordnungs-

‘parameter n) mit der TLS-Untergittermagnetisierung s; kontinuerlich verschwindet, ist -

ALK
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allerdings kein hinreichendes Kriterium fiir einen Phaseniibergang zweiter Ordnung. Vor-
raussetzung dafiir ist zusstzlich, daBl die gebrochene Phase bis n; — 0 thermodynamisch
stabil ist. Ein Phaseniibergang erster Ordnung, bei dem der Ordnungsparameter diskonti-
nuierlich verschwindet, tritt typischerweise dann auf, wenn ein &ufleres symmetriebrechen-
des Feld existiert. In dem Fall ist die Freie Energie nicht mehr eine symametrische Funktion
des Ordnungparameters. Aufgrund der A-B-Symmetrie des Gitters ist aber (in Abwesen-
heit uBerer Felder) das TLS-Modell invariant unter der Transformation ny ~ —ny, wes-
halb die Freie Energie bei ny = 0 stets extremal wird. Ein Phasenilibergang erster Ordnung
kann hier aufireten, wenn der Punkt ny = 0 meta- oder instabil wird. Dieses Verhalten
wird in der Tat im Rahmen der HFN beobachtet.

(3.19) bis (3.22) kéunen durch Einsetzen ineinander als eine Selbstkonsistenzgleichung
z.B. fiir den Ordnungsparameter, ny = f(n;), aufgefadt werden. Abbildung 3.3 zeigt zwei
verschiedene Szenarien fiir den Phaseniibergang bei n = 1 und I = 0: Fiir § = 1 und
¢ = x/5 besitzt f(n;) fir n1 > 0 bei tiefen Temperaturen einen Schnittpunkt mit der
Winkelhalbierenden — d.h. einen Fixpunkt ~ der mit steigender Temperatur kontinuierlich
gegen null geht. Im Gegensatz dazu wird fir 3 = 1 /2 bei einer bestimmaten Temperatur
Ty der Fixpunkt bei ny == 0 stabil?, und es entsteht ein instabiler Fixpunkt bei n; > 0.
Welcher der ‘beiden stabilen Fixpunkte tatsichlich angenommen wird, hiingt vom Wert
der Freien Energie, bzw. von der temperaturabhingigen Steigung von { in den Fixpunkten
ab. Abbildung 3.4 zeigt die korrespondierenden Werte der Freien Energie als Funktion von
n1. Dabei wurde s so gewihlt, da8 das Elektronenband halb gefiillt ist (n = 1). Abbildung
3.4 stellt einen — jetzt eindimensionalen — Schnitt durch den Parammeter-Unterraum dar,
bei dem fHF fiir gegebenes ny minimal ist, d.h. s; wurde gemas (3.21) bestimmat. In Ab-
bildung 3.4a verschiebt sich des Minimum der Frelen Energie mit wachsender Temperatur
kontinuierlich zu #; = 0. Dagegen entsteht in Abbildung 3.4b bei einer Temperatur T3 ne-
ben dem Minimum fiir ny & 0.9 ein weiteres bei ny = ¢. Dazwischen licgt notwendigerweise

ein Maximum. Die drei Extrema entsprechen den drei Schnittpunkten in Abbildung 3.3b.

Erreicht die Temperatur einen Wert T3, s0 wird das neue Minimum das thermodynamisch
étabi_lere,_und ein Phaseniibergang erster Ordnung tritt ein. Gberhalb einer Temperatur
T3 wird schlieflich der erste, bis dahin metastabile Fixpunkt instabil (nicht mehr gezeigt).
In einem etwes anderen Szenario gibt es bereits im Grundzvstand zwei Minima bei Werten

o von 71 # 0. Der Zustand mit kleinerem Ordnungsparameter geht dann kontinuierlich in

die homogene Phase {iber. Beispiele fiir verschiedene Phaseniibergange mit zwei Minima

in der Freien Energie zeigt Abbildung 3.5. Der Ordnungsparameter zeigt eine sehr starke
Hysterese als Funktion der Termperatur. 3.5a korrespondiert dabei mit der Situation in

Abbildung 3.4b; 3.5b stellt das Szenario mit dem zweiten Minimum bei n; = 0.4 dar.

?Ein Fixpunkt ist dann stabil, wenn die Steigung von f kleiner als eins ist.

G
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Der thermodynamische Phasenilibergang geschieht bei der Temperatur T} (gestrichelt),
d.h. das zweite Minimum in Abbildung 3.5b (bei n; & 0.4) ist nur metastabil, -

. f(ny)

02 04 08 08 - 02 04 08 08
n; Iy

Abbildung 3.3: Beispiele filr die Selbstkonsistenzgleichung des Ordnungsparameters 7; bei
fi=0,U =0,¢ = n/b. a) Phaseniibergang 2. Ordnung bei & =g = 3. b} Phasenubergang
1. Ordnung bei = 2,5 = 4. Temperaturen jeweils: T'= (,0.6,1.2, 1.8, 2 4,

62 04 08 - 08 . S ez 04 08 T R

;o . . _'111._

Abbildung 3.4: Freie Enérgie als Funktion des Ordnungsparameters nj. Paza.meter wie in
Abb. 3.3. Temperatur 8quidistant zwischen 0 und 1.6 (2) baw. 0 und 1.2(b). i
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Abbildung 3.5: LDW-Ordpunggparameter vs. Temperatur in HFN bei halber Bandfiillung.
a) ¢ = 0.2m,{ = 2,9 = 4. b) ¢ = 0.357,§} = 2, g = 6. Gestrichelte Kurven: Gleiche Freie
Energien der beiden Lésungen. = = |

Das Modell (3.1) besitzt sehr viele Parameter. Nun soll abschliefiend an einigen Beispielen
das Phasendiagramm (kritische Temperaturen) bei halber Bandfiillung und U = 0 gezeigt
werden (Abbildung 3.6). Die kritische Temperatur ist bei festem Winkel (¢ = 0.27) fiir
kleine Werte vor ¢/{2 exponentiell kiein. Sie erreicht bei g/{? = 1.2 ein Maximum. Etwa ab
dem Maximum tritt Hysterese auf; die Temperatur T3, bei der der erste Fixpunkt instabil
wird, wichst linear mit g/, die thermodynamische Phasengrenze, 15, nimmi dagegen
langsam ab. Bei festen Werten von ¢ = 6,8} = 2 (Abbildung 3.6b) nimmt die kritische
Temperatur mit ¢ monoton ab. Bei ¢ ~ 0.38x wird die Losung mit ,grofem” ny fiir alle
Temperaturen metastabil. Die Temperatur T3 ist daher ab hier nicht mehr &eﬁn.iert, wes-
halb die drei Kurven nicht in einem Punkt zusammenlaufen, Bei etwas grofieren Werten
(w = 0.4x) gibt es nur noch ein Minimum der Freien Energle; dieses geht mit der Tem-
peratur kontinuierlich gegen null. Die Instabilitét als Funktion von ¢ 188t sich wie folgt

erkliren. Der TLS-Anteil des Hamilionoperators in HEN (3.8} enthélt Terme der Form:
0 [%(1 —(=Dfm)—cosg| 57, (330)

Da hier g/ £2 > 1 gilt, ist auf ,,ungeraden® Gitterplétzen eine TLS-Magnetisierung (57} =
—1 immer giinstig. Die Selbstkonsistenzgleichungen liefern fiir den Fixpunkt etwa n; =~ 0.9.
‘Fine antiferromagnetische Anordnung der TLS-Spins, die mit einer LDW-Struktur der.
‘Elektronen korrespondiert, ist daher nur gunstlg, wenn :

”'0.1% <cos¢p (3.31) -
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gilt. Mit g/ = 3 folgt hier in der Tat cin kritischer Wert von ¢, ~ 0.4x.

Abbildung 3.6: Phasendiagramm des TLS-Modell in HFN bei halber Bandfiillung und
U=0.2) T, vs. g/ bel ¢ = 0.2m,Q = 2. Cestrichelte Kurve: Instabilitit des ,,oberen®
PFixpunktes (siche auch Abb. 3.5 und 3.4}, Punktierte Kurve: Instabilitdt des ,unteren®
Fixpunktes (T} ), dazwischen Koexistensbereich mit physikalischer Uberga.ngstemperatur
T2 (duxchgezogene Kurve). b) T; vs. ¢ bei @ = 2,5 = 6, Kurven wie in a) =~

Insgesamt zeigt sich, daf bereits in einer stark vereinfachenden Hartree-Fock-Naherung mit
LDW-Ansatz interessante Phaseniiberginge mit z.T. grofien Hysteresesfiekien gefunden
werden. Ob die HFN die Eigenschaften des TLS-Modells insbesondere bei mittleren und
starken Wechselwirkungen und hohen Elektronendichten korrekt wiedergibt, kann - da
eine exakte Lssung nicht voriiegt — nur durch den Vergleich mit Untersuchungen endlicher
Systeme herausgefunden werden. Die Anwendung des GQMOC-Verfahyens auf das TLS-

Modell sowie der Vergleich der Resultate soll im folgenden Abschnitt dargestellt werden. -

3.2. Mante—@arieegimaiatisn

3.2.1 ’Wesﬂ;meﬁfmmh ferung der TLS

Die Behandlung des TLS-Modells (3.1) im Rahmen der Grofikanonischen Quanten-Monte-
Carlo—(GQMC—) Methode berubt auf der in Kapitel 2.1 dargestellten T.i:otter-Zerlegung =

—ﬁH H e—A?’Hae—ATHHe—ATHTLge—ATHe,TLS .. o (3.32) )

i=1

mit Ar = B/L. Die elekironischen Freiheitsgrade werden wieder nach einer Hubbard-

Stratonovich-Transformation ausintegriert, was zu einem #ufieren, wechselwirkenden Hilfs-
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feld (dem HS-Feld) fiihrt. Die Zwei-Niveau-Systeme kénnen mit einem Weltlinienveriahren
(siehe Abschnitt 2.5) behandelt werden. Wir folgen hier weitgehend dem in [Fri90] gege-
benen Formalismus. Zunéchst wihlen wir eine Ortsraum-Darstellung der TLS, in der die
Operatoren S’f diagonal sind:

L
(o) = ﬁ Blryi) = |71+ Twi) (3.33)

i=1
S lma) = i |mn) (3.34)
Sims) = 1= 1) (3.35)

Die zweiwertigen Parameter 7,y = %1 tragen also einen ,Zeit“-Index v = 1,-.+, L sowie
einen Gitterindex i = 1,--+, N. In (3.32) werden nun LN vollstindige Sitze von Zustinden
J7u:) eingefiigt. Fiir eine gegebene Trotterschicht v erhiilt man damit Matrixprodukte der

Form *
L (7| o787 cos 87 sin §] ,—Argn; 5 [ Tye1s)

= [T BTy, Ty1q) e ATIMw-1 (3.36)

Die TLS-Spins 7,4 koppeln dhnlich wie die HS-Spins an die lokale Elektronendichte. Ein
Unterschied besteht darin, daf die Ankopplung der ¥HS-Spins im repulsiven Fall {I/ > 0)
spinabhingig ist. Bei den TLS ist, wie im Fall U <« 0, die Wechselwirkung fiir beide
Spinrichtungen identisch, sie wirken daher wie zeitabhiingige cheinische Potentiale. Ein
positiver Effekt ist, daB hier wie im reinen Hubbardmodell fiir I < 0 das Produkt der
Fermionendeterminanten positiv semi-definit ist, also kein Vorzeichenproblem auftreten
kann, Zusétzlich zu der TLS-Elekiron-Kopplung gibt s hier Faktoren durch die Dynamik
der TLS: -~ Lo : :

G :;":h(fué,'ry._lg) = i.e,_f.\_fg[.é'. cgs¢{-§§sﬁn¢] | Tyets)

| { 1+tanh(A7Q)cosd 75 = Tp—1s = 1
‘= ‘cosh(ATQ) é 1= tanh(AT0)c08¢ Ty = Tuo15=—1 (3.37)
| tanh(AT)sing 7 # Teo1s

Wihrend der MC-Simulation werden die TLS-Spins genau wie die HS-Spins in Einzelspin-
flips getindert. Dies erlaubt, wie in Kapitel 2.1 geschildert, eine effektive Neuberechnung

der elektronischen Einteilchen-Greenfunktion. Die. Ubergangswahrscheinlichkeit beziiglich :

der.__-‘I‘_LS fidr ei;;en Umklappprozeﬁ Tui = To; = —Tys, Wird:

| : Nurn E:I(AT ) T (ms | E:f(ﬁ\‘f') [ Tv—1)
S Umygs | U(BT) | rad{n | U(AT) | ryet)
= [eanh(A7Q)M [1 4 tanh(A7()¥ TR [1 - tanh(ATQ)] TV TR (3.38)
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mit den Abkiirzungen I = 7ui{tp—1: + 7v41¢)/2 und U(ar) = exp(—ATO[8% cosd +
57 sin ¢)). Die Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit bzgl. der fermionischen Frei-
heitsgrade sowie der Einteilchen-Greenfunktion erfolgt vollkommen analog zu Gleichungen

(2.26) bis (2.32).

3.2.2. Homogene Phage

Zun#chst wollen wir das TLS-Modell im homogenen Bereich des Phagendiagramms unter-
suchen, Dazu wihlen wir eine mittlere TLS-Elektron-Kopplung von g = 1 und betrachten
den Fall rein inelastischer Kopplung ¢ = w/2. Hier ergibt die Hartree-Fock-Behandlung
eine meximale kritische Temperatur bei { = 1.5 von T; = 0.023. Fiir die Monte-Carlo-
Rechnung wurde eine Temperatur von T = 1/18 gewdhlt, d.h. tief in der homogenen
Phase. Zum Vergleich mit der HFN wurde ein sehr kleines System von 12 Gitterplitzen
mit periodischen Randbedingungen simuliert. Die HF-Ergebnisse waren bei dieser Tempe-
ratur nahezu unabhéngig von der Systemgrifie. Erst bei wesentlich tieferen Temperaturen
werden Eiffekte durch die mehr oder weniger stark gefiillten Schalen bei unterschiedlichen
Systemgriifen relevant.

Abbildung 3.7 zeigt die mittlere TLS-Magnetisierung mrzs = (§7) (untere Kurve) als
Funktion der TLS-Frequenz Q. Der Verlauf ist anschaulich zu verstehen: Bei kieinen Fre-
quenzen tberwiegen die Terme gﬁgé‘f in (3.1), und die TLS gewinnen Energie, indem
sie sich ferromagnetisch mit (§7) = —1 anordnen. Ist dagegen { > g, so werden sich
“die TLS in z-Richtung ausrichten, und die Magnetisierung in z-Richtung verschwindet.
Die Rechnungen wurden im groSkanonischen Ensemble bei g = 0 durchgefiibet. Da die
TLS aber wie chemische Potentiale auf die Elekironen wirken, erhoht sich bei negati-
ver TLS-Magnetisierung die Elektronendichte, wie in Abbildung 3.72 (cbere Kurve) zu
sehen ist. Der Gewinn an Wechselwirkungsenergie durch die Erhthung der Elektronen-
dichte konkurriert dabei mit dem Verlust an kinetischer Energie, weshalb die Besetzung
nur leicht erhdbt wird. Die Ergebnisse der GQMC-Rechnungen stimmen sehr gut mit der
HFN-Ngherung iiberein (durchgezogene Kurven). Abbildung 3.7b zeigt GQMC-Resultate
fiir die Doppelbesetzungsdichte d/dg und das effektive Hiipfmatrixelement

(ﬁgﬂ) . - (339)

teir = — ,
4 (Ho)o -

Jeweils normiert auf die Werte freier Flektronen mit der entsprechenden Teilchendichte.
Bei kleinen £2 bewirken die TLS - wie in der HFN - nur eine Verschicbung des chemischen
Potentials, d.h. eine Anderung der Elektronendichte. Bei grofien ) werden die Elektro-
nen praktisch von den TLS entkoppelt. Fiir & ~ g gibt es dagegen Abweichungen vom
Einteilchenbild. Hier erhoht sich die Doppelbesetzungsdichte und die Beweglichkeit der
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Elektronen wird durch die TLS eingeschrinks. Die Erhohung von d bedeutet, da8 die TLS
eine attraktive Wechselwirkung zwischen den Elektronen vermitteln. Aufgrund des anzie-
henden Potentials zwischen ihnen, wird das effektive Hiipfmatrixelement und damit die
Beweglichkeit kleiner,

e S J H 1

a Ta-go—b & @ é b
) 05 ; ) 108

) @]
ol 102
NG

o
1.01
1.00

.

-HU-
089

Abbildung 3.7: GQMC-Resultate fiir das TLS-Modell auf dem 12-er Ring bei 8 = 16,g =
L,¢ = w/2,U = 0,u = 0. a) TLS-Magnetisierung mrrs (o} und Elektronendichte (pro
Spin) 7y () vs. . Durchgezogene Kurven: HFN-Resultate. b) Doppelbesetzung (e) und
effektives Hiipfmatrixelement (o) der Elektronen normiert auf die Werte fiir freie Elekiro-
nen auf dem 12-er Ring. Durchgezogene Kurven sollen hier nur das Auge fiihren.

2.2,8. Gebrochene Phase

Im folgenden soll die Bildung von Ladungsdichtewellen in Modell (3.1} numerisch unter-
sucht werden. Im Rahmen der HFN hatte sich gezeigt, da8 hierfiiv kleine Winkel ¢ und

Energieparameter g = {3 Rt giinstig sind (siehe Abbildung 3.8). Bei kicinen ¢ und groBen

Werten.'von g treten allerdings bei der: Monte-Carle-Simulation Probleme durch gerin-
ge Ubergangswahrscheinlichkeiten der TLS-Spins auf. Der Grund dafiir sind verschiedene
ausgeprégte lokale Minima der Energie — beispielsweise die ferromagnetische und die anti-
ferromagnetische Anordnung der TLS-Spins -, die im Phasenraum weit auseinanderliegen®.
Das System kann nicht in vertretbarer Zeit von einem Minimum in das andere gelangen,
sondern ,rastet vielmehr fiir lange Zeit in einem Zustand ,ein“. Aus diesem Grund diirfen
der Winkel ¢ nicht zu klein und die TLS-Energien g und  nicht zu groff gewihlt werden.

_ 5 Weit“ in dem Sinne, daB eine groSe Anzshl von Einzel-Spinflips notwendig ist, vm von dem sinen
Minimum in das andere zu gelangen
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Auf der anderen Seite sind TLS-Energien, die deutlich iiber der elektronischen Bandbreite
von 2d¢ (d ist die réumliche Dimension) liegen, fiir physikalische Systeme auch recht un-
typisch.

Hier sollen Ergebnisse fiir die Paramter ¢ = 0.27, ¢ = 3 und O = 2 dargestellt werden. Die
HFN liefert fiir diesen Werte einen Phaseniibergang von schwach erster Ordnung mit einer
kritischen Temperatur von T#F = 1.14 (siche auch Abbildung 3.6s). Die Akzeptanzraten
filr TLS-Spinflips sind hier mit etwa 10% noch annchmbar.

3.2.3.1. Ladungsdichte- ve. Spindichtewellen

Es wurden Simulationen mit verschiedenen quadratischen Gittern bis zur Grofe 10 x 19
und inversen Temperaturen 8 < 10 bei verschiedenen Bandfiillungen fiir 7 = 0 und U > 0
durchgefiihrt. Es wurden stets periodische Randbedingungen gewihlt, In diesem Abschnitt
soll die Bildung von LDW und der Einflu8 der elektronischen Abstofung exemplarisch fiir
das € x §-Gitter bei § = 4 und n = 1 dargestellt werden. Bei positiven Werten von &/
sind Simulationen von wesentlich gréBeren Gittern und/cder tieferen Temperaturen wegen
des Vorzeichenproblems nicht méglich. Dieses tritt hier auch bei halber Bandfiillung auf,
da die Teilchen-Loch-Symmetrie durch die TLS gebrochen wird, und daher das Determi-
nantenprodukt nicht linger positiv semi-definit ist. Wihrend z.B. beim § x 6-Gitter das
mittlere Vorzeichen (&) bei § =4 und U = 3 noch 0.9 betziigt, ist es bei 8 =4,U =5 auf
0.23 und bei f = 8,U = 3 auf ctwa 0.03 abgesunken. |

Um die Bildung von langreichweitiger Ordnung zu studieren, betrachten wir die dazu-

gehorigen Korrelationsfunkiionen:

i = -*Z((X a+_7 "':'3)) = Z(X Xs+_7) ‘—$ .. (3‘40)

;=1

Dabei steht X fir die Operatoren fi; = fizp -+ 5, der Elektronendichie baw. §; = fogp — fgy
der Spindichte. OF mifit also Dichte-Dichte-, CF Spin-Spin-Kotrelationen. Dariiber hinaus
wurden auch die Spin-Spin-Korrelationen der TLS sowie die die Korrelationen zwischen
TLS-Spins und Elektronendichte bestimmt. Da die TLS aber direkt die lokale Elektronen-
dichte beeinflussen, liefern sie keine wesentlich neue Informationen. So korfespondaert eine
LDW-Struktur der Elektronen mit einer entsprechenden SDW der TLS. Der Index { + J

in (3 40) ist eine Kurzschreibweise fiir die Vektora.dd:tmn R + R Die Emteﬂchengroﬁen '

X werden relativ.zu 1hrem Mittelwert

1 N L . R |
$=EZ<X5) o C o (3.41)
i=1
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beriicksichtigt, wodurch Cf im unkorrelierten Fall verschwindet. Die Fouriertransforma-

tion von (3.40) liefert die Strukturfaktoren
' N
a S | & oy ialRim Ry
- 5%(g) = 3 Off e = 5 Y (Rky) R - At (3.42)
j=1 £

Die Strukturfaktoren sind nach den Fluktuations-Dissipations-Bezichungen proportional
zu den korrespondierenden Streuamplituden (siehe 2.B. [StaT1]). So fiihren Ladungsdichte-
wellen zu Verzerrungen des Ionengitiers, welche sich mittels Rontgenstrahlen nachweisen
lassen. Spindichtewellen sind elekfrisch neuiral, kfnnen aber durch Neutronenstreuung
beobachtet werden.
Sind die Korrelationen kurzreichweitig, d.k. klingen sie exponentiell ab mit einer riumli-

chen Modulation:

CF e 0Rie~ R/t (3.43)

so gilt fiir das Maximura des Strukturfaktors bei go:
. gX /g\d J
@ e () (340

mit der Gitterkonstanten a und der Korrelationslinge £. Ist aber £ deutlich grifler als die
lineare Ausdehnung N, des Systems, so befindet sich das System effektiv innerhalb der
geordneten Phase, und §% (g) sittigt mit der inversen Temperatur 8.

Bei langreichweitigen Korrelationen, genauer: bei solchen, die mit einer Potenz n < d
abfallen, divergiert 5% (¢) dagegen mit N, wie:

i

X d—-

e NG .

5% (go) < @ (3.45)

Abbildung 3.8 zeigt die Strukturfaktoren der elektronischen Dichte-Dichte- und Spin-Spin-
Korrelationen. Die Wechselwirkung mit den TLS fihrt in diesem Parameterbereich im Fall
U = 0 zu einer scharfen Spitze in SV bei einem Vektor g = (7, ), was die Tendens zur
Ausbildung einer Ladungsdichtewelle widerspiegelt. Die magnetischen Korrelationen sind
dagegen stark unterdriickt. Ist ¥ von der gleichen Grifenordnung wie g, so kompensieren
sich beide Effekte im wesentlichen (Abbildung 3.8 Mitie). Die beiden Strukturfaktoren sind
fast ununterscheidbar von denen des freien Elektronengases auf dem 6 x 8-Gitter. Der Wert
von U wurde so gewihlt, daf er die, mit der Unitéren Transformation berechnete, effektive
_ elektronische Anziehung von Upr = 2.81(siehe Gleichung (3.29)) ausgleicht, was auch in
- guter Naherung der Fall ist. Die HFN iiberschiitzt dagegen mit Uz = 4.2 die effektive
Anzishung in diesem Paramterbereich. Erh6ht man U weiter, so bilden sich ~ wie im reinen
Hubbardmodell - starke antiferromagnetische Korrelationen aus (Abbildung 3.8 unten).
In der HFN gibt es bei den vorliegenden Parametern fiir U > 5.42 im Grundzustand keine
LDW-Ordnung mehr. Die QMC-Resultate zeigen hier fast eine Umkehrung der Situation
bei U/ = 0, also eine starke Unterdriickung der LDW-Korrelationen.
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0.25¢
02r
0.15r [ 4

'4=3U=28t" —

Abbildung 3.8: Dichte-Dichte- und Spin-Spin-Strukturfakioren fiir das 6 x 6-Gitter. Para-
meter:.g-=3,ﬂ'=2,¢=9.2W,U=Q,2.91,5.42 o e
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3.2.3.2. Resultate abseifs halber Bandiiillung

U die Stabilitit der kommensurablen LDW-Ordnung gegeniiber Dotierung zu untersu-
chen wurden Simulationen auf dem 6 X 6-Gitter bei § = 4 fiir verschiedene Elektronen-
dichten durchgefiihrt. Abbildung 3.9 zeigt den Strukturfaktor S7(g), wobei der Vektor ¢
auf einem Dreieckspfad von (0,0) parallel zu g-Achsen nach (0, 7) und (7, 7) und schlief-
lich diagonal zuriick nach (0,0) Iguft. Offensichélich wird §%(w,n) durch die Dotierung
stark unterdriickt, und die Korrelationen werden kurzreichweitig. Die relative ErhShung
des Wertes bei g = (2w/3,#) bei kleineren Dichten mag eine Tendenz zur Ausbildung
einer inkommensurablen LDW widerspiegeln; sie ist aber bei der vorliegenden Tempera-
tur nur sehr schwach ausgeprigt. Dariiberhinaus kénnen Zwischenwerte von S%(q) auf

I

[
(0,0)

0 .

T i E ' 1
(0.0) . ©.m). (mm)
Abbildung 3.9: §7(q) fir einen Dreieckspfad durch die Brillouinzone bei verschiedenen
Elektronendichten. Parameter: ¢ = 3,8 = 2,¢ = 0.2x,U = 0,8 = 4. n = 1 (offene
Quadrate), n = 0.83 (volle Quadrate), n = (.74 (Sterne) und n = 0.66 (Kreise). Resultate

fiir freie Elektronen bei n = 1 (gestrichelt) und bei n = 6.86 (strichpunkiiert).

dem kleinen Gitter nicht bestimmt werden, da die zugehdrigen g-Vektoren hier nicht defi-
niert sind. Abbildung 3.10 zeigt schlieSlich S¥(g) fiir den Fall, da§ Hiipfprozesse zwischen

tibernéichsten Nachbarn (entlang der Kanten des Gitters) erleubt sind. Fiir den dazu-

gehérigen Hilpfparameter wurde ein Wert von ¢ = —0.2¢ gewZhit. Obwohl in diesem Fall
kein paares Gitter mehr vorliegt, wird der Wert von 5§V (r,7) bei der vorliegenden Elek-
tronendichte nicht reduziert. Man erkennt ferner eine ErhShung des Strukturfakiors bei.

einem Wellenvekior (9, m).
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(0,0) (0,m) (7, m) {0,0)

Abbildung 3.10: 5¥(g) mit Hiipfen zu iibernichsten Nachbarn, fp. Parameter wie in
Abb. 3.9; Dichte n = 0.74. ¢, = 0,U = 0 (Sterme), &, = —02,U = 0 (Kreise),
2 = —0.2,U = 15 (Quadrate). (Der statistische Fehler ist hier etwas grofer als die
Symbole.)

3.2.8.3. Bestimmung der kritischen Temperatur

Im Fali der halben Bandfillung findet man, wie gezeigt, eine deutliche Tendenz zur Bil-
dungeiner kommensurablen Ladungsdichtewelle mit einem Wellenvektor gy = (r, 7). Diese
‘Struktur bricht die Translationsinvarianz des Gitters und zerteilt dieses in zwei Untergit-
ter mit jeweils hoher bzw. niedriger Elekironendichte. Der Ordnungsparameter ist da-
her zweiwertig, und ¢s ist - einem Argument in [Noa81] folgend - zu erwarten, daB das
System in derselben Universalititsklasse ist wie das zweidimensionale Isingmodell. Die
Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion bei ¢ = ¢y sollte daher mit einem FExponenten = 1 /4
zerfallen, so daB sich folgende Ska,herung des Strukturfa.ktor gema.ﬂ (3 45) it der. lmearen
Systema.usdehnunp‘ N erg:.bt R

SN(’:T,?T) fo~ﬂw( 2Y = NI/ w(INo(8 — Be)) (3.46)

Die unbekannte Funktion w hingt dabei nach der Skalenhypothese (siche z.B. [StaT1])

 fiir hinreichend grofie Gitter nur vom Verhiltnis von N, zur Korrelationsldnge £ ab. £ di- |

vergiert in der vorliegenden Universalititsklasse in der Néhe des kritischen Punktes (von

beiden ‘Seiten) mit einem Exponenten v = 1. (3. 46) kann als Bestlmmungsglemhung fiir -

d.l.e kritische Temperatur aufgefait werden.
Dazu wurde $¥(r,7) filr verschiedene quadratische Gitter mit N, < 10 bei inversen

Temperaturen § < 10 bestimmt (Abbildung 3.11). Es wird deutlich, da8 $¥(#,#) ab
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Abbildung 3.11: LDW-Strukturfakior vs. Temperatur fiir verschiedene Gitter bei halber
Bandfiillung. Parameter: ¢ = 3,81 = 2,¢ = 0.2x,U = (. Die Fehlerbalken geben den
statistischen Fehler, bestimmt aus unabhingigen Liufen, wieder,

einer inversen Temperatur von etwa [ = 4 mit der Systemgrdfe stark zunimmt. In Abbil-
dung 3.12 sind die selben Daten gemif (3.46) skalievt fiir drei Werte von 8, aufgetragen.
Das Kriterium fiir die Auswahl des ,richtigen® Wertes besteht darin, da8 alle Datenpunkie
auf derselben Skalenfunktion w{N,(8 — f.)) liegen sollen, von der angenommen wird, daf
sie einen glatten und nahe des kritischen Punktes monotonen Verlauf hat. Von den drei
gezeigten Kandidaten erfilllt 5. = 6 dieses Kriterium am besten. Die kritische Temperatur
ist also deutlich tiefer als die von der HFN vorgesagte (BHFN = 0.877). Diese Tatsache
verdeutlich die Wichtigkeit von Fluktuationen in diesem zweidimensionalen Quantensy-

stem.

8.2.4. Limes hoher Qimensﬁﬁﬁeﬂ; - B

.Gh_ne hier auf &ie Theorie des Limes hoher Dimensionen und die Techniken zu seiner Be-
“handlung einzugehen — beides wird im folgenden Kapitel dargestellt — sollen hier nur die
 Ergebnisse zum Phaseniibergang des TLS-Modells gezeigt werden. Es wurden dabei die-
selben Parameter, gecignet ékalier_t, wie bei den Rechnungen zum zweidimensionalen Fall -

gewihlt, d.h. g =3, Q=2 ¢ = 0.2x. Der Limes hoher Dimension liefert eine dynamische

- -, mean field“-Theorie. Obwohl die Resultate mittels einer QMC-Methode-gewonnen wer- |
-den, kénnen hier - im Gegensatz zu endlich-dimensionalen MC-Simulationen - durch die

| Selbstkonsistenzgleichungen ,echte” Phaseniiberginge und geordnete Phasen selbst becb-
‘achtet werden, Abbildung 3.13 zeigt die aus den Zweiteilchenkorrelationen berechnete in-
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Abbildung 3.12: Skahermﬁ der LDW-Struktusfalioren aus Abb. 2.11 mit N, und 6. Be-

stimmung der ,optimalen® kritischen Temperatur. (Dle gestrichelten Kurven sollen nur,

mog.iche Funktionsverliufe skizzieren.)

verse LDW-Suszeptibilitdt XL nyw als Funktion der Temperatur. xzpw divergiert in einem
Curie-Weill-Gesetz linear mit T — 7. Die Extrapolation ergibt eine kritische Temperatur

von T%=% = (.246. Dicse liegt deutlich unterhalb des HF-Ergebnisses von T2V = 1.14
aber nicht allzu weit ocberhalb des QMC-Resultats, 7972 a2 0.17. Beim Vergleich der Ener-
 gleskalen ist zu beriicksichtigen, daB in d = o mit eizer halbelliptischen Zustandsdichte
"-gere_chnet worden .ist, welche exakt wird fiir- das_sBethe—Gitter mit ‘unendlicher Verzwei-- -
gungszahl. Di_ese Zustandsdichte hat eine villig andere Form als die des hyperkubischen "
Gitters in d = 2, insbesondere besitzt sie keine van Hove-Singularititen. Dennoch liefert -
der Limes hoher Dimensionen mit einem Verhiltnis von v = T‘Lz-. Té=% 2 0.69 sogar
cine etwas bessere Niherung als die Weifische Theorie fiir das Isingmodell mit v = 0.57
(siche é.B]__._ [Sta71]). Der Vergleich der kritischen Temperaturen zeigt einerseits, da8 die-
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3.3. DISKUSSION
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Abbildung 3.13: Inverse LDW-Suszeptibilitit vs. T fiir das TLS-Modell im Limes boher
Dimensionen. Gestrichelte Kurve: Linearer , least-square fit“ durch die ersten drei Punkte.
Pfeil: Kritische Temperatur fiir das zweidimensionale Gitter.

von der HFN vernachlissigten Fluktuationen in erster Linie durch Quanteneffekte und
weniger durch die niedrige Dimensionalitit des Systems hervorgerufen werden. Anderer-
seits wird deutlich, da8 der Limes hcher Dimensionen bereits cine gute Naherung fiir
thermodynamische Eigenschaften niedrigdimensionaler Systeme sein kann.

3.3. Diskussion

In diesem Kapitel untersuchien wir das Hubbardmodell mit lokal angekoppeliten Zwei-
Niveau-Systemen (TLS). Es wurde gezeigt, da8 die TLS eine effektive atiraktive Anzichung
gwischen den Elekironen vermitteln knnen. Die Anziehung ist dann besonders effektiv,
wenn die Energien der TLS und die Kopplung zwischen TLS und Elektronen von der glei-
chen Griflenordnung sind, und wenn der elastische Anteil der Streuung der Elekironen
‘an den TLS {iberwiegt. Bei halber Bandfiillung fiihrt die effektive Anziehung zur Bildung
" einer A-B-Ladungsdichtewelle. Iz Rahmen der Hartree-Fock-Niherung (HFN) werden in
- Abhiingigkeit von den Modellparametern Phasenitbergénge erster und zweiter Ordnung
beobachtet. Fiir letztere wurde die effektive lokale A.nziehung. der Elektronen berechnet
und mit dem Ergebnis aug dey Unitiren Transformation verglichen. Fiir einen festen Pa-
rametersatz konnte mit der Monte-Carlo-Simulstion kleiner quadratischer Gitter durch
fnite-size“-Analyse die Ubergangstemperatur zur Ladungsdichtewelle bestimmt werden.
Der Ubergang ist kontinuierlich und liegt in derselben Universalititsklasse wie das zweidi-
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mensionale Isingmodell. Die kritische Temperatur liegt etwa um eine Faktor 7 unterhalb
des IF-Ergebnisses. Die Untersuchung des Modells im Limes hoher Dimensionen liefer-
te fiir die gleiche Parameter ebenfalls einen Phaseniibergang zweiter Ordnung mit einer
kritischen Temperatur, die nur leicht oberhalb der im zweidimensionalen Fall liegt.

I




4. LIMES HOHER DIMENSIONEN

In diesem Kapitel soll das Hubbardmodell mit Unordnung im Rahmen des Limes hoher
Dimensionen (d = co) untersucht werden. Der Schwerpunkt liegt dabei auf dem Wechsel-
spiel von lokaler Wechselwirkung und Unordnung und deren Einflufl auf die magnetischen
sowie die metallischen Eigenschaften des Systems. Ferner werden Ergebnisse zum reinen
Hubbardmodell in der Anwesenheit eines Sufleren Magnetfeldes dargestelit.

Fiir .die Bebandlung korrelierter Elekironensysteme wire es sehr wiinschenswert peben
analytischen N3herungsmethoden und numerischen Behandlungen kleiner Systeme eine
Theorie zu konstruieren. Der Prototyp fiir eine derartige Theorie ist die Weisssche Theorie
fiir klassische Spinsysteme. Dabei wird das lokale Feld, das von den benachbarten Spins
auf einen Spin am Gitterplatz i wirkt, durch ein mittleres, homogenes Feld! ersetzt. Es ist
wobhlbekannt, da die Weisssche Theorie sowohl bei langreichweitiger Wechselwirkung als
auch im Limes hoher Dimensionen bzw. hoher Koordinationszahl Z exakt wird, In diesem
Sinne handelt es sich um eine ,kontrollierte* Niherung; 1/Z kann als Entwicklungspara-
meter dienen, um die Physik endlich dimensionaler Systeme besser zu beschreiben. Auch
fiir Systeme beweglicher Elektronen gibt es seit langem ,mean field“-artige Theorien, wie
z.B. die Hartree-Fock-Néherung, bei denen ein Elektron sich im mittleren ,,Feld® der ande-
ren bewegt. Als mittleres Feld dient dabei iiblicherweise die lokale Elektronendichite. Dies
fiihrt bei der Hubbardwechselwirkung zu der bekannten, auch in Kapitel 3 benutzten Ent-
kopplung der Dichteoperatoren. Aufgrund des lokalen Charakters der Wechselwirkung wird
diege Ndherung durch die Erhthung der Anzahl nichster Nachbarn aber nicht besser und
daher keinesfalls exakt fiir d = co. In diesem Sinn ist die Hubbard-Wechselwirkung ausge-
zeichnet, da fiir alle Picht-lokaien Dichte-Dichte-Wechselwirkungen die Hartree-Naherung?
fiir d = oo exakt wird [MHa86]. Die HFN ist also fiir das Hubbardmodell keine kontrollier-
_te »mean field“-Theorie im obigen Sinne. Thre Anwendbarkeit ist a priori nur bei geringen -
Elektronen- oder Lochdichten oder schwachen Wechselwirkungen gerechtfertigt. .
Im_folgen_den soll eine. kurze Einﬁihrung in den Limes d = oo fiir bewegliche Elektronensy-
steme gege_ben _iverde;n.-_Eine_.ausﬁihrliche Darstellung findet sich in [Volog]. Zunéchst ein-

“IPiir dieses mittlere Feld ist im deutschen Sprachgebrauch auch die Bezeichnung »Molekularfeld" fiblich.
Der ,,Fock“-Beitrag ist von O(1/vZ) und entfzllt in d = co.
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mal stellt sich die Frage, wie der Limes d = oo iiberhaupt definiert ist. Wesentlich dabei ist
die richtige Skalierung der Energien. Rein lokale Gréflen wie die Hubbard-Wechselwirkung
U sowie das chemische Potential p und die Unordnungspotentiale ¢; brauchen nicht ska-
liert zu werden. Anders ist es bei der kinetischen Energie: Fiir freie Elektronen auf dem
hyperkubischen Gitter wird die Zustandsdichte fiir d = co gaufiverteilt [Met89, MHa89):

N (B) = ;J(E —eg) — ;-\/%ﬁexp [— (?\Z_‘z‘)} (4.1)

mit Z = 2d. Die korrekte Skalierung des Hiipfterms ¢, fiir die die Zustandsdichte nicht
trivial wird, d.h. weder unendlich breit verschmiert noch divergent.in £ = 0, ist daher
[Met89): | o -
:;: , ¥ = const. : (4.2)
Diese Skalierung ist nicht auf das hyperkubische Gitter beschréinkt. Piir ¢ ein behebxges
Gitter mit Hupfen zwischen nichsten Nachbarn gilt die Energlerelatxon

gq = —t Z cos(gRY) ' (4.3)

mit den Z Nichste-Nachbar-Vektoren R(Y), Fiir einen beliebig ausgewihlten Impuls ¢ wird
fiir Z — oo g4 die Summe von Z Zufallszahlen aus dem Intervail [~t,¢] und wichst daher?
wie ~ tv/Z. Im allgemeinen sind wegen des Skalarproduktes die Zufallszahlen korreliert?,

~weshalb fiir nicht-hyperkubische Gitter die Energien nicht gauverteilt sind. Nur mit der

Skalierung (4.2) bleibt die Energie pro Gitterplatz endlich. Die Anzahl nichster Nachbarn,
Z, ist dabei nicht notwendig proportional zur Dimension d. So gilt etwa fiir das fcc-Gitter:
Zjee = 2d(d — 1). Fiir das Hubbardmodell wird die Skalierung (4.2) im Limes U/t = o
besonders anschaulich: Hier kann das Modell, wie in der Einleitung erwihnt, auf das ¢-J-
Modell mit einer antiferromagnetischen Kopplung J = 2/U zwischen nichsten Nachbarn
abgebildet werden. In Spinmodellen mu8 die Kopplung zwischen nachsten Nachharn aber
mit 1/Z skaliert werden, was durch die Skalierung (4.2) erzeicht wird. -

Fiir die im folgenden da argesteliten Rechnungen wurde in der Rﬂ el eine halbelliptische
Modellzusta.ndsdlbhte fiir die freien Eletronen gewdhls: o e

2

Sie hat im Gegensatz zur GauBverteilung scharfe, algebraische Ba.ndkanten, wie sie auch fur
dreidimensionale Gitter typisch sind. N(E) wird fiir das Bethegitter mit unendlicher Ver-
gweigungszahl K = Z—1 exakt. Die halbe Bandbreite ’oetragt w= 2t\/_ und ble1bt daher

. *Genaugenommen gilt dies fiir die Wurzel des Mittelwertes fiber 2. -
“%Sie enthalten Produkte unkorrelierter Zufallszahlen mit gleicher Varianz.
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- im Gegensatz zum hyperkubischen Gitter — mit der Skalierung (4.2) endlich [Eco78]. Das
Bethegitter ist wie das hyperkubische paar, was sich in der symmetrischen Zustandsdichte
widerspiegelt. Es ist daher zu erwarten, daB sich Ergebnisse bei der Wahl der gauflschen
oder halbelliptischen Zustandsdichte nicht wesentlich unterscheiden. Insbesondere fordert
in beiden Fillen die Paarheit der Gitter antiferromagnetische Korrelationen,

Die wesentliche Vereinfachung im Limes d = oo besteht davin, dafl in der diagramma-
tischen Stérungstheorie im Grtsraum die Skelettdiagramme kollabieren, Fiir rein lokale
Wechselwirkungen, wie beim Hubbardmodell, miissen nur sclche Diagramme betrachtet
werden, die Vertices nur an einem einzigen Gitterplatz besitzen{Met88]. Der Grund dafiir
liegt darin, dafl mit dem Hiipfterm ¢ auch der Sinteilchenpropagator G?j fiir benachbarte
Gitterplitze mit 1/v/Z skaliert, Aligemein gilt [vDon89, Met88a}:

Gy oc d IR B2 | (4.5)

Die Metrik ||B;}§} ist definiert als die Mindestanzahl von Kanten fitr einen Weg vom Ur-
sprung zum Gitterplatz R;, da die Elektronen nur lings der Kanten hiipfen konnen®, Als
Konsequenz wird die irreduzible Selbstenergie im Ortsraum lokal, bzw, ibre Fourierirauns-

formierte impulsunabhiingig:
B(w) = Zg(w)dy , B{gw) = T9(w). (4.6)

Die Impulsunabhéngigkeit fiihrt zu erheblichen Vereinfachungen, die es in verschiede-
nen Mcdellen erlauben, die Stérungsreihe analytisch aufzusummieren. Beispiele sind das
Falicov-Kimball-Modell [Fal69; Bra88, Jan91] sowie das Andersonmodell der Unordnung
[And58]. Das letztere wird in d = oo durch die ,,coherent potential approximation (CPA)%
[ENT4] exakt geldst {V1a82]. Fiir ein Modell spinioser Fermionen mit Néchster-Nachbar-
Wechselwirkung und Unordoug bestimmten Uhrig et al. [Uhr83] das Phasendizgramm in
d = co. Auch 1/d-Korrekturen konaten hier in erster Ordnung durchgefiibrt werden.

4.1. Anderson-flubbard-Modell

Zur Erinnerung sei hier nochmal das Modell angegeben, welches in den folgenden Ab-
schaitten behandelt werden soll: '
H=3 t; &l +US hghy + > (& — 1) i (4.7)
_ ijo B ic
Fitr U = 0 handelt es sich um das Unordnungs-Andersonmodell. Wir beschrénken uns
auf den Fall diagonaler Unordoung, d.h. wir nelinen an, daf die Unordnung die Hiipf-

®Sie wird in Anlehnung an die rechtwinkligen Stra8enziige Manhattens auch als ,New York*- oder ,taxi
cab®-Metrik bezeichnet.
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terme #;; nicht beeinflufit. Die atomaren Potentiale ¢; unterliegen einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung P(¢;), die rein lokal ist. Das bedeutet, sie sind vollkommen unkorreliert;
kurzreichweitige Ordnung wird nicht berilicksichtigt., Unter diesen Annahmen wird der
Hamiltonoperator:. ' - -

H=f§o+gﬁ+2(és“#)ﬁia- (4.8)

iz
Dabei ist E’g.-ﬁ- Hpy das reine Hubbardmodell. Die thermodynamischen Eigenschaften des
Systems lassen sich allgemein aus der gemittelten freien Energie, bzw. dem groSkanoni-
schen Potential |
- Qger = ~T (InSpexp(—AH)) (49)

geim

bestimmen. Die Unordnung ist eingefroren (,,quenched”), weshalb die frele Energie iiber
die Konfigurationen der atomaren Potentiale gemittelt wird. Diese Mittelung {iber eine
GroBe X geschieht wie {iblich gem#8:

©gen =TT [ d0P@)] Xlersem), ' (4.10)

wobel IV die Anzahl der Gitterplitze ist.

Die Spur {iber die fermionischen Frejheitsgrade in (4.9) kann in endlichen Dimension
nicht exakt durchgefiihrt werden. Die starken Vereinfachungen, die sich im Limes d =
co ergeben, erlauben es aber, das System auf ein effektives lokales Problem abzubilden
[Jan92, Jan92a). Die wesentliche Punkte sollen im folgenden Abschnitt kurz da.rgestellt

‘werden.

4.2, 'ﬁ‘”eze Energie im Limes d = o0

Die Herleitung des Funktionals der freien Energie beruht auf dem Formalismus der ,er-
haltenden Nzherungen® [Bay62]. Baym zeigie Kriterien auf, fiir welche N3herungen bei
der Auswahl der Skelettdiagramme der Selbstenergie die thermodynamische Konsistens
einer Theorie erhalten bleibt. Thermodynamische Konsistenz meint hier die makroskopi-
schen Erhaltungssitze sowie thermodynamische Bezichungen wie die Maxwellrelationen.,
Die Kriterien fiir eine erhaltende Néherung sind dguivalent zu der Forderung, daff die
Selbstenergie nach einem Variationsprinzip aus einem erzeugenden Funktional & der vol-
‘len Greenfunktion Gf; bestimmt wird: -
. _ . 55

Bg = — O (aa1)

R e
Das grofkanonische Potential kann damit als Funktional von X geschrieben werden: L

BO(T) = (G} - 5p(8C) - Splaf(€) %], (412)
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Dabei ist G° die freie Greenfunktion, und die Spur (Sp) steht fiir die Summe fiber al-
le Gitierplitze, Frequenzen und Spins. (Hier, wie im folgenden, werden Gitterplaiz- und
Spinindizes ggf. unterdriickt, wenn der Zusammenhang klar bleibt.) In d = oo ist die
Selbstenergie lokal und ihre selbstkonsistente stSrungstheoretische Entwicklung enthilt
nur den lokalen, vollen Propagator &%, Die Berechnung des ®-Funktionals fiihet hier zu
einem lokalen Problem und kann explizit durchgefiihrt werden [Jan86, Jan91]. (4.12) steht
fiir eine feste Unordnungskonfiguration, die Mittelung iiber alle Verteilungen mufl im An-
schluf noch durchgefithrt werden, Diese vereinfacht sich im Limes d = oo ebenfalls extrem,
da nur iiber die méglichen Werte von ¢; auf einem representativen Gitterplatz gemittelt
werden mufl. Die Erweiterung auf den Fall mit Unordnung wurde von Jani§ und Voll-
hardt [Jan82a) durchgefiihrt. Fiir den homogenen Fall, £ = £°,° wird das Funktional
des grofikanonischen Potentials schlieflich:

oD
Qem/N = -TF f dE N(B)la fiwn + po — 5 — B
on —CD
+T % W(Gh) ™ =Tl Z2{G", &}y gem - (4.13)
on

Dabei erfolgte die Darstellung - wie stets im folgenden - in Matsubarafrequenzen w,, =
(2n + 1)x7T. Die Summe iiber die Gitterplitze ist hier durch ein Intergral {iber die freie
Zustandsdichte N(E) ersetzt worden. Der letzte Term ist die freie Energie eines lokalen
Problems mit der Zustandssumime

2{g7 e} = jf YDy eIl (4.14)

geschrieben als ein Funktionalintegral iiber Grassmanuvarieblen ¥, (siche z.8. [Neg88}
und Anhang A). Die Wirkung A4 ist eine Funktion des effektiven lokalen Propagators
Gl=G1+3: '

AT e} = D@ - alton = [ dr @B N (@19)

Dabei sind die Grassmannvariablen in gemischter Frequenz- und imaginidrer Zeitdarstel-
lung geschrieben worden. '

Die drei Terme in (4.13) kénoen im Rahmen ,mean field“-artiger Bilder interpretiert
~ werden [Jan92a): Der erste Term ist die freie Energie unabhiingiger Blektronen in einem
frequenzabhé,ngigen, homogenen Potential £F. Dieses ist so definiert, dafl es die Effickte
durch Wechselwirkung und Unordnung im thermodynamische Limes ezakt widergibt. Der
zweite Beitrag subtrahiert die freie Energie eines representativen Gitterplatzes . Nun wird |
das effektive Potential ¥ durch das ,,wahre* lokale Potential dip = LU o + ¢ ~ pty ex-
setzt. Besziiglich v;; wird die freie Energie berechnet und iiber die Unordnung gemitielt

© .. ®Der Fall mit Symmetriebrechung wird weiter unten behandels.
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(Beitrag drei). T ist durch die Forderung bestimmt, da8 die freie Energie stationsr unter
seiner Variation ist: dQgem /05 = 0.

Die Stationaritdt von §lgem gegeniiber dem vollen, lokalen Propagator G vervolistindigt
die thermodynamische Konsistenz; d.h. die physikalischen Werte von 3 und G sind dieje-
nigen, fiir die Qg.;;, stationér wird. Es sei allerdings daran erinnert, daBl wir es hier nicht
— wie etwa in der Weissschen Theorie — mit einfacher Zahlen zu tun haben, sondern mit
komplexen Funktionen der Frequenz. Die r8umlichen Freiheitsgrade werden in d = oo
auf einen einzigen Gitierplatz abgebildet, dieser wechselwirkt mit allen anderen {iber eine
kompliziertes, dynamisches Potential £7. Bevor die Selbstkonsistenzgleichungen, erweitert
auf den Fall mit Symmaetriebrechung, dargestellt werden, sollen kurz die beiden Grenzfille
U = 0 und ¢ = const. diskutiert werden. '

4.2.1. Zusammenhang mit der ,coherent potential approximation®

Im wechselwirkungsireien Fall wird die Zustandssurame (4.14) ein gauflsches Integral und
kann apalytisch durchgefiihrt werden:

Zy=o{G,e} = [T 165" -« (4.18)
Die freie Energle wird damis: -
QU =O/N = T3 f ” 4B N(E)n [iwp + pto — £ — E]
([l + GE(EE - e)])gem? 5 (4.17)

und die Variation etwa nach G ergibt

& — 23
—_ =0, 4,

Die linke Seite ist aber gerade die gemittelte Streumatrix (T-Matrix) fiir die Streuung an
den Zufallspotentislen relativ zum effektivem Medium T [Ric88, Eli74]. In der ,coherent
potential approximation® (CPA) wird ¥ als diagonal im Ortsraum angenommen; diese
»lokale Niherung® wird exakt im Limes hober Dimensionen. Die freie Energie (4.13) kann
daher auch als eine feldthecretische Erweiterung der CPA fiir W@ChSchLkEﬁde, ungeord- -

nete Systeme betrachtet werden. -

4.2.2.__Za$an1menhang mit Stérstellenmodellen

Fiir das reine Hubbardmodell chne Unordnung (0.B.d.A ¢ = 0) gewannen Georges und
Kotliar [Geo82] mit einem vollig anderen Ansatz dieselbe Gleichung fiir die lokale Wirkung

"Dies ist gewissermaBen ein Gegenstiick zur (,unrestricted“}-HFN, bei der das effektive Potential rein
statisch ist, aber im Ortsraum sehr kompiziert sein kann,
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A (4.15). Sie stellten heraus, daB A exakt der Wirkung eines Hilfs-Stérstellenmodells
entspricht (siehe auch [Jar92, Ohk91]). Als Beispiel kann das Einzel-Storstellenmodell von
Anderson (,single impurity Anderson medel®, SIAM) {And61] dienen:
Bstam =3 eqbl bge +ea e, + Ubepirey + V'3 (ah0 + ags) - (4.19)
I 114 ’ [ ) qe
Bg1ant beschreibt Elekironen im Leitungsband (g,), die mit dem Orbital einer Stdrstelle
hybridisieren. Auf der Storstelle wirkt eine elektronische Abstofung U. Die freie Green-
funktion (U = 0}, lautet hier:

G an(iwn) = dwg — eg + A(fwy)
: : _ 2 [ N(E)
AGw,) = V j: A (4.20)

mit der Zustandsdichte des Leitungsbandes N(E). Die frequenzabhingige Gréfle Aliw,)
wird als eficktive Hybridisierung bezeichnet, Die Wirkung ist in diesem Modell offensicht-
lich formal durch (4.15) gegebenen, wenn men G%;,,, mit G identifiziert. Andersherum
ausgedriickt: 4 ist die Wirkung eines modifizierten SIAM mit einer effektiven Hybridisie-
rung:

o Afiws) = Gliwn) — fun + €4 . (4.21)

¢ muB dabei selbstkonsistent gemi8 (4.13) bestimmt werden, worauf im folgenden Ab-

* schnitt noch im einzelnen cingegangen werden soll.

Die Aquivalenz zu Einzel-Stdrstellenmodellen ist zunsichst einmal nur eine andere Formu-
lierung desselben Sachverhalts, doch hat sie verschiedene Gruppen dazu motiviert, Me-
thoden, die aus der Behandlung des SLAM bekannt waren, auch auf das Hubbardmodell
in d = co anzuwenden. Sclehe Methoden sind etwa storungstheoretischer Art wie die ,non
crossing approximation® (NCA) (sieke [Prud3] und Referenzen darin) oder nichtperturba-
tiv wie Quanten-Monte-Carlo-Simulationen [Hir86) und exakte Diagonalisierung [Caf34}.
Das reine Hubbardmodell ist von mehreren Gruppen mié verschiedenen Techuiken behan-

delt worden. Gegenstand der Untersuchungen waren das antiferromagnetische Phasen-

diagramm [Jar02, Jar93, Geo92a), der Mott-Hubbard-Ubergang [Geo92a, Geod3, Geod3a,

Gro94, Roz92, Zhald], sowie auch Transporteigenschaften [Prud3]. Auf einige wesentliche

. Brgebaisse wird bei der Darstellung der Resultate zum ungeordneten Hubbardmodell im

folgenden bezug genommen werden. Georges et al. beobachteten ferner das Aufireten su-
praleitender Instabilititen in einer Zweibandversion des Hubbardmodells [Geo%3a]; Jarrell
et al. wandten die Methoden auch auf audere Modelle wie das periodische Andersonmodell

[Jar$3a) und das Holsteinmodell [Fre$3] an. Die Bildung lokaler magnetischer Momente
und der Metall-Isclator-Ubergang wurde kiiezlich im Anderson-Hubbard-Modell mit zu-
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fallsverteilten Hiipfamplituden im wesentlichen mit perturbativen Methoden untersucht
[Dob93). '

4.3. Selbstkonsistenzgleichungen in der gebrochenen Phase

Bekanntermafien weist das reine Hubbardmodell bei halber Bandfiillung und hinreichend
grofilem U antiferromagnetische langreichweitige Ordnung (AFLRO) auf. Zumindest im
Limes d = co existiert AFLRO auch etwas abseits der halben Bandfiillung sowie fiir be-
liebig kleine U im Grundzustand [Jar92]. Um die AF-Phase auch in der Anwesenheit von
Unordnung zu studieren, erweitern wir die freie Energie (4.13) auf die syminetriegebre-
chene Phase. Wir beschrinken uns dabei auf den Fall paarer Gitter und miissen dazu die
Greenfunktionen und Selbstenergicen auf den beiden Untergittern unterscheiden, Die Sym-
metriebrechung durch AFLRO ist analog zu der durch die Ladungsdichtewelle induzierten
(siehe Kapitel 3.1). Wie dort kann sie durch ein symmetriebrechendes (hier magnetisches)
Feld h, beschrieben werden: _
- B, =3 %o by, . (4.22)
ie

mit @ = (m,++-, 7). H, wirkt also mit unterschiedlichen Vorzeichen auf den beiden Un-
tergittern. Fiir freie Teilchen mit einem Energieband £, kann der Hamiltonoperator mit
Syminetriebrechung unter Vernachiissigung der Sp:mndlzes als Su.mme uber 2x 2—Blimear-

formen geschrieben werden:
P B 2 2 Eg— 4 . hs R
CHy+ Hy = Z Cihch, hqs( ¢ ) . (4.23)
geRBE £ . Ry :—'&' Tk '
Dabei ist Cg = (c‘;,c;_.rg); die g-Vektoren laufen nur {iber eine halbe Briliouinzone, und
es wurde die auf paaren Gittern giiltige Bezichung e,.0 = —e, ausgenutst. B+ 8,

haben wir bereits in Kapitel 3.1 dlagonahsxert Die Elgenwerte der inversen Greenfunktzon
1(2@;%) wl— hq werden demit: ' '

(wp) =i, + 4 -{’.ax/é-z B2, (a - i’) L (4.24)
Dle ﬁ'exe Energxe ergxbt smh aus der ,Spur-log®-Formel [Negss] : S

L Qo - -Slen Gy iws) = Z}_n (zwﬂ)

gan

' =;-an [(fwn + g+ hy)(iwn + 2 —Re) —€2] .~ (4.25)
gn : .

Diese Gleichung gilt analog auch fiir den Fall nicht freier, aber unabhéngiger Elektro-
he;l,__d.h_. in der: Anwesenheit des lokalen effektiven Potentials ¥, weiches nun auch vom
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Untergitter abhéingt. Die freie Energie (4.13) hat schlieBlich in der AF-Phase die Form:

2 b . .
= Qe = ~TY [ dBN(B)In[(iwe + par = Dgo)ivn + 50 = ) — B
gn Y00
| +T 3 (G - TS (2 {67, &} gem - (4.26)
oy 5

G und T erhalien also einen weiteren Index v € {4, B} & {+1, ~1}, fiir die beiden mit ,, 4“
und ,,B“ bezeichneten Untergitter, Die Zustandssumiae Z ist das Produkt der Zustands-
summen der beiden Untergitter; bei der Berechnung der Wirkung A4 in (4.15) miissen die
Crassmannvariablen und Greenfunktionen durch die untergitterabhingigen Grofen ersetzt
werden, also ¥y — gy, etc. Die Felder p, = 4 + voh, + oh enthalten neben dem che-
mischen Potential dag AF-Feld h, sowie das homogene Magnetfeld h. Es kdnnen natiirlich
noch weitere Felder eingefiihrt werden, die z.B. Symmetriebrechung durch LDW oder Su-
praleitung beschreiben. Um die Stabilitit der homogenen Phase gegeniiber diesen Feldern
zu untersuchen, geniigt s, aus den zweiten Ableitungen von (4.28) die entsprechenden Sus-
zeptibilititen bel verschwindendem Feld zu bestimmen. In diegem Fall braucht man nur
das homogenen Problem selbstkonsistent zu lésen. Will man dagegen die Eigenschaften
der gebrochenen Phase selbst bestimen, so miissen alle relevanten Greenfunktionen und
Selbstenergien der Untergitter beriicksichtigt werden. Die obigen vier Greenfunktionen
G, geniigen 2.B. zur Beschreibung der ferromagnetischen (F)-Phase und der AF-Phase,
sowie einer uniaxialen Mischphase (siche Abschnitt 4.7). Auch eine LDW-Phase kénnte
dargestellt werden. Fir die Untersuchung der reinen AF-Phase gentigen unter Ausnutzung
der A-B-Symmetrie, G5, = Ggo etc., die beiden Greenfunktionen auf einem Untergitter.
Wie bereits dargestelit, folgen die physikalischen Werte von & und T aus der Stationa-

ritdtsbedingung:

. JQgem =0 ‘Kzgem
8GY, ' 63,
Dies fiihrt zu zwei gekoppelten Gleichung fiir G7, und T

57 -3 .
= Jf df—" N(E)—"—:“L'g = _j; dr ewn‘r«wva("')?!’f}a(e))f')gem (4.28)

=0, (4.27)

Zn "B
mit der Abl{urzung 25n = W, + ey — B, Die thermische Mittelung (- - +)r geschieht mit
der lokalen Wirkung Z., gem&8:
| (O = — f DY DY@ ePat4s (4.29)
Z.25 |

Die linke Seite von (4.28) bedeutet, daB der lokale Propagator durch das efiektive Potential -
¥ bestimmt wird. Die rechte Seite ist die eigentliche Selbstkonsistenzgleichung fiir %, die

die Dyna,mxk des Systems in Abhfingigkeit von den Modellparametern T, p, U und der

Unor d.nungsvertellung bestlmmt Die numerische Behandlung von (4.28) wird in Abschaitt

4.5 dargestellt.:
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4.4. Bestimmmung von Suszeptibilititen

Eine Ldsung der Selbstkonsistenzgleichungen (4.28) ist nicht notwendig die stabile thermo-
dynamische Phase des Modells, da eine stationire Lésung auch metastabil oder sogar insta-
bil sein kann, Das Auftreten weiterer (meta-)stabiler Phasen kann zu Phaseniibergingen
erster Ordnung fiihren, wie es etwa beim TLS-Modell in HFN (Kapitel 3.1} beobachtet
wurde. Die thermodynamisch stabile Phase mufl in einem solchen Fall durch Vergleich
der freien Energien bestimmt werden. Da nicht alle moglichen Phasen untersucht wer-
den kénnen, mufl man Annahmen iiber die vermutlich relevanten Phasen machen. Ein
Phaseniibergang zweiter Ordnung ist dadurch charakterisiert, daf die selbstkonsistente
Lisung gegeniiber einem symmetriehbrechenden Feld instabil wird. Auch hier mu8 im all-
gemeinen eine Auswahl der zu untersuchenden Symmetriebrechungen getroffen werden.
Zur Bestimmung der Phasengrenzen (z.B. der kritischen Temperatur) gentigt es hier, in
der homogenen Phase zu rechnen. Eine Instabilitit gegeniiber einem Feld = zeigt sich in
der Divergenz der dazugehdrigen Suszeptibilitdt X, die sich aus der zweiten Ableitung des
groBkanonischen Potentials ergibt: ' '

1 &2995773

Kgom =~ 753

(4.30)

Eine notwendige Voraussetzung fiir thermodynamische Stabilitis ist die Positivitét von X
anders ausgedriickt: {lgep, ist eine konkave Funktion des Feldes z. Allgemein wirken duflere
“Felder explizit nur dber die Terme p., in der freien Energie (4.26). Die Felder wirken auf
verschiedenen Untergittern und Spins unterschiedlich, weshalb wir schrejben: '

: A

2 o
Hye = % ;:a s f:?a- = ‘;{ ur I = i ‘ug > (4.31)
it t M /g

z wirkt hier auf die homogene und die A-B-Untergittermagnetisierung, bew. die entspre-
chenden Elektronendichten. Die erste Ableitunge der freien Energie liefert im wesentlichen

den Ordnungsparameter der korrespondierenden Phase:

N =T S (432
Die Suszeptibilitdten sind also erste Ableitungen der Greenfunktionen. Beim Anderson-
Hubbardmodell interessieren wir uns insbesondere fiir AFLRO und bestimmen daher die
AF-Suszeptibilitdt x4r = xi%f mit & = h,. AuBerdem soll die Kompressibilitht sgem
{(z =.p) berechnet werden. Kg.m zeigt nicht nur eine eventuelle Instabilitét beziiglich
Phasenseparation auf (#ge — ©0), sondern ist auch ein thermodynamisches Kriterium
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fiir einen Metall-Isolator-Ubergang (#gem —* 0). Um die Notation {ibersichtlich zu halten,
wird im folgenden die A-B-Symumetrie, G7, = GZI,, ausgenutzt, indem wir die Indizes
(y,0) zu einem einzigen Produktindex o = 7o zusamimenfassen. Dies ist, wie bereits
erwahnt, in der homogenen und der reinen AF-Phase méglich und reduziert die Anzahl
unabhingiger Parameter.

Die Suszeptibilititen (4.30) berechnen wir nun durch Differentiation von (4.32) sowie der
Selbstkonsistenzgleichungen (4.28). Letatere schreiben wir in der neuen Notation als:

Gan = (QQB(E))E (4.33)

3 .
Con = = [ dr (i (r)o (O))r)em (439

mit gan(E) = (ZM - Ez/z—aﬂ)_l, z(xﬂ = éwﬁ + #:0 + gfg - zan 8 (" ‘)E Sieht fﬁf daS
l’ntegra.l uber die frele Zustandsdichte N(E). Die Differentiation von (4.34) ergibt:

aG
8 =T 3 TS Vo - (4.35)

hlnf

Dabel ist ' die lokale Zweiteilchen-Korrelationsfunktion

ngﬂ.l,ﬁgng ((¢anx¢§ng¢a' ¢a’ )T)gem (('ia!’aﬂ1¢;ng)?<¢a‘ﬂ‘l¢z'n' )T)gem e (4‘36)

Die Funktion 42, = £[Gz1 + Ton) miBt die Antwort des effektiven Potentials auf das
#uBere Feld. Wegen ihrer Frequenzabhingigkeit wird sie als dynamische Antwortfunkii-
on bezeichnet, Wahrend T eine rein lokale Grofle ist, enthilt v die Informationen iiber
langreichweitige Ordnung. Sie hingt zwar nicht explizit vom Impuls g ab, ist aber des-
halb nicht lokal, sondern nur disgonal im Impulsraum. Die ¢- Abh#ingigkeit steckt implizit
in dem betrachteten Lufleren Feld. So ist ¢ = (0,--+,0) fir #gem und ¢ = (w,--,m) fir
Xxar. 7y wird liber eine Integralgleichung bestimmt, die im folgenden hergeleitet wird, Dazu
differenzieren wir nun (é.33).na,ch z und erhalten:

Gl =

. f” _ F-an ez .
\’Tczﬁ ng fa) g&“’a K'}’_ﬁﬁ + Gz_an f._a) ﬂcgn (4.67)

mit den Abktirzungen £on = (82.{E))E, Man = (B2, (E))5/7% 4n. Auflésen von (4.37)
nach G, und Gleichsetzen mit (4.35) liefert eine Matrixgleichung fiir 4Z:
Z(éﬂﬁ"ﬁgpl + nn’,n’n)7a—'n’ = zn - (4'38)
a'n' _
In dem Untergitterindex sind Rg"' und v, zweidimensionale Matrizen bzw. Vektoren, die

wir wie folgt schreiben kinnen:

R, = —(detDy) 1D, Th, v = Rof® (4.39)

8)15 meint ein konstantes chemisches Potential zur Regulierung der Teilchendichte und wird hier formal
‘voin Feld z = i unterschieden.
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mit £2 = (72, f£)7 und den Matrizen:

£-n " ' R
[1- Gz, & " E+m Mo :
D, = o . , Ta= . (4.40)
&, e Ton bon ) :

Durch Inversion von (4.38) erhalten wir 4 aus den lokalen Gréfen R, und I'. Ry, und T
enthalten Ein- bzw. Zweiteilchen-Greenfunktionen des lokalen Problems mit der Wirkung
A (4.15). Kennen wir 7%, so erhalten wir G',,, etwa mit (4.35) und damit die Suszeptibilitst
aus(4.30) und (4.32):

2
X =T feGh = o 5 3 T i (e41)
an aal nn!

Die Matrixgleichung (4.38) macht auf einer mehr technischen Ebene deutlich, warum ~Z,
die entscheidende Gréfe fiir die Stabilitit gegeniiber dem Feld =z ist. Wihrend T als Integral
iiber Zweiteilchen-Propagatoren immer endlich bleibt, kann 47, und damit auch X durch
die Inversion der Mairix in (4.38) divergieren. Die Phase wird instabil, wenn (mindestens)
ein Eigenwert dieser Matrix verschwindet. Wir werden sehen, dafl das Verhalten der dy-
namischen Antwortfunktion fiir niedrige Matsubarafrequenzen, also nahe der Fermikante
die wesentliche Information in der N&he einer Instabilitit enthilt. Die frequenzsufgeldste
Funktion 47, ist daher eine empfindlichere Grdfe als die bereits gemittelten Suszeptibi-
litdten, : : :

4.5. Numerische Behandlung

In diesem Abschnitt soll die numerische Lsung der Selbstkonsistenzgleichungen fiir & und
Z dargestellt werden. Auf die Berechnung der Suszeptibilititen wird im Anhang B einge-
gangen werden. Wir verwenden wieder die Notation des vorherigen Abschnitts, d.h. mit
dem kombinierten Spin- und Untergitterindex & = 4o, Die Bestimmungsgleichungen (4.34)
und (4.34) kénnen iterativ gelost werden. Eine méglicke Tterationsfolge kann folgenderma-

Ben symbolisiert werden: -

(4.33) o
E=¢g1t-G1 — G =e(B)e

& I . (442)

G = —(¢v*) —  g=[l+3t
(4.34)

Wir starten oben links mit einer Test-Selbstenergic ¥ — etwa mit der freier Elektronen
(Zan = 0) oder mit der HF-Selbstenergie (Zan = U(n-qa)) - und berechnen daraus G als

Integral tiber N (E). Dann bestimmen wir den effektiven lokalen Propagator G und 18sen
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das dazugehorige lokale Problem (4.34). Damit erhalten wir eine neue Greenfunktion G
und ein neues effektives Potential . Diese Schritte werden wiederholt, bis hinreichend gute
Konvergenz erzielt worden ist, d.h. bis ¢ und & sich im Rahmen einer vorgegebenen To-
leranz nicht mehr unterscheiden. Der schwierige und nicht exakt durchfiihrbare Schritt in
der Iteration ist die Losung des lokalen Problems. Der Grund ist der Wechselwirkungsterm
in der Wirkung A. Um verl#filiche und im Prinzip niherungsireie Resultate zu erzielen,
verwenden wir die Methode der Monte-Carlo-Simulation. Die Ergebnisse sind im Rahmen
statistischer und kontrollierbaver systematischer Fehler exakt. Die Nachteile sind die rela-
tiv aufwendigen Rechnungen, sowie die durch die Rechenzeiten aunferlegte Beschrinkung
anf relativ hohe Temperaturen. Auch die Bestimmung dynamischer Eigenschaften erweist
gich als numerisch sehr aufwendig. Auf der anderen Seite ist es — neben der recht neuen
Methoden der ,exakten Diagonalisierung “[Caf84] — die einzige Méglichkeit, das Modell
in d = co ohne weitere Niherungen zu 18sen. Wegen der Aquivalenz zu Einzel-Storstel-
lenmodellen bietet sich hier das groBkanonische Monte-Carlo-Verfahren nach Hirsch und
Fye [Hir86] an. Es beruht auf den gleichen Prinzipien wie das GQMGC-Verfahren, das in
Kapitel 2.1 dargestelit wurde. Hier sollen nur einige wesentlich Punkte und Unterschiede
herausgestellt werden.

Die numerische Behandlung des lokalen Problems (untere Zeile in (4.42)) erfolgt wie
iiblich in imaginiirer Zeitdarstellung. Das Intervall {0, 5] wird in L Abschnitte der GriBe
Ar = ﬁ/L diskretisiert, und wir erhalten die diskretisierte lokale Wirkung:

A{g’ &) = ATz Z E 'i,bag(g_l(l =1 — &)thar

@ =0

1
—5ATU Y Yardardlartal - (4.43)
ol

Die obere Zeile in (4.42) berechnet dagegen Gréfen in Matsubarafrequenzen. Im Fall der

halbelliptischen Zustandsdichte (4.4) kann die Integration (4.33) analytisch durchgefithrt:

werden, und wir erhalten:

2z |
Gan = =51 - ‘/ —w?/(24n28n)] - (4.44)
Zwischendurch, d.h. zweimal pro Iteration, miissen die zeitabhiingigen Gréfen in frequenz-

-.abbéngige bzw. umgekehrt durch Fqu:iertramformgt_ion umgerechnet werden:

_ Lj2-1 - .
' GG(IAT) T 5 Gone ™87 Gop = Ar Y Ga(lAr)e ™riAT, (4.45)
n=—L{2 ' =0

Die Wechselwirkung kann wie {iblich durch sine Hubbard-Stratonovich-(HS-)Transforma-
tion entkoppelt werden. Die diskrete Version (siche Kapitel 2.1) liefert bis auf eine Kon-

h stante &ie lokale Zustandssumme als eine Summe tiber die Werte +1 der HS-Hilfsvariablen
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{a1}: .
@) = T [Duns en (T suMOudar}
. : {g==+1} all
= 5 Jfdetmes. 0 (4.46)
{gg=41} @ S SR o :
Dabel ist M®(s)y = Ar2G;H(I =) —~ Ardyplads; +6 - U/2); A = arcosh[exp(AfU /2)]
Der gexmttelte Emteﬂchenpropagator berechnet sich aus:

Cul(i = 1)Ar) = <§ Sy e det I 6) et b~ hgem . (4d)
B .
G - wie auch die Zweiteilchenkorrelationen ~ wird also fiir alle Werte des Potentials ¢;
berechnet und anschliefiend gemittelt. Technisch ausgedriickt: Die untere Zeile in (4.42)
besteht aus einer Schleife {iber die ¢;—Werte. Die Summation iiber das HS-Feld wird wieder
mit Einzel-Spinflips durchgefiihrt, die eine effiziente Berechnung der Ubergangswahrschein-
lichkeiten und Greenfunktionen erlaubt. Deren Berechnung erfolgt dhulich wie in Kapitel
2.1 dargestellt und soll hier deshalb nicht n&her ausgefithrt werden. Es sei nur bemerkt, da8
der Ortsindex hier formal durch den Zeitindex ersetzt worden ist. Wir haben hier zwar nur
ein lokales Problem vorliegen, jedoch brauchen wir zur Berechoung der Erwartungswerte
stets den vollen zeitabhidngigen Propagator. Dieser ist ferner fiir eine feste Konfiguration
des HS-Feldes zeitlich nicht translatiopsinvariant. Die Dimension der hier aufiretenden
Matrizen ist L; der Rechenaufwand fiir die Neuberechnung der lokalen Greenfunktion fiir
jede HS-Feldkonfiguration analog zu (2.32) ist daher proportional zu L2, Fir kleine Gitter
(L < 22) ist =5 m&glich, iiber simtliche 2 Konfigurationen zu summieren®. Wegen der
exponentiell anwachsenden Bachenzeit mufl man fir L > 22 Methoden des ,importance
sampling® anwenden. Bei vollstindiger Summation konvergiert das Iterationsverfabren in
typischerweise 4-8 Iteration mit einer Genauigkeit von ~ 1075, Bei der MC-Summation
betrigt der Fehler hier noch etwa 10~% und kann durch weitere uexati_a.nen in der Regel
nicht mehr wesentlich verbessert werden. In der NEhe thermodynamischer Instabilititen
‘wird die Konvergenz erwartungsgemé8 deutlich langsamer. Bei grofien Werten von U wird
das ,MC sampling“ zunebmend ineffektiv, so daf, wenn moglich, die vollstindige Summa-
tion vorzuziehen ist. Bei kleinen und mittleren Werten von U a;rbe_itet die MC-Simulation
dagegen auch bei recht tiefen Temperaturen zufriedenstellend. o
Alle Resultate miissen schlieflich zum Kontinuumslimes A7 — ( extrapoliert werden. Auf
der anderen Seite 188t uns der Fehler in Ar auch Freiheiten etwa bei der Definition der
Greenfunktlonen, unter der Voraussetzung, daB sie fiir A7 — 0 mit der exakten iiber-
einstimmt. Die Diskretisierung hat nimlich zur Folge, da die G,(lA7) in (4 45) nicht

- °Die Rechenszeit fiir eine Iteration betrigt auf einem Prozessor der CRAY Y-MP hier etwa 300 Sekunden. -
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den Werten der kontinuierlichen Greenfunktion bei 7 = [A7 entspricht; es treten viel-
mehr Oszillationen in Go(IA7) auf. Insbesondere gibt der Wert bei I = 0 nicht den Limes
Gt 2 0+)=n-1 ﬁrieder, sondern ist z.B. filr p = 0 wegen der Antisymretrie von Gan
auch fiir beliebig groBe L exakt gleich null. Ein Ausweg besteht darin, die Zwischenwerte
von Gg(7) durch lineare Interpolation zu erginzen, und daraus Gg, fiir alle (praktisch:
cinige fausend) Matsubarafrequenzen zu bestimrmen [Geo93]. Dazu sind fiir jede Iteration
anfwendige Fouriertransformationen erforderlich; aufierdem mufl X, fiir grofe n geeignet
definjert werden. Eine andere Methode besteht darin, Gay wie folgt ummzudefinieren:

| -I@Caﬂ = Arlexp(A7/Gan) — 1}—'—1 (4.48)

Go(l) ist dann als Fouriertransformierte von Ggn gemiB (4.45) definiert. Sie wird fiir
A7 — 0 gleich der kontinuierlichen Greenfunktion und ist auch fiir endliche A7 eine glat-
te Funktion von v (siche Abbilduung 4.1). Ferner hat G,(0) bei g = § den korrekten Wert
von -0.5 und konvergiert abseits halber Bandfiillung schnell gegen ng — 1. Bei verschwin-
dender Bandbreite (,atomarer Grenzfall*) liefert (4.48) die exakte Greenfunktion ohne
jeden Diskretisierungsfehler (siche Anhang B).

I‘IL’E][J,i‘IlIE 11|PII‘!'IJ._LIII

05 - f=16, L=24, u=0 B 0.8 - g=18, L=24, p=—05 ~
| 0.8 - -
L o
= b
S’ o
L;J 5 0.4 - -
I
0.2 5
0 [ELEEL N B LI L L 0 L S B T B T et S B
0 5 10 15 0 5 i0 i5
T T

Abbildung 4.1: Diskretisierte Greenfunktion G(7) fiir freie Elektronen (Polygonziige). Ge-
strichelte Linien: aus normaler Fouriertransformation von Gy; durchgezogene Linien: nach
Umdefinition von G, gemif (4.48). (Die kontinuierliche Greenfunktion liegt inperhalb der

 Steichstéirke.) a) 4 =0, b) i = —0.5,
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4.6, Ergebnisse

Die folgenden Abschunitte stellen Ergebnisse zum Anderson-Hubbardmodell bei halber
Bandfiillung dar. Ohne Unordnung weist das Hubbardmodell hier zwei wesentliche phy-
sikalische Phinomene auf: Zum einen die Bildung antiferromagunetischer langreichweitiger
Ordoung (AFLRO) mit einem durch die Symmetriebrechung induzierten Metall-Isolator-
Ubergang. Zum anderen einen Metall-Isolator-Ubergang (MIU) durch die Wechselwirkung,
den ,Mott-Hubbard“-Ubergang. Da, wie bereits erwihnt, der Grundzustand stets AF-
geordnet ist, kann der ,,Mott-Hubbard“-f'}’bergang nur als ,Metall-Halbleiter“-Ubergang
oberhalb der Néel-Temperatur Ty beobachtet werden. Auf der anderen Seite ist es méglich
die A-B-Symmetriebrechung kiinstlich zu unterdriicken indem man die Greenfunktionen
auf den Untergittern gleichsetzt, um den ,Mott-Hubbard“-Ubergang bei tiefen Tempe-
raturen zu studieren. Die so entstandene Phase entspricht einem hypothetischen Modell,
in dem - etwa durch Unordnung - die AF-Phase zerstdrt ist. Eine andere Méglichkeit die
AFLRO zu unterdriicken, besteht darin, Zustandsdichten nicht-paarer Gitter, etwa die des
fec—Gitters zu verwenden (siehe Abschnitt 4.8).

Unordnung allein kann ebenfalls zu einem isclierendem Verhalten fiithren. Im Limes d — co
gibt es zwar keine lokalisierten Zustinde mehr, aber cine diskrete Verteilung der Unord-
nungspotentiale kann eine Bandaufspaltung und dadurch einen MIU bewirken [E1l74]. Auf
der anderen Seite erwartet man, dafi die Unordnung jede langreichweite Ordnung unter-
driickt. Im Zusammenspiel von Wechselwirkung und Unordnung stellen sich daher folgende
Fragen:

1. Gibt es eine kritische Unordnungsstirke, ab der es keine AFLRO mehr gibt?

Wird die Néel-Temperatur durch Unordnung stets reduziert?

)

3. Schwicht die Wechselwirkung stets das metallische Verhalten?

.-Welche Rolle spielt die Wahl der Unordnungsverteilung?

Nach der Definition der verschiedenen untersuchten Unordnungsverteilungen im folgenden
Abschnitt, sollen moglichst explizite Antworten auf die obigen Fragen gegeben werden.

4 6 1 Unordnungsverﬁeﬂungen

Be1 der M;ttelung iiber die Zufallspotentiale ¢; in (4.10) haben wir noch die Freiheit der
Wahl der Unordnungsverteilung P(e;). Wir untersuchen drei qualitativ verschiedene Ver-

teilungen:
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a) Eine zweiwertige Verteilung:

Punsr (@) = 3 [oer— 5) + 8= 3)] (¢.49)

Dies entspricht einer ungeordneten Legierung aus zwei Komponenten, deren atomare Po-
tentiale um einen Betrag A auseinanderliegen. Wir betrachten hier nur den Fall gleicher
Konzentrationen der Komponenten, in dem wir die mittlere Bandfiillung auf n = 1 festhal-
ten konnen. Der freie Parameter A ist ein Ma8 fiir die Unordnungsstérke, Jm Fall U = 0
ist aus der CPA bekannt, da8 das Modell in d — oo fiir A > w durch Bandaufspaltung
isolierend wird. (w ist die halbe Bandbreite, siehe (4.4), die von nun an unsere Energies-
ksla darstellf: w = 1.) o S | |

b) Eine kontinuierliche Verteilung:

Pronee) = 31 [(5) - & (4.50)

Hier sind die Potentiale symimetrisch und kontinuierlich zwischen —4A/2 und A /2 verteilt.
Die genaue, hier halbelliptische Form ist dabei nicht wesentlich; Vergleichsrechnungen mit
einer konstanten Verteilung ergaben im Rahmen der Genauigkeit fast ununterscheidbare
Resultate. Numerisch wird die Integration iiber kontinuierliche Unordnungsverteilungen
mittels der Gauss-Legendre-Quadratur durchgefiihrt [Pre§9). Eine mittlere Diskretisierung
der Zufalkpotenﬁla% von é¢ & (.2 liefert eine voll ausreichende Genauigkeit von etwa 10~8
fiir -alle Observeblen. Bei der geoBten untersuchten Breite von A = 6 entspricht dies
30 Stiitzstellen. Die kontinuierliche Verteilung kann 2ls ein effektives Modell verstanden
werden, das den Einflufl von Cztterverzerrungen a.u:f dxe Werte der lokalen Poi:entmle auf
elne sehr. pa.uschmle Art semcaa\.htlgt '

c_:) Leerstellepunordmung _ T SR

S : _Ptees-.(fé}.."-' (1-2) 8(es) - . _ . (4.51)

Bei dieser 'Ve:rteiiung kénnen Gitterplitze mit einer Wahrscheinlichkeil @ & nicht besetzt

~ werden. Sie beschreibt zwei verschiedene physikalische Situationen: zum einen zufiillig

verteilts Leerstellen in einem Kristall, zum anderen Dotxerung mit Fremdatomen, deren

. 'Orbitale nicht it dem Leitungsband hybridisieren. Die Elektronendichte wird dabei so
gewdhlt, daf das Leitungsband auf den verbliebenen Gltterplatzen haib gefiills ist. Wir

haben also ein halbgefiilltes Hubbardmodell auf einem verdiinnten Gitter. Hier ergibt sich
ein Zusammenhang mit der Perkolationstheorie: Langreichweitige Ordnung kann sich nur
dann ausbilden, wenn die Konzentration 1 — = der verblicbenen Gitterplitze grofer ist als
&ie kritische Konzentration pperx flir die Perkolation auf dem Gitter. Da in d — 00 fpers =

0 gilt [Bun88), ist hier zumindest im Grundzustand fiir alle z AFLRO zu erwarten.
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4.6.2. Antiferromagnetisches Phasendiagramm

Zur Bestimmung der Néel-Temperatur als Funktion von U und A bzw. z untersuchen
wir die Stabilitit der homogenen Phase gegeniiber AFLRO. Hier entfillt die Abhéngig-
keit vom Untergitterindex ¢, und wir schreiben kurz: Z; = Zey etc. und Yo = e, Wie
oben dargestellt, ist es die dynamische Antwortfunktion v,, die tiber die Stabilitit der ho-
mogenen Phase entscheidet. Die AF-Suszeptibilitdt y 47 divergiert genau &ann, wenn der
Realteil von 4, fiir mindestens eine Matsubarafrequenz wy, divergiert. Jede Frequenz ent-
spricht einem von unendlich vielen, gekoppelten Freiheitsgraden (,,Moden“) des quanten-
mechanischen Systems. Es sei darauf hingewiesen, daf die unabhingigen Moden nicht den
Matsubarafrequenzen entsprechen, da die Matrixgleichung (4.38) nicht diagonal in n ist;
sie sind vielmehr durch die Figenvektoren der Matrixgleichung gegeben. Jede unabhéngige
Mode besitzt ihre eigene kritische Temperatur. Da die Funktionen ~, Linearkombinatio-
nen der unabhéngigen Moden sind, divergieren sie deshalb i.a. alle bei der maximalen,
physikalisch relevanten kritischen Temperatur Ty. Abbildung 4.2a zeigt v, im Fall der
bindren Unordnungsverteilung fiir die ersten drei Matsubarafrequenzen als Funktion der
Temperatur. Es wird deutlich, da8f 4,—¢ am stirksten divergiert, d.h. die Funktionswerte
nahe der Fermienergie reagieren am empfindlichsten auf eine Instabilitat.

Aus v, und der Zweiteilchen-Korrelationsfunktion Tpprnin (4.36) berechnen wir dann die
AF-Suszeptibilitit x 47 gemi (4.41). Gibt es eine Néel-Temperatur Ty > 0, so mul x4z
‘oberhalb Ty dem Curie-Weiss-Gesetz folgen: y4r & (T — Tw)~!. Aus der Extrapola-
tion X:ulm — § kann die Néel-Temperatur ermittelt werden. Eme éndere Moglichkeit be-
sieht da.rin, unterhalp von Ty in der gebrochenen Phase die Untergittermagnetisierung
Mygp = |ng — n_g| 2u bestimmen. Diese sollte mit éinem_,;mea.n ﬁel_d“-értigen Gesetz
~ Mar « (T — T)/% - an der kritischen Temperatur verschwinden. Beide Moglichkei-
ten sind in Abbilung 4.2b am Beispiel der bin#ren Unordnungsverteilung fiir A = I und
U = 2 gezeigt. x4 folgt in einem weiten Temperaturbereich dem Curie-Weiss-Gesetz und
‘erlaubt eine sichere Bestimmung von T. Die Untergittermagnetisierung zeigt dagegen bei
tiefen Temperaturen deutliche Abweichungen vom Wurzelverhalten. Hier tritt eine Sasti-
gung bei einem Wert von A4y ~ 0.8 ein, d.h. die Untergitter sind zu 80% polarisiert.
.'_Die gestrichelte Kurve zeigt einen ,least square fit* der Wurzelfunktion durch die beiden

- kleinsten Werte von M4 p. Diese Extrapolation und diejenige aus dem Curie-Weiss-Gesetz:

liefern bis. auf eine relative Abweichung von etwa 10~% denselben Wert fiir die kritische
‘Temperatur. Dabei ist zu bemerken, da8 die Daten in-Abbildung 4.2b fiir 7> 0.07 aus
der vollstindigen Summation gewonnen wurden, also keine statistischen Fehler aufiraten.
Bei -der MC-Simulation unterliegt der Ordnungsparameter in der Nihe des Phaseniiber-

~ gangs grqﬂfez;: Fluktuationen, die mit der starken Suszeptibilitit zusammenhngen. x47

. 8‘;:
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Abbildung 4.2: Antiferromagnetischer Phaseniibergang bei der binfrepr Unordoungsver-
teilung mit & = 1 und U = 2. a) Dynamische antiferromagnetische Antwortfunktion -y,
vs. T fiir die drei kleinsten Matsubarafrequenzen. b) Untergittermagnetisierung M 45 und
inverse Suszeptibilitst y 47 va. T, Gestrichelt: ,least-square fit* mit Wurzelfunktion durch
die beiden letzten Werte von Msp; gepunkiet: linearer th durch die ersten drez Werte
VOR X AF Pfeil: extrapolierte Néel-Temperatur, : : : .

selbst fluktuiert in der homogene Phase nicht so stark. AuBerdem braucht man fiir die
Extrapolation nach dem Curie-Weiss-Gesetz nicht so dicht an die kritische Temperatur
herankommen, da es fiir einen recht grofien Temperaturbereich giiltig ist. Wegen dieser
Vorziige werden wir im folgenden die kritische Temperatur stets aus dem Curie-Weiss-
Gesetz extrapolieren. Hier kann bei relativ hohen Temperaturen gerechuet Werden, was
die Rechenzeiten reduziert bzw. oft die vollstindige Summation erlaubt. Die so ermittelten
kritischen Temperaturen hingen noch von der Diskretxslerung in 1magmarer Zext ab und '
miissen fiir A7 -+ 0 extrapoliert werden, . _
Wir untersuchen die Stabilitit der homogenen Phase fiir verschiedene Werue der Wech-
selwirkung U und der Unordnungsstirke ‘A zunichst fiir die zweiwertige -Unordnungso
verteilung {Jan93]. Dabex treten drei qua.hta.tw versch.ledene Temperatura‘ohanglgkexten
VOL XAF auf. Diese sind in ‘Abbildung 4.3 fiir A=2 dargestellt. Ist U deutlich grofer
als A, so finden wir das Curie-Weiss-Gesetz mit einer endlichen Néel-Temperatur wie im
Fall:bhne Unordnung. Sind U und A etwa gleich groB, treten bei tiefen . Temperaturen
Abweichungen vom Curie-Weiss-Gesetz auf. Eine lineare Extrapolation wiirde hier ne-
‘gative fjbergangstemperaturen érg;eben. Ist schlieBlich A die. dominierende Energieskala,
'so wird ‘ein Minimum in XE%* beobachtet. Hier kann auch fiir noch tiefere Temperatu-

on
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Abbildung 4.3: Inverse antiferromagnetische Suszeptibilitit vs. Temperatur Binire Un—
ordnungsverf.eﬂung mit A 2 und verschiedenen Werten vonU. -

ren kein Aufireten von AFLRO mehr erwartet werden. Gerade bei tiefen Temperaturen
gewinnt die Streuung an den statischen Zufallspotentialen an Bedeutung. Das Minimum
in x;fg;. trennt gewissermafien den temperaturdominierten Bereich vom unordnungsdomi-
nierten. Dje Rechnungen konnen schlieSlich als Phasendiagramme in der 7'~ U/-Ebene fiir
‘verschiedene Werte von A zusammengefa8t werden (Abbildung 4.4). Die Werte fiir das
reine Hubbardmodell (A = 0) entspechen den Néel-Temperaturen, die anch von anderen
Gruppen [Jar92, Geo93] gefunden worden sind. Fiir kleine U/ ist T sehr klein, wichst
dann schnell bis zu einem Maximum von Thmae ~ 0.1 und £l fir grofe ‘U entspre-
chend dem Heisenberg-Limes wie 1 /U ab. Unter dem Einflu8 von Unordnung zeigen die
Phasengrenzen zwei globale Eﬁekte; Zum einen werden die Kurven mit zunehmendem A
insgesamt ﬁiedr_iger,_ zum anderen verschieben sie sich auf der U-Achse etwa um einen

Betrag & nach rechts. Fiir kleine U folgt hieraus, daf die. AFLRC durch die Uanordnung -

zerstort wird. Unterbalb eines kritischen Wert U, = A, finden wir keine Divergenz von
X4r. Die gepunkteten Kurven geben dabei eine Art ,,Unsicherheitsbereich® an, indem das

- Curie-Weiss-Gesetz keine pesitiven Néel-Temperaturen mehr licfert, xf@fp aber zumindest.

im untersuchten Temperaturbereich noch kein Minimum aufweist. Die Unterdriickung von

AFLRO duzch Unordnung ist- das, was man intuitiv auch erwartet. Vollig anders sieht es -
aber fiir groBe U aus. Hier schneiden sich die Ty-Kurven, was bedeutet, dafl die Unord--

nung die AFLRO 'étabiiisiert T wéchst also fiir festes U/ mit der Unordnung an (siehe

Abbﬂdung 4.5). Dieser- Anstxeg erfolgt bis zu einem Maximum in T {4). Bei- welterer_ -

Erhohung von A fillt Ty wieder ab und verschwindet etwa bei A & U vollstindig. -

8¢
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Abbildung 4.4: Antiferromagnetisches T — U-Phasendiagramm fiir die binfire Unordnungs-
verteilung mit verschiedenen Werten von A. AFLRO ist unterhalb der Kurven stabil.
Die gepunkteten Linien entsprechen den I/—Werien, fiir die eine Extrapolation nach dem
Curie-Weiss-Gesetz negative Néel-Temperaturen ergibt (siche Abb. 4.3).

Wie kann dieses der Intuition wiedersprechende Verhalten erklirt werden? Da es bei grofien
Werten von U auftritt, iegt es nahe, das Modell im Heisenberg-Limes zu betrachten. Wir
nehmen an, daf die kritische Temperatur auch in Anwesenheit von Unordnung proportic-
nal Zur a.ntxferroma.gnetmchen Kopplung J ist. J berechnet sich aus dem Energiegewinn
durch virtuelles Hiipfen eines Elektrons zu einem benachbarten Gitterplatz, der mit ei-
nem Elektron der anderen Spinrichtung besetzt ist. Im thermodynamischen Limes erhilt
man fir das reine Hubbardmedell Ty « Z42 JU. Wenn jedoch die atomaren Potentiale
auf benachbarten Gitterplétzen sich um einen Betrag ¢ unterscheiden, wie im Fall der Zu-
fallspotentiale, so wird die Energie des virtuellen Zustands U 4. Die effektive Kopplung .
zw.schen den, Cztterpia.tzen wird da,he; [Niﬂa%] : :

42 942 _ .
o] e
Die letzte Naherung gﬁ fiir U > 5 Im Fall der binsiren Verteilung ist § mit gleicher
- Wabrscheinlichkeit entweder gleich null oder- glelch A, und wir erhalten fiu: TN zmt der L
Abkurzung A=AMU: . :

- e

T (U, Apinge 1 — 342 1.5 '
- = — 1 A 4,53)
TwO,0) 1A 1t3 (4.53)

also einen Qua,dra,tisch_en Anstieg der kritischen Temperatur mit der Unordnung. (4.53) gibt_ :

-das Verhalten von Ty fir grode U im Rahmen der Fehlergrenzen wieder (Abbildung 4.5). - -
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Abbildung 4.5: Néel-Temperatur vs. A fiir die bin#ire Unordnungsverteilung bei U =3, 4
und 8.5. Gestrichelt: guadratischer Anstieg gemdf (4.53); gepunkiete Linien dienen nur
der Orientierung. : ' ' L et T g R

Allerdings reicht die Genauigkeit nicht fiir eine sichere Bestdtigung aus. Allgemein kt'innen

wir flir eine gegebene Unordnungsverteilung Pe) (4.52) integrieren, und wir erhalten .
% ((% ﬁ‘)) 14 / | de de’ (—%—ffi) Ple)P(d) =1 +2( )“"‘Ug fe )gem . -.(4.54)
{*Ygem ist wie fiblich als Integral iiber P(¢) definiert. Der Anstieg in Ty ist also propor-
tional zur Varianz der Unordnungsverteilung, solange diese kiein gegen U ist. Fiir die von
uns betrachteten symm'atnschen Verteilungen verschwindet das erste Moment {€)gem, und
das mittlere Quadrat (¢%)gem Wird bei gegebener Breite A fiir die bindre Verteilung mit

A? /4 maximal; ﬁx. die halbelliptische Ver‘tezlung betra.gt es Az / 16 und fiir dle konsta.nte

A2/12.

Im Phasendiegramm fir die biniire Verteilung (Abbildung 4.4) erkennt man, da fix.r fe-
stes A der kritische Wert U0 (4), bei dem AFLRO einsetzt, d.h., fiir den wir T zu null
extrapolieren, genau mit A skaliert. Interessanterweise verringert sich auch die maximale

kritische Temperatur, Ty maz, in etwa linear mit 4. Insgesamt kdnnen die Ty-Kurven '

: “durch das folgende Skalierungsgesetz zumindest fiir grofe U recht gut beschrieben werden

(siche Abbildung 4.6):

Tn(U, A) = T (UL — A%),0) [1-- '_%A?] . (4.55)

Dieses Skalierungsgesetz liefert im Heisenberg-Limes gerade (4.53). Es enthilt eine Res- -
kalierung sowohl der Wechselwirkung als auch der Funktion der kritischen Temperatur..
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Abbildung 4.6: Skalierung der Néel-Temperatur mit U und A fiir die bindre Unordnungs-
verteilung gemi8 (4.55). Symbole wie in Abbildung 4.4.

Obwohl beide quadratisch mit A abnehmen, bewirkt ihre Kombination eine quasi-lineare
Abnahme der maximalen kritischen Temperatur mit A. Ty verschwindet in (4.55) offen-
sichtlich fiir U < A, | |
Abbildung 4.7 zeigt das 7' — U-Phasendiagramm fiir die semielliptische Unordrungsver-
teilung. Es zeigt eine dhnliche Struktwr wie das fiir die bindre Verteilung. Wie nach den
obigen Uberlegungen zu erwarten war, ist die Erhéhung von T mit A bei grofien U hier
deutlich schwicher ausgepriigt; der Effekt verschwindet fast in den Fehlergrenzen. Ferner
setzt hier die AFLRO fiir gegebenes A bei kleineren Werte Upin ein als im Fall der binfre
Verteilung. Dies ist aber versténdlich, da der Betrag der Zufallspotentiale hier kontinuier-
lich zwischen 0 und A/2 varijert. o o ' L
SchijeBlich betrachten wir den Fall der Leerstellenunordnung. Das Phasengrenze in der
T —z-Ebene ist fiir verschiedene U in Abbildung 4.8 dargestellt. Fiir grofe U (U > 2) £l
die kritische Temperatur im wesentlichen linear mit der Konzentration z der Leerstellen
ab. Dieses Verhalten kann folgendermaBen verstanden werden: Wie bereits erwihnt ist die

_ kritische Konzentration fiir Perkolation in d = oo gleich null, AFLRO ist also im Prinzip -
~fiir alle Werte von = moglick. Was sich durch die ,,Ausdﬁnnung“_ des Gitters dndert, ist die L

mittlere Anzahl von nichsten Nachbarn, Z.s(z) = Z(1 — #). Fiir grofie U ist wegen der -

'Korrespo_ndénz zum AF-Heisenbergmodell die kritische Temperatur propotional zur An--
-zahl der nichsten Nachbarn, weshalb wir eine Beziehung: Tiv(z) = Tn(0)(1 —z) erwarien '_

kénnen. Interessanterweise ist diese Beziehung bereits fiir U = 2 recht gut erfiillt. U=2ist

 der Wert, fiir den Ty beim reinen Hubbardmodell maximal wird (sieche Abbildung 4.4). Die

8o
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Abbildung 4.7: T — U-Phasendiagramm fiir die halb-elliptische Unordnungsverteilung. -

lineare Abh#ngigkeit ist ferner das exakie Resuliat fiir das ungeordnete Falicov-Kimball-
Modell [Jan92a). Fiir kleine Werte von U zeigt T (z) dagegen ein konstantes Verhalten bis
zu einem Wert z. und f8llt dann sehr stark ab. Dag System ,bemerkt® die Unordnung also
erst ab einer kritischen Konzentration z,. Dicse verschiebt sich mit kleineren I/-Werten
in Richtung # = 1. Dieses Verhalten widerspricht drastisch dem Hartree-Fock-Resultat,
welches einen starken Abfall von Ty mit # und exponentiell kieine Werte fiir z — 1 vor-

hersagt. [m Fall der halbelliptischen Zustandsdichte kann man im Rahmen der HFN das

fmgenue Sk&uerunﬁ‘sgesetz fiir Tpy ableiten (siehe Anhang C}):.

IR (Ue) =TT OVI— 5,0 VI-—e SR (456)

Aus der HFN fiir das reine Hubbardmodell (siche z.B. [vDon80] sowie Kapitel 3. 1) ‘wissen
wir, da THT fiir groBe U linear mit U ansteigt. Fiir grofe Werte von U = U(1 —~ z)!/2
erhalten wir daher ein Verhalten: THF (U,%) o U(1 — z). Bei kleinen U, aiso éimmer im
Limes z — 1, gilt dagegen _2'}?"-"(0', z) & (1 — 2)/? exp(—c/T). Obwohl von der HFN im
é.llgemeinen angenomiten wird, da8 sie fiir schwache Wechselwickung eine zumindest qua-

litativ korrekte Beschreibung lefert, sind die Resultate im Fall der Leerstehenunordnung :

-.auch qualitativ véllig anders als die Monte-Carle-Ergebnisse.

Zur Bildung von magnetischen Korrelationen bedarf es lokaler magnetischer: Momente o

Ihr s_taf;;scher_ Mittelwert, mgem, ist definiert durch mgem = N7 ({(Rur — i)Y gem =

- zdgem, mit der mittleren Doppelbesetzung dgerr, = N “1dﬂgem /dU. Abbildung 4.9 geigt -
gem als Funktion von U fiir die bin&re und die halbelliptische Unordnungsverteilung bei -
verschiedenen A. Der qualitative Verlauf ist einfach zu verstehen: Ist der Unterschied in

50
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Abbildung 4.8: T' — z-Phasendiagramm fiir die Leerstellenunordnung mit verschledenen
Werten von IJ. Gestrichelte Kurve: Hartree-Fock-Ergebnis fiir £7=0.65.

den Zufallspotentialen deutlich grofer als U, kénnen die Elektronen ihre Energie verrin-
gern, indem sie sich in den niedrigeren Potentialen sammeln. Dadurch wird dge, erhoht,
bzw. Mge verringert. Dieser Effekt ist erwartungsgemill besonders ausgeprégt fiir die
binére Verteilung. Bei U = 0 verschwindet mgem fiir endliches A nicht, da die kinetische
Energie dem entgegenwirkt. Piir U > A sind die Gitterplitze praktisch einfach besetzt,
weshalb Mgerm nahezu den maximalen Wert eins erreicht. Die m2,,,-Kurven sind im we-
sentlichen um einen Wert A auf der U/-Achse verschoben. Bei der binfren Verteilung wizd
fiiv & =~ U der Wert mgem = 1/2 des freien Elekironengases erveicht. Die halbelliptischen
‘Verteilung zeigt ein gualitativ 8hnliches Verhalten; die Steigung von m em(U ) ist. ﬁacher,
da die Bildung von Doppezbesetzungen durch diesen Typ von Unordnung nicht ganz se
stark gef‘ordert wird. "Abbildung 4.10 zeigt schliefilich den Einfluf der Leersiellenunord-
‘nung auf die Bildung lokaler magnetischer Moment. mgem ist hier normiert auf. den Anteil
(1- :r:) ‘des fiir ‘die Elektronen verblisbenen Gitters. Die zufiillig verteilten Le;erste_llar_m
fordern die Bildung lokaler Momente, oder anders ausgedriickt: Die Sittigung von mgem
mit U/ setzt mit Unordoung deutlich eher ein als ohne. Der Grund liegt.da:in,_'&_aﬁ du:_ch
die effektiv reduzierte Anzahl {ron Nachbarn die kinetische Energie verringert wird, und
die elektronische Abstofiung U relativ an Gewicht gewinnt. Durch die Leerstellen \#e:den
~ - also Doppelbesetzungen ﬁnterdr{ickt d.h. mgem nimint zu. Die Erhdhung von %ngem'wirkt

- der Unterdriickung von AFLRO durch die Unordnung entgegegen. Das kann 31e aber nur,

weny mgem nicht ohnehin schon geséttigt ist, d.h. nur im Fall kleiner U.
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Abbildung 4.9: Quadrat der lokalen Magnetisierung m?2 gem V8. U. Chne Unordnung (e);

binfre Unordnungsverteilung (volle Symbole) und nam-empmscne Verteilung (offene Sym-
bole). Breite der Verteilungen: A = 2 (Dreiecke) und A = 4 (Quadrate).

4.8.3. Metall-Isolator-Uberglinge

Wir wir gesehen haben, wird die AFLRO bei schwacher Kopplung durch die Unordnung

‘zerstdrt, d.h. das System ist im Grundzustand ein Paramagnet. Ob es metallisch oder

isolierend ist, hingt von der Art und der Stirke der Unordoung ab. Aus der CPA wissen
wir, daff in d = co und fiir U = 0 das System nur dann isolierend werden kann, wenn
das Spektrum der Zufallspotentiale nicht einfach verbunden ist. Wie oben bereits erwahnt
tritt im Fall der biniiren Verteilung ein Metall-Isolator-Ubergang (MIU) durch Bandauvi-
spaltung fiir einen Wert A = 1 auf. Bei der ha.lbelhpmschen und der konsta.nten Verteﬂung
bleibt.das System bei U/ = 0 stets metallisch. T ol :
Wzr werden im folgenden zwei verschiedene Kriterien verwenden, um den isoiierenden vom

_ metalhschen Zustand zu unterscheiden. Die thermodynaemische Definition emes Isolators isy
-das Verschwinden der elektronischen Kompressibilitdt xgem. Diese mifit die Anderung der

_ EIeLtrcneudichte bei Anderung des chemischen Potentials, etwa durch Anlegen einer Sufie-
“ren Spa,nnung Kgem. ist nur im Grundzustand identisch null, bei endlichen Temperaturen

ist sie exponentiell klein. Die spektrale Definition eines Isolators ist das Verschwinden der
elektronischen Zustandsdichie an der Fermikante N (Er) (unter der Vorraussetzung, daf
keine lokalisierten Zusténde vorliegen). Im Bild unabhingiger Elektronen gilt. im Grund-
zustand: Kgem = N (Er), d.b. beide Definitionen sind aqmvaient -In wechselwwkenden
Systemen ist dies nicht mehr notwendig der Fall. T : : '
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Abbildung 4.10: mgem fiir die Leerstellenunordnung. 2) als Funktion der Konzentration =
fiir verschiedene U. b) dieselben Daten aufgetragen iiber U mit £=0,0.1,0.3,---,0.9 {von
unten nach oben).

Zun¥chst untersuchen wir den Einflu8 der Wechselwirkung auf «gey, im Fall der bindren
Unordnungsverteilung in der paramagnetischen Phage (Abbildung 4.11a [Jan94]. Der Ein-
fluB der antiferromagnetischen Ordnung wird im folgenden Abschnitt studiert. Fiir &4 > 1
zeigen die Kurven den folgenden Verlauft Bei U = 0 ist #gen nahe bei null, es bleibt
gundchst sehr klein, wichst dann deutlich an bis zu einem Maximalwert bei I =~ A und
£4llt wieder bis auf einen (exponentiell) kleinen Wert. Die Pfeile deuten den Wert UAF(A)
an, bei dem fiir die gegebene Temperatur AFLRO einsetzt. | '
Bei U = { sind die Elekironen im wesentlichen in den niedrigeren Potentialen gebunden;
die kinetische Energie vermag sie nicht zu &elokalisieren. Mit wachsendem ¥ werden die
Elektronenpaare voneinander getrennt und dadurch weniger '1okalisi§fé:. Bei einem kriti-
schen Wert UMl wird ein makroskopischer Anteil der Elektronen ausgedehnt, und das

| System wird metallisch, Es kann hierbei nicht mit Sicherheit ausgeschlossen werden, daf
UCM L1 = Q gilt. Dies ist aber nicht zu erwarten, wenn man sich die Physik im Bénderschema
anschaut: Bei U = 0 haben wir zwei getrenute Bﬁnder, :deren Form durch die Wechsel-
wirkung versindert wird. Ihre Bandkanten werder sich annihern, bis sie bei UM% an der *
Fermikante iiberlappen und eine endliche Zustandsdichte exgeben. Wire UMLL = ¢, so
.'mﬁ.ﬁteﬁ die vorher algebraischen Bandkanten eponentielle Schwinze ausbilden. Dies kann
numerisch natiirlich nicht ausgeschlossen werden. In diesem ungeordneten System vermag
“also die Wechselwirkung das metallische Verhalten zu verbessern, und sogar einen 'E'J’ber_-’

gang vom Isolator zum Metall zu induzieren.
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Ahbﬂdung 4.11: Kompressibilitdt xgem vs. U filir die bindre (a) und die halb—elhpmsche
Unordnungsverteilung (b) mit verschiedenen Werten von A.

Der Transfer von Zustinden in die ehemalige Bandliicke und damit die Erhshung von
iKgem DOt auf, wenn U etwa den Wert 4 erveicht. Fiir noch gré8ere U werden die durch
U transferrierten Zustinde fiber die Fermikante hinaus erzeugt, und sg.m verringert sich
von nun an. Fiir einen kritischen Wert UM?2 geschieht ein zweiter Ubergang und das

‘Bystem wird wieder isolierend. Hier ist die Doppelbesetzung stark unterdriickt, und die

Wechselwirkung zerstért die Beweglichkeit der Elektronen.

Im Fall der kontinuierlichen Unordnungsverteilung gibt es keine Bandspaliung bei U = {,
und Kgem verh#lt sich qualitativ wie im System ohne Unordnung (Abbildung 4.11b, Es
falit zunéchst linear mit U bis zu einem sehr kieinen Wert ab, erreicht den Wert null aber
wegen der endlichen Temperatur erst im Limes U — co. Die Kurven verlaufen hier mit
Unordnung flacher als ohne, da #gep, fiir U= 0 mit A kontinuierlich abnimmt, und der
MIi'J’ sich init Unordrung zu grofere Werten von U verschiebt. Deshalb miissen sich die

Kurven schneiden, was bedeutet, daf bei festem Wert von U auuh h.ze;. die Unor dmmg das.

meta.hsch\, Verhalten unterstiitzen kann.

Es sei noch bemerkt, da im Fall ohne Unordnung eine lineare Extrapolatmn der Kgem-
‘Werte auf einen MIU bei UMI ‘»5 2.5 schlieBen lassen. Dieser Wert entsprmht in etwa
den Ergebnissen anderer Gruppen, die mittels Stérungstheorie[Zha83], selbstkonsistenter

Diagonalisierung|Zha93, Geo93] und analytischer Fortsetzung der QMC-Ergebnisse[Jarg2]
gewonnen wurden. C. Gros et al, ermittelten 2us Clustes-Rechnungen sowie aus der Lésung

selbstkonsistenter Bewegungsgleichen [urogél fur den Grundzusta,nd ebenfalls einen kntz—_
'schenWert von 2.5. . L
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4.8.4. Metallisches Verhalten in der Nihe des magnetischen Ubergangs

Im folgenden soll das metallische Verhalten in der Nihe des AF-Phaseniiberganges up-
tersucht werden. Abbildung 4.11a macht deutlich, da8 der durch Unordnung induzierte
Metall-Isolator-Ubergang deutlich vor dem Einsetzen von AFLRO eintritt. Der Grund
liegt in der Abwesenheit von lokalen magnetischen Momenten in der Isolatorphase. Auf
der anderen Seite scheint der zweite MIU bei deutlich gréfieren Werten UM7/? als der AF-
Ubergang stattzufinden. In der Nihe von UAF befindet sich das System also noch tief in
der metallischen Phase. Hier stellt sich die Frage, was an dem AP-Ubergang geschieht.
Springt hier — irn Grundzustand — die Kompressibilitit diskontinuierlich auf null, oder
liegt in der Nihe von UAF ein antiferromagnetisches Metall vor? Dazu untersuchen wir
zunichst den Einflufl der AFLRO auf sgem. Abbildung 4.12a zeigt, wie sich Kgem durch
die AFLRO #ndert. Wihrend im Fall A = 0 die AFLRO fger, drastisch reduziert, hat
sie im ungeordneten Fall (bindre Verteilung mit A = 2) fast keinen mefbaren Effekt. Die
kontinuiciliche Unordnungsverteilung weiet ein ghuliches Verhalten auf (Abbildung 4.12b).
Die Unordnung stabilisiert also das raetallische Verhalten auch im antiferromagnetisch ge-
ordneten System. Diese Ergebnisse lassen vermuten, dafl das ungeordnete System in der
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Abbildung 4.12: Kgem, vs. U in der paramagnetischen (gestrichelt) und in der antiferroma-
gnetischen (gepunktet) Phase. fur ‘'die binfre (a,) und die halb—elhptzscae Unordmmgsver-

teﬂung (b)

Umgebung von UAF ein antiferromagnetisches Metall ist. Jedoch ist dieser Schluf nicht
zwingend, da wir bei endlichen Temperaturen rechnen miissen, bel denen es schwierig ist,
- eine sehr kleine Bandliicke nachzuweisen. Untersuchungen bel tieferen Temperaturen sind
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daher erforderlich. Um zuniichst einmal zu verstehen, wie sich die Bildung eines Isolators
in den untersuchten Gri8en widerspiegelt, betrachten wir die Kompressxbﬂltat aufgelost
nach Matsubarafrequenzen:

fin = ZR (89““) : (4.57)

Dle Sumime iiber die Matsubarafrequenzen liefert die Kompressibilitdt sgem = T 3, £n.
Abbildung 4.13 zeigt #, mit und ohne Unordnung bei einer inversen Temperatur von
8 = 64. Die Werte von U wurden jeweils zwischen UAF und kritischen Wert UM72 der
paramagnetischen Phase gewihlt. Wieder ist es das Verhalten bei kleinen Matsubarafre-
quenzen, das den Ubergang, nimlich die Entwicklung des Isolators, anzeigt. Bei groSen
|wnj fllt &, wie 1/wZ ab, und erreicht im paramagnetischen — d.h. im metallischen — Fall
ein Maximum bei n = 0. Alle Werte sind positiv, die Fliche unter &, daher auch. Mis
dem Einsetzen von AFLRO werden im Fall A = ( die Werte um n = 0 stark negativ,
wodurch die Summe Kgerm sehr klein wird, fiir T = 0 wiirde %4 verschwinden. Bei der
bindren Unordnungsverteilung (A = 0) sind die x,-Kurven in beiden Losungen bis 8 = 40
fast ununterscheidbar. Erst bei noch tieferen Temperaturen tritt in der AF-Lisung ein
erster negativer Wert bei n = 0 auf. Da wy = #7 gilt, wird deutlich, dafl dieser Effiekt erst
bei sehr tiefen Temperaturen beobachtet werden kann. Die Fliche unter den Kurven und
damit die Kompressibilitit indert sich durch diesen einen Wert kaum. Um zu entscheiden,
ob sich hier nun doch eine Bandliicke &ffnet, oder es sich etwa um ein Halbmetall mit ver-
schwindender Zustandsdichte an der Fermikante handelt, miifite man noch deutlich tiefere
‘Temperaturen erreichen, die auBerhalb der Méglichkeiten der Monte-Carlo-Technik liegen.
Die Entwicklung der isolierenden Phase spiegelt sich auch in der gemittelten Einteilchen-
Greenfunktion G, = (Gan + Gpn)/2 wieder. Im Grundzustand ist der Imaginirteil von
Gy éleich der Zustandsdichte an der Fermikante; bei endlichen Temperaturen gilt diese
Beziehung nicht, doch kann man versuchen aus den Werten bei endlichen Temperaturen,
bzw. bel endlichen Matsubarafrequenzen, das Verhalten im Grundszustand zu extrapolie-
o e . ._

Im(Gy) ist in Abbildung 4.14 filr dieselben Parameter wie oben aufgetragen. Im Fail
ohne Unordnung erkennt man wieder deutlich den Ubergang vom metallischen Verhalten
{Im(Gy) — const.) im Paramagneten zum isolierenden Antiferromagneten (Im(G,) — 0).
Mit. Unordnung ist bis zu inversen Temperaturen von § = 40 kein Unterschied zwischen
den beiden Losungen erkennbar. Fiir 8 = 64 zeigt schlieSlich der Wert bei der kleinsten
Frequenz, wy, eine Anderung im Monotonieverhalten. Damit Im{Gp) im Grundzustand
verschwindet, miiite die Kurve zu w — 0 sehr steil abfallen. Dles kann w1ederum m.tt der
MC- 'Téchmk nicht abschheﬁend geklazt werden B '

86

T




4.6. ERGEBNISSE

54 4e2,U=285
| g=20 -
24 f=b4 —

Abbildung 4.13: a) &, in der paramagnetischen und in der antiferromagnetischen Phase
ohne Unordnung. b) &, in der antiferromagnetlschen Phase der binéren Unordnung fir
zwei versch.leaene Temperaturen o
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Pa.ra.mter w1e 1n Abbﬂdung 4 13.
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4.7. Metameagnetismus im Hubbardmodell

In diesem Abschnitt betrachten wir das reine Hubbardmodell, d.h. in Abwesenheit von
Unordnung, in einem Zufleren (homogenen) Magnetfeld h. In der paramagnetischen Phase
ist die Magnetisierungskurve, #(h), in d = oo von verschiedenen Gruppen untersucht
worden [Geo93, Sas04, Zha93]. Giesekus und Brandt [Gie94] betrachteten dariiber hinaus
den Einflul von A auf die antiferromagnetische Ordnung. Die Richtung des Magnetfeldes
wurde dabei senkrecht zur AF-Orientierung gewshit. Diese Konstellation ist energetisch
glinstiger als die paralle Orientierung, da bei senkrechter Orientierung die Magnetisierung
kontinuierlich in Richtung des Feldes gedreht werden kann. Die magnetische Suszeptibilitds
ist hier bis zur S8ttigung unabhingig von der Stirke des Magnetfeldes. Dennoch ist eine
zum Feld & parallele AF-Orientierung dann von Bedeutung, wenn bei einer vorhandenen
Spin-Bahn-Kopplung durch eine Kristallanisotropie eine Orientierung der magnetischen
Momente ausgezeichnet ist. In solchen uniaxialen Antiferromagneten findet man inter-
essante ﬂ"nergange vom Antiferromagneten zum Ferromagneten, sog. ,,metamagnetische®
Uberginge (z.B. [Jac67]). B B
Um einen solchen Ubergang im Rahmen des Hubbardmodells in d = oo éu studieren,
miissen, wie in Abschnitt 4.5 erwihnt, auf beiden Untergittern die Greenfunktionen und
Selbstenergien spinabhingig berechnet werden. Das Feld # wirkt bei paralieler Orientie-
rung wie ein spinabhéngiges chemisches Potential (~ ¢h#,). Im folgenden sollen einige
Hrgebnisse zum Metamagnetismus dargestelit werde; eine detaillierte Darstellung wird in
[Hel04] gegeben.

Das Verhalten der homogensn Magnetisierung 3 und der antiferromagnetischen Unter-
gittermagnetisierung Mar als Funktion des Feldes A zeigen Abbildung 4.15 und 4.1¢ fiir
verschiedene Temperaturen, Der Wert der Wechselwirkung wurde mit I = 2 so gewihlt,
da8 die Néel-Temperatur fiir 2 = 0 maximal wird (T = 0.1, siehe Abb, 4.4). Oberhalb
von Ty (bei 8 = 8) ist das Verhalten paramagnetisch, d.h. M steigt linear mit & an; es Hegt
keine AF-Ordnung vor. Etwas unterhalb von Ty (bei § = 12} wird A und ihre Steignung,
die ferromagnetische Suszeptibilitdt, fiic kleine Felder gegeniiber dem paramagnetischen
Fall unterdriickt. Ab etwa h = .05 steigt M dann stérker als linear an, zeigt einen Sprung
in der Ableitung bei h = A, (etwas unterhalb von & = 0.1) und wichst dann linear mit A.
Die Untergittermagnetisierung M4r nimmt kontinuierlich mit A ab und verschwindet bei
h = h,. Hier findet also ein Phaseniibergang zweiter Ordnung statt. Der Verlauf von Map
vs. h ist in der Nihe des Ubergangs konsistent mit einem kritischen Exponenten von 1/2

(siche Abb. 4.18), Zwischen k = 0 und & = h, liegt eine antiferromagnetische Ordnung mit

einer endlichen Nettomagnetisierung, ein sog. Ferrimagnet, vor. Bei § = 1/64 findet man
ein anderes Verhalten: bis zu einem kritischen Wert k. vermag das Magnetfeld das System
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Abbildung 4.15: M vs. b fiix U = 2 und 8 = 8 (gepunktet), § = 12 (durchgezogen) und
B = 84 (gestrichelt). -
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Abbildung 4.16: Map vs. b fir U = 2 und B = 12 (durchgezogen) und 8 = 64 {gestrichelt).

Strichipunktiert: Wurzel-Fit durch die ersten fiinf Punkte unterhalb & = 0. 1 extrapoherter
Ubergang bel hc = 0 {}97 o
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nicht zu polarisieren. Bei h. springt M auf einen endlich Wert von ungefihr 0.55 und
steigt dann in etwa linear. Umgekehrt bleibt M45 bis fzc konstant und verschwindet dann
diskontinuierlich. Zusammenfassend zeigt das Hubbardmodell im Zufleren Feld also bei ho-
hen Temperaturen einen Phaseniibergang zweiter Ordnung vom Ferri- zum Ferromagneten
und bei tiefen Temperaturen einen Ubergang erster Ordnung vom Antiferromagneten zum
Ferromagneten. Das Einsetzen des diskontinuierlichen Ubergangs definiert die trikritische
Temperatut 7. Sie kann mit den bislang vorliegenden Ergebnissen im mittleren Tempera~
turbereich wegen recht grofler statistischer Fehler und langsamer Konvergenz noch nicht
sicher bestimmt werden. Bei § = 44 gibt es allerdings bereits deutliche Hinweise auf Hy-
sterese, d.h. einen Ubergang erster Ordnung. Es sei noch bemerkt, da8 der Ubergang im
Rahmen der Hartree-Fock-Niherung stets von erster Ordnung ist.

Ein dhnliches Verhalten wie hier wird auch experimentell in uniaxialen Antiferromagneten,
z.B. FeCly [Jac67), beobachtet. FeCly besitzt eine Schichtstruktur, und die antiferroma-
gnetisch geordneten Momente stehen senkrecht auf den Schichten. Das Suflere Feld wurde
in den Messungen parallsl zu den Momenten angelegt, Zwischen der Néel-Temperatius von
Ty = 23.5K und 7} wird ein kontinuierlicher, unterhalb von T} ein diskontinuierlicher
Ubergang gefunden. Fiir 7; wurde eine obere Schranke von etwa 20K ermittels.

4.8. Das fee-Gitter in unendlichen Dimensionen

Das Hubbardmodell wurde urspriinglich u.a. zur Beschreibung des Band-Ferromagnetis-
mus der 3-d-fj'bergangsmetalle eingefithrt. Nun hat sich gezeigt, daBl die Tendenz zum
Antiferromagneten wesentlich stirker ausgeprigt ist. Dies gilt allerdings zunichst einmal
nur fitr den Fall paarer Gitter, in denen das Hubbardmodell fiir gewShniich behandelt wird,
und in der N&he der halben Bandfiillung. Ein wichtiges exaktes Ergebnis in bezug auf den
Ferromagnetismus ist das Theorem von Nagaoka [Nag66]. Nagaoka konnte zeigen, dafl der
Grundzustand fiir I/ — co im halbgefiillien Band mit einem zusitzlichen Blektron!® fiir
die iiblichen Gittertypen (sc, bee, fec und hep) ein voll polarisierter Ferromagnet ist. Um
die thermodynamische Relevang dieses Ergebnisses zu {iberpriifen, wurde die Stabilitds des
Nagaoka-Zustandes bei endlichen Dotierungen auf verschiedenen Gittern mit Variations-
verfahren untersucht. Einen Uberblick iiber diese Untersuchen geben z.B. [Hirs94, MHa91).
Daigit konnten obere Schranken fiir die Elekironendichten angegeben werden, bei denen
der Nagaoka-Zustand stabil ist. Besondere Stabilitit findet man im fec-Citter oberhalb der
halben Bandfiillung. Hier bleibt der Nagaoka-Zustand im Rahmen der Variationsrechnun-
gen auch im Limes hoher Dimensionen stabil, wihrend er beim einfach kubischen Gitter
wegen der divergierenden Bandkanten instabil ist. Die freie Zustandsdichte des fec-Gitters

10Bei paaren Gittern gilt dies auch fir ein Loch im sonst halbgefiilliten Band. Beim fec- und hep-Gitter
ist dagegen der Nagaoka-Zustand mit einein Loch instabil (Hiipfparameter ¢ > 0 vorausgesetzt).
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in d — co ist dagegen nach oben beschrinkt und hat die explizite Form [MHa89}:

Nyeo( B) = e~ OVEEN2/\ [(1 — \/2E)) (4.58)

mit der Skalierung 7., = 1/+/2d(d - 1). Die Neigung des fec-Gitters zum Ferromagnetis-
raus wird sich bei endlichen I wohl nicht in einem vollpolarisierten Zustand niederschlagen,
weshalb allgemein ferromagnetische Instabilitdten untersucht werden sollen. Die Struktur
des Gitters geht in den in Abschnitt 4.5 beschriebenen Formalisraus zur Behandlung des
Limes hoher Dimensionen nur iiber die freie Zustandsdichte N (&) ein. Im allgemeinen, so
auch beim fec-Gitter, werden die Integrationen iiber N(F) bei der Bestimmung von Ein-
und Zweiteilchengrofen (siche Anhang B) numerisch durchgefiihrt. Der zusétzliche nurae-
rische Aufwand ist im Vergleich zur eigentlichen Monte-Carlo-Simulation unwesentlich. Es
wurde die Stabilitit der paramagnetischen Phase des fcc-Gitters gegen Ferromagnetismus
bei einer Elektronendichte um n = 1.16" fiir U < 3.5 untersucht. Abbildung 4.17 zeigt
die inverse ferromagnetische Suszeptibilitit x? als Funktion der Temperatur, berechnet
aus der vollstindigen Summation iiber die Hilisfeld-Konfigurationen. Hs zeigt sich zwar
zunichst ein deutliches Signal, d.h. sin starkes Anwachsen von yp mit sinkender Tempera-
tur, jedoch fachi x}l bei tiefen Temperaturen wieder ab bzw, erreicht sogar ein Minimum.
Eine ferromagnetische Instabilitdt ist in diesem Parameterbereich mittlerer Werte von U
daher auch bei tieferen Temperaturen nicht zu erwarten.

! ! { ! 1 i i l
20 - °U=358 L
o U=3.
8 U=2.5
13 9 ou=2 -
Tﬁq
=
1.0 = -
0.5 =i I
fee=Gitter
0.0 T | T 7 ¥ T
20 20 30 35 40 45 80 55 80

T 10 =9

Abbildung 4.17; x7' vs. T fiir das fec-Gitter bei verschiedenen Werten von U. Elektro-
- nendichte n = 1.15.

" MHier war das ferromagnetische Signal am ausgeprigtesten.
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5. ZUSAMMENFASSUNG

In den vorangegangenen Kapiteln wurden Modelle korrelierter Elektronen mit verschie-
denen Methoden behandelt. Der Schwerpunkt lag in der Untersuchung von Phaseniiber-
gingen, die durch die élektronisc.he Wechselwirkung, durch Kopplung an duflere Freiheits-
grade oder durch Unordnung induziert v__ve_rden. Im folge_nden_soll_en die wesentlichen Er-

gebnisse zusammengefaflt werden. N

5.1. Zu den Methoden

Es wurden drei Methoden zur Behandlung von Systemen korrelierter Elektronen ange-
wandt. Erstens die Untersuchung endlicher Systeme durch das grofikanonische Quanten-
Monte-Carlo-Verfahren (GQMC), zweitens die Hartree-Fock-Niherung ohne nund mit Sym-
metriebrechung und schlieBlich der Limes hoker Dimensionen.

Eine effiziente und numerisch stabile Anwendung der GQMC-Methode wurde in Kapitel 2
dargestellt. Sie erlaubt bei den heutigen Rechnerleistungen das Studium von Systemgrifien
mit etwa 100 Gitterplitzen, was deutlich iiber die Moglichkeiten exakter Diagonalisierung
(weniger als 20 Elektronen) hinausgeht. Die Anwendung der Monte-Carle-Simulation fiir
fermionische Systeme ist in erster Linie durch das Vorzeichenproblem beschrinkt (siehe
Kapitel 2). Eine Idee zur Minderung dieses Problems durch die Ausnutzung des Diskre-
tisierungsfehlers in imagingrer Zeit lieferte keine Verbesserung. Die Resultate von Monte-
Carlo-Simulationen sind naturgemniB nur bis auf statistische Fehler exakt. Ferner arbei-

‘ten sie bei ,imagin#ven® Zeiten, weshalb die Berechnung dynamischer Gréfien érhebiiche a

'Schwierigkeiten bersitet, Aus diesem Gruand ist die GQMC-Methode in erster Linie als ein :
Verfabren zur Bestimmung tuefmouynam;sche; Bigenschaften fermionischer Systeme zu
betrachten. Der GQMC-Algorithmus ist auf das Zwei-Niveau-Modell (Kapitel 3) erwei- _

“tert worden, wobei die Zwei-Niveau-Systeme im Gegensatz zu den Elekironen mit einem
Weltlinienverfahren behandelt werden. Hier konnte bei halber Bandfiillung in Abwesenheit . - .

der- Coulombwechselwmkung der Phasenuberga,ng zur A—B-Ladungsdlchtewelle bestlmmt
werden (dazu unten mehr). - R : R : . :

‘Die Hartree-Fock-Néherung (HFN) stellt eine Einteilchenniherung dar, in dem Sume, da8 ."
" jedes Elektron nur die mittlere Dichte der anderen Elektronen ,spiirt”. Sie ist gerecht-
fertigt bei geringen Elekironen- oder Lochdichten sowie bei schwacher Wechselwirkung. "
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KAPITEL 5. ZUSAMMENFASSUNG

Selbst im Rahmen der stark vereinfachenden HFN kann das Hubbardmedell oder seine
Erweiterungen nicht allgemein analytisch gelést werden. Es miissen vielmehr Annahmen
iiber die Syminetrien der relevanten Phasen gemacht werden. Die HFN wurde angewandt
auf das Zwei-Niveau-Modell (Kapitel 2) fiir die A-B-Ladungsdichtewelle, sowie fiir den
Antiferromagnetismus im Hubbardmodell mit Leerstellenunordnung im Limes hoher Di-
mensionen {Anhang C).

Der Limes hoher Dimensionen d ~» oo liefert ebenfalls eine ,mean field“-artige Nihe-
rung. Das System wird auf ein selbstkonsistentes lokales Problem abgebildet, wobei hier
im Gegensatz zur HFN die Wechselwirkung (genauer: die Selbstenergie) dynemisch bleibt,
d.h. es liegen unendlich viele gekoppelte quantenmechanische Freiheitsgrade, charakte-
risiert durch die Matsubarafrequenzen, vor. Das dynamische lokale Problem wird, um
weitere N&herungen zu vermeiden, wieder mit einemn Monte-Carlo-Verfahven gelost. Die
Anwendung des Limes hoher Dimensionen auf fermicnische Systeme hat in den letzten
Jahren zu einer Fiille von Arbeiten auf diesem Gebiet gefithrt. In dieser Arbeit wurde

¥r_. 1.1

in erster Linie das Hubbardmodell mit Unordnung, das sog. Anderson-Hubbardmodell,

in d — co untersucht (Kapitel 4). Weiter wurde der Limes hoher Dimensionen auf das.

Hubbardmodell im dufieren Magnetfeld sowie auf dem _fcc—Gitter_ angewandt. - -

§.2. Zu den Zwei-Niveau-Systemen

Bowohi die HFN, als auch die GQMCT-Simulation zeigte, daff die Zwei-Niveau-Systeme
(TLS) in bestimmten Parameterbereichen des Modells cine effektive lokale elektronische
Anziehung vermitteln konnen, Diese wird dann besonders effektiv, wenn die TLS-Energien
2 und die TLS-Elektron-Kopplung g von gleicher GréBenordnung sind, und wenn der An-
teil élastischer Streuung der Elektronen an den TLS itberwiegt. Bei halber Bandfiillung
kann diese Anziehung zur Ausbildung einer A-B-Ladungsdichtewelle (LDW) fithren. Im
Rahmen der HFN wurde der Ubergang zur LDW-Phase fiir verschiedene Werte der Modell-

parameter bestimmt. Dabei traten Phaseniiberginge erster und zweiter Ordoung auf. Im -

letzteren Fall konnte ein Ausdruck fiir die effiektive lokale Anziehung der Elektronen gefun-
den werden, die in Kenkurrenz zur Hubbard-Wechselwirkung steht, Fiir einen festen Para-
metersatz konate mit der GQMC-Methode durch ,finite-size®-Analyse ein Phaseniibergang

“gweiter Ordnung zur- A-B-Ladungsdichtewelle bestimmt werden. Die Ubergangstempera- = o

tur liegt etwa um einen Faktor 7 unterhalb des HPF-Ergebnisses. Die Anwendung des Limes
hoher Dimensionen auf das TLS-Modell lieferte eine kritische Temperatur von der glei-

chen GréB8enordnung wie die GQMC-Simulation. Diese Ergebnisse machen deutlich, da8

die langreichweitige Ordnung im zweidimensionalen System vor allem durch quantenme-
chanische Fluktuationen und weniger durch die niedrige Dimensionalitdt unterdriickt wird.
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5.3. ZUR UNORDNUNG

Schlieflich wurde der Einfiu der Hubbardwechselwirkung, der Dotierung sowie einer durch
Hiipfterme zwischen iibernschsten Nachbarn geéinderten Bandstruktur auf das zweidimen-
sionale Systern mit der GQMC-Methode qualitativ untersucht, Alle drei Effekte bewirkten
erwartungsgemil eine Unterdriickung der LDW-Struktur; eine Tendenz zur Ausbildung
von inkommensurablen Strukturen konnte nicht beobachtete werden.

Als Gegenstand weiterer Untersuchungen bietet sich zuniichst einmal der Limes hoher
Dimensionen an, da hier mit bescheidenem Rechenaufwand relevanie Ergebnisse erzielt
werden kénnen, Zum einen wire die Untersuchung von Phaseniibergingen erster Ord-
nung interessant, zum anderen der BEffekt von Dotierung auf die LDW-Strukiur sowie auf

supraleitende Eigenschaften.

5.3. Zur Unordnung

Das Zusammenspiel von Wechselwirkung und Unordnung spiclt eine wichtige Rolle in elek-
tronischen Systemen. Es vereinigt allerdings auch zwei sehr komplexe und schwierig zu be-
handelnde Effekte. Bei der Behandlung endlicher Systeme tritt durch die Unordnung die
zusitzliche Schwierigkeit auf| iiber die ungeordneten Konfigurationen zu mitteln. Dariiber
hinaus gibt es bei der Monte-Carlo-Simulation insbesondere im Fall der diagonalen Un-
ordnung erhebliche Beschrinkungen durch das Vorzeichenproblem. Aus diesen Grilnden
wurde das Hubbardmodell mit Unordnung ausschlieflich im Limes hoher Dimensionen
bebandelt. Es wurde diagonale Unordnung mit diskreten und kontinuierlichen Verteilun-
gen der lokalen Potentiale betrachtet. Von besonderem Interesse ist hier die Stabilitdt der
antiferromagnetischen Phase bei halber Bandfiiliung sowie Metall-Isolator-Uberginge. Als
wichtiges und zunichst diberraschendes Ergebnis stellte sich heraus, dafl die Unordnung
bei starker Wecheelwirkung, U, die antiferromagnetische Ordnung stabilisieren kann. Die-
ser Effekt tritt vor allem bei der biniren Unordnungsverteilung aber in abgeschwichter
Form auch bei kontinuierlichen Verteilungen auf. Er kann durch eine im Mittel erhShte an-
tiferromagnetische Heisenberg-Kopplung zwischen benachbharten magnetischen Momenten
erklirt werden. Die Leerstellen-Unorduung fiithrt bei schwacher Wechselwirkung zu einer
starken Erhdhung der lokalen magnetischen Momente und dadurch zu einer Stabilisierung

‘der antiferromagnetischen Ordnung.

*Im Fall der bintren Unordnungsverteilung wurden zwei Metall-Isolator-Uberginge (MIU)

gefunden. Der erste, bei kleinen U, ist unordnungsinduziert, der zweite, bei groflen U,
wechselwirkungsinduziert. Dazwischen liegt ein metallischer Bereich, in dem der Ubergang
zum Antiferromagneten geschieht. Es wurde beobachtet, daff die Unordnuung das metalli-
sche Verhalten des Systerns in der Nihe des magnetischen Ubergangs deutlich f5rdert, so
' daB hier méglicherweise ein antiferromagnetisches Metall vorliegt. Diese Frage kann mit
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KAPITEL 5. ZUSAMMENFASSUNG

der Monte-Carlo-Methede fiir den Grundzustand nicht abschliefend beantwortet werden.
Als konsequente Erweiterung des Modells bietet sich fiir die Zukunf die Einfiihrung
vou zufallsverteilten Hiipfamplituden an. Weiter ist das Verhalten abseits der halben
Bandfiillung sowie bei binfirer Unordnungsverteilung mit unterschiedlichen Kongzentra-
tionen der Kompounenten von Interesse, da diese Situationen eher einen Vergleich mit

experimentellen Befunden erlaubt.
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A. ZUr GRASSMANNDARSTELLUNG DER
FERMIONISCHEN ZUSTANDSSUMME

Hier soli die Spurbildung iiber die fermionischen Freiheitsgrade (2.20) durchgefiihrt wer-
den. Die Rechnung basiert auf der Grassmanndarstellung der Zustandssumme, wie sie 2.B.
in [Neg88] gegeben ist. :

Sei {7 ein Produkt aus bilinearen ,Zeitentwicklungsoperatoren®:

U= ﬁ U@) , UQ)=e dre'&le (A.1)
1=1

mit A7 = 8/L. ¢! und ¢ kénnen dabei allgemein als Vektoren anfgefaBt werden, z.B. mit
den Gitterindizes { = 1,+++, N; in diesem Fall ist K(I) eine N x N-Matrix.

Die Form von U ist z.B. nach Trotter-Zerlegung und HS-Transformation in Kapitel 2.1
gegeben. Die Zustandssumme ist:

Z=8pU= [av*dy (9 |V | -v) (A.2)

Dabei sind % und v Grassmannvariablen. Durch Einschieben von L — 1 Einheitsoperato-

ren:

1= fapanetin ] @y
in (A.2) erhalten wir e o R ' .‘ _.
Z= f TTevidm e T [[n 10O 1) (A4
=1 {=1 .

mit Yo = —g = —1. Die Operatoren U({) sind bis in 1, Ordnung in Ar normalgeordnet.
Da durch die Trotter-Zerlegung bereits sinen Fehler der Ordaung Ar? gemacht wurde,
andert sich die Ordnung des Fehlers nicht, wenn die U(]) als zormalgeordnet behandelt
‘werden. Fiir normalgeordnete Cperatoren kann das Skalarprodukt ausgefilhrt werden und

wir.erhalten:

I

E i :
f H dyjdiy e” PIL AL H Vi -1 e'A"‘!’f.K_(_')‘W_—l

ZnZ
i 11 1l

i

i
f 1T dyidin exp (- 3 ¥ M)
=1 L o Hid . :

il




ANHANG A. ZUR GRASSMANNDARSTELLUNG DER ZUSTANDSSUMME

Die letzte Gleichung erhilt man durch Diagonslisierung von M, siche auch [Neg88]. Die
(NL) x (NL)-Matrix M hat die Form.

I ¢ 0 By,
-B. I 0 0
0 - 0 =By, I )

mit den [V x N-Matrizen By = I — ArK(l). I ist dabei die ¥ x N-Einheitsmatrix.
Damit wird die Zustandssumme

L
Z=detM=det[I+ [[(T-ATK(Q)] . (A7)
=1

Dies Ergebnis ist zwar korrekt im Limes Ar — 0, aber es konvergiert sebr langsam. Im
wechselwirkungsfreien Fall 2.B. ist &; = K fiir alle [ und wir erhalten:

Zy = det M = det [T+ (I - ATK)%] (A.8)

im Vergleich zum exakten Resultat: Zp = det [J + exp(—fK)]. Hat K die Eigenwerte
€ — M, so folgt fiir die Elektronendichte:

p={R) = e (4.9)

. 1—Ar(ep —u))™?
o= Z 1 i a- A(ffek fﬂ))_;, AT % 1+ exp (Blex — 2))
D.h. selbst die Elektronendichte ist nur niherungsweise korrekt.
Nun wollen wir (A.1) als gegeben betrachten und A7 als endliches Intervall ernstnehmen.
Wir schieben dazu in (A.3) noch einmal M Emheltso;)eratoren ein und fiihren dann den
Grenzwert M — oo aus:
' I M

. Lz = f 11 11 dtindtim e = Lot Vi ¥ TT Tt | U(E) I ¢"m"}

km_m" i=im=1 Tm

= .M——woj ﬁﬁd¢1md¢lm exp (~ E Z y‘moirmﬂ*b?m')

il' mm!

= lim aetO (A.11)
M=o _

mit ’l,b;,g = ’d’l-l,M fiilr I > 1, 1,[)1,0 = ""'{bL,M und E}(l) =-exp(—ATK(I)/M). O ist eine
(NLM) x (NLM)-Matzix mit :

A
O™, = Gy by — (I - —T.K(I)) au.am il (A.12)
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O hat eine shnliche Gestalt wie die Matrix M in (A.6), nur mit dem Unterschied, da8 die
N x N Matrizen Bf = I — A7K(l)/M auf der Nebendiagonalen jeweils A-mal auftauchen.

Damit wird

det0 = det [T+ [[(7- %K(:))M] | (A.13)
=1
z Kl
Z= lim detQ = det[l+ Tle a0y . (4.14)

=1

Dies ist die gewiinschte Form der Zustandssumme (2.20), die im wechselwirkungsfreien
Fall fiir alle A7 exakt wird. ' '




B. ZUR NUMERISCHEN BEHANDLUNG DES LIMES
HOHER DIMENSIONEN

B.1. Glittung der diskretisierten Greenfunktion

Die lokale Greenfunktion wurde in Kapitel 4 folgendermafien umdefiniert:

Gy = f dE—— E2 /z_om (B.1)
Gon = Af[exp(AT/Gm)—}.] -1 (B.2)
Lf2-1 .
Gollar) = T 5 Cane ™07, (B.3)
n==L/2

Dabei ist n € {~L/2,---,L/2 —1} uad L € {0,..+,L — 1}. Motiviert wurde die Wahl
von G durch den Wunsch, den inversen Einteilchenpropagator A%(s) aus (4.46) fiir feste
HS-Peldkonfiguration, s = {s}, in einer analogen hamiitonschen Form zu schreiben wie
im endlich-dimensionalen Fall (siche Kapitel 2.1):

MO(s) =T+ pe 87K g=ATVA(e) | (B.4)

Dabei sind M%(s), K® und V*(g) L x L-Matrizen; [ ist die L x L-Einheitsmatrix. Bis auf

einen Fehler von O(A7T?) ist dies méglich, wenn wir

K§ = ArGZH(I-T)AT) (B.5)
VE?(S) = &y [a}\Sg & - U/Z] (B.ﬁ)

und p = —1 getzen. Die Definition von K< ist fquivalent zu (B.2). In diesem Fall sind
die Gleichungen zur Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten und der gefnderten

~ Greenfunktionen vollkommen analog zu den in Kapitel 2.1 gegebenen.

Die Darstellung (B.2) hat aber noch einen tieferliegenden Vorzug, der im folgenden gezeigt
werden soll. Dazu betrachten wir den Modellfall verschwindender Bandbreite, d.h. nur ein
einziges Energieniveau &, auch ,atomarer Grenzfall* genannt. Im nichtwechselwirkenden
Fall ist die lokale Wirkung:

A= j:s dr [*(1)0,(r) + e4® (T)9(7)] - (B.7)
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B.1. GLATTUNG DER DISKRETISIERTEN GREENFUNKTION

Die Diskretisierung in imaginfirer Zeit liefert (siche z.B. [Neg88])

L
Ap = =3 it

Li=1
me = —Gu+apa(l-Are) (127) (B.8)

mit antiperiodischen Randbedingungen, d.h. ¥y = —¢r und ez = —yw. Zur Unter-
scheidung der diskretisierten von den kontinuierlichen Gréfien bekomroen erstere ab nun
einen zusétzlichen Index L. vy ist die Matriz-Inverse der CGreenfunktion-Matrix: -

Gr(( - 1)A7) = Gy = (V5! - (B9
Aus A, berechnen wir die Zustandssumme
2= Jf DYDY et = det{—] = 1 + (1 - Are)E (8.10)

die fiir I — co gegen den exakten Wert 1+ e~#¢ konvergiert. Die Inversion der Matrix
ist elementar und liefert die Greenfunktion

(1= Are) glATe

1+ (11— Ave)l T iyt (B.11)

Gr(lAT)= -

fiir L — co. Ahnlich wie in Anhang A konnen wir hier die Konvergenz in At drastisch
verbegsern, indem wir eine neue inverse Greenfunkiion

Fur = =Gy + gy €747 (B.12)

definieren. Mit ¥y ist £ fiir jedes L gleich der exakien Zustandsumme, und die diskreti-
sierte Greenfunktion ist gleich der kontinuierlichen an den Stitzstellen IAT : GL(IAT) =
G(IAr), Der Ubergang zu Matsubarafrequenzen ergibt: o '

. 1 .
= y\—1 _ = _ -— wnlA?
(Uﬂl B £ A Eg:’h,l-%-l € |
= _ﬁ;ie‘*‘*f‘;“ -1 . (B1)

mit der Greenfunktion Gy, = 1/[iw, — ¢} des atomaren Grenzfalls, Dies ist aber gerade die
~‘Neudefinition (B.2). Exakt wird (B.2) zwar nur im atomaren Grenzfall, doch ist allgemein
_der Fehler von O(A7?) und damit von derselben Ordnung wie die Trotterzerlegung. Es
zeigt sich numerisch, daf die Konvergenz der Resultate mit A7 durch (B.2) sich nicht
- verschlechtert. Observablen wie die Elektronen- und die Doppelbesetzungsdichte, zu de-
ren Bestimmung wir die Werte von G(0), bzw. die Diagonalelemente von I’ %(s) (siehe
(4.46)) whhrend der Summation, bendtigen, kénnen nun ohne weitere Hilfsmittel berech-
- net werden. Im Fall der halben Bandfiillung ist Gy, rein imaginsir und antisymmetrisch in
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ANHANG B. ZUR NUMERISCHEN BEHANDLUNG DES LIMES D = oo

den Matsubarafrequenzen: G.,—; = —Gy. Hier liefern die wie iiblich aus &, barechneten
Elektronendichten:

2 H
d.h. die Umdefinition liefert fiir beliebige Ar das koirekte Ergebnis.

— 1
n=1+T% Gu=1, A=1+T) Gn=3 (B.14)
e ()

B.2. Berechnung von Suszeptibilititen

Die Bestimmung der Suszeptibilititen ist durch die Gleichungen (4.36) bis (4.41) im Prin-
zip vollstindig definiert. Hier goll ihre Berechnung suf einer mehr technischen Ebene dar-
gestellt werden.
Die numerische Behandlung erfolgt in imagindrer Zeitdarstellung. Dies ist kein wesentli-
cher Punkt, er erspart uns nur einen Teil der Fouriertransformationen, da die Zweiteilchen-
Korrelationen wihrend der MC-Sumination in imaginsiren Zeiten 7 berechnet werden. Die
diskrete Fouriertransformation der Matrixgleichung (4.38) lautet:
ArST [RE -5 + A% (,1)] 45 () = 02(0) (B.15)
o'¥
mit den iiblichen Konventionen aus (4.45). Der Faktor A7 in den Argumenten wurde
hier zur besseren Ubersichtlichkeit weggelassen. Die Matrix A®®' ist eine Summe iiber die
zeitabhingigen Zweiteilchen-Korrelationen:
A% = AP TG - LB - (B.16)
i
T 0 = (el (e ()95 () )1 ) gom |
| —({e(l)¥s (1) )7 (Yo Us)P3 (0a) )T Ygem - (B.IT)

Es sei bemerkt, da A% ({,1') nicht ale Funktion von I — I’ dargestellt werden kann, Wir
miissen daher die vollstindige 2L x 2L-Matrix berechnen und speichern. Andererseits
hingt (B.16) gar nicht vom Index I; ab; l; ist ein stummer Index, den wir willkiirlich
' festsetzen kénnen. Deshalb erfordert jedes Element von A% nur I Operationen, so da8 der
‘gesamte Rechenanfwand proportional zu L® und damit von der gleichen Grofenordnung
wie der fiir die MC-Simulation ist. Allerdings geniigt es, A% nur in der letzten Iteration zu

‘bestimmen. Zur Berechnung der Zweiteilchen-Korrelationen knnen wir fiir- eme gegebene '

- Konﬁgura.tion des HS-Feldes s = {5;} das Wicksche Theorem anwenden: -

(iba(ll)%(lz)%'(ls)% (9))r = {881, 081) ~ Saar{0f1e O00) - (B 18)

Da’be; steht ( ) fiir die Mittelung iber das HS-Feld; g = (34°(s)); (siche (4.46)) ist der
unkorrelierte Einteilchenpropagator fiir eine feste HS-Feldkonfiguration. Die Zeitargumen-
te in (B.16) kénnen auch negative Werte annehmen. Fiir negative Indizes ist die Matrix
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B.2. BERECHNUNG VON SUSZEPTIBILITATEN

g zwar eigentlich nicht definiert, wir konnen sie aber konsistent veraligemeinern, indem
wir sie indezweise antiperiodisch fortsetzen: gf y » = Ifpar = —-gﬁ,. Die Berechnung von
B (1 — I} ist numerisch weniger aufwendig: In Matsubarafrequenzen ist R%® diagonal
und besteht aus jeweils drei Integralen iiber die Zustandsdichte N (E), die entweder nu-
merisch oder — wie etwa bei der halbelliptischen Zustandsdichte — analytisch durchgefiihrt

werden. Die drei Integrale sind:

2z_
Gan = (S’an)E = T;E {1 - Qn]
— aGan _ 2 - 1
fon = OZan = (gczn)E = qnzgﬂ (Blg)
— 6Gan _ (Ezgezm>E _ Gan Zan
Man = Oz_an - zgan - Z-an * Zegn bon

it gan(B) = (Zan — B2/%—an)~! und zen = éwn + & — San. Die rechten Seiten gelten fiir
die halbelliptische Zustandedichte (4.4) mit der halben Bandbreite w und der Abkiirzung
gn = [1 — w2/ (24n7Ba)]/% Aus Gan, €on Und 7o, wird nach den Gleichungen (4.38f)
R%% berechnet und anschliefend fouriertransformiert. Die Inversion von (B.15) liefert

schlieBlich v2(!), woraus wir die dazugehdrige Suszeptibilitit gemé8 (4.41) berechnen.
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o
&9




C. ZUur HARTREE-FOCK-NAHERUNG MIT UNORDNUNG

Hier soll das Hubbardmodell mit Leerstellenunordnung im Limes hoher Dimensionen
im Rahmen der Hartree-Fock-Niherung (HFN) behandelt werden. Wir ersetzen in der
Hartree-Fock-Niherung wie {iblich das Produkt der Dichteoperatoren in der Wirkung 4
(4.15) durch das Produkt von Operator und Erwartungswert:

3 2 nelrinalr) = US [na(r)na(r) - HaalMina)] (G

mit nq(7) = ¢¥*(7)¢(r). Hier verwenden wir wieder unter Ausnutzung der A-B-Symmetrie
des Gitters (GF = G etc.) den kombinierten Index & = +yo, wobei v das Untergitter
und & den Elektronenindex bezeichnet. Der Mittelwert {-+) = {{***}r)gem ist wie iiblich
als thermischer Erwartungswert, gemittelt iiber die Unordnungskonfigurationen zu verste-
hen. Die letztere Mittelung bedeutet im Fall der Leerstellenunordnung (4.51) mit einer
Konzentration & von Gitterfehlstellen einfach:

(Fe)}gem = (1~ 2)f(0) . (C.2)

In HFN wird die Zustandssumme 2! (4.14) ein GauBsches Integral, und wir erhalten bis
auf eine Konstante:
2{g} =] [9at — & — Und (C.3)

.

an
mit dem effektiven lokalen Propagator G = (G~! + Z)~! und der mittleren Elekironen-
dichte ng = (ne(0)). Die Stationarititsbedingung der freien Energie (4.26) liefert hier die
folgende Selbstkomsistenzgleichung fiir den Einteilchenpropagator Gt

Gan = 2—an {Gan(E) )E = (1-z) [G;‘; + Tan — Uﬁ-a]—i . (C.4)

Dabei haben wir die Abkiirzungen gon(E) = (Zan — B?/Z-an) " und zon = fw, + ah® +
g — Dy benutzt. - ) g ist das Integral fiber die frele Zustandsdichte N(E). Die Auflésung
nach der Hartree-Fock-Selbstenergie ¥ liefert:

San =Unq—2 Gl . (C.5)

'Da wir in diesem Abschnitt nicht den Rahmen der Hartree-Fock-Niherung verlassen, werden wir auf
einen Index ,HF*“ sy ihrer Kennzeichnung verzichten.
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Wir setzen das chemische Potential zu g = U/2, wodurch sichergestellt wird, daf das
verbliebene Gitter halb gefiillt ist. Die gesamte Elektronendichte ist daher 1 — z. Mit der
Untergittermagnetisierung Map = n4 — np = 2n4 — 1 kdnnen wir die Selbstkonsistenz-
gleichungen fiir G folgendermafien zusammenfassen:

Gan = Z_on (gcm(E) )E
fan = fwn+ohS+ gi UMap +5 G2 (C.6)

Msr = TZQ Gan -
an

Im Fall ohne Unordnung (2 = () kann die Summation itber Matsubarafrequenzen durch
eine analytische Fortsetzung (siehe z.B. [Ric88]) explizit durchgefithrt werden, und wir
erbalten neben der trivialen Losung, Msp = 0, die folgende Bestimmungsgleichung fiir

; A(E)
TT 2 T NE)

tanh( o7

) (C.7)

mit ME) = [((UMar/2)®+ E?]*/%, Diese Bezichung kann auch direkt aus der freien Energie
gewonnen werden (siche z.B. [vDon90] und Kapitel 3.1). Die Néel-Temperatur T' = Ty
erhilt man, indem anschliefend AMap = 0 gesetzt wird. Fiir z > 0 kann die Selbstkonsi-
stenz (C.6) numerisch etwa durch Iteration geldst werden. |

Auf der anderen Seite ist Tw durch die Divergenz der antiferromagnetischen Suszeptibi-
litdt xap = dM4r/dh® in der paramagnetischen Phase definiert. Die Differentiation von
{C.8) nach k° Hefert: -

P 2 (B
Gfm — en @ . — (z(znzi.g_ﬂ + z_anz:m) (gai;( ) E
Zaqn Zmaid
/ _ 1 oy G::zn
Z_an = C!(1+"UM_AF) xT (C.g)
2 G2, )

xar = Myp=T> aG,.
&

(Der Strich steht fiir die Ableitung nach A%) Nun betrachten wir die paramagnetische
Phase. Mit Mgp = h® = 0 gilt hier: Gup = G- ete., und flir die differenzierten Gréflen
G, = -G, etc., da das Feld h° mit unterschiedlichen Vorzeichen auf den beiden .
Untergittern wirkt. Wir kénnen von nun an den Index ¢ unterdriicken, und betrachten
nur das Untergitter mit o = 4 = +1. Die erste Zeile in (C.8) vereinfacht sich dann zu:
Ghzn = ~Gnz,. Mit 2, und z, aus (C.6) und (C.8) findet man fiir Mgr = 2* = 0 nach
einigen Umformungen: .

Gh=—(1+ oxar) 2. (©9)

27 g,
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ANHANG C. ZUR HARTREE-FOCK-NAHERUNG MIT UNORDNUNG

Dies setzt man nun in die untere Zeile von (C.8) ein, und lést nach yar auft

2K(T)
m = 27 Y AT .
NAF 2q Eﬂ G, T OR(T) (C.10)

KT = —ng’i. (C.11)

{Der Faktor 2 kommt aus der Summation iiber die beiden Untergitter.) Die Néel-Tempe-
ratur ist durch die Divergenz von yr, also durch die Bedingung

UK (Ty) =1 (C.12)

definiert. K(7') ist bis auf den Faktor 2 gleich der Suszeptibilitit im Fall I/ = 0, daher
insbesondere positiv definii. Bei gegebener Temperatur, d.b. gegebenem K(T), ist x4r
fiir kleine U positiv, divergiert dann fiir einen kritischen Wert U (T) und wird dann nega-
tiv, d.h. die paramagnetische Phase ist instabil. Im Grundzustand liefert (C.12) eine Art
»Stoner-Kriterium®, UK(0) > 1, fiir den Antiferromagnetismus. Fiir z = 0 kénnen wir
die Summe wieder ausfithren und gelangen zuriick zu {C.7) mit Myr — §. Hier divergiert
K(T) im Grundzustand, so daf dieser fiir jedes positive U antiferromagnetisch geordnet
ist2. Hier gilt {ibrigens K(T") = 1/I(T, i = 0) mit der Funktion I aus (3.23).

Fiir z > 0 ist Gy, auch in der paramagnetischen Phase aur implizit gegeben:

Go= faB—= Gn} —, (C.13)
so dafl wir die Summe in (C.11} nicht durch analytische Fortsetzung bestimmen kénnen.
Bei der halbelliptischen Zustandsdichte (4.4) kénnen wir jedoch das Integral ausfiihren
(siehe {4.44)) und erhalten nach Aufisung nach Gg:

G = [1 -y1-(- ;'r;‘)wg/(wn)z)} =VI=2Guw./vi=2)  (C19)

mit der Greenfunktion G(°) des Modells ohne Unordnung (z = 0). Es sei aber daran
erinnert, daB diese Skalierung von G, nicht fiir beliebige Zustandsdichten giiltig ist. Mit
(C. 14) képnen wir die Summe K(T') aus (C. 11) umformen zu:

@ = ey 5 S I

W

e _ﬂdeN(E)TE[zwn(wﬂ/vl e E)]

= [ap X&) . zj,]

Sy —

N(E)

= ~vI=s [dB

. 2Dies gilt gensugenommen nur, wenn die freie Zustandsdichte an der Fermikante nicht verschwindet.

[frp(EV1~z/T) - frp(0)] . (C.15)
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Die Differenz zweier Fermi-Dirac-Verteilungen, frp(z) = (1 + exp(z))™", ergibt sich wie-
der mittels analytischer Fortsetzung [Ric88]. Die Bestimmungsgleichung fiir die Néel-
Temperatur (C.12) wird schlieBlich:

N(E) [BVi=2z
v1-— —_ —_— =1 C.1
Ui a:de 5E tanhk T 1 {(C.16)
Diese Bestimmungsgleichung ist aber iquivalent zu der fiir das reine Hubbardmodell mit
renormierten Energien U = U /I — z uad Ty = Tiv/v1 — 2. Anders formuliert: die Neel-
Temperatur geniig folgendem Skalierungsgesetz: - : : R

Tw(U,z) = vVi— —xTN(U\/l ”‘x,e) " S

Die Unordnung beeinfiut Ty also auf zwei Weisen: erstens wird die effektive Wechselwir-
kung ura einen Faktor +/1 — £ verringert, zweitens die Punktion der kritischen Tempera-
tur selbst. Im Fall starker effektiver Wechselwirkung (U > w) gilt Ty & U/4 und somit
T (U, ) = Ty (U,00(1 — z), d.h. T nimmt linear mit z ab. Bei kleinen & ist Ty dagegen
exponentiell klein. Dies ist stets der Fall (auch fiir grofle U), wenn die Konzentration = ge-
gen 1 geht. In der HFN wird Ty also immer mindestens linear oder sogar exponenticll mit
z unterdriickt. Dieses Ergebnis steht in deutlichem Widerspruch zu den QMC-Resultaten,
bei denen fiir kleine I die Néel-Temperatur in einem weiten Bereich von = konstant bleibt.
Dieser Widerspruch bei schwacher Wechselwirkung ist {iberraschend, da hier die HFN (zu-
mindest im reinen Modell) als gute Niherung betrachtet wird. Eine mégliche Erklirung
liegt in der durch die Uncrdnung induzierten, starken Erhdhung der lokalen magnetischen
Momente, die von der HFN nicht erfalit wird. .. . . | '




D. FINIGE UNTERDROGRAMME FUR DIE BEHANDLUNG
IN d = 0o

B o T T e e e

Einige wichtige Unterprogramms f£°ur die Honte-Carlo-Simulation
deg Anderson-Hubbard-Mcodells im Limes hoher Dimensionen.

Hier £"ur den Fall der bin"aren Unordnungsverteilunyg.

-> Monte-Carlo-Berechnung der BEinteilchen Greenfunktion

-» Bestimmung der Doppelbesetzungsdichte

-> Bestimmung der Zweitsilchen-rorrelatiocnen

-> Subtraktion des unkorrelierten Anteils derselben

->» Berechnung der Kompressipilit"at in der A-B-Phase

NI S AT

B e s T o s o A S e S s

SYBHIVTLLSVVRDIIHILOLLIVOABBLLLHIOLOILLLLLILOOLLRLIVLRLHILTLDLOLRLGRLD

Laufparameter:;

beta : inverse Temperatur

cpl, cp2 : chemisches Potential f¥ur Spin up und down
g : ‘Hubbard-Wechselwirkungsst*arke

B : halke Bandbreite der freien Zustandsdichte

Delta i Breite der Unordnungsverteilung -
prob : Fonzentration der Komponente A (binfare Legierung)
aAnzazhl der Trotter-Schritte

dt - beta/L "Piskretisierung in der Trotter-bimension

abr Abbruchkriterium (Toleranz) f"ur die Iteration
itmax . Maximale Anzahl von Iterationen

Nwu : : Anzahl der "worm-up sweeps®

Hme ;s Anzahl dex MC-Sweepg mit Bestimmung der Observablen

aaa 0()nr)n 000N 0an00aNRA0NAR0A0N
G DGO A P D PP W P D B P W P

Bestimaung dexr Beltzmannh-Gewlchte:
xl = dt*abs(U}/2.D0 Co e .
Crlambh = 1og(exp(x1)+sqrt(enp(2 DOex1}) - 1 DO0)) N : : ) 3
BEf{l) = dexp{-rlamb)
BE{3) = dexp(rlamb)
.Vorzeichen von U:
Bf(2) = 1.1DQ
if (U.1t.0.D0) B£(2) = -1.1p0

%
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Unterprogramm MCSWEEP

- Auswahl von L Hubbard-Stratoncocvich (HS) - Spins
- Berechnung der "Ubergangswahrscheinlichkeiten
- Bel Akzeptanz: Berechnung der neuen Greenfunktionen

Input:

Gl,G2 : Zinteilchen~Greenfunktionen f*ur Spin up und down
Real - Matrix (Lmax,Lmax)

Is : Kenfiguration der HS-Spins
Integer - Vektor (Lmax)

Bf : Boltzmann-Gawichte
Real - Vektor (3}

A : anzail von Trotter-Schritten, L kleiner gleich Lmax

Integer - Variable

dseed : Startwert f£*ur den Zufallszahlen-Genarator
Real - Variable

sig : Vorzeichen der Fermionendeterminante
Real = Variable

Qutput:
G1l,G2 : neue Greenfunktionen

Is : neue HS-Feldkonfiguration
dsead : neuer Startwert
Akz : Anzahl akzeptierter EBEinzel-Spinflips
Real - Varilsble
gig : neues Vorzelichen der Fermionendaterminante

Aufgerufenes Unterprogramm:
BURAND : Zufallszzahlengenerator nach Kirkpatrick und Stcll

LA N N A B B R IR T R R Y

AT TN AT I e A N T T N A T T e S T A A T I T N T I R NS A T O S F R AT T AT TR SO T A S

gsubroutine MCSWEEP1(G1,62,Is,Bf,L,dseed, &kz2,5iq9)

LR R R I R R R R I R o N N R I D D L R L R L R R R R e R R e
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implicit real+8(a-h,0-2)

paramgter {(Lmax=129)

dimension Gl{Lmax,lmax), G2(Lmax,lmax}
dimension Is{(Lmax}, Rnd(2+*Lmax)
dimension B£({3), £(3)

dimension Cl1(imax), Cl2({Lmax)
dimengion Crl(Lmax), Cr2{Lmax)

¢ Vorzejchen von U
igU = BE£(2)

£(1) = BEf(1)**2-1.D0
£(3) = BF(3)*#2-1,D0

¢ Aufruf des zZufallszahlen-Generators
call duraznd{dseed,2*L,Rnd}

c Loop ueber den Zeitindex
do 10 il=1,L

¢ Auswahl eines Ising-Spins
m = Rpd{il)*L+1
Ism = Is(m)

¢ Flip-Wahrscheinlichkeit
Rl = (1 DO+Gi(m,m))*£{2-Fsm) + 1.D0
R2 = (1.D0+G2{m,m))*£({2+is0%Ism) + 1.DD
BPg = R1*R2
if (isU.1t.0)} PS = PS*(f({2+Ism)+1.D0)
bPS = aba(PS)
BV = Rnd{il+L)

¢ Heat-Bath
=] bPS = bPS/({1.D0+bPS)

if (bPS.gt.PV) then

g ===r------ Flip akzeptiert --------=--=--
Is(m)} = -Isn
If (PS.1%.0.00) sig = -sig
akz = akz+l.DO

¢ Opdate der Greenschen Funktionen
£f1 = £{2-Igm)/R1
£2 = £(2+istU*Ism)/R2

C €1(3) := £+CG(j,m) , Cr{j) := G(m j) + delta(m,J)
de j=1,L
Cli(ly = fl=Ci{j.m)
Ci2(3) = £2+G2{j.m)
Cri(j) = Gl(m,3j)
Cr2{j) = G2(wm,j)
enddo
Cri{m) = Crl{(m) + 1.D0
Cr2{m} = CrZ(mj) + 1.D0

e G = G-Cl*Cr
de j=1,L

11¢4)=Cri(3)
12¢3)*Cx2(3}

e e

10 continue

raturn
end

[a} *94####&*ﬂ-ﬁ'ﬁﬂ'ﬂr-ﬂ-*s‘e'&Q#\trﬂ-er-}.'#§#weé-k-kQ#tt"."**e#wﬁ**#wﬁt#é*#éﬁﬁ#**ﬁéﬁfiéeﬁﬁﬁ
c -
¢ Unterprogramm DOPPEL *
c

4
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ANHANG D. EINIGE UNTERPROGRAMME FUR DIE BEHANDLUNG IN D = w0

¢ Berechnung der Doppelbesetzungsdichte f°ur gegebene *
Cc HS-Feldkonfiguration, Multiplikation mit dem Vorzeichen -
¢ der Fermionhendeterminante und Aufaddition *
o *
¢ Input: *
¢ &1,G2,L,sig (siehe oben) *
c d : Doppetbasgetzungsdichte *
] Real - Variable *
c *
o Output: ®
=} 4 : erhoht um den aktuellen Wert *
o &
[+

ER-Ed A -E-EEE-E L b a AL E-L-2- 3500 E-4 2 002 L E-E-E 3 -y X Al L s T ELE LR 2-k-F-2- 2 L-L- 25221 13

subroutine DOPPEL(GL,G2.L,d,siq)

implicit real#*8(a-h,o-z)
parameter (Lmax=129}
dimension Gl{Imax,Imax), G2({Lmax,LmaX)

= 0,D%
xl = 0.40
%2 = (.40

do i=l,L

® = x+(1.40+GL(i,1))*(1.80+G2¢1i,1))
enddo
d = d+x/L*zig

ratfurhn
end

LA EA AL R 2. 21 LR 55T a-L-1-5-L-2- X2 L0 2-2 -0 L-L g F A EE L AL TS 22 Pt 0 k18121281

Unterprogramm KORRELZ

Berechnung der 2Zweiteilchen-Korrelationsfunktion f£"ur gegebene
HS-Feldkonfiguration, Multiplikation mit dem Vorzeichen
der Fermicnendeterminante und Aufadditicn

Input:
G1,G2,L,s8ig (siche oben)
corGl, corG2 : Elektronendichten - 1 ffur Spin up und down
Real - Variablen
k4 : FZweiteilchen-Korrelatlonsfunktion
Real - Matrix (2+*Lmax,2%Lmax)

Qutput:

-4 erhfoht um die aktuellen Werte
Hilfsfelder:
Glex,G2ex : Real - Matrizen (2%LmaX,2+Imax)

nooeao00NgRONOCRNODO0GN
L R E R NN YR

AT A-2- 225223 3 5L LR AR - - F-A T - R b E-2- R X b kL L F- LR - R R- b LR X R LR R R R R AR L k- k-1
subroutine RKORRELZ(Gi,G2,L,¥,coxrGl,corG2,sig)

implicit real®8{a-h,o-2)

parapeter (Lmax=12%)

dimension Gl(Lmax,Lmax}), G2(lmax,Lnax)

dirension Glex{2¥*Lmax,2%lmayx), G2exX(2*Lmax,2+*Lmax)
dimension Y (2¢Leax, 2¢1lmax)

¢ Eingabe der erweitsrten Greensfunktionen

do j=1,L
do i=1,L
Glex(i,q) = gl(l,3)=fak
G2ex(i. 1) = G2{i,jy~fak
Glex(i+L,3) = -Gi{i,J)*fak
G2ex{i+L,3) = -G2({i,j)*fak
anddo
Glex({3j.J) = Glex{3.,j) =+ corGl
G2ex(j.3) = @G2ex(j.,3j) =~ corG2
Glex(j+L.3j) = Glex({j+L,j)+ corcl
G2ex(j+L,3) = G2ex{j+L,3)+ corG2
enddo
do j=1,L
do i=1,L
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Glex(i,3+L) = -Gl(i,jy*fak
G2ex(i,j+L) = -G2(1,j)*fak
Glex{isL,j+L) = @Qi(i,J)=*fak
G2ex(i+L,j+L)y = G2(i.,jy=fak
enddo
Glex({j,j+L) = Glex(j,j+L)} + corGl
G2ex(3j,J+L) = G2ex(j,j+L) + corG2
Glex{j+L,j+L) = Giex(j+L,j+L)}~ corGl
G2ex{j+L.3J+L) = GRex(J+L,j+L}- corG2
enddo

¢ 'Dummy’ -Index
12 = 1
do 1l=31,L
do ls=1,L
do 10 la=1,L
lap = la+lis-1
12p = 11+12-1

¥({la+L,l1l+L)= Y(la+L,ll+L)+G2ex(lap,15)*Glex(12,12p)
& -G2ex(lap,12p)*G2ex(12,1s)
¥{la,Li+l) = Y{la,ll+L) +Glex{lap,ls)*C2ax(12,12p)

10 enddo
enddo
anddo

12 = 1
do ll=1,L
éo ls=1,%L
go 20 la=1,L
lap = la+ls-1
13p = 11+12-1
Y{la,1l1l} = Y(la,1l) +Glex(lap, 1s)*Glex(12,12p)
& ~Glex(lap,12p)*CGlex{12,1s)
Y{la+L,1ll) = ¥{la+L,1l) +G2ex(lap,1is)=Glex(l2,12p)

20 enddo
enddo
enddo

do l1i=l,22L
do 11=1,2%L
Y(11,12) = ¥(11,12)*sig

enddo

enddo

Treturn

end
O A T R S P S S O R S R P T I N P Y T R N IR RA NP PO T TSR T A A e R
[] *
c Unterprogramm VERTEX *
[ =
¢ Berechnung des unkorrelierten Anteils der Zweiteilchen- 2
¢ FEKorrelationsfunktion £°ur gegebsenen Wert des Zufallspotentials . *
¢ und Subtraktion von ¥ . L E
[<3 L
c Input: #
e G1,G2,Y¥.n {sisha oben) =
¢ pges : Gawicht des betrachteten Zufallspotentials . ™ &
¢ Real - Variable *®
o *
¢ output: *
c Y 1 vermindert um den unkorrelierten Anteil ®
[+ . &
c Hilfsfelder: =
¢ G1l1lin,G2lin : Real - Vektoren (Lmax) S
o o
o d-1‘z12-ﬁﬁ-e*#ﬂ-ﬁﬁ'éﬁ-ﬁﬂ-e-ﬁ-s:-ﬁ*ﬂ#§éé-ﬁ-f.-'.'**ﬁ{.--!-&tt9i-*#Qe-ﬁ*é#9#9***##&***1}#***&&9*#*

subroutine VERTEX(G1l,G2,Y.,L,pges)

implicit real*B8(a-h,0-2)
parameter (Lmax=129)
dimension ¥Y(2+*Lmax,2*Linax)
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ANHANG D. EINIGE UNTERPROGRAMME FUR DIE BEHANDLUNG IND = c©

dinension Gl (Lmax,Imax), G2{Lmax,Lmax)
dimension Gllin(Imax), G2lin{Lmax)

¢ Bereschnung der "linearisierten” Greensfunktionen
do i=1,L
Gllin{iy = 0.D0
G2lin{i) = 0.D0
enddo

do j=1,L ;

do i=1,3-1 o
11 = j-i#i :
12 = L-j+i+i
G1llin(12) = G11lin(12) -G1(i.3})
G2Llin(12) = G21in{12) -G2{i,1)
G1llin{ll) = Gliin{ll} +G1(j,1i)
G2lin(1l) = G21lin¢ll) +G2(3, i)

enddo

Gllin(l) = Gilin(1l) ¥Gl¢i. 1)

G21in(l} = @2lin(ly +61{j.,3)

enddo
do i=1,L

Gilin(i) = Gliin(i)/L

G2iin(i) = G21lin(i)/L
enddo
Gllin(l) = 0.b0
G2lin{l) = 0.DO
do j=1,L

jg = L-§+2

if (j.eg.l) 98 = 1

do i=1,L

Y(i. 9 = Y(i.}) /L + Gllin(i)*Gllin(i=s)

Y(i+L,§) = Y(itL,j)} /L + G2lin(i)#*Gliin(js}
Y(i,3+0) = ¥¢i,9+L) /L + Gllin{$)*G2lin(3s)
Y(i+L,3+L) = ¥(i+L,+L}/T + G2iin(i)*G21in{3s)
enddo
enddo

return
end A
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Unterprogramm KOMPSTAG

Berechnung des Rompressibilit®at in der A-E-FPhase

aue der Zweiteilchen-RKorrelationsfunktion Y

Hier nur f*ur den Fall der halbelliptischen Zustandedichte
(Die Bestimmung anderer Suszeptibilitaten erfolg anclod.)

Input:

81f,82f : Sslbstenergien in Matsubrairsguenzen
Real - Vektoren (Imax)

cpl,cp2 : chemische Potentiale f£ur Spin up und down
Real - Variablen

¥, L : siehe chen

beta : inverse Temparatur

D : Halbe Bandbreite der freien Zustandsdichte i
Feoef : Pourierkoeffizienten =

{Focoef(1,k) ist der Fourilerkeoeffizient zwischen
Zeit-Schritt 1 und Matsubarafreguenz k)
Real - Matriz (ILmax,Lmax)

Qutput:

compaf : Kompressibilitat
Hilfsfelder {(zum Teil zu Testzwecken):
¥i : Real - Matrix (2+*Lmax,2*Lmax)
X,68,R : Real - Vektoren (2+¢Lmax)
X1£,X2f : Real - Vektoren (Lmax)
R1£f,R2f : Real - Vektoren (Lmax)

LI B A B N RN R N RN I R T S
I
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Aufgerufenes Unterprogramm:
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LINRG : IMSL-Routine zur Inversion einer rellen Matrix
*

c
c
c

gubroutine KOMPSTAG(S1f,S82f,cpl,cp2,¥,beta,D,L,Fcoef, compaf)

implicit real*8(a-h,o0-2)

parameter (Lmax=129)

dimengion Y(2*lmax,2¢Lmax), X{2*Imax), Gs(2*Lmax)
dimension Y1(2#Lmax,2*Lmax)

dimension R1(Lmax), RZ{Lmax), R3(lmax), R(2*Lmax)
complex*lé Sif{Lmax), S5S2f(Lmax)

complex*lé Xif{lmax), X2f(Lmax)

complex*1l6é Rif(Lmax), R2f(Lmax), R3f{Lmax)
compliex*lé Fcoef({Lmax,Lmax)

complex*l6 xsil,xsi2,wurz,ca,cb,cc,cD,Cf,Gqf

cD = demplx{D*D}
pi = acos(-1.D0)
alfa = pi/beta

dt = beta/L

f = dt#=*2*L

¢ Berechnung von <g> und <g~2>
do k=1,L
%511 = (-L-1+2*k}*alfa*({0.D0,1.D0}+81f(k}+cpl

x8i2 = (-L-1+2*k)*alfa+«(0.D0,1.D0)+82f(k}+cp2
wurz = sgri(demplx(l.dd)-cb/xsil/xsi2)

Gf = ¥giz«2.D0/cD*((1.D0,0,D0)-wurz}

Ggf = (1.40,0.d40)/(xsil*=2*wurz)

ca = {1.40,0.40)-Ggf/GEee2

ce = x8il/xs12

cb = (1.40,0.40)/(xsil*GEf)+ca-({1.40,0.40)

R1f(K) =-(ca*Ggf+(GEi*cb)**2)/(ca*ca-cbhb*ch)
R2f(k) = (Ggf+carGfr=2yrchbrcc/{ecarca-chrcb)
R3£({X) = corccrRLE{k)

enddo
¢ Fouriertrafo zur Temperaturdarstellunyg
do j=1,L
R1{j) = 0.40

R2{3) = 0.40
R3({(j) = 0.40
enddo
do k=1,L
do j=1,%L
R1(J) = R1{j)+Feoef(j, k)*R1f(k)
R2(j) = R2(j)+Fcoef(j,k)*R2f{k}
R3(J) = R3{j)+Fcoaf(j,k)*RIf(k)
enddo
enddo
do 3i=1,L
R1{j} = Ri{j}/beta
R2{j}) = R2(3)/beta
R3¢{j) = R3(3)/beta
enddo

¢ Berechnung der zu invertierendeh Matrix Yi:=dg2*2«L*Y+di*R

do i=1,L
do i=1,j-1
Y1¢i.3) = £*Y({i,3) -dt*R1{i-J+L+1)
Y1(i+L,3) = f*Y(i+L,j) ~dt*R2({(i-j+L+1}
¥1(i,j+L) = £=Y({i,j+L)y -~dt¥R2Z{i-§+L+1}
Y1(i+L,j+L} = £*Y(i4L,J¥L)-dt*R3I(1-J+L+1)
enddo
do i=j,L
Yi¢i, ) = £¥¥(i,q) +@L*R1(i-J+1)
Y1(i+LE,3) = f#Y(i+L,j) +dt*RZ(i-j+1)
Y1{4i, 3+ = f2Y{i,j+L) +dt*R2(i-J+1)
¥1(i+E, 3+L}) = E¥¥{i+L,j+L)+de*R3I(i-J+1)
enddoc
enddo

¢ Inversion von Y1
call LINRG(2*L,Y1,2¢Lmax,¥Y1l, 2*Lmax)

¢ Berechnung von Gamma = Y1#R =: X

L
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ANHANG D. EINIGE UNTERPROGRAMME FUR DIE BEHANDLUNG IND = o

do j=1,L
R(3) = RL{J)+R2{3}}
R{j+L) = R2(3J)+R3I(F)
enddo
do j=1,2=*L
X(j) = 0.D0
enddo
do i=1,2%L
do §=1,2*L
X(1) = X{i) + YI{i,j)*R{J)
anddo
enddo
ctttttitt Fouriertrafo von X -> Xf
do j=1i,L
Xif(3) = 0.40
X2£(j)y = G.40
enddo
do k=1,1
do j=1,L
1F(X} = Xif(k)+X({j)/Feoef(i,. k)
X2£(X) = X2f{k)+X(J+L)/Feoef(j, k)
enddo
angdo
do j=1,L
X1£(j) = X1f(j)=dx
A28y = X2f(f)y=dn
endde
¢ ttttttt Ausgabe von Gf’ = Kappa_n
write(32,+*) ":cmd: nic col sym’
write{3z,+) L
Go k=1,L
%5l = [-L-1+42*k)*alfa
Gf = R1E(k)*{1.80-X1f(K))+R2E(k)*(1.d0-X2F(k))
Ggf = R2Zf(K)*(1.40-X1£(k))I+RIF(X)*(1.d0-X2E(k})
write({32,’(5€14.7)') xsi,Gf,Cqf
anddo

¢ Berechnung von G’ = Gt *22L*Y*X =: Gg
do i=1,2*L
Gs{i) = 0.4¢
enddo
do i=1,2?L
do j=1,2+%L
Gs(i) = Gs({i) + £*Y(i,F)*X(J)
enddo
enddo
write(6, ' {4e20.8)') dt,Gs(1),G5(1+L)
compaf = Gs{1}+Ce{l+L}
¢ nechmal als TEST : Berechnung von G’ = R+gamma’*R =: G8
Ge(ly = 0.490
GCs(1+L) = 0.40
do i=1,L
Gs{1) = Gs(l) +RLE(1)=(1.Q0-R1£(1))+R2E(1)*(1.40-K28(4))
Gs(1+L) = Ge(l+L)+R2L(1)={1.d0-X1£(1))+RIE(1)*(1.d0-X2£(1))
enddo
Gs(l) = @Ga8{l) /beta
Ge(1l+L) = Gs{1l+L)/beta
write(6,’'(4e20.8)) 4t,Gs(1),Ge({1l+L}
rita(§, *)

retura
end

] #Q***ﬁ*i‘ﬁéﬁﬁé##Q@#ﬁéﬂ%ééﬂ-é*#ﬁ'ﬂ's‘(*ﬁ'ﬁ'ﬁtéi’9*#S’éﬁ'ﬁQﬁ#&#é*%e%%&****#*%**#ﬁ#_ c
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