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Kapitel 1

Binleitung

In der Natur findet man eine Vielzahl granularer Medien wie zum Beispiel Sand,
Kies, Geroll und auch Getreidekdrner. In der industriellen Welt trifft man auf
kiinstliche granuiare Medien. Finige Beispicle sind Pulver, Pillen und Granulate.
Dort sind sie zumeist als Schiittgiiter bekannt. Sie miissen gesammelt, gelagert,
transportiert, abgefiillt, gemischt oder entmischt werden. Dies geschieht in den
unterschiedlichsten Zusammenhéngen und Umgebungen. Dabei ergibt sich eine
Vielfalt von Eigenschaften und Effekten die mdustrlell und naturmssenschafthch

untersucht werden e

Allgemein sind granulare Medien eine Ansammlung von festen und ungleichen
Teilchen, die unter dem Einflufi der Gravitation zusammengehalten werden und
wie ein Festkérper erke'l DL,SGI‘ Zuctand kann. s=ch in unterschtedhchen Srtua—
tionen &ndern. ' S : L
Auf einer schiefen Ebene kommt es zu einem granularem FluB [1 2] der Selbst-
diffusion zeigt [3]. : : S
Unter Vibration verfliissigt sich granulare Materie [4 5], und neue Aggregat-
_zustéinde lassen sich definieren :[6]. Oberhalb einer gewissen Anregungsschwelle
‘bilden sich Konvektionszellen aus [5,7-9]. Weiterhin bewirkt Vlbra.tlon Groﬁen—
segregation bei Systemen mit verschiedenen Teilchengréfien [10-12]. - S
‘Granulare Medien zeigen diverse Wellenphinomene: Beim Fluf§ durch ein Rohr.
- . [13-15] oder beim Ausfluf aus einem Trichter [16-21] kommt es zu Dichtewellen.
. Innerhalb einer festen nnsammlung granulafer Medlen beobachtet und ana.lySIert :
man Schallwellen [22-24]. & R s T

Fiir einen Haufen von granularer Materle erd der Boschungswmkel analyswrt
“und Lawinen werden untersucht {25]. Das Verhalten von Granulaten unter Druck
-[26,27] und Scherung [28] wird studiert. Gescherte oder komprlmlerte granulare :
Systeme zelgen Dﬂa:tanz (28, 3[}] d.h. ihr Volu‘neu mmmt Zu. R

R :]?ie éﬁgege_beﬁe Literatur beinhaltet Exp_erime.nté.und Simulationen. Einen guten -
* - +Uberblick geben aufierdem die Biicher von Bideau und Hansen [31], Thornton {32] =
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und Metha [33]. Fiir den industriellen Bereich der Schiittgtiter gilt das Buch von
Schwedes als Standardwerk [34]. Fiir den Bereich der Simulationen granularer
Medien existiert ein aktueller Ubersichtsartikel von Ristow [35].

Die meisten Arbeiten zu granularen Medien stammen aus dem Gebiet der Expe-
rimente und der Simulationen. Derzeit existiert keine allgemein giiltige Beschrei-
bung granularer Medien. Dabei bilden Theorie, Experiment und Simulation eine
Symbiose in der Forschung. Aufgestellte Theorien lassen sich an speziellen Expe-
rimenten messen. In Simulationen kénnen experimentell unzugédngliche Parame-
ter variiert und somit theoretische Vorhersagen iiberpriift werden. Experimente
liefern neue Phinomene, die die Theorie wieder zu erkléren versucht. Auf dem
Gebiet der Theorie zu granularen Medien ist folgendes bekannt: "

Der schnelle gronulare Fluff ist von Jenkins und Savage [36] und Haff [37] im
Rahmen der kinetischen Gastheorie studiert und von Savage [38] ausfiihrlich be-
schrieben worden. Diese Beschreibung gilt aber nur im Bereich stindiger, schnel-
ler Bewegung der Teilchen. In ‘diesem Rahmen wird eine granulare Temperatur
definiert, die der Varianz der Geschwindigkeitsverteilung entspricht.

Einen interessanten Ansatz verfolgt die Gruppe um Edwards [39-41], die eine
Theorie fiir Puder aufstellt. Sie basiert auf der Beobachtung, daB fiir granulare
Medien keine Energieerhaltung gilt, aber die Entropie definiert ist. In dem For-
malismus der klassischen Thermodynamik ersetzen sie deshalb die innere Energie
durch das Volumen des Puders und leiten danach alle retevanten Grofien ab. Die-
ser ‘Ansatz gilt nur im Grenzfall dichter Packungen. i

Zanetti und Goldhirsch [42] untersuchen in einem theoretischen Zugang Insta-
bilitdten in dissipativen Gasen, die zur Clusterbildung fiihren, und prasentleren
iibereinstimmende Simulationen.

In einem allgemeineren Ansatz entwickelt Herrmann [43] fiir dlSSlpatzve Systeme
im stationdren Zustand fiber eine Energiebilanz ein granulares Potential, von dem
sich, wie in der klassischen Theorie, alle relevanten GrofSen ableiten lassen. -
" Aktuelle experimentelle Arbeiten untersuchen die Giiltigkeit des Equipartitions-
theorems fiir granulare Medien als prinzipielle Grundlage der statistischen Physik.
“Inder Literatur finden sich wie gezeigt viele Teilaspekte fiir eine Theorie granula-
" rer Medien. Dabei handelt es sich bei granularen Medien allgemein betrachtet um

o _dissipative Vielteilchensysteme unterscheidbarer Teilchen. Der Aufbau einer all-
~_gemeineren Nichtgleichgewichtsthermodynamik granularer-Medien unter Beriick-

. sichtigung der Dissipation erfordert zunacnst das Verstandms der Elgenschaften

L granularer Systeme ohne D1851pat10n R B

. In dieser ‘Arbeit werden granulare Systeme durch Simulationen untersucht. An
- einem 'speziellen angewandten Beispiel wird -der Einflufi der Dissipation -und
- nichtsphérischer Teilchengeometrie untersucht. Der Einflufl der Gréfenverteilung
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bei granularen Tellchen wird in Gleichgewichtssystemen studiert und damit die
Kenntnis der Gleichgewichtsthermodynamik granularer Systeme = 1n dlesem Fa,ll
der Vielteilchensysteme mit einer Groﬁenverteﬂung - erwe1tert EEE

Die gesamte Arbeit gliedert sich wie folgt:

Kapitel 2 beschreibt die Modellierungsmoglichkeiten granularer Medien in Si-
mulationen. Es werden verschiedene geometrische Realisierungen der einzelnen
Teilchen vorgestellt und ein Standardmodell fiir die Teilchen-Teilchen-Wechsel-
wirkung beschrieben, das Elastizitét, Dissipation, Gleit- und Haftreibung beinhal-
tet. Die Simulationsmethodik der Molekulardynamik wird vorgestellt. Im einzel-
nen werden die numerische Integrationsmethode des Gear-Pradiktor-Korrektor-
Verfahrens und die verschiedenen Methoden zur effektiven Wechselwirkungsde-
tektion tiber unterschiedliche Buchhaltungsmethoden beschrieben. Das Kapitel
schliefit mit verschiedenen Implementlerungen der Molekulardynamlk und einem
theraturuberbhck ZU Slmulatmnsmethoden ' ' - SRR

In Kapitel 3 werden vorbereitend fiir Kapitel 5 und 6 physikalische Grioflen defi-
niert und deren Messung innerhalb einer Simulation beschrieben. Neben Druck,
Dichte und Temperatur werden Gréfien zur Ordnungsanalyse im Orts- und Fou-
rierraum eingefiihrt. Verschiedene Verteilungen fiir den Radius sphérischer Teil-
chen werden definiert und somit die Polydispersitét eingefiihrt und iiber die Stan-
dardabweichung mefBbar gemacht. Der lefzte Abschnitt leitet ein Fluktuations-
Dissipations-Theorem fiir polydisperse Systeme her, das d1e Energleantwort des
Systems auf die Polydispersitit beschrelbt AP _ .

Als Anwendung von Molekulardynamik-Simulationen wird in Kapitel 4 der Flufi
von nichtsphirischen Teilchen durch einen Trichter behandelt. Durch eine ausfithr-
liche Simulationsanalyse wird dieses System in drei spezifische FluBbereiche un-
.. .terteilt und im Detail charakterisiert. Das System zeigt Hysterese. Es kann mit
- seiner groflen Anzahl an Modellparametern letztlich durch zwei charakteristische
. GroBen beschrieben werden. Diese sind von anwendungsbezogener Bedeutung
~-und vereinen alle physikalischen Freiheitsgrade des Systems der nichtsphirischen
Teilchen in einem Trichter. ' '

Als ein wesentlicher Aspekt granularer Medien wird der Einflufl der Individua-

-litdt der einzelnen Teilchen in den nichsten beiden Kapiteln untersucht. Diese

~wird durch eine Grofenverteilung (Polydispersitdt) fiir sphérische Teilchen mo-

o delliert. Irregulére Teilchengeometrien ‘werden nicht betrachtet, um die Simula- * .- e

L tionen. einfach und ‘schnell zu halten. Dissipation als-ein weiterer wesentlicher .= .
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Aspekt granularer Medien wird hier nicht beriicksichtigt, um zunéchst ein tiefe-
res Verstindnis der Gleichgewichtssituation granularer Medien zu erhalten und
die Methoden der statistischen Physik im Gleichgewicht anwenden zu kdénnen. In
den elastischen Systemen zeigen sich zwei Phasen: fest und fliissig.

Zunichst behandelt Kapitel 5 den Fall identischer elastischer Teilchen (Monodi-
spersitit). Der Phaseniibergang zwischen flissiger und fester Phase der elasti-
schen Teilchen wird in zwei Dimensionen studiert, vor allem der Einflufl des ver-
wendeten Potentials zur Modellierung der Teilchen wird untersucht. Die einzelnen
Phasen werden iiber einen Orlentlerungsparameter msbesondere im Koemstenz—
berelch charakterisiert. ' :

In Kapitel 6 wird die Polydispersitdt anhand zweier verschiedener Radienvertei-
lungen eingefithrt und der Phaseniibergang zundchst in zwei Dimensionen stu-
diert. Im Fourierraum werden die beiden Phasen charakterisiert und die Ener-
gieantwortfunktion bzgl. der Polydispersitét iiber ein Fluktuations-Dissipations-
Theorem bestimmt. Das polydisperse System elastischer Teilchen wird mit einem
realen Gas verglichen. In einem theoretischen Ansatz werden die in den Simulatio-
nen aufgezeigten Effekte der Polydispersitét im Zustandsdiagramm, insbesondere
die Existenz einer kritischen Polydispersitét, erklért. Am Ende von Kapitel 6 wird
die Polydispersitit in drei Dimensionen untersucht. Nach einer Beschreibung der
Simulationen werden die aktuellen Ergebnisse im Zustandsdlagramm fur Systeme
mit einer bindren Radzenverteﬂung W1edergeo'eben '

Kapitel 7 fafit die Arbeit im Uberblick zusammen. Die einzelnen Kapitel enthalten
jeweils selbst eine detaillierte Zusammenfassung. .




In diesem Kapitel wird die Modellbildung granularer Systeme im Rechner be-
schrieben. Zunichst werden in Abschnitt 2.1 die Moglichkeiten der geometrischen
Modellierung diskutiert und dann in Abschnitt 2.2 auf die Teilchen-Teilchen
Wechselwirkungen eingegangen. Wie man in der Molekulardynamik (MD) nun
effektiv die individuellen Wechselwirkungen detektiert und die numerische Inte-
gration ausfiihrt, beschreibt Abschnitt 2.3. Dabei wird der vektorisierende Einzel-
Zell-Algorithmus ausfiihrlicher behandelt, weil ausschliefllich er fiir die Produk-
tion der Daten von den Kapiteln 5 und 6 eingesetzt wurde. Der vektorisie-
rende Algorithmus ist schon in einer Vorabvertffentlichung beschrieben worden:
Vermdhlen und Ito, Vectorized and Parallelized Algorithms for Multi-Million Par-
ticle MD-Simulation [44]. '
Abschnitt 2.4 gibt abschliefend einen kurzen Literaturiiberblick zu MD-Algorith-
men und architekturspezifischen  Implementierungen, sowie alternativen Simula-
tionstec_hni_ken._' ER IR T o e L . R

20}— .. M@éegi i‘ g éef T@ié{:}}.&ﬁf@gﬁm Sl

In erster Naherung stellt man granulare Teilchen in Simulationen durch Scheiben
(zweidimensional) oder durch Kugeln (dreidimensional) dar. Thr Radius ist dann |
_der einzige geometrische Freiheitsgrad, und Kollisionen dieser Teﬂchen sind em— '
fach und direkt berechenbar (siehe Abschnitt 2.2). * :
" -Spharische Teilchen kann man auch iiber besonders starke Federn zu komplexeren

.. Teilchen zusammenfassen {45, 46]. Eine realistischere Teilchengeometrie erfordert

- daun zunehmend mehr Speicher, um ein Teilchen zu charakterisieren, und die
-eigentliche Berechnung einer Kollision, sowohl Detektion als auch Kraftberech-
nung, werden aufwendig. ‘Bei elliptischen Teilchen erfordert die Kontaktbestim-

* mung beispielsweise das Losen einer:Gleichung vierten Grades {26]. -+
'Verallge'nemeru man die Ellipsengleichung, so kann man zwischen elliptischer.und

N rechteckiger Form beliebig variieren [47]. "D_ie Kollisionsdetektion ‘ist -hier '-'nicht_.."_'-_{g' : '

e mehr direkt mdglich und verlangt fiir jedes einzelne Teilchenpaar eine Iteration.

5.
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oD
0 “*
_ L ,
Parameter R R L Ry, Ry e, b
Referenz [45] [46] 26]
Parameter: ‘; - ..:a,b . Anzahl der Ecken - Anzahl der Ecken
Referenz - -~ [47]. .~ = [21,28] [28,48,49]

Tabelle 2. 1 Mogliche Tellchengeometnen in zwei Dimensionen als Modellreprasentan—
ten granularer Materie. :

Eine viel allgemeinere Modellierung ist durch Polygone méglich, die fast be-
liebige Formen erlauben. Der Speicheraufwand fiir Polygone steigt enorm an,
allerdings ist fiir konvexe Polygone eine relativ schnelle Kollisionsdetektion mit-
tels linearer Algebra moglich [21,28,48,49]. Im Kapitel 4 werden Slmulatlonen
mit solchen nichtsphérischen Teilchen in einem Trichter behandelt.

Tabelle 2.1 fafit die bisher in Simulationen verwendeten Teilchengeometrien noch
einmal zusammen. Die sphiirischen Teilchen zeigen allerdings schon einen Grofi-
teil der Eigenschaften granularer Systeme. Wie man nun fiir sphirische Teilchen
die. Wechselwirkung modelliert, wird in dem néchsten Abschnitt beschrieben. =

2.2 Modellierung der Wechselwirkung

iKollidieren zwei elastische Kugeln, so deformieren sie sich wihrend der Kollision
und erfahren liber die gesamte Kollisionsdauer ’7’,:0,, eme repulsive Kraft. Abb. 2.1
.1ITLstr1ert dlesen Vorgang. In einer Simulation wird die elgentncne bormancterung

'. ‘der kollidierenden :Teilchen nicht direkt berticksichtigt, sondern ein Uberlapp z - L

- der Teilchen wird erlaubt (siehe Abb. 2.2), aus dem sich dann die repulsive Kraft

i
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Abb. 2.1: Deformation zweier geprefiter Kugeln. Der zeitliche Verlauf der Kollision ist
(A) = ( ) - (C) Die riickstellende Kraft ist eine Funktion der Uberla,ppla,nge z.

- Die #; sind die Massenschwerpunkte der Teilchen. Fiir z > 0 sind die Teilchen in
‘Kontakt. Aus der Elastizitatstheorie leitet sich nun das allgemelne Hertz—Mmdlm
* Kraftgesetz fir dxe rﬂ“"‘m.fﬂ K*aﬂ' ab f5n 5"\] ' ' : -

-

_Fdast.i' — [kn (a:)a@(m)] ﬁ_L .. (22) n
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Abb. 2.2: Kollisionsgeometrie zweier sphérischer Teilchen. Wahrend der Simulation
mittels MD ist ein geringer Uberlapp der Teilchen erlaubt. Die repulsive Kraft ergibt
sich aus der linearen Uberlapplange z = R; + R; — |%; — Z;] und wird aus der Elasti-
zitdtstheorie abgeleitet {50]. Die Modellkrifte grexfen am lokalen Koordinatensystem
an, dessen Basisvektoren (7i*,#l) sind.

‘©(z) ist die Heaviside-Funktion und 7#* der Normalenvektor an der Kontaktfléche
der Kollisionspartner (siche Abb.2.2):

L T3 — 75 T

| T |

~Der allgemeine Kraftexponent o kann fiir Kollisionen von verschiedenen Teilchen-
- .geometrien bestimmt werden (siche Tabelle 2.2). In den Proportionalitétsfaktor

e -ky,, den elastischen Modul, geht der Elastlzlta’csmodul der Teilchen und noch eine- - :

' '1e1chte Radzusabhanglgkelt ein. . .-

:_Fiir die Simulation ist es giinstig, mit elnem o = 1 zu arbeiten. Die Kollision 148t
sich dann als harmonischer OUszillator darstellen (siehe Anhang A.Z, Seite 100),

o ;"_'und man kann den Zeitschritt At fiir die numerische Integratlon ais smnvollen

| _ Bruchtell der konstanten Kolhslonszert Wahlen o

nE!
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Partner  Querschnitt Geometrie Mindlin Exponent Bezeichnung

Polyeder | Rechteck @: 1 _.._Hooke, linear

4 o
Kugeln Kreis N o= g— Hertz
Kegel Kreis [ ] " a=2 o konisch__.::.

Tabelle 2.2: Hertz-Mindlin Exponent fiir die Kollision unterschiedlich geformter ela-
stischer Partner. Fiir Polyeder u;}d Zylinder kann nur eine ganz spezielle Kollision ana-
Iytisch betrachtet werden. Die Uberlapplinge ist in der Geometrie durch den dicken

Strich gekennzeichnet.

Ist man hingegen an einer mikroskopisch korrekt modellierten Kollision inter-
essiert, ist der Hertz’sche Ansatz @ = 3/2 fir Kugeln der sinnvollere. Bei der
numerischen Integration verhiilt er sich bzgl. der Energiekonstanz freundlicher,
da seine erste Ableitung nicht wie beim linearen Fall oo = 1 unstetig ist. Aller-
‘dings bekommt man mit dem Hertz’schen Kraftgesetz eine nichtlineare Kollision,
deren Schwachpunkte im Anhang A.3 (Seite 100) diskutiert werden. Insbesondere
die Kollisionszeit divergiert fiir den Grenzfall verschwindender Kollisionsenergie
'(Abb A.1), was bei dissipativen Systemen im Vergielch zum bxpenment quah—
- "‘tatw zu falschen Energleverlusl,en fuhrt ' : : .

- Eine elastlsche Kraftformulierung fiir nichtsphérische Teilchen -ist schw1er1ger
Man nimmt dann anstatt einer Uberlapplénge eine Uberlappfliche und definiert
‘g0 die repulsive Kraft (siehe Kapitel 4, Gl. 4.1). Die nichtelastischen Anteile blei-
ben allerdings die gleichen wie fiir Sphéren, die im folgenden Abschmtt deﬁmert

- werden.
_ -'Diese Me‘thode funktlonlert fur Doly,c_ronale Tellchen sehr gut §21 28 48 49]
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&

Moeodellierung der nichtelastischen Anteile
der Wechselwirkung

Die Energiedissipation ist bei granularen Medien eine wichtige Eigenschaft, die in
der Modellierung berticksichtigt werden kann. Experimentell wird diese zumeist
iiber den Restitutionskoeffizienten beschrieben, dessen Definition und Zusammen-
hang mit dem hier vorgestellten Modell im Anhang A zu finden ist.

Die folgenden Paragraphen beschreiben einen Weg, normale und tangentiale Rei-
bung ins Modell einzubauen und auch den Effekt der Haftreibung zu modeliieren.

Dissipation in Normalenrichtung

Waihrend eines Zusammenstofies zweler elastischer Teilchen wird mechanische
Energie in thermische Energie umgewandelt, d.h. wegen der inneren Reibung
verlieren die Teilchen nach jedem Zusammenstofl an Geschwindigkeit. Dies wird
im Modell durch eine dissipative Kraft proportional zur Relativgeschwindigkeit
der Teilchen in Normalenrichtung bewirkt.

. 'ﬁdiss: —Meff * ¥Yn- [(63 = T_J;,) . ﬁi] -t (24)
Hobe Mops = —2 L (2.5)
eff — m; + my )

die reduzierte Masse und ~, ein Dissipationskoeffizient ist. Die Proportionalitit
zur Masse wird gewahlt, um die Dissipation wie in der Realitit massenuna.b:hépgig
zu halten (siche GLA.7 in Anhang A.2) . . L

_Scherkraft bei Koiilsmn _
‘Um bei streifender Kollision auch eine Kopplung Zu gewahren dle ein Moment

_ ubertragen kann schremt man:

 B=omyye [0 —-«7—)-73“]-%“ - @9)
R mli; fys als DlSSlpatlonskoefﬁzzent in ta.ngentlaler Rlchtung R

..La.a.-.yz e‘}‘h"‘g )
Im Modell fehlt jetzt noch die Eigenschaft der Haftreibung, auch statische Rei-

-+ - bung genannt. Sie bewirkt aufgrund der Rauhigkeit von Oberfisichen, dafi man
. Kugeln zu einer Pyramide stapeln kann .oder auch beispielsweise.ein Klotz auf
- einer schiefen Ebene liegen bleibt, ohne daff er wegrutscht {Abb. 2.3 oben). Der -

L
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maximal mogliche Winkel der Ebene hiingt sehr stark von den verwendeten Mate-
rialien ab. Diese Art von Reibung ist nur sehr schwer mit Kréften zu beschreiben,
und somit benutzt man einen Kunstgriff zur Modellierung.

Kommen zwei Teilchen in Kontakt, wird zwischen diesen beiden an den jeweilig
urspriinglichen Kontaktpunkten eine Feder mit Ruhelidnge 0 angebracht (siche
Abb. 2.3 unten links). Diese spannt sich bei tangentialer Verschiebung der beiden
Oberflichen und hemmt somit diese Relativhewegung. Die Feder kann sich nur
bis zu einer Maximallinge ausdehnen und reifit danach (Abb. 2.3 unten links).
Sind die beiden Teilchen dann immer noch in Kontakt, baut sich erneut eine Fe-

der mit Ruhelange 0 auf.

~Abb.2.3: Modellierung der Haftreibung durch eine Kontaktfeder und ein Bruchkrite-
- riurn. Haftreibung realer Oberflichen ist auf deren Rauhigkeit zuriickzufithren {oben).
"In der Modellierung wird die Haftung durch Federn realisiert, die sich bei Kontakt aul-

" bauen, unter tangentialer Verschiebung dehnen und bei zu hoher Last brechen (unten). =~ - B

 (abb. wach )

Bl
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Die Federlénge berechnet sich zu
Lal®) = [ [y - me)-A@)] e, (2.7)
_ - _
wobei ty der Zeitpunkt des Kollisionsbeginns oder des letzten Federbruchs be-
schreibt und die ¥;(¢') und #%(t") die Geschwindigkeitsvektoren von Teilchen i
und 7 zum Zeitpunkt ¢ sind. 7/(#') ist der tangentiale Normalenvektor des loka-
len Koordinatensystems am Kontaktpunkt (siche Abb. 2.2).
Die Federkraft ist dann gleich

Foym= —(kg-Lgg) - Al . (2.8)

Die Feder bricht, wenn | Ly |> Leriticar. Als zusitzliche Parameter erhalten wir
hier die Federkonstante k;; und die Bruchlinge Lriica, in der samtliche Material-
eigenschaften enthalten sind.

Gesamtmodell
Fiir Kugeln ohne Rotationsfreiheitsgrad und Polygone kann man alle Kraftkom-
ponenten aus den Gleichungen 2.2 (bzw. 4.1 fiir Polygone), 2.4, 2.6 und 2.8 sinn-

voll addieren. -
FJ- = ﬁelast + ﬁdz'ss (29)
F” = F +F, (2.10)
Man beschrdnkt den Betrag der tangentialen Gesamtkraft mittels des Coulomb-
Kriterium, das Normal- und Tangentiaikomponente der Ge__sam‘t_k_raft vergleicht:

—o

Pl =LA T A 211
- Also er g;bu mch fm die resmtze;eude Gesamtkraft Cedsln
memg@ét  5? (2:12)

Bei rotierenden Spharen macht die Haftrmbung aus GL 2. 8 kemen Sinn. Dieses
Modell beschreibt granulare Systeme sehr gut und ha‘t sechs Parameter (kny Yoo
_"'fys, Est, Leritical, 1), die an die Materialeigenschaften gut angepafit werden kénnen
- -[35]. Die Teilchen sind repulsiv, verlieren Energie bei Stofien, erfahren Reibung

‘bei streifender Kollision, die die Rotation anregt, und kénnen unter Gravitation

‘einen stabilen Haufen bilden. In Abb 2.4 sma alese mgenscnarcen verelmacn“n fu;

L rechtecklge Teﬂchen dargestellt

A
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Zeit

“Abb. 2.4: Die Rolle der einzelnen Kraftkomponenten vereinfacht am Beispiel von recht-

eckigen Teilchen (nach [48]): (a) Elastische Kraft (Gl. 2.2) bewirkt Repulsion bei Kon-

takt; (b) Dissipation (Gl 2.4) bewirkt Energieverlust bei Kollision; (¢). Gleitreibung

- proportional zur Geschwindigkeit (Gl. 2.6) resultiert in einer endlichen maximalen End-

- geschwindigkeit unter Gravitation; (&) Faftrelbung (Gi 2 8). ermogucht das Vernarren
- eines Korpers a.uf emer schlefen Ebene T I
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2.3 DMolekular-Dynamik

In den vorhergehenden Abschnitten wurden die individuellen Teilchen modelliert
und deren Wechselwirkung (WW) festgelegt. Um jetzt ein System solcher Teilchen
in Simulationen zu betrachten, kann man den Weg der Molekular-Dynamik (MD)
beschreiten. Diese wurde urspriinglich fiir die Simulation von atomaren Systemen
entwickelt und l8st mittels numerischer Integrahonsverfahren die Newton’schen

Bewegungsgleichungen:
mid; =3 Fy;+F  i=1,..,N . (2.13)

In diesem Gleichungssystem beschreibt der Index ¢ jedes einzelne der N Teilchen,
m; dessen Masse und F; seine Position. Die sz sind die internen WW der Teil-
chen untereinander, z.B. von Gl. 2.12, und F, ist eine mdgliche fuflere Kraft, wie
z.B. die Gravitation oder auch Kollisionen mit Wanden.

In der MD miissen zunichst die wirkenden Kréfte bestimmt werden (Wechselwir-
kungsdetektion) und dann die Bewegungsgleichung numerisch integriert werden.
Die Kraftberechnung nimmt immer den gréfiten Teil der Gesamtrechenzeit in
Anspruch. Fiir beliebige WW muf man im schlimmsten Fall eine N 2_Schleife be-
schreiben, um bei einem N-Teilchensystemn alle WW-Paare zu erfassen.

Es gibt aber ausgefeilte Methoden, um diesen Aufwand klein zu halten [56]. Im
niichsten Abschnitt werden drei verschiedene Methoden vorgestellt, um kurzreich-
weitige Krifte zu behandeln. Sie basieren einmal auf einer individuellen Teiichen-
nachbarschaft (Verlet-Tabellen) oder aber auf einem dem System unterlegtem
Gitter, durch das die Teilchen sortiert und deren WW-Partner bestimmt wer-
den (verkniipfte Zellen, Einzel-Zell-Verfahren). Das Einzel- Zell—Verfahren wird
ausfiihrlicher behandelt, weil es im Rahmen dlesel Arbeit intensiv zur Brzeugung
der prasentierten Daten benutzt wurde.

Im darauffolgenden Abschnitt 2.3.2 wird der Gear-Prédiktor-Korrektor Algorith-
‘mus ‘als eine ‘bewihrte Methode zur pumerischen Integration vorgestellt. Ab-
schnitt 2.3.3 beschreibt dann ein Verfahren, die MD zu testen und den Zeitschritt

- ' einzustellen. SchlieBlich werden im Abschnitt 2.3.4 verschiedene Implementierun- -
. gen dieser Verfahren auf unterschiedlichen Rechnerarchitekturen beschrieben. -

- 2.3.1 " Wechselwirkungsdetektion

“ Fiir ein granulares System hat man nur kurzrezchweltlge WW, d.h. die Teilchen
" erfahren nur dann eine Kraft, wenn sie sich beriihren, also beispielsweise fiir Ku-

S -gein-mﬁ: Radius R; mindestens einen Abstand von |7 — 7l < 2 Rege mit Bpaz '.

. als maximalem Teilchenradius. Fiir Teilchen mit gleichem Radius (monodisperser B
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Fall) hat man maximal sechs Nachbarn pro Teilchen also maximal 3 - N Wech-
selwirkungen. Der Berechnungsaufwand ist linear in V. Im folgenden Werden
Verschledene Verfahren genaner Vorgestellt ' :

Verlet-Tabellen
Bei dieser Methode wird fiir jedes Teilchen eine Liste potentieller WW-Partner

Abb. 2.5: Nachbarschaftslisten fithren Buch iiber potentielle Wechselwirkungspartner
innerhalb eines gewissen Einzugsbereichs (Verletradius). Fiir Teilchen 1 findet man
‘innerhalb von Radius R, mogliche Wechselwirkungspartner, hier Teilchen 2. Die Nach-
‘barschaftsliste erstreckt sich iiber den Radius Rz, so daB man ohne stindiges Listener-
neuern schnellen Zugriff auf spatere We»hselw;rkungspartner hat Sle bemnaltet also

Tezlchen 2 3 4 und 5 mcht aber Teﬁchen 6

'-"aufgebaut Aufgenommen in diese L1ste Werden Teilchen, die sich. mnerhalb eines
“bestimmten Einzugsbereiches befinden, ‘deren Abstand zum Zentralteilchen klei-
ner als Ry ist (siehe Abb. 2.5). Ry wird ca. zweimal so groB wie der, eigentliche
CWW- Radius R, gewsahlt. Nur Teilchen mit einem Abstand klemer a.ls Rc, h1er
Teilchen 2, kénnen mit dem Zentralteilchen 1 kollidieren.. SR :
Im ‘Laufe der Simulation bewegen sich die Teilchen. Zundchst k_onnen nu,r dle
- Teilchen aus- der ‘Liste, ‘hier 2- 5 mit Teiichen 1in Wecnsezwlmung treten. Hat
~-.sich das System gentigend verdndert, 'sind also neue Teilchen in den Abstandsbe- -
' _'relch von RL blS R, emgedrungen, muﬁ dle Verlet Tabelle neu. aufgebaut Werden._' Sk
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Dies kann nach einer fixen Anzahl von MD-Schritten geschehen, oder man proto-
kolliert fiir jedes Teilchen seine zuriickgelegte Distanz seit Aufbau der aktuellen
Liste und hat somit im Vergleich mit (R, — R.) ein Kriterium fiir eine Neube-
rechnung der Liste. Diese Berechnung, normalerweise erfolgt sie nach mehreren
hundert MD-Schritten, erfordert eine N? Schleife, die WW-Detektion selbst nur
eine zu N proportionale Schleife. Der Algorithmus ist also im wesentlichen von der
Ordnung O(N) mit einem kleinen Anteil O(N?) und wird fiir Systeme mit einer
Teilchenzahl grifer als 500 effektiv. Man kann mittels des dritten Newton’schen
Gesetzes, actio gleich reactio, die Tabellen noch geschickt verkiirzen. Algorithmi-
sche Details gibt das Buch von Allen und Tildesley [56]. Der Algorithimus eignet
sich z.B. gut fiir skalare Maschinen. wie Workstations.

L

Abb. 2.6: Verwaltung der Nachbarschaftsinformation fiir elastische Teilchen mittels
unterlegter Gitter. Links: Groberes Gitter, mehrere Teilchen kdnnen sich in einer Zelle
aufhalten (verkniipfte Zellen). Rechts: Feines Gitter, derart, da;B sich nur ein Teilchen
in einer Zelle befinden kann (Emzel—Zeﬂ—AIgontnmus) S

Verknupfte Zellen
‘Bei .diesem und- dem nachfolgenden Algonthmus Werden die WW—Paare iiber
“ein. Systemgltter ermlttelt (51ehe Abb 2 6) wobei die ZelIgToﬁe den Algc)nthmus
-stark bestimmt. - -~
_ Fiir den Fall der Verknupften Zellen ist die Glttergroﬁe S0 gewahlt daﬁ sich meh-
“‘rere Teilchen in einer Gitterzelle befinden kénnen. Fiir granulare Teilchen kdnnen
dann die WW-Partner nur noch in der gleichen Zentralzelle oder in einer der acht
. angrenzenden Nachbarzellen Liegen- (sxehe Abb. 2.7). Fiir jede Zelle wird eine Li-
. ‘ste aufgebaut, die alle Teilchen innerhalb dieser Zelle beinhaltet. Mit dieser Liste
" werden dann zunéichst die WW der Teilchen dieser Zelle untereinander berechnet.
- Die verbleibenden WW. mit den Teilchen der Nachbarzelle werden danach berech-
‘net, indem die Listen: der Nachbarzelle an die ezgentlzche Zelle gekniipft werden
(link cell). Unter Nutzung des dritten Newton’schen Gesetzes miissen nur. vier

: “Nachbarzellen pro Zentralzelle berticksichtigt werden (siehe Abb. 2.7). Dieser Al-

.. gorlthmus verla,ngt Operatlonen der Groﬁenordnung O(N )s 1st also. hnear mit der P
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Abb. 2.7: Systemgitter im verknitipften Zellalgorithmus. Die Teilchen in einer Zelle 0
konnen untercinander (vgl. Abb. 2.6 links) und mit den Teilchen in den Zellen 1 bis
8 wechselwirken. Die Anwendung vom drittem Newton'schen Gesetz macht nur die
Berechnung zwischen Zelle 0 und den Nachbarzellen 1 bis 4 notwendig.

Teilchenzahl N. Seine Geschwindigkeit hdngt von der Dichte der Teilchen und der
ZellgréBe in Bezug auf den Teilchenradius ab [56]. Er eignet sich fiir skalare Ma-
schinen [21,28,48,49] und ist sehr gut geometrisch parallelisierbar [44]. Die Daten
von Kapitel 4 wurden mit diesem Verfahren erzeugt. -

Einzel-Zell-Verfahren
Dieser Algorithmus wurde von Verméhlen und Ito entwickelt {44], um Teilchen

kurzreichweitiger WW auf Vektorcomputern zu simulieren. Einzel-Zell-Verfahren
hedeutet, daB hier Gitterzellen maximal mit einem einzelnen Teilchen belegt
sind (Abb. 2.6, rechts), siche auch [57,58,71]. Bei vektorisierenden Algorithmen
miissen in den Vektorschleifen gewisse Nebenbedingungen erfiillt sein. Die fiir den_
Emzel—Zell—Algorlthmus entscheldenden werden hler aufgehstet :

‘e Die Berechnung und Summation aller Teilkréfte auf ein Teilchen 4,

st in einer Schleife tiber alle Teilchen nicht vektonsmrbar e
.. ‘Dieses Problem wird durch Vertauschen der Schleife uber al e Tgil_che__n 'mi_t o
- ~der eigentlich inneren Summationsschleife beseitigt. S e

e - Alle Berechnungen sollen moghchst iber. em groBes emdlmenszonales Feid
(Array) laufen. 3
-Dazu wurde sich die Moglichkeit zunutze gemacht ein zweidimepsmnales

_ _--Array, némlich das dem System umerleg*e Gitter, als ein eindimensiona-
:hs Array zu bet rachten. Sowohi in der Erogrammlersorache C als auch

in FORTRAN ist das moglich. Man ‘kann das System dann ‘in dem eindi-

. mensionalen Array durchlaufen, hat. allerdings helikale. Randbedingungen .-
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in x-Richtung (siehe Abb. 2.8), was bei grofen Systemen, wie sie in Kapitel
5 und 6 benutzt werden, einen vernachldssigbaren EinfluB hat (Abb. 2.9).

e Innerhalb der Vektorschleife, also der zeitintensiven Kraftberechnung in die-
sem Fall, sollten geschachielte bedingte Operationen (if-statements) ver-
mieden werden, da sie unnétige Berechnungen erzeugen. Dies wurde durch
intensiven Gebrauch von temporiren Listen mdoglich.

y
: X

Abb 2, 8 Hehkale Rﬁ.ndbed_mgungen in zwei Dlmensmnen

Neben dzesen vektorbedmgten Randbedingungen fiir den Algorithmus wird nun
noch der Teilchenradius R eingeschrinkt, um eine hohe Leistung des Algorithmus
(Performance) zu erhalten. Die Gitterzellgrofle wird zunéichst auf 1 gesetzt. Mit
einer Beschrankung des Teilchenradius nach unten, -

R>Rmm=%+1? : (2.15)
- wird erreicht, dag sich héchstens ein Teilchen in einer Zelle aufhalten kann. Dies
ist die Grundidee des Algorithmus. 7 ist der maximale Uberlapp (G1.2.1} zweier
" Teilchen, der vom Kraftgesetz und der max1ma1en 1nternen En.erg1e einer Kollision
_ . abhingt. :

:Um -die WW Nachbarschart klem Zu ha}ten beschranken wir . o.en Radms nach

_oben ' ISR

: ' R<‘RTILU.I—1 P e R B (216}

~Som kon‘nen fLr ein Tellchen seine W W- Partner nur noch in den Nachbarzellen

e = Nl, N24 hegen (smhe Abb 2 10) T S e

il
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\\-_.._—//

Abb. 2.9: Helikale Randbedingung: Fiir die in den Simulationen typischerweise benutze
SystemgrdBe (LX = 79, entspricht Fliche von 452 - (2Rg)? ) ist der Schereinfluff der
helikalen Randbedingungen schon verschwindend gering. o B

N2¢ | Ni5

N21 | Nl6

N22 | NI17

N24 | Ni%

_ _Abb 2 10: . Nachbarschaftsmaske fiir Wechselwxrkungspa,rtner im. vektorisierenden

',Emzel—ZelI—Algonthmus fiir zwei Dimensionen. Die Nachbarschaftszellen N1 — N1i2
S PN e;ue“ p“’fe“"zﬂ"m’ ‘Upohqa]w1ﬂcﬂﬂ0‘$hﬂ?‘fﬂer beherbergen N13 N24: werden

DG

s _uber das drrtte Newtonsche Gesetz abgedeckt
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Das System hat die Grofie LX = LY und das unterlegte Gitter wird durch ein
zweidimensionales Array LP2PN(LX,LY) ( lattice point to particle number) dar-
gestellt, in dem die Teilchennummer 1,...,/V eingetragen sind, wenn die Zelle
besetzt ist. Aufgrund der Zellgrofle von 1 lassen sich die Teilchen sehr schnell auf
das Gitterarray verteilen. Betrachtet man nun das Array als ein eindimensiona-
les Feld: LP2PN(LX*LY), so kann man die Nachbarschaftszeilen einer Zentralzelle
einfach {iber eine Tnde::cversclfueblmcr errelchen T

-:Nl: .‘_Zéllenindex;}--? LX +2
N2 Zellenindex +1:LX +2

N24:- -."Ze.lle_nindex_%_. 2LX—~2

Dadurch sind, wie schon bemerkt hehkale Randbedmgungen in x-Richtung ge-

schaffen. : =

In der eigentlichen Kraftberechnungsroutme W1rd zunachSL eine Liste 1 von al-
len besetzten Gitterzellen erzeugt. Danach folgt eine Schleife iiber die Nachbar-
schaftsverschiebungen N1—N12. N13— N24 werden iiber das dritte Newton’sche
Gesetz beriicksichtigt. Innerhalb dieser Schleife werden jetzt weitere temporére

Listen erzeugt:

1. Fiir die konstante Indexverschiebungen und die besetzten Gitterzellen aus
Liste 1 wird eine Liste 2 erzeugt, die nur noch die Gitterzellen enthilt, die
ein Teilchen in den entsprechenden Nachbarzellen haben. Diese sind dann
mogliche WW-Partner.

2. Das Abstandsquadrat der Teilchenpaare aus Liste 2 wird berechnet und auf
Uberlapp gepruft Fiir Paare mit- Uberlapp W1rd eine Liste 3 erzeugt und
zusitzlich der Uberlapp mltgespelchert

3. Aus der Liste 3 und dem gespelcherf:en Uberlapp wird die Kraft auf das
- Teilchen in der jeweiligen _Zgnf_tralze_lle_be:rt__achl_le_t_

4. Aus der Liste 3 und "dem_'géspeicherten Uberlapp wird die Kraft auf das
Teilchen in der j eweil_igen_-Naqhbar_ze_He berechnet.

“Die Schritte 1 — 4 werden in der Schleife iiber N1 ~ N12 wiederholt und so
- alle Kréfte ausgerechnet. Die Abstandsberechnung muf} noch die Randbedingun-
“gen miteinbezichen. Weitere Details finden sich in [44]. Der Algorithmus ist.von
" der Ordnung O(N) in der Teilchenzahl, vektorisiert voll und erreichi sehr gute

- "Leistungsdaten (siche Abschnitt 2.3.4, Seite 28). Eine Erweiterung auf drei Di- . "
mensionen wurde vorgenommer. Die Nachbarschaft &ndert sich zu insgesamt 124 .
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Zellen (siche Abb. 2.11), und der erlaubte Radiusbereich wird noch etwas einge-

schrankter: \/_

R > Rmm =+ 77 - (2‘17)
Das Systemvolumen hat dann in zwei -Rlchtungen helikale Randbedingungen
{sieche Abb. 2.12). Die Daten aus den Kapiteln 5 und 6 wurden mit diesem Algo-
rithmus erzeugt. Im Anhang (Tab. B.2) findet sich eine Lelstungsanalyse dieses
Algorithmus auf verschiedenen Rechnern. .. . :

Abb. 2.11: Nachbarschaftsmaske fiir Wechselwirkungspartner im vektorisierenden
Einzel-Zell-Algorithmus fiir drei Dimensionen. In den 62 Nachbarschaftszellen konnen
sich die potentiellen Kraftpartner befinden. Aus Ubersichtsgriinden sind die zur Zentral-
zelle symmetrischen Nachbarschafiszellen, die wie im zweidimensionalen Algorithmus
durch das dritte Newton’sche Gesetz beriicksichtigt werden, nicht dargestellt.

- ‘Abb. 2.12: Helikale Randbedingung in drei Dimensionen. Aus Ubersichtsgriinden sind
_ 'nur 4 Zellen pro Achse w1eder5egebcn um, d;e Scuerhng in x— und 3 Rr‘“ "ng hervor-
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2.3.2 Numerische Integration

Das Gear Priadiktor-Korrektor Verfahren ist ein Zwei-Schritt-Integrationsverfah-
ren mit konstantem Zeitschritt Af. Dabei werden fiir einen Zeitpunkt die Po-
sitionen, die Geschwindigkeiten, die Beschleunigungen und deren hoheren Ab-
leitungen bis zur gewiinschten Ordnung abgespeichert. Es ist sehr niitzlich, die
Geschwindigkeiten und die hheren Ableitungen mit dem Zeitschritt zu skalieren.
So wird der Berechnungsaufwand wahrend der eigentlichen Integration reduziert.
Im weiteren Verlauf wird nunmehr die Integration eines einzelnen Teilchens der
Masse m betrachtet. Sein Schwerpunktsvektor-ist 7. Die zeitlichen Ableitungen
werden wie folgt, hier am Beispiel des Verfahrens 5. Ordnung, skaliert:

- dfp
Codt
1 d?7,
mo= = A
I N S FC
1, &
o = = 2.1
Tqg = 2 4 L\.\.t dt 4
e o= —-]-— i —-dsﬁ}
5 120 dts

Dies bezeichnet man auch ‘als die Nordsieck Darstellung. Daraus ergibt sich die
Zeitentwicklung im Préadiktor-Schritt als Taylorreihe in A¢ vereinfacht zu:

7Bt + At) 111171 1 (1)
( FE(t + At) 0.12.3:4 5 ( 71(t) \
72t + At) _ 00 1 3 6210 1 72(t) (2.19)
FE(t + At) - 00014 10 73(t)
Fh(t + Ot) 00001 5 7a{t)
FR(L + At) 00000 1/ "\ 7@
Die Wirkung der Krafte auf das Teilchen werden in einem 2. Schritt, dem Kor-

" rektorschritt, beriicksichtigt und die Wirkende Gesamtkra.ft F fur d1e im. Pradlk- s

pa torschrrtt 'bestzmmte Posﬂ::on rp bestnnmt

il

At
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7§{t + At) 7E(t + At) ¢
e+ A P+ AL | |« .
FE(t + At) _ FHE+ AL || e SN
et + A) = aeeny |t | BT (220
| et A 2t 4 At) &
A\ Pet+ 09 F2(1 + A). e

Fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, wie GL 2.13, haben wir B
AF= = - F (FB(t + At)) — 7h(t + At) (2.21)

und finden die Korrektorkonstanten nach Gear [56,59] in Tabelle 2.3. "

Ordnung ¢ c1 Cy 3 ¢y Cs
> o0 1 1
s W

4 . 19/90  3/4 .'1'- : f_/-__-: 1/12 |
5 3/16 251/360 1 /18 16 1/60 | -

Tabelle 2.3: Gear Koeffizienten fiir eine Diﬁer.entialgie_ichung zweiter Ordnung . -

Dieses Integrationsverfahren ist bewdhrt und auch schon bei geringerem Spei-
cheraufwand, also niedrigerer Ordnung in den mitgefithrten Ableitung, effektiv.
- Es kann auch steife Differentialgleichungen integrieren. Die Wahl des Zeitschrit-

- tes At muB, Wle im n&chsten Abschmtt beschrleben systema.bhanglg getrofren

o Werden

2 3. 3 Eﬁtegra‘tmnstest

'Das numerlsche Integrationsverfahren nach Gear ({ Abschmtt 2 3. 2) arbertet ml’c
" einem konstanten Zeitschritt At Dieser mud ulusubhah grof gewdhlt werden, um

. "eine schnelle Simulation zu gewahrlelsten und klem genug sem daﬁ das Verfahren: R

: hmrelchend konvergent 1st
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Erhaltungsgréfien

Fiir ein System elastischer Teilchen ohne Dissipation 148t sich der Algorithmus an
physikalischen Erhaltungsgréfien kontrollieren. Energie, Impuls und Drehimpuls
miissen erhalten sein. Bei dissipativen elastischen Systemen ohne Winde gilt nach
wie vor die Impuls- und Drehimpulserhaltung, da keine dufleren Kréfte wirken.
Ist der Zeitschritt zu grob gewihlt, wird sich die Gesamtenergie langsam verén-
dern. Fiir ein lineares Kraftgesetz (¢ = 1 in Gl. 2.2} hat man mit der konstanten
Kollisionszeit eine natiirliche Zeitskala der WW (siche Anhang Gl. A.6) und wihlt
beispielsweise At = 1/100 T,y Fiir ein Hertz’sches Kraftgesetz (o = 3/2) hat das
WW-Potential keine natiirliche Zeitskala mehr (siche A.3), und man mufl einen
anderen Weg beschreiten.

Zeitumkehr
Man testet den Integrationszeitschritt At in einem rein elastischen System, indem

man fiir eine bekannte Anfangskonfiguration fiir eine Zeit t;,, integriert und dann
wiederum fiir £;,; riickwarts in der Zeit integriert. Anfangs und Endzustand sollten
identisch sein. Die Abweichungen fiir unterschiedliche Zeitschritte A¢ und das
Verhalten mit der Zeit #;,; charakterisieren das Integrationsverfahren.
Vergleichen kann man z.B. die Positionen und Geschwindigkeiten, wie es Verméh-
len und Ito [60] fiir elastische Systeme (o = 3/2, 2D) ohne Dissipation machen,
oder man beschrinkt sich auf die Abweichung in der Energie. Abb. 2.13 zeigt
dies fiir ein elastisches, nichtdissipatives System in drei Dimensionen (@ = 3/2).
Verlingert man die Integrationstestzeit 7;,; um eine Groflenordnung, so bekommt
man auch eine um eine GréBenordnung schlechtere relative Energieabweichung
Ae/e, (siche Abb. 2.13). Dagegen kann eine Groflenordnung in AE/E, gewonnen
werden, wenn man den Zeitschritt um eine halbe Gréfienordnung verkleinert.
Nach diesem Test wurden die Simulationen mit einem Zeitschritt von Af = 2 -
10~%s betrieben, was nach 50000 MD-Schritten einer relativen Energieabweichung
von 0.2-107% entspricht. . R

2.3.4 Implementierung -
~Im Rahmen dieser Arbeit wurden unterschiedliche MD-Algorithmen implemen-

" tiert. Diese hingen zum Teil stark von der verwendeten Computerarchitektur ab
und sind somit mafBgeschneidert. Fiir Vektorcomputer ist beispielsweise FORT-

~ “RAN die Programmiersprache der Wahl, weil die Hersteller ausgereiftere und lei-
© ° stungsfihigere Compiler anbieten. Fir ‘Workstations ist C die natiirlichere Spra-
~ che, wenn man Simulationen mit interaktiver Grafik verbinden will. .~ "

" ‘Das leistungsfahigste Programm ist der vektorisierende Einzel-Zell-Algorithmus,

. derauf einer- Hitac S3800 (siche Anhang B) fiir eine- dreidimensionale Simu- - . =
- lation von Kugeln ._Oh__n_e ‘Rotation und Reibung bis zu 2.2 Millionen Teilchen- -

Al
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Abb. 2.13: Zeitumkehrtest fiir das Pridiktor-Korrektor Verfahren: relative Energiedif-
ferenz AE/E;, nach der Umkehrintegration doppelt-logarithmisch aufgetragen gegen
die Integrationszeit tins fiir verschiedene Integrationszeitschritte /At zwischen 5-107°s

und 10~3s. Die Daten stammen vom dre1d1mens1onalen FEinzel-Zell- Algonthmus mit

ca. 230 Te1lchen .

Aktualisierungen pro Sekunde (MUPS: million updates per sec), d. h. fir ein
System mit 2.2 Millionen Teilchen kann man auf diesem Rechner innerhalb einer
Sekunde einen MD-Schritt machen. . - L : -

C-Programm mit Verlet-Tabellen

- Aufbauend -auf einen MD-Simulationkern-_ﬁfon Vermohlen und. Ristow, der.in C
geschrieben wurde und fiir-die Nachbarschaftsinformationen Verlet-Tabellen be-
Tnutzt, wurde an der Boston Umversﬁ:y eine Fensteroberfliche XM/ D-entwickelt.

" Diese bietet derzeit einen Trichter-, einen- Vibrations- und einen Billiardmodus
“an (siche Abb. 2.14), in denen man variabel die Anfangsbedingungen wihlen und
zum Teil frei verdndern kann. Die Materialeigenschaften sind iiber die Modell-

parameter mittels Schieberegler in einem sinnvollen Bereich frei einstellbar. Die
. Simulation lguft interaktiv und zeigt das System stdndig an, kann angehalten wer-

L *ientstanden im Rahmen des NSF AAT Projekts (National Science Foundation, Applications of
" Advanced Technologies)- ’WAML\ET’ am- C’enter for Polymer Studzes unter Lertung von Prof. -

- H, Eugene Stanley
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Abb. 2.14: Fensteroberfliche fiir MD XMD. Links im Trichtermodus: Trichteréfinung
und Kugelzah! kann varilert werden. Rechts im Billiardmodus: Kugeln koﬂ.nen be_leblg
plaz1ert und mit einer Anfangsgeschwmdzgkelt versehen werden. :

den um Parameter zu dndern oder auch die Gravitation ein und auszuschalten.
MD wurde eigentlich fiir high school Studenten entwickelt.

PORTRAN-Programm mit verkniipften Zellen

Im Rahmen der Industrieprojekte am Hochstleistungsrechenzentrum (siehe An-

“merkung zu Beginn von Kapitel 4} wurde dieses Verfahren in einem FORTRAN-
_ Programm mit nichtsphérischen Teilchen implementiert (siehe Abb. 2.15). Dies
" wurde im Team von S. Melin, H. Puhl, H.-J. Tillemans und W. Vermohlen, un-

ter der Leitung von H.J. Herrmann und G.A. Kohnng unternommen. Kapitel

o 4 beschreibt eine Anwendung dieses Programms fiir ‘den Fluf mchtsphanscher

B Tellchen durch emen Trlchter 31ehe auch [21 48 49]
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a_eo«“”""*‘w‘““‘r&
o

Abb. 2.15: Industrielle Anwendung granularer Simulation. Oben: Mischen von ku-
- gelfsrmigen Teilchen in einer rotierenden Trommel. Die Graustufen kodieren die anféng-
liche Hohe der Teilchen in der Trommel. Die Momentaufnahme zeigt die Mischsituation
mnach ca. 1% Umdrehungen. Unten: Abfiillproze8 von rechteckigen Teilchen aus einem
“Trichterbehélter auf ein Transportband mit rechteckigen Féchern. Die Graustufen ko-
dieren hier die kinetische Energie (hell niedrig - dunkel hoch}.
. ‘Diese Sirpulation wurde mit dem FGRTRAN-Programm mit verknipfien Zeilen durch-
gefifhre (siche auch Abb. 44und 45). o
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Vektorisierendes FORTRAN-Programm

Der Einzel-Zell-Algorithmus wurde als zweidimensionale (2D) und dreidimen-
sionale (3D) Version in FORTRAN auf einer Workstation entwickelt und auf
den Vektorcomputern Cray YMP, NEC Monte-4 und Hitac 53800 benutzt (siehe
Anhang B). Fiir ein elastisches, 2D Teilchensystem (siche Kapitel 5) ergibt sich
fiir die Leistung in Abhingigkeit von der Systemgrifie und der Teilchendichte p*
(definiert in Gl.-3.1) die in ‘Abb. 2.16 angegebenen Werte. Fiir kleinere Systeme
steigt die Leistung mit wachsender Teilchendichte an. Die Vektorpipelines werden
nicht komplett gefiillt Fiir-die groferen Systeme hat die Leistung bei p* = 0.4 ein
I‘\/I&Xuﬂum, d.h. die VBKtOJ.plye.uuca werden dort nahezu zu LUU% ECL Lult Sem Mit
wachsender. Dichte treten immer.mehr Kollisionen auf, die Anzahl-der’ ‘nétigen
Kraftberechnungen steigt stark an und der notwendige Aufwand an Fliefkomma-
operationen verlangsamt den Algorithmus. Fir eine konstante. chhte {Abb. 2.16
unten) geht der-Algorithmus mit wachsender Teilchenzahl in ‘Sittigung, wenn
die Vektorpipelines ab ca. 500 Teilchen gefillt sind. Der phymkahsch mteressante
Bereich liegt hier bei Dichten p* > 0.8. : R

Das vektorisierende Programm wurde auch auf die Paragon [61] portiert, die zwar
keine Vektoreinheiten besitzt, aber iber Compiler-Option und damit geschicktes
Pipelining auf Assemblerebene das Programm um 20% schneller werden 13Bt.
Somit wurde die 2D-Version auf dem Paragon unter Farming zur Erzeugung
guter Statistik in den Zustandsdiagrammen von Kapitel 6 benutzt. Es wurde
auch eine 3D-Version mit Kraftparallehswrung 1mp1ement1ert d1e im. nachsten

Paragraphen beschrieben wird.

il
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Vektorisierendes FORTRAN-Programm mit parallelisierter Kraftbe-
rechnung

Aus den vielen Méglichkeiten einer parallelen MD [44,62,63] wurde die 3D-Version
des Einzel-Zell-Algorithmus auf den Paragon portiert und nur die Kraftroutine
parallelisiert (vgl. [62]). Dabei erledigt ein Prozessor, auch Knoten genannt, die
komplette Simulation bis auf die Kraftberechnung (siehe Abb. 2.17). Fiir diese
werden die nétigen Informationen wie Position und Gitterarray an alle Prozesso-
ren verschickt. Diese teilen sich dann die Kraftberechnung geometrisch auf (siehe
Abb. 2.18) und iiber eine paragonspezifische Kommunikation werden die Kréfte
gesammelt und aufsummiert. Danach integriert der Knoten  die Bewegungsglei-
chung und mifit simulationsrelevante Gréfien.

Nachbarschafien

walzre Masching Paralialrechner

S aTa

Abb. 2.17: Vergleich der Aufgabenverteilung bei einem skalarem Programm und bei
einem Programm mit parallelisierter Kraftberechnung. Die eigentliche Rechenzeit wird
-normalerweise in der Molekular-Dynamik fiir die Kraftberechnung bendtigt. Daher kann
es sinnvoll sein, allein diese Routine parallel ausfiihren zu lassen und die eigentliche

Bahnintegration nur einem Prozessor/Knoten zu iiberlassen. Dabei miissen dann die
zur Kraftberechnung notwendigen Informationen bei jedem Zeitschritt von KN OTEN O
zu aHen anderen KNOTEN itbertragen werden. :

* Dieser Ansatz ist legitim, weil die Kraftberechnung in einer MD iiber 80% der Ge-
--samtrechenzeit ausmacht. Allerdings ist der Kommunikationsaufwand sehx hoch.
" Abb. 2.19 zeigt die Geschwindigkeit des parallelen Verfahrens an. Ein einzelner
Knoten hatte eine skalare Leistung von ca. 10000 UPS, d. h. das fiir ein System
von 10000 Teilchen innerhalb einer Sekunde einen MD-Schritt berechnet wer-
_den kann. Bei einer Erhdhung der Knotenzahl steigt die Leistung zunéchst an.
. Fiir 15 Knoten wird der Algorithmus 5.3 mal so schnell wie die skalare Version.

- __DO(_:_h_._ eine weitere Erhdhung der Knotenzahl 158t die Leistung wieder sinken. Tm -

il
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Vergleich mit der S3800 von Hitachi mit maximal 2.2 MUPS auf einem Vek-
torprozessor ist die Paragon ca. 40 mal langsamer. Allerdings werden in einer
typischen 3D-Simulation (siehe Kapitel 6) ungefihr 10'° Teilchenintegrations-
schritte bendtigt, was einer Laufzeit von ca. 80 Minuten Hitac S3800 entspricht.
Fiir Produktionsldufe in diesem Kontext ist dieser Algorithmus auf der Paragon
mcht geelgnet

] KNOTEN 2

Abb. 2.18: Geometrische Verteilung der parallelisierten Kraftberechnung. Jeder Pro-
zessor/Knoten rechnet die Kréfte nur auf diejenigen Teilchen aus, die sich in seinem
Untergebiet befinden.

Zeit pro MID-Schritt bei 1 Knoten
Zeit pro MD-Schritt bei N Knoten

ol ] £ 3 L

ot 2o 2000 30 40 50 60 70
. Knoten N

“Abb. 2.19: Leistungsmerkmale des kraftparalielisierten Aigorithmus ‘Zeit fiir ‘einen
" MD-Schritt bei einem System mit 10000 Tenchen als Fummon der benutzen Knozenzalu
L relatzv zur Skmmen nus‘:umhngszew. T : : R
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2.4 Ei‘é:ef %: _°?bﬂrbhuf§<; MD und Al e*‘natwﬂn

Die Simulation von Vielteilchensystemen mittels MD ist in der Literatur sehr gut
dokumentiert. Das detaillierte Buch von Allen und Tildesley gilt als Standard-
werk [56].

Alternative Methoden sind beispielsweise die bekannte Monte-Carlo Methode fiir
harte Teilchen oder aber auch Zellularautomaten, die beide aus anderen Diszipli-
nen entlichen sind. Die Tabellen 2 4 und 2 5 geben einen kurzen zusammenfas—

senden Uberbhc‘{ T

Molekula.r—Dynamzk

C’omputer Szmulatzons of quuzds  Buch zur MD von Allenund  [56]
Tildesley
2. Kapitel in 20. IFF Ferienkurs: Kremer [64]
Computersimulation
Parallelisierung mit Message-Passing  Plimpton [62]
Ristow [17]
Link-Cell von Kohring [44]
Parallelisierung auf der Connection Beazley und Lomdahl [63]
Machine _
Melin [24,65]
Particle-Mesh auf der Connection Ferrel und Brettschinger [66]
Machine CM-5 '
Vektorisierung Link-Cell von Rapaport [67-69]
| kurzreichweitige Kréfte Quentrec und Brot [57]
| Vektorisierung kurzreichweitiger Krafte Grest, Diinnweg und [70]
: ' R ~ Kremer
. Buchholz und Péschel [58]
*Vermohlen und Ito [44]
Everaers und Kremer [71]
: Ereignisgesteuerte Simulation. . ... Ludingetal.: . .. . [72,73]

B (event driven)

Tabelle 2.4: Literaturiiberblick zu MDfSimulationsme_thode_n.
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Alternative Simulationstechniken

Ballistische Schichtung

Steepest Descent

Zellulare Automaten

Lattice Boltzmann Modell

Random Walk
Monte Carlo

Ubersichtsartikel in Disorder and Gra-
nular Media

Jullien, Meakin und Pavlowitch
Baumann, Jobs und Wolf
Baxter und Behringer

Fitt und Wilmott

Peng und Herrmann

Flekkoy und Herrmann

Caram und Hong

Rosato et al.

Devillard

Rosato, Lan und Wang

31]

Tabelle 2.5: Literaturiiberblick zu alternativen Simulationsmethoden
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Kapitel 3
Thermodynamische Griéfien

In diesem Kapitel werden relevante physikalische GroBen wie Dichte, Druck und
Temperatur definiert und deren Messung innerhalb einer Simulation beschrieben.
Weiterhin finden sich hier Definitionen zur Ordnungsanalyse in Vielteilchensy-
stemen. Verschiedene Radienverteilungen werden eingefiibrt. Mit dem Abschnitt
iiber Fluktuationen in polydispersen Systemen und deren Umrechnung bei En-
semblewechsel schliefit dieses Kapitel. . - :

3.1 Dichte h

Man definiert eine dimensionslose Teilchendichte fiir /V identische Teilchen mit
dem Durchmesser ¢ = 2 - R, indem man die Teilchendichte auf ein quadratlsch
bzw. kubisch dichtgepacktes Referenzsystem bezieht: : :

< 5
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. Fiir zwei Dimensionen hat die hexagonale Packung dze maxzmal moghche chhte--_" FREE A L

.:._'Vonphcp._ 4/3.
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Die Paarverteilungsfunktion g{r), auch radiale Verteilungsfunktion genannt, gibt
die Wahrscheinlichkeit an, fiir ein Teilchen ein anderes Teilchen in einer Distanz
von 7 bis r + dr zu finden. Sie beinhaltet nicht nur Informationen tiber Ordnung
und Gitterstrukturen bzw. Fliissigkeitsstruktur eines Systems, sondern beschreibt
prinzipiell - wie die Zustandssumme - das gesamte Ensemble. Mittelwerte von
Grofien beliebiger Paarfunktionen, wie Energie, Druck oder chemisches Potentlal
sind mit ihrer Hilfe berechenbar. Allgemein gilt fiir drei Dimensionen:

(A) (ZZ&(TH = —A—;E / a{r)g(r)dnridr (3.4)
5 jei 4 _ :
mit A als Paarfunktion, die sich paarweise additiv aus a(r;;) zusammensetzt. Die
Definition des Drucks findet sich beispielsweise in Gl. 3.7 und 3.8. '

In Abb. 3.1 finden wir zwei typische Beispiele einer radialen Verteilungsfunktion
g(r) eines elastischen Systems. Zunéchst einmal hat man immer einen steilen
Ausschlag von g(r) fir r = 2Ry, Ry ist hierbei der mittlere Teilchenradius. Fiir
grofe r geht g(r) asymptotisch gegen 1. Die eigentliche Struktur von g(r) gibt
Auskunft iiber die Struktur des Systems. Wird g(r) zwischen den ersten beiden
Maxima 0, ist das System in einem stark geordneten Zustand. Die Positionen der
Maxima werden dann durch die Gitterstruktur bestimmt und es sind eindeutige
Unterstrukturen im Vergleich zur fitissigen Phase zu erkennen.

303 Druck

Der Druck kann iiber die intern wirkenden Krifte berechnet werden. Diese stehen
in einer MD-Simulation zur Verfﬁgung. Dazu definieren wir das interne Virial W

sz (3.5)

C gl

und erhalten den Druck des Systems als Kombmatlon aus dem kmetlschen und

L dem potentlellen Anteﬂ wie folgt

PV = NET + N o (3.6)

i {W) steht hierbei fiir den Mittelwert von W im Gleichgewicht. Alternativ kann
“der Druck mittels der radialen Verteilungsfunktion g(T) gemessen Werden (siehe

_.Abe’hmtt 3 2)

il
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Abb. 3.1: Zwei Beispiele einer radialen Verteilungsfunktion g{r) eines elastischen Sy-
stems als Funktion des Abstandes /2Ry (aus einem polydispersen System mit bindrer
Radienverteilung, 7 = 10%, siche Abschnitt 3.8). Links: p* = 0.88, fliissige Phase;
Rechts: p* = 1.00, feste Phase. Der starke Ausschlag bei 1 entspricht den elastischen
Kollisionen. Der Grenzwert von g(r) geht gegen 1 fiir grofie r und dazwischen hat man
einen charakteristischen Verlauf um den asymptotischen Wert.

. _ _ 2 T o f OV(r) .
P-V = NkgT ZnNp Of r (’r _~ )g(r) dr (3.8)

Wir definieren einen dimensionslosen Druck preq:

NkgT NkgT ) - (3.9)

PV PVa — 2
NkgT = = NEgT- .(D—3J

{ PA ‘P*= PAg (D=2)

3.4 Extfapei erte Qreﬁeéﬁ

Elastische Teilchen nach Gl. 2.2 haben wihrend Kollisionen einen Uberlapp. Da- - '

~ her ist ihr eigentlicher Radius kleiner als der geometriebeschreibende Radius R.
. :Bel der Simulation harter Kugeln, also Kugeln mit unendlich hohem Potent1al~
- anstieg bei R (Hardcore-Potential), ist das nicht der Fall.

- Der reduzierte Druck (Gl 3.9) und die Dichte (Gl. 3.1) elastischer Teilchen las-
“sen sich auf Herdcore-Systeme extrapolieren, wenn man fiir. das Ensemble emen

SIS _eﬂektlven -mittleren Radius berechnet. L e
~“Aus der mittleren kinetischen Energie pro Teilchen Ej;, /N, dem Kraftgesetz und " S

_ dem mittleren Radius der Teilchen berechnet man einen Korrekturfakior fiir den

1 I
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Radius elastischer Teilchen. Das Hertz’sche Kraftgesetz {Gl. 2.2) ergibt die po-
tentielle Energie

Viz) = gkn(z)% , (3.10)

mit der in GL 2.1 definierten Uberlapplinge z. Bei den Kollisionen wird die
Uberlapplinge von der Relativbewegung der kollidierenden Teilchen bestimmt.
Die relative kinetische Bewegungsenergie wird wie folgt angesetzt:

Exonision = % (3.11)
Dies fiihrt Wéh_rend der Kollision zu einem maximalen Uberlapp Tnaz VO
 Tmag = (ﬁE‘“")% 0 (312)
_ 2 ky e
und daher zu einem eﬁekti‘}en_Radius der Teilchen, dem Hardcore-Radius:
Rhardeore = o — Lmas (3.13)

Somit #ndern sich alle ra.d1usabhang1gen Groflen im Haordcore-Grenzfall um den
Faktor

Tmax
fcorr,R =1~ RO . (314)

Fiir Druck und Dichte bedeutet dies aufgrund ihrer Proportionalitit zum Radius
R und ihrer Abhéngigkeit von der Systemdimension D:

Biwe = 0 Jeorrp)® (3.15)
Pred,corr — pred'(fcorr,R)U . (316)

Fiir die Simulationen aus Kaprtel ) und 6 ergeben sich die r(o rekturwerte aus
: Tabeile 3.1.

19 12-8 12.8 08778 1/\/ -108 00175 _0.8__60 ___-;0.980_-.'_0_.961_
13162 128 003'77 1/ /Tza 105- 0.0206 .-0917  0.978 "0.936

© - Tabelle 3.1: Werte fiir -die-.H@rdcorefKorr¢ktur; clastischer Teilchen in 2D und 3.

i

A
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2.5 Temwperatur

B

Aufgrund des verallgemeinerten Equipartitionstheorems [84] gilt fiir die Hamil-
tonfunktion # in jedem Koordinaten-Impuls-Paar (gg, p¢)

Opx NON
- = kT ) 3.1
@) = (318)
Somit kann man die kinetische Energie schreiben als - -
pz _ o . -
E =D NkgT . (3.19)
r"l
Wir definieren die kinetische Temperatur 7T i_i:ber L
Fo Ay
" DNkg - . oL S

Sie ist in der Simulation direkt zuginglich und ihr zeitlicher Mittelwert ergibt die
thermodynamische Temperatur {7) = T Nihere Details finden sich in [56]. =

3.6 Fourier-Raum
Geometrische Ordnung wie zum Beispicl eine lokale hexagonale Struktur, 158t sich

" im Fourierraum leicht erkennen. Dazu betrachtet man in einem zweidimensiona-
len System jedes Te1lchen i als punktformlges Obgekt mlt der Vertellungsfunktlon

£ = e :. S

" wobei #; den Massenschwerpunkt und & (:1:) die Dirac’sche Deltafunktion bezeu:h—_ L

- ;net Alle N Teilchen werden durch Iolgende Verteﬂungsfunktlon beschrleben
ﬁ=2ﬂ@,ﬂ.-' - e

" Somit reduziert sich die Founertransxormatlon der Vene;lungsfuuktmn zu emel -
- 'emfachen Summe uber aue Tencnen : S - T

q—) ]f g —2:11(:; :c)dx o z e-—zm(q m,_) : : :  (323) R .
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Abb. 3.2: Fouriertransformation der Verteilungsfunktion (Gl 3.22) o) einer fliissigen
Phase und &) einer festen Phase in zwei Dimensionen. Die Amphtudensp1tze fir §=0
ist ausgeblendet.

In Abb. 3.2 finden wir die Transformation eines flissigen und eines festen elasti-
schen Systems idealisiert dargestellt. Das feste System zeigt im Fourierraum sechs
Bragg-Peaks, die symmetrisch um den Ursprung angelegt sind. Die fliissige Phase
ist isotrop und hat daher nur einen Ring symmetrisch um den Ursprung aufzu-
weisen. In beiden Féllen kann man einen charakteristischen Teilchen-Teilchen-
Abstand ¢ bei |§] = 1/a bestimmen.

Fiir den Fall der Bragg-Peaks kann man ein quantitatwes Ma8 fiir die feste Phase
iiber eine erneute Fourieranalyse definieren. Dabei wird die Fouriertransformierte
als Funktion des Winkels ® geschrieben und ihre r-Abhéingigkeit wie in Abb. 3.3
gemittelt. Diese Funktion F(®) wird dann mittels einer Fourierreihe auf 6-zéhlige
Periodizitit untersucht. Die resuitierende Amphtude Cs ist somit ein Ma3B fiir die
feste Phase in dem System o

3.7 Nﬁafchbam*%iem_isemﬂgspammeﬁ:er

' Teilchen 4 hat n; nichste Nachbarn (Abb 3. 4}. ‘Als weiteres qua.nmta‘tlves Maﬁ :
_fur Orzentlerungsordnung dehmert man in zwel Dlmensmnen ' -

.—Zexp(z 6623) L (3:24)
1 j =1 .

~Dabet gibt §;; die Oriantier ng der ger*afhteﬂ Verbindhnasiiqie zwischen dem

nichsten Nachbarn j und Zentraiteiichen ¢ zu einer ‘beliebigen, aber resten ri,lcn—

S ‘tung wieder. (hier die x-Achse) [85,86], wie in-Abb..3.4 illustriert.

o 'Als realen Ordnungsparameter nehmen. er das Absolutquadrat des uber aﬂe :




3.7. NACHBARORIENTIERUNGSPARAMETER 41

q

y

Abb. 3.3: Radiale Mittelung im Fourierraum (F(gz,qy) = F(r, ¢)). In einem Gebiet
von 1 bis ro unter einem Winkel ¢ wurde die Amplitude gemittelt. Dann wurde F(¢)
mittels einer Fourierreihe auf Periode 6 untersucht. Der Koeﬂiz:.ent 05 1st ein quantl—

tatives Maf fiir den fest /ﬁus51g-Uberga.ng

-Teilchen gemittelten ¢;:

) N 1 g 2
|6 = Z ; Z exp(i - 66;;)
:1 =

Bs ist Iaentisch 0 fiir ein Z‘di&hlg germscnteb System una gmch i lur eme meale

| "_'hexagonale Packung. |¢|* mifit somit die feste Phase. R
- Lokale hexagonale Ordnung liegt vor, wenn der Ausdruck - -

2

'4251’2

o Wert_e nahe 1 anpimmt.

ey . @3

| i—z expli- 69“ } by ()

i)
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Abb. 3.4: Definition des Nachbarschaftswinkels &;; fiir ein Zentralteilchen ¢ und dessen
Nachbarteilchen j beziiglich einer beliebigen, aber dann festen Richtung.

3.8 Radienverteilungen

Haben in einem System alle Teilchen den gleichen Radius, so bezeichnet man es als
monodisperses System. Sind die Teilchenradien unterschiedlich verteilt, so spricht
man von einem polydispersen System. Diverse Zufallsverteilungen kdnnen zur Ra-
dienverteilung herangezogen werden. Die Gaufi’sche Verteilung, wie sie auch in
zufilligen, realen Systemen angetroffen wird, ist dabei die natiirlichste. Ist man
aber auf einen relativ kleinen Radiusbereich beschrankt, wie dies beim vektori-
sierenden MD-Algorithmus von Abschnitt 2.3.4 {Seite 28} der Fall ist, kann man
mit anderen Verteilungen, insbesondere der binéren Verteilung, eine viel grofere
Varianz erreichen. Es zeigt sich, dafl bei den in Kapitel 6 betrachteten elastischen
Systemen mit Polydispersitit die Varianz der Verteilung der wesentliche Para-
meter ist, und nicht die Form der Verteilung.

Tm folgenden werden nun Gauf-, Dreiecks-, Rechteck- und Bingrverteilung (siche
Abb. 3.5) definiert, und es wird gezeigt, wie man die Verteilungsparameter wahlen
muf, um die gleiche Varlanz bei den verschiedenen Verteilungen zu erhalten (siehe

Tabeile 3 2)

Verbellung o Rechteck 6, Bma,r drb Dreieck 6r; |
Standardabwelchung .-:'\/g(df_:‘trg).: : \/7 (5731*.;,) \/g(értfo)__-: |
Parametervergleich || = /387, 267, VBér,

Tabelle 3.2: Tabelle zu den unterschiedlichen Verteilungsparameter ér;. Der Para-
:_metervergleich gibt an, wie die einzelnen Verteilungsparameter dry, drp und dry im

.. Vergleich zur Gauf’ schen Veri:enung zu wahlen smd um eme emhe; cﬂe Staud dab— :

R '-'-welchung zu, erhalten

Al
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0.8 i :
| Verteilungen
0.7 Rechteck —— |
Dreigick "~
GauB
C.6 1 Binar " |
0.5 r i
£ .,L
= 0.4 . |
0.3 | ] ‘ ]
E \;.“
0.2 . |
0.1 F |
v ) 3‘.\_‘
G.0 U S SR Wttt S0
E:}0
Radius R

Abb. 3.5: Radienverteilungen mit gleicher Standardabweichung: Gauf,Dreieck, Recht-
eck und Bindr.

Gaufl’sche Verteilung: Die Gaufische Verteilung wurde von Mor1guch1 et
al. [87] fur kolio1dale Systeme verwandt Sle 1st definiert durch '

(R = \/2_};0 exp (— '(Rm;gf"f._)_. f e

‘R, bezeichnet den mittleren Radius und o die Standardabweichung. Im folgenden
beziehen wir uns immer auf die relatzve Gauﬁ sche Standardabwelchung, definiert

'__durch

 -_ o e

"'Dréiecksverteiiung: “Diese Verteilung:'benutzten Dickinson und  Parker, um

" .die GroB8enverteilung von Kolloiden zu modellieren [88].- Die Dreiecksverteilung

“ist fiir den Radiusbereich oberhalb und unterhalb von R, jeweils eine gute li-
‘neare Niherung fiir dle G&uﬁvertellung (swhe Abb 3 5) S_ie wird mathematisch
. _-beqc_me,’nen dl_rch A T

(_57‘ Rg)2 L
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Hierbei beschreibt 2 - ér; die Breite der Verteilung relativ zum mittleren Radius
Ry und ©(z) ist die Heaviside-Funktion.

Rechteckverteilung: Die Rechteckverteilung wird innerhalb dieser Arbeit fiir
elastische Systeme benutzt (siche Abschnitt 6.2.3).

1
2 o1y Ry

Auch hier beschreibt 2 - §r, die relative Breite der Verteilung.

O(R — (Ry — éruRy)) O((Ro + 7 Ro) — R) (3-30)

pu(R) =

Bindire Verteilung: Hierbei werden nur zwei Radien gleichméfig durch zwei
Dirac’sche Deltafunktionen d{z) verteilt. In dieser Arbeit finden sich Simulationen
mit bindrverteilten Radien unter Abschnitt 6.2.2.

po(B) = 3 (3R~ SonRe) + 5(R+ 20Ry)) (3.31)

o7, beschreibt die Differenz zwischen den beiden Radien.

3.9 Dichteste periodische Packungen

In den Kapiteln 5 und 6 wird die feste Phase von sphérischen Systemen dis-
kutiert. Polydispersitéit fiilhrt in solchen Systemen zu einer Stérung der dichten
reguldren Packung, also der Gitterstruktur. Fiir Zufallspackungen weifi man aui-
grund experimenteller und theoretischer Untersuchungen, dafi die Polydispersitét
die maximale Pa.ckungsdlchte erhoht [89-03]. Allerdings liegt bei einem Gitter
- eine andere Situation vor.
Betrachten wir ein bindres System in zwel Dimensionen, dessen Radienverteilung
. .G1."3.31 geniigt. Die Packung sei dicht und periodisch. Der Einfluf§ von Poly-
“dispersitdt in Form eines Radiusunterschiedes ist nun in Abb. 3.6 dargestellt.
Die ‘maximale Packungsdichte p* als Funktion des Radienverhiltnisses wurde
-'3a,na,lytlsch ermitteit und fiir eine hexagonale und eine periodische quadratische
- Anordnung dargestellt. p* \/Z/—I% ist fiir ein monodisperses System die maxi-
. male Packungsdichte. Dlese kann in polydispersen Systemen fiir bestimmte Ra-
" dienverh#ltnisse iiberstiegen werden. Fiir den hexagonalen Fall einer perlodlsch
bindren Struktur bewirkt Polydispersitit bis hin zu einem Radienverhéltnis von
-0.7 eine Abnahme der Packungsdichte (grau unterlegter Bereich in Abb. 3. 6). Dies
" steht im Gegensatz zum Verhalten von zufilligen Packungen, wo die Packungs-

. dichte ansteigt. In Abschuitt 6.2.7 wird dicse Beobachiung wieder aufgegriffen.
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Abb. 3.6: Dichteste periodische Kugelpackungen einer bindren 1:1 Mischung. Verlauf
der Dichte als Funktion des Radienverhéltnisses.

3.10 Fluktuationen

Die Polydispersitit beeinfluBt das thermodynamische Verhalten des Ensembles
elastischer Teilchen. Die statistische Physik stellt mittels Fluktuations-Dissipa-
_tions-Theoreme einen Zusammenhang zwischen Potentialableitungen und Fluk-
- tuationen her. Im folgenden wird der Einfluf} der Polydispersitit auf die Energie
durch Stérungsrechnung abgeleitet. Die Hamiltonfunktion # in einem N—Tell-
'chensystem mit Wechse;wukungspotentml schrelbt smh W1e xolgt

%:T+V=Z§mﬁ§_ + Z Z'v (332)

=1 _j_z-i-l S

. my ist die Masse des Teilchens i, 7; seine Position. Als Potential wahlen wir das

B 'allgememe elastische Hertz—\/hndhn Gesetz (Gl 2. 2)

)=~ (R0+Ro f—-f;)“+1 (Remﬂ ;xzmmm . (3:33)

21)

V(|7 -

:_Dleses Potential ist rein repulsw fiir einen Abstand der Teilchen kleiner als die ]

T Summe der Teilchenradien (2 .- Ro). Die Teilchenpolydispersitét driickt sich aus SR
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durch die Streuung der individuellen Teilchenradien um den Mittelwert Ry mit
einer relativen Standardabweichung von dr (beispielsweise durch eine Gleichver-
teilung einer Zufallsgréfie z;):

Ri=Ry-(1+ % Sras) (3.34)

§r ist ein quantitatives Maf fiir die Polydispersitit. z; sei ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit eine gleichverteilte Zufallsgréfie mit z; € [—1,1]. Wir entwickeln
nun die potentielle Energie fiir den polydispersen Fall 7 > 0:

dV(ér)
dér
In erster Niherung erhalten wir somit fiir die Hamiltonfunktion:

V(ér) =V{ér =0)+ 67 + O(6r%) . (3.35)

HaTy+V+Q-ér . (3.36}

Hierbei bezeichnet (@ die mit der Polydispersitit gewichtete Summe der Kréfte
einzelner Kollisionspaare und Ey = To+V, ist die Gesamtenergie des ungestorten
Systems (67 = 0). Mit dem Paariiberlapp z;; aus Gl. 2.1 haben wir

N-1 N
Q = > [ka(m)® - O(zs;) - Rolz: + 25)] (3.37)
i=1 j=i+l
.Nf--]..:r N .
= 3 3 [[Fl Rolmi+zy)] - (3.38)
i=1 j=i+1

Nun wollen wir die Antwortfunktion der Energie auf die Polyd1sper51ta,t ent-
w1ckeln Die. Zustandsumme Iautet

g Z_e@-_c.—'ﬂ@o sQ). 33

Hierbei wird iiber alle Zusténde s summiert bzw.. integriert E, ist die Gesamt-
_energie des ungestorten monodispersen Systems Fur den Erwartungswert einer
' beheblge:n Groﬁe X gﬂt allgemem :

S ZX exp( ﬁ(Eg+5rQ)) -
(X) . L (3.40)

~Das heifit fiir die Energie un_d_ den Erwartungswert von (:

1 7
1k £/

[
ot
&
BN
L
o
Pk
f—

TN 78\
B )-—_““_ 4

. %! QJ: '

il
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Die Antwortfunktion x der Energie auf die Polydispersitdt 148t sich wie folgt

entwickeln.

O(E | |
55)., o e
o ({ 8. 8 ( 8 .

- @(w%mz) :%(—8—5—;1 z) - e

= (@) = (@) + 555(Q) - (3.4

5 T Qexp(—f(Fo+drQ))
= (@) +553 Z - (345

- (Q)+b’( 52 Qo (BB + Q)

>(Q - (=E)) exp (—B(Eo + 6rQ))
2 - ) (3.46)
= (@+6 a
5 3 Qexp (—B(Ey +6rQ))
(—551112 | 7 —(Q-E>) (3.47)

Man erhélt eine Beziehung zwischen der gesuchten Ableitung und den Fluktua—
tlonen in E und @, sowie dem Erwartungswert von: Q. .

E)-(Q) - (Q-E)) - (3.48)

28 @y+a(
@-8(E—(E)-@- (@) G4

(@ -pEEQ) . (3.50)

- Diese Relation gilt im kanonischen Ensemble. Die Simulationen werden aber im
mikrokanonischen Ensemble durchgefiihrt. Der nichste Abschnitt zeigt wie man

‘den Erwartungswert aus Gl 3. 50 vom kanomschen ins mlkrokanomsche Ensembie e

. libert ragen kann.

i-lFiukt&aﬁ@neﬂ =umer-__Ensembiewechsei .

'Na,ch Lebowitz, Percus und Verlet lassen szch ‘Mittelwerte und Fluktuationen
z.B. vom kanonischen ius 111.11(L01\a.11.uu1o\,hc Ensemble uuert’"agfm [Qiﬂ { _Y \ be-

S :-:-,_zelchne‘t das kanonische Ensemblemittel und analog (X ) 5 das mlkrokanomsche R |
1\/’1ttel Fiir Nlttelwerte gﬂt dann S 3 Swm
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g o8 ¢

(X)e = <X>BT26ﬁaEaﬁ(X> : (3.51)
und fiir die Fluktuationen
(6X6Y )5 = (6X6Y )5+ %3% ls 3%?‘* (3.52)

Mit diesen transformierenden Gleichungen rechnet man die Fluktuations-Dissi-
pations-Beziehung Gl. 3.50 ins mikrokanonische Ensemble um.

(@1 =(@z - 5555555 @s (3.53)

Q) ist extensiv, der zweite Summand ist intensiv und kann somit im Grenzfall
(N — oc) gegeniiber (Q)p vernachlissigt werden, d.h. Mittelwerte veréndern
sich beim Ensemblewechsel nicht.

(@) ={(Q)5 (3.54)

Anders verhilt sich die Sachlage bei den Fluktuationen, wo der Korrekturterm
beriicksichtigt werden mufi. Im mikrokanonischen Ensemble ist die Energie kon-
stant und somit separiert man die Energiefluktuation zunéchst im kanonischen

Ensemble zu 6F = 6K +46V.
(5E(5Q)g = <5K5Q),3 ~}- (5V5Q>,3 (3.55)

K hingt nur von den Impulsen und ¢ von den Koordinaten ab, so daB K und
@ unabhingig sind. Also gilt (6KdQ)s = (6K )5(6Q) s, das zu Null verschwindet.
Es verbleibt

o (8E6Q)s = _'<6V<SQ>,B, (3.56)
und nach Gl. 3.52 erhélt man '
(5E5Q)ﬁ (1 - g—g—(&V&E)ﬁ) (5V5Q)E . (3.57)
.Unter der Annahm (6E<6V5E>ﬁ) < 1 erglbt smh N | y :
i {0E5Q)s = (6V6Q)s ; S (388)
._Cl 3. 50 erd unter T \utzung von GL 3.54 und GL 3 38 zu e
S8 = (Q>E - (5V6Q) | S (360)
= Qe -8V~ Vs@s5) - (361

Dle Kenntms der numerlsch leicht zugénglichen Erwartungswerte von (@), (V)
‘und (@ - V) im mikrokanonischen Ensemble erlauben in Stérungsrechnung erster

e :_ Ordnung dze Messung der Energleantwortfunktlon X (smhe Abschmtt 6.2. 5)

Gl
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Teilchenflu} durch einen Trichter

In diesem Kapitel wird das Flufiverhalten granularer Medien durch einen Trichter
anhand nichtsphirischer Teilchen untersucht. Diese Ergebnisse finden sich in fol-
gender Vorabverdffentlichung: G.A. Kohring, S. Melin, H. Puhl, H.-J. Tillemans
und W. Verméhlen, Computer Simulation of Critical, Non-Stationary Granular
Flow Through A Hopper (akzeptiert im September 1994 von der Zeitschrift “Com-
puter Methods in Applied Mechanics and Engineering” [21]).

41 Einfihrung

Der generelle Fluf von Teiichen durch einen Trichter wird traditionell durch die
Kontinuumsmechanik beschrieben [34, 95, 96], wobei der Teilchencharakter, fein
oder grob, durch ein kompressibles oder inkompressibles Medium beschrieben
wird. Die individuellen Teilchen brauchen nicht beriicksichtigt zu werden. Diese
‘Methode ist beispielsweise bei Speichersilos sehr erfolgreich. Diese Werden von
oben befiillt und das Material bei Bedarf von unten entnommen. : L

Dieser Kontinuumsansatz versagt bei Trichtern, deren ‘Auslaf nur noch wemge
'I‘eﬂchendurchmesser groﬁ 1st Weﬂ dort die granulare Natur des Matenals mcht

- Anmerkung: Dle Ergebmsse dleses Kapltels wurden von S. Meim, H. Puhl H -
i .. J. Tillemans und W. Verméhlen, unter der Leitung von H.J. Herr-
"mann und G.A. Kohring erarbeitet und stammen nicht allein vom
- Autor. Diese Gruppe hatte sich im HLRZ gebildet und Auftrags-
simulationen fiir die chemische Industrie im Bereich der Simu-

lation nichtsphérischer granularer Medien durchgefiihrt [48, 49].
- Diese speziellen Arbe;ten haben mchts mit den Ergebmssen dleses L

_Kaplteis ZU. tun : e : :

o
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mehr vernachlissigt werden darf. Die Teilchen kdnnen zum Beispiel stabile Briicken
bilden, die den Fluf} verhindern.

Eine Simulation mittels Molekular-Dynamik [56,97,98] beriicksichtigt jedes ein-
zelne Teilchen und liefert eine addquate Beschreibung fiir Trichter mit kleinem
AuslaB [17,18]. Eine Anwendung in diesem Bereich ist z.B. das Sammeln eines
Granulats, das wihrend eines Schneidevorgangs stark gestreut in einen Trichter
fallt. Von dort wird es zum nichsten Produktionsprozef weitergeleitet [49]. Der
Trichter mufl also einen moglichst hohen Teilchenfluff ohne Stauungen weiterlei-
ten konnen. '

Im folgenden werden zweidimensionale Simulationen zu einem allgemein gehal-
tenen Trichter beschrieben und dessen Durchflufiverhalten bei Befiillung mit
nichtsphérischen Teilchen charakterisiert und klassifiziert.

4.2 Simulation

Das Fiillgut wurde in zwei Dimensionen durch Rechtecke (siehe Tab. 2.1, Seite 6)
modelliert. Thre elastische Wechselwirkung bei Kollision wird in Analogie zum
allgemeinen Hertz-Mindlin Gesetz (Gl. 2.2) definiert. Die Uberlapplinge z wird
durch die Uberlappfliche A ersetzt (siche Abb. 4.1). Diese ist in der Simulation
klein gegeniiber der Gesamtfliche der Teilchen, so dafi durch die zwei Schnitt-
punkte der Teilchen ein lokales Koordinatensystem (7+,#l) am Kraftpunkt S
angesetzt wird an dem die repulsive Kraft in Richtung von 7t wirkt.

| | . ﬁelast'— [k (A)a ( )] 'ﬁ"L R . (4 1)
Die mchte]astlschen Wechselwukungen werden nach den Gleichungen 2.4, 2. b und

2.8 modelliert {21,28]. Dadurch verlieren die Teilchen bei Sto8¢en Energie und be-
sitzen Gleit- und Haftreibung (siehe Abb. 2.4).

Aufgrund ihrer nichtsphérischen Geometrie muff in zwei Dimensionen noch ein
Rotationsfreiheitsgrad ¢ beriicksichtigt werden, dessen Integration mit dem glei-
- chen Verfahren erfolgt, wie fiir die translatorischen Fre1he1tsgrade Dle Bewe-
'-'--gungsglelchung der Tellcnen (Gl 2 13) erweltert s1ch um: =

Hier hmmf"h net -I; ‘das Trigheitsmoment von Teilchen i und M das wirkende

il
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Juual =

Abb. 4.1: Kollisionsschema fiir zwei Rechtecke ¢, 7. Die beiden Schnittpunkte definie-
ren den Kraftpunkt S. Dort sind 7+ und 7/l die Einheitsvektoren des lokalen Koor-
dinatensystems an der Kontaktoberfliche. Die repulsive Kraft wird proportional zur

Uberlappflache A angenommen und wirkt in Richtung von i (Gl 4.1).

Dabei ist 7; der momentvermitielnde Vektor vom Massenschwerpunkt zum Kraft-
punkt S, _

-Die Trichtergeometrie ist in Abb. 4.2 wiedergegeben. Der Auslaf} ist 28 cm breit
- und die Trichterwinde sind so ‘steil gewahlt, da8 sich nur ein bestimmter Mo--
“dus, der MassenfluB [99], ausbilden kann, d.h. der Trichter kann sich aufgrund
der Gravitation vollig entleeren. Um die Fiillrate der Teilchen konstant halten Zu
“konnen, wurden die Teilchen als Quadrate modelliert. Thre Kantenlinge betrigt
-2 ¢m, und ihre Materialeigenschaften in Form der Modellparameter sind in Ta-

belle 4.1 aufgefiihrt. Kapitel 2 beschreibt die hier verwendete Molekular-Dynamik -

. - (Integration mit dem Prédiktor-Korrektor-Verfahren, Seite 22, und die Wechsel- i
. wirkungsdetektion mit dem Verfahren der verkniipften Zellen, Seite 16). -~ -~
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3.00m

1028 m

~“Abb. 4.2: Die in den Simulationen verwendete Trichtergeometrie mit einem Beispiel-
‘teilchen. Der Trichter ist 3 m hoch. Die eingeworfenen Teilchen sind Quadrate mit einer

* " Kantenlinge von 2 cm. Die Trzchteroﬁ'nung 1st 28 cIm. brelt aIso hat also d1e l4-fache
'_ﬁTeﬂchenkantenlange : S e I PR PR AP




4.2, SIMULATION

Variable Gl. | Symbol Einheit | Wert
Gravitation g . ;’% 1100
Dichte Ly 108
Elastizitat 4.1 n MPqo | 108
Dissipation 2.4 | 7, s! 500
Dissipation 2.6 | v st 500
Haftreibung 2.8 | kg Pa 10*
Haftreibung 2.7 | Leriticat €M 0.05
Coulomb 2.11 | ptd 2.0
Heft 1

Zeitschritt At 5 5.107°

Tabelle 4.1: Simulations- und Modellparameter fiir die Trichtersimulationen.

(1) Da fiir die hier verwendeten Polygone die Wechselwirkung nur itber einen Kraftpunkt

und nicht {iber eine gesamte Kontaktfliche modelliert wird, haben solche Teilchen ein
viel zu hohes, nichtphysikalisches p. Der hier gewshlte Wert resulfiert in dem oben
angegebenen pi 55 = 1 fiir die verwendeten polygonalen Teilchen. Das entspricht einem

Anstellwinkel einer schiefen Ebene von 45°, bei der das Teilchen noch haften bleibt.
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4.3 Ergebnisse

Zur Charakterisierung der Durchfluffeigenschaften wurde der Trichter in der Si-
mulation mit einer konstanten Fiillrate ®; beschickt. Diese wurde iiber einen

Bereich von 2000 bis 7000 Teilchen pro Sekunde variiert. Abb. 4.3 zeigt den ty-
pischen Verlauf einer Simulation.

" @ .
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Abb. 4.3: Das Diagramm zeigt die Fiillrate ®;, die AusfluBrate @, und die Gesamtan-
zahl der Teilchen N im Trichter als Funktion der Zeit. Nach ¢ = 2.7 s verstopft der
Trichter. Die Simulation ist aus dem Flufibereich II gewéhlt (siche Abb. 4.6).

‘Die Fiillrate ®; ist konstant und die Ausfluirate ®, fluktuiert um ihren Mit-
~telwert, der zu Anfang gleich der Fillrate ist. Nach ¢ = 2.7 s &ndert sich die
" ‘Situation und es kommt zu einer reduzierten Ausflufirate ®,. Der Trichter hat
_-sich “verstopft” und fiillt sich auf, wie die Teilchenzahl N in Abb. 4.3 zeigt.

Allerdings verlassen immer noch Teilchen den "Trichter, er ist nicht vollkommen
_blockiert.

il
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t=0.83s t=1.05s
~Abb. 4.4: Momentaufnahmen des Trichters (Teil I). Die Graustufen kodieren die ge-

samte kinetische Energie (Translation und Rotation). Hell bedeutet niedrige Energie

- und Dunkel hohe__'Energie.' Es ist nur ‘die untere Halfte des ‘Trichters dargestellt. Die .-
"Teilchen werden gleichmi8ig eingeworfen, sammeln sich aber fiber die gesamte Trich-
" “terlénge an den Trichterwénden, daher kommt es hier scheinbar zu einem inhomogenen

A ua
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Den Mechanismus des “Verstopfens” zeigt die Sequenz von 4 Bildern in den
Abb. 4.4 und 4.5. Dort wird ein Trichter mit einer Fiillrate ®; aus dem Bereich
IT (Abb. 4.6) betrieben und verstopft nach ca. 1.0s. Anhand der Grautone, die
die kinetische Energie kodieren, erkennt man deutlich den Mechanismus. Durch
die Wandreibung wird der Flufl der Teilchen an den Winden zun#chst gehemmt
(¢ = 0.83s und ¢ = 1.17s). Durch eine Fluktuation in der Geometrie der Teil-
chenanordnung kommt es lokal zu einer erhdhten Reibung und es bildet sich ein
dynamischer Pfropf aus (£ = 1.10s). Dieser bewegt sich iiber den gesamten Trich-
terquerschnitt gleich langsam durch den Trichter (¢t = 1.17s). : :

5000 i t T T _ .J

()

) 4500 + (ib) w Q3

4000

3500

3000

A®

4,11/s]

2500
2000

1500k %

1000

-500

0 B s
5000 £000 7000

4000
¢,11/s]

0 1000 2000 3000

‘Abb. 4.6: AusfiuBrate ®, als Funktion der Fiillrate ®;. Die Symbole représentieren
die Simulationsdatenpunkte. Die durchgezogene Linie markiert den Bereich kontinu-
“ierlichen Durchfiusses, d.h. Ausflul gleich Einflufl. Die vertikal gestrichelten Linien
- markieren die Grenzen zwischen den Regionen mit unterschiedlichem Durchflufiverhal-

. ten. Wir unterscheiden: (Ia) und (Ib) linearer Bereich, (II} kritischer Bereich und (II)

: “Verstopfungszone. Jeder Datenpunkt kommt von einem individuellen Simulationslauf
“mit einer Laufzeit von ¢ = 10s. Der cingesetzte Rahmen beschreibt das im Text erklérte

' "-'.Hysteraseverhalten eines solchen_.Systems_ (®; .ﬁ;@i >_<IJ¢.¥‘1—’§+ O< @z<@c— :A@)

| Klassifizierung ‘des ‘Trichters durch die. Fiillrate: Dic Fiillrate &; be-

. ‘stimmt, ob der Trichter iiberhaupt verstopfi und wenn, wie _1a.ng_e_:-és_im Mittel - S
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dauert, bis er verstopft. -Man unterscheidet drei Bereiche, wie sie in Abb. 4.6
dargestellt sind. - -

Linearer Bereich: Hier ist die Ausflufirate ®, im Mittel gleich der Einflufirate
®;. Der Trichter befindet sich in einem sicheren Betriebsmodus.

Startet man allerdings den Betrieb des Trichters im Bereich /¢ und erhoht die
Fiillrate ®; in den Bereich [/ hinein, so dafl sich der Trichter fiillt, bekommt
man bei einer Riicknahme der Fiillrate in den Bereich Ib keine lineare Antwort
der Ausflufirate. Erst fiir Fiillraten im Bereich [a erreicht der Trichter nach einer
gewissen Zeit wieder die Ausgangssituation ®, = ®; . Dieses Verhalten bezeichnet
man mit dem Begriff der Hysterese (siehe eingefiigte Figur in Abb. 4.6).

Kritischer Bereich: In diesem Bereich verstopft der Trichter nach einer be-
stimmten Wartezeit auf jeden Fall. Die Verstopfung entsteht durch eine lokale
Fluktuation der Teilchenkonfiguration, die eine hhere geometrische Reibung im
Trichter verursacht und zur Pfropfbildung fiithrt. Der Trichter befindet sich dann
im Betriebsmodus des stark reduzierten Ausflusses &, = &, — A®.

Eine Statistik der Wartezeit zur Verstopfung wurde durch Simulationen aufge-
nommen. Abb. 4.7 zeigt die mittlere Wartezeit 7, die das System braucht, um
zu verstopfen, als Funktion der Fiillrate ®;. Jeder Datenpunkt ist hier ein Mit-
telwert von 50 bis 100 unabhingigen Simulationen. Der eingezeichnete “Fehler-
balken™ gibt nicht den Fehler des Mittelwertes, sondern die Standardabweichung
der Verteilung von 7 an. Eine genaue Charakterisierung der Verteilungsfunktion
mit den erzeugten Daten war aufgrund eines. hohen Anteﬂs langer Wartezeiten in
der Verteilung nicht moglich. ' :

Als. funktlonaien Zusammenhang zwischen 7 und ®; findet man:

Ar
l@ -3 I,B (44)
. _-Man bezelchnet ﬁ als den Fluﬁexponenten D, als. d1e krltlsche Flufirate und A, ist
-ein Proportionalititsfaktor. Eine Anpassung an die Datenpunkte liefert fir § =1
- die Werte ®, = (4197£10) s~ 'und A, = (176%10). Diese Funktion ist in Abb. 4.7
" ‘eingezeichnet und beschreibt die MeBpunkte fiir 7 > 0.5s ausgezeichnet. Die
“anfingliche Fiillzeit des Trichters (Abb. 4.3) ist ca. 0.5s, so daf eine Bestimmung
“yon 7 im direkt verstopfenden Bereich /1] numerisch problematisch ist und somit
der MefRpunkt fiir ®; = 4600 s~ weggelassen werden kann.
.Gl 4.4 mit B = 1 ist typisch fiir Phaseniiberginge zweiter Ordnung, darum wird

: wla 1.
der Bereich 77 als kritischer FluBbereich bezeichnet. In den Bereichen Jo und b

' ..'kann man von einer unendlich langen Wartezeit bis zur- Verstopfung sprechen

N --_<I> 1st d1e erste charaktensmrende Groﬁe fur dleses System

i
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Abb. 4.7: Diagramm der mittleren Wartezeit bis zur Verstopfung 7 als Funktion der
Fiillrate ®;. Neben den MeB8punkten ist die im Text erliuterte Anpassung (Gl. 4.4)
eingezeichnet. Die vertikale Linie markiert die kritische Fiillrate ., bei der die mittlere
Zeit zur Verstopfung unendlich wird. Jeder Datenpunkt reprdsentiert einen Mittelwert
von 50 unabhingigen Simulationsldufen, die Balken geben die Va.na,nz der Vertellung
und nicht den Fehlerbalken des Mittelwertes W1eder C :

Bereich der unmittelbaren Verstopfung: In diesem Bereich kommt es un-
‘abhiingig von der Fiillrate ®; zum direkten Verstopfen des Trichters. Der Trichter
fiillt sich schuell auf, allerdings ist er nicht ganz blockiert (siche auch Abb. 4.4
und 4.4), sondern hat eine von @, unabhingige Ausflufirate &,. Dadurch wird
_die zweite charakterisierende GroBe A® definiert (siehe Abb. 4. 6\ Sie gibt an,

- wie stark der AusfluB} eines Trichters mit nichtsphérischen Teilchen im Bereich

TIT reduziert wird. Sie hingt stark von den modellierten Reibungstermen (Gleit-

- ~und Haftreibung) ab [49]. AuBlerdem haben die nichtsphérischen Teilchen eine .

-“geometrische Reibung”, die durch kurzeitig auftretende Verkantungen erzeugt
- wird (siche Abb. 4.4 und 4.5).

JJdD anﬁmu der umuwynaum,hml Teilchen in einem Trichter kann also mit al-

S _:_.__len seinen Modellparametern auf zwei Groﬁen q) und a3 redumert und somrt _  % s
s charakterlslert Werden - : S AR
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Praxisbezug: Auch fiir die praktische Anwendung ist die obige Klassifizierung
von Bedeutung. Wird ein Trichter mit einer Fiillrate ®; nahe unterhalb &, betrie-
ben (Bereich 1b), und kommt es aufgrund von Fluktuationen oder aber produkti-
onsbedingt zu einer kurzfristig erhthten Flufirate &;, kann der Trichter verstopfen
und zeigt dann nur noch einen stark reduzierten Ausfiufl &, = &,~AQ. Bei einem
grofien A® ist man leicht in der Situtation, daBl ®@; > ®, — A® ist. Das bedeutet,
daf} der Trichter erst dann wieder in den normalen linearen Modus vom Bereich
Ib mit ®, == ®; zuriickkehrt, wenn die Fiillrate hinreichend lange in den Bereich
Ia zuriickgenommen wird. Ist der Trichter erst einmal verstopft, kann er sich nur

ATAATA aaaa

werden (siche cingefiigte Figur in Abb. 4.6).

4.4 Zusammenfassung

Der Fluf nichtsphirischer Teilchen durch einen schmalen Trichter kann generell
in drei Bereiche aufgeteilt werden: (I) einen linearen Bereich, (II) einen kritischen
Bereich und (III) einen unmittelbar verstopfenden Bereich. In Abhéngigkeit von
der Trichter- und Teilchengeometrie sowie der gewihlten Materialeigenschaften
gibt es nur zwei Groflen, die dieses System charakterisieren:

.1 :'_die kritische Flufirate ®,, oberhalb derer der Trichter auf jeden Fall verstopft
- und die mittlere Verstopfungszeit 7. einem Potenzgesetz. gehorcht,

2. die Differenz in der Flufirate A®, um die sich die Ausflufirate &, vermindert,
wenn die kritische Fiillrate tiberschritten wird (®; > @,).

Es ist sinnvoll, diese Kenngréfen fir allgemein verwendete Trichter zu kennen,
-um den Fall (IT) und (III) in der Praxis ausschliefen zu kénnen oder aber durch
-eine ‘Studie der Abhéngigkeit von' @, mit Trichter-, Teilchengeometrie und den

gewihlten Materialeigenschaften das @, mdglichst groff halten zu kénnen.

4




. der‘Waals-Gases.. Diese wird niher in Kapitel 6 diskutiert."
o '_Dlverse repulswe Potentlale wurden untersucht Hardcore [107 108 110]

Kapitel 5

Alder-Ubergang

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit identischen, rein repulsiven Teilchen, die im
Zustandsdiagramm einen Phaseniibergang erster Ordnung (fest/fliissig) aufwei-
sen.

Nach einem einleitenden Literaturiiberblick in Abschnitt 5.1 beschreibt Abschnitt
5.2 die Simulationen zum Zustandsdiagramm (pyq, p*) fiir elastische Teilchen, ge-
folgt von einer Systemgréfienanalyse in Abschnitt 5.3. In Abschnitt 5.4 wird der
EinfluB des verwendeten Potentials aul das Zustandsdiagramm charakterisiert
und Abschnitt 5.5 beschreibt die feste und die fliissige Phase durch einen Orien-
tierungsparameter. Am Ende des Kapitels werden diese Ergebnisse, die bereits in
einer Vorabverdffentlichung erschienen sind (Vermdhlen und Ito, Microcanonical
Simulations of Flastic-Disk Systems [100]), zusammengefafit.

Im nichsten Kapitel wird der Einfluf der Polydispersitét auf solche Systeme,

insbesondere auf den Phaseniibergang, in zwel und drei D mmensmnﬂn untersuchf

5.1 Eéniei‘iung

Alder und Wainwright [101] beobachteten 1957 das erste Mal fur Hardcore-
- Partikel, also fiir ein rein repulsives Potential, einen Ubergang fest/ fliissig in Form
~einer Hysterese im Zustandsdiagramm (p, p*). Seitdem wurde dieser. Ubergang
. vorwiegend in groSen, zweidimensionalen Systemen ‘mittels Molekulardynamik-
-~ und Monte-Carlo-Simulationen untersucht [86,102-106] und ist nach wie vor Ge-
- genstand aktueller Forschung [107—1 10]. Der Phaseniibergang ist heute eindeutig
“als Ubergang erster Ordnung klassifiziert [110]. Unterhalb einer Dichte o7 findet
" man im Zustandsdiagramm (p, p*) einen fliissigen Ast, oberhalb einer Dichte p5
‘einen festen Ast und zwischen pi und p; einen Koexistenzbereich ‘der im Zu-

' 'standsdia,gra.mm durch ein Plateau mit einem konstanten Druck p,.q sichtbar ist

{(siehe Abb. 5.4, 5.2 und 5.3). Es besteht eine Analogie zum U’newamr eines van
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[86,104] und das Hertz’sche Kontaktgesetz [100]. Auf Untersuchungen zu polydi-
spersen Systemen geht Kapitel 6 ein. Hu und Suzuki [109] machen einen theore-
tischen Ansatz zum Phaseniibergang und leiten iiber einen “Schatteneffekt” ein
effektives, attraktives Potential her. Dadurch wird der Phaseniibergang in zwei
Dimensionen qualitativ und quantitativ beschreibbar. In drei Dimensionen aller-
dings versagt ihr Ansatz.

Die Literatur zum Alder-Ubergang ist in der Tab. 5.1 nochmal chronologisch zu-

sammengefafit.

1957 Van der Waals Schleife o “Alder und Wainwright 1101}

1962 2D/3D | Alder und Wainwright [102]

1968 Schleife in 3D _Alder, Hoover und Young  [103]

1981 ' r~'* Potential " 'Broughton, Gilmer und [104]
- - Weeks -

1988 ﬁbersichtsartikel zum zweidi- Strandburg [105]

mensionalen Schmelzen

1989 72 Potential - Zollweg, Chester und Leung  [86]

o "1yse Techmk

1992 schwacher -Uberg_ang -erster  Zollweg und Chester - [108]
Ordnung ‘ :
1992 Ubergang erster Ordnung Lee und Strandburg [107]
1993 Theoretische Arbeit: Effektive Hu und Suzuki [109]
Anziehung, “Schatten Effekt” o
1993 Supraleitung: Analoger Uber- Kato und Nagaosa. [111]
oo gang bel FluBschiauchglttern Ll : [
| 1994 ‘Vorabveréffentlichung der Er- Verméhlen und Ito - [100]
D gebmsse dieses Kaprtels :.3 B IRV s A
| 1994 - finite-size- scafmg Block Ana— - Weber und Mafr_x_:: e ': [110]

"Tabelle 5, 1 theraturuberbhck zum Alder Uberga.ng 111 monodlspersen elastlschen
: .'::Systemen S

L '__Zur-Iiiustration des Alder-Ubergangs zeigt Abb. 5.1 ein zweidimensionales Expe- . . o
. riment harter Scheiben. Fiir die hochste Teilchenzahl bildet sich die feste Phase -
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Abb. '5.1: Experiment mit monodispersen, harten Scheiben in einem quadratischen
System mit Winden (N = 1500, 1700,1500, 2000). Die ‘Teilchen ‘werden durch einen
besonderen. Lufttisch auf einem Luftkissen gehalten. Dadurch ist die Gravitation aus-
geschaltet und die Teilchen konnen sich nur noch in einer-Ebene, also in zwei Dimen-
sionen, frei bewegen [112]. Bei der héchsten Dichte erkennt man klar eine hexagonale
‘Grundordnung. Tm Vergleich zeigen Abb. 5.2 und 5.3 Momentaufnahmen monodisper-
_ser.Simulationen. . .. S T L T s T e

in Form 'éiner_ héxagoxia_len -_Ordnu_ng aus. Eine _qu_a_ntita,tive_Analy_se _c_iieser_-Abbil—

5.2 Simulation

-Es werden monodisperse -(R = const.), elastische, rein repulsive Teilchen nach
Gl 2.2 mit o = 3/2 also einem Hertz’schen Kraftgesetz in zwei Dimensionen

- simuliert. Die Systemgrofe wird nach der Kantenldnge L, gemessen in Teilchen-

" durchmessern o = 2R, bezeichnet. L70 ist somit ein System der GréSe (700)%. . .
‘Mittels des in Abschnitt. 2.3.3 b_eschriebengn _Verfah};ens ‘wurden die_ Modellpara-

ey
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meter und ein optimaler Zeitschritt, wie in Tab. 5.2 angegeben, ermittelt. Details
liefert [100]. Die Simulationen wurden auf einem quadratischen Gitter mit zuféllig
verteilten-Geschwindigkeiten gestartet, und nach einer hinreichenden Equilibrie-
rungszeit (Transient) — typischerweise 5 10% MD-Schritte fiixL45, was einer si-
mulierten Zeit von-100 Sekunden entspricht — wurde z.B. der Druck nach GI. 3.7
‘durch Mittelung im Gleichgewicht fiir das Zustandsdiagramm gemessen.

Abb. '5._2: Momentaufnahme eines monodispersen, elastischen Systems 145 bei einer
~Dichte p* = 0.880 (N.= 1782), also im fliissigen Bereich (vgl'Abb. 5.4}«

-+ Die Simulationen wurden jnit '&em__--Einzel—Zell—Verfahren.aus Kapitel 2.auf der
~NEC Monte-4 und der Cray Y-MP durchgefihrt (siehe-Anhang B). Abb. 5.2 und

i1

Ei
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Abb. 5.3: Momentaufnahme eines monodispersen, elastischen Systems L45 bei emer
Dichte p* = 0.980 (N = 1985), also im festen Bereich (vgl. Abb. 5.4). '

-5.3 zeigen zwei typische Momentaufnahmen einer Simulation fiir unterschiedliche
‘Dichten. Man kann als Betrachter vorab solche Momentaufnahmen auf die feste
~oder fliissige Phase hin untersuchen, indem man die Abbildung unter einem ganz
-flachen Winkel (streifenden Einfallswinkel) betrachtet. Dreht man die Abbildung
“dann in ihrer eigenen Ebene langsam um 360° so kann man fiir die feste Phase
-in.Abstinden von 120° die Gitterstruktur erkennen. Die Teilchen sind parallel
- UZUT. thknchtung ausgerichtet, .und Versetzungen werden gut- smhtbar Fur dle
' .ﬂusszge Phase 51eht man Wahrend der- Drehung keme Surukturen. eI
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PRI 'Radms (monodlsperS) - ROOS &
o \/Iasse m 10

_-Kraftexponet | CooGL 22 a 3/2. e

i .Ela,stlzﬁat GI 22 kn\};qojig
-k1net1sche Temperatur Gl 3 20 .; T “ 128 _
_ .Teilchenza,hl o :. :'_ N 2025 32400
. "Syste_mgroﬁe L45 L180
Z.eitsch_ritt.'f S e N 2 10‘ .

: '-:Z'*_._'Tab_elle_“S_.'Z_:_ 'Simulat_ionspa:a,mei;_e; fiir. mggodispgrse Sy__st_en;e n 2D '

”'pred S

elastlsche Teﬂchen ."'8 1_0:-: R |
R Hoover und Ree . :8 08 [106] : .

| Zoilvveg und Chester 795 [108} S
Lee und Strandburg 805 ...;.[108_] § ::

Tabelle 5.3: Reduz1erter Druck im Alder—PIateau im Vergleich mit der Literatur.
" '5 3 Emﬁu‘% der Sysﬁ:@mgz’@ﬁe

- Der EinfluB der endlichen Systemgréfie wurde fiir Systeme von L45 — L180 un-
“tersucht, indem jeweils ein Zustandsdiagramm (p, p*) aufgenommen wurde. Die
- Abweichungen untereinander ‘waren nur statistischverteilt [100], und bei Mit-

" telung iiber die intensiver untersuchten Systeme L45 — L95 erhélt man ein Zu-

“ standsdiagramm mit guter Statistik, dargestellt in Abb. 5.4. Man erkennt einen
fliissigen ‘Ast fiir p*:< p;.= 0.905 und einen festen Ast {iir p* > p3 =0.925 (siehe
Abb."5.2 und 5.3). Das Plateau p} < p* <'p5 hat einen Druck von preg = 0.810.

.:'.EJI.C Ol.l.sj.uauiuj. ve Vu.u r‘.u.u.ej. gxuu nur e*ne nnahi'«:fnre Rner-'hroﬂ\n‘n{r‘ Tm ‘7@1"0‘]61!"]’1

. .mit der Literatur, siche Tab. 5.3, liegt das Plateau der elastischen Tellchen etwas oo
o hoher Dles kann durch dle Elastlzn,a;t der Wechselmrkung gegenuber Hardcore—-

i
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Abb. 5.4: Das Zustandsdiagramm (preq, p*) fiir monodisperse, elastische Teilchen
in zwei Dimensionen gemittelt aus den Systemgréfen L45 — L95. Das Platean
liegt zwischen pf = (0.905 £ 0.002) und pf = (0.925 * 0.004) bei einem Druck
Preq = (0.810 £ 0.005). Die durchgezogene Linie ist der originale Alder-Verlauf nach

[108].

Simulationen erkléirt_ werden, die im néchsten Abschnitt eingehender untersucht

wird.

< Uberlapp >

8.00 |

':':-;..:'_I’abelle 5.4: Korrekturfaktor und Plateau-Position fiir .ﬁnterschi_ed]id;e_ela_;s__t_i_sc_]_:_xe Mo~ = '

. dule k.

Mo&ui kn\/ﬁ—g j’co,.,.:(Gi. 3..14)- o5 o - Dred

ClMein 105 00439 | 0046 | 0930 0955845 |
mittel a0 Joors | o09rs . |l0.905 0930 807 |

gmﬁ CLUTI0T N 0.00696 0 [ 0.991° " 1'0.888 1 '0.920" |
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5.4 Abhingigkeit vom elastischen Modul

Im Vergleich mit Hardcore-Simulationen aus der Literatur (Tab. 5.3) liegt das fiir
elastische Teilchen beobachtete Plateau im Bezug auf Druck und Dichte zu hoch.
Zur weiteren Untersuchung wurde der Einflul der Elastizitdt durch eine Varia-
tion des elastischen Moduls k&, um jeweils eine Zehnerpotenz nach oben und nach
unten iiberpriift (siehe Tab. 5.4). Dabei wurde der Zeitschritt Af nach Abschnitt
2.3.3 jeweils angepaft.

Abb. 5.5 zeigt nun die Verinderungen im Zustandsdiagramm (prq, p*). Eine
Erhshung des Moduls &, verschiebt das Zustandsdiagramm hin zu kleineren
Driicken und Dichten. Tab. 5.4 beschreibt die Positionen der Plateaus. Dieser
modulabhiingige Effekt erklért sich mit dem Uberlapp, den die Teilchen aufgrund

ihrer Elastizitit erhalten.

0.80 0.92 0.924 .96 0.98

Abb. 5.5: Abhingigkeit des Zustandsdiagramms (prq, 0"} vom elastischen Modul der

Wechselwirkung kn, 12,3 = 1/v2Rqo - 10°,1//2Ry - 10°,1/v2R - 107. Man beobachtet
~eine Verschiebung in Druck und Dichte. Die durchgezogene Linie ist die originale Alder-

- 'Ku_r_v_e fiir Hardcore-Partikel zum Vergleich nach [108]. Die Systemgrdfie ist L45.

“ .'Fur den Grenzfall k - 00, der in der Simulation aufgrund der Integratlon mit

o -einem endlichen Zeitschritt At nicht erreicht werden kann, nihert sich das ela-

~ stische Potential dem Hardcore-Potential, der Teilcheniiberlapp geht gegen 0..Im
Falle k, — 0 werden die Teilchen sehr weich, und letztendlich verschwindet jede

Wechselwirkung. Die Situation eines idealen- u&SES, das keinen P}‘agﬂ“"’hmganw

'."besrtzt wird erreicht.’

] :""Unter Kenntnls des mrttleren Uberlapps kann man nach A.bschmtt 3 4 Druck EERREER
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k3 -
- 8.5 i -
g k3 =
ko)
)
o, 8 = ﬁé;;ié};:ﬁ;& :!":'* -
7.5r1 5
7 13 i i i
0.82 0.84 .88 0.9 0.92 0.94 0.96
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Abb. 5.6: Korrigiertes Zustandsdiagramm (Dred corr; fgorr) fitr verschiedene elastische
Module gewonnen durch Hardcore-Extrapolation {System L45).

und Dichte auf das Hardcore-Verhalten hin extrapolieren. Fiir die hier simulier-
ten Module ergibt sich dann mit den Korrekturfaktoren aus Tab. 5.4 und Gl. 3.15
und 3.16 das korrigierte Zustandsdiagramm in Abb. 5.6. Die Zustandsdiagramme
der beiden hoheren Module fallen zusammen. Fiir den kleinsten Modul erhal-
ten wir eine deutliche Abweichung. Die einfache Hardcore-Korrektur gilt erst ab
einer bestimmten ModulgréBenordnung. Fiir das mittlere Modul kann aber sinn-
voll auf Hardcore-Verhalten extrapoliert werden. Es ist nicht notwendig, einen
besonders hohes Modul k,, welches einen kleineren Zeitschritt At und somit
‘einen héheren Berechnungsaufwand kostet in den Simulationen zu verwenden,

um elastische Teilchen mit Hardcore-Teilchen vergleichen zu konnern. Der elasti-
_sche Modul ky = 10%/4/2Ry wurde in allen kommenden Simulationen benutzt,
‘und Dichte und Druck werden wie in Abschnitt 3.4 beschrieben korrigiert.

8 55 B "'.'_E__:;eakeée und globale @?i@ﬂtie?ﬁﬁgS@?dﬁuﬁg

jDa das eia,stlsche Potentlal kemen a‘ttrak‘twen Antell hat es also. keme stabile
: ‘Konfiguration minimaler Energie gibt, stellt sich die Frage nach der Natur der
festen. Phase. Eine- Charakterlslerungsmoghchkelt stellt der Orientierungspara-

_meter ¢;, definiert in ‘Abschnitt 3.7, dar. In einem zweidimensionalem :System
ek e 1A ~Adne eolalal f\v-flnnng -Fn-r 'Uworfa ng'ha 1 gocr;:rnni‘\n'r' Tl‘nr’\r{q_

; - 1.,
-'Ludld.l&btu..lblt:l.b CL J.UM}. AJUCL sxuuaz ATUIIULIE LUl Y Y UL UG LdQiT 4 BURTLL W/ x| aal il fa

Coommg

il
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Abb. 5.7: Ordnungspa.rameter 1|2 als Funktion der Dichte p fur das System L95. Fiir
die maximale Dichte p* = /4/3 wird [¢[* = 1. '

Fiir Dichten im Plateaubereich wurde diese Gréfie in dem System L85 bestimmt.
Abb. 5.7 zeigt, daBl erst mit Plateauanfang bei p; = 0.905 (siehe Abb. 5.4) der
globale Ordnungsparameter '|¢]* ‘einen von 0 verschiedenen Wert annimmt. Das
System kristallisiert. [¢}* wichst im Plateaubereich stark an und strebt danach
sehr langsam im Druckbereich des festen Astes Zu seinem analytisch maximalen

‘Wert von 1 bei der maximalen: Dichte p* = \/4/_3 Bei einer Analyse der lokalen
Situation in Abb. 5.8 erkenut man, dafl sich zun#ichst kleine geordnete Berei-
che ausbilden, die mit zunehmender Dichte gréfler werden. In dieser Abbildung
- sind die Teilchen umso dunkler je niher ibr lokales |¢;{* bei 1 liegt. Im Bereich

“des festen Astes p* > pj) (Abb. 5.8 d) gibt es einen grofien zusammenh&ngenden

“Bereich hoher lokaler Orientierungsordnung. Dies wu"d_m Abb. 5.9 noch besser - . )
‘deutlich, in dem die gleichen Momentaufnahmen wie in Abb. 5.8 dargestellt sind,

‘allerdings nur mit den Partikeln, die ein lokales |¢|> > C. 5 aufwelsen Hler lst
“eine Grofenanalyse der lokal geordneten Bereiche moglich. - T
.'Das Plateau ist also ein Koexistenzbereich der ﬂusmgen und der festen Phase. Dles
~gilt auch in- Hardcore—und Lennard—JoneS«Systemen [103]. Eine alternative Cha-
. I‘aKEeI'ISIEI‘ung der zwei rnasen iiber eme roﬁliel LLdllbLOlﬁidhlULl i" gl nbbCuniuu

' ':_ 3 6) ﬁndet smh im Ka.pltel 6

Il

;
A
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Abb. 5.8: Momentaufnahmen eines Systems L95. Die Grautone kodieren den loka-

len Ordnungsparameter |¢;|%: helle Grauténe entsprechen niedrigen:|¢;|? und dunkle
Grauténe entsprechen |¢;]? nahe bei 1. Die unterschiedlichen Dichten sind aus. dem
Plateaubereich gewshlt: pg 40,4 = 0.900,0.912,0.924,0.936. |

5.6 Zusammenfassung
_ " Es ﬁ_rurden identische, sphérische Teilchen in zwei Dimensionen betrachtet, de-
~ren elastische Wechselwirkung rein repulsiv ist. Das. Zustandsdiagramm (p, ")
.-zeigt einen Phaseniibergang erster Ordnung in.Form -eines Plateaus, sowie ei-
nes fliissigen und eines festen Astes in Analogie zum van der Waals-Gas. Eine

. T2 B nld d e crnrrmn amimalhan Hweoatoes a7 . = 1
- Abhsngigkeit der numerischen Ergebnisse von der Systemgrofle wurde nicht fest-

. gestellt. Das elastische Modul beeinfluflt die Position ‘des Zustandsdiagramms . .
und kann fiir geniigend hohe Werte auf 'das___Zu_stand_sc_i__iagramm von harten Teil- o

B

I
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Abb.. 5.9: Ordnungscluster im Plateau: Die gleichen Momentaufnabmen wie in
~ Abb. 5.8. Es sind nur Partikel mit einem lokalen Ordnungsparameter 1¢g{2 >.0.5 emge—
zeichnet (System L95, po p.c.d = 0-9000,0.812,0. 924,0. 936) e

“.chen (Hardcore-Partikel) umgerechnet 'werden.-_Die Ubereinsti_mmung mit dem
in der Literatur studierten Alder-Ubergang ist gegeben. Eine Analyse der Pha-
~.sen im Plateaubereich durch einen Orientierungsparameter zeigt Koexistenz einer

fliissigen und einer festen Phase. Mit zunehmender Dichte werden immer grofiere

Teilbereiche fest, bis schliefilich das gesamte System von einem zusammenhéingen-
- den Gebiet fester Phase durchsetzt wird. Aufgrund des rein repulsiven Charakters

" verfestigt sich diese Phase weiter im festen Ast des Zus tandsdiagramms. '

“Wie sich die Situation in solchen Systemen dndert, wenn man die Teilchen mittel

. einer Radienverteilung unt ﬂrschemlbar macht (monodlspers - po dlspers), erd

o ."_51m nachsten Kapltel behandelt

)




Kapitel 6

Polydispersitit und Aider@bergamg

In diesern Kapitel wird der EinfluB der Polydispersitét in Form von verschiede-
nen Radienverteilungen auf den im letzten Kapitel behandelten Alder-Ubergang
untersucht. Fiir zwei Dimensionen existiert eine universelle, kritische Polydisper-
sit&t, oberhalb derer der Alder-Ubergang verschwindet. In drei Dimensionen sind
bisher nur qualitative Aussagen moghch d1e aber mcht von den 2D Ergebnlssen
abweichen.
Zunichst wird zusitzliche Literatur zur Polydispersitit in Verbindung mit dem
Alder-Ubergang vorgestellt. Die Simulationen in zwei Dimensionen werden in
Abschnitt 6.2.1 beschrieben und die Ergebnisse des Zustandsdiagramms zu den
unterschiedlichen Radienverteilungen in den Abschnitten 6.2.2 und 6.2.3 darge-
stellt. In Abschnitt 6.2.4 werden die Phasen des Systems mittels Fouriertrans-
formation untersucht. Durch Fluktuationen wird in Abschnitt 6.2.5 x als die
Antwortfunktion der Energie auf die Polydispersitdt gemessen. Abschnitt 6.2.6
faft diese Ergebnisse zusammen, und Abschnitt 6.2.7 beschreibt einen theoreti-
schen Ansatz zur BErklarung der kritischen Polydispersitit.
Die Ergebnisse zu den zweidimensionalen, polydispersen Simulationen sind in ei-
ner Vorabveroflentlichung wiedergegeben: Verméohlen - und Ito, State Dmgmm of
Polydisperse Elastic-Disk Systems [80]. -
In Abschnitt 6.3 werden die Simulationen in drei Dzmensmnen beschrleben und _
~die aktueﬂen Ergebmsse dazu finden su:h in Abschmtt 6 3. 2 """ .

: éei E-.J.gi. e EEEI‘E& e hgic{: e

‘Bisher: gibt-es nur -"\i.re_gige 'Untersuchungen zur -Polydispersitéit im Zusammen-
* hang mit dem.Alder-Ubergang. Neben der Gré8enpolydispersitit ‘werden auch
- ‘Systeme mit Ladungspolydlspersnat betrachtet vomehmhch mit kollmdalen Tell-_ -

“chen {113,114]}. SR e o
" Diese-Arbeit beschrinkt sich auf Gxuueuyul.yuxs_t)ursltau, die durch die relative

L Standa.rdabwelchung or- der Radlenvertellung quantltatlv meﬁbar ist, (swhe Ab-_-__ [

| :schmt‘t 3. 8)




B1s auf By wurden die Simulationsparameter aus der Tab. 5.2 beibehaiten. Die - -
- Systemgréfe wurden von L20 bis L135 (definiert auf Seite 63) variiert.’
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In einer Reihe von Verdffentlichungen von Dickinson und Parker {88,115-117]
finden sich erste Untersuchungen zum Alder-Ubergang mit Polydispersitit. Sie
behandeln kolloidale Systeme und finden eine Abhingigkeit des festen Astes im
Zustandsdiagramm von ér und einen dr-unabhingigen fiiissigen Ast. Ihr dreidi-
mensionales System (N = 108) bleibt aufgrund des aufwendigen Potentials fiir
Kolloide relativ klein. Sie postulieren die Existenz einer kritischen Polydisper-
sitit [117], oberhalb derer der Alder-Ubergang nicht mehr existiert. Fiir drei Di-
mensionen gibt Dickinson [116] eine kritische Polydispersitét fir dreiecksverteilte
Radien von 7% = 0.20 an. Diese rechnet sich nach Dickinson und Parker [117]
in zwei Dimensionen zu 87y 2D = 0.34 um. Das entspricht einer Gaufi’schen Poly-
dispersitit von

: ' org = 24% . - ' (6.1)

Moriguchi, Kawasaki und Kawakatsu [87] studieren mittels Brown’scher Dynamik
fast harte Teilchen (Yukawa Potential) im Nichtgleichgewicht und finden ober-
halb einer kritischen Polydispersitdt keine feste, sondern eine glasartige Phase.
Der Einflufl von Polydispersitit in Gleichgewichtssystemen wird im folgenden de-
tailliert beschrieben, diese Ergebnisse finden sich in einer Vorabverdflentlichung:
Verméhlen und Ito, State Diagram of Polydisperse Elastic-Disk Systemns [60]. -

6.2 Polydispersitit in zwei Dimensionen

6.2.1 Simulation

Fiir die Simulationen polydisperser Systme wurde das im Kapitel 5 benutzte

Programm mit einer bindren py(R) und einer gleichfdrmigen Radienverteilung

'pu(R) versehen (siehe Abschnitt 3.8). Die Radiusbeschrénkung des Einzel-Zell-
 Algorithmus (siehe Seite 17 und Gl. 2.15 und 2.16) erlaubt fiir die binére Vertei-

lung eine maximale relative Standardabweichung von orp™® = 17.16%(= éri** =

+ 34.31%) und fiir die Gleichverteilung eine maximale Standardabweichung von

§rma® = 9.91%(= ry*® = 17.16%) bei einem mittleren Radius von Ro = 0.8778.

N ‘Fiir die Zustandsdiagramme wurden Vorabsimulationen auf der Cray Y-MP- un-
ternommen und dann mit der Intel Paragon mittels Farming Zustandsdlagramme

mit guter Statistik erzeugt (siehe Seite 79 und 82, ein einzelner Datenpunkt. ist

dort .ein Mittelwert iiber acht unabhéingige Simula.tionen) Abb. 6.1 und 6.2 zei-

£
- gen tyPISCﬂB 1V10111€'11L aufnahmen D Oiy dis SpErser Dy steme fir zwei LLlLbClDbthd}.lth

Dichten und eine gleichférmigen Radienverteilung mit Jru =-0.15. ‘Auch hier = . -
~ kann man mit dem bloSen Auge die unterschiedlichen Ph_asen gut a_nalyszeren R

Al

i
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'__Abb._ﬁ"fﬁ.l: ‘Momentaufnahme 'éinés polydispersen, :éiastischen'S_jstgms'f(éru' ———{)15,
- 0.845, N =1782, L45) im fllissigen Bereich (vgl. Abb.5.2). oo

_(siehé Ende ‘von Abschnitt 5.2). Die Ergebnisée im Zustandsdiagramm fiir un-
‘terschiedliche Radienverteilungen und Polydispersitdten werden in den néchsten
‘Abschnitten présentiert. ' D
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76

, elastischen Systems .(57"” = (.15,

festen Bereich (vgl. Abb. 5.3).

ispersen

iyd

ines po

Momentaufnahme ei

Abb. 6.2

m1

0.937, N = 1782, L45)

5
COTT

2




6.2. POLYDISPERSITAT IN ZWEI DIMENSIONEN ' 77
6.2.2 Bindre Verteilung

Fiir die bindre Verteilung pp(R) (Gl 3.31), im folgenden auch Bidispersitit ge-
nannt, wurde der Einflufl der Systemgrofle auf das Zustandsdiagramm untersucht
und dann fiir ein mittelgroBes System L45 das Zustandsdiagramm fiir (5rb von 0%
bis 30% analy51ert : : =

11.5 . . — 11.5 : ;
11.0 | . 145 — o 11.0 F 20 — S
Lsg - . L45 -
©i10.5 } Sl - 10.5 - S Yo
10.9 : 10.0 + /
9.5 - g.5 F
B o
a 3.0 2 g.0F
. 8.5 4 8.5 F
8.0 r 8.0 i
7.5 T . 7.5 F ' ]
or, =0% §r, =11%
7.0 : ’ ; — 7.0 . ! . :
0.88 0.90 0.92 0.94 0.95 0.98 0.88 0.%0 0.92 0.94 0.96 0.98
4 ¢
11.5 : : . . 31.5
‘1.0 fF 0 m20 — A " 11.0F 0 n4s — 1
) . L4§ e L f o LO0 e ) /
] : ot T J— i | Ll_35 ________ e :f |
LS fi3s - 10.5 T il
. :_10.0 L - . E H . ,"/ o 10.0 F .:_/_. B
9.5 }F 9.5k S N
C;-_. 8.0 o 5.0 % ]
‘8.5 8.5 F 3
8.0 - 8.0 F
rd -
; 81, =13% - 8, -15%
7.0 L 7.0 f
- 0.88 0. 90 0.92 0.9 0.96 0.98. . 0.88 0.30 0.92 0. 94°.0.96 1 0.98

. Abb. 6.3: Systemgrofienabhingigkeit des Zustandsdiagramms in zwei D_imensioneﬁ fiir
unterschiedliche bindre Polydispersitét: dry = 0%, 11%, 13% und 15% (Cray-Daten).

,'Systemgifijﬁe: - Wie fiir '-das inonodisperse System in iAb_s_chniti; -':5.3_.\irurde_-.im ey
‘bidispersen Fall fiir ausgesuchte Systemgréfen (120, L45, L90 und L135) und "~
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typische Bidispersititen dry, = 0%, 11%, 13% und 15% um die kritische Bidisper-
sitit 7§ (s.u.) ein Zustandsdiagramm {Dreq, p*) aufgenommen. Diese Zustandsdia-
gramme sind in Abb. 6.3 wiedergegeben. Der fliissige Ast ist {iberall unabhéngig
von der Systemgréfe. Der feste Ast senkt sich mit zunehmender Systemgréfe
ab, verndert sich fiir ér, > 13% und fiir Systeme gréfer als L45 nicht mehr.
Fiir das Plateau bemerkt man ein komplexeres Verhalten. Bei dry = 0% ist fast
kein EinfluB zu erkennen, bei 7y = 11% ist der Druck des Plateaus immer noch
konstant, aber fiir 7y = 13% — 15% hat man ein nichtmonotones Verhalten. Bei
§ry = 13% und L135 ist der Plateaudruck eine obere Schranke und der bei £90
eine untere Schranke bzgl. der anderen Systeme. Mit zunehmender Systemgrdfie
erhilt man eine klarere Plateauform, da sich die Statistik aufgrund der zuneh-
menden Teilchenzahl verbessert.

Man erkennt keinen klaren Einfluff der Systemgrofe auf das Zustandsdiagramm.
Deshalb wurde fiir die weiteren Untersuchungen in diesemn Kapitel zur binéren
Verteilung und auch zur gleichférmigen Verteilung das System L45 verwendet.
Fiir dieses System zeigt sich ein gutes Verhiltnis zwischen Qualitdt und Auspré-
gung des Zustandsdiagramms und der bendtigten Rechenzeit. Aufgrund obiger
Daten werden im Vergleich mit den folgenden Resultaten im System L45 fiir
grofere Systeme keine qualitativen Unterschiede und nur kleine quantitative Ab-
weichungen im Zustandsdiagramm erwartet.

Zustandsdiagramm: Abb. 6.4 zeigt das komplette Zustandsdiagramm fiir die
binsire Polydispersitit. Fingezeichnet sind Linien gleicher Bidispersitit dr, =
0.0% — 30.0%. Fiir dr, = 0% hat man den bekannten Alder-Ubergang mit einem
Koexistenzbereich, der den fliissigen und den festen Ast des Zustandsdiagramms
verbindet (vgl. Kapitel 5).

Mit zunehmender Bidispersitit o7, verindert sich die Situation. Der fliissige Ast
bleibt dr,-unabhiingig. Das Plateau und der feste Ast werden zu einem hoheren
Druck und einer hsheren Dichte angehoben. Der Koexistenzbereich wird kleiner.
'Oberhalb einer kritischen Bidispersitit von érf = (13.5 & 0.5)% kann man we-
der ein Plateau noch eine horizontale Tangente im (Pred.corr, Piorr)- Veriauf finden.
_ Eine leichte Unstetigkeit der ersten Ableitung (chk) ist fiir orp = 16%, 18%

e " und 20% zu erkennen.

Des feste Ast wird bis 6rp = 25% angehoben. Bei dr, = 25% sind der feste und

- der fliissige Ast nicht mehr unterscheidbar. Der feste Ast setzt das Zustandsdia-

- gramm stetig und ohne Knick fort.
--_Fur oTp —.30% und eine Dichte pmr > 0.900 erkennt man eine Anomalie. Ge-
geniiber dry = 25% nimmt dort der Druck im Gegensatz zu dem bisherigen Verlauf

im bidispersen Svstem ab. Der Algorithmus ist auf eine maximale Bidispersitét
Myand f43

von OTb mer = 34.31 /0 beschrankt kmc‘ﬂc Abbhhulbb 6.2.1 .L}, 30 daﬁ u:.ece:. iienda ur

~grofere dry mcht weiter untersucht wurde.

v Das ZusmﬂdelagTamm des POlydISpersen Systems beschre1bt eme ahnhche Sl—. o

il
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Abb. 6.4: Vollstédndiges Zustandsdiagramm (Pred,corr: £} im bindrem System (2D, L45)
“mit §r, = 0% ~ 30%. Ein Datenpunkt reprasentiert den Mittelwert von 8 unabhibgi-
~ gen Simulationslaufen {Paragon). Der eingesetzte Rahmen zelgt eine Vergroﬁerung des

: _.Koemstenzberelchs (grau unterlegt).

" tuation wie in einem van der Waals-Gas. Dort ieigen die Isothermen das gleiche o

' Verhalten wie die Linien gleicher Bidispersitit ér; hier. Eine Analogie der Tem—- - R

'peratm. T zur B1d;spers1tat 67‘;, llegt nahe (Verglelche Abschmtt 6 2. 5)
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Die qualitative Abhéingigkeit des Druckes von der Bidispersitit zeigt Abb. 6.5.
Hier unterscheidet man drei Bereiche, die in der eingesetzen Figur mit Graustufen
unterschieden werden.

16 11 i T i
0.941
15 -
: 0.932
14 F 0.922"
o 50.913
13 | 5 i
£
Z . ©0.903
E R
12 F X ©0.893
) o 0.884
11 r . 50.874
o 2/' P o & > 0.864
10 | / ) .
S e ©0.855
0.845
.! ] . 1 | i I i 3 ] ]

0" 50 100 '150° 200 250 300 350 400 450"

e
T

"Abb. 6.5: Gezeigt wird der Druck als Funktion des Quadrates des Polydispersitétspa-
‘rameters 87y in einem bindren System fiir verschiedene Dichten pf,,., = 0.845,...,0.941.
-‘Man unterscheidet drei Bereiche, die in der eingesetzten Figur durch verschiedene Grau-
‘stufen unterschieden werden: 1)} Plateaubereich (auf der Winkelhalbierenden}; dort fal-
len die Linien gleicher Dichte iibereinander. 7§ = ({13.5 & 0.5)% charakterisiert das
‘Ende dieses Bereichs (siche Pfeil). 2) fiissiger Bereich des Systems {unten rechts); es
zeigt sich nahezu keine Abhingigkeit des Druckes von (675)°. 3) fester Bereich (oben
links}); die Druckverdnderung ist proportional zu (6rp)°.

AT

I
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1. Der Plateaubereich findet sich auf der ersten Hélfte der Winkelhalbierenden
wieder. Dort fallen die Linien gleichen Druckes zusammen. Das Ende dieses
Bereiches (siehe Pfeil) charakterisiert die kritische Bidispersitit 67 = (13.5+%
0.5)% (vgl. Abb. 6.4). Dies entspricht einer Gaufy’schen Polydispersitdt von

5rS = (675 0.25)% (6.2)

die viel kleiner ist, als das von Dickinson postulierte dr; = 24% (Seite 74)
fiir Kolloide.

2. Der fliissige Ast findet sich in Abb. 6.5 unten rechts. Die Linien gleicher
Dichte verlaufen nahezu horizontal. Der fliissige Ast ist quasi drp-unabhingig
(vgl. Abb. 6.4).

3. Der feste Ast zeigt eine klare quadratische drp-Abhéngigkeit des Druckes.
Diese Proportionalitit steht im Einklang mit der Zell-Theorie von Teilchen-
systemen [116] und existiert auch in kolloidalen Systemen [88].

6.2.3 Gleichformige Verteilung

Die gleichférmige Verteilung wurde im Parameterbereich ér, = 0% —~ 15% un-
tersucht. Es wurde ein vollstindiges Zustandsdiagramm fiir die Systemgrofie
L45 aufgenommen. Dabel wurde Betonung auf den Plateaubereich gelegt und
die Dichte in einem kleineren Bereich als bei der Bidispersitat variiert (g, =
0.845,...,0.922).

Abb. 6. 6 zelgt das Zusﬁandsdlagramm mit -den Linien gleicher Polydispersitét.
Auch hier verursacht dr, eine Anhebung des festen Astes und des Plateaus
hin zu einem héheren Druck und einer héheren Dichte (vgl. 6.4). Die Koexi-
stenzzone (Plateau) verschwindet bei einer krltlschen Polydlspersmat von 51"

- (11.0£0.5)% (siehe auch Abb. 6.7).

- Dies entspricht einer allgemeinen Gaufi’schen Polydlspersmat von

bre=(64£03% . . . (63)

“Binire und gleichférmige Verteilung besitzen die gleiche kritische Polydispersitét

- {vgl. GL 6.2). Fiir ér, > 6r¢ beschreiben die Linien gleicher Polydispersitét im

Zustandsdiagramm eine S-Kurve, vergleichbar mit dem Knick bei der binfiren
* Verteilung. Fiir die hdchste Polydlsperm_tat 6ru = 15% smd der feste und der

. fliigsige ‘Ast nicht mehr unterscheidbar .

_Eine qua.nmtatzve Analyse des Einflusses der Polyd1sper81tat 6ru auf den Druck
fndet sich in Abb. 8.7. Imm ‘farg]n1(-]n mit der 'Ru-hc:norm{-n-(- arl{nnnf man einen

- leichten Einfluf von dr, auf den fliissigen Ast. Fiir den Plateaubereich fallen die -

_ Linien. gleicher Dichte wieder '-aufeinander und zeigen das kritische dr; an. Im o
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Bereich der festen Phase sind noch mehr Datenpunkte fiir einen héheren Druck-
bereich erforderlich, um, wie bei der binfiren Verteilung, p o< (67)? zu bestétigen.

i i i ] i
F15%
10.5 | S s
ju
B +14%
R
S 10.0 | S i F .
- o T 2 13%
&
9.5 }- # o125,
" ¥z 112
: CF o 1os
9.0 %
(9] %%»{( g % o5
rU (=]
@ _
. 8.5 7% S
4%
8.0.1 0%
7.5 F -
7.0 | -
0.84 0.8  0.88 . 0.90 0.92. .

.. : p*corr_ .

Abb. .6.6: Vollstindiges Zustandsdiagramm (Pred,corr, 27) fiir die :gleichfdrmigen Ra-
- dienverteilungen mit §r, = 0% — 15% (2D, L45). Ein Datenpunkt représentiert den
ittelwert von 8 unabhéngigen Simulationsléufen (Paragen). -~ =~

i
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Abb. 6.7: Druck als Funktion ':"c_les Quadrates des "PO_lydi?Persit'alts_parameters__5rb_in
' _einem polydispersen System fiir verschiedene Dichten pg,,, = 0.845,...,0.922. '
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6.2.4 Die Phasen in elastischen Systemen

Unabhéngig von der Form der zwei verwendeten Radienverteilungen bestimmt
nur deren relative Standardabweichung ér, das Zustandsdiagramm. Sein kriti-
scher Wert o7 ist verteilungsunabhéingig. Wie im Kapitel 5 soll nun die feste und
die fliissige Phase charakterisiert werden. Dazu wird hier die Fourieranalyse aus
Abschnitt 3.6 benutzt. Ein Ring im Fourierraum charakterisiert die ungeordnete

or, =10 % or, =15%

(A)  Pem=0845 (D) p..=0.845

(\f) pcor: = 0 922 : (F)

i

. “Abb. 6.8: Fourieranalyse im polydispersen System unterhalb und oberhalb der.kriti-.
schen Polydispersitét érc = 11 0%. Die Amphtude fir §= 0 1st ausgeblendet '
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Phase, Bragg-Peaks finden sich in geordneten Strukturen.
Abb. 6.8 zeigt fiir die gleichférmige Verteilung die Fourier-Transformierte F(g)
fiir 67, = 10% und 15% (6r¢ = 11.0%). Die Amplitude fiir §= 0 wird ausgeblen-
det. Die ausgesuchten Dichten werden im folgenden mit den Markierungen A - F
benannt.
Fiir ér, = 10% liegt das Alderplateau zwischen p},,. = 0.870 und 0.901 im Zu-
standsdiagramm. Die Dichte p* = 0.845 (A) liegt imn fliissigen Bereich. Die dazu-
gehorige Fouriertransformierte besitzt Ringstruktur. Die Dichten pf ., = 0.895
(B) und pf,., = 0.922 (C) zeigen klar ausgeprigte Signale im Fourierraum.
Beispiel B hat bel den Peaks jeweils eine ausgeprigtere Basis, die eine leichte
Ringstruktur besitzt. Im Zustandsdiagramm liegt Beispiel B am Ende des Plate-
aus und Beispiel C im Bereich des festen Astes. Somit sind die Charakteristika im
Fourierraum im Einklang mit dem Zustandsdiagramm und der damit verbunde-
nen Annahme eines festen und eines fliissigen Astes mit einem Koexistenzbereich.
Fiir §r, = 15% existiert kein Plateau und es kann keine Unterscheidung zwischen
fiiissigem und festem Ast vorgenommen werden. Die Fourieranalyse zeigt trotz-
dem unterschiedliche Phasen fiir diese Polydispersitit. Fir p},., = 0.845 (D) und
pr., = 0.903 (E) hat man aufgrund der Ringstruktur eine fliissige Phase. Im
Beispiel F bei g}, = 0.937 findet man sehr deutlich die 6-zéhlige Peakstruk-
tur fiir die feste Phase. Eine Momentaufnahme fiir die Beispiele D und F findet
sich in den Abb. 6.1 und 6.2. Der Ubergang zwischen fliissiger und fester Phase
liegt somit fiir 67, = 5% zwischen p . = 0.903 und p;,., = 0.937. Polydisper-
sitit zerstort das Alder-Plateau, aber oberhalb ér¢ existiert nach wie vor ein
Unordnungs-/Ordnungsiibergang im Zustandsdiagramm.
Fine quantitative Analyse der Fouriertransformierten F ist nach Abschnitt 3.6
méglich. Durch erneute Fourieranalyse kann man die 6-Zahligkeit von J mit dem
Fourierkoeffizienten Cy charakterisieren. Eine ausfiihrliche Analyse von Cj fiir das
System mit den gleichverteilten Radien ergibt fiir alle 67, das gleiche qualitative
Verhalten. Abb. 6.9 zeigt dies exemplarisch fiir ér,, = 4%, 10% und 14%. Sowohl
‘oberhalb als auch unterhalb der kritischen Polydispersitdt érg = 11% bildet sich
- -die 6-zéhlige Struktur in F quantitativ gleich aus, allerdings ist der funktionale

- Zusammenhang von Cs und p,.. wie auch das Plaueau im Zustandsdlagramm zZu -

_hoheren chhten hm verschoben

" Die Fouriertransformierte F zeigt bzgl. ‘der kritischen Polydispersitét keine struk-
turelle ‘fe“‘a,,ude‘"u“g fitr q‘"f-ﬂ'ﬂmo mit G]niﬂ?ﬁ'FiirmEO'ar Pndin-nvnrtpﬂnng Oberhalb

F 53w

. .vvon 0r¢ existieren zwei klar untersche1dba.re Phasen ohne einen. Koemstenzbereich e

'_1m Zustandsdzagramm

Al
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Abb. 6.9: Der Fourierkoeﬁimen‘t Cs der Fouriertransformierten 7 im polydlspersen
System als Funktion der Dichte pww (vel. Abb. 8.3). .

6.2.5 Die Energieantwortfunktion x o

'_:In Analogie zum van der Waals-Gas mit seiner latenten Warme und der damit
verbundenen Unstetigkeit in der spezifischen Warme wurde hier die Antwort-

funktion 7 -—'(%ﬁ ) ' untersucht (siehe Gl. 3.42). Siekann in Storungsrechnung

erster Ordnung in ér durch Fluktuationen gemessen werden (Gl. 3.61).
- Fiir Systeme mit gleichférmiger Radienverteilung wurde x bestimmt. Als Funk-
" tion von der Dichte p* ergibt sich fiir x tendenziell ein ansteigender Verlauf. Die
- Daten sind stark verrauscht. Abb. 6.10 zeigt am Beispiel von drei ausgesuchten
~dr, diese Abhiingigkeit. Fiir die anderen 47, findet sich der gleiche qualitative
Verlauf. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind diese hier weggelassen. Man er-
- kennt kein kritisches oder divergentes Verhalten in x, wie es in Analogie zur
--spemﬁschen Wairme zu erwarten wire. Eine bessere Statistik in x ist wiinschens-

18noor

B I
'WUL[; U.J..lu KA1 ubm. U.E.JJ.C d!:uél;}.j.\,h Laug)\.u.e Av{uﬁuelt 0{1‘37‘ gv—r\Rnra Q'ﬂs‘fama m“‘e"‘l"f

L SN

e .-_Werden, Eine Erweiterung der Stérungsrechnung aus Abschmtt 3.10 zu hoheren_ SRS .
' ;QOrdnungen kann ebenfalis eine quahtatlve Anderung bringen. " : RS

it
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Abb. 6.10: Dargestellt wird die Energiecantwort auf die Polydispersitit x = j g fiir
5 = T%,10%,15%, L45. Jeder Datenpunks ist ein Mittelwert aus 8 unabhingigen
Simulationen. Trotz der starken Streuung der Daten erkennt man einen monotonen
Anstieg mit p* und keine Singularitit, die fiir kontinuierliche Phasenibergénge charak-

teristisch ist.

6.2.86 Zusammenfassung der Simulationsergebnisse

Es wurde der Einfluff der Polydispersitit auf das Zustandsdiagramm fiir elasti-
“sche Teilchen untersucht. Dabei wurden eine binére und eine rechteckige Vertei-
lung angewandt. Der von monodispersen Systemen bekannte Koexistenzbereich
verdndert sich mit ér analog zu den Isothermen eines van der Waals-Gases. Es
- ‘existiert eine verteilungsunabhiingige kritische Polydispersitit, die sich gemittelt
- aus den beiden unterschiedlichen Verteﬂungen durch d1e rela‘tlve Standardabel—_ i
"'.chung der Radlenverteﬂung von g QR TN SR

5 (66i03)%. | (64)

: --ausdrucken 1553t. Eine Phasenbeschreibung ist durch die Founertra,nsformlerte .7-"
mdglich. Im Gegensatz zum van der Waals-Gas existiert oberhalb der kritischen

Polyd1sper31tat drg nach.wie vor ein. Unordnungs-/Ordnungsiibergang. Dieser ist

'_'zm Fourlerraum mcht von dem Ubergang fiir Poiydlspermtaten unterhalb 67" zu e
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unterscheiden. y als analoge Gréfle zur spezifischen Warme im van der Waals-
Gas wurde iiber ein abgeleitetes Fluktuations-Dissipations-Theorem gemessen.
Es zeigt sich keine Analogie zur latenten Wirme bei realen Gasen. x ist eine nur
einfach monotone Funktion von ér.

Der niichste Abschnitt untersucht die Auswirkungen der Polydispersitdt von der
theoretischen Seite und kann alle Beobachtungen der Simulationen erklren.

8.2.7 Theorie zum Zustandsdiagramm

In der Theorie liefert eine Cluster-Entwicklung eine ausgezeichnete Beschreibung
des fliissigen Astes im Zustandsdiagramm {118]. Dabei ergibt sich die in Abb. 6.11
skizzierte Situation im Zustandsdiagramm fiir identische Teilchen {monodispers).
Im folgenden wird ein zweidimensionales System mit harten sphérischen Teilchen

betrachtet.

0 Packungsdichie 1
| fest

flissiger Ast -

: N/
/

i
b
f
t
[
1
;
i
|
|
|
|
!
!
!
i
z
E
:

flussig

- “Abb. 6.11: Theoretisches Zustandsdiagramm (1); monod1sperser Fall, dr = (} Man

 erkenut zwei Aste (fiissig/fest), die durch ein Plateau, dem Koexistenzbereich, ver-

_' ‘bunden sind. Die Fortsetzung des fliissigen Astes divergiert bei einer Dichte p* = 4/7.
. Der feste Ast divergiert hmgegen be1 emer chhte p = :\/4/ (dxchteste Kugelpackung
'm zwei, Dmlensmnen) i HCAUR sl e

o -"-._'Dle Cluster—En’swmklung des fliigsigen - Astes ist ‘so angelegt, daB sie- bel emer._._ R
. _-Packungsdlchte 1dent1sch 1 dlverglert (p = 4/7r) [119] Fur ein System sphari-

Nl

b
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scher Teilchen ist dies nur eine mathematische Dichte. Sie kann in realen Systemen
mit Sphiren nicht erreicht werden. Diese haben eine maximale Packungsdichte

bei p* = 4/4/3. Bei dieser Dichte divergiert der feste Ast im Zustandsdiagramm

(siche Abb. 6.11). Das Plateau verbindet die beiden Aste. Sein Druck und damit
seine Position wird durch die freie Energie bestimmt. o

Im folgenden wird der Einflufl der Polydispersitét auf den Pol des festen Astes
imn Zustandsdiagramm betrachtet. Der fliissige Ast wird nicht durch die Poly-
dispersitit verindert. Aus Kapitel 3 ist bekannt, dafl das p* der dichtesten pe-
riodische Packung mit zunehmender Polydispersitit abnimmt (siche Abb. 3.6).
Dieses Verhalten wird auch fiir das equilibrierte polydisperse System angenom-
men. Polydispersitit verschiebt das p* der dichtesten Packung und dabei auch
den Pol des festen Astes zu kleineren Dichten hin (siche Abb. 6.12). Der feste Ast
folgt dem Pol und wird dadurch angehoben. Aus den Simulationen ist bekannt,
dafl Polydispersitit den Druck des Plateaus erhdht. Dadurch wird das Plateau
ebenfalls angehoben und dessen Linge durch beide Effekte verkleinert.

0 Packungsdichie

e el

flissig " a A
" festerAst - || - &
0 Plafeay . 4/ o

| o

" Abb. 6.12: Theoretisches Zustandsdiagramm (II); 0 < 6r < 6% Der Pol des fesien

 Astes wird durch ein wachsendes dr verschoben. Der feste Ast folgt. Weiterhin wird
der Druck im Plateau durch ér angehoben. Daraus resultiert ein doppelt verkleinerter

. Koexistenzbereich.

AT hinh+ ainh A 3 1 3 1
Verschiebt sich der Pol des festen Astes weiter mit wachsendem ér, wird ein Punkt

S ﬂ_'_er_reicht, bei dem das Plateau nicht mehr existiert (siehe Abb. 6.13). Die kritische = = =~ .~
- - Polydispersitét ist _e_rreich_t._Das Zustandsdiagramm ha.t.no_c.h eine Unstetigkeit in : I
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der ersten Ableitung (vgl. Abb. 6.4 und 6.6).

Mit dieser Modellvorstellung wird im Einklang mit den Simulationen der Einfiufi
der Polydispersitit iiber den Pol des festen Astes auf das Zustandsdiagramm
erklart.

Abb. 6.4 zeigt fiir ér, = 30% eine Anomalie im Zustandsdiagramm, némlich einen
gegeniiber ér, = 25% abgesunkenen Druck fiir hohe Dichten. Dies erkldrt sich
zwanglos aus Abb. 3.6. Dort nimmt die Packungsdichte fiir eine Polydispersitit im
Bereich von 30% langsam wieder zu. In der obigen Modellvorstellung entspricht
das einer Polverschiebung des festen Astes und somit einer Absenkung des festen
Astes, wie in der Simulation beobachtet. :
Diese Tatsache stirkt die beschriebene Modellvorstellung. Allerdings kann nur
eine Studie der freien Energie fiir solche Systeme diese Theorie bestétigen.

0 Packungsdichie 1
fest &=/

flissiger Ast

fiissig " o S
festerAst = &
0 4/7

Abb. 6.13: Theoretisches Zustandsdiagramm (III}; ér = 6r°: Ein weiteres Verschieben
~des festen Pols bewirkt letztendlich ein Verschwinden des Plateaus.

N
v
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8.3 DPolydispersitit in drei Dimensionen

In drei Dimensionen wird der Alderiibergang und der Einflufl von der Polydi-
spersitit untersucht. Beim Wechsel von zwei zu drei Dimensionen ergab sich eine
erhebliche Steigerung des Rechenaufwandes. Dieser wird-im néchsten Abschnitt
behandelt. Daher war es nicht ‘mglich, eine auch nur.-annéhernd so gute Stu-
die an diesen Systemen vorzunehmen wie in den vorangegangenen Abschnitten.
Abschnitt 6.3.2 beschreibt die bisher gewonnenen Resultate. Das qualitative Ver-
halten dndert sich i in drel Dlmensmnen mcht der feste Ast und das Plateau sind

dr-abhéngig.

6.3.1 Simulationen .

Dreidimensionale Simulationen _erforder_z_i neben éinef Anpassung des Algorithmus
(siehe Kapitel 2, Seite 17) eine enorme Erhohung der Rechenzeit:

1. Die Teilchen haben gegeniiber zwei Dimensionen eine hohere Anzahl nich-
ster Nachbarn {bei monodispersen Systemen 12 statt 6 im dicht gepackten
Zustand). Das bedeutet ungefihr doppelt soviele Kraftberechnungen fiir
Kugeln wie in zwel Dimensionen. '

- 2. Die Distanzberechnung einer Jeden moghchen K0111s1on erwextert szch um
die dritte Ortskoordinate. : :

3. Um vergleichbare Systemgrofien (Kantenlingen) in drei Dimensionen gegen-
~iiber zwei Dimensionen zu erhalten, erreicht man rasch sehr hohe Telichen- '

“zahlen.

Punkt 1 und 2 fithren bei dem verwendeten Einzel-Zell-Algorithmus (Seite 17)
“ungefihr zu einer Halbierung der Rechenleistung im Verglelch 2D / 3D (Daten fur

Cray und Hitachi im Anhang Tab. B.1).
" Eine Messung des Zustandsdiagramms fiir elastische Systeme in drei Dzmensmnen

- ferf_ordert eine SystemgréBe von N = 32000 und je nach gewihltem Druckbereich

' einen -anfinglichen Transienten von bis zu ¢ = 200s (10% MD-Schritte), bevor’
_ein Gleichgewichtszustand erreicht wird. Fir kleinere Systeme ergab sich eine
“starke Systemgréfienabhingigkeit des Zustandsdiagramms. Dies bedeutet im Ver-
~  gleich zu den untersuchten zweidimensionalen Systemen, wo ein gutes Zustands-
diagramm fiir ‘ein System L45 mit N = 2025 Teilchen aufgenommen werden

konnte, eine Verldngerung der Rechenzeit pro Datenpunkt um einen Faktor 30

" .bis 60 fiir ein System von 32000 Teilchen. Diese Rechenleistung fiir Produktions- . - s

. simulationen konnte nur {iber. den- Vektorcomputer $3800 von Hitachi erreicht .. T
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werden (siehe Anhang B).

Abb. 6.14: Beispie! einer Anfangskonfiguration der dreidimensionalen Simulation. Die
4000 Teilchen sind auf einem fcc-Gitter angeordnet (10° Elementarzellen). Gezeigt wer-
den ‘hier nur jeweils 3 Lagen Teilchen pro sichtbarer Volumenseite, so dal man iiber-
sichtlicher in das Volumen schauen kann. Die Scherung des Gesamtvolumens ist nicht
sehr stark und durch die perspektivische Darstellung nicht zu erkennen. Aufgrund der
helikalen Randbedingungen und der gescherten Anordnung scheinen an einer Kante
Tellchen zu feh_len '

‘Die Anfangskonﬁguration der Teilchen wurde als leicht gescherte fcc-Struktur
gewihlt (Abb. 6.14), um die algorithmisch bedingten helikalen Randbedingun-
- gen auszugleichen und homogene Anfangsbedingungen zu gewihrleisten (siehe
- Abb. 2.12). Die Anfangsgeschwindigkeiten der Teilchen wurden von Betrag und
" Richtung zuféllig gewshlt und auf die erforderliche kinetische Temperatur- T
“(Gl. 3.20) skaliert. Beim Integrationstest (siche Abschnitt 2.3.3) ergibt sich die
~ Genauigkeit des numerischen Verfahrens in Abhéngigkeit vom Zeitschritt At nach
Abb. 2.13.'Man erhilt keine signifikante Anderung in der Genauigkeit des nume-
rischen Integrationsverfahrens im Vergielch zwischen zwel und drei Dimensionen.

‘So wurden die Modellparameter wie in Abschnitt 6.2.1 gewahlt. Allerdings &ndert

~sich in drei Dimensionen der- mlmmale Radius (Gl."2.15 wird zu GL 2.17), so.
_daﬁ em mlttlerer Radlus von Rg {] 9377 nur noch eine. mamma,le bmare Po—.

il
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lydispersitit von drj*®* = 6.6% erlaubt. Hohere Werte fiir ér, kénnen nur mit
einer vergrofierten Nachbarschaft (vergleiche mit Abb. 2.11) und damit einem
Leistungsverlust des Algorithmus erreicht werden. v e

6.3.2 Vorliufige Ergebnisse

Aus den vielen durchgefithrten Simulationen in drei Dimensionen werden hier nur
die aktuellen Daten fiir das grofite simulierte System (N == 32000, Kantenlénge
28-(2R,) im Vergleich zu 45-(2Ry) in zwei Dimensionen fiir L45) présentiert. Dies
ist von der Kantenlinge her immer noch kleiner als die mittlere Systemgréfie L45
fiir zwei Dimensionen. Eine Auflosung des Plateaus konnte nicht erreicht werden.

13 T T T . 1 T
0.0% +~e—
B 3.3% —— i
12 6.6% 8= :__.-"@
11 B E _J?i.§ 7
i
_ 10 f A .
o i
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? } = ® _/'/
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Y
7t 7 .
&
/'$
6 ./',- 4
¢
S 1 1 ] 1 3 1
0.80 0.85 0.0 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15
*k
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_Abb. 8.15: Zustandsdiagramm elagtigcher Teilchen in drei Dimensionen. Einzelsirou-
" lationen fiir 8y = 0.0%, 3.3% und 6.6%, die Datenpunkte sind aus 2-5 unabhangigen

Simulationen gemittelt. Der fliissige und qder feste Bereich sind klar zu tr efien, der feste

] Ast hat qualitativ die gleiche ér-Abhéngigkeit wie in zwei Dimensionen. Em Plateau_ Sl

"__'-1st ohne bessere Statistik mcht auszumachen
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Abb. 6.15 zeigt das Zustandsdiagramm elastischer Teilchen in drei Dimensionen
fiir drei unterschiedliche biniire Radienverteilungen ér, = 0.0%, 3.3% und 6.6%.
Der fliissige Ast ist klar zu erkennen und Jrp-unabhiingig. Die Lage des festen
Astes verschiebt sich wie in zwei Dimensionen mit wachsender Polydispersitét zu
einem hoheren Druck und einer héheren Dichte hin. Kin Plateaun, das durch die
Lage der beiden Aste impliziert wird, 148t sich ohne bessere Statistik, die mit den
derzeitigen Computern nur schwer fiir diese elastische Systeme erreicht werden
kann, bestimmen. _

Die aktuellen Daten in drei Dimensionen bestétigen bisher qualitativ das in zwel
Dimensionen erhaltene Bild. Die 3D-Simulationen werden derzeit fortgefiihrt.

5K




Kapitel 7

Zusammenfassung -

Es wurden Simulationsmethoden und Simulationen zu granularen Medien vorge-
stellt. Zunichst wurde eine anwendungsbezogene Simulation zu nichtsphérischen
Teilchen beschrieben. Danach wurde auf einfache sphérische Teilchen eingegan-
gen und ihre méglichen Phasen, némlich fest und fliissig, im Zustandsdiagramm
von Gleichgewichtssystemen studiert. Der Einfluf} der Gréflenverteilung wurde in
zwei und drei Dimensionen untersucht. Am Ende der jeweiligen Kapitel findet
man die Ergebnisse jeweils. ausfiihrlich zusammengefaft. Es fo]gt nochmal ein

Uberblick:

Der Fluf granularer Medien am Beispiel nichtsphérischer Teilchen in einem Trich-
ter wurde studiert. Dabei zeigen sich typische physikalische Phénomene, wie Hy-
sterese sowie lineares und nichtlineares Durchflufiverhalten. Die Verteilung der
mittleren Wartezeit bis zur Verstopfung des Trichters zeigt ein analoges Verhal-
ten zu einem Phaseniibergang 2. Ordnung. Allgemein wurde dieses System in
drei Durchfluflbereiche unterteilt, und es ist durch nur zwei anwendungsbezo-
gene Grofien charakterisierbar, in die, alle Modell— und Geometrleparameter des

Trzchters und der Teﬂchen emgehen e

Fiir elastische Sphéren in zwei und drei Dimensionen wurde im thermodynami-
“schen Gleichgewicht das Zustandsdiagramm studiert. Dabei wurden Systeme mit
~gleich grofien Teilchen (monodispers) und Systeme mit unterschiediichen Radien-
~verteilungen (polydispers) untersucht. Obwohl die Teilchen rein repulswen Cha-
~rakter haben, zeigte sich ein- Phasenubergang erster Ordnung, Alder-Ubergang
: _'genannt Es handelt sich um eine fliissige und eine feste Phase. Der Einfluff der
~ Polydispersitit ~ ~als ein wesentliches Merkmal granularer Medien — auf diese Sy-
_steme ist unabhingig von der Form der Verteilung und wird durch die Standard-
“abweichung der Radienverteilung bestimmt. s existiert eine kritische Polydisper-
sitit, unterhalb derer im Zustandsdiagramm ein Koexistenzbereich der fliissigen

Ly

und der festen Phase existiert. Mit zunehmender Polydzspersmat verkleinert sich

_der Koexistenzbereich und existiert oberhalb der kritischen Polydispersitét nicht

- : “mehr. Dieses Verhalten legt eine Analogie zwischen einem van der Waals-Gasund. - - ey
. seiner Temperatur auf der einen Seite und den elastischen Teilchen mit ihrer Po-- "~
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lydispersitit auf der anderen Seite nahe. Bei einer ndheren Untersuchung erkennt
man die Grenzen dieser Analogie. Der analoge Wert zur spezifischen Wirme Cy,
niamlich die Energieantwortfunktion der Polydispersitét x, zeigt kein kritisches
bzw. divergentes Verhalten. Auflerdem wurden durch Fourieranalyse fiir Polydi-
spersititen sowohl unterhalb als auch oberhalb der kritischen Polydispersitét die
gleichen Phasen fiir das elastische System nachgewiesen. In den letzten beiden
Punkten 148t sich die Analogie zum van der Waals-Gas nicht mehr aufrechterhal-
ten.

Ein theoretischer Ansatz, der die Wirkung der Polydispersitét auf die dichteste
Packung des Systems beriicksichtigt, beschreibt die in den Simulationen beob-
achteten Effekte im Zustandsdiagramm fiir zwel Dimensionen.

Fiir dreidimensionale elastische Systeme wurde ebenfalls der Alder-Ubergang ge-
funden. Die Simulationen sind dort mit einer starken Erhdhung der Rechenzeit
verbunden, so da8, im Vergleich zu den ausgefiihrten Simulationen in zwei Di-
mensionen, derzeit im wesentlichen nur qualitative Aussagen fiir drei Dimensionen
moglich sind. Die présentierten Daten zeigen das gleiche Verhalten wie die Daten
in zwel Dimenisionen.

Weitere quantitative Aussagen Werden von den zur Zeit noch andauernden Unter-
suchungen erwartet. Die Molekulardynamik zu den dreidimensionalen elastischen
Systemen stéfit an die Grenze der derzeit zur Verfiigung stehenden Rechenlei-

stung..

Aﬁsbiick o

Der Alder-Ubergang in zwei Dimensionen fiir elastische Teilchen mit Gré8enpoly-
dispersitit im thermischen Gleichgewicht ist in dieser Arbeit ausfiihrlich beschrie-
‘ben worden. Eine Erweiterung zu Nichtgleichgewichtssystemen ist der nédchste
‘Schritt fiir Simulationen in diesem Bereich, um die Thermodynamik granularer

'_Medlen zu entwickeln und zu verstehen Eme S‘tudle fiir mchtspharlsche Teﬁchen _

. bietet sich ebenso an. : :
. Fiir dreidimensionale Systeme lst dle gur Zeit zur Verfugung stehende Rechenlel-

stung der limitierende Faktor fiir eine umfassendere Analyse des Alder-Ut bergangs
‘elastischer Teilchen, aber die Rechenleistung wichst immer noch exponentiell mit

" ‘jeder neuen Rechnergeneration. Somit konnen dann in Zukunft solche Systeme,
~ wie sie hier in drei Dimensionen studiert wurden, ausfihrlicher behandelt werden.

Y




Anhang A
Kollision

In diesem Kapitel wird der Energieverlust bei realen Teilchenstéflen diskutiert
(A.1) und dann analytisch der Reibungseinflufi bei linearer Wechselwirkung in
Abschnitt A.2 hergeleitet. Anschlieflend leiten wir den Zusammenhang zwischen
der Kollisionszeit und der Energie fiir den allgemeinen Kraftexponenten o her

(A.3).

A.1 Energieverlust: Restitutionskoefiizient

Der Energieverlust beim Stof zweier elastischer Teilchen wird hier diskutiert. Fiir
den zentralen Stof Zweler Kugeln 146t sich d1e Bewegung auf klassmche Art in

zZwel Telle unterteilen:..
. ..B_ewegung des gemeinsamen Schwerpunktes, -
2. Relativbewegung der Schwerpunkte _z_ueina_nder_ e
‘Die kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung ist immer erhalten, wohinge-

--gen die Energie der Relativbewegung durch eine inelastische Kollision abnehmen
kann. Der Restitutionskoeffizient ¢, definiert durch das Verhaltnis von Relativge-

.-_s(:hwmdlgkelt v nach dem Stoff zu der: Rela,tiv geschwmd1gke1t vg VOr - dem Stoﬁ Lo

-istoein: N aﬁ fur dle Elastlzltat der Kolhsmn

U

Der Restitutionskoeffizient wird normalerweise als empirische Konstante ange-
“geben, die stark von den internen Materialeigenschaften der Kollisionspartner
abhingt (siehe Tabelle A.1). Diese Abhingigkeit sollte durch eine Funktion dar-

ST o e AT I alacdicsahars Tioan 3 1 -
- stellbar sein, die die clastischen Eigenschaften die Dim_eusmn der Kollisionspart-

+ ner und die Kollisionsgeschwindigkeit bericksichtigt.

3k
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Stahl | Messing | Glas | Kork
e i 0.893 0.903 | 0.982 ; 0.370

Tabelle A.1: Restitutionskoefizient ausgewdhlter Materialien. Werte gelten fir eine
KoHisionsgeschwindigkeit + = 0.5m/s nach [120].

Drei Mechanismen sind dafiir verantwortlich, daB relative kinetische Energie ver-
loren geht:

1. Die Kugeln befinden sich nach der Kollision in einen Vibrationszustand.
Die umgebende Luft wird auch in Vibration versetzt und trigt somit, wenn
auch minimal, zur Dissipation bei.

2. Energieverlust aufgrund plastischer Deformation oder sogar Bruch der Teil-
chen.

3. Energiedissipatioﬁ aufgrund von Viskositdt ohne plastische Deformation;
sog. visko-clastische Eigenschaft. Ein analoges Modell wire eine Feder mit
einem Stofiddmpfer. - -

In den Simulationen granularer Materie versucht man durch das Kraftgesetz so-
wohl den elastischen Anteil Gl. 2.2, als auch den dissipativen Anteil mathematisch
zu beschreiben Gl. 2.4, 2.6 und 2.8, jedoch ohne wirkliche Plastizitét oder Bruch
der Teilchen zu modellieren. Je nach gewidhltem Kraftexponenten « bekommt
man ein vom Experiment unterschiedliches Verhalten fiir die Abhingigkeit des
Restitutionskoeffizienten von der Energie [126-122] .

- Es gibt erweiterte Ansétze fiir die mathematische Modellierung um diesen ex-
- perimentellen Befund in ‘der Simulation Rechnung zu ‘tragen. Dabei wird z.B.
-die ‘Reibungskraft auch nichtlinear angesetzt [120], oder aber die Kollision am
Umkehrpunkt aufgeteilt und zeitlich:vor und nach dem Umbkehrpunkt werden

- ~wihrend der Kollision unterschiedliche eiastlsche Module angenommen [123} Dies .

_xuhru Zum r1cht1gen Verhalten e(E). .

il
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A.2 Lineare Wechselwirkung und Reibung

Betrachten wir den Stoff zweier kreis- oder kugelférmiger Objekte in deren Schwer-
punktsystem. Dabei sei = die in Gl 2.1 definierte Uberlapplénge und my¢; die in
Gl 2.5 definierte effektive Masse. Fiir z > 0 haben wir eine Kollision der beiden
Teilchen und nehmen als Wechselwirkung das lineare Kraftgesetz an (o« = 1 in
Gl. 2.2). Dann folgt z fiir die Dauner der Kollision der leferentlalglelchung fiir
den geddmpften harmonischen Oszillator. Wir definieren - .

Meff o
und erhalten fiir die Bewegungsgleichung von z:
FAypitwiz=0 . (A.3)

Fiir nicht zu starke Dampfung (24& < wi}, ergibt sich als spezielle Lﬁsm}g hier:

2(t) = 39 exp(—é—“t) sin(wt) O (A4)
mit
— | |
w=wl — -’% (A.5)

Die Kollisionsdauer betrigt somit
. - S
o=y (4.6)

und der Energieverlust pro Kollision als Restitutionskoeffizient, definiert in G1. A.1,

" Fiir eine lineare Wechselwirkung 18t sich sowohl die Kollisionsdauer als auch der

‘Restitutionskoeffizient frei wihlen und zwar unabhingig von der Energie des Zu-

sammenstosses. Das ist fiir eine numerische Integration der Bewegungsgleichung - '

.chhtlg, dle mit, einem kongtanten dlskretem Zeitschritt arbeltet Man kann den
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Zeitschritt als Bruchteil der Kollisionszeit wihlen und somit eine numerisch si-
chere und stabile Integration gewdhrleisten.

Der néchste Abschnitt wird zeigen, daB dies fiir ein realistisches, eiastlsches Po-
tential nicht mehr der Fall ist.. - :

A.3 Allgemeine Hertz-Mindlin Kollision

Betrachten wir nun eine Kollision von Teilchen dem allgemeinen Hertz-Mindlin

Kraftgesetz gehorchen. Wir betrachten eine Kollision ohne Reibung mit einem

allgemeinem Kraftexponenten o. Die Bewegungsgleichung fiir den linearen Uber-
Y 1ot

Iapp (Vg}.A 2} iautet u&u;

Z+ =0 . (A.8)
Mej 5

Sie ist nicht mehr allgemein geschlossen losbar. Allerdings kann man die Kollisi-
onszeit tiber den Energieansatz berechnen.

Aus der Energiebilanz wissen wir

1 . k
Egesamt = Fpin + V(.’L‘) = '2_7rnef_;“'5c2 + P ot , (Ag)

und somit ist die Geschwindigkeit gleich

x':\/ 2 (Byesemi — V(7)) - (A.10)

Mery
Die maximale potentielle Energie bestimmt die maximale Uberlapplénge

' a+1 & :
= (5 Baems) o AL

" Die Kollisionzeit ergibt sich durch zeitliche Integration vom Kollisionsbeginn bis -
. zum Umkehrpunkt Tmas der KOHISIOII und Ausnutzung der Symmetrie der Kolli-

: szonsbahn

At
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Fiir die gegebene potentielle Energie ergibt sich

ez
1

Teot = 4/ 2mgpy / \/E — xa+1d$ . (A.13)
o gesam

a+1

Eine analytische Losung ist tiber die Betafunktion mdglich. Eine einfache numneri-
sche Integration liefert sofort die Energieabhéngigkeit der Kollisionzeit. Abb. A.1
zeigh diese Abhingigkeit fiir diverse Kraftexponenten «v. Fiir den Fall des linearen
Kraftgesetzes «« = 1 ist natiirlich die Kollisionszeit konstant und dient als Nor-
mierung fiir andere Exponenten. Mit wachsendem Exponenien o erhalten wir
eine mit zunehmender Energie abnehmende Kollisionsdauer. Exponenten klei-
ner als 1 bewirken umgekehrtes Verhalten, also zunehmende Kollisionszeit mit
wachsender Energie. Der reale Exponent o = 3/2 fiir Kugeln zeigt im Vergleich
zum Experiment die falsche Proportionalitdt von T.y zu E. Fiir den Grenzfall
verschwindender Kollisionsenergie divergiert die Kollisionszeit, was in Verbin-
dung mit linearer Reibung zu einem viel zu kleinen Restitutionskoeffizient fiihrt.
Nichtlineare Reibung liefert die im Experiment beobachtete Abhingigkeit [120].
Das Potential hat fiir allgemeine ¢ also keine typische Zeitskala mehr. Dies macht
eine individuelle Anpassung des zeitlichen Integrationsschritts A¢ an die mittlere

Energie im System notwendig im Gegensatz zum linearen Fall (vgl. A.2).

2.0 '
o= 0.5 —
a= 1.0 -
o= 1,5 s
o= 2.0 —
1.5§ |
= -,
=2 1.0
- e L
g.5
0.0 . s L —
0.0 1.0 2.0 3.0 2.0

Energie

"Abb. A.1: Abhiingigkeit der Kollisiondauer T, vom Exponenten o des Kraftgesetzes
. numerisch aus Gl A.13 ermittelt. Die Kollisionsdauer wird als Vielfaches der konstan-
" ten Kollisiondauer fiir o = 1.0, dem linearen Fall (Hooke), angegeben. Mit wachsendem
.Exponenten « erhalten wir eine mit zunehmender Energie abnehmende Koilisionsdauer.
Exponenten kleiner als 1 bewirken umgekehrtes Verhalten, also zunehmende Kollisions-
. .zeit mit wachsender Energie. ' ' o L
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Anhang B

Verwendete Hardware

Die Simulation granularer Materie mittels MD erfordert den Einsatz modernster,
leistungsfahiger Rechner. Diese stehen in Form von Workstations und Supercom-
putern (Vektor- und Parallelrechner) zur Verfligung.

Zur Entwicklung und Erprobung von MD-Algorithmen eignet sich eine lokale
Workstation. Zweidimensionale Simulationen konnen auch auf diesen Systemen
mit einigen tausend Teilchen simuliert werden. Komplexerer Teilchengeometrien
und Simulationen in drei Dimensionen erfordern allerdings die Leistung von Su-
percomputern.

Tabelle B.1 gibt eine Leistungsanalyse des Einzel-Zell-Algorithmus in 20 und
3D auf den unterschiedlichen Rechnern, die in Tabelle B.2 auflistet sind, an. Die
Leistung wird in Teilchenintegrationsschritten pro Sekunde angeben:

Anzahl der Teilchen - Anzabl der Integratlonsschrltte " (B 1)

Leistung - Bendtigte Rechenzeit
| Rechner | Leistung in 2D (&  Leistung in 3D e
| SuwnSPARCIO . 44000 s
| Intel Paragon 36000 @ 53000 ©
Cray Y-MP = * . ~440000 - 189000
NEC Monte-4 810000 N
HITAC $3800 4020000 2200000

Tabelle B.1: Leistungsanalyse des Einzel-Zell-MD-Algorithmus auf unterscheidlichen
‘Architekturen. & Leistung in Teilchenintegrationsschritte pro Sekunde. (2) pro Knoten. (3) MD-Algorithmus mit paral-

leler Kraftberechnung zuf 15 Knoten.

. ~Fir dle von der Industrie na,chgefragen Simulationen im Bereich granularer Me- ;_ :_  o
s 'chen z.B. Snnulatlonen von Systemen mit emer Teﬂchenzam um che IOOUG in dre1 o
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Dimensionen, eventuell noch mit deiner fliissigen oder gasférmigen Phase gekop-
pelt, sind selbst die heutigen Rechnerresourcen zu klein. Aber nach wie vor ist
die Entwicklung der Rechnerleistung mit der Zeit ungebremst. Die Mdglichkeit
der Tera-Flop-Rechner ist bereits gegeben (SX4 von NEC angekiindigt, Parallel-

ANHANG B. VERWENDETE HARDWARE

rechner mit maximal 512 Prozessoren zu je 2 GFlops).

Hardware

Axchitektur Workstation Parallelrechner Vektorcomputer
Hersteller SUN Intel CRAY | NEC HITACHI
Modell SPARC 10 Paragon Y-MP Monte-4 Hitac

| SS10 Mo s | XP/S 8/864 SX3/14 $3800
Betrieh- SunOS 4.1.3 | OSF-1 (Unix} Unicos Unix VOS5 3
systemn {Unix) ' ' | qunix)
Prozessorzahl || 1. - 140 . . 8 4 4
Vektorlinge 64 64 512
Taktzyklus 25 ns 20ns . 6 ns 2.5 ns 2 ns
MFLOPS 17.2 75 2666 4000 8000
Speicher- 64 MByte 32 MByte 512 MByte | 2 GByte 2 GByte
kapazitdt pro Knoten {16 GByte ext.)
Standort HLRZ, KFA- | ZAM, | zAM, JAERI, Tokyo

Jitlich KFA-Jiilich .- Tokyo University
- | KFA-Jilich

- Tabelle B.2: Verwendete Hardware .

A
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