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Abstract

Die numerische Simulation des Verunreinigungstransports in Tokamak-
Randschicht-Plasmen ist ein wesentliches Werkzeug zum Verstdndnis sowohl glo-
baler als auch spezifischer Detailprobleme in der Physik der Plasma-Randschicht.
Anders als bei bisher verwendeten Simulations-Codes iiblich leiten wir in der
vorliegenden Arbeit den Kalkiil streng aus dem theoretischen Hintergrund ab.
Ausgangspunkt sind die kinetischen Gleichungen fiir ein vollstindig ionisiertes
Plasma, in dem die geladenen Teilchen tiber Coulomb-Sté8e wechselwirken. Die
Verunreinigungsionen werden in der Testteilchen-N&herung betrachtet und die
Problemstellung damit auf die Ldsung einer einzelnen linearen kinetischen Glei-
chung reduziert. Es werden Annahmen iiber das Hintergrundplasma und die
elektromagnetischen Felder gemacht, die es erlauben, eine kinetische Gleichung
vom Fokker-Planck-Typ sowohl in Phasenraumkoordinaten als auch in driftkine-
tigémmen. Zur numerischen Lésung der kinéfiécﬁfgglﬁghung
vom wird eine exakte Monte-Carlo-Methode vorgeschlagen.
Beispiele fiir verwandte stochastische Prozesse, die eine analytische Losung ge-
statten, demonstrieren die Leistungsfahigkeit und Korrektheit der Methode. Der
Monte-Carlo-Algorithmus fiir reine Diffusionsprozesse wird um Teilchenumwand-
lungsprozesse wie lTonisation und Rekombination erweitert. Damit werden erste
praktische Rechnungen fir TEXTOR-Plasmen durchgefithrt und diskutiert.
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Kapitel 1

Eine kinetische Gleichung fiir den
Transport geladener Testteilchen
im Tokamak-Plasma

1.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel sollen Bedingungen genannt werden, die es erlauben, ausge-
hend von einer allgemeinen kinetischen Beschreibung eines vollstandig ionisierten
Plasmas, eine einzelne lineare kinetische Gleichung fiir den Transport einer der
beteiligten Teilchenspezies abzuleiten. Das resultierende Modell beschreibt den
Transport dieser Teilchensorte in der sogenannten Testteilchen-N&herung. Die
Testteilchen werden hierbei in ihrer Bewegung iiber Coulomb-Krifte von den
anderen Teilchensorten im Plasma beeinflult, wirken aber erstens selbst nicht
auf diese Teilchen zuriick und wechselwirken zweitens auch nicht untereinan-
der. Das Modell ist also eine angemessene Beschreibungsgrundlage, falls man
sich fiir den Transport einer Spezies interessiert, die nur eine kleine Stérung des
Gesamtsystems ausmacht. Fiir die Untersuchung von Verunreinigungsionen in
Tokamak-Plasmen stellt dies zumeist einen sinnvollen Ansatz dar. Die so gewon-
nene kinetische Gleichung wird im weiteren, unter Ausnutzung einschrinkender
Annahmen, auf die Form einer Fokker-Planck-Gleichung gebracht, die die An-
wendung der Theorie stochastischer Prozesse (Diffusionsprozesse; siehe Kapitel
2) zur Untersuchung des Teilchentransports zulafit.

1.2 Die Einteilchen-Gleichungen fiir ein Plasma
bei Coulomb-Wechselwirkung

Zur theoretischen Beschreibung des Vielteilchensystems Plasma bedient man sich
bei verdiinnten Gasen und Plasmen des statistischen Konzepts der Einteilchen-
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Verteilungsfunktion. Diese Verteilungsfunktion sei mit f(z,t) bezeichnet, wobei
z die Zustandsvariablen eines Teilchens umfaBt (zumeist Ortsvektor  und Ge-
schwindigkeitsvektor v). Die Funktion f(z,1) stellt eine Wahrscheinlichkeitsdich-
te im Zustandsraum dar, und f(z,t)dz gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, da8
ein Teilchen zur Zeit ¢ im Volumenelement dz bei z angetroffen wird. Demzufolge
gilt die Normierung:

/f(z,t)dz =1 . (1.1)

Die Integration erstreckt sich hierbei iiber den gesamten Zustandsraum. Aus
der Kenntnis der Verteilungsfunktion lassen sich statistische Mittelwerte belie-
biger, mit den betrachteten Teilchen korrespondierender, physikalischer Gré8en
Q@(z,t) bestimmen. Die Bestimmungsgleichung (kinetische Gleichung) fiir eine
solche Verteilungsfunktion leitet sich ab aus dem Liouville-Theorem der statisti-
schen Physik fiir den Fall schwach korrelierter Einzelteilchenzustinde (wie es bei
verdiinnten Plasmen gegeben ist). Sie lautet:

(jt (2,t) = (%‘FZ%%) f(z,t)=Cf(=z,t) . (1.2)

C ist ein Wechselwirkungsoperator (StoBoperator), der die Wechselwirkung
der Teilchen untereinander beschreibt (elastische und inelastische Stofle etc. ).
In einem Plasma, das aus unterschiedlichen Teilchenspezies zusammengesetzt ist,
mu$ fiir jede Spezies a eine Gleichung der Form

d

Et'fa(z, (at +Zzl )fo, z,1) anﬁfa z,t) (1.3)

gelost werden. Diese Gleichungen sind durch die Stoﬁoperatoren Cop mit-
einander gekoppelt, die die Wechselwirkung der Teilchen o mit den Teilchen 3
beschreiben und Funktionen von f, und fz sind. Die konkrete Form der Stofl-
operatoren hingt von der Art der Teilchen und dem physikalischen Modell fiir
ihre Wechselwirkung untereinander ab. In Phasenraumkoordinaten (2 = (@, v))
lassen sich zwei verbreitete analytische Ausdriicke fiir die Stofiterme C,pf, ange-
ben, die sich aus unterschiedlichen Annahmen fiir die Stofiprozesse ableiten.
Der erste ist der sogenannte Boltzmann-StoBterm:

aﬁfa Nﬁ// f fﬂ fafﬁ)daaﬁl’va - ’Uﬁld’l)gdﬂ (1.4)

worin
f;:fa(wa a)) ’ fazfa(‘cavmt)

f[li-——fﬂ(m’vlﬁat) ) fﬁzfﬁ(mavﬁ’t)
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ist. v’ bezeichnet eine Geschwindigkeit nach einem (Zweier-) StoB, v eine Ge-
schwindigkeit vor einem Stof. do,z/dQ) ist der differentielle Streuquerschnitt fiir
den betrachteten StoSprozeB, d) der Raumwinkel und Nj die Gesamtzahl der
Teilchen 3.
Die Herleitung des Boltzmann-Stofterms erfolgt unter der Voraussetzung, da8
Zweierstofe mit Weitwinkelstreuung die dominierende Wechselwirkung zwischen
den Teilchen ausmachen.
Ein zweiter geldufiger Ansatz fiir C,pf, ist der sogenannte Fokker-Planck-
StoBterm:

2

}ﬁfa 1+ 5 Za Dva {AvaiAvak}ﬁfa] . (1.6)

Caﬁfa = Ea

Darin bezeichnen {Awvy;}s die Drift- und {AvaiAvae}ps die Diffusionskoef-
fizienten. Sie beschreiben die Geschwindigkeitsdnderungen der Teilchen a pro
Zeiteinheit infolge von Sté8en mit den Teilchen 3. Mit Pg(vqy, Av,, At) als der
Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein Teilchen a aufgrund der Sto8e mit den Teilchen
B seine Geschwindigkeit v, in der Zeit At um ein Inkrement Av, dndert, 138t
sich schreiben:

1
{Ava}s = 5 [ Pa(var Ava, At)Avesd(v.) -

1
L / Pa(Va, AVa, At) AvaiAvar d(vs) -

Die Zeit At soll hierbei einerseits so lang sein, daf§ viele StoBe stattgefunden

haben, aber andererseits so kurz, da88 eine nur geringe Geschwindigkeitsdnderung
Av, resultiert. Dies bedeutet also, daB} ein Fokker-Planck-Stofiterm auch Viel-
teilchenst68e zu beschreiben vermag, jedoch nur fiir Kleinwinkelstreuungen giiltig
1st.
In der vorliegenden Arbeit wird ausschliellich die Coulomb-Wechselwirkung als
StoBprozeB beriicksichtigt. Beschrankt man sich dabei auf Zweierstéfe und Klein-
winkelstreuung, so nehmen der Boltzmann- und der Fokker-Planck-Stofiterm (fiir
StoBe mit mittleren Streuwinkeln) dieselbe Form an [1]:

Caﬁfoz (va) =

a2 [y B8s(e) L O (P
B —Azi: 0V [(1 * —ﬂg) OVai Jal 2 E OVak <5va,3vak falv a))]
(1.8)
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Darin sind ¢g(va) und 9¥(v,) — die Potentialfunktionen! — folgendermafien
definijert:

Vo(va) = [ |va = volfa(vs)dvg (1.9)
bo(ve) = [ g o(vs)dus (1.10)

In den konstanten Faktor A gehen die Ladungen Z,e und Zge der wechsel-
wirkenden Teilchen, die Masse m, und der Coulomb-Logarithmus A ein.
Z27%e*
B
= 1.11
A )‘47regm§ (1.11)
e bezeichnet die elektrische Elementarladung und ¢, die elektrische Feldkon-
stante. Der Coulomb-Logarithmus ist gegeben durch

b
maz b2 + b2
/ b h—mn (___V’”l) ~In (b’”“) , (1.12)

] 1 by by

wobei b den Stofparameter fiir den Zweierstol bezeichnet. Der Coulomb-
Logarithmus tritt auf, weil die Wechselwirkungsintegrale, die zur Herleitung
des Ausdrucks (1.8) gelost werden miissen, eine logarithmische Divergenz auf-
weisen, wenn der Stofiparameter b gegen Unendlich (der Streuwinkel gegen
Null) geht. Dies hat seine Ursache in der unendlichen Reichweite der Coulomb-
Wechselwirkung. Um diese Divergenz zu umgehen, muB ein maximaler Stofipara-
meter bp,, (ein minimaler Streuwinkel) eingefiihrt werden, der iiblicherweise in
der Groenordnung des Debye-Radius gewéahlt wird (Abschirmeffekt). by ist der
StoBparameter, der einem Streuwinkel von 7 /2 entspricht.
Die Koeflizienten {Ava}g und {Avy;Avag}p sind somit durch

{Avy)s = (H%;) Aai;é:—") - (1.13)
(Bowdugly = AZLA%) (1.14)
1Sie sind in [1] definiert durch:
Yp(va) = —é};/lva—”ﬁlfﬁ(”ﬁ)dvﬂ
bo(v) = —3= [ Gy fotvadivs -




gegeben, und es gilt die Beziehung

1 m
A ot = =11 — A oziA a
ol = 3 ( +mﬁ);avak{ S
(1.15)
1
=2 (1 + —) 2 a
Definiert man
52
= v, — 1.16
Uik = 505 Ve — vl (1.16)
und beriicksichtigt, daf§
d¢p(va) _ 1 9fs(vp)
e = 3% [ va o o (1.17)
Pp(va)
TouiDom /U,kfg(vg)dvg (1.18)
- gilt, so 148t sich (1.8) in der folgenden, als Landau-Integral bekannten, Form
schreiben:
fa(va) 0fs(vp)  Fs(vp) 0fa(va)
aﬁfa('va N Zava/U [ mg avgk My 8vak dvﬁ

(1.19)

Fiir die weiteren Betrachtungen wird der Fokker-Planck-StoBterm von Inter-

esse sein. Das System der Integrodifferentialgleichungen fiir die Verteilungsfunk-
tionen f, lautet nun:

0 0 0
<6t+m—8_+v8 )fa(wavat) =

_ 2 Mo\ O¢p(v) a2¢ﬁ( )
- AXﬂ:zi: dv; [(1 * mﬁ) dv; _Z Ovr Ovidvy, Jo(®,v,0)
(1.20)
Diese Gleichungen bilden den Gegenstand zahlreicher Untersuchungen. Ihre

Eigenschaften sind so vielfaltig, dafl bisher nur unter gewissen Annahmen Né&he-
rungslésungen gefunden werden konnten.
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1.3 Eine Fokker-Planck-Gleichung fiir Testteil-
chen

Um die Gleichungen (1.20) praktisch nutzbar zu machen, ist es, wie bereits ge-
sagt, notwendig, Vereinfachungen zu finden, die zwar die Allgemeinheit des Glei-
chungssystems (1.20) einschranken, doch weiterhin eine befriedigende Giiltigkeit
des theoretischen Modells in begrenzten Problemkreisen gewahrleisten. Die vor-
liegende Arbeit befafit sich vornehmlich mit der raumlichen Dichte- und Tem-
peraturverteilung von Verunreinigungsionen in der Randschicht von Tokamak-
Plasmen. In vielen praktisch interessierenden Fillen kann dabei angenommen
werden, dafl die Verunreinigungsteilchen eine nur kleine Stérung im System eines
Hintergrundplasmas (Deuteriumionen und Elektronen) darstellen. Diese Storung
soll vernachlassigt werden. Fiir die Teilchen 8 (8 # a; a steht im weiteren fiir die
Verunreinigungen) soll ein zeitlich stationires lokales Gleichgewicht herrschen,
d. h. die Verteilungsfunktionen seien Maxwellsch:

fal@, v,8) = (#ﬁ%)m exP{-%m"—%(%)’f’f} . (1.21)

Hierin ist mg die Masse der Teilchen 8 und Tg(@) deren lokale Temperatur

am Orte @. v} bezeichnet die lokale mittlere Geschwindigkeit der Teilchen 3. Die
Annahme der Nihe zu einem lokalen Gleichgewicht bedeutet eine physikalische
Ahnlichkeit zwischen dem Teilchengas und einer strémenden Fliissigkeit. Diese
Annahme bildet auch den Ausgangspunkt der fluidtheoretischen Beschreibung
von Plasmen [2].
Die Verunreinigungsteilchen o sollen nun zwar nicht die Verteilung der Hinter-
grundteilchen (3 storen, jedoch selbst die ,, Wechselwirkung® (Coulomb-Kriafte)
mit dem Hintergrund spiiren. Von vornherein soll die Wechselwirkung mit nur
einer Teilchensorte (den schweren Hintergrundionen) beriicksichtigt werden. Eine
Wechselwirkung der Verunreinigungen untereinander wird auch aus der Untersu-
chung ausgespart (womit sich iiberhaupt erst eine in f, lineare Gleichung fiir die
Verteilungsfunktion f, ergibt). Die so definierte Situation wird allgemeinhin als
Testteilchen-Modell bezeichnet.
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Mit Hilfe der genannten Voraussetzungen gelangt man zur folgenden entkop-
pelten Gleichung fiir die Verunreinigungsteilchen a (siehe Kapitel 17 in [1]):

o .0 .0
(55+m—8;+v—8;) fa(®,v,t) =

- (Taliem)

1 62 1 ) W; Wk 9 W; Wk 2
+§ ZZ,; 0v;0vy, [5 <6zk T w2 ) {Awi}+ w? {Aw”}]) fo(®,0,1)
(1.22)

Darin ist w = v — v}. Die Koeffizienten {Awy}, {Awf} und {Aw}} sind
die Komponenten des Driftvektors {Aw} bzw. der Diffusionsmatrix {AwAw}
in einem Koordinatensystem, in dem ©% = 0 ist und eine Achse parallel zur
Relativgeschwindigkeit v — v} liegt?.

In diesem System gilt (die w;-Achse ist die parallele Achse):

( {Aw“} ) ( {Awﬁ} 0 0 )
{Aw} = 0 i {AwAw} = 0 HAawl} 0
}

0 0 0 HAwd
(1.23)
Fir die Koeffizienten in (1.23) erhilt man
ma ) #(x) w
A = - 14— = — 1.24
(Qu) = —wf14Ze) MY, (.24
2
X w
{Awf} = w? ,u(ag = — (1.25)
XT1 Te
2 + ! _#x) 2
{Awl} = w? (100 “aE,X) ) == . (1.26)
P Ty
Hierin ist:
w = |v-—uvp (1.27)
2 s
= 2 1.28
X = wan (1.28)

?In [1] werden die Koeffizienten mit < Ay >, < (Ayy)? > und < (Avr)? > bezeichnet.

8
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2 f
ulx) = ﬁ'o/e Vidi (1.29)
e VX (1.30)

-:\
S
I
B

| S
(V)

P = : (1.31)
B

>

S

In den Gleichungen (1.24) — (1.26) sind die Koeffizienten noch unter Ver-
wendung der sogenannten Spitzer-Zeiten (Relaxationszeiten) geschrieben worden.
Es sind dies die Slowing-Down-Time 7, die Energy-Exchange-Time 7. und die
Deflection-Time 7.

Aus Gleichung (1.15) folgt ein Zusammenhang zwischen den Relaxationszeiten:

1 Mo 0 w? w?
=) aem (5+E) (1:32)

In Hinsicht auf die Anwendung von Resultaten aus der Theorie der stochasti-
schen Prozesse, die im néchsten Kapitel erlautert werden, soll der Giiltigkeitsbe-
reich der Gleichung (1.22) noch etwas eingeschrankt werden, so daf eine Umfor-
mung von (1.22) auf die sogenannte Fokker-Planck-Form méglich ist.

Fir die Zeitableitung von v wird gesetzt:

Der erste Term beinhaltet die Kraftwirkung auflerer elektromagnetischer Fel-
der und der zweite eine vorldufig nicht niher spezifizierte Kraft F', die aber die
Forderung

OF _

5 =0 (1.34)

erfiillen soll.




In diesem Fall gilt (die Kennzeichnung o wird im weiteren weggelassen; nicht
indizierte Gré8en stehen fiir die Verunreinigungsionen):

o, 0. 0.
(6_t+ 5;“3‘*‘%’0) f(=,v,t) =

- (- T [Zaw]+

1 0* 11
+§§ O0v;0vg [5

(az-k - %“—’“) {Aw?} + %{Awﬁ}]) f(@,v,1)
(1.35)
Hierbei wurde auerdem beriicksichtigt, dal £ und v unabhéngige Variablen
sind.
Diese Gleichung vom Fokker-Planck-Typ erlaubt prinzipiell die Anwendung von
Monte-Carlo-Methoden (siehe Abschnitt 2.4) zu ihrer Losung. Praktische Re-
chungen, die auf dieser Gleichung fuflen, werden in dieser Arbeit aber noch
nicht vorgestellt, da die interessierenden Problemkreise (TEXTOR-Randschicht-
Rechnungen) dann einen immensen zeitlichen Rechenaufwand mit sich brachten.
Dies hat seine Ursache im zeitlich schnell fluktuierenden v x B-Term in Glei-
chung (1.33): die erwédhnte Monte-Carlo-Methode beruht auf der numerischen
Konstruktion einer statistisch reprasentativen Zahl von Teilchentrajektorien im
Phasenraum fiir ein vorgegebenes Zeitintervall, und die schnelle Gyrationsbewe-
gung erfordert eine enorm hohe Zahl an Zeitschritten in der Simulation.

1.4 Eine Fokker-Planck-Gleichung fiir Testteil-
chen in driftkinetischen Variablen

Um den numerischen Rechenaufwand zu verringern, der mit der Komplexitat
der Teilchenbewegung (Gyrationsbewegung um die B-Feldlinien), wie sie durch
Gleichung (1.33) beschrieben wird, verbunden ist, soll in diesem Abschnitt ein
Modell des Teilchentransports herangezogen werden, das allgemein als driftki-
netische Naherung bekannt ist. Sie beinhaltet, dafl einem geladenen Teilchen ein
Guiding-Center-Vektor R zugeordnet wird, der einen mittleren Ortsvektor (nihe-
rungsweise der Gyrationsmittelpunkt) des Teilchens darstellt. Weiterhin wird das
Teilchen durch eine mittlere Geschwindigkeit v parallel zum Magnetfeld und
einen mittleren Geschwindigkeitsbetrag v, senkrecht zum Magnetfeld charakte-
risiert (die Mittelung bezieht sich auf den Gyrationswinkel).

Die nachfolgenden Ausdriicke fiir die Zeitableitungen R, v)) und vy sollen ohne
weitere Erlduterung angegeben werden. Sie ergeben sich aus den in [3] abgeleite-

10
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ten Ausdriicken fiir den Fall rotB = 0 und B = 0 (eine fiir Tokamak-Plasmen
meist akzeptable Néherung).

2

ExB mv

R — Yl
R = Y| b+ 52 + 2ZCB roth + 7B rotb (136)
. Ze )|
v = —Eb+ vJ_ divb + ZB FErotb (1.37)
vi = —togw, divh+ =2 Eroth (1.38)
LT T 2°B "7 '
In diesen Gleichungen ist b = B/B der Einheitsvektor in Richtung des Ma-

gnetfeldes. .

Selbst in dieser verkiirzten Form bereiten die Zeitableitungen R, v und v} aber
Probleme beim Aufstellen einer zu (1.35) analogen Fokker-Planck-Gleichung in
den driftkinetischen Variablen, denn fiir die totale Zeitableitung d/dt gilt in die-
sen Variablen

d 0 0 0 0 ; 0 0
— =R— —R — 1.39
&~ BoR TG T e 7GR o T B0 (1.39)
Um diese Schwierigkeit (in Hinblick auf die numerische Methode) vorlaufig zu
umgehen, soll die Einschrinkung E = const. und B = const. gemacht werden®.

Die Zeitableitungen der driftkinetischen Variablen werden damit zu:

. FE x B
R = 0 b+ B2 (1.40)
v = %Eb (1.41)
vy = 0 (1.42)

Der Stofloperator in Gleichung (1.35) 148t sich fiir den allgemeinen Fall einer
beliebigen mittleren Geschwindigkeit 3 nicht in den driftkinetischen Variablen
v und vy allein darstellen; er weist zudem eine Abhéngigkeit vom Gyrations-
winkel ¢ auf. Es ist aber zu beachten, da§ der Stofloperator invariant gegeniiber
Anderungen des Gyrationswinkels ¢ ist, wenn vg|lb gewdhlt wird (was in den
praktisch interessierenden Féllen we1tgehend erfiillt ist).

3Eine Verallgemeinerung soll in einer spiteren Arbeit diskutiert werden. Hier geht es primir
um die Exaktheit des Monte-Carlo-Kalkiils fiir lineare Fokker-Planck-Gleichungen.

11




Unter Verwendung der folgenden Transformation

v = Y
vy = UL COSY
vs = vy SN
9 _ 0 (1.43)
ov; Oy
4 0 14 + L cos @ + cos
— = —— —sin — —_—
Ov, Jp vy L i 14 vy v
9 0 1 cosw + inw + sin
—_— = — — COs — s1 —
Ovs 0y vy LA L ? vy v

12
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erhalt man:

Avg} =

C= Z

- —zzai,. [-t%mwu}%

1 i Wi Wk W;Wk
32 G, 3 (6= 5 i+ S5 su

= —%H%{A wy} — iE{Awu} - —{Awn}+

1 6 1w ” 82 1w w?

1 02 0? 1 wwy . w“wl
~3 (av”avl + avlav”> (E " {Aw?} — ={Aw “})

+lii<1 (1—2 ){A +2—+ L{A n})

2w, Ovy \2

102 1

5 (280} - Dhaut}) + o (Bul)

+ 2 a’U”
(1.44)

Es ist erkennbar, daf der Stofiterm C f(v), v, ) fiir jeden Winkel ¢ densel-
ben Wert annimmt, wenn f(v),vy,¢) invariant gegeniiber Drehungen um b ist,
d. h. , wenn 0 f(v”,v 1,%)/0p = 0 gilt. Schrankt man die moglichen Lésungen
f(R,v,t) der kinetischen Gleichung auf diese Art Funktionen f(R, v, vL,1) ein,
so erhdlt man einen Stofiterm in driftkinetischen Variablen. Dieser Stofterm fiigt
sich aber nicht in die Zielsetzung, eine kinetische Gleichung vom Fokker-Planck-
Typ aufzustellen. Vielmehr ist es wiinschenswert, eine Form des Stofloperators wie
auf der linken Seite von (1.44) zu bewahren, um die numerischen Methoden des
néchsten Kapitels anwenden zu kénnen. Die Symmetrie des Stofloperators 138t
sich aber ausnutzen, indem man die Verteilungsfunktion f(R,v),vy,t) in einem
dreidimensionalen Hilfskoordinatensystem betrachtet (das durch Hinzunahme ei-
nes beliebigen (!) Winkels ¢ konstruiert wird), und fordert, daB f(R, v, vy, ¢,t)
unabhéingig von ¢ ist. In diesem Sinne sind die Koordmaten v1,v2 und vs in der

folgenden Darstellung zu verstehen.
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(1.45)

Za

A'Uk}) f(R, Uljs Vs t)

Das Hilfskoordinatensystem kann z. B. immer so gewahlt werden, daf vy = v,

und vy = y/vZ + v2 ist.

ZusammengefaBt ist es also so, daB die Ubertragung des StoBterms auf die drift-
kinetische Naherung in der Annahme v%”b und der Beschrankung der Losungen
f(R,v),vL,p,t) im dreidimensionalen Geschwindigkeitsraum auf die symmetri-
schen Funktionen f(R,v),v.,t) besteht. Die obige Form (1.45) des Stofterms
bietet nun die Moglichkeit der Anwendung von Monte-Carlo-Methoden (siehe
Abschnitt 2.4.3) und die zu (1.35) analoge Gleichung* lautet damit:

g 0 . 0 .

= (—;81- [%{Awu}h

w

1 o 1 W;Wy WiWy,
+§§,¢:awavk [5 (5’* >{A L+ {A“’”}]) J(B s 1)

(1.46)

Um diese Gleichung nun noch etwas an die experimentelle Erfahrung (in

Tokamak-Plasmen) anzupassen, soll zusétzlich eine empirische radiale Diffusion

im Ortsraum als Naherung fiir den sogenannten anomalen Transport einbezogen
werden. Dies geschieht durch einen Term der Form

32
2 Z OR:OR;

mit # als Einheitsvektor in radialer Richtung und einem Diffusionskoef-
fizienten D;. D; wird dabei oft als Konstante angenommen, oder entspre-
chend dem Alcator-Scaling als umgekehrt proportional zur Plasmadichte (D) =
5.0 -10'® m~1s71/n, mit n, = Elektronendichte).

PiteDy ' (1.47)

4Driftkinetische Gleichungen, die auf anderen, oft weniger einschrankenden, Annahmen be-
ruhen, sind zum Beispiel in [4],[5] und [6] zu finden.
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Anwendungen in dieser Arbeit:

.1 0?
it aRE 3%

-(-=a

w;
Ov; [E{Aw”}] +
1 82 1 W; Wk
2 2 Bo0u, [5 <5" -

w?
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OR,0R;

o ik DL+ o

){aut) +

Die nachfolgende Gleichung bildet den Ausgangspunkt fiir die numerischen
(a 9
+

g .
6U||v”) f(Ra Y|, VL, t) =

Wi Wk

2

. {mﬁ}]) (R, 0,v1,t)

(1.48)




Kapitel 2

Teilchentransport und
Diffusionsprozesse

2.1 Vorbemerkungen

In diesem Abschnitt sollen Fokker-Planck-Gleichungen, die sich oben als spezi-
elle kinetische Gleichungen (siehe (1.35) und (1.48)) ergaben, im Rahmen der
Theorie stochastischer Prozesse betrachtet werden. Es wird sich zeigen, da8 sie
als Grundgleichungen spezieller Markovscher Prozesse, den Diffusionsprozessen,
anzusehen sind. Die Beziehung von Diffusionsprozessen und stochastischen Diffe-
rentialgleichungen wird einen einfachen und effizienten Monte-Carlo-Algorithmus
zur Lésung von Fokker-Planck-Gleichungen liefern. Die numerische Methode wird
anschlieBend anhand einiger Beispiele illustriert.

2.2 Die Chapman-Kolmogorov-Differentialglei-
chung fiir Markov-Prozesse

Ohne eine tiefergehende Erorterung der mathematischen Details sollen in die-
sem Abschnitt einige Grundtatsachen der Theorie der Markovschen Prozesse
aufgefithrt werden. Die Darstellung orientiert sich dabei weitgehend an den
Ausfithrungen in [7] und der dort gewéahlten Notation.

Als stochastischer ProzeB soll ein System bezeichnet werden, welches durch ei-
ne bestimmte zeitabhangige Zufallsvariable X (¢) (Zufallsvektor) charakterisiert
wird. Diese Zufallsvariable kann die méglichen Werte @1, @2, 3, ... etc. zu den
Zeitpunkten %1, tq, t3, ... annehmen und es wird angenommen, daf ein Satz von
Wahrscheinlichkeitsdichten existiert

p(x1,t1; @0, t2; @3, 135 . ) ) (2.1)
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der das System vollstindig beschreibt. Weiterhin kénnen noch bedingte Wahr-
scheinlichkeitsdichten definiert werden durch

pl@1,ty; @2y t25 .. |41, 845 Ug, tg5. ) =

(2.2)
= p(®1,t1; @2, 825 - - 5 Y1s b5 Yau o - - ) /P(Y1, 83 Yoo s - - )
Hierin soll als Konvention die Zeitordnung
t >t >t > >t >t > (2.3)

gelten.
Ein Markov-Proze8 wird nun {iber bedingte Wahrscheinlichkeiten definiert. Fiir

ihn soll gelten:

p(@1,t1; @, ta; .. |Yss t1; Yoo tos - - .) = P(1, t1; a0 tas .. ygyty) - (2.4)

Gemaf oben eingefithrter Zeitordnung bedeutet dies, daB die von vorherge-
henden Ereignissen bedingte Entwicklung des stochastischen Prozesses zu den
Zeitpunkten ¢, t, ... nur vom jiingsten Ereignis zur Zeit ¢; abhangt. Die Markov-
Annahme (2.4) 138t es zu, daB eine beliebige Wahrscheinlichkeitsdichte der Form
(2.1) durch ein Produkt einfacher bedingter Wahrscheinlichkeiten ausgedriickt
werden kann.

p(®1,t1; @2, oy B3, 135 .. .3 By, by) =
(2.5)

= p(wl,t1|w2,t2)p(m2, t2|:c3, t3) . -p(wn—latn—1|$n, tn)

Die beiden folgenden Gleichungen besitzen allgemeine Giiltigkeit fiir alle sto-
chastischen Prozesse:

plee,t) = /P(wl,tl;a?z,tz)dw2

= /p(wl,hlmz,tz)p(wz,tz)dwz

Cp(ry,te|@g,t2) = /p(wlvtl;w%t2lw37t3)dw2
(2.7)

= /P(‘Bl,tllﬁ?z,t2;xs,ts)P(wz,tzlws,ts)dw2

Verwendet man in der zweiten Gleichung (2.7) die Markov-Annahme (2.4), so
ergibt sich die Integralform der Chapman-Kolmogorov-Gleichung
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pe1,t1|@s, t3) = /P($17t1|w2,t2)P($2,tzlws,ts) da, (2.8)

Diese Chapman-Kolmgorov-Gleichung kann unter gewissen Bedingungen zu
einer Differentialgleichung umgeformt werden, und zwar soll fiir die nachfolgenden
Grenzprozesse fiir alle € > 0 gelten:

(i)

. 1
AI%I—I)IO Ep(wat"' Atlzat) - W($|Z, t)

gleichméfBig in @, 2z und ¢ fir | — 2| > ¢;
(ii)
) 1
AI%I—I}O A7 / (zi — z;)p(®,t + At|z,t)de = A(2z,t) + O(¢)
lz—z|<e
gleichmaBig in z, € und ¢;
(iii)
i L
A0 At

/ (¢ — 2z:)(zk — z)p(e, t + At|z, 1) dz = Diy(z, 1) + O(e)

lz—z|<e

gleichméaBig in 2z, € und t.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so 148t sich zeigen (sieche [7]), daB die
Chapman-Kolmogorov-Differentialgleichung gilt :

0 / 0 '
G t) = =3 o [Adz ez o)

L 0?

+§ ik aziazk

[Dik(z,t)p(z,t]y, t’)] ' (2.9)

+ [ W(le,tp(e tly,¢) — Walz, p(z, y, 1)

Je nach Art der Koeflizienten folgen hieraus verschiedene Grundgleichungen
stochastischer Prozesse, und zwar die Master-Gleichung (A; = 0; Dy = 0), die
Sprungprozesse beschreibt, die Fokker-Planck-Gleichung (W = 0), die Diffusions-
prozesse beschreibt, und die Liouville-Gleichung (W = 0; Dy, = 0) fiir determi-
nistische Prozesse.
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2.3 Fokker-Planck-Gleichung und stochastische
Differentialgleichung

Fir W = 0 wird die Chapman-Kolmogorov-Differentialgleichung (2.9) zur
Fokker-Planck-Gleichung:

a ! a !
Pz tly,t) = “;E[Ai(z,t)p(z,tlw)]

(2.10)
+lz o [Dz'k(z t)p(z,tly tl)]
2 7 02;0z ’ T
Der Vektor A(z,t) wird Driftvektor und die (positiv semidefinite und sym-
metrische) Matrix D(z,t) wird Diffusionsmatrix genannt. Den zugehdrigen sto-

chastischen Prozefl bezeichnet man als Diffusionsprozef. Er kann folgendermafien
veranschaulicht werden: Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung

p(Z,tIy,t) = 6(2 - y) (211)

erhdlt man fir die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,t 4+ Atly, t) fiir ein
kleines Zeitintervall At [8}:

P(z,t+ Atly,t) = (2r) " (det[ D(y, )]) 7*(At) 2%

X exp{ 1[z —y — A(z, ) A [D(y, t)] [z — y — A(2, 1) A]

1 v } (2.12)

(N ist die Dimension des Zufallsvektors X (t).)
Die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte ist also durch eine GauB-Verteilung mit
Kovarianzmatrix D(y,t) und Mittelwert y + A(y,t)At gegeben. Dies bedeutet,
daB sich die Anderung der Zufallsvariablen X (t) in der Zeit At zusammensetzt
aus einer systematischen Drift mit Geschwindigkeit A(y,?) und einer Gaufischen
Fluktuation mit Kovarianz D(y,t)At. Dies kann auch geschrieben werden als:

y(t + At) = y(t) + A(y(t), 1) At + n(t)(A)' 2 (2.13)

77(t) ist ein stochastischer Term mit Mittelwert 0 und Kovarianz D(y, ).
Die Untersuchung einer solchen stochastischen Bewegung, die sich durch den
diffusiven Anteil 5(¢)(At)!/? auszeichnet, fiihrte zum Konzept der stochastischen
Differentialgleichungen und der stochastischen Integration. Die Entwicklung der
zugehorigen Theorie kann auf unterschiedliche Weise erfolgen, zumeist kommt
das von Ito [9] vorgeschlagene Kalkiil zur Anwendung.
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Die stochastische Differentialgleichung fiir ein System, das sich gemafi Glei-
chung (2.13) entwickelt, wird definiert durch:

de = A(z,t)dt + B(=,t) dW(t) (2.14)
Darin ist dW (t) das Inkrement eines N-dimensionalen Wiener-Prozesses. Der
Wiener-Prozef} ergibt sich als Losung der Fokker-Planck-Gleichung

0 1 0*
B_tp(w’ tlwoa to) = —2' 21: b??p(w, tl’ll)o, tO) (215)

Es kann nun gezeigt werden, daf§ die stochastische Differentialgleichung (mit
der Anfangsbedingung @ = @, fiir ¢ = o) in adquivalenter Weise denselben sto-
chastischen Prozef beschreibt wie die Fokker-Planck-Gleichung

0 0
'a}'P(‘c,ﬂmo,to) = _;%[Ai(w,t)p(watlmmto)]

- (2.16)
+3 g | (B, 057(0,0), oot ]

Dies ist so zu verstehen, daB die Trajektorien der Zufallsgrofie X (t), wenn sie
sich geméf der stochastischen Differentialgleichung (2.14) in der Zeit entwickeln,
zu einer Verteilung der Werte @,, @, ... filhren, die der Lésung p(e, t|o, to) von
Gleichung (2.16) entspricht und umgekehrt.

2.4 Die Monte-Carlo-Methode zur Losung der
Fokker-Planck-Gleichung

Das oben gesagte iiber den Zusammenhang zwischen den Trajektorien eines sto-
chastischen Prozesses, die durch stochastische Differentialgleichungen beschrieben
werden, und der zugehdrigen Fokker-Planck-Gleichung legt es nahe, die numeri-
sche Konstruktion von Trajektorien zur ndherungsweisen Losung einer Fokker-
Planck-Gleichung zu nutzen. Dies ist insbesondere deshalb von Interesse, da die
in Kapitel 1 abgeleiteten kinetischen Gleichungen (1.35) und (1.48) vom gleichen
Typ wie (2.14) sind (Man hat sich die Verteilungsfunktion f(@,v,t) in (1.35)
oder (1.48) als bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p(@, v, t|@q, vo, to) mit siche-
rem Startereignis (@¢, vo,to) vorzustellen). Eine solcher Losungsalgorithmus ist
mit einem Computer einfach zu realisieren: Man bedient sich einer statistisch
reprasentativen Zahl von Simulationsteilchen und dndert ihre Koordinaten @ in
~diskreten Schritten

Az = A(z,t)At + B(z,t)) AW . (2.17)
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Diese Konstruktion wird solange mit geniigend kleinem Zeitschritt At durch-

‘gefiihrt, bis ein interessierender Zeitpunkt ¢ erreicht ist. Der zugrundeliegende

Konfigurationsraum fiir die Zufallsvariable X (¢) wird in ein feines Netz unter-
teilt und ein abschliefendes Durchzdhlen der Simulationsteilchen in diesem Netz
liefert (nach geeigneter Normierung) eine Niherung fiir die Wahrscheinlichkeits-
dichte p(, t|@o, to).

Die praktische Realisierung eines Inkrements AW wird erreicht durch

AW = (ADY? 4 (2.18)

wobei v eine gaufiverteilte Zufallszahl mit Mittelwert 0 und Varianz 1 be-

zeichnet.

Die numerische (Monte-Carlo-) Methode soll an dieser Stelle anhand von ana-
lytisch losbaren Problemen illustriert werden. Es sind dies der eindimensionale
Ornstein-Uhlenbeck-Prozefl und die Kramer-Gleichung, die beide als einfache Mo-
delle fiir die Brownsche Bewegung dienen, und kinetische Gleichungen der Art
(1.35) und (1.48), in denen nur Coulomb-Std8e beriicksichtigt werden.

2.4.1 Beispiel 1: Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozef3

Als Ornstein-Uhlenbeck-Proze bezeichnet man einen stochastischen Prozef}, der
durch die Fokker-Planck-Gleichung

2w 1) = o [Kep(s, 0] + 22 [Dp(z, 1) (2.19)

beschrieben wird. p(z,t) steht fiir p(z, t|zo,%0) und die Koeflizienten K und
D sind Konstanten. Fiir die Anfangsbedingung

p(z,t =0) = §(z) (2.20)
lautet die Losung
1 z?
p(z,t) = mexp {_202(15)} (2.21)
mit
2 D .
o (t) = Ya (1 —exp{—2K1t}) . (2.22)

Dies ist eine Gaufiverteilung mit Mittelwert O und zeitlich verdnderlicher Va-
rianz o(t). Fiir t — oo strebt p(z,t) gegen die stationdre Lésung ps(z).

L K “’2} (2.23)

ps(z) = \/W_D—TGXP{— D
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Die Gleichung (2.19) wurde mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode geldst und das
Ergebnis mit dem analytischen Ausdruck (2.21) verglichen. Verwendet wurden die
Parameter K = 6.5-10% und D = 9.5-10'! und ein Zeitschritt von At = 1.0-1075.
Die stochastische Differenzengleichung in der Simulation lautete

Az =-KzAt+VDAW . (2.24)

Die Abbildungen Abb.1 bis Abb.9 zeigen die berechneten Verteilungsfunk-
tionen (Wahrscheinlichkeitsdichten) p(z,t) fiir drei verschiedene Zeiten t. Zum
Test des Rechenaufwandes wurden jeweils drei verschiedene Teilchenzahlen in
der Simulation verwendet. Zusatzlich zu den berechneten Verteilungsfunktionen
(durchgezogene Linien) wurden zwei GauB-Kurven eingezeichnet, von denen die
eine die analytische Losung (2.21) darstellt und die andere einen Mittelwert und
eine Varianz besitzt, die durch Integration der berechneten Verteilungsfunktion
ermittelt wurden. Diese angepafite GauB-Kurve dient dazu, die Genauigkeit der
Mittelwerte

<z(t)> = / 2p(z, ) dz (2.25)
(2.26)

<z*t)> = /(x— < z(t) >)p(a,t) dz =< 2%(t) > — < z(t) >? (2.27)

wie sie sich aus der Simulation ergeben, zu {iberpriifen.
Die Abbildungen zeigen fiir die berechneten Verteilungsfunktionen einen sehr
unregelméfBigen Verlauf, der aber mit steigender Teilchenzahl in der Simulati-
on glatter wird und sich der analytischen Gau-Kurve annéhert. Die angepafte
und die analytische GauB-Kurve liegen fiir alle Teilchenzahlen sehr nah beieinan-
der und kénnen, insbesondere fiir hohe Teilchenzahlen, nicht mehr unterschieden
werden. Dies zeigt, daB auch die stark unregelméfBigen Verteilungsfunktionen der
Monte-Carlo-Rechnung bereits zu guten Resultaten fiir die integrierten Gréflen

fithren. -
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Abbildung 2.1: Ergebnisse der Monte-Carlo-Rechnungen zum O.-U.-ProzeB (2.19)
fiir ¢ = 6 - 10~%. Die durchgezogenen Linien stellen die berechnete Verteilungs-
funktion und die angepaBte GauB-Funktion dar, die punktierte die analytische
GauB-Funktion. In der Simulation wurden 100 (oben), 1000 (mitte) und 10000
(unten) Teilchen verwendet.
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Abbildung 2.2: Ergebnisse der Monte-Carlo-Rechnungen zum O.-U.-Proze$ (2.19)
fiir t = 1 - 1073, Die durchgezogenen Linien stellen die berechnete Verteilungs-
funktion und die angepafte Gauf-Funktion dar, die punktierte die analytische
Gauf-Funktion. In der Simulation wurden 100 (oben), 1000 (mitte) und 10000
(unten) Teilchen verwendet.
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Abbildung 2.3: Ergebnisse der Monte-Carlo-Rechnungen zum O.-U.-Prozef (2.19)
fiir ¢ = 1-102. Die durchgezogenen Linien stellen die berechnete Verteilungs-
funktion und die angepafBte Gauf-Funktion dar, die punktierte die analytische
Gaufl-Funktion. In der Simulation wurden 100 (oben), 1000 (mitte) und 10000
(unten) Teilchen verwendet.
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2.4.2 Beispiel 2: Die Kramer-Gleichung

Die Kramer-Gleichung beschreibt die Brownsche Bewegung unter Einwirkung
einer dufleren Kraft infolge eines Potentials V(z). Die Bewegung wird durch den
Ort z und die Geschwindigkeit v = dz/dt charakterisiert.

5 I 8 [(Vi) B BKT &?
Zola0,t) = 2 opte o, | (L4 o) a0, + 2L ot 0
(2.28)
Mit
L M
B=1; m=1; V(z)=az® ; —=0 (2.29)

wird die Kramer-Gleichung zu

3} 0 0 0?
_‘p(l', v, t) = -3 (’Up(:l,‘,v,t)) + 5 [(20[‘7" + v)p(:c,v,t)] + Uzwp(l', 'U,t)

ot Oz Jv
(2.30)
Die stationdre Losung ps(z,v,t) fiir ¢ — oo lautet:
az?  ov?
ps(:l,',’U) = Cexp {——07 - ﬁ} (231)

C' ist ein geeignet zu wahlender Normierungsfaktor.
Die Kramer-Gleichung (2.30) wurde nun mit der Monte-Carlo-Methode unter
Verwendung der Parameter @ = 1 und % = 1.0 - 10° und eines Zeitschritts von
At = 1.0 - 1072 geldst. Die Simulation wurde fiir 1000 Zeitschritte durchgefiihrt,
was eine befriedigende Anniherung an den stationdren Zustand erbrachte. Die
stochastischen Differenzengleichungen in der Simulation lauteten:

Az = vAt (2.32)
Av = —(2az+v)At+V202AW . (2.33)

Die Abbildungen Abb.10 und Abb.11 zeigen die berechneten Verteilungsfunk-
tionen ps(z,v = 0) und ps(z = 0,v), die entsprechenden analytischen Lésung
gemaf (2.31) und angepfite GauB-Kurven. Auch dieses Beispiel bestdtigt klar
die Brauchbarkeit der Monte-Carlo-Methode zur Losung von Fokker-Planck-
Gleichungen.
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Abbildung 2.4: Resultate aus der Monte-Carlo-Simulation zur Losung der
Kramer-Gleichung (2.30). Die durchgezogenen Linien stellen die berechnete Ver-
teilungsfunktion und die angepafte GauB-Funktion dar, die punktierte die ana-
lytische Gauf-Funktion.
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2.4.3 Beispiel 3: Der Coulomb-Stofiterm

Im letzten Beispiel sollen Spezialfille der Gleichungen (1.35) und (1.48) gelost
werden. Betrachtet wird der stationdre Zustand von Testteilchen vor einem
rdumlich homogenen Plasmahintergrund unter alleiniger Beriicksichtigung von
Coulomb-Stoflen. Er ergibt sich als Losung der Gleichung

53/ 0.t) = (“Z ai,- 5 1]+

A - 5 ot « o]

(2.34)
im Limit ¢ — oo (siehe die Erlauterungen zur Gleichung (1.35)) und wird
durch eine Maxwell-Verteilung beschrieben.

ulv) = (27f;ﬁ)3/2 exp {570 - 987} (2.35)

Dabei bezeichnen T und vg wieder die Temperatur bzw. die mittlere Ge-
schwindigkeit der Hintergrundteilchen 8. Die Angabe der Parameter v3, mg, mq,
Zg, Zy, ng und Tp legt die Koeffizienten der Gleichung (2.34) fest. Die Lésung
dieser Gleichung wurde mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode durchgefithrt, wozu
die folgenden Trajektorien-Gleichungen benutzt wurden:

Av; = wy; {Aw”} AT + Wy; ,/{Awﬁ} At T

R 1 . 1
Wiy E{Awi} At vy + Wai\ §{Aw§_} At 3

Hierbei sind 73, 72 und s gauflverteilte Zufallszahlen mit Mittelwert 0 und
Varianz 1 und y;, We; und ws; Komponenten der Einheitsvektoren

(2.36)

. w

w = —
w

d; =~ (i1 b) iy — b)

’ T—(anb)? (2.37)
. 1 .
ws = — (’l.l)l X b)

1— (d, b)?

wobei
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w=v—vy ; b=-=% (2.38)
ist. Die Abbildungen Abb.12 — Abb.14 zeigen die Resultate aus der Monte-
Carlo-Simulation fiir die Parameter

me = 12m, =2.007-10"*kg (Kohlenstoff)
mg = 2m,=3.345-10"2"kg (Deuterium)
Zo = Zg=1

ng .
Ty = 1.602-10"17] = 100eV

vy = (9.95-10%,0.00,—9.95 - 10%) ms~!
At = 1.0-1077s

Il
o
o
—t
[e)
ety
o]
|
w

Berechnet wurden die Verteilungsfunktionen f(vg,t), f(vy,t) und f(v,,t) fir
t = 0.05s, um eine hinreichende Annsdherung an die stationadre Verteilung zu
gewéhrleisten. 10000 Simulationsteilchen wurden verwendet, um eine illustrative

Darstellung der berechneten Verteilungsfunktionen zu erhalten. In den Abbildun-

gen sind ebenfalls die analytischen Lésungen

folvi) = (27:’;ﬁ>3/2 exp{ - T( vgl)z} C (239)

eingezeichnet und zudem noch angepafite GauB-Kurven, die iiber die Momen-
te < v; > und < v? >, wie sie sich durch Integration der berechneten Vertei-
lungsfunktionen ergaben, festgelegt wurden. Die Abbildungen lassen eine gute
Ubereinstimmung, insbesondere der angepafiten Gauf-Kurven, mit dem analyti-
schen Ergebnis (2.39) erkennen.
Dieselbe Situation wird nun noch ein zweites Mal betrachtet, wobei aber der
Stofiterm in den driftkinetischen Variablen v und v, ausgedriickt sei

%f(vnavl,t) = (—Z 8(?)1 [ {Awn}]

W; W

%ij avk[ ( wiwk) {Awl} + {Awu}])f(vw%t)

(2.40)

W1e bereits in den Erlduterungen zur Gleichung (1.48) gesagt, sind die Koor-

dinaten v, v, und v3 als Hilfskoordinaten fiir ein im Grunde zweidimensionales
Problem anzusehen. Dies wird beriicksichtigt durch die Wahl
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wy = v — Vg = v — Vg
Wy = Vy— VY =0 (2.41)

ws = v3—Vgz =0

und die Konstruktionsvorschriften:

— 0 20
Av; = il ={Aw)} At + il i/ V{Awfi} At m

V(v —v3)? + vl V(o — v9)2 + v}

(2 l 9
V0 —og)2 + 02V plaviiatm

Av, = oL {Aw)} At + oL V{Awi} At m

V(o1 — g2 + % V=) +d

0
’U“ ot vﬂ 1 9
+ {5 {Aw] } At v
\/(v” _ vg)z + ”i 2{ _L} 2

Avs = /3{Awl} At 73
(2.42)

Wieder sind die Grélen 74, 2 und 3 gauiverteilte Zufallszahlen, die fiir jeden
Zeitschritt gezogen werden. Nach jedem Zeitschritt werden v) und v, aktualisiert:

v“(t + At) = v“(t) + Avy
(2.43)

vi(t+AL) = 3/(vL(t) + Avy)? + (Avs)?

Die stationire Losung von (2.40) lautet

3/2
m m 02 mo
Js(v, L) (271_ ﬁ) exp{ 5 ﬂ(v” vg) }exp{ o ﬁv_,_} ( )

Die Ergebnisse fiir die Monte-Carlo-Simulation (verwendet wurden oben ange-
gebene Parameter) sind in den Abbildungen Abb.15 und Abb.16 zu sehen. Auch
hier sind wieder die analytische Lsung (2.44) und eine angepafite Gauf-Kurve
zum Vergleich eingezeichnet.
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(Abb.12) V,

0.267*
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0.0

(Abb.13) ; v,
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f(v) [s/m]

0.1™*

0.0

(Abb.14) Vv,

0.2e7*

0.0 :
-0.86° —.4g5 0.0 0.4E5 0.86°

v[m/s]

Abbildung 2.5: Resultate aus der Monte-Carlo-Simulation zur Lésung der Glei-
chung (2.34). Die durchgezogenen Linien stellen die berechnete Verteilungsfunk-
tion und die angepaBte GauB-Funktion dar, die punktierte die analytische Gauf-
Funktion (sie sind in dieser Aufldsung nicht mehr unterscheidbar). Die punktierte
senkrechte Linie markiert den theoretischen Mittelwert der Funktionen f,(v;).
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Abbildung 2.6: Resultate aus der Monte-Carlo-Simulation zur Lésung der Glei-
chung (2.40). Die durchgezogenen Linien stellen die berechnete Verteilungsfunk-
tion und die angepafite GauB-Funktion dar, die punktierte die analytische Gaufi-
Funktion (sie sind in dieser Aufldsung nicht mehr unterscheidbar). Die punktierte
senkrechte Linie markiert den theoretischen Mittelwert der Funktion fs(vy).
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Kapitel 3

Einbeziehung von
Teilchenerzeugungs- und
Teilchenvernichtungsprozessen in

das Modell

3.1 Vorbemerkungen

Ein realistisches Modell zur Untersuchung des Verhaltens von Verunreinigungsio-
nen in Tokamak-Randschichtplasmen erfordert neben einem Modell fiir den
Transport der Ionen die Beriicksichtigung von Teilchenumwandlungsprozessen
infolge Ionisation, Rekombination, Umladungsprozessen etc.. Derartige Prozesse
kénnen mit Hilfe der in Abschnitt 2.1 erwahnten Master-Gleichung beschrieben
werden. In diesem Kapitel soll gezeigt werden, wie das oben skizzierte Trans-
portmodell erweitert und der Monte-Carlo-Algorithmus entsprechend modifiziert
werden kann.

3.2 Master-Gleichung und Sprungprozesse

Die Master-Gleichung stellt einen Sonderfall (4; = 0; B;x = 0) der Gleichung
(2.9) dar:

ot

Die Bedeutung dieser Gleichung und insbesondere der Koeffizienten W (z|x, t)
wird deutlich, wenn die Gleichung (3.1) in erster Ordnung At (At =t —t) geldst

wird.

D oz tly, ) = [ [Wizle, p(e thy.¢) ~ Wizl plz by, )] do (3.)
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Wieder gelte die Anfangsbedingung:

p(z,tly,t) = 6(z — y) (3.2)
Es folgt fiir kleine At:

p(z,t + Atly, ) = 6(z — y) (1 ~ [Wialy, 1At da:) FW(zly,)At . (3.3)

Man sieht, daB8 die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Teilchen nach einer Zeit At
noch am Ort y zu finden ist (gegeben durch den Koeflizienten der Delta-Funktion
6(z—1y)), einen endlichen Wert besitzt. Der Anteil von Teilchen, die nicht am Ort
y verbleiben, ist durch die Grofle W(z|y,t) gegeben. Fiir den Erwartungswert
< z(t + At) > gilt damit:

<z(+At)> = /zp(z,t+At]y,t) dz
= /z&(z -y) (1 - /W(mly,t)At da:) dz +/zW(z|y,t)At dz

= y+ [(z - 9)W(ely,)Atde
(3.4)
Der zeitliche Verlauf der Zufallsvariablen setzt sich somit aus Stiicken zeitli-
cher Konstanz und sprunghaften Anderungen zusammen. Die Gleichung (3.4)
zeigt, daB W(z|y,t) als Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit fiir die
Anderung y — @ angesehen werden kann.
Obige Gleichungen gelten fiir den Fall einer kontinuierlichen Zufallsvariablen. Fiir
diskrete Zufallsvariablen gilt die Master-Gleichung in der Form!:

%P(n,tlnl,t') =3 [W(nlm,t)P(m,ﬂn’,t’) - W(m|n,t)P(n,t|n',t')]
(3.5)

1Die Benennung durch grofie Buchstaben P in den nichsten beiden Gleichungen soll verdeut-
lichen, daf8 bei diskreten Variablen die Wahrscheinlichkeitsdichte p durch die Wahrscheinlichkeit
P ersetzt werden mufl. Erwarungswerte sind jeweils auf folgende Weise definiert:

<R> = /R(w)p(w) dw

<R>

> Rw)P(w)
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Die approximative Losung fiir kleine At lautet:

P(n,t+Atln' 1) =6, (1 -3 W(m|n',t)At) +W(nln',t)At . (3.6)

Die Konstruktion der Pfade einer Zufallsvariablen X (¢) gemif der Master-
Gleichung (3.5) findet, wie im Monte-Carlo-Algorithmus fiir die Diffusionspro-
zesse, fur diskrete Zeitschritte At statt. Das Verfahren soll hier nur fiir diskrete
Zufallsvariablen erldutert werden.

Es sei m der Wert von X (¢) zum Zeitpunkt ¢. Mit Hilfe einer in [0, 1] gleichver-
teilten Zufallszahl ; wird entschieden, ob der Wert von X (¢) nach der Zeit At
geandert wird:

m < 1= W(n|m,t)At : Keine Anderung von X
(3.7)
m > 1= W(nlm,t)At :  Anderung von X

Wird hierbei fiir eine Anderung von X (t) entschieden, so wird eine zweite
in [0,1] gleichverteilte Zufallszahl 5, herangezogen, um zu entscheiden, welchen
Wert X (t) nach der Zeit At annimmt. Dazu wird eine kumulative Ubergangs-
wahrscheinlichkeit C; wie folgt definiert: Die méglichen Werte von X (¢t + At), die
ungleich m sind, seien mit einem Index ¢ durchnumeriert und mit n; bezeichnet.
Dann ist:

> W(ni|m,t)At

C; = &=t i=1,2,... 3.8
> W(ni|lm,t)At (38)

k
Die Summe im Nenner geht iiber alle méglichen Indizes £ = 1,2,... . Der

Wert von Cj ist gleich 0. Die Entscheidung im Falle n; > 1 — 3>, W(n|m, t)At
wird dann gemafl der Vorschrift: .

Ci—l < N2 < Ci — w(t + At) =N, (39)

getroffen.
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3.3 Verkniipfung der Diffusions- und Sprung-
prozesse des physikalischen Modells fiir die
Verunreinigungen

Die Ausfithrungen des letzten Abschnitts sollen nun auf die Ionisations- und Re-
kombinationsprozesse (und dhnlich geartete Prozesse) {ibertragen und in das in
Kapitel 1 beschriebene Transportmodell eingebettet werden, d. h. das Modell soll
auf verschiedene Ionisationsstufen der Teilchen und und die Mdglichkeit von La-
dungsénderungen erweitert werden. Die Sprungprozesse, die Uberginge zwischen
den lonisationsstufen verursachen, bestimmen die Gesamtzahl Nz(t) der vorhan-
denen Teilchen einer Spezies Z (Z = Ionisationsstufe) und damit die rdumliche
Dichte nz(=,t), die durch

ng(e,t) = / Nz(t) f2(z, v,1) dv (3.10)

gegeben ist. Die Verkniipfung der Sprungprozesse und der Transportprozesse
wird einfach dadurch erreicht, dal nicht mehr nur die auf 1 normierte Vertei-
lungsfunktion fz(,v,t) betrachtet wird, sondern auch ‘die Gesamtzahl Nz(¢).
N2z(t) soll dabei als Komponente des Erwartungswertes < IN(¢) > des Anzahl-
vektors IN(t) definiert sein, wobei die Komponenten Ny(t), N;i(t), Nz(t), ... fiir
die Anzahl von Teilchen im Ladungszustand Z = 0,1,2,... stehen. Es soll eine
Wahrscheinlichkeitsfunktion P(IN,t) existieren, so daf

< N(t)>=Y NP(N,1) (3.11)
N

gilt, und diese Funktion P(IV,t) soll einer Master-Gleichung gehorchen, die
die Ionisation, Rekombination etc. beschreibt.

%P(N,t) =S [W(N|M,t) P(M,t) - W(M|N,t) P(N,1t)]  (3.12)

M

Die Summationen in den Gleichungen (3.11) und (3.12) erstrecken sich {iber
alle méglichen Realisierungen der Vektoren N bzw. M, wobei unter Umstanden
noch Nebenbedingungen zu beriicksichtigen sind (wie z. B. 3_; Nz = const.). Die
Simulation der Trajektorien fiir den Transport muf} also durch eine Simulation
der Pfade fiir die Sprungprozesse erginzt werden, wozu der im letzten Abschnitt
beschriebene Algorithmus dient. Er findet Anwendung, indem eine grofe Zahl
von Simulationsteilchen iiber viele Zeitschritte At hinweg verfolgt wird und fir
jedes Teilchen bei jedem Zeitschritt entschieden wird, ob eine Ionisation oder
Rekombination (oder dhnliches) stattfindet.

36




Kapitel 4

Ein Monte-Carlo-Code fiir
numerische Anwendungen bei
TEXTOR-Plasmen

4.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel sollen numerische Anwendungen vorgestellt werden, die auf
den in den vorangehenden Kapiteln erliuterten Konzepten fuBen. Die prakti-
schen Rechnungen wurden mit Hilfe eines FORTRAN-Codes durchgefiihrt, bei
dessen Entwicklung man sich am DIVIMP-Code von P. C. Stangeby [9] orientier-
te. Details zum momentanen Status des Monte-Carlo-Codes und erste Resultate
fir TEXTOR-Randschicht-Plasmen bilden den Inhalt der nachsten Abschnitte.

4.2 Die Grundgleichungen fiir die Simulation

Der Monte-Carlo-Code, der in dieser Arbeit genutzt wurde, beinhaltet das Trans-
portmodell fiir die Verunreinigungsionen, das durch Gleichung (1.48) definiert ist.
Die Ionen werden durch eine grofie Zahl von Simulationsteilchen représentiert, fiir
die eine Startverteilung im Phasenraum als Input vorgegeben, oder vom Code —
durch Ausstreuen von Neutralteilchen und anschlieBender Verfolgung derselben
bis zur Ionisation — erzeugt wird.
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Die Bewegung der Ionen im Phasenraum wird durch Konstruktion der Tra-
jektorien gemaf folgender Vorschrift (siehe Abschnitte 1.4 und 2.4.3) simuliert®:

1 .
AR = (v”b + 57 B x B) At ++/D At # 7 (1)

0 0

U — g Yl — Vs

Av; = {Awy}z At + ViAwlz At 1
Jor— ooz N e A

vy 1 Ze
— \/— Aw? Y}z At 9+ — Eb At
V(o =02 + % plivtlz Bt mt o

VL v
Avy = . {Aw;}z At + J{Awi}z At 7
Jo— gl o= o

= vg)? +vi

0
’U“ — 'Uﬂ 1 9
+ iy Aw? } 7z At v
/('U” — vg)2 + ,vi 2{ _L} 2

Avs = /3{Aw2}z At v
(4.2)

Die Zahlen 7p,...,v3 sind gauBlverteilte Zufallszahlen mit Mittelwert 0 und
Varianz 1, die fiir jeden Zeitschritt gezogen werden. Der Index Z bezeichnet die
Ionisationsstufe der Verunreinigung.

Die Werte von v und v, werden nach jedem Zeitschritt aktualisiert,

L An dieser Stelle sei auf den wesentlichen Unterschied zwischen dem hier verwendeten Algo-
rithmus und der im DIVIMP-Code benutzten Simulationsmethode hingewiesen. Im DIVIMP-
Code wird nur die Parallelkomponente der Geschwindigkeit beriicksichtigt und die Konstruk-
tionsvorschriften fiir die Trajektorien lauten :

AR:'U“bAt-I- D, At # Yo

Z
Avy = {Duy}z At+, [{Auf}z Aty + = BbAt+ Fy At

Es wird also die E x B-Drift vernachlassigt und der Coulomb-Stoflterm nur in Teilen berticksich-
tigt. Zweiteres hat einen systematischen Fehler - insbesondere bei der Berechnung von Tempera-
turen — zur Folge. (Die Kraft Fj bezeichnet Temperaturgradientenkrifte, die im DIVIMP-Code
beriicksichtigt werden; auf sie soll nicht weiter eingegangen werden. Der hier verwendete Al-
gorithmus kann ebenfalls problemlos um solche geschwindigkeitsunabhéngigen Krifte erweitert
werden.)

38




v”(t + At) = v“(t) + Ay,
(4.3)

vi(t+ A1) = J(oL(t) + Avy)? + (Avs)?

Desweiteren wird bei jedem Zeitschritt mit Hilfe der in Abschnitt 3.2 erlduter-
ten Methode (siehe (3.7) und (3.8)) die Moglichkeit der Ionisation oder Rekombi-
nation berlicksichtigt, indem eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahl 7, gezogen
wird und nach der Vorschrift

m < nf<ov>% 4+ <ov>E At :  Ionisation oder Rekombination

m > nef<ov>% 4+ <ov>E At :  Weder Ionisation
noch Rekombination

(4.4)

entschieden wird, ob sich der Ladungszustand dndert, oder nicht (das Zeitin-

tervall At ist dabei so zu wahlen, dal die rechte Seite kleiner oder gleich 1 ist).

n. ist die Elektronendichte des Hintergrundplasmas und < ov >% und < ov >%

die Ionisations- bzw. Rekombinationsrate der Verunreinigung mit Ladung Z. Die

Gréflen < ov >% und < ov >% konnen aus empirischen Daten gewonnen oder

mit Hilfe von Naherungsformeln berechnet werden. In dieser Arbeit wurden die
folgenden Formeln [10] benutzt:

s a/Toexp {=b/T.}
= 4.5
< ov >7% 7o, (4.5)
< ov >E=dT7% + fiT™% % exp {—gi/T} (1 + hiexp {—35:/T}) (4.6)
Die Koeffizienten a;, b;, - -, j; sind Fit-Parameter fiir die jeweilige Teilchen-

spezies.

Fithrt obige Zufallsentscheidung zu einer Ladungsidnderung, so wird mit Hilfe
einer zweiten Zufallszahl 7, entschieden, ob eine Ionisation oder eine Rekombi-
nation stattfindet. '

< ov >?

— - Ionisation
<ov>7 +<ov>p

M2
(4.7)
<ov >1?

> A Rekombination
< oV >I + < ov >R

72
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4.3 Weitere Details zu den praktischen Rech-
nungen

Der beschriebene Simulations-Algorithmus zur Verfolgung der Teilchenbah-
nen soll nun genutzt werden, um fiir konkrete Szenarien in TEXTOR-
Randschichtplasmen Aufschlul zu geben iiber die Verteilung der Verunreini-
gungsionen. Betrachtet wird hierzu der Poloidalschnitt durch das TEXTOR-
Plasma. Das Rechengebiet umfaBt den AuBenbereich des Querschnitts (30 cm <
r < 50cm) und ist in 1084 Zellen aufgeteilt (sieche Abbildungen Abb.17 und
Abb.18). Fir jede Zelle werden konstante Werte fiir die Parameter des Hin-
tergrundplasmas (Temperatur, Dichte etc. ) und fiir das Magnetfeld angesetzt.
Die Daten fiir das Hintergrundplasma entstammen Rechnungen mit dem EB2-
EIRENE-Code [12] , der ein Fluid-Modell fiir die Hintergrundionen und die Elek-
tronen [13] mit einem kinetischen Neutralgas-Modell fiir die Neutralteilchen [14]
kombiniert. Der duflere Rand des Rechengebiets wird als Reaktorwand betrachtet.
Einzelne ausgesparte Zellen (siche Abbildung Abb.18) ndhern den ALT-Limiter
im TEXTOR-Reaktor an. Treffen die Ionen wahrend der Simulation auf eine sol-
che Begrenzung, so wird ein Sputtering simuliert, indem eine Zerstiubungsrate
Y mit Hilfe der Bohdansky-Formel [15] ermittelt und das Teilchen mit einem
Gewicht von Y wieder in das Plasma eingebracht wird.

Y(Eo, e = 0) = QsK™0(e) (1 - (%)/) (1- %) (4.8)

Hierin ist E, die Energie der auftreffenden Ionen und o« der Auftreffwinkel
(eine Variation der Sputterrate Y mit dem Winkel a wird vorlaufig nicht betrach-
tet). Desweiteren sind ¢ die reduzierte Energie und s57¢ der nukleare Bremsquer-
schnitt.

my ag, Ey
€= Eom—i-thZt e?2  Erp (4.9)
Mit der Masse m; und der Ladung Z; des Targetatoms.

0.5 In(1 + 1.2288¢)

KrC

- 4.10
() € +0.1728 /¢ 4 0.008 £0-1504 (4.10)

SchlieBlich ist ay, die Lindhard- Abschirmlange

ag, = 0.4685 (Z%/® + Z2/*)~1/2 & (4.11)

und @ und Ey;, sind Fit-Parameter zur Anpassung an experimentelle Daten.
Der innere Rand des Rechengebiets grenzt an das Kernplasma, das aus Griinden
der Reduzierung des Rechenaufwands ausgespart wurde. Trifft ein Simulations-
teilchen auf diese Begrenzung, so wird es reflektiert. Dieses Vorgehen soll bertick-
sichtigen, daB fortwihrend Teilchen aus dem Kernplasma heraustreten und be-
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deutet, daf8 die radialen Fliifie von Verunreinigungsteilchen am inneren Rand des
Rechengebiets nach innen und nach auflen gleich grof sind.

Die Auswertung der Simulation erfolgt {iber das Auszihlen der Teilchen der ver-
schiedenen Ionisationsstufen in den Zellen des Rechengitters. Nach Division durch
die Zellenvolumina? liefert dies sofort die (relative) raumliche Dichteverteilung der
Teilchen. Diese kann auf absolute Werte umgerechnet werden, indem mit einem
Skalierungsfaktor multipliziert wird, der angibt, wieviele reale Teilchen von ei-
nem Simulationsteilchen repréasentiert werden (Dieser Skalierungsfaktor ist dem
Mechanismus, mit dem die Verunreinigungen ins Plasma gelangen, entsprechend
zu wihlen). Auflerdem kénnen durch gewichtete Zahlungen der Teilchen integra-
le Grélen wie mittlere Geschwindigkeit, Temperatur etc. ermittelt werden, ohne
zunachst die Verteilungsfunktionen zu berechnen. v
Die Auswertung der Teilchenverteilung kann zum einen nur fiir eine bestimmte
Zeit t erfolgen, was der Berechnung der Funktionen Nz(t)fz(z, v,t) gleichkommt,
oder fiir jeden Zeitschritt At (die Summation der Einzelresultate liefert dann eine
kumulative (zeitintegrierte) Verteilungsfunktion). Die zweite Auswertungmetho-
de ergibt (nach geeigneter Normierung) eine Verteilungsfunktion, die, statt ein-
malig ausgestreuter Teilchen, fortwahrend injizierende Quellen beschreibt. Diese
Auswertungsart wurde meistens verwendet, da dies der physikalischen Realitét
ndherkommt. Hierbei ist es jedoch erforderlich, die Simulationsteilchen bis zu ih-
rem Verschwinden zu verfolgen, da ansonsten die physikalische Bedeutung der
kumulativen Verteilungsfunktion nicht sinnvoll definiert ist.

2Hierbei ist zu bemerken, daf die momentane Struktur des Monte-Carlo-Codes und auch
des oben beschriebenen Simulationsalgorithmus in keiner Weise die Besonderheiten einer Torus-
Geometrie beriicksichtigt. Infolgedessen beziehen sich die Ergebnisse auf einen Zylinder, womit
z. B. die sogenannten neoklassischen Effekte aus dem Modell herausfallen.
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Abbildung 4.1: TEXTOR-Rechengeometrie fiir die \onte-Carlo-Simulationen
(Poloidalschnitt durch den Torus).

42




Il

'd

(Abb.18)

ie flir die Monte-
Abbildung 4.2: Ausschnitt aus der TEXTOR—Rechengtiometrnj fur,\i];.Li;?t,er
‘Carlo—Simoulationen. Die schwarz eingefarbten Zellen néhern den :
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4.4 FErste Resultate fiir Kohlenstoff-Verunreini-
gungen

Die Abbildungen Abb.20 — Abb.23 zeigen die Dichte, Elektronentemperatur,
Deuteriumionentemperatur und die Stréomungsgeschwidigkeiten aus einer B2-
EIRENE-Rechnung fiir ein ohmsch geheiztes Plasma im TEXTOR-Reaktor. Die-
se Daten definierten den Plasma-Hintergrund fiir Monte-Carlo-Rechnungen zur
Bestimmung der Dichte- und Temperaturverteilung von Kohlenstoffionen, die auf-
grund der physikalischen Zerstaubung des ALT-Limiters im Plasma vorhanden
sind (Deuteriumionen schlagen Kohlenstoffatome aus dem ALT-Limiter, welche
anschliefend ionisiert werden). In diesen ersten Modell-Rechnungen wurde das
elektrische Feld E zunachst vernachlissigt (E = 0), um die Diskussion iber-
sichtlich zu halten. Damit wird also (siehe die Gleichungen (4.1) und (4.2)) ei-
ne Situation betrachtet, in der die Kohlenstoffionen sich unter der Wirkung der
Coulomb-Sté8e mit den Deuteriumionen und einer anomalen Diffusion in radialer
Richtung bewegen. Der Diffusionskoeffizient fiir den anomalen Transport wurde
zu D) = 0.5m?%s~! gewéhlt. Ein Selfsputtering wurde vorldufig ausgespart. Die
Quellverteilung der Kohlenstoffatome wurde durch ein Ausstreuen von Neutral-
teilchen aus den Seitenflichen des ALT-Limiters erzeugt (Thompson-Verteilung
bzgl. Energie und Kosinus-Verteilung bzgl. Ausstreuwinkel).

Die Dichten der einzelnen Kohlenstoffionenspezies sind in den Abbildungen
Abb.24 - Abb.29 dargestellt. Sie zeigen die experimentell bestitigte Lokalisierung
der niedrigen Ladungsstufen C*t, C?* und C®* in der Nihe des ALT-Limiters
und die rdumlich ausgedehnte Verteilung der Spezies C**, C** und C®*. Dieses
Ergebnis spiegelt die hohe Ionisationswahrscheinlichkeit wider, die von den hohen
Elektronentemperaturen im Plasma herriihrt und dazu fiihrt, daff die Kohlenstof-
fionen niedriger Ladungsstufe sehr kurzlebig sind. Diese Kurzlebigkeit schlagt sich
auch in den Resultaten fiir die Temperaturen der einzelnen lonenspezies nieder,
die in den Abbildungen Abb.30 — Abb.35 zu sehen sind. die C**-, C?+- und C3+-
Ionen besitzen eine Temperatur weit unter der der Hintergrundionen, von denen
sie iiber Coulomb-Stéf8e Energie aufnehmen. Erst ab der Ladungsstufe C*t ist
eine Thermalisierung eingetreten, da die hohen Ladungsstufen iber ausreichen-
de Zeit hinweg Energie aufnehmen kénnen. Die Temperaturprofile der Spezies.
C**, C3* und C°®* lassen infolgedessen das Profil der D*-Temperatur erkennen
(daB die D*-Temperatur in einzelnen Zellen des Simulationsgebiets iiberschritten
wird, hat seine Ursache in statistischen Ungenauigkeiten in den Bereichen nied-
riger Dichte, die einer verfeinerten numerischen Handhabung bediirften, da sich
hierhin auch nur eine statistisch nicht mehr reprisentative Zahl von Simulations-
teilchen , verirrt“).

Abschliefiend sollen die Resultate der Monte-Carlo-Rechnung mit einem experi-
mentellen Ergebnis aus CX-Spektrokopie-Messungen mit Li’-Strahlen verglichen
werden, die es erméglichten, absolute Dichten der Spezies C**, C®* und C®*
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zu bestimmen. Die Abbildung Abb.36 zeigt die Meflergebnisse fiir die duflere
Mittelebene des TEXTOR-Torus und Abb.37 die fiir diesen Bereich berechne-
ten Dichten. Man erkennt eine grobe Ubereinstimmung zwischen den berechne-
ten und den gemessenen Dichten in ihrem qualitativen Verlauf. Die berechneten
Dichten weisen eine im Verhéltnis héhere Dichte der Dichte der C%*-Ionen auf
und die Maxima der C**- und C®*-Profile liegen um ca. 3-4 cm weiter auen
als die Maxima der experimentellen Kurven. Eventuell wurden in der Simula-
tion zu hohe lonisationswahrscheinlichkeiten angesetzt, die dazu fithrten, daf8
sich' die niedrigen Ladungsstufen nicht allzu weit in das Plasmazentrum hinein
bewegen konnten. Méglicherweise entsprach auch der Plasmahintergrund nicht
dem betreffenden Experiment oder es mangelt dem theoretischen Modell an ei-
nem gewissen Transportmechanismus, der eine Bewegung der Ionen ins Zentrum
verursacht. Die augenfilligste Diskrepanz zwischen der Theorie und dem Expe-
riment ist aber in der unterschiedlichen Gréfilenordnung der Dichten zu sehen,
~ die bis zu einem Faktor 10 voneinander abweichen. Diese Dikrepanz ist in erster
Linie mit der Unsicherheit des Skalierungsfaktors fiir die berechneten Dichten zu
erklaren. Er leitet sich ab aus der Annahme, dal das Sputtern am ALT-Limiter
durch Deuteriumionen die einzige Quelle fiir Kohlenstoffverunreinigungen dar-
stellt. Andere mogliche Quellen wéren das Selfsputtering oder die Reaktorwande.
Inwieweit tieferliegende Méangel des Modells fiir die Unterschiede zwischen theore-
tischen und experimentellen Resultaten verantwortlich sind, soll anhand weiterer
Modellrechnungen unter Einbeziehung der elektrischen Felder und Vergleich mit
umfassenderen experimentellen Ergebnissen aus bolometrischen Messungen an
TEXTOR untersucht werden.
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Abbildung 4.3: Zusammenhang zwischen dem TEXTOR-Rechengitter und dem
dquidistanten X-Y-Gitter der dreidimensionalen Darstellungen.
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Abbildung 4.4: Elektronen- und Ionentemperatur des Hintergrundplasmas aus

B2-EIRENE-Rechnung.
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Abbildung 4.5: Dichte- und Geschwindigkeitsprofil des Hintergrundplasmas aus

B2-EIRENE-Rechnung.
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Abbildung 4.6: Dichteprofile der Kohlenstoffionen aus der Monte-Carlo-

Rechnung.
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Abbildung 4.7: Dichteprofile der Kohlenstoffionen aus der Monte-Carlo-
Rechnung.
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Abbildung 4.8: Dichteprofile der Kohlenstoffionen aus der Monte-Carlo-
Rechnung.
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Abbildung 4.9: Temperaturprofile der Kohlenstoffionen aus der Monte-Carlo-
Rechnung.
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Abbildung 4.10: Temperaturprofile der Kohlenstoffionen aus der Monte-Carlo-
Rechnung. .
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Abbildung 4.11: Temperaturprofile der Kohlenstoffionen aus der Monte-Carlo-

Rechnung.
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Abbildung 4.12: Experimentell ermittelte Dichteprofile fiir Kohlenstoffionen.
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Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde gezeigt unter welchen Annahmen der Verunreinigungstransport in
Plasmen im Rahmen der kinetischen Theorie durch eine einzelne lineare kineti-
sche Gleichung vom Fokker-Planck-Typ beschrieben werden kann. Die Entkoppe-
lung einer Gleichung fiir die Verunreinigungsionen wurde durch die Testteilchen-
Naherung méglich. Dabei wird davon ausgegangen, dafl die Verteilungsfunktion
des Plasma-Hintergrundes nicht durch die Anwesenheit der Verunreinigungsionen
gestort wird. Die Verteilung der Hintergrundteilchen jedoch beeinflufit die zeitli-
che Entwicklung der Verteilungsfunktion der Verunreinigungen durch Coulomb-
StéBe. Mit der Annahme von verschobenen Maxwell-Verteilungen fiir die Ver-
teilungsfunktionen der Hintergrundteilchen (Fluid-Beschreibung), 148t sich der
Coulomb-Stofiterm fiir die Wechselwirkung zwischen Verunreinigungen und Hin-
tergrund in analytischer Form angeben. Die Linearitidt der kinetischen Glei-
chung fiir die Testteilchen wird durch die Vernachlassigung der Selbstwechsel-
wirkung der Testteilchen untereinander erreicht. Kinetische Gleichungen vom
Fokker-Planck-Typ konnten fiir allgemeine Phasenraumkoordinaten (#,v) und
driftkinetische Variablen (R,v),v.) hergeleitet werden. In Phasenraumkoordina-
ten war dies trotz Einbeziehung allgemeiner elektromagnetischer Krifte im Plas-
ma problemlos méglich. Bei Verwendung der driftkinetischen Naherung konnte
eine Fokker-Planck-Gleichung nur durch Vernachldssigung diverser Kraft-Terme
abgeleitet werden, jedoch konnte der Coulomb-StoBterm fiir praktisch relevante
Falle exakt transformiert werden.

Zur Losung solcher kinetischen Gleichungen vom Fokker-Planck-Typ wurde ein
Monte-Carlo-Algorithmus diskutiert. Er 188t sich streng aus der Theorie sto-
chastischer Prozesse ableiten und stellt eine exakte Ldsungsmethode fiir be-
liebige Fokker-Planck-Gleichungen dar. Um dies zu iiberpriifen und die Lei-
stungsfahigkeit der Methode zu testen, wurden exakte analytische Ldsungen
einfacher Diffusionsprozesse numerisch reproduziert (Ornstein-Uhlenbeck-Proze8,
Kramer-Gleichung, Coulomb-Stofiprozesse). Die Testrechnungen fiir Coulomb-
Stofiprozesse zeigten, dafl der Algorithmus das korrekte Thermalisierungsverhal-
ten (im Grenzfall der linearen Testteilchen-Naherung) sowohl fiir den dreidimen-
sionalen Coulomb-StoBoperator als auch fiir den StoBoperator in driftkinetischen
Variablen wiedergibt.

Eine Erweiterung des Monte-Carlo-Algorithmus um Sprungprozesse, die die Ge-
samtzahl der Simulationsteilchen einer bestimmten Ioniationsstufe stochastischen
Schwankungen unterwerfen, 148t die Einbeziehung von Ionisation, Rekombinati-
on, Sputtering und ahnlichen Prozessen in die Verunreinigungssimulation zu. Ein
FORTRAN-Code wurde entwickelt, der auf der beschriebenen Methode beruht
und geeignet ist, den Verunreinigungstransport in komplexer Geometrie zu un-
tersuchen. Unter Vernachldssigung elektrischer Felder im Plasma wurden erste
praktische Rechnungen fiir TEXTOR-Randschicht-Plasmen unternommen. Un-
tersucht wurden die Dichte- und Temperaturprofile von Kohlenstoffionen vor ei-




- nem Plasma-Hintergrund, der durch Resultate aus EB2-EIRENE-Rechnungen ge-

geben war. Die Ergebnisse zeigten, daB die Anwendung der Monte-Carlo-Methode
insbesondere fiir die niedrigen Ladungszustinde C'* und C** wichtig ist, da ihre
Kurzlebigkeit infolge schneller Ionisation eine vollstindige Thermalisierung ver-
hindert. Die korrekte Berechnung der Temperatur (thermische Energie) dieser
Teilchenspezies stellt fiir andere Methoden, wie z. B. Fluid-Modellierung, ein
Problem dar, da nicht nur fiir eine Thermalisierung, sondern auch fiir eine Max-
wellisierung die Lebensdauer und Strofifrequenz nicht ausreichen. Dafl die Profile
der Kohlenstoffionen qualitativ eine korrekte Tendenz wiedergeben, jedoch eine
um eine GréBenordung zu niedrige Dichte aufweisen, 148t vermuten, daB eine we-
sentliche Teilchenquelle vernachlissigt wurde (evtl. Selfsputtering oder chemische
Zerstaubung).
Neben dem Vorzug der korrekten Behandlung der Thermalisierungprozesse weist
der Monte-Carlo-Algorithmus die Méglichkeit auf, problemlos komplizierte Rand-
bedingungen und Quellverteilungen zu beriicksichtigen. Als wesentlicher Nachteil
der Methode ist die Vernachlassigung der Riickwirkung auf das Hintergrund-
Plasma und der Selbstwechselwirkung zu nennen. Diese Méngel sollen in kiinfti-
gen Arbeiten mit Hilfe verbesserter Methoden diskutiert und behoben werden.
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