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1. EINLEITUNG

Die spontane Entstehung geordneter Strukturen von verwirrender Vielfalt aus ei-
nem homogenen Ausgangszustand ist von fundamentalem Interesse. Dieser Prozefl
der Selbstorganisation vom Niederen zum Héheren fillt am meisten in der biologi-
schen Evolution ins Auge, kommt aber auch in einfacheren physikalischen Systemen
vor. Das gibt uns die Moglichkeit, die grundlegenden Mechanismen der Strukturbil-
dung zun#chst an weniger komplexen Systemen zu untersuchen, deren Grundglei-
chungen wir kennen und die einer mathematischen und experimentellen Behandlung
zugénglich sind.

Die Nichtlinearitit dieser Gleichungen bildet eine notwendige Voraussetzung fiir
das Auftreten komplexer Strukturen. Andererseits ist sie auch das Haupthindernis
bei der Untersuchung, da die mathematischen Werkzeuge dazu bei weitem nicht
so leistungsfihig sind wie die linearen Methoden. Erst die Verfiigbarkeit schneller
Computer erlaubt tiefere Einsichten in das volle nichtlineare Verhalten und gibt
wesentliche Impulse fiir die analytische Behandlung [1]. Die Computersimulation
nimmt daher einen Grofiteil dieser Arbeit ein.

Eines der dltesten wissenschaftlich untersuchten Systeme dieser Art ist die Muster-
bildung beim Kristallwachstum: Bereits 1611 versuchte Kepler [2], die Form von
Schneeflocken zu verstehen. Die Faszination fiir diese Strukturen hat bis heute an-
gehalten, wobei man sich jedoch auf ein etwas einfacheres System konzentriert —
die Erstarrung einer unterkiihlten Schmelze oder iiberséttigten Losung (siehe Uber-
sichtsartikel [3, 4, 5, 6]). Die dort wachsenden Kristalle sehen Schneeflocken teilweise
sehr dhnlich. Sie besitzen eine baumartige Struktur mit parabolischen Spitzen und
Seitendsten. Diese dendritische Erstarrungsform ist typisch fiir Metallschmelzen. Thr
Versténdnis ist daher auch von technologischem Interesse, da die Art der Erstarrung
die Materialeigenschaften des erzeugten Werkstoffs wesentlich beeinflufit.

Das wesentliche Merkmal dieser Art von Wachstumsprozessen ist, daf} es durch den
langreichweitigen Transport einer erhaltenen Griofle (Energie oder Material) domi-
niert wird. Ohne den Transport z.B. von freiwerdender Erstarrungswirme oder aus-
geschiedenen Verunreinigungen kéime das Wachstum zum Stillstand. Dieser Trans-
port, der typischerweise durch Diffusion erfolgt, verlduft in unserem Fall wesentlich
langsamer als die schnellen mikroskopischen Prozesse der Phasenumwandlung, deren
Details daher irrelevant fiir den fundamentalen Wachstumsmechanismus sind. Der
entstehende Kristall ist dann mikroskopisch rauh und makroskopisch rund. Das er-
laubt, makroskopische Kontinuumsmodelle fiir die mathematische Beschreibung zu



benutzen. Die Bedeutung dieses diffusionsbestimmten Wachstums geht damit weit
iiber das Kristallwachstum hinaus. Zum Beispiel wachsen Bakterienkolonien auf die-
se Weise, da ihr Wachstum durch den Antransport von neuer Nahrung oder durch
den Abtransport schidlicher Ausscheidungen bestimmt ist.

Die Theorie der Keimbildung

Der Einfachheit halber wird im folgenden nur die Terminologie des Kristallwachs-
tums und dabei meistens die des sogenannten thermischen Modells verwendet, in
dem es um die Erstarrung einer unterkiihlten Schmelze geht. Das ist ein Pha-
seniibergang erster Ordnung, so dafl die Bildung der neuen stabilen Phase iiber
die Entstehung eines kritischen Keims verlduft, der dann auf Kosten der instabilen
Phase wichst. Die Theorie der Nukleation eines solchen Keims aus einer homogenen
metastabilen Phase entstand im wesentlichen in den 30er Jahren [7, 8, 9]. Seit den
60er Jahren ist bekannt, daB ein solcher wachsender Keim bei Uberschreiten eines
bestimmten Radius instabil wird. Seine Oberfliche beginnt sich fein aufzufichern.
Diese Mullins-Sekerka-Instabilitét [10] bildet den Startpunkt einer komplexen Mu-
sterbildung. Sie resultiert aus dem Wettkampf zwischen der makroskopischen De-
stabilisierung durch die Diffusion und der mikroskopischen Stabilisierung durch die
Oberflichenspannung.

Welche Muster bilden sich nun nach langer Zeit aus einem solchen Keim und wie
kann man sie anhand ihrer Lingen- und Zeitskalen, ihrer fraktalen Dimension usw.
charakterisieren? Das war eine offene Frage bis in die 90er Jahre, konnte aber in die-
ser Arbeit zumindest in zwei Dimensionen im wesentlichen geldst werden. Bei der
Diskussion dieser Probleme nutzt man die Darwinschen Begriffe der Selekiion und
des Wettbewerbs der verschiedenen Wachstumsmoden. In unserem Fall erfolgt die
Selektion meistens durch die Geschwindigkeit: Die schnellere Morphologie wird die
andere einfach iiberholen und so das weitere Wachstum dominieren. Man versucht,
diese Muster in einem Morphologie-Diagramm, analog einem Phasendiagramm, an-
zuordnen und die Uberginge zwischen den ”Phasen” zu klassifizieren. Die relevanten
Parameter in diesem Diagramm sind die Unterkiihlung als die treibende Kraft und
die Anisotropie der Oberflichenspannung.

Dendriten sind das bekannteste Beispiel einer solchen Morphologie. Die Frage, wie
ein stationdrer nadelférmiger Kristall bei einer gegebenen Unterkiihlung eine ein-
deutige Geschwindigkeit und geometrische Form selektiert, hat eine befriedigende
Antwort gefunden [11, 12, 13]. Dabei zeigte sich, dafl Dendriten nur bei einer nicht-
verschwindenden Anisotropie existieren konnen [14, 15]. Dieses Resultat und die zu
seiner Herleitung verwendete singulire Stérungstheorie sind von zentraler Bedeu-
tung fiir dieses Gebiet der Strukturbildung, so dafl die Grundziige dieser Theorie im
Abschnitt 2.3. vorgestellt werden. Das Selektionskriterium und die daraus folgen-
den Skalengesetze konnten auch in Anwesenheit von Seitenésten sehr gut numerisch
best#tigt werden [16, 17, 18].
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Das Stefan—Problem

Die mathematische Formulierung dieses Wachstums im Rahmen eines thermody-
namischen Modells heiflt Stefan—Problem [19] und ist der klassische Fall des so-
genannten Moving—Boundary—Problems. Die Ausbreitung der freigesetzten latenten
Wiérme wird darin durch die Diffusionsgleichung beschrieben. Die meisten Rechnun-
gen dieser Arbeit wurden im sogenannten einsestigen Modell durchgefiihrt, welches
die Diffusion im Festkérper vernachléssigt.

Die Randbedingungen an der fest-fliissig Phasengrenze folgen aus der Annahme
lokalen thermischen Gleichgewichts und der Massen- bzw. Energieerhaltung. Ob-
wohl die grundlegende Gleichung linear ist, ist das ein stark nichtlineares Problem
aufgrund der Randbedingungen auf einem bewegten Rand. Das sieht man explizit
bei der Herleitung der Bewegungsgleichung der Phasengrenze, einer nichtlinearen
Integro-Differentialgleichung, die die retardierten und nichtlokalen Wechselwirkun-
gen zwischen den Punkten der Phasengrenze beschreibt. Eine analytische Behand-
lung dieser Gleichung ist schwierig und nur in Spezialfillen moglich. Im allgemeinen
Fall ist man daher auf die Computersimulation angewiesen.

In dieser Arbeit wurde das zur Zeit effizienteste numerische Verfahren zur Simulation
des Stefan—Problems in zwei Dimensionen entwickelt, das keine Annahmen iiber die
Form der Losung bendtigt und die volle Dynamik der Diffusionsgleichung erfafit, d.h.
ohne guasistationdre Naherung. Diese Methode entstand aus der Frage, was nach
langer Zeit aus einem kritischen Keim unter véllig isotropen Wachstumsbedingungen
wird. Das war bisher noch véllig unklar, denn die bekannteste Wachstumsform, der
freie Dendrit, existiert nur bei anisotroper Oberflichenspannung. Andererseits war
bekannt, dafl eine ebene Phasengrenze nahe dem Gleichgewicht nicht mit konstanter
Geschwindigkeit propagieren kann. Es stellte sich dann die Frage, ob das durch eine
Auffaltung der Phasengrenze méglich wird.

Computersimulation eines kontinuierlichen, isotropen Systems:
Wie macht man das?

Die Anforderungen an das Verfahren waren daher, daB8 es keinerlei kiinstliche nu-
merische Anisotropie einfiihrt und instationdren Strukturen mit vollig irregulérer
Geometrie folgen kann. Aufgrund dieser komplexen Geometrie schien es wenig rat-
sam, bei der Diskretisierung des Diffusionsfeldes irgendwelche Riicksichten auf diese
zu nehmen, im Gegensatz z.B. zur Finite-Elemente Methode [20]. Das Diffusionsfeld
wurde daher auf einem quadratischen Gitter diskretisiert, so dafl das Programm gut
fiir Vektor- und Parallelrechner geeignet ist. Das zentrale Problem aller Algorith-
men, die das Diffusionsfeld explizit behandeln, zeigt sich dabei allerdings besonders
deutlich: Die Diskretisierung des Feldes induziert hier eine starke numerische Aniso-
tropie. Die Idee zur kontrollierten Reduzierung dieser kiinstlichen Anisotropie war,
statt auf nur einem Gitter auf einem Stapel von mehreren gegeneinander gedrehten
Gittern (2 oder 4) zu rechnen und so die Anisotropie auszumitteln. Diese Metho-
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de wurde ausgiebig getestet und erwies sich trotz des erhéhten Aufwands als sehr
effektiv [21].

Seetang und Dendriten

Die Theorie von Brener et al [22] liefert Vorhersagen, in welchem Bereich des Mor-
phologie-Diagramms sich interessante, neue Strukturen befinden koénnten, die dann
mittels des dynamischen Algorithmus gesucht wurden. Bei kleiner Unterkiihlung
und verschwindender Anisotropie konnte damit die Existenz der fraktalen Seetang-
Struktur bestatigt werden, die innerhalb eines bestimmten Lingenbereichs fraktal
ist und deren Einhiillende sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt [18, 21]. Die
iiberraschendste Entdeckung war allerdings, dal bei hoher Unterkiihlung und klei-
ner oder sogar verschwindender Anisotropie eine neue stabile stationire Struktur
— das Doublon — existiert. Es kommt in Parameterbereichen vor, in denen auch
stabile Dendriten existieren, ist aber schneller als diese. Diese Struktur besteht aus
einem Paar asymmetrischer fingerdhnlicher Kristalle, die sich gegenseitig stabili-
sieren und eine feste Einheit bilden. Ein einzelner asymmetrischer Finger wurde
bereits friiher in einem engen Kanal mit wirmeundurchlissigen Wéinden mit Hilfe
der Greensfunktionsmethode gefunden [23]. Seine Relevanz fiir das ausgedehnte Sy-
stem zeigte sich allerdings erst in Simulationen mit dem dynamischen Verfahren in
breiteren Kanélen. Dort erwies sich die Form, die Geschwindigkeit und der Abstand
des Fingers zu einer der reflektierenden Wénde als unabhéngig von der Kanalbreite.

Simulationen mit periodischen Randbedingungen in lateraler Richtung, d.h. ohne
kiinstliche Wéande, erlaubten dann den numerischen "Existenzbeweis” eines sta-
tiondren, stabilen Doublons. Einen solchen kooperativen Effekt hatte niemand in
diesem System vermutet, das vom Kampf um herandiffundierendes Material oder
Abtransport von Abfillen (z.B. latente Wirme) geprigt ist. Die Bausteine der in die-
sem Parameterbereich vorhergesagten kompakten Seetang-Morphologie sind damit
schwach wechselwirkende Doublonen.

Das Doublon: Ein zweidimensionales Soliton

Die Doublon-Lésung wurde im Rahmen dieser Arbeit entdeckt. Daher widmet sich
der Hauptteil dieser Arbeit diesem Phénomen. Insbesondere wird die Koexistenz
stabiler Doublonen und Dendriten bei denselben Parametern gezeigt, wobei das
Doublon wesentlich schneller wichst als der Dendrit. Das deutet stark auf einen
diskontinuierlichen Nichtgleichgewichtsiibergang zwischen beiden Morphologien hin.
Dieser Ubergang von Dendriten zu Doublonen wurde in einem engen Kanal unter
Veringerung der Anisotropie untersucht und erwies sich in der Tat als von 1. Ordnung
mit metastabilen Zusténden.

Es ist naheliegend, Doublonen auch in verwandten Systemen zu vermuten, in denen
Dendriten vorkommen, wie z.B. in der gerichteten Erstarrung einer biniren Legie-
rung in einem Temperaturgradienten. Der wachstumsbegrenzende Prozef} ist hier
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die Diffusion der gelosten Komponente. Im Grenzfall eines verschwindenden Tem-
peraturgradienten unterscheidet sich dieses System vom bisher betrachteten freien
Wachstum nur dadurch, dafl die Geschwindigkeit einer Struktur vorgegeben wird
und sich das System die geeignete Unterkiihlung selbst sucht, umgekehrt zum frei-
en Wachstum. An diesem System lassen sich leichter Experimente durchfiihren, so
daf} sich Kapitel 8 mit Simulationen dazu befafit. Diese dienten in Zusammenarbeit
mit einer experimentellen Gruppe dazu, Doublonen bei der Erstarrung eines diinnen
Films aus C Br4 dotiert mit 8%C,Clg experimentell zu identifizieren [24].

Stochastisches und deterministisches Chaos

Die Frage, wie Doublonen iiberhaupt aus einer anfénglich flachen Phasengrenze her-
aus entstehen, wurde nun auch mit analytischen Methoden angegangen. Dazu wurde
die Diffusionsgleichung um einen kleinen Relaxationsterm erweitert, der die Ener-
gieerhaltung verletzt. Dieser Term hat zwar einen physikalischen Sinn (er beschreibt
den Warmverlust aufgrund ungeniigender Isolierung), dient aber hauptsichlich dazu,
eine schwach nichtlineare Analyse der Grenzfliche zu erméglichen. Bei hinreichend
starker Relaxation wird eine ebene Phasengrenze stabil gegen Stérungen aller Wel-
lenléngen. Fiir Parameter in der N&he dieser absoluten Stabilitdt separieren die Zeit-
und Léngenskalen des Problems, so dafl sich die Bewegungsgleichung der Phasen-
grenze auf eine lokale Gleichung reduziert, die mittels einer multiplen Skalenanalyse
abgeleitet werden kann.

Diese nichtlineare Differentialgleichung stellt eine Kombination zwischen der Kura-
moto-Sivashinsky Gleichung und einer komplizierten Gleichung dar, die aus der
gerichteten Erstarrung bekannt ist [25]. Diese Gleichungen liefern chaotische Losun-
gen in rdumlich ausgedehnten Systemen [26]. Ihre Analyse ergab, daf} ihre Giiltigkeit
durch nichtlineare Terme hoherer Ordnung stark eingeschrénkt ist, die zur Ausbil-
dung tiefer Locher in einer anfénglich flachen Interface fiihren. Diese werden als die
”Geburt” eines Doublons interpretiert. Bei Erhohung der Relaxation erfolgt daher
ein Ubergang der kompakten Seetang-Morphologie, die aus Doublonen besteht, zu
einer chaotischen Morphologie, die durch die lokale Gleichung beschrieben wird. Bei
einer weiteren Erh6hung erfolgt schliefllich die absolute Stabilisierung der Phasen-
grenze, deren Verhalten durch die KPZ-Gleichung (ohne Rauschterm) [27] gegeben
ist.

Da Dendriten nach wie vor die am hiufigsten vorkommenden Strukturen sind, wurde
ihre Stabilitit gegen Rauschen untersucht. Auf der Basis einer einfachen geometri-
schen Uberlegung konnte ihre lineare Stabilitét bei beliebiger Anisotropie und Un-
terkiihlung A < 1 bestétigt werden. Weiterhin wurde gezeigt, dal ein Schwellwert
fiir die Amplitude des Rauschens existiert, oberhalb dessen die Zerstérung der Den-
driten erfolgt. Je kleiner die Anisotropie wird, umso kleiner ist das zur Zerstorung
noétige Rauschen. Die nach der Zerstérung auftretende Struktur wurde simuliert.
Sie erwies sich als konsistent mit den vorhergesagten fraktalen Dendriten [22, 28].
Weitere numerische Untersuchungen beschéftigen sich mit dem Einfluf} kinetischer




Effekte im dendritischen Wachstum. Diese konnen unter bestimmten Bedingungen
mit dem Einfluf} der Oberflichenspannung konkurrieren und zu einer oszillatorischen
Instabilitdt des Dendriten fiihren.

Aufbau der Arbeit

Kapitel 2 fiihrt in die Grundlagen des diffusionsbestimmten Wachstums ein, gibt
das mathematische Standardmodell an, und stellt die verschiedenen Wachstums-
morphologien genauer vor. Anhand des Wachstums eines freien Dendriten wird
die Selektionstheorie auf der Grundlage der nichtlokalen Bewegungsgleichung der
Phasengrenze dargestellt.

In Kapitel 3 werden die beiden hier verwendeten Simulationsmethoden beschrieben,
wobei der Schwerpunkt auf der selbst entwickelten dynamischen Methode liegt. Die
quasistationire Greensfunktionsmethode wurde im wesentlichen nur zur Kontrolle
der Resultate im Bereich stationdrer Losungen genutzt.

Kapitel 4 beschiftigt sich mit der numerischen Charakterisierung der Doublonen,
die die Grundbausteine der kompakten Seetang-Struktur bilden. Weiterhin wird der
Ubergang von symmetrischen Strukturen zu asymmetrischen Strukturen in einem
engen Kanal unter Reduzierung der Anisotropie untersucht, sowie das dazugehori-
ge Analogon im freien System: Der Ubergang zwischen Dendriten und Doublonen.
Schliefllich wird die neueste theoretische Erkenntnis von Ben Amar und Brener [29)
zur Selektion der Doublonen vorgestellt.

In Kapitel 5 geht es um die lineare und nichtlineare Stabilitdt von Dendriten, die
unter starkem Rauschen in sogenannte fraktale Dendriten zerfallen. Dieser Vorgang
wird numerisch simuliert und im Rahmen einfacher geometrischer Uberlegungen
analytisch untersucht.

Kapitel 6 enth#lt numerische und analytische Untersuchungen zu einem modifizier-
ten Stefan-Problem, das einen Relaxationsterm in der Diffusionsgleichung enthélt.
Dieser ermoglicht eine lokale Beschreibung der Phasengrenze, die mittels einer multi-
plen Skalenanalyse hergeleitet wird. Die Giiltigkeit dieser Differentialgleichung wird
durch die Simulation des vollen Systems und anhand der Analyse von Termen hoher-
er Ordnung iiberpriift.

Kapitel 7 beschreibt die Erweiterung der dynamischen Methode durch kinetische
Effekte. Diese rufen zunéichst eine numerische Instabilitit hervor, die mit Hilfe einer
dynamischen Relaxation behoben wurde. In Abschnitt 7.2. werden die Resultate fiir
dendritisches Wachstum présentiert.

In Kapitel 8 erfolgt die Umstellung des dynamischen Verfahrens auf gerichtete Er-
starrung. Die Parameter der Simulationen wurden an spezielle Experimente ange-
pafit, so daf} ein sténdiger Vergleich mit diesen méglich war.

Kapitel 9 schildert eine andere Weiterentwicklung der numerischen Methode, hin
zur gleichzeitigen Diffusion verschiedener Spezies. In Abschnitt 9.1. wird zunéchst
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die Erweiterung des Programms auf Transport im Festkorper (zweiseitiges Modell)
durchgefiihrt und verschiedene numerische Tests wie das Wachstum von Dendriten
und Doublonen beschrieben. Kapitel 9.2 wendet sich dann der zweiten Ausbaustufe
zu, dem Hinzufiigen eines zweiten Diffusionsfeldes, das iiber die Randbedingungen
mit dem ersten gekoppelt ist.

Die Arbeit schlieBt mit einer Zusammenfassung und einem kurzen Ausblick in Ka-
pitel 10.
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2. FrREIES WACHSTUM

2.1. Qualitative Betrachtungen

Bei der folgenden Beschreibung des diffusionsbestimmten Wachstums wird die Ter-
minologie des sogenannten thermischen Modells verwendet. Das chemische Modell,
in dem es um die Kristallisation eines Salzes aus einer iiberséttigten wifirigen Losung
geht, fiihrt auf dieselbe mathematische Form.

Wir stellen uns zunéchst einen grofilen Behélter vor, in dem sich eine reine, global
unterkiihlte Schmelze und ein fester Kristallisationskeim aus demselben Material
befinden. Der Wirmetransport in der Schmelze soll nur durch Wirmediffusion und
nicht durch Konvektion erfolgen, was durch geeignete Versuchsbedingungen sicher-
gestellt werden kann.

Im folgenden betrachten wir eine ebene Phasengrenze. Die Schmelze an der Phasen-
grenze beginnt zu erstarren, wobei die entsprechende Erstarrungswirme frei wird.
Wenn beim Erstarren eines Volumenelements genau die Erstarrungswérme entsteht,
die benotigt wird, um dasselbe Element von der Temperatur der Schmelze T,,, auf die
Erstarrungstemperatur T, aufzuheizen, kann die ebene Phasengrenze mit konstan-
ter Geschwindigkeit wachsen. In diesem Fall soll die dimensionslose Unterkiihlung
A gleich Eins sein, d.h. wir definieren A wie folgt:
A — Tm - Too
Ljc

L ist die latente, ¢, die spezifische Warme pro Volumeneinheit.

Nun sei A < 1, d.h. beim Erstarren wird mehr Wirme frei, als zum Aufheizen des je-
weiligen Volumenelements nétig ist. Damit die iiberschiissige Wéarme den Festkérper
nicht wieder aufschmilzt und den Erstarrungsvorgang zum Erliegen bringt, muf} sie
durch Wérmediffusion abgefiihrt werden. Die mikroskopischen Vorgénge der Pha-
senumwandlung an der Oberfliche werden als sehr schnell auf der Zeitskala der
Diffusion angenommen, so dafl das Wachstum bei A < 1 von der Diffusion kontrol-
liert wird. Die ebene Phasengrenze wiirde in diesem Fall mit immer kleiner werdender
Geschwindigkeit wachsen, da sich immer mehr Wérme vor ihr anstaut.

Eine interessante Frage ist die nach der Stabilitdt dieser ebenen Grenzfliche, die
erstmalig von Mullins und Sekerka [10] untersucht wurde. Dazu stellen wir uns eine
kleine Beule in der Grenzfliche vor, die in die Schmelze hineinragt. Aufgrund der
grofieren Oberfliche kann die entstehende latente Warme wesentlich besser abflieflen

(2.1)
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als vorher, so daf diese Beule schneller wichst als der ebene Teil der Phasengrenze.
Eine Einbuchtung wiederum wiirde noch langsamer als die ebene Grenze wachsen,
da die Warme in ihr gefangen ist.

Die ebene Wachstumsfront ist also instabil. Sie wird sich stark zerkliiften, um die
Oberfliche zu maximieren. Dem wirkt wiederum die Oberflichenspannung entge-
gen, die iber den Gibbs-Thomson Effekt die Schmelztemparatur an den Beulen
verringert und an den Einbuchtungen vergrifiert.

Wenn man eine beliebige kleine Stérung der ebenen Grenzkurve annimmt und ihre
einzelnen Fourierkomponenten betrachtet, werden die Komponenten mit sehr klei-
ner Wellenléinge aufgrund des stabilisierenden Effekts der Oberflichenspannung
geddmpft. Bei sehr grofien Wellenldngen wird die Stérung verstirkt, wobei die
Verstérkung mit kleiner werdender Wellenldnge zunichst zunimmt. Folglich gibt
es ein Maximum der Verstdrkung bei einer bestimmten endlichen Wellenlinge. Im
Wechselspiel zwischen der makroskopischen treibenden Kraft, der Unterkiihlung,
und dem mikroskopischem Einfluf}, der Oberflichenspannung, wird sich die Ober-
fliche also auf einer charakteristischen Lingenskala auffichern. Diese morphologi-
sche Instabilitdt nennt man Mullins—Sekerka-Instabilitét.

Wenn die Storung zu einer bestimmten Grofle angewachsen ist, werden die einzelnen
Beulen bzw. Finger miteinander konkurrieren, da sie durch ihre Wirmeerzeugungen
iiber das Temperaturfeld in Wechselwirkung treten. Konkret denken wir uns dazu
zwei Finger A und B, die nahe nebeneinander wachsen. Die Warme, die A abgibt,
behindert das Wachstum von B und umgekehrt. Falls A geringfiigig schneller ist als
B, so gibt er mehr Wirme pro Zeiteinheit ab, so dafl B stirker behindert wird. Da
B jetzt noch langsamer wichst, gibt er weniger Warme ab, so dall A noch schneller
werden kann. Dieser Abschirmprozefl vergrébert die anfénglich feineren Strukturen
wieder®.

Die Wechselwirkung zwischen den Fingern ist eine abstofilende, so daf} es einen mi-
nimalen Fingerabstand gibt. Deshalb konnen in zwei Dimensionen und A < 1 auch
keine Blasen entstehen, in denen fliissiges Material eingeschlossen ist.

Die bekannteste Struktur, die sich schliefilich aus so einem Finger entwickeln kann,
ist der Dendrit (griechisch: dendron=Baum), der durch folgende Eigenschaften ge-
kennzeichnet ist:

1. Eine starke Verzweigung: Von einem Hauptstamm gehen in etwa gleichen
Absténden Seitenéiste bzw. -arme ab, die ihrerseits Ausgangspunkt neuer Aste sein
kénnen

2. Keine ”Astgabelungen” wie bei wirklichen Biumen. Jeder Ast wird von einer pa-
rabolischen Spitze angefiihrt, die eine unversinderliche Wachstumsrichtung vorgibt.

Astgabelungen, auch ”¢ip-splitting” genannt, sind fiir die sogenannte Seetang— oder
" dense—branching’-Struktur charakteristisch.

1Spiter wird bei der Diskussion der Doublonen gezeigt, daB es Effekte gibt, die diese Ab-
schirmung iiberkompensieren kénnen und zu einem stabilen Nebeneinander der beiden Finger
fiihren. '
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2.2. Grundgleichungen

Fiir eine quantitative Beschreibung bendtigen. wir die Bewegungsgleichungen des
Temperaturfeldes in Fliissigkeit und Festkorper. Das sind die folgenden Diffusions-
gleichungen:

%—f— = DV?*T  (Fliissigkeit) (2.2)
%%ﬂ- =D'V?T  (Festkorper) (2.3)

D und D' sind die thermischen Diffusionskoeffizienten (D = xu/¢p) in Fliissigkeit
und Festkorper, T ist das Temperaturfeld. Das sind lineare Differentialgleichungen.
Das Problem wird aber stark nichtlinear durch die Randbedingungen, die auf der
bewegten Phasengrenze erfiillt sein miissen (Moving-Boundary—-Problem), denn ei-
nerseits wird die Dynamik der Phasengrenze durch das sie umgebende Diffusionsfeld
bestimmt und andererseits wirkt die beim Wachstum erzeugte Wirme als Quellterm
auf das Diffusionsfeld zuriick.

Die Bedeutung des Parameters A (GL2.1) motiviert die Einfiihrung eines dimensi-
onslosen Diffusionsfeldes u:

T-T, T-T,
Lic, L/

An einer ebenen Phasengrenze ist u somit gleich A und geht gegen Null mit wach-
sender Entfernung von ihr.

Fiir die Normalkomponente v,, der Grenzflichengeschwindigkeit folgt aus der Ener-
gieerhaltung (Herleitung siehe Anhang):

u + A (2.4)

Vp = D{BVulfe,t — Vulﬂ}n (2.5)

wobei § = 22

Die Flichennormale n weist vom Festkorper in die Fliissigkeit. ¢, ist die spezifische
Wérme pro Volumeneinheit. Diese Beziehung ist Ausdruck der Tatsache, dafl die
latente Warme Quelle des Warmestroms an der Interface ist.

Die Temperatur an der Grenzfliche ist nur an ebenen Stellen gleich der Schmelz-
temperatur, ansonsten gilt die Gibbs-Thomson Beziehung [30]:

u]Interface =A- dOK' (2'6)

k ist die Kriimmung der Interface. Sie ist positiv, wenn der Kriimmungsmittelpunkt
auf der Festkorperseite liegt. dp ist die Kapillaritétslénge, definiert durch

4T
dy="1 Lf’ (2.7)
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KAPITEL 2. FREIES WACHSTUM

Falls die Oberflichenspannung ~ anisotrop ist, mufl ¥ durch y++"(6) ersetzt werden.
Die Beziehung (2.6) driickt lokales thermisches Gleichgewicht an der Interface aus.
Streng genommen liegt an der Interface eine Situation thermodynamischen Nicht-
gleichgewichts vor, in der ein Temperatursprung an der Phasengrenze die Molekiile
aus der Schmelze an die Festkérperoberfliche treibt. Man kann aber annehmen, daf§
sich diese mikroskopischen Vorginge auf einer so schnellen Zeitskala abspielen, daf
lokales thermisches Gleichgewicht herrscht. Falls die Wachstumsgeschwindigkeit so
grof} ist, daf} dies nicht mehr stimmt, wie im Fall sehr grofler Unterkiihlung, simu-
liert man diese Gleichgewichtsverletzung phinomenologisch durch einen kinetischen
Koeffizienten S in der Randbedingung:

u'Interfacc =A- dGK' - ﬂ'v (2'8)

v ist die Geschwindigkeit in Normalenrichtung,.

Zum Auffinden von stationdren Losungen transformiert man die Diffusionsgleichung

fiir  in der Fliissigkeit
Ou
— =DV? 2.9
ot Vi (2:9)
in ein Koordinatensystem, das sich mit der Wachstumsgeschwindigkeit v bewegt,

wobei das Wachstum in y-Richtung erfolgen soll.

Ou O0u
=DViu+ v 2.10
5t Viu+v 3 (2.10)
Eine entsprechende Gleichung gilt natiirlich auch im Festkdrper. Diese Arbeit
beschaftigt sich grofitenteils mit dem sogenannten einseitigen Modell, in dem die
Diffusion nur in der fliissigen Phase stattfindet.
Vernachlissigt man die explizite Zeitabhéngigkeit von u, erhélt man die quasisiati-

ondre Diffusionsgleichung:
2 0u

— 2 27z
0--Vu-{—l(9 (2.11)
Hier ist die Diffusionslénge [ definiert als
2D
= — 2.12
1= (2.12)

Fiir eine ebene Interface und A = 1 ergibt sich aus (2.11) die Losung:

_ ) exp(—2y/l) firy >0 (fiissig)

Daraus ergibt sich auch die Bedeutung der Diffusionslinge als Maf} fiir die "Reich-
weite” der Diffusion.
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2.3. DENDRITISCHES WACHSTUM

Im Abschnitt 2.1 wurde bereits erwéhnt, daf} diese Losung instabil ist. Bei einer Sta-
bilitdtsanalyse (Anhang) zeigt sich, dafl die Grenzfliche instabil gegeniiber Stérun-

gen mit Wellenldngen )
A> A, = 2m/ldy /2

A'rna.::: = '\/3—Aa

am schnellsten wachsen. Wir erwarten also zumindest anfinglich eine Riffelung der
Grenzfliche mit dieser Wellenléinge. A, ist bis auf einen Faktor gleich der Mullins-
Sekerka—Lénge pyrs = 2m+/1dy.

pus behdlt auch bei komplexen Mustern seine Bedeutung, indem es die kleinste
auftretende Léngenskala dieser Muster darstellt. Die Feinstruktur wird also durch
das geometrische Mittel aus der makroskopischen Linge [ und der mikroskopischen
Lénge dp bestimmt.

ist, wobei Stérungen mit

2.3. Dendritisches Wachstum

2.3.1. Die Ivantsov-Lésung

Fiir Unterkiihlungen kleiner Eins ist die Ebene keine stationire Losung mehr. Fiir
verschwindende Oberflichenspannung wird die Randbedingung (2.6) konstant und
man kann die quasistationdre Gleichung (2.11) in Parabelkoordinaten separieren.
Wir betrachten im folgenden den zweidimensionalen Fall.

Die Parabelkoordinaten lauten:

¢ = VIV -y
B R
n = _____W (2.14)
und (2.11) wird zu
g + (14 2) 5 ”5352 (1-208) 3¢ =0 (2.15)

R ist der Spitzenradius der Interfaceparabel, die durch = 1 und damit

2

y(z) = —-2% + const (2.16)
beschrieben wird.
p ist die Peclet—Zahl: 2 R
v
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KAPITEL 2. FREIES WACHSTUM

Wegen der konstanten Randbedingung u|,=1 = A kann v nicht von ¢ abhéngen und
aus (2.15) erhalten wir die Ivantsov-Losung [31]:

un) = 2B [ e dy

= /preferfe(/pn) (2.18)
Fiir n = 1 folgt:
A = e?./prerfc(\/p) (2.19)
\/TP , A—0
- { 1-1/(2p), A-—1 (2:20)

Die Ivantsov-Losung ist ungeeignet zur Beschreibung der physikalischen Situation,
da fiir jedes A < 1 eine kontinuierliche Losungsvielfalt existiert, denn nur das Pro-
dukt aus Spitzenradius R und Spitzengeschwindigkeit v ist festgelegt. Experimentell
werden aber bei einer gegebenen Unterkiihlung nur Dendriten mit bestimmten re-
produzierbaren v und R beobachtet.

2.3.2. Charakterisierung der Dendriten

Die Unbestimmtheit der Geschwindigkeit der Ivantsov-Losung ist eine Folge der
Vernachldssigung der Oberflichenspannung, die als singuldre Storung auftritt. Im
ndchsten Abschnitt wird gezeigt, dafl die Geschwindigkeit V' eines Nadelkristalls
(Dendrit ohne Seitenarme) durch die Anisotropie der Oberflichenspannung eindeu-
tig festgelegt ist,

D

V = %pza (2.21)

c = o't (2.22)

o ist die normierte Wachstumsrate, die fiir kleine Unterkiihlungen nur von der (hier
vierfachen) Anisotropie ¢ der Kapillaritatslinge abhéngt. p ist die Pecletzahl aus der
Ivantsov-Relation (2.19) und oy ist eine Konstante von der Groflenordung Eins. Aus
Gl. (2.21) folgt, dafl Dendriten ohne Anisotropie nicht existieren koénnen. Die nu-
merischen Simulationen [17, 18] ergeben im Bereich ¢ = 0.05-0.2 einen Exponenten
von ca. 1.2 statt 7/4, so dafl diese Abhingigkeit erst bei sehr kleinen ¢ gelten kann.
Das Verhiltnis der geometrischen Peclet-Zahl des Dendriten P = vripRrip/(2D)
zur Peclet—Zahl p der entsprechenden Ivantsov-Losung ist etwas kleiner als Eins
und f&llt schwach ab mit steigender Anisotropie.

Am Schaft des Dendriten bilden sich Seitenarme aus, die bei schwacher Anisotropie
in die Richtung des stirksten Abfalls des Diffusionsfeldes weisen und bei starker
Anisotropie in die dadurch ausgezeichneten Richtungen, d.h. bei 4-facher Anisotropie
senkrecht zur Dendritenachse.
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Die numerischen Simulationen [17] ergeben einen von Unterkiihlung und Anisotropie
relativ unabhéngigen Seitenarmabstand von 2.5-2.7pyrs (pus = 2m+/dpl ) , d.h. ca.
doppelt so grofl wie die Wellenldnge der am schnellsten wachsenden Mode aus der
linearen Stabilitdtsanalyse.

Die Seitenarmbildung wird mit der exponentiellen Verstirkung permanenten Rau-
schens an der Spitze des Dendriten erklért [4, 32). Von einem Koordinatensystem
aus gesehen, das mit der Spitze mitlduft, wandern stindig Wellen den Dendriten-
schaft hinunter, wobei ihre Amplitude zunimmt. Die Wanderungsgeschwindigkeit ist
natiirlich gleich der Geschwindigkeit der Spitze, denn im Laborsystem bewegen sich
die Wellen nicht. Je nach Verstdrkung und Rauschgréfle werden die Wellen als kleine
Seitenarme erst nach einer bestimmten Entfernung von der Spitze sichtbar.

Fiir die Einhiillende der rauschinduzierten Seitenarme ergibt sich analytisch [33]

T _ .
A ~ Agexp (c, /—E; ) ~ Aoexp (31/40' 1/2) beiz > R (2.23)

mit ¢ in der Gréflenordnung von Eins. s ist die Bogenlinge mit s = 0 an der Den-
dritenspitze, R der Tip—Radius des Dendriten.

Bei Verringerung der Anisotropie wird bei gleichem Rauschen die Amplitude der Sei-
tenarme sténdig grofier, so dafl die parabolische Dendritenspitze schliefilich zerstort
wird, wenn die Amplitude bei z ~ R in die Gréfienordnung des Tip-Radius kommt.
Fiir diese kritische Anisotropie folgt daher:

g0 ~ [InT|~8/7 (2.24)
mit der effektiven Rauschstérke I' = Ag/R.

2.8.3. Selektion von Dendriten

Wir haben bereits gesehen, daf die Ivantsov-Losung die reale Situation nicht korrekt
beschreibt, da sie nur das Produkt aus Spitzenradius und Geschwindigkeit p(A) =
vR/(2D) bei gegebener Unterkiihlung A festlegt. Eine schnelle, spitze Nadel und eine
langsamere und dicke Parabel wéren z.B. beide moglich. Im Experiment treten aber
fiir eine gegebene Unterkiihlung nur Dendriten mit bestimmten reproduzierbaren v
und R auf. Dem Modell fehlt die durch eine endliche Kapillaritdtslinge gegebene
Léngenskala.

Der Durchbruch in der Theorie des Dendritenwachstums erfolgte in den 80er Jahren
und bestand nach friitheren Versuchen ( Hypothese der marginalen Stabilitdt [34]) in
der Erkenntnis, dafl die Kapillaritdtslinge eine singuldre Stérung darstellt, die die
kontinuierliche Losungsmenge des Ivantsov-Problems auf einen diskreten Satz von
Losungen reduziert [35, 36]. Das bedeutet, stationdre Nadelkristalle existieren nur
mit einem quantisierten Satz von Radien und Geschwindigkeiten. Das ist analog zum
Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik durch die singulire
Storung h # 0.
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Uber die Frage der Existenz einer stationsren Losung reduziert sich damit das Pro-
blem der Geschwindigkeitsselektion auf die Selektion aus einem diskreten Satz von
Losungen heraus. Die lineare Stabilitdt dieser Losungen entscheidet dann, welche von
ihnen wirklich auftritt. Spater wurde gefunden [14, 15], dafl die Kapillarititslinge
sogar alle Ivantsov-Parabeln zerstort und daf} erst die Einfithrung einer Anisotropie
in der Kapillaritétslinge einen diskreten Satz von Losungen erlaubt. Nur die schnell-
ste dieser Losungen ist stabil und wird daher als einzige in den Experimenten und
dynamischen Simulationen beobachtet.

Den singuldren Charakter von dy kann man explizit sehen, wenn man das Diffusions-
problem auf eine geschlossene Integrodifferentialgleichung bringt. Der Einfachheit
halber betrachten wir das symmetrische Problem, d.h. die Diffusionskoeflizienten
in Fliissigkeit und Festkorper sind gleich. Man mufl nun nicht mehr zwischen dem
Diffusionsfeld der Fliissigkeit und dem des Festkérpers unterscheiden, sondern hat
nur noch ein Gesamtfeld, in dem die bewegte Phasengrenze die Rolle einer eindi-
mensionalen Warmequelle spielt. In unserer Normierung ist die Produktionsrate der
latenten Wérme gleich der Normalengeschwindigkeit v,.

Das gesamte Diffusionsfeld kann also mit Hilfe der zweidimensionalen Greensfunk-
tion fiir die Diffusion in einem unendlichen Medium

als Integral dargestellt werden:

ueyt)= [ dt [ ds'oals,t)gle ~ a(s)y —yls)t~ ). (2:26)

Die Interface soll mit der Bogenlénge s parametrisiert sein.

Fiir z,y setzen wir die Werte fiir die Interface 2(s),y(s) ein und erhalten eine ge-
schlossene Gleichung fiir die Interface, da die u-Feld Werte auf der Interface aus der
Randbedingung (2.6) bekannt sind.

u(z(8),y(s),t) = A —dok(s) (2.27)
= [ a [ de'vn(s'£) glals) ~ a(s)(e) ~y(s), ¢ = ¥)

Bei gegebener Interface z(s), y(s) kann man daraus die Normalengeschwindigkeit v,
berechnen und daraus die neue Interface einen Zeitschritt spéter.

Die Kriimmung k(s) enthdlt eine 2. Ableitung und damit die hochste Ableitung
der Gleichung. Da dyp mit der hochsten Ableitung multipliziert wird, stellt es eine
singulére Storung dar, denn bei dy = 0 dndert sich die Ordnung der Gleichung und
damit auch das Losungsverhalten grundlegend.

Die folgende Darstellung der Selektionstheorie basiert hauptséichlich auf dem Uber-
sichtsartikel von Brener und Mel’nikov [37], der die zur Zeit prégnanteste Methode
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zur analytischen Berechnung freier Nadelkristalle enthilt. Dieses Verfahren analy-
siert die Integralgleichung fiir die Interface in der komplexen Ebene und fithrt zu
Resultaten, die man in einer reguldren Storungstheorie in der Kapillaritdtslinge do
erst in unendlicher Ordnung erzielen kionnte.

Da wir nur an stationdren Losungen interessiert sind, konnen wir die Integral-
gleichung (2.27) wesentlich vereinfachen, indem wir die Diffusionsgleichung in ein
bewegtes Koordinatensystem der Geschwindigkeit V' transformieren

2du 1 Ou 2D
Vi + =— — = -
ldz Dot 0, 1 VvV’ (2.28)

was statt des zeitabhingigen Propagators der Diffusionsgleichung zur Greensfunk-
tion des neuen Operators V? + (2/1) d/ dz in der Integralgleichung fithrt:

A—dO) = / dz' g (2 — o', ¢(z) — £(2")) (2.29)

d(©) = do(l —ecos40)
1 —{z—2'}/1 1
g(z—2',z2-2") = 5 =Y K, (7\/@ -2+ (2 — z')z) (2.30)
mit der modifizierten Besselfunktion Ky [38, 39] und der Position der Interface {(z).
Dabei wurde dz' = dI' n!, verwendet, um das Integrationsgebiet auf die x-Achse zu
transformieren.
Im folgenden sollen alle Léngen in Einheiten des Tip-Radius R gemessen werden, d.h
1/l wird durch die Pecletzahl p = R/l und & durch /R ersetzt sowie dz' durch R dz'
in Gl. (2.29). Die Nadelkristall-Losung wird um die Ivantsov-Parabel entwickelt und
lautet in den neuen Variablen:

£(e) = -2 +65(0) (2.31)

mit der Formkorrektur £s. Ohne diese Korrektur ist das eine Losung von (2.29) fiir
d(©) = 0. Daher konnen wir durch Subtrahieren der Gleichung fiir d = 0 von der mit
d # 0 die Unterkiihlung A eliminieren. Nach dem Linearisieren des Integralterms in
der kleinen Grofle €5 erhélt man

A©)o (g~ 1){1 + (65 P} = 2 [~ do'{es(a’) - &s(2)}

< exp{2(at - o)) (KO(PR) _KpR)® ;Rm”) (2.32)

mit

R = \/(m — 2') + (22 — £2)2/4

g = D _ Vi
~ Ip? " 2Dp?
A(O) = 1—ccos40. (2.33)
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Gleichung (2.32) stellt ein nichtlineares und nichtlokales Eigenwertproblem fiir die
dimensionslose Wachstumsrate o dar, die die Kapillaritdtslinge dy enthilt. Wir be-
schrinken uns hier auf den Grenzfall verschwindender Pecletzahl p — 0 [40]. Der
Beitrag von K, verschwindet in diesem Limit (siehe z.B. [42]), und da das Integral,
das K enthilt, gleichm#fig als Funktion von p konvergiert, konnen wir die Ent-
wicklung der Besselfunktion Ky(2) ~ 1/z fiir kleine Argumente einsetzen. Damit
reduziert sich (2.32) fiir p — 0 auf

AO)o(és—1) _ 1 = ., {&s(2') — &s(x)}z +2')
TR E i o e e xS G

Die linke Seite darf nicht linearisiert werden, da die Kleinheit von g nicht garantiert,
daf} auch seine Ableitungen klein sind. o stellt hier eine singulére Stérung dar, da es
die héchste Ableitung in der Gleichung multipliziert. Diese Ableitung kann sehr grof§
werden und damit die Kleinheit von o kompensieren?. Wie noch gezeigt wird, tritt
dieser Fall wegen ¢ < 1 nur in der unmittelbaren Umgebung der Punkte ¢ = +3
auf, wo der Nenner auf der linken Seite von (2.34) sehr klein wird.

Um den Integralterm aufzulésen, stellen wir die Formkorrektur {g als Summe zweier

Funktionen dar
€s(z) = &4(z) +€-(2) (2.35)

wobei ¢, in der oberen komplexen Halbebene und {_ in der unteren Halbebene
analytisch ist. Solange das Integral von f(z)/z existiert, kann jede reelle Funktion
f(x) mittels

fe(z) = = /_w (—i(ﬁ)dz—., e — 0. (2.36)

z — z % i€)
analytisch fortgesetzt werden. Die Niitzlichkeit der Aufspaltung (2.35) besteht darin,
dafl damit auch der Integrand in (2.34) in zwei Summanden zerfallt und daf8 diese
Summanden Polstellen besitzen, die in jeweils einer der beiden Halbebenen nicht von
der unbekannten Funktion £s abhéingen. Damit kann man das Integral problemlos
mit dem Residuensatz auswerten und findet

/ gyt 1E5(&") = Es(2)}(z + &)
2m (:c—m){1+(a:+a:)2/4}

z+1 z—1

Wir vernachldssigen zunéchst die differentiellen Terme auf der linken Seite von (2.32)
und setzen 4 = 1, was auf

(Tir%)‘fff = {(e+1)€(2) + (z — 0)e- (=2 — 2)}

— {(@+)6(2 — 2) + (z — )¢~ ()} (2.38)

2 Als allgemeine Einleitung in regulére und singulére Storungstheorie sowie asymptotische Ana-
lyse sei [41] empfohlen.
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fithrt. Daraus 148t sich die regulire Formkorrektur der Ivantsov-Parabel berech-
nen [37, 43, 44]. Darauf soll aber nicht néher eingegangen werden, da das nur eine
kleine Korrektur der Ordnung o ist und wir hier nur an der Geschwindigkeitsselek-
tion durch die singuldren differentiellen Terme interessiert sind. Das asymptotische
Verhalten der reguldren Korrektur lautet

In |z

és(z) ~ —c —a

Bei # =~ ¢ wird die linke Seite von (2.38) sehr grofl. An dieser Stelle sind auf der
rechten Seite alle Funktionen bis auf £_(z) analytisch, woraus

E(z)~(z—1)"%2, bei Jz—i <1 (2.40)

folgt. Folglich ist in der Nihe dieses singuléiren Punktes das Vernachldssigen der
Ableitungen von £ in (2.32) nicht mehr gerechtfertigt. Zur genaueren Untersuchung
dieses Punktes betrachten wir zunéchst den Fall isotroper Oberflichenspannung (e =
0) und blasen das Gebiet um den Punkt ¢ auf mittels der Transformation

¢ =i(1 — o?"2) (2.41)

(2.39)

und setzen

F(z)=o0"""¢_(2(2)) . (2.42)
Die Exponenten wurden so gew#hlt, damit die entstehende Differentialgleichung
parameterfrei wird. Der Integralterm (2.37) reduziert sich jetzt auf den lokalen Aus-
druck —¢_(z)/2 und wir erhalten

F P -3/2
(1 + 52—2) (z + %;) =2%F, (2.43)

Bei der Ableitung dieser Gleichung wurde |0*/7(z + dF/dz)| < 1 angenommen. Das
ist sehr nahe des singuldren Punktes nicht korrekt, aber fiir unsere Zwecke gerecht-
fertigt, da wir uns nur fiir das asymptotische Verhalten der Gleichung fiir grofle z
interessieren. Denn dort wird das singuldre Gebiet verlassen, und die Losung von
Gleichung (2.43) muf} in die regulére Losung iibergehen. Wie sich zeigt, ist das nur
unter bestimmten Umstinden moglich. Diese Anpafibedingung zwischen reguldrem
Bereich und dem singuldren Gebiet um z = ¢ ist das Selektionskriterium fiir Den-
driten und filhrt zu einer Quantisierung der Wachstumsrate o. Fiir |dF/dz| < |2
kann (2.43) linearisiert werden, und die erste Ableitung verschwindet mit Hilfe der
Transformation F = 2%/4¥:

o (21/2z3/2 + %) v= (2.44)
Diese Gleichung kann exakt gelést werden [37], aber wir beschrinken uns hier auf
das asymptotische Verhalten der homogenen Losung

4
Phom =38 exp {:I:;Z”‘*zm} ) (2.45)
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die auf drei Linien in der komplexen Ebene mit den Winkeln n# = 0,+47/7 ex-
ponentiell ansteigt. Die Integrationskonstanten der beiden Losungen miissen nun
so gewahlt werden, dafl sich die Divergenzen auf diesen Linien ausloschen. Aber
es stehen nur zwei Integrationskonstanten zur Verfiigung und Ausloschung kann
nur in maximal zwei der divergenten Richtungen erreicht werden, was durch eine
explizite Rechnung von Brener et al [37] bestitigt wird. Eine Anpassung an die
regulire Losung bei z > 1 ist damit nicht méoglich. Folglich existieren keine sta-
tiondren Nadelkristalle bei isotroper Kapillaritétslinge d # 0. Das Kontinuum der
Ivantsovliésungen wird durch den singuléiren Kapillaritdtsterm komplett zerstort. Die
Situation verbessert sich, wenn man eine anisotrope Kapillarititslinge zulaflt:

A(®) = 1-—¢ecos4® =1 —¢(1 — 8cos® @sin O?)

Cfime e )
' ‘*{1 T+ G -oF
2 ] .
=] 1+m bei 2 ~ 1. (2.46)

Der zweite Term wird vergleichbar mit Eins, wenn |z — 4| ~ €'/?, was die Substitu-
tionen

e = i(1—e'%)
F = et (2(2) (2.47)
plausibel macht. Unter der Annahme ¢ < 1 kann auf dieselbe Weise wie im isotropen

Fall eine nichtlineare Differentialgleichung abgeleitet werden, die jetzt allerdings
einen freien Parameter A enthélt

1/21.7/2
d2F_2 AT P

dz? 122 = -b
_ L dF
T = dz’
£7/4
A = T . (2.48)

Die homogene asymptotische Losung divergiert wiederum auf den Linien mit
arg(z) = 0,14x/7, aber nun steht zusitzlich zu den zwei Integrationskonstanten
der Parameter A zu Verfiigung. Die Forderung, daff die Divergenzen in allen drei
Richtungen verschwinden, definiert ein nichtlineares Eigenwertproblem fiir A. Das
Eigenwertspektrum ist diskret und kann fiir groe A in semiklassischer Néherung

gefunden werden
A A 302, (2.49)

Wichtiger ist der umgekehrte Grenzfall, da ein kleines A einer hohen Wachstumsrate
o entspricht (2.48). Das ist nur noch numerisch méglich, was auf das niedrigste
Niveau \g ~ 0.42 fiihrt [37]. Aus dem Spektrum der A, erhilt man mittels (2.33,
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2.48) das Spektrum V,, der moglichen Wachstumsgeschwindigkeiten. Allerdings ist
nur die schnellste Losung, d.h. V}, linear stabil. Die Wachstumsgeschwindigkeit des
Dendriten ist dann

T X do
Es zeigte sich, dafl dieser Ausdruck fiir beliebig grofle Pecletzahlen p gilt, solange
pe'/? < 1. Fir kleine Unterkiihlungen A — 0 kann man A = ,/pr einsetzen (2.20)
und erhélt

L
12Dy 14 (2.50)

12D
B /\o do?l‘2
Fiir die Existenz von Dendriten mufl nicht unbedingt die Kapillaritdtsldnge aniso-
trop sein, sondern das System muf} irgendeine Anisotropie (mit bestimmten Ein-
schréankungen) enthalten. Beispielsweise kann der kinetische Koeflizient, der die Ab-
weichung vom lokalen thermodynamischen Gleichgewicht in der Gibbs-Thomson
Bedingung beschreibt, anisotrop sein

u, = A — dok(1l — € c0s40) — B, (l — €xin c084(O — Bp)) . (2.52)

1% A%/, (2.51)

Abhingig vom Verhéltnis der Anisotropien v = ey, /¢, der relativen Stirke des kine-
tischen Effekts, d.h. dem Verhéltnis der kinetischen Lange 3D zur Kapillarititslinge
dp und dem Winkel @y, der nur Null oder 7 /4 sein darf, lassen sich in verschiedenen
Skalenbereichen asymptotische Losungen finden. Als Beispiel sei die Geschwindigkeit
des Dendriten im kinetischen Grenzfall, d.h. DB/dy > 1 gegeben

0=l (2.53)

wobei 7, eine Konstante der Ordnung Eins ist.

2.4. Das Morphologie-Diagramm

Das dendritische Wachstum ist die bekannteste, aber nicht die einzige Wachstums-
form. Falls die asymptotischen Strukturen des ausgedehnten Systems nur von den
Wachstumsbedingungen und nicht von den Anfangsbedingungen abhingen, kann
man sie in einem Morphologie-Diagramm (Abb. 2.1) analog einem Phasen—Dia-
gramm einordnen, wobei angenommen wird, daf} die jeweils schnellste Morphologie
auftritt. Die relevanten Parameter in diesem Diagramm sind die dimensionslose Un-
terkithlung A, die die treibende Kraft darstellt, und die vierfache Anisotropie e der
Kapillaritdtsldnge.

Nach einer neueren Theorie hierzu [22] unterscheidet man zwischen fraktalen (F)
und kompakten (C) sowie zwischen dendritischen (D) und Seetang-Strukturen (S,
keine Richtung ausgezeichnet). Bei Unterkithlungen grofer als Eins wird die Struk-
turbildung von kinetischen Effekten (K) dominiert. Bei A = Ag wird eine ebene
Interface absolut stabil (s. Gl. 6.146 auf Seite 115).
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AS K Abbildung 2.1: Das Morphologie—
1 Diagramm [22].
Die gepunkteten Linien umschlies-

CS sen das rauschabhiingige Gebiet
/ der fraktalen Morphologien (FD
------------- , und FS). Ihr genauer Verlauf ist

‘e (A) noch unklar. Die Trennlinie zwi-
, S0 schen den dendritischen und den
Seetang-artigen Mustern A ~ g!/4

/ R
FD CD (Seite 59) folgt aus den Skalen-
eigenschaften der Doublonen [29].

Unterkiihlung
>
a
¢
\

O Anisotropie

Der klassische Dendrit entspricht in dieser Terminologie der CD-Struktur. Fiir ihn
gilt:

v = %pza (2.54)
= -d%%A‘*a fiir A < 1 (2.55)

o = ooe™* ist die normierte Wachstumsrate. Die fraktale Seetang-Struktur (FS)
wird bei kleiner Unterkiihlung AS0.5 und sehr kleinen Anisotropien erwartet. Aus
der Annahme, daf§ die Struktur in einem bestimmten Léngenbereich fraktal ist und
die obere Abschneidelinge mit der Diffusionslinge | = 2D/V und die untere Ab-
schneidelinge p mit der Mullins—Sekerka Léinge pars = 2m+/dpl skaliert, folgt:

1\? 1\’
(—) ~ A (—) . (2.56)
p p
Die untere Abschneidelédnge ist dabei in dieser Theorie noch rauschabhéngig:

p~ InT| pms (2.57)

(T ist die relative Starke der Fluktuationen der Phasengrenze in Einheiten von pps.)
Aus diesen Gleichungen erhélt man:

D
272dy

Falls die untere Abschneidelinge nicht geschwindigkeitsabhéngig ist, wie z.B. in
atomistischen Laplace-Systemen (diffusion limited aggregation, DLA [45]), erhélt
man fiir den Exponenten von A nur 1/(2 — Dy) [46].

VR [IlnT|~% A¥(-Dy) (2.58)
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Es wird angenommen, daf8 sich die fraktale Dimension nicht wesentlich von der
in DLA-Simulationen ohne Oberflichenspannung ermittelten Dimension D; =
1.715 + 0.003 [47] unterscheidet (Universalititshypothese). Diese Annahme wurde
durch frithere Simulationen mit der dynamischen Methode unterstiitzt [18], die auf
eine fraktale Dimension von D; &~ 1.7 fithrten. Die Messung der Geschwindigkeit
ergab V ~ AY D/dy mit ¥ ~ 6, was konsistent ist mit dem erwarteten Exponenten
2/(2 — Dy) = 1. Es lag allerdings so starkes Rauschen vor, d.h. |InT'| war in der
Groflenordnung von Eins, daf} die Rauschabhéngigkeit der Geschwindigkeit in (2.58)
nicht iiberpriift werden konnte.

Unterhalb der rauschabhéngigen kritischen Anisotropie o wurde das Auseinander-
brechen des kompakten Dendriten in eine instationire Struktur, einen fraktalen Den-
driten (FD) [28], vorhergesagt, deren Einhiillende wiederum einen Dendriten dar-
stellt. Innerhalb der unteren Abschneideldnge p und dem Tip-Radius der einhiillen-
den Parabel ist die Struktur fraktal. Ansonsten gelten die gleichen Relationen wie
fiir den kompakten Dendriten, allerdings ist die Unterkiihlung A durch die effektive
Unterkithlung A = A/y zu ersetzen.

n ist der Anteil der festen Phase innerhalb der dendritischen Einhiillenden, A <
n < 1, und 14B¢ sich iiber eine Dimensionsanalyse #hnlich wie bei der FS-Struktur

ermitteln: ) b
RTip ) ( RTip) !

o 2059

( P n » 3 ( )

v~ d267/4A4(e7/8|1n p|)-42-Dy) (2.60)
0

so daf} fiir den FD-Fall gilt:

Die vierte mogliche Struktur (kompakte Seetang- (CS) oder dense-branching-Struk-
tur) wurde oberhalb von A = 0.5 vermutet. Diese Annahme stiitzte sich auf eine
Analyse des Wachstums in einem Kanal mit reflektierenden Randbedingungen [48],
wo sich zeigte, daB nur fiir A > 0.5 stationére Finger wachsen kénnen. Ein weiteres
Ergebnis war, dafl die Geschwindigkeit bei einer bestimmten Kanalbreite ein Ma-
ximum hatte. Beides wurde numerisch betétigt [23]. Die Autoren nahmen nun an,
daf} diese optimale Kanalbreite die Léngenskalen in der freien CS-Struktur selek-
tiert und folglich die mittlere Geschwindigkeit der Einhiillenden mit der maximalen
Geschwindigkeit des Kanalwachstums skaliert.

In dieser Arbeit wird bestitigt, dal die kompakte Seetang-Struktur wirklich eine
neue morphologische "Phase” darstellt, die sich klar von der kompakten dendri-
tischen Phase abgrenzen 1aft. Allerdings sind die Zeit— und L&ngenskalen dieser
Struktur durch die Existenz einer neuen stationdren Losung, des Doublons, gege-
ben (s. Kapitel 4). Im Gegensatz zum Finger im Kanal gibt es fiir die Existenz des
Doublons keine Einschrinkung an die Unterkiihlung. Der Ubergang vom kompakten
Seetang (CS) zum fraktalen Seetang (FS) bei Reduzierung der Unterkiihlung erfolgt
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KAPITEL 2. FREIES WACHSTUM

damit nicht bei A, = 0.5 sondern bei einem vermutlich rauschabhéngigen Wert. Fiir
die Geschwindigkeit des Doublons gilt [29]:

D

A,  A<1. 2.61
. (2:61)

V ~
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3. NUMERISCHE LOSUNG

3.1. Die quasistationire Greensfunktionsmethode

3.1.1. Theoretische Voriiberlegungen

Die Grundgleichungen fiir ein Diffusionsfeld und die Randbedingungen an der be-
wegten Phasengrenze lauten in einem mit der Geschwindigkeit V' bewegten Koordi-
natensystem:

1 du 2 0u

pat - Y % (3.1)
Ultnter = A —d(8)k, d(0) = do (1 — &4 cos (468)) (3.2)

(I = 2D/V ist die Diffusionslinge, A die Unterkiihlung, dy die Kapillarititslinge
und ¢4 die vierfache Anisotropie der Kapillaritdtslinge).

Waéchst nun ein Kristall stationdr mit der Geschwindigkeit V, verschwindet die
Zeitabhéngigkeit auf der linken Seite der Diffusionsgleichung. In Wirklichkeit ist
das nicht exakt der Fall, z.B. sind die Seitenarme eines Dendriten nicht stationir.
Ist aber die Diffusionslinge !/ grofl gegeniiber allen kristallinen Lingenskalen, so
verdndert sich die Interface kaum in der Zeit, in der das Diffusionsfeld relaxiert. In
diesem Fall kann das Problem in quasistationdrer Niherung gelost werden. Das heifit,
man lost die quasistationédre Diffusionsgleichung (Gl. 3.1 mit linker Seite gleich Null)
unter Nutzung der Gibbs-Thomson Randbedingung (3.2) an der quasistationéren In-
terface. Danach bestimmt man die lokalen Wachstumsgeschwindigkeiten v,(z,t) an
der Interface durch Einsetzen des berechneten Feldes u(z, z,t) in die Kontinuitéts-
gleichung (3.3). Mit Hilfe der an der Kristallspitze ermittelten Geschwindigkeiten
justiert man dann die Geschwindigkeit V des bewegten Koordinatensystems neu
und verschiebt die Interface punktweise etwas mittels v,,(z,¢). Auf diese Weise kann
man ndherungsweise das asymptotische Verhalten des dendritischen Kristallwachs-
tums erhalten.

Diese Methode und der dazugehérige numerische Code wurde von Saito et al [17]
entwickelt und erlaubt eine sehr genaue Berechnung stabiler, stationédrer Losungen.
Aufgrund der quasistationiren N&herung ist es allerdings nicht mdglich, oszillato-
rische Instabilititen, d.h. vom Hopf-Typ, zu verfolgen. Der Code wurde in dieser
Arbeit dazu verwendet, die Ergebnisse der dynamischen Methode (s. n&chster Ab-
schnitt) im stationdren Bereich zu iiberpriifen.
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Aufgrund der quasistationiren Niherung hat man ein reines Randwertproblem zu
16sen, mit einem festen aber komplizierten Rand. Die genaueste Methode dazu ist,
daf} Diffusionsfeld nicht explizit zu behandeln, sondern mittels der Greenschen Funk-
tion darzustellen. Man umgeht damit elegant das Problem, dafl Diffusionsfeld zu
diskretisieren, was eine kiinstliche numerische Anisotropie erzeugen wiirde. Dazu
wird das Randwertproblem in eine Integralgleichung umformuliert. Da der Diffe-
rentialoperator, dessen Greensche Funktion wir bendtigen, nicht selbstadjungiert
ist,
_vry 20 f_g2_ 290

L=V+i15m LU=V -15> (3.4)

mu$ diese in ihren beiden Argumenten verschiedene Differentialgleichungen erfiillen:

Lx g(x,x") = LL g(x,%') = —6(x — ') (3.5)

Je nach den geforderten Randbedingungen gibt es im allgemeinen verschiedene
Losungen fiir die Greensche Funktion. In unserem Problem ist der Rand allerdings
sehr irreguldr und &ndert sich sténdig, so dafl es sehr unpraktisch wére, dort eine
spezielle Randbedingung fiir die Greensche Funktion zu fordern. Statt dessen ver-
langen wir blof}, daBl sie im unendlichen verschwindet. Damit kann man die Losung
allerdings nicht mehr direkt hinschreiben, sondern muf eine echte Integralgleichung
losen. Das ist aber numerisch im Prinzip einfach, da durch die Diskretisierung ein
lineares Gleichungssystem entsteht. Mit Hilfe des allgemeinen Ansatzes

g(x,x) = exp{a(z - ')} f(x, %)) (3.6)

und der Annahme, da} f nur von |x — x'| abhéngt, findet man die gewiinschte
Greensche Funktion in zwei Dimensionen
1 1 1
9(x,x) = = exp {—-7(z - z')}Ko (7|x - x’]) (3.7)
K, ist die modifizierte Besselfunktion nullter Ordnung [38, 39]. Zur Ableitung der In-

tegralgleichung schreibt man die zu 16sende Differentialgleichung und die adjungierte
Gleichung fiir die Greensche Funktion hin

(V'2 + %6%) u(x) = 0, (3.8)
(V'2 - %a%) g(x,x) = —8(x—x'). (3.9)

Die erste Gleichung wird mit g(x,x') multipliziert, die zweite mit u(x'), dann sub-
trahiert und iber das interessierende Gebiet 2 mit Rand I' integriert:

[, a9 {otos )7uto)  u(x) gl ) + o (o) ()
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0 wenn & ¢
/{; dVo(x — x)u(x) =< u(x)/2 wemn z €T (3.10)
u(x) “wenn €

Durch Anwendung des Greenschen Satzes (d.h. partielle Integration) 148t sich diese

- Gleichung in eine unformen, die nur noch Integrale iiber den Rand des Gebiets

enthdlt. Damit ist das zweidimensionale Problem auf nur eine Dimension reduziert.

0

fdr, {g( X, X ;)a’ll:( ) ( )ag(x’ )+ lnu(x) (x,x/)}______ 1/2 u(x)‘
1

(3.11)

Man beachte, dafl das Vorzeichen von der Richtung der Normalen abhéngt, die hier
ins Innere der Randkurve weist. Legt man den Punkt x auf den Rand I' des Gebietes,

so erhilt man:

' an '
ﬁdfg(x,x) f dr(x, x'Ju(x’) (3.12)
mit
B(x, %) = 3—-"%’-,"—)- - %n;g(x,x’) - %5(3{ _x). (3.13)

Der geschlossene Rand I' des Gebiets {2 besteht aus der Erstarrungsfront I'sy, und
drei weiteren Kurvenstiicken I’y bis I's, die ins unendliche verlegt sind (Abb. 3.1).
Unter Ausnutzung der Eigenschaften der modifizierten Besselfunktionen Ky und K;

r

2
Abbildung 3.1: Schematische

Q Darstellung der Integrationswege
fiir die Randintegrale.
n
ry 4T
1 SL 3
L — = . S

kann man zeigen, daf} k(x,x’) auf I'; und I'; exponentiell verschwindet. Fiir z — oo
geht u(x') selbst gegen Null, so dafl die Integration in (3.12) auf I's; beschrénkst

werden kann.
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Das Integral von h(x,x') iiber I'; verschwindet nicht. Es 148t sich zeigen (siehe z.B.
[1]), daB

A I’ h(x,x') = 1. (3.14)
2

Da andererseits fiir eine iiberall konstantes « die linke Seite von (3.12) verschwindet,
muf} gelten:

! n / I___
‘/I“dl"h(x,x)—O = /I-‘SLdI‘h(x,x)— 1 (3.15)

Diese Summenregel wird spiter dazu verwendet, die Diagonalelemente der h(x,x’)
entsprechenden diskreten Gréfie, der Matrix H;;, zu bestimmen, was auf direktem
Weg wegen der §-Funktion problematisch ist.

Die Idee zur numerischen Simulation des Kristallwachstums ist dann die folgende:
Fiir eine gegebene Geschwindigkeit V' des bewegten Koordinatensystems wird die
Greensfunktion g(x,x’') berechnet. Ist die Konfiguration der Erstarrungsfront I'sg
zur Zeit ¢ bekannt, erhédlt man h(x,x') aus Gl. (3.13).

Die Gibbs-Thomson Beziehung (3.2) liefert uns u(x') auf dem Rand fiir die vorlie-
gende Interfacekonfiguration.

Nun kann man die Normalenableitungen 2% durch Losen der Fredholmschen Inte-
gralgleichung erster Art (3.12) berechnen. Aus diesen erhilt man iber die Konti-
nuitatsgleichung (3.3) die lokalen Normalengeschwindigkeiten der Grenzkurve. Diese
kann man dann punktweise um v,, §t verschieben, mit dem kleinen Zeitschritt §¢ und
erhdlt die neue Interfacekonfiguration I'sz(f + §t). Wiirde der Kristall exakt stati-
ondr mit der Geschwindigkeit V' wachsen, wiirde man v, = (V - n) fiir die lokalen
Geschwindigkeiten erhalten. Daher ist es sinnvoll, die Geschwindigkeit des beweg-
ten Koordinatensystems V' an die berechnete Geschwindigkeit des Kristalls, z.B. an
seiner Spitze, anzupassen. Dies wird aus Griinden der numerischen Stabilitit mit
Hilfe einer zusétzlichen schnellen Kinetik durchgefiihrt

av 1
E = —;_‘ (V(t) - 'vT,-,,(t)) . (3.16)

Die numerische Relaxationszeit = wird kurz gegen alle physikalischen Léngenskalen
gewéhlt. Dies reicht aus, um Fluktuationen auszuddmpfen, die von der numerischen
Diskretisierung und Rundungsfehlern herriihren.

Mit der neuen Grenzkurve und der geéinderten Geschwindigkeit V' wird dann die
ganze Prozedur wiederholt.

3.1.2. Numerische Simulation mit einer Boundary—Element Methode

Zur Losung der eindimensjonalen Integralgleichung (3.12) wird eine Boundary-Ele-
ment Methode angewendet. Die Erstarrungsfront I's;, wird dabei in ein Polygon mit
Eckpunkten ry = (;, 2;) (j = —N..0,1..N) diskretisiert, das symmetrisch zur z-
Achse liegt, d.h. z; = —2_;, 2; = 2-;. Das Diffusionsfeld u; und sein Gradient
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g; = Ou;/On; sind dann symmetrisch: u; = v_; und ¢; = ¢—;. Ein Punkt r, der
sich auf dem Polygonstiick I'; zwischen rj und rj;y befindet, wird durch die Grofle
¢ parametrisiert, wobei £ zwischen —1 und 1 liegt

r = & ({r; + (Hrjn
= 1+ &({)s; =rip — 21(f) 55, (3.17)

wobel
21(8) =(1-8)/2, (&) =(1+¢)/2 (3.18)

und s; = rj4; — rj. Das Kurvenintegral in (3.12) kann nun in eine Summe iber
kleine Teilstiicke zerlegt werden:

Tit1 82 1
.=y [T .= j_l de... (3.19)
J 2

Cs.

mit 8; = |s;|. Das Feld v und seine Normalenableitung g werden auf dem Segment
'; linear interpoliert

w(é) = Bu(Eu;+ 22(é)ujs,
q(é) ®1(€)g; + ®2(€)gss1 - (3.20)

Aus der Integralgleichung (3.12) folgt mit Hilfe von (3.19, 3.20) das lineare Glei-
chungssystem fiir die g;:

i

N N
Y. Gugi= Y Hyu; (3.21)

j=-N j=-N
mit

Gy = 2 1 d¢ g(ri,r; + 22(¢)s;) B1(€)

2 Ja
+ 5 /_11 d¢ g(ri,m; — B1(€)s;-1) Ba(é) (3.22)
H-ij = %" _11 d¢ h(ri,rj + Qz(E)S,‘) Q1(§)
+ %l -11 df h(ri,l’j - @1(6)53'_1) @2(6) (3.23)

Die Integrale werden mit einer 4-Punkt Gauflintegration durchgefiihrt. Fallt der
Punkt r; allerdings mit einem Endpunkt des Intervalls I'; zusammen, mufl man die
logarithmische Singularitdt der Greensfunktion fiir kurze Absténde |r —r'| beachten:

g(r,r') ~ exp{(z — ')/} (- 1In (lr - ¢'|/(2)) - 7) , (3.24)
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wobei v die Eulerkonstante ist 4 = 0.5772.... In der Berechnung von G;; und H;;
wurde daher bei j = 4,7 £ 1 die Gauf}-Integration fiir logarithmische Integranden
verwendet.

Die Summenregel (3.15) lautet in der diskretisierten Form:

f: Hy; =-1 (3.25)

j=—N

Daraus gewinnt man die Diagonalelemente H;;, deren direkte Berechnung durch die
Deltafunktion erschwert wird:

Hy=-Y H;-1. (3.26)
J#i
Dies hat den niitzlichen Nebeneffekt, dafl die physikalische Nebenbedingung (3.15)
exakt erfiillt ist. '

Die Losung g; des linearen Systems (3.21) liefert dann die lokale Normalengeschwin-
digkeit v,; mittels Gl. (3.3). Die Grenzkurvenpunkte werden um —Dg;n;d¢ ver-
schoben, wobei der Zeitschritt d¢ hinreichend klein zur Vermeidung numerischer
Instabilititen gewdhlt werden mufl. In den Simulationen z.B. eines Dendriten muf}
man einen cutoff bei einer bestimmten Hohe des Kristalls einfiihren. Dazu wurde die
Erstarrungsfront in drei Bereiche unterteilt, eine Tip-Region, eine Schwanz-Region
und einen Ubergangsbereich. Im Tip-Bereich wird die Evolution durchgefiihrt wie
oben beschrieben. Im Interesse hoher Genauigkeit und numerischer Stabilitdt wird
der Punktabstand der Interfacepunkte r; in jedem Zeitschritt dynamisch justiert, so
daf} er stets im Intervall (8maz/2, Smas) liegt. Uberschreitet ein Abstand den Wert
8maz, Wird ein neuer Punkt eingefiigt, ist er kleiner als 8,,4./2, s0 wird ein Punkt
entfernt. Nach einer solchen Operation 148t man die Punkte entlang der Interface
diffundieren, um einen anndhernd gleichen Abstand zu gewdhrleisten. Bei einem
Dendriten mit Tip-Radius R liegen die typischen Absténde bei 0.03 R — 0.11 R. Die
Tip-Region dehnt sich iiber ungefihr eine Diffusionslinge ! = 2D/V aus, wéhrend
die Schwanzregion zur Unterdriickung von Randeffekten ca. 5 Diffusionsléngen lang
ist. Die grober diskretisierte Schwanzregion ist zur genauen Berechnung der Ge-
schwindigkeiten im Tip-Bereich nétig, wichst aber selber nicht mit. Der relativ
kleine Ubergangsbereich ist im wesentlichen auch eingefroren mit kleinen Modifika-
tionen, um eine stetigen Ubergang zwischen Kopf und Schwanz zu erméglichen. Die
Evolution wird nun solange verfolgt, bis die stationdre Losung erreicht ist, d.h. sich
vrip und damit V nicht mehr &ndert.

Als Test wurde eine Ivantsov-Parabel mit dy = 0 simuliert [17], die eine exakte (aber
instabile) Losung darstellt. Die relative Genauigkeit der Geschwindigkeiten v, lag im
Tip-Bereich bei 5-10*, also wesentlich besser als es mit der dynamischen Methode
(s. néchster Abschnitt) méglich ist.

Mit dieser Methode wurden sehr genaue und rauscharme Simulationen des dendri-
tischen Wachstums fiir Unterkiihlungen A im Bereich 0.25 — 0.7 und vierfachen
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Anisotropien e4 = 0.05 — 0.20 durchgefiibrt [17]. Die Rauscharmut erkennt man
daran, dafl auch die Dendriten bei kleiner Anisotropie ¢4 = 0.05 keine zu starke
Seitenarmbildung oder sogar Tip-Splitting aufweisen.

Weiterhin wurde mit Hilfe dieses Verfahrens die symmetrische und vor allem auch die
asymmetrische Lésung in einem engen Kanal bei verschwindender Anisotropie erst-
malig simuliert [23]. Spéter wurde mit ihr der asymmetrische Finger als stationire
Losung iiberpriift, der mittels des dynamischen Codes in einem breiten Kanal erzeugt
worden war. Dabei ergab sich eine Ubereinstimmung in Form und Geschwindigkeit
innerhalb weniger Prozent [18].

3.2. Dynamische Methode

3.2.1. Grundkonzept

Zur Simulation instationdrer Strukturen und zum Beobachten eventueller Hopf-
Bifurkationen muf} die volle Diffusionsgleichung, d.h. ohne quasistationdre Néiherung
gelost werden. Der Verzicht auf diese Ndherung bedeutet, Gedéchtniseffekte, d.h. die
Interfacekonfigurationen in der Vergangenheit, mit zu beriicksichtigen. Das ist unter
Verwendung der zeitabhéngigen Greensfunktion (2.27) prinzipiell méglich [49, 50],
aber schwierig zu implementieren und vermutlich zu langsam und speicherplatzin-
tensiv.

Eine einfachere Moglichkeit besteht darin, das Diffusionsfeld explizit mitzufiihren,
welches die volle Information iiber die Vergangenheit enthilt. Das Diffusionsfeld
mufl dazu diskretisiert werden, am besten auf einem regelmifligen (z.B. quadra-
tischen) Gitter, um den Algorithmus einfach und schnell (da vektorisierbar und
parallelisierbar) zu halten. Ein zentrales Problem solcher Algorithmen ist allerdings
die kiinstliche numerische Anisotropie, die durch die Diskretisierung erzeugt wird.
Die Anisotropie ist aber ein wichtiger Parameter fiir die Selektion der Wachstums-
formen, inshesondere der Dendriten, so da dieser zusétzliche numerische Beitrag
auf keinen Fall toleriert werden kann.

Die Grundidee ist, die effizienten und einfachen quadratischen Gitter beizubehalten,
deren vierfache numerische Anisotropie aber durch Verwendung mehrerer, gegenein-
ander gedrehter Diffusionsgitter auszumitteln. Das bedeutet, daf fiir jeden Punkt
der diskretisierten Grenzkurve zunéchst mehrere lokale Geschwindigkeiten berech-
net werden, entsprechend den verschiedenen Gittern. Der jeweilige Punkt wird dann
mit dem Mittelwert dieser Geschwindigkeiten verschoben. Die Gitter wechselwirken
also nur iiber die Grenzkurve miteinander.

Der verwendete Algorithmus soll jetzt kurz vorgestellt werden. Die Einzelheiten der
einzelnen Operationen werden in den folgenden Abschnitten erldutert.

Initialisierung
Zunichst wird ein "Rahmensystem” wie folgt definiert: In einem festen Koordi-
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natensystem “KS0” werden vier Punkte (x,y) als Eckpunkte eines rechteckigen
Rahmens gesetzt. Die Seiten des Rechtecks sind parallel zur x- und y-Richtung.
Im Folgendem werden alle Lingen in Gittereinheiten GE angegeben, damit durch
INTEGER~Operationen eine einfache Lokalisierung im Gitter méglich ist. Die Zei-
ten werden in (GE*GE)/D gemessen, so dafl der maximale Zeitschritt des expliziten
Diffusionsalgorithmus 0.25 betrégt.

Auf die untere Seite des Rahmens wird nun als Startkurve fiir die bewegte Phasen-
grenze eine Ivantsovparabel gesetzt, die durch Punkte mit einem mittleren Abstand
von 1.8 diskretisiert ist (Abb. 3.2). Die Parabel wird deshalb als Anfangskonfigurati-
on gewé#hlt, da die analytische Form des dazugehérigen Diffusionsfeldes bekannt ist
und sie die schnellstmégliche Konvergenz zu dendritischen Zustinden gewédhrleistet.

R

O Abb. 3.2 Rahmensystem

Zo, Yo: Drehpunkt

fest

€ (o] D

(XoYo)
R, %o¥d R,

Zentraler Gedanke ist, dal sowohl der bewegte Rand (hier anfangs eine Parabel)
als auch die gufleren Rinder (iibrige Teile des rechteckigen Rahmens) eine Einheit
bilden, die unabhéngig vom verwendeten Gitter definiert ist. Zu diesem "Rahmen-
system” gehoren auch noch Hilfspunkte zur Berechnung von Gradienten, wie weiter
unten erliutert wird. Diesem Rahmensystem sollen nun verschiedene Gitter zuge-
ordnet werden als Triger des Diffusionsfeldes. Gitterparameter, Position und Ori-
entierung sind hierbei im Prinzip fiir jedes Gitter frei wihlbar. Praktisch wird aber
der Gitterparameter fiir alle Gitter gleich 1 (=GE) gesetzt. Da nur die Relativposi-
tion von Rahmensystem und Gitter wichtig ist, werden die Gitter festgehalten und
identische Kopien des Rahmensystems durch Translation und Rotation erzeugt.

Im Fall von 2 Gittern, wird das Rahmensystem um %, bei 4 Gittern um 3, 3 und
%’“ gedreht, so dafl dann insgesamt 2 bzw. 4 identische Kopien des Rahmensystems
existieren. Diese werden noch um verschiedene irrationale Zahlen zwischen 0 und
1 in x- und y-Richtung verschoben, um die Auszeichnung des Drehpunktes (o, o)
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aufzuheben und Resonanzen zu vermeiden. Jedem Rahmensystem wird nun ein eige-
nes quadratisches Gitter zugeordnet, auf dessen Punkten das Diffusionsfeld definiert
ist. Als Anfangswert fiir diese Diffusionsfelder wird die parabolische Ivantsovlsung
(2.18) verwendet.

Eine andere einfache Méglichkeit der Initialisierung komplexer Strukturen ist die fol-
gende. Man erzeugt eine Startinterface beliebiger Form und setzt das Diffusionsfeld
auf Null. Nun beginnt man die Diffusionsgleichung zu ldsen, ohne jedoch die Inter-
face wachsen zu lassen. Diesen Relaxationsprozef filhrt man solange durch, bis sich
die Gradienten des Diffusionsfeldes an der Interface auf eine verniinftige Gréflen-
ordnung (0.02-0.08 1/GE ) verkleinert haben. Mit dieser Konfiguration kann die
eigentliche Simulation begonnen werden, ohne numerische Instabilitdten befiirchten
zu miissen.

Kopplung zwischen Rahmensystem und Gitter

Als néchstes werden die Schnittpunkte des gesamten Rahmensystems mit den Git-
terlinien berechnet. Die Verbindungslinie zwischen zwei Interfacepunkten (Kurven-
segment) wird dabei als Gerade angenommen. Nun wird eine fest—fliissig Matrix
erstellt, die fiir einen Gitterpunkt in der fliissigen Phase den Wert 1 und fir einen
”festen Punkt” den Wert 0 hat.

Geschwindigkeitsberechnung

Die Randwerte des Feldes auf den Interfacepunkten werden mittels der Gibbs—
Thomson-Beziehung bestimmt:

UInter face = A - do(l - scos(mﬁ) (3.27)

(A =Unterkithlung, dy =Kapillarititslinge, ¢ =Anisotropie, m =Mode der Aniso-
tropie, hier m = 4, §=Winkel der Normalen zur bevorzugten Wachstumsrichtung)

Zur Festlegung der Interfacegeschwindigkeit mufl nun der Gradient des Feldes an
der Interface in Normalenrichtung berechnet werden. Da das Feld rdumlich diskreti-
siert ist, die Interfacepunkte aber auch zwischen den Gitterpunkten liegen, ist eine
Interpolation erforderlich. Der dabei unvermeidliche Fehler zeigt sich als numeri-
sches Rauschen. Zur Reduzierung dieses Rauschens und um Energieerhaltung beim
Wachstum zu sichern, wurde eine spezielle Boundary- Element-Methode verwendet.

Randbedingungen

Die Zeitentwicklung des Diffusionsfeldes soll vektorisierbar auf dem jeweiligen Gitter
gelost werden, so dafl die auf den Interfacepunkten definierten Randbedingungen nun
auf den Gittern dargestellt werden miissen. Die Randbedingungen auf den Kurven-
segmenten werden dabei aus den Werten des Anfangs— und Endpunkts des jeweiligen
Kurvensegments linear interpoliert. Dabei werden die Gitterpunkte des Diffusions-
feldes direkt hinter der Interface, d.h. in der festen Phase mit Randwerten belegt,
die durch lineare Extrapolation aus dem Wert auf der Interface und den Werten von
2 Punkten unmittelbar vor der Interface (fliissige Phase) gebildet werden. Diese Ex-
trapolationen erfolgen lings der Gitterlinien, so dafl im Extremfall fiir einen Punkt

35



KAPITEL 3. NUMERISCHE LOSUNG

bis zu 4 verschiedene Extrapolationswerte existieren kénnen, mit deren Mittelwert
der Punkt schlielich belegt wird. Diese Darstellung der Randbedingungen mittels
der u-Feld Werte "hinter” der Interface stellt sicher, dafl bei ebener Interface und
konstantem Gradienten alle Erhaltungsbedingungen unabhéngig von Position und
Orientierung exakt erfiillt sind.

Dies gilt n&herungsweise auch noch, falls sich die Interface nicht bewegt. In Wirk-
lichkeit hat sich die Interface aber um v*dt weiterbewegt, so dafl nach dem Dif-
fusionsschritt und der Interfaceverschiebung der Wert des Diffusionsfeldes an der
Interface nicht mehr mit der geforderten Randbedingung iibereinstimmt, wenn man
annimmt, dafl das Wachstum schon stationér ist und sich die Kriimmung bei einem
Wachstumsschritt kaum &ndert. Es erwies sich hier als besonders giinstig anzuneh-
men [21], dafl sich die Interface schon um v*dt/2 weiterbewegt hat und man den
Wert fiir den Gitterpunkt in der festen Phase durch Extrapolation, aber jetzt mit
der neuen Interfaceposition, bestimmt.

Beim dendritischen Wachstum wurde auf den Randstiicken Ry, Rp, Rg Dirichlet-
sche Randbedingungen mit dem Wert Null verwendet, da diese Rander ca. 2.5 Diffu-
sionsléngen von der Dendritenspitze, also weit genug entfernt sind (Diffusionslénge
! = 2D [vy;,), um Randeffekte vernachldssigen zu konnen.

Fiir die Rénder R; und R; wurden zunichst die Werte des Ivantsovfeldes verwendet,
wie es an diesen Stellen sein miifite, wenn die Startparabel formerhaltend wachsen
wiirde.

Diffusion

Fiir den darauffolgenden Diffusionsschritt wurde ein expliziter Algorithmus [51) ver-
wendet, der allerdings mehrmals hintereinander (2 bis 5 Mal) ausgefiihrt wird, um
groflere Zeitschritte als 0.25, den kritischen Zeitschritt des Algorithmus, machen zu
konnen. Der grofite sinnvolle Zeitschritt fiir das Interfacewachstum liegt bei den hier
verwendeten Diskretisierungen allerdings nicht wesentlich hoher, so dafl dieses Vor-
gehen bis zu einem Zeitschritt von 1.8 immer noch rechenzeitsparender ist als ein
impliziter Algorithmus [21]. Dies liegt daran, daf} ein effektives implizites Verfahren
mit Operatorsplitting arbeiten muf}, was eine zus#tzliche numerische Anisotropie
erzeugt, die vollstindig erst durch Symmetrisierung und damit doppelten Aufwand
verschwindet.

Wachstum

Jetzt werden fiir jeden Interfacepunkt die Geschwindigkeiten aus den verschiedenen
Gittern gemittelt und damit die Interface auf dem 1. Gitter verschoben. Dieses
Mitteln der Geschwindigkeiten ist natiirlich nur sinnvoll, wenn die verschiedenen
Interface bis auf Rotation und Translation identisch sind, was gerade durch das
Konzept des Rahmensystems gegeben ist.

Durch bedarfsweises Einfiigen oder Entfernen von Interfacepunkten und eine

anschlieflende Punktdiffusion entlang der Interface wird ein annihernd gleicher
Punktabstand sichergestellt. Aus dieser Kurve werden nun wie bei der Initialisie-
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rung durch Drehung und Verschiebung die neuen Kurven fiir die anderen Gitter
erzeugt. Damit ist ein vollstindiger Wachstumsschritt vollzogen.

Gitterverschiebung bei Langzeitrechnungen

Da beim diffusivem Wachstum nur die aktive Tipregion wichtig ist und das Wachs-
tum nicht durch die Gittergré8e begrenzt werden sollte, wurde ein Verfahren
benétigt, daf}l das Wachstum des herausragendsten Teil der Struktur z.B. eine Den-
dritenspitze auf dem Gitter durch Verschieben des Rahmensystems kompensiert.
Dieses Verschieben soll keinen Fehler in der Tipregion erzeugen. Weiterhin darf im
Laufe von vielen Verschiebungen die Fingerspitze nicht durchs Gitter driften und
irgendwann der Gitterbegrenzung zu nahe kommen, sondern soll eine bestimmte
Entfernung zu einem fixierten Punkt im jeweiligen Gitter in der Entwicklung nicht
iiberschreiten. Dieses Verfahren soll fiir alle moglichen Winkel zwischen Wachstums-
richtung und Gitterlinien funktionieren und nicht auf kommensurable Winkel (der
Tangens des Winkels ist rational) beschrénkt sein.

Nach einem Wachsen um ca. 2 bis 3 Gittereinheiten wurde sowohl das Diffusionsfeld
als auch das Rahmensystem um ganzzahlige Werte in x— und y-Richtung so auf dem
Gitter verschoben , dafl die Fingerspitze einem fixiertem Ort (Soll-Spitze) im jewei-
ligen Gitter moglichst nahe kommt (Abb. 3.3). Moglichst nahe bedeutet hier wegen
der ganzzahligen Verschiebung eine Differenz der x und y-Werte grofler -1 und klei-
ner 1, d.h. nach der Verschiebung liegt die Dendritenspitze in einem max. Abstand
von +/2 von der Soll-Spitze. Die relative Lage von Rahmensystem und Diffusionsfeld
zueinander dndert sich dabei nicht. Es entsteht zunichst noch kein Fehler, da die
ganzzahlige Verschiebung des Feldes auf dem Gitter nur eine verdnderte Zuordnung
von Feldwerten zu Gitterpldtzen bedeutet, so dafl keine Interpolationen erforder-
lich sind. Auflerdem ist man auf diese Weise immer sicher, dal das Rahmensystem
verniinftig im Gitter liegt, d.h dafl das Rahmensystem geniigend Abstand zu den
Gitterbegrenzungen hat, unabhéngig vom Winkel zwischen Wachstumsrichtung und
Gitterlinien.

Im Spezialfall eines kommensurablen Winkels und bestimmten Abstdnden zwischen
Soll- und Ist-Spitze (z.B. Winkel = arctan(2), nv5 < Abstand < (n + 0.5)+/5,
n = 0,1,2..) liegt die verschobene Dendritenspitze immer genau auf der Achse,
die durch den Startpunkt der Spitze und die Wachstumsrichtung definiert ist. Bei
nichtkommensurablen Winkeln ist dies aber niemals der Fall, so daf} die verschobene
Spitze immer etwas neben dieser Achse liegt. Die seitlichen Rinder des Rahmensy-
stems (Rr, Rg in Abb. 3.2) werden genau um diese Abweichung in der Richtung
senkrecht zur Wachstumsachse verschoben, so dafl kein Fehler an diesen Réndern
auftritt, da der Abstand zwischen diesen Rindern und der Spitze konstant bleibt.
Dies ist besonders wichtig beim Wachstum im Kanal, da dort der Abstand zwischen
interessierender Struktur und Wand sehr klein gegen die Diffusionslénge sein kann.
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Wachstum s
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Das Rahmensystem mufl nun noch am oberen Rand verlingert werden und am un-
teren Rand gekiirzt, so dafl die Rahmengrifie erhalten bleibt. Die Struktur wird also
am Fuf} gekiirzt und eventuelle Seitenarme abgeschnitten. Aus fritheren Untersu-
chungen [17] ist bekannt, dafl dies bei Dendriten nur sehr geringen Einfluf} auf die
Tipregion hat, wenn der Abstand zwischen Schneidelinie und Spitze gréfler als 2
Diffusionsldngen ist.

Durch das Verschieben gelangen am oberen Teil des Rahmensystems (Rp in Abb.
3.2) Gitterpunkte in den inneren Teil des Rahmens (fliissige Phase), die voher au-
Berhalb des Rahmens lagen. Die Gitterwerte wurden daher oberhalb der Rahmen
mit Null initialisiert, da das Feld dort fast Null ist.

Wegen dem Abschneiden am Fufl der Struktur und der Verschiebung des Diffusions-
feldes sind die Feldwerte hinter (in der festen Phase) den neuen Réndern R; und R,
relevante Werte der fliissigen Phase des Feldes vor der Verschiebung (falls nicht ge-
rade Seitenarme abgeschnitten worden sind) und kénnen daher als neue Randwerte
verwendet werden. Die Randwertbelegung fiir Ry, R, féllt also weg. Letztenendes ist
die Art der Randbedingung dort relativ unwichtig fiir das Verhalten der Tipregion,
es muf} nur sicher sein, das dort nichts passiert, was zur Verlangsamung oder gar
zum Absturz des Programms fiihrt.

Fiir nichtdendritisches Wachstum erzeugt man sich einen virtuellen Dendriten, der
so lang wie der lingste Finger der Struktur ist und verfihrt analog. Der virtuelle
Dendrit wird dabei nur durch die Wachstumsrichtung und seinen héchsten Punkt
(Tip-Spitze) dargestellt. Da die Verschiebung unterschiedlich auf den einzelnen Git-
tern erfolgt, miissen die Formeln fiir die Translation des 1. Rahmensystems in die
anderen entsprechend gedndert werden.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl die Verschiebung einen kleinen Fehler sowohl
am oberen Ende des Rahmens als auch am Fufl der Struktur erzeugt. Dieser Fehler
spielt aber keine Rolle fiir die Tip-Region, da diese automatisch in groflem Abstand
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(ca. 2 bis 3 Diffusionsléngen) vom oberen und unteren Rand gehalten wird.
Messung

Nach einer sinnvollen Anzahl von Zeitschritten werden der Radius und die Geschwin-
digkeit der Spitze bzw. des lingsten Fingers gemessen, wobei je nach Diskretisierung
die obersten 3 bis 7 Punkte als Bestandteil einer Ivantsovparabel angesehen werden.

3.2.2. Geschwindigkeitsbestimmung

Die Geschwindigkeit der Interface ist proportional dem Strom des Diffusionsfelds in
Normalenrichtung auf die Interface. Hierzu ist der Anstieg des Feldes in Normalen-
richtung am jeweiligen Rand zu ermitteln.

Die Anstiegsbestimmung geht wie folgt vor sich: Von dem Punkt auf der Interface,
dessen Gradient bestimmt werden soll, geht man in Normalenrichtung eine Ent-
fernung von /2 + ¢ ins Gitter und erzeugt dort einen Stiitzpunkt (Abb. 3.4).
Der Wert des Feldes auf diesem Stiitzpunkt wird aus 6 Umgebungspunkten nach
folgender Formel quadratisch interpoliert [38):

-1 -1
u{@o + ph,yo + qh) = q(q2 )%0,—1 + p(p2 )u—1,o +(1+pg—p* — ¢*)uop
—-2q+1 —-2p+1
+p(p 2q )%1,0 ﬁg‘-f——lum + pqui,y  (3.28)

Der Stiitzpunkt mufl mindestens die obige Entfernung von der Interface weg sein, da
es sonst passieren kann, daf} einer der 6 Hilfspunkte hinter der Interface, also nicht
mehr in der flissigen Phase, liegt. Mittels der 6 Hilfspunkte wird auflerdem noch
der Anstieg am Stiitzpunkt in Richtung der Verbindungslinie interpoliert. Durch
den Anstieg und Wert am Stiitzpunkt sowie durch den Wert an der Interface ist
eine Parabel definiert und damit auch der Anstieg an der Interface.

Die 6 Hilfspunkte kénnen nun nicht symmetrisch ins Gitter gelegt werden. Fiir die
Lage der 2 dufleren Punkte in der fliissigen Phase gibt es verschiedene Moglichkeiten,
wobei die Genauigkeit der Berechnung natiirlich umso gréfer ist, je ndher die Hilfs-
punkte der Interface sind. Wenn man die Konfiguration 1 aus Abb. 3.4 verwendet,
springen bei der Anderung von 8 von +0 auf -0 die 2 dufleren Punkte um. Zur Aus-
schaltung dieser Rauschquelle wurden stets die Werte von 2 Konfigurationen gemit-
telt, wobei die Gewichte mittels cos 8 so gebildet wurden, dafl bei § = 0, 90,180, 270°
beide Konfigurationen gleich eingehen und bei § = 45,135, 225, 315° nur eine. Damit
dndert sich der Einfluf} der 4ufleren Punkte stetig mit 6.
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Dieser ganze Aufwand wurde hier nur getrieben, da die Anstiegsberechnung in li-
nearer Niherung sonst schon bei relativ feiner Diskretisierung (Ivantsovparabel mit
Radius 20, vri, = 0.0187) einen Fehler von maximal 5% auf einem Gitter liefert, das
obige Verfahren aber nur einen Fehler von maximal 0.6%.

Wenn nicht geniigend Punkte in der fliissigen Phase vor der Interface liegen, wird
die lineare Naherung verwendet, die nur 4 Stiitzpunkte im Gitter bendtigt. Falls
auch ein Teil dieser Punkte schon zur festen Phase gehort, wird die Geschwindigkeit
an dieser Stelle Null gesetzt. Der geringste Abstand zwischen einzelnen Fingern ist
damit ca. 2.9.

Die Boundary-Element Methode fiir die Ermittlung der Geschwindigkeit der Inter-
facepunkte soll nun am Beispiel von Abb. 3.5 erldutert werden. Die Kurvensegmente
werden zunichst in 2n gleichlange Stiicke (n betrédgt typischerweise 2 bis 4) zerlegt.
An diesen neuen Punkten wird dann der Anstieg des Feldes senkrecht zum jewei-
ligen Kurvensegment ermittelt. In Abb. 3.5 ist n=3 und i sei der Interfacepunkst,
dessen Geschwindigkeit gefunden werden soll. Der Mittelwert der Anstiege a;..a4 sei
a; (1 fiir links), der Mittelwert von ag..as sei a, (rechts). Nun denkt man sich das
Interfacestiick K1 parallel um a; d¢t und das Stiick K2 um a, dt verschoben. Diese
Stiicke schneiden die Normale in zwei nicht notwendig gleichen Punkten, aus deren
Mittelwert die Geschwindigkeit des Interfacepunkts folgt. (Falls man den Schnitt-
punkt der zwei neuen Kurvensegmente direkt als neuen Interfacepunkt ndhme, gébe
es bei kleinen Kriimmungen starke seitliche Fluktuationen der Interfacepunkte, was
zusétzliches numerisches Rauschen bedeuten wiirde.)

Abb. 3.5 Boundary-Element
Methode

Ermittlung der Geschwindigkeit v;
des Interfacepunkts ¢
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3.2. DYNAMISCHE METHODE

3.2.3. Dirichletsche Randbedingungen

Die fest-fliissig Grenzkurve soll beliebige Formen annehmen kdnnen und sich konti-
nuierlich im Diffusionsgitter bewegen konnen. Die Erfiillung der Gibbs~Thomson
Randbedingung auf dieser komplizierten Kurve ist daher nur n&herungsweise
moglich, da sich die Interface meistens zwischen den Gitterlinien des quadratischen
Gitters befindet. Dazu setzt man die unmittelbar hinter der Interface in der "fe-
sten” Phase liegenden Gitterpunkte des Diffusionsfeldes auf bestimmte Werte, die
man durch Extrapolation aus der gewiinschten Randbedingung an der Interfacepo-
sition und den Werten des Feldes direkt vor der Interface ("fliissig”) ermittelt. Diese
neu gesetzten Punkte in der festen Phase haben keine physikalische Bedeutung, sie
fungieren nur als Hilfspunkte fiir den anschlieenden Diffusionsschritt!.

Die Extrapolationen erfolgen lings der Gitterlinien, so dal im Zweidimensionalen
bis zu vier verschiedene Mdglichkeiten fiir einen solchen festen Hilfspunkt existieren
konnen. Abb. 3.6 zeigt diesen Fall, wo der Hilfspunkt (¢—1, j) zweimal in x-Richtung
mittels der "fliissigen” Punkte (¢ — 3,j), (¢ — 2, ) und (4,7), (¢ +1,7) sowie zweimal
in y-Richtung mittels (2,7 +2), (¢,7+1) und (¢,5 — 1), (¢,7 — 2) extrapoliert werden
kann. Aus Symmetriegriinden wird stets nur der Mittelwert verwendet.
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! Abb. 3.7
‘ Extrapolation in x-Richtung
des Punktes (7 — 1, )
.5.5_, zo: Interfaceposition
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Diese Methode ist damit auf das einseitige Modell zugeschnitten, wo die feste Phase keine Rolle
spielt. Die einfachste Moglichkeit, das Verfahren auf zweiseitige Diffusion zu erweitern, besteht in
der Einfiihrung eines neuen Gitters fiir das Diffusionsfeld im Festkdrper und wird spiter erliutert.
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KAPITEL 3. NUMERISCHE LOSUNG

Als Beispiel soll die Extrapolation des Punktes (¢ —1,5) (fest) in x-Richtung mittels
der Punkte (7,7), (¢ + 1,7) (fliissig) betrachtet werden (Abb. 3.6b, 3.7). Die Inter-
face soll sich bei (zg,j) befinden. Der Wert u;_;; (eigentlich in der festen Phase)
soll nun so bestimmt werden, dafl eine Interpolation fiir (o, ;) mittels der Punkte
(¢ = 1,5),(¢,5) genau die geforderte Randbedingung uy = w erfiillt. (w wurde aus
den Randwerten der Punkte A und B linear interpoliert.) Der zweite Index j soll
im folgenden der Ubersichtlichkeit halber weggelassen werden. Da eine einfache Ex-
trapolation des Punktes ¢ — 1 durch den Wert an der Interface und dem n#chsten
Punkt i: u;—y = M fiir § — 0 numerisch nicht verwendbar ist, wird diese
Extrapolation mit § gewichtet und eine zweite Extrapolation, die statt des Punktes
¢ den weiter entfernten Punkt ¢ + 1 verwendet , mit dem Gewicht 1 — § hinzugefiigt.

Zwei lineare Interpolationsformeln sind:

'u,g = dui_1+ (1'—- 5)’1&;

b (L4 8uis+ (1= uin
'u,o = 2

Das gewichtete Mittel ist :
uy = Oud+(1—8)ud
daraus durch Umstellung :

Uo + 5(1 - J)u, - '(1;26)-2-71,;.{.1
624 155

2

U1 (3.29)

Wie man sieht, kann jetzt der Nenner fiir 0 < § < 1 nicht Null werden.

Die Extrapolationen von u;.;; mittels der Punkte (¢ — 2,7),(¢ — 3,7) sowie der
beiden Extrapolationen in y-Richtung mittels (¢ — 1,5 + 1),(¢ — 1,5 + 2) und (z —
1,5 —1),(i — 1,5 — 2) erfolgen analog. Ihr Mittelwert ergibt den endgiiltigen Wert
fiir w;_y ;. Die jeweiligen 2 Stiitzpunkte miissen stets beide in der fliissigen Phase
liegen, ansonsten erfolgt keine Extrapolation in die entsprechende Richtung.

Der Extremfall, dafl auf diese Weise sowohl die Extrapolationen in x- und y-
Richtung verboten sind und damit keine Randwertfestlegung erfolgt, tritt nur an
Stellen auf der Interface auf, deren Geschwindigkeitsbestimmung aus denselben
Griinden nicht moglich ist und deren Geschwindigkeit daher Null gesetzt wird. Fiir
den Fall einer ebenen Interface, d.h. w = const = A und einem konstanten Gra-
dienten senkrecht zur Interface ergeben die Extrapolationen in x-und y-Richtung
denselben exakten Wert des Feldes.

3.2.4. Reflektierende Randbedingungen

Fiir das Wachstum in einem Kanal mit wirmeundurchléssigen Wénden mufl die
Ableitung des Feldes senkrecht zur Wand gleich Null sein. Ahnlich wie bei Dirichlet-
schen Randbedingungen werden die ersten Punkte hinter der Wand d.h. auflerhalb
des Rahmens so mit einem Wert belegt, dafl die Randbedingung auf dem Rand
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3.2. DYNAMISCHE METHODE

erfiillt ist. (¢,4) sei ein solcher Punkt. Eine Entfernung +/2 + € von (i,5) senkrecht
zur Wand wird innerhalb des Rahmens d.h in der fliissigen Phase ein Stiitzpunkt
(%syJs) erzeugt. Aus dessen umgebenden 4 Gitterpunkten wird der Wert des u-Feldes
und seine Ableitung linear interpoliert. Durch Kenntnis des Wertes und der Ablei-
tung und der Bedingung, daf} die u—Ableitung an der Wand Null sein soll, 1483t sich
eine Parabel definieren, die durch die Punkte (3,5), (¢,,7,) 1duft und an der Wand-
position ihr Extremum hat. Der Wert des u-Feldes am Punkt (¢,j) wird dann auf
den Parabelwert gesetzt. Im Gegensatz zu Dirichletschen Randbedingungen miissen
diese Randpunkte nach jedem Diffusionsschritt neu gesetzt werden, denn das u-Feld
dndert sich ja und nach einem Diffusionsschritt ist die reflektierende Randbedingung
eventuell nicht mehr exakt erfiillt. Da der Zeitschritt des Diffusionsalgorithmus be-
deutend kleiner ist als die Zeit, in der sich das Diffusionsfeld am Rand wesentlich
dndert, ist diese Randwertbehandlung zuldssig.

3.2.5. Periodische Randbedingungen

Es liegt auflerhalb der verfiigbaren Computerleistung, das Langzeitwachstum ei-
nes vollig frei wachsenden Systems zu simulieren. Diese Situation kann jedoch
ndherungsweise durch periodische Randbedingungen an den Seiten des Rahmensy-
stems erreicht werden, wobei die Periodizit4tslinge W grofl gegen alle physikalischen
Léngen sein mufl. Besonders bei Untersuchungen seitlich driftender Strukturen, wie
z.B. von schrig wachsenden Doublonen und Dendriten (s. Abschnitt 4.1., 8.5.2.) ist
diese Art von Randbedingungen zwingend erforderlich.
Das Problem hierbei ist, daf} nicht nur die Interface, sondern auch alle beteiligten
Diffusionsgitter periodisch fortgesetzt werden miissen. Fiir ein einzelnes Gitter ist
das einfach: Die linke Wand des Rahmensystems liege bei « = 4, die rechte bei z = j.
Die Gitterpldtze i — k k = 1,2... werden mit den bekannten Werten des Feldes an
den Stellen j — k belegt und die Plitze j + k mit den Werten von i + k.
Auf mehreren gedrehten Gittern sind allerdings simultane periodische Randbedin-
gungen mit derselben Periodizitdt W nicht mehr exakt fiir beliebige Drehwinkel
moglich. Konkret heiflt das, dafl es unmaglich ist, die Bedingung

W?=a?+b?, ¢ =arctan (%’-) (3.30)
fiir beliebige Drehwinkel ¢; und Integer-Zahlen a; und b; auf mehr als einem Gitter
mit der Nummer 7 zu erfiillen. |
Abb. 3.8 zeigt einen speziellen Fall, der diese Bedingung auf einem Gitter erfiillt,
und deshalb eine exakte periodische Fortsetzung erlaubt. Die bisher verwendeten
Drehwinkel (¢, = 0, ¢2 = 45° im Zweigitter-System und ¢; = 0, ¢, = 22.5°,
@3 = 45° und ¢4 = 67.5° im Viergitter-System) erfiillen die Bedingung (3.30) nicht.

Eine ngherungsweise Erfiillung der Periodizit4t ist natiirlich auf Kosten eines kleinen
lokalen Interpolationsfehlers am Rand des Rahmensystems mdglich. Diese Moglich-
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<7

Abbildung 3.8: Schematische Darstellung periodischer Randbedingungen. Der Drehwinkel
o ist kommensurabel mit tana = 3/7, die Kanalbreite W betrigt +/58. Punkt A ist
#quivalent zu A’ und B ist Squivalent zu B'.

keit scheidet aber hier aus, da die Musterselektion sehr empfindlich auf mikroskopi-
sche Einfliisse reagiert (Stichworte: singulére Stérung, Pinning-Effekte).

Die "Nahtstelle” mufl daher auf jeden Fall verborgen werden. Das ist unter In-
kaufnahme eines kleinen globalen Fehlers moglich, indem man erlaubt, daB die
Periodizitétslénge nicht mehr exakt dieselbe auf jedem Gitter ist und dafl die Dreh-
winkel geringfiigig von /8 bzw. 7/4 abweichen diirfen. Eine unterschiedliche Peri-
odizitatslinge bedeutet, da} die den einzelnen Gittern zugeordneten Phasengrenzen
etwas gegeneinander kontrahiert bzw. gestreckt sind, aber sonst identisch sind.

Zur Minimierung des bereits kleinen globalen Fehlers wurden spezielle Integer-Werte
in Gittereinheiten Az fiir die Kanalbreite W verwendet. Die Bedingungen

#i* — arctan (%)
Wi — W]

7 < 0.001 3.32

7 < 0.00 (3.32)

werden von vielen Zahlen oberhalb von W = 277 Ag erfillt, z.B. von W =

277,290,366, ...,478 Az. W; und ¢; sind dabei die wirklich realisierten Kanalbrei-

ten und Drehwinkel der Gitter ¢, wihrend W und ¢ die entsprechenden idealen

Gréflen darstellen.

Diese rationalen Niherungen fiir irrationale Beziehungen fiihren auf relative Feh-
ler, die kleiner als 10~3 oder manchmal sogar 10~* sind, erhalten aber die volle
Translationsinvarianz.

< 0.01°, (3.31)

44



3.2. DYNAMISCHE METHODE

Das Diffusionsfeld wurde ca. 5 bis 6 Gittereinheiten auflerhalb des Rahmensystems
periodisch fortgesetzt, damit die Randwert- und Geschwindigkeitsberechnung auch
dann moglich ist, wenn sich die Interface direkt am Rand befindet.

Weiterhin muf} der Fall korrekt erfaflt werden, dafl die Struktur iiber die seitliche Be-
grenzung hinauswéchst und dann wieder auf der anderen Seite hereinkommen muf,
was die Bestimmung der fest—fliissig Matrix erschwert. Dieses Problem wurde durch
die Einfiihrung zweier zusitzlicher Interface gelost (Abb. 3.9). Die Interface XD, Y D
mit 3N — 2 Punkten ist die Verdreifachung der normalen Interface X,Y (N), wobei
die Punkte N...2N — 1 gleich den Punkten der normalen Interface sind. Diese Inter-
face wird zur Geschwindigkeits- und Randwertberechnung verwendet, so daf keine
Probleme mit iiber die Periodizitdtsgrenze wuchernden Strukturen auftreten. Die
Interface XX R,YY R entsteht durch Abschneiden von XD,Y D entlang des fort-
gesetzten Diffusionsfeldes und dient allein der Bestimmung der fest—fliissig Matrix.

?

l
|
I
|
I
I
!

A BIC D'E F
W
Interface X,Y :C-D
XD,YD : A-C-D-F
XXR,YYR : G-B-E-H
W=Periode

Abbildung 3.9: Numerische Realisierung der periodischen Randbedingungen

3.2.6. Diffusionsalgorithmus

Die Diskretisierung der Diffusionsgleichung in 2 Dimensionen auf einem quadrati-
schen Gitter lautet:

Ul = wiy + A (Uig,y + Uimrg + Uigrr + i1 — dug) (3.33)
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wobei At in (GE*GE)/D (GE=Gittereinheit, D=Diffusionskoeflizient) gemessen
wird. Zur Losung dieses Differenzengleichungssystems kann man auf der rechten
Seite die bekannten Werte des Diffusionsfeldes zum Zeitpunkt ¢ verwenden und be-
rechnet daraus die Werte zur Zeit ¢ + At. Dieses Verfahren heifit explizit. Beim
impliziten Verfahren werden in der Klammer auf der rechten Seite schon die neuen
Werte zum Zeitpunkt ¢ + A¢ verwendet, so dafl der neue Wert fiir u;; nicht mehr
von den anderen neuen Werten entkoppelt ist. Zur Losung in einer Dimension muf}
eine tridiagonale Matrix invertiert werden, was relativ schnell zu machen ist. In 2
Dimensionen wiirde man das Problem zunichst um einen Laufindex reduzieren wie
folgt:

UitiN = UipsN + DU (Wit1458 + Uic1458 + Ui -1V + UirGyn — duipin)  (3.34)

Die dazugehérige Matrix ist aber nicht mehr tridiagonal.

Der grundsétzliche Unterschied zwischen beiden Verfahren besteht allerdings in ihrer
numerischen Stabilitdt. Das explizite Verfahren ist fiir Zeitschrittweiten grofier 0.5/d
(d=Dimension) numerisch instabil, d.h. es kommt zu unphysikalischen Oszillatio-
nen, deren Amplitude mit jedem Zeitschritt zunimmt. Diese maximale Schrittweite
liegt weit unter der physikalischen Zeitskala der Diffusion, falls die Rénder zeit-
lich konstant sind. Das implizite Verfahren ist fiir alle Schrittweiten stabil. H6here
Genauigkeit bei unbegrenzter Stabilitit erreicht man mit dem sogenannten semi-
impliziten Verfahren, das in der Klammer auf der rechten Seite von Gleichung (3.33)
den Mittelwert der alten und neuen Werte verwendet.

Aus fritheren Tests ist bekannt [21], daB fiir einen Zeitschritt d¢ < 1.8 das mehrmals
ausgefiihrte explizite Verfahren effektiver als das implizite ist. In den Simulationen zu
dieser Arbeit wurde daher nur das explizite Verfahren verwendet, da die Bewegung
der Interface in den meisten Fillen keinen grofleren Zeitschritt als dt ~ 1 erlaubte.

3.2.7. Tests

Der dynamische Code wurde ausgiebig bei verschiedenen Randbedingungen und
Diskretisierungen mit und ohne vierfache Anisotropie ¢ auf einem, zwei und vier
gedrehten Gittern getestet [18, 21, 24].

Als besonders anisotropieempfindlicher Test wurde das Wachstum von Dendriten
bei einer Unterkiihlung von A = 0.5 und Anisotropien ¢ im Bereich 0.05 bis 0.2
simuliert und mit der genauen Greensfunktionsmethode (GRM) [17] verglichen, die
per Definition keine kiinstliche Anisotropie enthélt. Die Resultate lassen sich wie
folgt zusammenfassen: Unterhalb einer Anisotropie von & = 0.13 sollten auf jeden
Fall vier Diffusionsgitter verwendet werden, um quantitativ richtige Ergebnisse mit
einem maximalen Fehler von 15% zu erzielen. Denn z.B. bei ¢ = 0.05 geben die
Simulationen auf nur zwei Gittern eine doppelt so hohe Wachstumsgeschwindigkeit
wie die Greensfunktionsmethode, was sich durch feinere Diskretisierung kaum ver-
bessern 1i8t. Es gelang, stabile Dendriten bis zu einer minimalen Anisotropie von
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¢ = 0.05 zu erzeugen. Es wird angenommen, dafl Dendriten bei allen Anisotropien
linear stabil sind [4, 67]. Allerdings wird die kritische Amplitude einer Stérung, die
iiber eine nichtlineare Instabilitit zum Tip-Splitting fiihrt, exponentiell klein bei
verschwindender Anisotropie. Praktisch heiflt das, daf} es keinen groflen Sinn macht,
Dendriten bei noch niedrigeren Anisotropien zu simulieren, da der Rechenaufwand
exponentiell ansteigt. Die mit der dynamischen Methode erzeugten Dendriten wei-
sen eine stirkere Seitenarmbildung auf als die der GRM. Nach der Theorie der
Seitenarme ist damit das numerische Rauschen, d.h. die Rechenungenauigkeit des
dynamischen Verfahrens grofier.

Bei Simulationen von asymmetrischen Fingern, bzw. Doublonen (s. Kapitel 4), sind
Rechnungen auf nur zwei Gitter zulissig, da der Selektionsmechanismus ein anderer
ist, so daB die Geschwindigkeit nur schwach anisotropieabhéngig ist [23].
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4.1. Die Entdeckung der Doublonen

Dendriten konnen nicht ohne Anisotropie existieren und werden immer rauschemp-
findlicher, wenn sich diese verringert. Das fiihrte zu der Frage, welche Morphologien
im isotropen Fall auftreten konnen. Fiir hohe Unterkiihlung und kleine Anisotropie
wurde eine instationdre Struktur — die kompakte Seetang—Morphologie — vermu-
tet, die urspriinglich auf der Basis experimenteller Beobachtungen unter dem Namen
Dense-Branching Morphology eingefiihrt wurde [54]. Die Einfiihrung dieses Musters
als eine morphologische "Phase”, die sich klar von der bekannten dendritischen Mor-
phologie abgrenzen 14fit, war allerdings zu jener Zeit rein spekulativ. Weiterhin war
nicht klar, ob eine Phasengrenze in einem isotropen Medium unter diffusivem Trans-
port iiberhaupt mit einer konstanten mittleren Geschwindigkeit wachsen kann, wenn
die dimensionslose Unterkiihlung A kleiner Eins ist.

Der erste Hinweis auf die Existenz einer solchen neuen Phase kam von Argumen-
ten [22], die auf einer theoretischen Untersuchung des isotropen Kristallwachstums
in einem Kanal mit undurchléssigen Wanden basierten [48]. Die Analyse des Ka-
nalwachstums ergab unter anderem die folgenden Resultate. Eine symmetrische
fingerdhnliche Struktur kann mit konstanter Geschwindigkeit im Kanal wachsen,
solange die Unterkithlung A > 0.5 ist. Diese Losung &hnelt sehr dem Saffman-
Taylor Finger [55], der beim Einspritzen einer viskosen Fliissigkeit in eine weniger
viskose beobachtet wird!, gehort aber zu einem anderen Zweig der mathematischen
Losung. Im Gegensatz zur hier zwar auch existierenden, aber instabilen Saffman-
Taylor Losung steigt die Wachstumsrate mit steigender Unterkiihlung an, wie es
auch intuitiv sein sollte.

Ein besonders bemerkenswertes Resultat dieser Untersuchung war, daB die treibende
Kraft A eine Lingenskala und damit auch eine Geschwindigkeitsskala definiert: Fiir
eine Unterkithlung 0.5 < A < 1 existiert eine kritische Kanalbreite, unterhalb derer
keine stationire Lésung mehr existiert. Bei Erh6hung der Kanalbreite W erhoht
sich die Wachstumsgeschwindigkeit, geht durch ein Maximum bei W = W* und
fallt dann ab wie V' ~ 1/W. Dieses asymptotische Verhalten ist konsistent mit
der Bedingung, daf} als Folge der Massen- bzw. Energieerhaltung die Breite des

'Der einzige mathematische Unterschied zum Kristallwachstum besteht darin, daB die Diffusi-
onsgleichung durch die Laplacegleichung zu ersetzen ist mit entsprechend modifizierter Randbe-
dingung im Unendlichen. '
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Fingers nicht wesentlich gréfler als die Diffusionslinge [ = 2D/V sein kann. Denn
damit stationires Wachstum méglich wird, mul der Uberschuf an latenter Wirme
seitlich wegtransportiert werden. Die Reichweite dieses Transports ist aber gleich
der Diffusionsldnge, d.h. bei einem zu dicken Finger wiirde es zu einem Warmestau
vor der Phasengrenze wie bei einer ebenen Front kommen und die Geschwindigkeit
wiirde wie V ~ ¢~/ mit der Zeit abfallen.

Nach der Theorie [22] kann man sich nun das ausgedehnte System als ein Nebenein-
ander vieler unterschiedlich breiter Finger vorstellen, die sich in effektiven Kanélen
befinden, deren Reflektionsrandbedingung annéhernd durch die Existenz eines Nach-
barfingers gewahrleistet ist. Finger, die zu effektiven Kanilen mit der optimalen Ka-
nalbreite W* gehoren, werden selektiert, weil sie schneller als alle anderen wachsen.
Die Langenskala der freien Seaweed-Struktur sollte dann mit dieser dynamisch se-
lektierten optimalen Kanalbreite W* und die Geschwindigkeit seiner Einhiillenden
mit der dazugehérigen Geschwindigkeit V* skalieren.

Mit Hilfe der Greensfunktionsmethode (s. Abschnitt 3.1.) wurden die Resultate des
Kanalwachstums numerisch bestitigt [23], insbesondere fand man das Maximum
der Geschwindigkeit bei der optimalen Kanalbreite W* und beobachtete das Ver-
schwinden der Losung in zu engen Kanédlen unterhalb einer kritischen Kanalbreite.
Bei einer Simulation in einem breiten Kanal wurde allerdings nicht die vorhergesag-
te langsame symmetrische Struktur, sondern ein schneller, asymmetrischer Finger
entdeckt [23]. Aufgrund der quasistationiren Niherung, auf der die numerische Me-
thode beruht, war man sich aber der Stabilitit dieser Losung nicht ganz sicher. Daher
wurden zunichst die Rechnungen mit der dynamischen Methode wiederholt (Abb.
4.1a) sowohl als Test fiir den dynamischen Code als auch fiir die Uberpriifung der
Nsherung, was eine sehr gute Ubereinstimmung innerhalb weniger Prozent ergab.

Dann wurde der Kanal systematisch verbreitert (bis zur vierfachen Breite des Ka-
nals W,,, in dem der asymmetrische Finger erstmals auftauchte). Das iiberraschende
Resultat war, dafl nach anfinglichem Tip-Splitting und komplexer Musterbildung in
jedem Fall ein stationdrer asymmetrischer Finger iibrigblieb, der sich an eine Wand
"anlehnte”. Seine Geschwindigkeit, Form und Abstand zu einer Wand wurde fiir brei-
te Kanile im wesentlichen unabhéngig von der Kanalbreite, siche Abb. 4.1b. Diese
Struktur sieht aus wie ein halber Dendrit und weist Seitenarme wie dieser auf, deren
Abstand sogar dieselbe Relation wie die der Dendriten erfiillt, Ag = 2.5-2.8 pprs. Da
die Mdglichkeit bestand, dafl dieses Muster essentiell von der Existenz einer kiinst-
lichen reflektierenden Wand abhéngt, die im freien System nicht vorkommt, wurden
Simulationen mit periodischen Randbedingungen und groflen Periodizit4tsléingen
W = 5.5W,, durchgefiihrt. Im Verlauf der Entwicklung wurden nach einiger Zeit
wiederum asymmetrische Finger innerhalb eines komplexen Musters sichtbar, des-
sen Einhiillende mit konstanter Geschwindigkeit wuchs, Abb. 4.2.

Verfolgt man das Wachstum noch langer, erkennt man asymmetrische Finger, die
sich mit einem spiegelbildlichen Partner zu einer stabilen lokalen Struktur zusam-
mengeschlossen haben. Auf diese Weise realisieren sie selbstdndig die reflektierende
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W=200 d0 W=800 dO

| a) | | b)

Abbildung 4.1: Stationirer Zustand des asymmetrischen Fingers im schmalen (a) und
breiten (b) Kanal, der mittels der dynamischen Methode bei A = 0.7 und ¢ = 0 mit
reflektierenden Randbedingungen simuliert wurde. Parameter und Resultate: a) do = 0.5,
Kanalbreite W/dy = 200, R/dy = 47.6, Vdo/D = 0.0183, Abstand zur linken Wand
2o/do = 21.36;b) d = 0.375, W/do = 800, B/do = 47.73,Vidy/D = 0.0198, zo/dp = 19.04.

Randbedingung zwischen ihnen, die vorher im Kanal von auflen aufgezwungen wur-
de. Nach langer Zeit blieb nur ein solches Fingerpaar iibrig, das in einem konstanten
Winkel von o = 8.7° zur "Wand” des periodischen Kanals wuchs, Abb. 4.3. Die-
se Simulation wurde auf vier Gittern durchgefiihrt und der Wachstumswinkel o hat
nichts mit den Winkeln der iibriggebliebenen 16-fachen numerischen Anisotropie von
11.25° oder 22.5° zu tun. Er ist eine Folge der Anfangsbedingungen. Zur Sicherheit
wurde die Struktur um diesen Winkel in die Vertikale gedreht. Sie wuchs nach der
Drehung stabil und im wesentlichen unveréndert weiter. Geschwindigkeit, Spitzen-
radius und Abstand zum Spiegelpartner stimmten mit den vorherigen Simulationen
im Kanal mit reflektierenden Wénden sehr genau innerhalb 2% iiberein. Abb. 4.4
veranschaulicht das durch Uberlagerung des im Kanal erzeugten Fingers mit der
freien Struktur.

Als weiterer Test wurde eine Hélfte der erzeugten Doppelstruktur, d.h. der asymme-
trische Finger, als Anfangsbedingung fiir das Greensfunktionsprogramm mit quasi-
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Abbildung 4.2: Zeitliches Verhalten des Kanalwachstums mit periodischen Randbedin-
gungen an den Seiten des Kanals auf 2 Gittern. Es wurden jeweils 2 Perioden mit der Peri-
odizititslinge W dargestellt. Asymmetrische Strukturen wie in Abb. 4.1b beginnen dieses
kompakte Seetang—-Muster zu dominieren. Parameter: A = 0.7, ¢ = 0, D = 1, dp = 0.4345,
W = 478, Gittergréfle 851x851. Die mittlere Geschwindigkeit betrug V = 0.04, was auf
die Diffusionslénge [ = 50 < W fiihrt.
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Abbildung 4.3: Langzeitwachstum im Kanal mit lateralen periodischen Randbedingungen
auf 4 Gittern mit exakt denselben Parametern wie in Abb. 4.2. (a) zeigt ein relativ friihes
Entwicklungsstadium, wihrend in (b) der Endzustand erreicht ist: Ein Paar asymmetri-
scher Finger (Doublon) wéchst mit konstanter Form und Geschwindigkeit in einem Winkel
von a = 8.7°, der von den Anfanfsbedingungen abh#ingt, zur Wand des periodischen Ka-
nals. Resultate (nach der Drehung in die Vertikale gemessen): V' = 0.0441, Rrip = 22.5;

Die Breite des Lochs zwischen den Fingern ist 17.
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Abbildung 4.4: Uberlagerung des asymmetrischen Fingers aus dem Kanalwachstum mit
reflektierenden Winden und seinem Spiegelbild (Abb. 4.1b) und dem Doublon aus den
Simulationen ohne kiinstliche W&nde (Abb. 4.3b), das in die Vertikale gedreht wurde
(mit dem Vergrd8erungsfaktor 1.159, der dem Verhltnis der unterschiedlichen Kapil-
larit&tsléngen entspricht). Im Rahmen der numerischen Genauigkeit ist damit die freie
Struktur identisch mit dem Finger im reflektierenden Kanal.

stationdrer Naherung genutzt. Auch diese Simulation bestitigte innerhalb von 1%
die Stationaritit und die selektierten Werte fiir Geschwindigkeit und Form der
Losung. Damit stand fest, daf8 es fiir isotrope Oberflichenspannung und hohe Un-
terkithlung doch eine stabile, stationdre Losung gibt. Sie dhnelt in ihrer Stabilitat
und Lokalisierung sehr einem Soliton [56], das in bestimmten nichtlinearen Dif-
ferentialgleichungen auftreten kann, und wird daher wegen ihrer Paarstruktur im
folgenden als Doublon bezeichnet.

Diese Moglichkeit einer stationdren Losung, die auch fiir verschwindende Anisotropie
mit konstanter Geschwindigkeit stabil wichst, wurde bisher ibersehen. Das Erstaun-
liche an der Doppelfingerlosung ist weniger ihre Existenz, sondern ihre Stabilitét
gegen das Auseinanderwachsen oder Davonwachsen eines Partners und damit Un-
terdriickung des Wachstums des anderen. Beide Partner stehen im Wettbewerb um
dasselbe Diffusionsfeld und sind nicht durch weitere Kréfte (wie Oberflichenspan-
nung) miteinander verbunden. Man sollte also — vollig analog zur Mullins-Sekerka
Instabilitdt ohne Oberflichenspannung — Instabilitit des Doublon—Paars erwarten.
Als Erklérung fiir die Stabilitdt der Doublon-L&sung bietet sich das folgende Bild an:
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Wenn einer der beiden ”Zwillinge” etwas vor den anderen gelangt, so wird er auf Ko-
sten des anderen sofort viel breiter. Dies fiihrt automatisch zu seiner Verlangsamung,
wéahrend der andere unterdriickte Finger schmaler und damit schneller wird. Offen-
bar iiberkompensiert dieser Effekt die Abschirmung des schmaleren hinteren Fingers
vom Diffusionsfeld durch den vorderen, so dafl die beobachtete Selbst—Stabilisierung
auftritt. Dieses Bild ist konsistent mit spiter diskutierten Simulationen bei hoher
Anisotropie, wo es keine Doublonen mehr gibt, denn nun existieren schnelle, stabile
Einzellssungen (Dendriten) und "Paarung” bringt keine Vorteile mehr.

Die Existenz einer stabilen freien Losung &ndert natiirlich die Vorstellung von der
freien kompakten Seetang-Morphologie: Sie wird von schwach wechselwirkenden
Doublonen dominiert, die sich gegenseitig ablenken, vernichten oder neu paaren,
denn ihre Wachstumsrichtung ist im Gegensatz zu Dendriten nicht auf bestimm-
te Vorzugsrichtungen beschrinkt. Aus den Seitenarmen stagnierender Doublonen
konnen auch wieder neue geboren werden. Zur Beschreibung des langwelligen Ver-
haltens der Einhiillenden einer solchen Struktur, die aus wechselwirkenden Teilchen
besteht, entwickelten Saito und Miiller-Krumbhaar [57] kiirzlich ein vereinfachtes
stochastisches Modell. Denn aufgrund allgemeiner Erfahrung mit dem Phé#nomen
der Universalitét sollte es fiir die korrekte Beschreibung der langwelligen Dynamik
ausreichen, einige wenige essentielle Eigenschaften eines solchen Wachstumsprozes-
ses in einem Minimalmodell zu erfassen.

4.2. Koexistenz von Dendriten und Doublonen

Reale Systeme sind in der Regel nicht ganz isotrop. Es ist daher wichtig zu priifen,
ob Doublonen keine singuléren Losungen mit geringer praktischer Bedeutung dar-
stellen, die nur bei verschwindend kleinen Anisotropien existieren. Verwendet man
das isotrope Doublon als Anfangsbedingung in einer Simulation und setzt die Aniso-
tropie ¢ der Kapillaritdtslinge von Null auf einen kleinen Wert, so steigt die Wachs-
tumsrate etwas an und der Abstand zur Wand erhoht sich geringfiigig. Sobald der
stationire Zustand sicher erreicht ist, kann die Anisotropie weiter erhtht werden.
Auf diese Weise bewegt man sich auf dem stabilen Lisungszweig des Doublons bis
zu einer kritischen Anisotropie €xrit (€crit = 0.12 bei A = 0.7), die spéter diskutiert
wird?.

Stabile Dendriten sind bereits ab € = 0.05 mit der dynamischen Methode beobacht-
bar. Es gelang daher, bei denselben physikalischen Parametern A = 0.7, dp = 0.434,
e = 0.075 und identischen numerischen Parametern die Koexistenz von stabilen
Doublonen und Dendriten nachzuweisen, Abb. 4.5. Das Doublon wéchst dabei 1.55
mal schneller als der Dendrit. Nur die Anfangsbedingung entschied, welche Struktur
selektiert wurde. Das ist der erste direkte Hinweis auf die Existenz eines diskon-

?Eine schnellere Moglichkeit, ein Doublon mit Anisotropie zu erzeugen, besteht in der In-
itialisierung einer Parabel mit einer starken Einbuchtung an der Spitze. Man erzwingt dadurch
Tip-Splitting und vermeidet die Ausbildung eines Dendriten.
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Abbildung 4.5: Numerischer Beweis” der Koexistenz stabiler Doublonen (2) und Den-
driten (b) bei denselben Parametern (A = 0.7, ¢ = 0.075, D = 1, dp = 0.4345) auf 4
Gittern mit periodischen Randbedingungen. Anfangsbedingung fiir (a) war das isotrope
Doublon aus Abb. 4.4, wihrend (b) aus einer anfinglich initialisierten Parabel entstand.
Das Doublon wichst 1.55 mal schneller als der Dendrit: a) Vzi, = 0.0515, Rri, = 19.9; b)
Vrip = 0.0332, Rrip = 37.1.
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tinuierlichen Nichtgleichgewichtsiibergangs zwischen beiden Morphologien, der in
fritheren Simulationen verwandter Modelle nicht beobachtet werden konnte [58].

Zum expliziten Nachweis dieses Ubergangs wurde erneut das Wachstum in einem
relativ engen Kanal W = 200d, mit reflektierenden Randbedingungen mit Hil-
fe der Greenfunktionsmethode simuliert. Die Anisotropie wurde zunéchst sehr grof§
gewahlt, so dafl man einen symmetrischen Finger erhélt, der im freien System einem
Dendriten entsprechen wiirde. Als Ordnungsparameter, der zur Unterscheidung zwi-
schen symmetrischem und asymmetrischem Finger dient, wurde die Position z der
Tip-Spitze der Struktur relativ zur Kanalbreite gemessen. Bei einer symmetrischen
Struktur liegt die Spitze in der Mitte des Kanals, so daf} # = 0.5. Bei einem asym-
metrischen Finger muf} 0 < 2 < 0.5 oder 0.5 < z < 1 gelten, je nachdem, ob sich die
Struktur an die linke oder rechte Wand anlehnt. Verringert man nun schrittweise
die Anisotropie, so springt in der N&he von ¢ = 0.1 sowohl der Ordnungsparameter
z als auch die Wachstumsgeschwindigkeit auf einen neuen Wert — ein asymme-
trischer Finger entsteht, Abb. 4.6. Bei ¢ = 0.1 existiert ein zumindest metastabiler
Zustand, wo beide Lésungen, die symmetrische und die asymmetrische, moglich sind,
Abb. 4.7. Damit wurde numerisch bewiesen, da$§ der symmetriebrechende Ubergang
vom Zentrum des Kanals zur Wand unter Reduzierung der Anisotropie von erster
Ordnung bzw. diskontinuierlich ist.

0.030 ) 1 1 I 1 1 1
o50——————-— =09
sym
0.025 y . c’/__#0/'o
o
>
2| 0.25¢ .
0.020r asym. -
a . b)
1 i 1 L 1 N i OI L L i 5. I
0 005 _ 010 0.5 0 005 _ 010 0.5

Abbildung 4.6: Simulation mit der Greensfunktionsmethode im Kanal der Breite W =
200dp mit reflektierenden Winden. a) Normierte Geschwindigkeit Vdo/D der Struktur als
Funktion der Anisotropie . Der linke Ast (o) entspricht einem asymmetrischen Finger, der
rechte (o) dem symmetrischen Finger. b) Normierte Tip—Position £ = z7i,/W fiir dieselbe
Simulation. Bei € ~ 0.1 erfolgt ein diskontinuierlicher Ubergang vom symmetrischen (¢ &
0.5) zum asymmetrischen Finger (z < 0.5) mit metastabilen Zustinden. Parameter: A =
0.7, dp = 0.01, D = 1.
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Abbildung 4.7: Koexistenz von symmetrischem und asymmetrischem Finger im Kanal bei
der Anisotropie ¢ = 0.1. Ubrige Parameter wie in Abb. 4.6. Die globale Energieerhaltung,
ausgedriickt durch die relative Breite der Finger, die gleich A sein mu#f, ist mit einer
relativen Genaugkeit von 1073 fiir beide Muster erfiillt.

Was passiert nun mit den Doublonen im freien System, wenn die Anisotropie zu grofl
wird? In der Darstellung der Geschwindigkeit als Funktion der Anisotropie, Abb. 4.8,
laufen die beiden Losungsiste wie auch im Kanal, Abb. 4.6a, aufeinander zu. Aber
kurz bevor sie sich zu erreichen scheinen, beginnen die beiden Partner des Doublons
sehr langsam auseinanderzudriften und sich in zwei einzelne wechselwirkende Dendri-
ten zu verwandeln. Das erkennt man daran, daf} sich die Asymmetrie der Einzelfinger
stark verringert und die Geschwindigkeit im wesentlichen identisch mit der eines frei-
en Dendriten wird. Dieser Entbindungsiibergang ist das Analogon zum Ubergang
zwischen symmetrischem und asymmetrischem Finger im Kanal. Kupferman et al
[69] untersuchten spéter die verschiedenen Losungséste bei derselben Kanalbreite
W = W,, = 200d, unter Variation der Unterkiihlung und Anisotropie mit Hilfe
eines stationiren Codes. Dieser sucht alle Losungen, die die stationdre Integralglei-
chung (2.29) erfiillen (mit bestimmten Randbedingungen), und kann damit auch
instabile Losungszweige verfolgen.

Aus deren Abbildungen (Fig. 3 in [59]) findet man denselben diskontinuierlichen
Ubergang zwischen symmetrischer und asymmetrischer Losung bei Verringerung
der Anisotropie und konstanter Unterkiihlung. Aufgrund eines kleinen Unterschieds
in der Geschwindigkeitsrandbedingung (G1.(3) in [59]) tritt der Ubergang dort bei
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Abbildung 4.8: Normierte Geschwindigkeit Vdo/D als Funktion der Anisotropie bei A =
0.7 fiir Dendriten (e) und Doublonen (o) im freien System auf 4 Gittern berechnet.
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Abbildung 4.9: Entbinden eines Doublons bei hoher Anisotropie ¢ = 0.125. Anfangsbe-
dingung war das stabile Doublon bei ¢ = 0.075 aus Abb. 4.5a. Sonst wurden keine weiteren
Parameter gefindert. Die einzelnen Finger entfernen sich sehr langsam voneinander und
werden zu selbstindigen Dendriten. Dieses Driften ist kein anfinglicher Relaxationspro-
zefl, da die Struktur zur Zeit T bereits um 85 Diffusionslingen gewachsen ist. Tp = 0,
Ty = 25900, T = 49490. Zur Zeit T, haben Tip~Radius und Geschwindigkeit ziemlich
konstante Werte erreicht, Rri, = 19.4, Vi = 0.058. Die Werte eines einzelnen freien
Dendriten bei denselben Parametern, der aus Abb. 4.5b gezfichtet wurde, weichen nur 3%
davon ab: Rr;, = 20.1, Vi, = 0.0571. Der Abstand der Spitzen der beiden Finger zur
Zeit T; betrsigt 3.9 Diffusionslingen.
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A = 0.69 und ¢ = 0.1 auf, und nicht bei A = 0.7, ¢ = 0.1, ist aber sonst identisch.
Aufgrund dieser Untersuchung scheint jetzt klar zu sein, dafl der asymmetrische
Losungszweig in Abb. 4.6a in der N&he der Anisotropie ¢ = 0.1 wirklich endet,
d.h. auch keine instabile Lésung dariiber hinaus mehr existiert. Der symmetrische
Losungszweig setzt sich dagegen zu kleinen Anisotropien hin fort. Er ist allerdings
linear instabil und kann daher in dynamischen oder quasistation&ren Simulationen
nicht beobachtet werden. Erhoht man dagegen die Kanalbreite, d.h. geht zum freien
System iiber, so wird dieser Zweig stabil und damit sichtbar, in Ubereinstimmung
mit Abb. 4.8.

Dies eroffnet interessante Moglichkeiten fiir die Musterselektion im freien System.
Fiir einen gegebenen Parametersatz kénnen zwei Muster mit unterschiedlicher Ge-
schwindigkeit existieren. Uber die Zeit, die das System unter Rauschen in dem einen
oder anderen Zustand zubringt, kann man ein Maf} fiir die Stabilitit der Muster
definieren. Ist die schnellere der beiden Strukturen gleichzeitig die in diesem Sinne
stabilere, so wird sie ohne Frage selektiert. Wenn die schnellere Struktur allerdings
instabiler als die andere ist, so entscheidet das Produkt dieses Stabilitdtsmafles mit
dem Verhltnis der Geschwindigkeiten, welches der Muster einen grofien Teil des
Raumes nach langer Zeit bedeckt. Das bedeutet, dal nicht immer die schnellere
Struktur selektiert wird (siehe auch [57]).

Aus den Berechnungen von Ben Amar und Brener [29], die im nichsten Abschnitt
niher erliutert werden, folgt fiir die kritische Anisotropie, oberhalb derer keine

Doublonen mehr existieren:
Ekrit ™~ A4 . (4.1)

Bei € < e, existieren sowohl stabile Dendriten als auch stabile Doublonen, wobei
die letzteren immer schneller sind. Das heiflt, um in einem System mit hoher An-
isotropie auch Doublonen statt nur Dendriten beobachten zu kénnen, mufl man nur
bei hinreichend grofien Unterkiihlungen (bzw. grofien Ziehgeschwindigkeiten in der
gerichteten Erstarrung) arbeiten. Diese Annahme konnte experimentell verifiziert
werden, s. Kapitel 8.

4.3. Selektion von Doublonen

Die analytische Berechnung des asymmetrischen Fingers mit Hilfe der Selektions-
theorie (s. Abschnitt 2.3.) ist eine sehr schwierige Aufgabe und wurde erst kiirzlich
von Ben Amar und Brener [29] im Grenzfall kleiner Unterkiihlung gel6st. Eine frithe-
re Arbeit im Rahmen des Boundary-Layer Modells (s. Abschnitt 6.7.) [60] gab eine
grundsétzliche Bestétigung fiir die Selektion von Doublonen, fiihrte aber zu falschen
Exponenten in den Skalengesetzen, was ein generelles Problem dieses Modells bei
kleinen Unterkiihlungen darstellt.

Zunichst handelt es sich um ein Doppelselektionsproblem, da nicht nur die Ge-
schwindigkeit bestimmt werden muf}, sondern auch der Abstand zur Wand. Weiter-
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hin muf} die Losung fiir verschwindende Oberflichenspannung — die Grundldsung
— (im dendritischen Fall ist das die Ivantsov-Parabel) hinreichend genau bekannt
sein, damit die Integralgleichung (2.29) um diese Losung entwickelt werden kann.
Genau heifit hier, daf} vor allem die Singularitdtenstruktur in der komplexen Ebene
richtig erfafit wird, da diese zu den Eigenwertproblemen fiir Geschwindigkeit und
Wandabstand fithrt. Mit Hilfe einer von Ben Amar und Brener entwickelten Metho-
de [61], die auf konformen Abbildungen basiert, kann man exakte Grundldsungen
fiir den Fall der Laplace—Gleichung finden. Das entspricht dem Grenzfall verschwin-
dender Unterkiihlung bzw. Pecletzahl p in unserem Problem. Die damit gefundene
Grundlésung der Form

y(z) = aoln (2 — zo) — a1z — xo)? (4.2)

sieht zwar der wirklichen asymmetrischen Losung sehr &hnlich, erlaubt aber kei-
ne Selektion der Geschwindigkeit und des Wandabstands zo. Es zeigte sich, daf} die
Grundlésung einen Korrekturterm in der Pecletzahl enthalten muf}, um Selektion zu
ermoglichen. Der Schliissel zum Erfolg, diese Grundlésung zu finden, war, das Dif-
fusionsfeld u(z, 2) aus einem neuen Feld ®(z,2) und einem exponentiellen Schwanz
zusammenzusetzen:

u(z,2) = ®(,2) exp(—2/1), l= (4.3)

<8

—t

Damit kann die quasistationdre Diffusionsgleichung in u (2.11) in eine modifizierte

Laplacegleichung iibergehen
Vig - p’® =0, (4.4)

denn der typische exponentielle Abfall des Diffusionsfeldes, der sonst in der Laplace-
N&herung verloren geht, wurde explizit eingefiihrt. Fiir kleine Pecletzahlen kann man
den Verlustterm p?>® vernachlissigen. Damit hat man wieder eine normale Laplace-
gleichung, die sich mit ausgefeilten Methoden der konformen Abbildung behandeln
148t. Durch die Transformation (4.3) wurden aber die Randbedingungen um einen
Korrekturterm modifiziert, der die Pecletzahl enthilt. Damit ist die Pecletzahl ex-
plizit in das Laplaceproblem eingebaut. Fiir die Form des asymmetrischen Fingers
nahe der Wand erhilt man dann [29]

0 = 2 (0 Bn (5

(z — 20)? 2pzo (a: - a:o)2 pTo|T — o
— - 1.(4.5
R A g P (48)

R ist hier nicht der Spitzenradius, sondern der Radius der einhiillenden asymptoti-
schen Parabel, fiir die wegen der globalen Erhaltung die Ivantsov-Beziehung (2.20)

gelten muf, ,

p=VR/(2D) = A?, A<, (4.6)
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Abbildung 4.10: Normierte Geschwindigkeit Vdo/D (a) und Breite des Lochs innerhalb
isotroper Doublonen 2z¢/dp als Funktion der Unterkiihlung.

Fiir die Geschwindigkeit V und den Wandabstand z, fand man im Limes A « 1

Ty ~ %R (4.7)
Vo~ %AQ. (4.8)

Der grofie Exponent 9 in der Geschwindigkeitsabhéngigkeit erklért, warum Doublo-
nen nur fiir hohe Unterkiihlungen A > 0.62 mit der dynamischen Methode be-
obachtbar sind. Bei kleinen Unterkiihlungen sind sie langsamer als die (vermut-
lich vom Rauschen dominierten) fraktalen Seetang-Strukturen, die eine schwéchere
Abhéngigkeit von der Unterkiihlung aufweisen: Vpg ~ A¥D/dy, ¥ = 2/(2—Dr) = 7
(2.58).

Abb. 4.10 und Tab. 4.1 zeigen die Resultate der dynamischen Simulationen von
isotropen Doublonen fiir Unterkiithlungen 0.64 < A < 0.9. Zum Vergleich sind in
der Tabelle noch die Resultate fiir isotropes Wachstum bei kleinen Unterkiihlungen
beigefiigt [21], die den fraktalen Seetang—Strukturen entsprechen. Die Simulationen
deuten auf ein kritisches Ag zwischen 0.5 und 0.6 hin, wo die Geschwindigkeit der
fraktalen Morphologie gleich der der kompakten Seetang-Morphologie wird. Es ist
bis jetzt allerdings noch unklar, ob die Geschwindigkeit der fraktalen Struktur und
damit auch die kritische Unterkiihlung wirklich rauschabhingig ist. Denn wenn dem
so ist, sollte eine neue rauschabhéngige Léngenskala auftreten [22],

p~ |InT|pms (4.9)

(T ist die relative Rauschstédrke, pps die Stabilititsldnge), die aber bisher nicht
beobachtet werden konnte. Die néchstliegende Erklirung der fraktalen Seetang-
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Strukturen ist, daf} es sich urspriinglich um Doublonen handelt, die durch Einwir-
kung #uflerer Fluktuationen stochastisch aufgebrochen werden. Dieser Punkt ist
allerdings noch unklar.

Die Messungen der Geschwindigkeit der Doublonen fiir 0.64 < A < 0.9 sind kon-
sistent mit Gl. (4.8); sie erlauben einen Exponenten von 8 bis 11. Beim kleinsten
Wert der Unterkiihlung A = 0.64, bei dem noch stabile Doublonen gesehen wurden,
betrug der Wandabstand 0.322 R. Der asymptotische Radius R wurde aus der ge-
messenen Geschwindigkeit V und der Pecletzahl mittels R = 2Dp(A)/V bestimmt.
Damit weicht der Wandabstand nur um 22% vom vorhergesagten ab (4.7). Bedenkt
man, daf} der Giiltigkeitsbereich der Theorie (p < 1) mit p(0.64) = 0.452 eigentlich
schon iiberschritten ist, ist das eine sehr gute Ubereinstimmung.

A | p(A) | do | Vdo/D {10~%} | B/do | zo/do
0.35 | 0.06678 | 0.0068 0.0748 ~1029 | 437.5
0.393 | 0.09154 | 0.015 0.150 ~T727 | 301.6
0.44 | 0.1265 | 0.015 0.297 ~b13 | 205.3
0.57 | 0.2912 | 0.0367 ~1.28 ~300 | 97.3
0.60 | 0.3514 | 0.1736 ~3.6 135.4 | 65.55
0.62 | 0.3985 | 0.258 ~5.16 ? 51.24
0.64 | 0.4523 | 0.156 6.79 105.77 | 42.95
0.68 | 0.5853 | 0.2711 14.45 60.5 | 24.36
0.70 | 0.6682 | 0.375 19.8 47.73 | 19.04
0.75 | 0.9445 1.0 38.3 33.7 | 11.02
0.78 | 1.1801 0.9 56.7 26.89 | 7.83
0.81 | 1.4991 1.2 82.2 22.08 | 5.61
0.84 | 1.9497 | 1.692 114.0 19.2 4.26
0.87 | 2.6243 | 2.4026 160.0 16.9 3.35
0.90 | 3.7274 | 3.2676 222.0 15.4 2.56

Tabelle 4.1: Ergebnisse der dynamischen Simulationen im breiten Kanal bei € = 0.
Zeichenerklrung:

e: vierfache Anisotropie; A Unterkiihlung; p(A): Pecletzahl, aus der Unterkithlung mit-
tels der Ivantsovrelation (Gl. 2.19) berechnet; dp: Kapillarit§tslinge; V: (mittlere) Ge-
schwindigkeit; R: Spitzenradius des hichsten Fingers; z¢: halbe Breite des Lochs zwischen
Doppelfingern.
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4.4. Der Ubergang zur Einheitsunterkiihlung

Im folgenden werden einige etwas spekulative Argumente gegeben, wie sich Doublo-
nen bei Annsherung an die Einheitsunterkiihlung verhalten kénnten. Wir wollen
zunichst annehmen, dafl Doublonen diesen Grenziibergang A — 1 qualitativ un-
veréndert tiberstehen. Dazu ist es notwendig, daf} die beiden Spitzen der asymmetri-
schen Partner iiber das Diffusionsfeld gekoppelt bleiben, d.h. ihr Abstand muf} von
der Groflenordnung der Diffusionslinge Ip = 2D/V sein. Das heifit aber, daf} die
Kriimmung in der Nihe des Gaps zwischen den Fingern von der Ordnung 2/Ip ist.
Wegen der Gibbs-Thomson Relation vrutr = A — dok muf aber der Kriitmmungsra-
dius immer gréfler als dp sein, sonst ist die treibende Kraft Null. Das bedeutet, es
sollte eine maximale Wachstumsgeschwindigkeit von der Ordnung

D
VPE . — 4.10
- (410)
geben. Das ist ziemlich plausibel, da auch die Geschwindigkeit der Dendriten in

diesem Limes gegen einen endlichen Grenzwert strebt [37, 53]:

3/4
VL2, Yo=1(T) - (4.11)
Fiir die einhiillende Parabel mit Radius R gilt in beiden Fé&llen die Ivantsovbe-
ziehung (2.20), d.h. p = VR/(2D) ~ 1/(2(1 — A)) bei A — 1. Wenn also die
Geschwindigkeit gegen eine Konstante geht, mufy der Radius divergieren. Die Breite
des Lochs zwischen beiden Fingern (= 2z) sollte auch von der Ordnung Diffu-
sionslinge bzw. Kapillarititslinge sein, da sonst noch eine dritte L&ngenskala in
diesem Problem auftauchen wiirde, was eher unwahrscheinlich ist. Die Vermutung
ist, daf8 die Lochbreite bei kleinen Pecletzahlen p mit dem aymptotischen Radius
skaliert® und bei sehr grofien p mit der Diffusionslinge. Zur Uberpriifung wurde in
Abb. 4.11 das Produkt aus gemessenem Wandabstand 2o und Geschwindigkeit V
gegen die Pecletzahl p(A) aufgetragen. Wegen Vo = 2Dp(z¢/R), bedeutet die li-
neare Abhéngigkeit in p im ersten Teil der Kurve (p < 1), da ¢ proportional zu R
ist. Wegen Vo = 2D(29/Ip) sollte fiir p > 1 ein konstanter Wert erreicht werden.
Sieht man von den Ungenauigkeiten in den zwei letzten Mefipunkten ab, scheint das
auch der Fall zu sein. Auf jeden Fall dndert sich das Verhalten der Kurve am Punkt
p = 1 qualitativ.

Auch ein zweites Argument spricht fiir die Existenz eines Gaps von endlicher Breite
zwischen den Zwillingen selbst bei A = 1: Aus dem Verlauf der erwarteten Aquipo-
tentiallinien kann man sehen, daf} ein lateraler Temperaturgradient nahe des Gaps
existiert und latente Wirme von der Seite herantransportiert wird, um die Fliissig-
keit im Loch auf Schmelztemperatur aufzuheizen. Es bleibt allerdings immer noch
die Moglichkeit, dafl die Lochbreite mit einem Potenzgesetz auf Null abfallt.

8Diese Annahme wurde auch von Ben Amar und Brener in [29] zur Herleitung von (4.7, 4.8)
gemacht.
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Abbildung 4.11: Das Produkt der Ge-
schwindigkeit V dynamisch simulierter
Doublonen mit der halben Breite des Lochs
innerhalb dieser, 2o, wird gegen die Peclet-

Abbildung 4.12: Logarithmische Darstel-
lung der Geschwindigkeitsdifferenz 0.6 — V/,
V = Vdy/D, isotroper Doublonen als Funk-
tion der Differenz zur Einheitsunterkiihlung

zahl p(A) aus der Ivantsovrelation (Gl. 2.19) 1 - A.
aufgetragen. Die letzten beiden Mefipunkte
sind sehr ungenau, da in diesen Simulatio-
nen z¢ in der Gré8enordnung der Gitterkon-

stanten Az lag.

Wenn es Doublonen fiir 1 — A < 1 gibt, kénnten sie wie folgt aussehen: Eine fast fla-
che Interface mit einem Loch endlicher Breite, die sich mit endlicher Geschwindigkeit
bewegt.

In Analogie zum dendritischen Wachstum sollte der Punkt A = 1 singulér sein, d.h

Vo~ %%(1 —-a(l-A)"), A-=1, (4.12)

mit einem Exponenten v < 1 [53]. Abb. 4.12 zeigt die Geschwindigkeitsdifferenz
Vo — Vdy /D mit einer willkiirlich gew#hlten Verschiebung V, = 0.6 als Funktion der
Differenz 1— A. Die Datenpunkte reichen offensichtlich nicht aus, um zu entscheiden,
ob die Geschwindigkeit wirklich endlich bleibt und wenn ja, wie grol V, und v sind.

Dieser Punkt verdient weitere numerische und analytische Beachtung. In einer nu-
merischen Simulation wire es zweckmiBig, direkt bei A = 1 zu arbeiten, aber mit
einem kinetischen Koeffizienten 3 und einem Verlustterm —\-u in der Diffusionsglei-
chung (s. Kapitel 6). Das Wachstum nahe der Einheitsunterkiihlung ist sehr anféllig
gegen kleinste numerische Storungen, so dafl es besser ist, diese Einfliisse explizit
zu kontrollieren. Die Geschwindigkeit einer stationéren ebenen Front wird in diesem
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Fall durch den Quotienten des kinetischen Koeffizienten und des Verlustkoeffizienten
festgelegt (6.10), so dafl bereits infinitesimal kleine Modifikationen zur Einstellung
einer beliebigen Geschwindigkeit ausreichen. Diese muf} kleiner als die des Doublons
gehalten werden.

Weiterhin vereinfacht die Existenz dieser langsamen ebenen Lisung das asyptotische
Verhalten des Doublons weit entfernt von der Doppelspitze. Die Interface wird flach,
ist aber geneigt zur Wachstumsrichtung, so dafl die Gesamtstruktur auf grofien Ska-
len dreieckig aussieht (s. Abschnitt 6.7.2.). Der Winkel folgt aus der Geschwindigkeit
der ebenen Losung und der des Doublons. Die Diffusionsldnge ist klein, so daf} es
ausreichen sollte, die Struktur nur in der Nihe der Spitze zu simulieren und dann die
Dreiecksasymptotik explizit zu erzwingen. Die Grenzgeschwindigkeit des Doublons
(falls vorhanden) kann dann durch den numerischen Grenziibergang A — 0, 8 — 0
bei A/ = const gefunden werden.
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5. FLUKTUATIONSEFFEKTE IM
DENDRITISCHEN WACHSTUM

5.1. Stabilitit von Dendriten

Dendriten sind die experimentell am hiufigsten auftretenden und daher bekannte-
sten Strukturen des diffusionskontrollierten Wachstums. Sowohl im Experiment als
auch in der Computersimulation konnen Fluktuationen nicht beliebig reduziert wer-
den. Es ist daher wichtig zu wissen, inwieweit Dendriten stabil gegen solche Stérun-
gen sind und wie die Stabilitdt von den relevanten Parametern wie Unterkiihlung A
und Anisotropie ¢ abhéngt.

Der stationére Zustand eines Nadelkristalls (=idealer Dendrit ohne Seitenarme), der
bei nichtverschwindender Anisotropie wéchst, ist eine leicht modifizierte Parabel, s.
Abschnitt 2.3. Ohne Anisotropie existiert kein symmetrischer stationirer Nadelkri-
stall [4, 6, 37, 62]. Mit Hilfe eines stationiren numerischen Codes wurde gefunden,
dafl nur die schnellste Losung des diskreten Satzes moglicher stationdrer Losun-
gen linear stabil ist [16]. Analytische Resultate, die mittels einer WKB-N#herung
gewonnen wurden [33, 63, 64, 65], fiithren auf das folgende Bild der dynamischen Sta-
bilitdt: Wir nehmen an, daf} wir uns in einem Koordinatensystem befinden, das mit
der Spitze des Dendriten mitbewegt wird. Wir betrachten jetzt die zeitliche Entwick-
lung einer kieinen Deformation, die ein Wellenpacket vieler harmonischer Stérungen
darstellt, in der N&dhe der Dendritenspitze. Das Wellenpacket wird anwachsen, aus-
einanderflieen und gleichzeitig von der Spitze des Dendriten weggetrieben. Das
ergibt die Seitenarme des Dendriten. In der Nihe der Spitze sieht das wie eine kon-
vektive Instabilitdt aus: Im Laborsystem wéchst die Stérung unbegrenzt an, aber im
bewegten System wird sie kleiner. Es wurde allerdings gezeigt, daB das nicht ganz
korrekt ist und die Amplitude der Seitenarme nicht unbegrenzt anwichst [32, 33].
Die schnellste wachsende Nadel ist daher absolut stabil.

Die mathematisch rigoroseste Analyse von Brener und Mel’nikov [37] ergibt, daf} die
Spitze des Nadelkristalls absolut stabil ist gegen kleine Stérungen, da nur reelle Ei-
genwerte im diskreten Teil des Stabilitdtsspektrums auftreten. Ein alternatives Bild
wurde allerdings kiirzlich von Saarloos et al [66] gegeben. Dort wurde argumentiert,
dafl das Auseinanderflieflen des Wellenpackets zusammen mit dem Anwachsen der
Amplitude so stark werden konnte, daf sich die Storung bis zur Kristallspitze fort-
pflanzt, obwohl sich der Schwerpunkt des Wellenpackets von der Spitze wegbewegt,
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Abbildung 5.1: Illustration des Ar-
guments von Saarloos et al [66]:
Das Wellenpacket der St8rung drif-
tet zwar mit der Geschwindigkeit V'
nach rechts, fliefit aber so stark aus-
einander, daf} die Stérung am Punkt
zo trotzdem ansteigt.

Abb. 5.1. Als Resultat kénnte die Spitze dann oszillieren oder gar instabil werden
(Hopf-Bifurkation). Es ist schwierig, aus der Entwicklung eines Wellenpackets, das
die Seiten des Dendriten herunterwandert, definitiv zu schiuflfolgern, was direkt
an der Spitze passiert. Nach einem alten Argument [34] soll der Dendrit insta-
bil werden, wenn die Stabilititslinge A\s = pms/v2 = 2m4/doD/V klein gegen
den Kriimmungsradius des Dendriten wird. Diese Situation tritt im Limes kleiner

Anisotropien ¢ beziehungsweise kleiner o(e) auf, da Ag/R = 2my/0/2 (2.17, 2.21).

Hier soll ein einfaches Argument gegeben werden, warum Dendriten linear stabil sind
gegen infinitesimale Storungen auch fiir sehr kleine Anisotropien in Ubereinstim-
mung mit der allgemeinen Meinung [33, 64, 65]. Mit Hilfe einfacher geometrischer
Uberlegungen 148t sich sogar das fiihrende Verhalten fiir die kritische Amplitude
einer nichtlinearen Stérung berechnen, die die Dendritenspitze zerstort, was bisher
nur mittels einer aufwendigen WKB-Methode moglich war.

Dazu betrachten wir einen fast parabolischen Kristall, der sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit V' bewegt, Abb. 5.2. Bei kleinem o ist die Stabilitdtslinge Ag klein

Abbildung 5.2: Der erste Kno-
tenpunkt einer Stdrung der Wel-
lenlénge A =~ 4z¢ verldfit die Tip—
Region. Die Stdrung hat keinen Ein-
flufl mehr auf die Tip—Spitze, wenn
sie sich mehr als ¢ R von ihr entfernt
hat (¢; ~ 1).
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gegen den Spitzenradius R. Die Tip—Region soll nun durch eine rdumlich oszillieren-
de Storung der Wellenléinge A ~ Ag gestdrt sein. Diese sieht ndherungsweise wie eine
Kosinusfunktion aus mit vielen Perioden in der Tip-Region, aber mit infinitesima-
ler Amplitude. Entsprechend der Mullins—Sekerka Instabilitit einer planaren Front
wéchst diese Stérung zeitlich an ~ exp (wt) und versucht, die Dendritenspitze zu de-
stabilisieren. Dieses Argument ignoriert jedoch die kleine, aber nichtverschwindende
Krimmung der Spitze. Da die Bewegung der Kristalloberfliche stets in Norma-
lenrichtung erfolgt, wird ein Punkt auf der Oberfliche nahe der Spitze von dieser
wegdriften, obwohl das fiir Punkte nahe der Spitze anfinglich ein sehr langsamer
Vorgang ist, wie Abb. 5.2 veranschaulicht.

Ein Punkt, der sich urspriinglich in einer kleinen Entfernung z¢ von der Spitze be-
findet, wird langsam die Seiten des Kristalls herunterwandern. Eine kurze Rechnung
zeigt, daf} der Punkt innerhalb der Zeit

R R
5t ~ {c1 +1nv/36 +1In (—)} (5.1)

14 Zo
den Schaft eine Entferming ¢; + R hinuntergelaufen ist, mit der Konstanten ¢; von
der Ordnung Eins. Nach dieser Zeit hat der Punkt im wesentlichen die Tip—Region
verlassen. Wir nehmen an, dal o ~ A*/4 der erste Knotenpunkt einer Storung mit

der geféhrlichsten, weil am schnellsten anwachsenden Mode A* = \/172_)\5 nahe der
Spitze ist, wo die Amplitude der Stérung das Vorzeichen wechselt. Wenn die Stérung
anfénglich infinitesimal klein ist, so bleibt sie auch beliebig klein wahrend der Zeit
dt, in der der Knotenpunkt die Tip—Region verldfit. Das erkldrt, warum Dendriten
stabil gegen infinitesimal kleine Storungen sind. Denn selbst wenn sich die Stérung
direkt an der Spitze befindet, wird sie von ihr weggetrieben. Dieses Argument sollte
gelten, solange die Amplitude der Stérung nicht auf die Groflenordnung des Tip-
Radius R anwéchst. Wenn die Stérung innerhalb der Zeit §¢ wesentlich grofler als R
wird, so beeinfluflt sie die Spitze und bewirkt ihre Aufspaltung in feinere Strukturen.

Falls also die Anfangsamplitude der Stérung einen kritischen Wert A* iiberschreitet,
A*:RexP{_.gﬁ (c1+ln\/_2c1+1n(R>>}, (5.2)

To Zo

so wird die Storung zum Tip-Splitting fiihren, und der Dendrit ist absolut instabil
gegen diese Storung. Abb. 5.3 zeigt die Abh#ngigkeit des Logarithmus von A*/R
vom Selektionsparameter o = 8/(3n2)(wo/R)? mit ¢; = 1. Die Dendritenspitze ist
dann instabil gegen Storungen, deren Amplitude gréfier als der kritische Wert A* ist.
Diese Analyse stimmt in ihren wesentlichen Skaleneigenschaften mit den friiheren
Untersuchungen von Wellenpacketen iiberein, die sich entlang des Dendritenschafts
bewegen (32, 33, 64, 65]. In Abb. 5.3 ist weiterhin zu erkennen, daf} sich die kritische
Amplitude fiir ¢ < 0.02 dramatisch verringert. Das erklért, warum es so schwierig ist,
stabile Dendriten fiir kleine Anisotropien £ < 0.05 numerisch zu simulieren (o(e =
0.05) ~ 0.015)). Denn dann fiihren bereits sehr kleine numerische Abweichungen
zum Tip-Splitting.
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Abbildung 5.3: Kinetisches Phasendiagramm im Raum der Rauschamplitude A und
der Wachstumsrate o(¢) = Vdy/(2Dp?), (R =Tip-Radius). Die Linie zeigt die kriti-
sche Rauschamplitude A* (Gl. 5.2) fiir ¢; = 1. o entspricht dynamisch erzeugten stabilen
Dendriten, wihrend e aus der Simulation fraktaler Dendriten folgt.

5.2. Abschétzung der Rauschstirke

Zur Uberpriifung der Beziehung (5.2) fiir die kritische Rauschamplitude A* soll jetzt
die Amplitude A des numerischen Rauschens an der Dendritenspitze in den dyna-
mischen Simulationen abgeschétzt werden. Fiir stabile Dendriten sollte A kleiner als
A* sein und fiir die instabilen fraktalen Dendriten grofler als A*. Ein qualitatives
Ma§ fiir die Stérke des Rauschens stellt die Seitenarmamplitude dar, die fiir kleine
Seitenarme zun#chst exponentiell ~ Aexp (cs!/4o~1/2) (s ist die Bogenlinge, o(e)
die dimensionslose Wachstumsrate) anwachsen soll [33]. Es zeigte sich allerdings, daf}
die Seitenarme praktisch erst dann beobachtbar sind, wenn ihr Wachstum bereits
nichtlinear gesdttigt ist. Das heifit, die Verwendung des dann nicht mehr giiltigen
exponentiellen Gesetzes erzeugt grobe Fehler bei der Bestimmung des Vorfaktors
A. Eine genauere Methode besteht in der Auswertung der Fluktuationen des Tip-
Radius, die automatisch bei jeder Simulation mit aufgezeichnet werden, woraus man
die Amplitude der Storung an der Spitze direkt finden kann. Abb. 5.4 zeigt einen
stabilen Dendriten, der mit Hilfe der dynamischen Methode simuliert wurde, und
das zeitliche Verhalten seiner Geschwindigkeit und des Tip-Radius.

Die Anderung der Kriimmung dx folgt aus der Fluktuation des Radius §R:

1 1 1 1 0R
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Abbildung 5.4: a) Station&rer Zustand eines kompakten Dendriten (CD) auf 4 Gittern
dynamisch simuliert. Parameter: A = 0.5, ¢ = 0.1, D = 1, dy = 0.05; b) Zeitliches
Verhalten der Geschwindigkeit und des Tip—Radius.
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Fiir kleine Kriimmungen gilt ndherungsweise

hi-1 + hit1 — 2k
x :

0k K= (5.4)

Die Kriimmung wurde hier durch die zweite Ableitung der Phasengrenze h(zx)
gendhert, die mit einem Punktabstand a diskretisiert sein soll. Nimmt man wei-
ter vereinfachend an, dafl h;y; = hi_y, so folgt

2(h,‘+1 - h,‘)

a2

3k (5.5)

hiy1 — h; entspricht aber genau der gesuchten Amplitude A der Fluktuation. Zusam-
men mit (5.3) ergibt das

1/a\?
Azg(ﬁ) SR. (5.6)
€ o do R dR |logyo(A/R)
0.05 | 0.0154 | 0.075 | 25.5 | 1..3.9 | -4.0...-3.4
0.05* | 0.026 | 0.14 | 27.5 | 0.4 4.5
0.075 | 0.0228 | 0.085 | 19.8 | 0.35 -4.13
0.1 |0.0315| 0.05 | 87 | 0.6 2.8
0.15 | 0.0559 | 0.17 | 15.53 | 0.13 -4.25

Tabelle 5.1: Abschitzung der Fluktuationen 4 an der Spitze dynamisch erzeugter Dendri-
ten aus den Fluktuationen des Tip—Radius 6 R (x Rechnungen auf 2 Gittern, alle anderen
auf 4 Gittern; A = 0.5, Punktabstand a = 1.8). o(¢) wurde mittels o = vdy/(2Dp?) aus
den Daten berechnet.

Tabelle 5.1 enthilt die Daten der gemessenen stabilen Dendriten, deren Rauschstérke
mittels (5.6) berechnet wurde und in das Stabilitdtsdiagramm, Abb. 5.3, eingetragen
wurde. Vier der Werte liegen konsistent mit (5.2) unter der Kurve oder nur unwe-
senlich dariiber. Einer jedoch (¢ = 0.05) weicht stark von der Stabilitdtskurve ab.
Der zugehorige Dendrit sollte nach (5.2) bereits zerstort sein, wurde aber trotzdem
noch beobachtet. Seine Geschwindigkeit und Tip-Radius oszillierten jedoch schon
sehr stark, was auf eine deutliche Beeinflussung der Spitze durch die anwachsenden
Seitenarme hinweist. Fiir die einfachen Uberlegungen, die zur Ableitung von (5.2)
fiilhrten, ist die Ubereinstimmung jedoch sehr gut. Die unerwartete Stabilitdt der
Dendriten im Bereich o ~ 0.02, A*/R ~ 10~* wurde auch durch Simulationen von
Saito und Shiraishi bestétigt [67, 68], die Dendriten mittels der Greensfunktionsme-
thode simulierten und der berechneten Wachstumsgeschwindigkeit in der Néhe der
Dendritenspitze eine zufillige gaufiverteilte Stérung vg zufiigten:

vz(r,t) = 10Z(t) 6(r — ry) (5.7)
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mit <ZZt)Z (t')) = §(t — t'). o ist die Stérke des Rauschens und ry ein Punkt auf
der Interface in der Ndhe der Spitze. In der numerischen Simulation ist sowohl die
Zeit diskretisiert mit dem Zeitschritt A¢ als auch die Interface mit der Diskreti-
sierungslinge a. Entsprechend (5.7) wird das Geschwindigkeitsrauschen praktisch
realisiert, indem man am Punkt % der Interface vz = yZ(t)/v/At mit v = 7o/a zum
systematischen Teil der Geschwindigkeit dazuaddiert. Z(¢) ist eine Zufallszahl mit
Mittelwert Null und Varianz Eins. Aufgrund der hohen Genauigkeit der Greensfunk-
tionsmethode kann das intrinsische numerische Rauschen gegeniiber diesem explizit
eingefiithrten vernachléssigt werden.

Bisher haben wir nur die Stabilitit der Dendriten gegen eine deterministische
Storung betrachtet. Im folgenden soll eine Beziehung zwischen diesem Prozef und
den Stérungen, die eine permanent wirkende Rauschquelle an der Spitze erzeugt,
hergestellt werden. Dazu reicht es aus, eine flache, leicht gestérte Interface zu be-
trachten, deren Stérung nach ebenen Wellen entwickelt wird. Fiir die Amplitude der
k-ten Mode A(t) gilt dann in linearer Niherung

Ak(t) = WA + M (5.8)

M = exp (—tkrr)y0Z(t) ist der durch das Rauschen (5.7) eingefiihrte zuféllige Teil.
, ist die Dispersionsrate der Mullins-Sekerka Instabilitit (siehe Anhang),

0, = 2Dk (1 - ldozplﬁ) . (5.9)
I 2

0 ist positiv fiir Moden kleiner als ks = 1/v/(dpD) und hat ein Maximum bei

k* = kg/+/3. Zeitintegration von (5.8) liefert die Korrelationsfunktion der Amplitude
zur Zeit ¢

(14:(®)") = (14x(0)") exp (20t) + %; {ezp(2ut) -1} . (5.10)

Die beiden Terme auf der rechten Seite entsprechen verschiedenen Prozessen: anféing-
lich vorhandenen und rauschinduzierten Stérungen. Gl. (5.10) zeigt, daf8 das Rau-
schen zu demselben exponentiellen Anwachsen der instabilen Moden mit positivem
Q. fiihrt, wie eine anfingliche Deformation nach einer Ubergangszeit & ~ Q.
Wir konnen sie daher als &quivalent ansehen in dem Sinne, dafl sie beide durch
das exponentielle Wachstum derselben bevorzugten Mode nach langer Zeit domi-
niert werden. Daher interpretieren wir den Vorfaktor des rechten Terms als eine
anfangliche Rauschamplitude Ax(0) = =0 exp (—¢krr)/+/2Q und losen mit dieser
Anfangsbedingung Gl. (5.8) bei n; = 0. Inverse Fouriertransformation ergibt fiir die
Amplitude im Ortsraum:

ke dk “Yo

A(a:,t): ()} g\/ZQk

exp {ik(z —r1)} exp (ut). (5.11)
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Wir entwickeln Q) um sein Maximum, 4 ~ Q4 — (k — k*)?|9.|/2, und 16sen so
das Integral ndherungsweise mit der Sattelpunktsmethode

Yo (;z; - 7‘1)2)’ )
Alz,t) 8 —————=exp | ————— | exp {¢k*(z — r1) + Qu+t}. 512
@0 T AT ( 2100, |t p{ik*(z —r1) + et} (5.12)

A(z,t) besteht aus einer um den Punkt z = r; lokalisierten Mode mit riumlicher
Periodizitdt 2 /k*, die exponentiell mit der maximalen Rate . anwichst. Die
Terme mit negativem Q, d.h. fiir £ > k, sind daher irrelevant. Das Geschwindig-
keitsrauschen der Stérke 4o = ya erzeugt damit innerhalb der kurzen Ubergangszeit
tre ~ Qi eine Storung, die dquivalent zu einer anfinglichen Deformation in der
Néhe der Spitze ist mit der Amplitude

An —22 (5.13)

Jarjan|

Damit ist es mdglich, die Ergebnisse des Wachstums mit explizitem Rauschen [67, 68]
mit den Berechnungen der kritischen Amplitude A* (5.2) zu vergleichen.

5.3. Fraktale Dendriten

Wir kommen nun zum Fall instabiler, bzw. fraktaler Dendriten (FD). Abb. 5.5 zeigt
das frithe Entwicklungsstadium einer Tip-Instabilitdt als stroboskopische Aufnah-
me. Die Parameter lagen bei A = 0.5 und ¢ = 0.012. Die Anfangsbedingung war eine
Ivantsov—-Parabel mit einem Spitzenradius R ~ 5pprs. Aufgrund der Diskretisierung
des Diffusionsfeldes und der Interface sowie des diskreten Zeitschritts ist stets nume-
risches Rauschen vorhanden. Dieses erzeugt eine Storung mit kleiner Amplitude auf
der Interface, die dann sehr schnell anwéchst. Die Storung wichst dabei erwartungs-
gemif in der Néhe der Spitze am stérksten, da dort die stirksten Gradienten des
Diffusionsfeldes auftreten. Weiterhin erkennt man, daf§ sich die Stérung iiber weite
Strecken im wesentlichen symmetrisch zur Achse des Dendriten entwickelt, bis sie
sich offensichtlich tief im nichtlinearen Regime befindet (im Sinne der linearen Sta-
bilititsanalyse). Das bedeutet, daBl das Wachstum der Stérung in deterministischer
Weise erfolgt. Weiterhin ist festzustellen, dafl die Dendritenspitze nicht oszilliert und
daf} sich die zentrale Beule der Stérung verbreitert, wie es schematisch in Abb. 5.2
dargestellt ist.

Eine vollig offene Frage war bis vor kurzem das Verhalten instabiler Dendriten. Was
wird aus einem anféinglich glatten Dendriten, wenn man ihn einer starken Rausch-
quelle aussetzt, die durch Tip-Splitting zu seiner Zerstérung fiihrt? Erste Einsichten
dazu wurden durch Computersimulationen des Laplace-Wachstums im Kanal [28]
und durch Simulationen eines Ising-artigen Modells des diffusiven Wachstums [58]
gewonnen. Die Theorie von Brener et al [22] gab Voraussagen fiir das Skalenver-
halten rauschinduzierter fraktaler Dendriten. Danach ist die Antwort auf die obige
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Abbildung 5.5: Evolution einer kleinen Stérung numerischen Ursprungs an der Spitze
des Dendriten. Die Mullins-Sekerka Linge pprs betrug nur R/5. Es entwickelt sich eine
wohldefinierte, r§umlich oszillierende Mode, gegen die die Dendritenspitze instabil ist.
Parameter: dg = 0.0095, D = 1, Rgart = 50, vgtart = 0.0075.
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Abbildung 5.6: Fraktaler Dendrit, der mit der dynamischen Methode erzeugt wurde. Der
Radius der umhiillenden Parabel ist ca. 7 mal grofler, und die Geschwindigkeit 2 mal
grofler als die idealen Werte eines nichtfraktalen Dendriten ohne Rauschen. Parameter
und Resultate: dp = 0.03, D = 1, v = 0.015.
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Frage, dafl die Strukturen in einem bestimmten Léngenbereich fraktal werden, aber
trotzdem ihre "dendritische Herkunft” nicht vergessen. Das heifit konkret, daf} das
entstehende fraktale Wirrwar aus Seitenarmen eine Einhiillende besitzt, deren Form
annshernd parabolisch ist. Der Spitzenradius dieser Parabel ist grofier als der des
entsprechenden stabilen Dendriten ohne Rauschen. Auch die Geschwindigkeit ist
um einen entsprechenden Faktor erhéht, so dafl die Skalenrelationen des dendriti-
schen Wachstums immer noch erfiillt sind. Die Unterkiihlung A muf} dazu allerdings
durch eine effektive, renormierte Unterkiihlung A = A/n ersetzt werden, wobei %
den Anteil der festen Phase innerhalb der einhiillenden Parabel angibt, A < < 1.

Abb. 5.6 zeigt einen solchen fraktalen Dendriten bei A = 0.44, ¢ = 0.03, der mittels
der dynamischen Methode erzeugt wurde. Der zentrale Stamm des Dendriten ist
immer noch identifizierbar. Die Geschwindigkeit V' der Einhiillenden fluktuiert etwas
um ihren Mittelwert, erfiillt aber zusammen mit dem mittleren Radius R innerhalb
von 15% die dendritischen Skalenrelationen
2D .

V= Zo(ef (A (5.14)
Die effektive Pecletzahl § wurde dabei iiber die geometrische Beziehung p =
VR/(2D) ermittelt.

Mit Hilfe einer Formel (2.60), die aus (5.14) unter Beriicksichtigung der fraktalen
Eigenschaften im Inneren der Einhiillenden abgeleitet wurde [22]

v~ %s”"A“(s"/s[ln r|)-42-D1) (5.15)

(T ist die relative Rauschstirke I' = A/pums, A die Amplitude der Fluktuation)
kann man die Rauschstérke fiir die fraktalen Dendriten abschétzen. Fir die frak-
tale Dimension Dy wurde der fiir die fraktale Seetang-Struktur (FS) ermittelte Wert
Dy ~ 1.7 [18, 21] verwendet. Die so gefundene Amplitude A liegt in der GroBenord-
nung von 0.01. Trégt man diese Werte in das Stabilitdtsdiagramm, Abb. 5.3 ein, so
liegen sie wie erwartet weit iiber der Stabilitdtskurve im instabilen Bereich. Damit
sind alle hier durchgefiihrten numerischen Simulationen konsistent mit der Skalen-
theorie [22] fiir fraktale Dendriten sowie mit den einfachen Stabilitdtsbetrachtungen
(5.2).
Ein Beweis fiir die Richtigkeit dieser Theorie ist das allerdings noch nicht. Ins-
besondere ist nicht sicher, ob die Geschwindigkeit der fraktalen Dendriten und
des fraktalen Seetangs wirklich rauschabhéngig ist oder ob nur ein geringes ex-
ternes Grundrauschen nétig ist, um die stationéren Losungen, d.h. Dendriten oder
Doublonen zu zerstéren, die Geschwindigkeit sich aber durch eine weitere Erhdhung
des Rauschens nicht mehr indert. Denn die Simulationen der FS-Struktur [18, 21]
sind nur mit |InT'| = 1 konsistent, und die theoretisch vorhergesagte neue Lingens-
kala

p~ |InT|pms (5.16)
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konnte nicht beobachtet werden. Da nur der Logarithmus von I' in den Gleichungen
vorkommt, ist es numerisch nahezu unméglich, die Rauschabhéngigkeit zu priifen.
Dazu miifite man das intrinsische numerische Rauschen um einen Faktor 5 bis 10
reduzieren, was fiir den dynamischen Algorithmus eine 5% bzw. 10* mal lingere
Rechenzeit bedeutet. Weiterhin ist nicht klar, ob und wie die Kapillaritdtslinge in
den dendritischen Skalenrelationen fiir die fraktalen Dendriten renormiert werden

muf.
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6. DAS DIFFUSIONS—RELAXATIONS MODELL

6.1. Motivation

Das Ziel dieser Untersuchung ist, zu verstehen wie sich die Doublon-Struktur bei
verschiedenen Unterkiihlungen aus einer anfénglich flachen Phasengrenze entwickelt.
Hierbei wird versucht, verschiedene isolierte Untersuchungen zum Wachstum einer
solchen Grenzfliche zu verbinden, um ein besseres Verstdndnis der unterschiedlichen
Grenzfélle bei hohen und niedrigen Wachstumsraten zu erreichen. Die Phasengrenze
wird dazu als eine einwertige Funktion H(z,t) angesehen, fiir die eine lokale Bewe-
gungsgleichung abgeleitet werden soll. Eine solche Ableitung ist nur als Entwicklung
um eine bekannte stationédre Losung moglich, hier um eine ebene Grenzfliche als ein-
fachste Variante.

Wegen der Energie— bzw. Massenerhaltung kann aber eine ebene Phasengrenze nur
bei Einheitsunterkiihlung stationdr wachsen, wobei jede Geschwindigkeit méglich
ist. Ist die Unterkiihlung A kleiner als Eins, entsteht mehr latente Wirme als
benotigt wird, um die unterkiihlte Schmelze auf Schmelztemperatur aufzuheizen.
Die Geschwindigkeit der ebenen Grenzfliche nimmt deshalb stetig ab. Jede sta-
tiondr wachsende Struktur bildet deshalb zwangsldufig ein Zwei-Phasen Gemisch,
wobei der Anteil der festen Phase gleich der Unterkiihlung ist. Diese Bedingung
fithrt daher zu sehr langen Kanélen, die mit Fliissigkeit gefiillt sind®.

Eine analytische Beschreibung der Phasengrenze mittels der Héhenfunktion H(z,t)
und ihren rdumlichen und zeitlichen Ableitungen wird dadurch stark erschwert. Eine
Reduktion der Kanaltiefe sollte sich nicht wesentlich auf den Strukturbildungsprozel
auswirken, da die Kanile kaum noch latente Warme abgeben und damit andere Teile
der Struktur wenig beeinflussen. Eine Verringerung der Kanaltiefe und die Existenz
einer stationiren ebenen Losung ist nur durch eine Verletzung der Energieerhaltung
zu erreichen. Das wird global durch die Einfiihrung eines ”Verdampfungs-” oder

Relaxationsterms in die Diffusionsgleichung realisiert:
Oou 5
- — — 1
T D(Viu — A w) (6.1)

Der Parameter A fiihrt eine zusitzliche Lingenskala, die Relaxationslinge
Ip=1/VX

1 Pliissigkeitsblasen sind in zwei Dimensionen bei A < 1 ausgeschlossen wegen der abstofenden
Wechselwirkung zwischen den Punkten der Phasengrenze.
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ein, und kann als kleiner Parameter in einer Entwicklung genutzt werden. Physika-
lisch beschreibt dieser Term die Warmeabgabe bzw. den Materialverlust eines zwei-
dimensionalen Systems in die dritte Dimension aufgrund ungeniigender Isolation. In
Experimenten zur Erstarrung eines reinen diinnen Films, wo die Warmeleitung der
dominierende Prozef} ist, wird dieser Effekt wegen der nichtperfekten thermischen
Abschirmung stets vorhanden sein.

Die anderen Gleichungen des urspriinglichen Problems, wie die Gibbs—Thomson Be-
ziehung mit kinetischem Koeflizienten 3:

'ullInterface =A—- dOK' - ,B’U (6'2)

(r ist die Kriimmung der Interface und dp die Kapillaritdtslinge.)
und die Kontinuitdtsgleichung

V= —D Vu- nlInterface (6'3)

bleiben unversndert.

Das System (6.1-6.3) definiert somit das Diffusions-Relaxations Modell. Solange die
Relaxationslénge /g grof} gegen den Abstand der beiden Partner eines Doublons ist
und die Geschwindigkeit der ebenen Front geringer als die des Doublons ist, sollte
die Modifikation des Standard-Modells keine qualitativen Auswirkungen auf die
Doublon-Lésung haben. Eine Analyse der vollen nichtlokalen Bewegungsgleichung
der Phasengrenze miifite unter Einhaltung dieser Bedingungen prinzipiell in der Lage
sein, die Berechnung von Doublonen zu erméglichen. Dieses Kapitel beschéftigt sich
mit dem ersten Schritt in diese Richtung — der lokalen Analyse der Phasengrenze.

6.2. Ebene Losung

Als Bedingung fiir das stationdre Wachstum einer ebenen Grenzfliche ergibt sich
aus (6.1-6.3)

., (1) 4
Al =(E) =’b—2(1—b), b=A—-ﬂ'U (64)

mit der Diffusionslinge ! = 2D/v und der Relaxationslinge Iz = 1/4/). Der Para-
meter b kann niemals gréfler Eins werden, da auf der linken Seite der Gleichung eine
positive Gréfle steht.

a) A>0,8=0:

Ohne kinetischen Koeffizienten erhilt man aus (6.4) die Geschwindigkeit der Ebene

zu DAVA
v= Vi (6.5)
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Im Gegensatz zum ungestorten System (A = 0) ist jetzt fiir jede Unterkiihlung
kleiner Eins stationires ebenes Wachstum mdoglich.

Bei A — 1 wiirde die Geschwindigkeit allerdings gegen unendlich gehen. Bei
sehr hohen Geschwindigkeiten ist aber die Annahme lokalen thermodynamischen
Gleichgewichts, ausgedriickt durch die Gibbs-Thomson Bedingung (Gl. (6.2) ohne
kinetischen Koeffizienten), nicht mehr gerechtfertigt. Deshalb wurde der kinetische
Koeffizient 3, der diese Gleichgewichtsverletzung phdnomenologisch beschreibt, in
das Diffusions-Relaxations Modell mit aufgenommen.

b) A=0,8>0:

Im ungestérten System (A = 0), aber mit kinetischem Koeffizienten, sind stationsre
ebene Fronten fiir jede Unterkiihlung grofier als Eins méglich, mit der Geschwindig-
keit

A-1

5
Fir A =1 ergibt das die Geschwindigkeit Null.

v= (6.6)

c)A>0,8>0:

Sind beide Koeflizienten verschieden von Null, folgt aus (6.4) eine Gleichung 3.
Grades fiir die Geschwindigkeit der Ebene:

2 +2’(1-A-B)+2BAz—-A’B=0 (6.7)

mit 2 = v8 und B = AD?B? > 0. Diese Gleichung hat stets eine positive und
endliche Losung fiir alle Unterkiihlungen.

Fiir A >> 1+ B geht die Losung in (6.6) iiber. Bei A = 1 reduziert sich (6.7) auf
2 —B(z—~1)*=0 (6.8)

Eine Entwicklung fiir kleine B in Potenzen von B/3 ergibt

2 1 46 119

— B3 _2 p2/3, = p3/3 _ 20 p4/3 | ~—Y pb/3 2 .
o=BY — 2 B+ 3 BY — = BYS 1+ 252 B+ 0(BY), (6.9)
so daf
\) M2
v~ D3 (3) (A =1). (6.10)

Bereits mit infinitesimal kleinen Stérungen A und (3 kann daher jede beliebige Ge-
schwindigkeit der ebenen Interface bei A = 1 eingestellt werden.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl die Einfiihrung eines kinetischen Koeffizi-
enten 3 und eines Relaxationskoeffizienten A das stationdre Wachstum einer ebe-
nen Phasengrenze fiir alle Unterkiihlungen ermdglicht. Die Geschwindigkeit dieser
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Grenzfliche ist eindeutig festgelegt und &ndert sich stetig mit der Unterkiihlung.
Insbesondere ist damit die Singularitdt des Punktes A = 1 behoben. Fine Entwick-
lung um diesen Punkt ist jetzt moglich, und der Ubergang der bereits bekannten
Ergebnisse fiir sehr hohe Unterkiihlungen (A > 1 und A = 0 [69]) in den hier
interessierenden Bereich A < 1 kann untersucht werden.

6.3. Die Kuramoto—Sivashinsky Gleichung

Hier soll die lokale Bewegungsgleichung der Phasengrenze — die Kuramoto—Siva-
shinsky Gleichung [26] — in der N&he der absoluten Stabilitit mit Hilfe der Dis-
persionsrelation und geometrischer Uberlegungen abgeleitet werden. Im néchsten
Abschnitt folgt dann eine systematische Ableitung mittels einer multiplen Skalen-
analyse, die zwar weniger anschaulich ist, aber die Berechnung von Nichtlinearititen
hoherer Ordnung erlaubt.

6.3.1. Analyse der Dispersionsrelation

Fiir die Wachstumsrate w einer kleinen Stérung der Wellenzahl k einer stationéren
ebenen Interface erhilt man die folgende Dispersionsrelation (analog zum Standard-
modell, sieche Anhang):

%—2+dk2+(1+[3’)w=\/1+:\+k2+w (2—dk—fw)  (6.11)

mit b = A — SBv. Der Einfachheit halber werden hier und im folgenden dimensions-
lose Groflen verwendet, die durch Normierung mit der Diffusionslénge ! und dem
Diffusionskoeffizienten D erhalten wurden: A = M?,d = do/l, w = Pw,/D, k = ql
und S = DS/L.

Aus der Stationaritétsrelation (6.4) folgt

2
1+d=1+M= (-z%l—’) , (6.12)

was die Einfihrung des Parameters @ = /1 4+ A = 2/b — 1 motiviert. Damit kann
(6.11) umgeformt werden zu:

20+dk? +(1+B8)w=vVal+k +w (2—dk’ - fw) (6.13)

Der Einfachheit halber betrachten wir zun#chst nur den Fall eines verschwindenden
kinetischen Koeflizienten 3 = 0. b wird dann gleich der Unterkiihlung A, die kleiner
Eins sein mufl. Der Parameter g ist daher stets gréfier Eins. Durch Quadrieren und
Umformen folgt aus (6.13)

w? + w(da — 4 + 6dk? — d*k*) = 4k*{1 — d(a + @®)} + dk*(dk® + da® — 4 — d) (6.14)
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Fir k = 0 gibt es die Losung w;(0) = 0, was der normalen Translationsmode ent-
spricht und wy(0) = —4(a—1). Dieser zweite Losungszweig w2 (k) ist stets negativ und
kleiner oder gleich w; (k). Er endet an der Stelle, wo die Wurzel in Gleichung (6.13)
Null wird, d.h. wymin = —a? — k% Fiir @ > 2 ist der Wert unter der Wurzel schon
fir £ = 0 negativ, so dafl nur ein Losungszweig existiert. Ein nichtverschwindender
Imaginérteil von w tritt nur bei grofien d und oberhalb eines kritischen k-Werts auf
(wo sich beide Aste treffen) und ist mit einem stark negativen Realteil gepaart. Da
wir hauptséchlich am Verhalten fiir kleine % interessiert sind, konnen wir w; nach
Potenzen von |k| mit reellen Koeffizienten entwickeln. Es zeigt sich, daf fiir @ # 1,
was vorausgesetzt wurde, nur gerade Potenzen von %k auftreten

wy = 61k2 -+ Czk4 + 03k6 + O(ks) (6.15)
Einsetzen in (6.14) liefert die Koeffizienten
_ 1—d(a+a?)
C; = T | (616)
A-2d ,
_ A@-2d) : :
% = gmp(a_q (4024~ ) (24N~ 8dA+4d+AY)  (618)

Ist ¢4 <0, so ist die Wachstumsrate w fiir kleine ¥ immer negativ. Man kann zeigen,
dafl mit verschwindendem Realteil von w stets auch der Imaginérteil verschwin-
det. Zur Uberpriifung der Dispersionsrelation auf eventuelle weitere Nullstellen bei
grofierem k, darf man daher einfach w = 0 in (6.13) setzen. Man findet dann, dafl es
keine Nullstellen (auler bei £ = 0) gibt, wenn ¢; < 0 ist. Die ebene Grenzfliche ist
in diesem Fall absolut stabil, d.h. Stérungen aller Wellenlingen werden geddmpft.

Um den Abstand zu dieser absoluten Stabilitdtsgrenze zu messen, wird der Parame-
ter ¢ eingefiihrt:

~1. (6.19)

(SN )

e=1-da+a®), a=
Kombinieren der Stationarititsbedingung (6.4) mit Gl. (6.19) erlaubt es, ¢ durch
die normierte Relaxationsstirke dov/\ und die Unterkiihlung auszudriicken:
9
=1-dyVA——n, b= A —fv. 6.20
€ doV/A Vi Bv (6.20)
Abb. 6.1 zeigt die Kurve der absoluten Stabilitit ¢ = 0 im Parameterraum dyv/A
versus A.

6.3.2. Bildung von Singularitéten

Mit Hilfe von ¢ kann man die Koeflizienten der Entwicklung (6.15) umschreiben:
e

e = m (6.21)
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o = A3(A - 3) {A3(3A2—10A+4)}
2 8(A — 1)(A —2)? 16(A — 1)2(A — 2)?
A% (—2A% +7A —4)
+ {32(A 22 (A = 1)} (6.22)

Die allgemeine Form der Entwicklung von w nach k? ist:

w = ib,, 1—-A)< sz)n (6.23)
by = ib ( ) bio = 