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1. EINLEITUNG 

Die spontane Entstehung geordneter Strukturen von verwirrender Vielfalt aus ei­
nem homogenen Ausgangszustand ist von fundamentalem Interesse. Dieser Prozeß 
der Selbstorganisation vom Niederen zum Höheren fällt am meisten in der biologi­
schen Evolution ins Auge, kommt aber auch in einfacheren physikalischen Systemen 
vor. Das gibt uns die Möglichkeit, die grundlegenden Mechanismen der Strukturbil­
dung zunächst an weniger komplexen Systemen zu untersuchen, deren Grundglei­
chungen wir kennen und die einer mathematischen und experimentellen Behandlung 
zugänglich sind. 

Die Nichtlinearität dieser Gleichungen bildet eine notwendige Voraussetzung für 
das Auftreten komplexer ~trukturen. Andererseits ist sie auch das Haupthindernis 
bei der Untersuchung, da die mathematischen Werkzeuge dazu bei weitem nicht 
so leistungsfahig sind wie die linearen Methoden. Erst die Verfügbarkeit schneller 
Computer erlaubt tiefere Einsichten in das volle nicht lineare Verhalten und gibt 
wesentliche Impulse für die analytische Behandlung [1]. Die Computersimulation 
nimmt daher einen Großteil dieser Arbeit ein. 

Eines der ältesten wissenschaftlich untersuchten Systeme dieser Art ist die Muster­
bildung beim Kristallwachstum: Bereits 1611 versuchte Kepler [2], die Form von 
Schneeflocken zu verstehen. Die Faszination für diese Strukturen hat bis heute an­
gehalten, wobei man sich jedoch auf ein etwas einfacheres System konzentriert -
die Erstarrung einer unterkühlten Schmelze oder übersättigten Lösung (siehe Über­
sichtsartikel [3, 4, 5, 6]). Die dort wachsenden Kristalle sehen Schneeflocken teilweise 
sehr ähnlich. Sie besitzen eine baumartige Struktur mit parabolischen Spitzen und 
Seitenästen. Diese dendritische Erstarrungsform ist typisch für Metallschmelzen. Ihr 
Verständnis ist daher auch von technologischem Interesse, da die Art der Erstarrung 
die Materialeigenschaften des erzeugten Werkstoffs wesentlich beeinflußt. 

Das wesentliche Merkmal dieser Art von Wachstumsprozessen ist, daß es durch den 
langreichweitigen Transport einer erhaltenen Größe (Energie oder Material) domi­
niert wird. Ohne den Transport z.B. von freiwerdender Erstarrungswärme oder aus­
geschiedenen Verunreinigungen käme das Wachstum zum Stillstand. Dieser Trans­
port, der typischerweise durch Diffusion erfolgt, verläuft in unserem Fall wesentlich 
langsamer als die schnellen mikroskopischen Prozesse der Phasenumwandlung, deren 
Details daher irrelevant für den fundamentalen Wachstumsmechanismus sind. Der 
entstehende Kristall ist dann mikroskopisch rauh und makroskopisch rund. Das er­
laubt, makroskopische Kontinuumsmodelle für die mathematische Beschreibung zu 



benutzen. Die Bedeutung dieses diffusions bestimmten Wachstums geht damit weit 
über das Kristallwachstum hinaus. Zum Beispiel wachsen Bakterienkolonien auf die­
se Weise, da ihr Wachstum durch den Antransport von neuer Nahrung oder durch 
den Abtransport schädlicher Ausscheidungen bestimmt ist. 

Die Theorie der Keimbildung 

Der Einfachheit halber wird im folgenden nur die Terminologie des Kristallwachs­
tums und dabei meistens die des sogenannten thermischen Modells verwendet, in 
dem es um die Erstarrung einer unterkühlten Schmelze geht. Das ist ein Pha­
senübergang erster Ordnung, so daß die Bildung der neuen stabilen Phase über 
die Entstehung eines kritischen Keims verläuft, der dann auf Kosten der instabilen 
Phase wächst. Die Theorie der Nukleation eines solchen Keims aus einer homogenen 
metastabilen Phase entstand im wesentlichen in den 30er Jahren [7, 8, 9]. Seit den 
60er Jahren ist bekannt, daß ein solcher wachsender Keim bei Überschreiten eines 
bestimmten Radius instabil wird. Seine Oberfläche beginnt sich fein aufzufächern. 
Diese Mullins-Sekerka-Instabilität [10] bildet den Startpunkt einer komplexen Mu­
sterbildung. Sie resultiert aus dem Wettkampf zwischen der makroskopischen De­
stabilisierung durch die Diffusion und der mikroskopischen Stabilisierung durch die 
Oberflächenspannung. 

Welche Muster bilden sich nun nach langer Zeit aus einem solchen Keim und wie 
kann man sie anhand ihrer Längen- und Zeitskalen, ihrer fraktalen Dimension usw. 
charakterisieren? Das war eine offene Frage bis in die 90er Jahre, konnte aber in die­
ser Arbeit zumindest in zwei Dimensionen im wesentlichen gelöst werden. Bei der 
Diskussion dieser Probleme nutzt man die Darwinschen Begriffe der Selektion und 
des Wettbewerbs der verschiedenen Wachstumsmoden. In unserem Fall erfolgt die 
Selektion meistens durch die Geschwindigkeit: Die schnellere Morphologie wird die 
andere einfach überholen und so das weitere Wachstum dominieren. Man versucht, 
diese Muster in einem Morphologie-Diagramm, analog einem Phasendiagramm, an­
zuordnen und die Übergänge zwischen den "Phasen" zu klassifizieren. Die relevanten 
Parameter in diesem Diagramm sind die Unterkühlung als die treibende Kraft und 
die Anisotropie der Oberflächenspannung. 

Dendriten sind das bekannteste Beispiel einer solchen Morphologie. Die Frage, wie 
ein stationärer nadelfdrmiger Kristall bei einer gegebenen Unterkühlung eine ein­
deutige Geschwindigkeit und geometrische Form selektiert, hat eine befriedigende 
Antwort gefunden [11, 12, 13]. Dabei zeigte sich, daß Dendriten nur bei einer nicht­
verschwindenden Anisotropie existieren können [14, 15]. Dieses Resultat und die zu 
seiner Herleitung verwendete singuläre Störungs theorie sind von zentraler Bedeu­
tung für dieses Gebiet der Strukturbildung, so daß die Grundzüge dieser Theorie im 
Abschnitt 2.3. vorgestellt werden. Das Selektionskriterium und die daraus folgen­
den Skalengesetze konnten auch in Anwesenheit von Seitenästen sehr gut numerisch 
bestätigt werden [16, 17, 18]. 
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 

Das Stefan-Problem 

Die mathematische Formulierung dieses Wachstums im Rahmen eines thermody­
namischen Modells heißt Ste/an-Problem [19] und ist der klassische Fall des so­
genannten Moving-Boundary-Problems. Die Ausbreitung der freigesetzten latenten 
Wärme wird darin durch die Diffusionsgleichung beschrieben. Die meisten Rechnun­
gen dieser Arbeit wurden im sogenannten einseitigen Modell durchgeführt, welches 
die Diffusion im Festkörper vernachlässigt. 

Die Randbedingungen an der fest-flüssig Phasengrenze folgen aus der Annahme 
lokalen thermischen Gleichgewichts und der Massen- bzw. Energieerhaltung. Ob­
wohl die grundlegende Gleichung linear ist, ist das ein stark nichtlineares Problem 
aufgrund der Randbedingungen auf einem bewegten Rand. Das sieht man explizit 
bei der Herleitung der Bewegungsgleichung der Phasengrenze, einer nichtlinearen 
Integro-Differentialgleichung, die die retardierten und nichtlokalen Wechselwirkun­
gen zwischen den Punkten der Phasengrenze beschreibt. Eine analytische Behand­
lung dieser Gleichung ist schwierig und nur in SpeziaWillen möglich. Im allgemeinen 
Fall ist man daher auf die Computersimulation angewiesen. 

In dieser Arbeit wurde das zur Zeit effizienteste numerische Verfahren zur Simulation 
des Stefan-Problems in zwei Dimensionen entwickelt, das keine Annahmen über die 
Form der Lösung benötigt und die volle Dynamik der Diffusionsgleichung erfaßt, d.h. 
ohne quasistationäre Näherung. Diese Methode entstand aus der Frage, was nach 
langer Zeit aus einem kritischen Keim unter völlig isotropen Wachst ums bedingungen 
wird. Das war bisher noch völlig unklar, denn die bekannteste Wachstumsform, der 
freie Dendrit, existiert nur bei anisotroper Oberflächenspannung. Andererseits war 
bekannt, daß eine ebene Phasengrenze nahe dem Gleichgewicht nicht mit konstanter 
Geschwindigkeit propagieren kann. Es stellte sich dann die Frage, ob das durch eine 
Auffaltung der Phasengrenze möglich wird. 

Computersimulation eines kontinuierlichen, isotropen Systems: 
Wie macht man das? 

Die Anforderungen an das Verfahren waren daher, daß es keinerlei künstliche nu­
merische Anisotropie einführt und instationären Strukturen mit völlig irregulärer 
Geometrie folgen kann. Aufgrund dieser komplexen Geometrie schien es wenig rat­
sam, bei der Diskretisierung des Diffusionsfeldes irgendwelche Rücksichten auf diese 
zu nehmen, im Gegensatz z.B. zur Finite-Elemente Methode [20]. Das Diffusionsfeld 
wurde daher auf einem quadratischen Gitter diskretisiert, so daß das Programm gut 
für Vektor- und Parallelrechner geeignet ist. Das zentrale Problem aller Algorith­
men, die das Diffusionsfeld explizit behandeln, zeigt sich dabei allerdings besonders 
deutlich: Die Diskretisierung des Feldes induziert hier eine starke numerische Aniso­
tropie. Die Idee zur kontrollierten Reduzierung dieser künstlichen Anisotropie war, 
statt auf nur einem Gitter auf einem Stapel von mehreren gegeneinander gedrehten 
Gittern (2 oder 4) zu rechnen und so die Anisotropie auszumitteln. Diese Metho-
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de wurde ausgiebig getestet und erwies sich trotz des erhöhten Aufwands als sehr 
effektiv [21]. 

Seetang und Dendriten 

Die Theorie von Brener et al [22] liefert Vorhersagen, in welchem Bereich des Mor­
phologie-Diagramms sich interessante, neue Strukturen befinden könnten, die dann 
mittels des dynamischen Algorithmus gesucht wurden. Bei kleiner Unterkühlung 
und verschwindender Anisotropie konnte damit die Existenz der fraktalen Seetang­
Struktur bestätigt werden, die innerhalb eines bestimmten Längenbereichs fraktal 
ist und deren Einhüllende sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt [18, 21]. Die 
überraschendste Entdeckung war allerdings, daß bei hoher Unterkühlung und klei­
ner oder sogar verschwindender Anisotropie eine neue stabile stationäre Struktur 
- das Doublon - existiert. Es kommt in Parameterbereichen vor, in denen auch 
stabile Dendriten existieren, ist aber schneller als diese. Diese Struktur besteht aus 
einem Paar asymmetrischer fingerähnlicher Kristalle, die sich gegenseitig stabili­
sieren und eine feste Einheit bilden. Ein einzelner asymmetrischer Finger wurde 
bereits früher in einem engen Kanal mit wärmeundurchlässigen Wänden mit Hilfe 
der Greensfunktionsmethode gefunden [23]. Seine Relevanz für das ausgedehnte Sy­
stem zeigte sich allerdings erst in Simulationen mit dem dynamischen Verfahren in 
breiteren Kanälen. Dort erwies sich die Form, die Geschwindigkeit und der Abstand 
des Fingers zu einer der reflektierenden Wände als unabhängig von der Kanalbreite. 
Simulationen mit periodischen Randbedingungen in lateraler Richtung, d.h. ohne 
künstliche Wände, erlaubten dann den numerischen "Existenzbeweis" eines sta­
tionären, stabilen Doublons. Einen solchen kooperativen Effekt hatte niemand in 
diesem System vermutet, das vom Kampf um herandiffundierendes Material oder 
Abtransport von Abfällen (z.B.latente Wärme) geprägt ist. Die Bausteine der in die­
sem Parameterbereich vorhergesagten kompakten Seetang-Morphologie sind damit 
schwach wechselwirkende Doublonen. 

Das Doublon: Ein zweidimensionales Soliton 

Die Doublon-Lösung wurde im Rahmen dieser Arbeit entdeckt. Daher widmet sich 
der Hauptteil dieser Arbeit diesem Phänomen. Insbesondere wird die Koexistenz 
stabiler Doublonen und Dendriten bei denselben Parametern gezeigt, wobei das 
Doublon wesentlich schneller wächst als der Dendrit. Das deutet stark auf einen 
diskontinuierlichen Nichtgleichgewichtsübergang zwischen beiden Morphologien hin. 
Dieser Übergang von Dendriten zu Doublonen wurde in einem engen Kanal unter 
Veringerung der Anisotropie untersucht und erwies sich in der Tat als von 1. Ordnung 
mit metastabilen Zuständen. 
Es ist naheliegend, Doublonen auch in verwandten Systemen zu vermuten, in denen 
Dendriten vorkommen, wie z.B. in der gerichteten Erstarrung einer binären Legie­
rung in einem Temperaturgradienten. Der wachstumsbegrenzende Prozeß ist hier 
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 

die Diffusion der gelösten Komponente. Im Grenzfall eines verschwindenden Tem­
peraturgradienten unterscheidet sich dieses System vom bisher betrachteten freien 
Wachstum nur dadurch, daß die Geschwindigkeit einer Struktur vorgegeben wird 
und sich das System die geeignete Unterkühlung selbst sucht, umgekehrt zum frei­
en Wachstum. An diesem System lassen sich leichter Experimente durchführen, so 
daß sich Kapitel 8 mit Simulationen dazu befaßt. Diese dienten in Zusammenarbeit 
mit einer experimentellen Gruppe dazu, Doublonen bei der Erstarrung eines dünnen 
Films aus 0 B1'4 dotiert mit 8%02016 experimentell zu identifizieren [24]. 

Stochastisches und deterministisches Chaos 

Die Frage, wie Doublonen überhaupt aus einer anfänglich flachen Phasengrenze her­
aus entstehen, wurde nun auch mit analytischen Methoden angegangen. Dazu wurde 
die Diffusionsgleichung um einen kleinen Relaxationsterm erweitert, der die Ener­
gieerhaltung verletzt. Dieser Term hat zwar einen physikalischen Sinn (er beschreibt 
den Wärmverlust aufgrund ungenügender Isolierung), dient aber hauptsächlich dazu, 
eine schwach nichtlineare Analyse der Grenzfläche zu ermöglichen. Bei hinreichend 
starker Relaxation wird eine ebene Phasengrenze stabil gegen Störungen aller Wel­
lenlängen. Für Parameter in der Nähe dieser absoluten Stabilität separieren die Zeit­
und Längenskalen des Problems, so daß sich die Bewegungsgleichung der Phasen­
grenze auf eine lokale Gleichung reduziert, die mittels einer multiplen Skalenanalyse 
abgeleitet werden kann. 
Diese nichtlineare Differentialgleichung stellt eine Kombination zwischen der K ura­
moto-Sivashinsky Gleichung und einer komplizierten Gleichung dar, die aus der 
gerichteten Erstarrung bekannt ist [25]. Diese Gleichungen liefern chaotische Lösun­
gen in räumlich ausgedehnten Systemen [26]. Ihre Analyse ergab, daß ihre Gültigkeit 
durch nichtlineare Terme höherer Ordnung stark eingeschränkt ist, die zur Ausbil­
dung tiefer Löcher in einer anfänglich flachen Interface führen. Diese werden als die 
"Geburt" eines Doublons interpretiert. Bei Erhöhung der Relaxation erfolgt daher 
ein Übergang der kompakten Seetang-Morphologie, die aus Doublonen besteht, zu 
einer chaotischen Morphologie, die durch die lokale Gleichung beschrieben wird. Bei 
einer weiteren Erhöhung erfolgt schließlich die absolute Stabilisierung der Phasen­
grenze, deren Verhalten durch die KPZ-Gleichung (ohne Rauschterm) [27] gegeben 
ist. 
Da Dendriten nach wie vor die am häufigsten vorkommenden Strukturen sind, wurde 
ihre Stabilität gegen Rauschen untersucht. Auf der Basis einer einfachen geometri­
schen Überlegung konnte ihre lineare Stabilität bei beliebiger Anisotropie und Un­
terkühlung ß < 1 bestätigt werden. Weiterhin wurde gezeigt, daß ein Schwellwert 
für die Amplitude des Rauschens existiert, oberhalb dessen die Zerstörung der Den­
driten erfolgt. Je kleiner die Anisotropie wird, umso kleiner ist das zur Zerstörung 
nötige Rauschen. Die nach der Zerstörung auftretende Struktur wurde simuliert. 
Sie erwies sich als konsistent mit den vorhergesagten fraktalen Dendriten [22, 28]. 
Weitere numerische Untersuchungen beschäftigen sich mit dem Einfluß kinetischer 
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Effekte im dendritischen Wachstum. Diese können unter bestimmten Bedingungen 
mit dem Einfluß der Oberflächenspannung konkurrieren und zu einer oszillatorischen 
Instabilität des Dendriten führen. 

Aufbau der Arbeit 

Kapitel 2 führt in die Grundlagen des diffusionsbestimmten Wachstums ein, gibt 
das mathematische Standardmodell an, und stellt die verschiedenen Wachstums­
morphologien genauer vor. Anhand des Wachstums eines freien Dendriten wird 
die Selektionstheorie auf der Grundlage der nichtlokalen Bewegungsgleichung der 
Phasengrenze dargestellt. 

In Kapitel 3 werden die beiden hier verwendeten Simulationsmethoden beschrieben, 
wobei der Schwerpunkt auf der selbst entwickelten dynamischen Methode liegt. Die 
quasistationäre Greensfunktionsmethode wurde im wesentlichen nur zur Kontrolle 
der Resultate im Bereich stationärer Lösungen genutzt. 

Kapitel 4 beschäftigt sich mit der numerischen Charakterisierung der Doublonen, 
die die Grundbausteine der kompakten Seetang-Struktur bilden. Weiterhin wird der 
Übergang von symmetrischen Strukturen zu asymmetrischen Strukturen in einem 
engen Kanal unter Reduzierung der Anisotropie untersucht, sowie das dazugehöri­
ge Analogon im freien System: Der Übergang zwischen Dendriten und Doublonen. 
Schließlich wird die neueste theoretische Erkenntnis von Ben Amar und Brener [29] 
zur Selektion der Doublonen vorgestellt. 

In Kapitel 5 geht es um die lineare und nichtlineare Stabilität von Dendriten, die 
unter starkem Rauschen in sogenannte fraktale Dendriten zerfallen. Dieser Vorgang 
wird numerisch simuliert und im Rahmen einfacher geometrischer Überlegungen 
analytisch untersucht. 

Kapitel 6 enthält numerische und analytische Untersuchungen zu einem modifizier­
ten Stefan-Problem, das einen Relaxationsterm in der Diffusionsgleichung enthält. 
Dieser ermöglicht eine lokale Beschreibung der Phasengrenze, die mittels einer multi­
plen Skalenanalyse hergeleitet wird. Die Gültigkeit dieser Differentialgleichung wird 
durch die Simulation des vollen Systems und anhand der Analyse von Termen höher­
er Ordnung überprüft. 

Kapitel 7 beschreibt die Erweiterung der dynamischen Methode durch kinetische 
Effekte. Diese rufen zunächst eine numerische Instabilität hervor, die mit Hilfe einer 
dynamischen Relaxation behoben wurde. In Abschnitt 7.2. werden die Resultate für 
dendritisches Wachstum präsentiert. 
In Kapitel 8 erfolgt die Umstellung des dynamischen Verfahrens auf gerichtete Er­
starrung. Die Parameter der Simulationen wurden an spezielle Experimente ange­
paßt, so daß ein ständiger Vergleich mit diesen möglich war. 

Kapitel 9 schildert eine andere Weiterentwicklung der numerischen Methode, hin 
zur gleichzeitigen Diffusion verschiedener Spezies. In Abschnitt 9.1. wird zunächst 
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 

die Erweiterung des Programms auf Transport im Festkörper (zweiseitiges Modell) 
durchgeführt und verschiedene numerische Tests wie das Wachstum von Dendriten 
und Doublonen beschrieben. Kapitel 9.2 wendet sich dann der zweiten Ausbaustufe 
zu, dem Hinzufügen eines zweiten Diffusionsfeldes, das über die Randbedingungen 
mit dem ersten gekoppelt ist. 

Die Arbeit schließt mit einer Zusammenfassung und einem kurzen Ausblick in Ka­
pitell0. 
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2. FREIES WACHSTUM 

2.1. Qualitative Betrachtungen 

Bei der folgenden Beschreibung des diffusionsbestimmten Wachstums wird die Ter­
minologie des sogenannten thermischen Modells verwendet. Das chemische Modell, 
in dem es um die Kristallisation eines Salzes aus einer übersättigten wäßrigen Lösung 
geht, führt auf dieselbe mathematische Form. 

Wir stellen uns zunächst einen großen Behälter vor, in dem sich eine reine, global 
unterkühlte Schmelze und ein fester Kristallisationskeim aus demselben Material 
befinden. Der Wärmetransport in der Schmelze soll nur durch Wärmediffusion und 
nicht durch Konvektion erfolgen, was durch geeignete Versuchsbedingungen sicher­
gestellt werden kann. 

Im folgenden betrachten wir eine ebene Phasengrenze. Die Schmelze an der Phasen­
grenze beginnt zu erstarren, wobei die entsprechende Erstarrungswärme frei wird. 
Wenn beim Erstarren eines Volumenelements genau die Erstarrungswärme entsteht, 
die benötigt wird, um dasselbe Element von der Temperatur der Schmelze T 00 auf die 
Erstarrungstemperatur Tm aufzuheizen, kann die ebene Phasengrenze mit konstan­
ter Geschwindigkeit wachsen. In diesem Fall soll die dimensionslose Unterkühlung 
ß gleich Eins sein, d.h. wir definieren ß wie folgt: 

ß = Tm -Too 
L/ep 

(2.1) 

L ist die latente, ep die spezifische Wärme pro Volumeneinheit. 

Nun sei ß < 1, d.h. beim Erstarren wird mehr Wärme frei, als zum Aufbeizen des je­
weiligen Volumenelements nötig ist. Damit die überschüssige Wärme den Festkörper 
nicht wieder aufschmilzt und den Erstarrungsvorgang zum Erliegen bringt, muß sie 
durch Wärmediffusion abgeführt werden. Die mikroskopischen Vorgänge der Pha­
senumwandlung an der Oberfläche werden als sehr schnell auf der Zeit skala der 
Diffusion angenommen, so daß das Wachstum bei ß < 1 von der Diffusion kontrol­
liert wird. Die ebene Phasengrenze würde in diesem Fall mit immer kleiner werdender 
Geschwindigkeit wachsen, da sich immer mehr Wärme vor ihr anstaut. 

Eine interessante Frage ist die nach der Stabilität dieser ebenen Grenzfläche, die 
erstmalig von Mullins und Sekerka [10] untersucht wurde. Dazu stellen wir uns eine 
kleine Beule in der Grenzfläche vor, die in die Schmelze hineinragt. Aufgrund der 
größeren Oberfläche kann die entstehende latente Wärme wesentlich besser abfließen 
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als vorher, so daß diese Beule schneller wächst als der ebene Teil der Phasengrenze. 
Eine Einbuchtung wiederum würde noch langsamer als die ebene Grenze wachsen, 
da die Wärme in ihr gefangen ist. 

Die ebene Wachstumsfront ist also instabil. Sie wird sich stark zerklüften, um die 
Oberfläche zu maximieren. Dem wirkt wiederum die Oberflächenspannung entge­
gen, die über den Gibbs-Thomson Effekt die Schmelztemparatur an den Beulen 
verringert und an den Einbuchtungen vergrößert. 

Wenn man eine beliebige kleine Störung der ebenen Grenzkurve annimmt und ihre 
einzelnen Fourierkomponenten betrachtet, werden die Komponenten mit sehr klei­
ner Wellenlänge auf grund des stabilisierenden Effekts der Oberflächenspannung 
gedämpft. Bei sehr großen Wellenlängen wird die Störung verstärkt, wobei die 
Verstärkung mit kleiner werdender Wellenlänge zunächst zunimmt. Folglich gibt 
es ein Maximum der Verstärkung bei einer bestimmten endlichen Wellenlänge. Im 
Wechselspiel zwischen der makroskopischen treibenden Kraft, der Unterkühlung, 
und dem mikroskopischem Einfluß, der Oberflächenspannung, wird sich die Ober­
fläche also auf einer charakteristischen Längenskala auffächern. Diese morphologi­
sche Instabilität nennt man Mullins-Sekerka-Instabilität. 

Wenn die Störung zu einer bestimmten Größe angewachsen ist, werden die einzelnen 
Beulen bzw. Finger miteinander konkurrieren, da sie durch ihre Wärmeerzeugungen 
über das Temperaturfeld in Wechselwirkung treten. Konkret denken wir uns dazu 
zwei Finger A und B, die nahe nebeneinander wachsen. Die Wärme, die A abgibt, 
behindert das Wachstum von B und umgekehrt. Falls A geringfügig schneller ist als 
B, so gibt er mehr Wärme pro Zeiteinheit ab, so daß B stärker behindert wird. Da 
B jetzt noch langsamer wächst, gibt er weniger Wärme ab, so daß A noch schneller 
werden kann. Dieser Abschirmprozeß vergröbert die anfänglich feineren Strukturen 
wieder l . 

Die Wechselwirkung zwischen den Fingern ist eine abstoßende, so daß es einen mi­
nimalen Fingerabstand gibt. Deshalb können in zwei Dimensionen und !:l < 1 auch 
keine Blasen entstehen, in denen flüssiges Material eingeschlossen ist. 

Die bekannteste Struktur, die sich schließlich aus so einem Finger entwickeln kann, 
ist der Dendrit (griechisch: dendron=Baum), der durch folgende Eigenschaften ge­
kennzeichnet ist: 
1. Eine starke Verzweigung: Von einem Hauptstamm gehen in etwa gleichen 
Abständen Seitenäste bzw. -arme ab, die ihrerseits Ausgangspunkt neuer Äste sein 
können 
2. Keine" Astgabelungen" wie bei wirklichen Bäumen. Jeder Ast wird von einer pa­
rabolischen Spitze angeführt, die eine unveränderliche Wachstumsrichtung vorgibt. 

Astgabelungen, auch "tip-splitting" genannt, sind für die sogenannte Seetang- oder 
"dense-branching"-Struktur charakteristisch. 

lSpäter wird bei der Diskussion der Doublonen gezeigt, daß es Effekte gibt, die diese Ab­
schirmung überkompensieren können und zu einem stabilen Nebeneinander der beiden Finger 
f'tiillen. 
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2.2. Grundgleichungen 

Für eine quantitative Beschreibung benötigen. wir die Bewegungsgleichungen des 
Temperaturfeldes in Flüssigkeit und Festkörper. Das sind die folgenden Diffusions­
gleichungen: 

(Flüssigkeit) 

(Festkörper) 

(2.2) 

(2.3) 

D und D' sind die thermischen Diffusionskoeflizienten (D = Xth/ep) in Flüssigkeit 
und Festkörper, T ist das Temperaturfeld. Das sind lineare Differentialgleichungen. 
Das Problem wird aber stark nichtlinear durch die Randbedingungen, die auf der 
bewegten Phasengrenze erfüllt sein müssen (Moving-Boundary-Problem), denn ei­
nerseits wird die Dynamik der Phasengrenze durch das sie umgebende Diffusionsfeld 
bestimmt und andererseits wirkt die beim Wachstum erzeugte Wärme als Quellterm 
auf das Diffusionsfeld zurück. 

Die Bedeutung des Parameters ~ (G1.2.1) motiviert die Einführung eines dimensi­
onslosen Diffusionsfeldes u: 

_ T - Too _ T - Tm ~ 
U - L/ep - L/ep + (2.4) 

An einer ebenen Phasengrenze ist u somit gleich ~ und geht gegen Null mit wach­
sender Entfernung von ihr. 

Für die Normalkomponente Vn der Grenzflächengeschwindigkeit folgt aus der Ener­
gieerhaltung (Herleitung siehe Anhang): 

Vn = D{ßV'ulfest - V'ulfl}n (2.5) 

D1c l 

wobei ß =::....::l?D 
cp 

Die Flächennormale n weist vom Festkörper in die Flüssigkeit. ep ist die spezifische 
Wärme pro Volumeneinheit. Diese Beziehung ist Ausdruck der Tatsache, daß die 
latente Wärme Quelle des Wärmestroms an der Interface ist. 

Die Temperatur an der Grenzfläche ist nur an ebenen Stellen gleich der Schmelz­
temperatur, ansonsten gilt die Gibbs-Thomson Beziehung [30]: 

Ullnterface = ~ - doll, (2.6) 

K, ist die Krümmung der Interface. Sie ist positiv, wenn der Krümmungsmittelpunkt 
auf der Festkörperseite liegt. do ist die Kapillaritätslänge, definiert durch 

(2.7) 
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Falls die Oberflächenspannung 'Y anisotrop ist, muß 'Y durch 'Y+'Y"(8) ersetzt werden. 

Die Beziehung (2.6) drückt lokales thermisches Gleichgewicht an der Interface aus. 
Streng genommen liegt an der Interface eine Situation thermodynamischen Nicht­
gleichgewichts vor, in der ein Temperatursprung an der Phasengrenze die Moleküle 
aus der Schmelze an die Festkörperoberfläche treibt. Man kann aber annehmen, daß 
sich diese mikroskopischen Vorgänge auf einer so schnellen Zeit skala abspielen, daß 
lokales thermisches Gleichgewicht herrscht. Falls die Wachstumsgeschwindigkeit so 
groß ist, daß dies nicht mehr stimmt, wie im Fall sehr großer Unterkühlung, simu­
liert man diese Gleichgewichtsverletzung phänomenologisch durch einen kinetischen 
Koeffizienten ß in der Randbedingung: 

ullntef'Jace = ß- doK- - ßv (2.8) 

v ist die Geschwindigkeit in Normalenrichtung. 

Zum Auffinden von stationären Lösungen transformiert man die Diffusionsgleichung 
für u in der Flüssigkeit 

(2.9) 

in ein Koordinatensystem, das sich mit der Wachstumsgeschwindigkeit v bewegt, 
wobei das Wachstum in y-llichtung erfolgen soll. 

8u 2 8u 
- =DV u+v-
8t 8y 

(2.10) 

Eine entsprechende Gleichung gilt natürlich auch im Festkörper. Diese Arbeit 
beschäftigt sich größtenteils mit dem sogenannten einseitigen Modell, in dem die 
Diffusion nur in der flüssigen Phase stattfindet. 

Vernachlässigt man die explizite Zeitabhängigkeit von u, erhält man die quasistati­
onäre Diffusionsgleichung: 

2 28u 
0= V u+--

18y 

Hier ist die Diffusionslänge 1 definiert als 

1 = 2D 
v 

Für eine ebene Interface und ß = 1 ergibt sich aus (2.11) die Lösung: 

u(y) = { exp( -2y /1) für y 2': 0 (flüssig) 
1 für y ~ 0 (fest) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

Daraus ergibt sich auch die Bedeutung der Diffusionslänge als Maß für die "Reich­
weite" der Diffusion. 
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Im Abschnitt 2.1 wurde bereits erwähnt, daß diese Lösung instabil ist. Bei einer Sta­
bilitätsanalyse (Anhang) zeigt sich, daß die Grenzfläche instabil gegenüber Störun­
gen mit Wellenlängen 

>.. > >.., = 27rVldo/2 

ist, wobei Störungen mit 
>"maz = .J3>.., 

am schnellsten wachsen. Wir erwarten also zumindest anfänglich eine Rlffelung der 
Grenzfläche mit dieser Wellenlänge. >.., ist bis auf einen Faktor gleich der Mullins­
Sekerka-Länge PMS = 27rVldo. 

PMS behält auch bei komplexen Mustern seine Bedeutung, indem es die kleinste 
auftretende Längenskala dieser Muster darstellt. Die Feinstruktur wird also durch 
das geometrische Mittel aus der makroskopischen Länge 1 und der mikroskopischen 
Länge do bestimmt. 

2.3. Dendritisches Wachstum 

2.3.1. Die Ivantsov-Lösung 

Für Unterkühlungen kleiner Eins ist die Ebene keine stationäre Lösung mehr. Für 
verschwindende Oberflächenspannung wird die Randbedingung (2.6) konstant und 
man kann die quasistationäre Gleichung (2.11) in Parabelkoordinaten separieren. 
Wir betrachten im folgenden den zweidimensionalen Fall. 

Die Parabelkoordinaten lauten: 

e -
(2.14) 

und (2.11) wird zu 

R ist der Spitzenradius der Interfaceparabel, die durch 1] = 1 und damit 

(2.16) 

beschrieben wird. 

p ist die Pec1et-Zahl: 
R Rv 

p=-=-
1 2D 

(2.17) 
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Wegen der konstanten Randbedingung UIf/=l = f:l kann u nicht von e abhängen und 
aus (2.15) erhalten wir die Ivantsov-Lösung [31]: 

Für 'f/ = 1 folgt: 

f:l eP # erfc( vIP) 

~ {~1/(2P): 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

Die Ivantsov-Lösung ist ungeeignet zur Beschreibung der physikalischen Situation, 
da für jedes f:l < 1 eine kontinuierliche Lösungsvielfalt existiert, denn nur das Pro­
dukt aus Spitzenradius R und Spitzengeschwindigkeit v ist festgelegt. Experimentell 
werden aber bei einer gegebenen Unterkühlung nur Dendriten mit bestimmten re­
produzierbaren v und R beobachtet. 

2.3.2. Charakterisierung der Dendriten 

Die Unbestimmtheit der Geschwindigkeit der Ivantsov-Lösung ist eine Folge der 
Vernachlässigung der Oberflächenspannung, die als singuläre Störung auftritt. Im 
nächsten Abschnitt wird gezeigt, daß die Geschwindigkeit V eines Nadelkristalls 
(Dendrit ohne Seitenarme) durch die Anisotropie der Oberflächenspannung eindeu­
tig festgelegt ist, 

(2.21 ) 

(2.22) 

0' ist die normierte Wachstumsrate, die für kleine Unterkühlungen nur von der (hier 
vierfachen) Anisotropie c der Kapillaritätslänge abhängt. p ist die Pecletzahl aus der 
Ivantsov-Relation (2.19) und 0'0 ist eine Konstante von der Größenordung Eins. Aus 
GI. (2.21) folgt, daß Dendriten ohne Anisotropie nicht existieren können. Die nu­
merischen Simulationen [17, 18] ergeben im Bereich c = 0.05-0.2 einen Exponenten 
von ca. 1.2 statt 7/4, so daß diese Abhängigkeit erst bei sehr kleinen c gelten kann. 
Das Verhältnis der geometrischen Peclet-Zahl des Dendriten P = VTipRTip/(2D) 
zur Peclet-Zahl p der entsprechenden Ivantsov-Lösung ist etwas kleiner als Eins 
und fällt schwach ab mit steigender Anisotropie. 
Am Schaft des Dendriten bilden sich Seitenarme aus, die bei schwacher Anisotropie 
in die Richtung des stärksten Abfalls des Diffusionsfeldes weisen und bei starker 
Anisotropie in die dadurch ausgezeichneten Richtungen, d.h. bei 4-facher Anisotropie 
senkrecht zur Dendritenachse. 
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Die numerischen Simulationen [17] ergeben einen von Unterkühlung und Anisotropie 
relativ unabhängigen Seitenarmabstand von 2.5-2.7 PMS (PMS = 21r.J(J;l ) , d.h. ca. 
doppelt so groß wie die Wellenlänge der am schnellsten wachsenden Mode aus der 
linearen Stabilitätsanalyse. 

Die Seitenarmbildung wird mit der exponentiellen Verstärkung permanenten Rau­
schens an der Spitze des Dendriten erklärt [4, 32]. Von einem Koordinatensystem 
aus gesehen, das mit der Spitze mitläuft, wandern ständig Wellen den Dendriten­
schaft hinunter, wobei ihre Amplitude zunimmt. Die Wanderungsgeschwindigkeit ist 
natürlich gleich der Geschwindigkeit der Spitze, denn im Laborsystem bewegen sich 
die Wellen nicht. Je nach Verstärkung und Rauschgröße werden die Wellen als kleine 
Seitenarme erst nach einer bestimmten Entfernung von der Spitze sicht bar. 

Für die Einhüllende der rauschinduzierten Seitenarme ergibt sich analytisch [33] 

A '" Aoexp (cJ ::a.) ~ Aoexp (Sl/40--1/2) bei x» R (2.23) 

mit c in der Größenordnung von Eins. s ist die Bogenlänge mit s = 0 an der Den­
dritenspitze, R der Tip-Radius des Dendriten. 
Bei Verringerung der Anisotropie wird bei gleichem Rauschen die Amplitude der Sei­
tenarme ständig größer, so daß die parabolische Dendritenspitze schließlich zerstört 
wird, wenn die Amplitude bei x '" R in die Größenordnung des Tip-Radius kommt. 
Für diese kritische Anisotropie folgt daher: 

co ~ 11n q-8/7 

mit der effektiven Rauschstärke r = Ao/ R. 

2.8.8. Selektion von Dendriten 

(2.24) 

Wir haben bereits gesehen, daß die Ivantsov-Lösung die reale Situation nicht korrekt 
beschreibt, da sie nur das Produkt aus Spitzenradius und Geschwindigkeit p(ß) = 
vR/(2D) bei gegebener Unterkühlung ß festlegt. Eine schnelle, spitze Nadel und eine 
langsamere und dicke Parabel wären z.B. beide möglich. Im Experiment treten aber 
für eine gegebene Unterkühlung nur Dendriten mit bestimmten reproduzierbaren v 
und R auf. Dem Modell fehlt die durch eine endliche Kapillaritätslänge gegebene 
Längenskala. 

Der Durchbruch in der Theorie des Dendritenwachstums erfolgte in den 80er Jahren 
und bestand nach früheren Versuchen (Hypothese der marginalen Stabilität [34]) in 
der Erkenntnis, daß die Kapillaritätslänge eine singuläre Störung darstellt, die die 
kontinuierliche Lösungsmenge des Ivantsov-Problems auf einen diskreten Satz von 
Lösungen reduziert [35, 36]. Das bedeutet, stationäre Nadelkrista1le existieren nur 
mit einem quantisierten Satz von Radien und Geschwindigkeiten. Das ist analog zum 
Übergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik durch die singuläre 
Störung n f:. O. 
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Über die Frage der Existenz einer stationären Lösung reduziert sich damit das Pro­
blem der Geschwindigkeitsselektion auf die Selektion aus einem diskreten Satz von 
Lösungen heraus. Die lineare Stabilität dieser Lösungen entscheidet dann, welche von 
ihnen wirklich auftritt. Später wurde gefunden [14, 15], daß die Kapillaritätslänge 
sogar alle Ivantsov-Parabeln zerstört und daß erst die Einführung einer Anisotropie 
in der Kapillaritätslänge einen diskreten Satz von Lösungen erlaubt. Nur die schnell­
ste dieser Lösungen ist stabil und wird daher als einzige in den Experimenten und 
dynamischen Simulationen beobachtet. 

Den singulären Charakter von do kann man explizit sehen, wenn man das Diffusions­
problem auf eine geschlossene Integrodifferentialgleichung bringt. Der Einfachheit 
halber betrachten wir das symmetrische Problem, d.h. die Diffusionskoeffizienten 
in Flüssigkeit und Festkörper sind gleich. Man muß nun nicht mehr zwischen dem 
Diffusionsfeld der Flüssigkeit und dem des Festkörpers unterscheiden, sondern hat 
nur noch ein Gesamtfeld, in dem die bewegte Phasengrenze die Rolle einer eindi­
mensionalen Wärmequelle spielt. In unserer Normierung ist die Produktionsrate der 
latenten Wärme gleich der Normalengeschwindigkeit Vn • 

Das gesamte Diffusionsfeld kann also mit Hilfe der zweidimensionalen Greensfunk­
tion für die Diffusion in einem unendlichen Medium 

, " 1 ( (x - X')2 + (y _ y')2) 
g(x-X,y-y,t-t)=41rD(t_t,)exp - 4D(t-t') (2.25) 

als Integral dargestellt werden: 

u(x, y, t) = 1:00 dt' 1 ds' vn(s', t') g(x - x(s'), y - y(s'), t - t') . (2.26) 

Die Interface soll mit der Bogenlänge s parametrisiert sein. 

Für x, y setzen wir die Werte für die Interface x (s ), y( s) ein und erhalten eine ge­
schlossene Gleichung für die Interface, da die u-Feld Werte auf der Interface aus der 
Randbedingung (2.6) bekannt sind. 

u(x(s),y(s),t) = ß - doK(S) (2.27) 

= 1:00 dt' 1 ds' vn(s', t') g(x(s) - x(s'), y(s) - y(s'), t - t') 

Bei gegebener Interface x(s),y(s) kann man daraus die Normalengeschwindigkeit Vn 
berechnen und daraus die neue Interface einen Zeitschritt später. 

Die Krümmung K(S) enthält eine 2. Ableitung und damit die höchste Ableitung 
der Gleichung. Da do mit der höchsten Ableitung multipliziert wird, stellt es eine 
singuläre Störung dar, denn bei do = 0 ändert sich die Ordnung der Gleichung und 
damit auch das Lösungsverhalten grundlegend. 

Die folgende Darstellung der Selektionstheorie basiert hauptsächlich auf dem Über­
sichtsartikel von Brener und Mel'nikov [37], der die zur Zeit prägnanteste Methode 
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zur analytischen Berechnung freier Nadelkristalle enthält. Dieses Verfahren analy­
siert die Integralgleichung für die Interface in der komplexen Ebene und führt zu 
Resultaten, die man in einer regulären Störungstheorie in der Kapillaritätslänge do 
erst in unendlicher Ordnung erzielen könnte. 

Da wir nur an stationären Lösungen interessiert sind, können wir die Integral­
gleichung (2.27) wesentlich vereinfachen, indem wir die Diffusionsgleichung in ein 
bewegtes Koordinatensystem der Geschwindigkeit V transformieren 

2 2 du 1 Du 2D 
\7 u + y dz = D Dt = 0, 1 = V ' (2.28) 

was statt des zeitabhängigen Propagators der Diffusionsgleichung zur Greensfunk­
tion des neuen Operators \72 + (2/1) d/dz in der Integralgleichung führt: 

ß- d(0)K - 1: dx' ~g(x - x',e(x) - e(x')) (2.29) 

d(0) - do(l - c cos 40) 

g(x - x', z - z') - 2~ e-{z-z'}/l Ko (~V(x - X')2 + (z - ZI)2) (2.30) 

mit der modifizierten Besselfunktion Ko [38, 39] und der Position der Interface e( x). 
Dabei wurde dx' = dI" n~ verwendet, um das Integrationsgebiet auf die x-Achse zu 
transformieren. 

Im folgenden sollen alle Längen in Einheiten des Tip-Radius R gemessen werden, d.h 
1/1 wird durch die Pec1etzahl p = R/l und K durch K/ R ersetzt sowie dx' durch R dx' 
in GI. (2.29). Die Nadelkristall-Lösung wird um die Ivantsov-Parabel entwickelt und 
lautet in den neuen Variablen: 

(2.31) 

mit der Formkorrektur es. Ohne diese Korrektur ist das eine Lösung von (2.29) für 
d(0) = O. Daher können wir durch Subtrahieren der Gleichung für d = 0 von der mit 
d =I- 0 die Unterkühlung ß eliminieren. Nach dem Linearisieren des Integralterms in 
der kleinen Größe es erhält man 

A(0)er(e~ -1){1 + (es - X)2}-3/2 =;: i: dx'{es(x') - es(x)} 

{
p } ( x

2 
X'2) x exp 2(x2 

- X'2) Ko(pR) - K1(pR) ~ (2.32) 

mit 

R - V(x - X')2 + (x2 - X'2)2/4 

do Vdo 
er -=--

Ir 2Dr 
A(0) - 1- c cos40. (2.33) 
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Gleichung (2.32) stellt ein nichtlineares und nichtlokales Eigenwertproblem für die 
dimensionslose Wachstumsrate (J' dar, die die Kapillaritätslänge da enthält. Wir be­
schränken uns hier auf den Grenzfall verschwindender Pec1etzahl p -+ 0 [40]. Der 
Beitrag von K o verschwindet in diesem Limit (siehe z.B. [42]), und da das Integral, 
das K 1 enthält, gleichmäßig als Funktion von p konvergiert, können wir die Ent­
wicklung der Besselfunktion K1(z) rv l/z für kleine Argumente einsetzen. Damit 
reduziert sich (2.32) für p -+ 0 auf 

A(0)(J'(e~ -1) = _~ 100 dx' {es(x') - es(x)}(x + x') (2.34) 
{I + (es - x )2}3/2 211" -00 (x - x'){l + (x + x')2/4} 

Die linke Seite darf nicht linearisiert werden, da die Kleinheit von es nicht garantiert, 
daß auch seine Ableitungen klein sind. (J' stellt hier eine singuläre Störung dar, da es 
die höchste Ableitung in der Gleichung multipliziert. Diese Ableitung kann sehr groß 
werden und damit die Kleinheit von (J' kompensieren2. Wie noch gezeigt wird, tritt 
dieser Fall wegen (J' « 1 nur in der unmittelbaren Umgebung der Punkte x = ±i 
auf, wo der Nenner auf der linken Seite von (2.34) sehr klein wird. 

Um den Integralterm aufzulösen, stellen wir die Formkorrektur es als Summe zweier 
Funktionen dar 

(2.35) 

wobei e+ in der oberen komplexen Halbebene und e- in der unteren Halbebene 
analytisch ist. Solange das Integral von f ( x ) / x existiert, kann jede reelle Funktion 
f (x) mittels 

f±(x) = ±i 100 

f(z)dz., 
211" -00 (x - z ± ~f) f -+ O. (2.36) 

analytisch fortgesetzt werden. Die Nützlichkeit der Aufspaltung (2.35) besteht darin, 
daß damit auch der Integrand in (2.34) in zwei Summanden zerfällt und daß diese 
Summanden Polstellen besitzen, die in jeweils einer der beiden Halbebenen nicht von 
der unbekannten Funktion es abhängen. Damit kann man das Integral problemlos 
mit dem Residuensatz auswerten und findet 

~ 100 dx' {es(x') - es(x)}(x + x') 
211" -00 (x - x'){l + (x + x')2/4} 

= i (e-( -2i - X).- e-(x) _ e+(2i - x) ~ e+(x)) (2.37) 
x+~ x-~ 

Wir vernachlässigen zunächst die differentiellen Terme auf der linken Seite von (2.32) 
und setzen A = 1, was auf 

i(J' 
- {(x + i)e+(x) + (x - i)e-(-2i - x)} 

{(x + i)e+(2i - x) + (x - i)e-(x)} (2.38) 

2 Als allgemeine Einleitung in reguläre und singuläre Störungstheorie sowie asymptotische Ana­
lyse sei [41] empfohlen. 
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führt. Daraus läßt sich die reguläre Formkorrektur der lvantsov-Parabel berech­
nen [37, 43, 44]. Darauf soll aber nicht näher eingegangen werden, da das nur eine 
kleine Korrektur der Ordnung (J' ist und wir hier nur an der Geschwindigkeitsselek­
tion durch die singulären differentiellen Terme interessiert sind. Das asymptotische 
Verhalten der regulären Korrektur lautet 

es(x) "-J _(J'~~~I . (2.39) 

Bei x ~ i wird die linke Seite von (2.38) sehr groß. An dieser Stelle sind auf der 
rechten Seite alle Funktionen bis auf e- (x) analytisch, woraus 

e-(x) rv (x - it3
/
2

, bei Ix - il « 1 (2.40) 

folgt. Folglich ist in der Nähe dieses singulären Punktes das Vernachlässigen der 
Ableitungen von e- in (2.32) nicht mehr gerechtfertigt. Zur genaueren Untersuchung 
dieses Punktes betrachten wir zunächst den Fall isotroper Oberflächenspannung (e = 
0) und blasen das Gebiet um den Punkt i auf mittels der Transformation 

x = i(1- (J'2/7z ) (2.41) 

und setzen 
(2.42) 

Die Exponenten wurden so gewählt, damit die entstehende Differentialgleichung 
parameterfrei wird. Der Integralterm (2.37) reduziert sich jetzt auf den lokalen Aus­
druck -e-(x)/2 und wir erhalten 

(1+ ~:,) (z + ~~r/' = 2'/2 F . (2.43) 

Bei der Ableitung dieser Gleichung wurde 1(J'2/7(Z + dF/dz) I « 1 angenommen. Das 
ist sehr nahe des singulären Punktes nicht korrekt, aber für unsere Zwecke gerecht­
fertigt, da wir uns nur für das asymptotische Verhalten der Gleichung für große z 
interessieren. Denn dort wird das singuläre Gebiet verlassen, und die Lösung von 
Gleichung (2.43) muß in die reguläre Lösung übergehen. Wie sich zeigt, ist das nur 
unter bestimmten Umständen möglich. Diese Anpaßbedingung zwischen regulärem 
Bereich und dem singulären Gebiet um x = i ist das Selektionskriterium für Den­
driten und führt zu einer Quantisierung der Wachstumsrate (J'. Für IdF/dxl « Izl 
kann (2.43) linearisiert werden, und die erste Ableitung verschwindet mit Hilfe der 
Transformation F = Z3/4W: 

W" - (21/ 2Z3/ 2 +~) W = _Z-3/4 (2.44) 
16z2 

Diese Gleichung kann exakt gelöst werden [37], aber wir beschränken uns hier auf 
das asymptotische Verhalten der homogenen Lösung 

(2.45) 
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die auf drei Linien in der komplexen Ebene mit den Winkeln rr = 0, ±4rr /7 ex­
ponentiell ansteigt. Die Integrationskonstanten der beiden Lösungen müssen nun 
so gewählt werden, daß sich die Divergenzen auf diesen Linien auslöschen. Aber 
es stehen nur zwei Integrationskonstanten zur Verfügung und Auslöschung kann 
nur in maximal zwei der divergenten Richtungen erreicht werden, was durch eine 
explizite Rechnung von Brener et al [37] bestätigt wird. Eine Anpassung an die 
reguläre Lösung bei z ~ 1 ist damit nicht möglich. Folglich existieren keine sta­
tionären Nadelkristalle bei isotroper Kapillaritätslänge d =I- O. Das Kontinuum der 
Ivantsovlösungen wird durch den singulären Kapillaritätsterm komplett zerstört. Die 
Situation verbessert sich, wenn man eine anisotrope Kapillaritätslänge zuläßt: 

A(0) - 1-ecos40=1-e(1-8cos2 0sin02
) 

{ 
(es _X)2 } 

- 1-e 1-8{1+(es-x)2p 

2e 
~ 1 + ( Cl ')2 bei x ~ i. (2.46) 

x - ':.s - Z 

Der zweite Term wird vergleichbar mit Eins, wenn Ix - il rv e1/
2

, was die Substitu­
tionen 

x - i(1 - e1
/

2z) 
F e-1 e-(x(z)) (2.47) 

plausibel macht. Unter der Annahme e « 1 kann auf dieselbe Weise wie im isotropen 
Fall eine nicht lineare Differentialgleichung abgeleitet werden, die jetzt allerdings 
einen freien Parameter A enthält 

~F 21/ 2 A1'7 / 2 

-1, -- F -
dz2 1'2 - 2 

dF 
l' - z+ dz ' 

A 
e7/ 4 

(2.48) -
(j 

Die homogene asymptotische Lösung divergiert wiederum auf den Linien mit 
arg(z) = 0,±4rr/7, aber nun steht zusätzlich zu den zwei Integrationskonstanten 
der Parameter A zu Verfügung. Die Forderung, daß die Divergenzen in allen drei 
Richtungen verschwinden, definiert ein nichtlineares Eigenwertproblem für A. Das 
Eigenwertspektrum ist diskret und kann für große A in semiklassischer Näherung 
gefunden werden 

(2.49) 

Wichtiger ist der umgekehrte Grenzfall, da ein kleines A einer hohen Wachstumsrate 
(j entspricht (2.48). Das ist nur noch numerisch möglich, was auf das niedrigste 
Niveau AO ~ 0.42 führt [37]. Aus dem Spektrum der An erhält man mittels (2.33, 
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2.48) das Spektrum Vn der möglichen Wachstumsgeschwindigkeiten. Allerdings ist 
nur die schnellste Lösung, d.h. Vo, linear stabil. Die Wachstumsgeschwindigkeit des 
Dendriten ist dann 

(2.50) 

Es zeigte sich, daß dieser Ausdruck für beliebig große Pecletzahlen p gilt, solange 
pe1/ 2 « 1. Für kleine Unterkühlungen ß --t 0 kann man ß = .Jiiif einsetzen (2.20) 
und erhält 

V - ~ 2D A4 7/4 
- Ao do1l"2 L..l e . (2.51) 

Für die Existenz von Dendriten muß nicht unbedingt die Kapillaritätslänge aniso­
trop sein, sondern das System muß irgendeine Anisotropie (mit bestimmten Ein­
schränkungen) enthalten. Beispielsweise kann der kinetische Koeffizient, der die Ab­
weichung vom lokalen thermodynamischen Gleichgewicht in der Gibbs-Thomson 
Bedingung beschreibt, anisotrop sein 

Us = ß - doK(l - e cos 40) - ßvn (l - ekin cos 4(0 - 0 0)) • (2.52) 

Abhängig vom Verhältnis der Anisotropien v = ekin/e, der relativen Stärke des kine­
tischen Effekts, d.h. dem Verhältnis der kinetischen Länge ßD zur Kapillaritätslänge 
do und dem Winkel 0 0 , der nur Null oder 11"/4 sein darf, lassen sich in verschiedenen 
Skalenbereichen asymptotische Lösungen finden. Als Beispiel sei die Geschwindigkeit 
des Dendriten im kinetischen Grenzfall, d.h. Dß/do » 1 gegeben 

_ P 5/4 
V - ,Oß ekin' (2.53) 

wobei 10 eine Konstante der Ordnung Eins ist. 

2.4. Das Morphologie-Diagramm 

Das dendritische Wachstum ist die bekannteste, aber nicht die einzige Wachstums­
form. Falls die asymptotischen Strukturen des ausgedehnten Systems nur von den 
Wachstumsbedingungen und nicht von den Anfangsbedingungen abhängen, kann 
man sie in einem Morphologie-Diagramm (Abb. 2.1) analog einem Phasen-Dia­
gramm einordnen, wobei angenommen wird, daß die jeweils schnellste Morphologie 
auftritt. Die relevanten Parameter in diesem Diagramm sind die dimensionslose Un­
terkühlung ß, die die treibende Kraft darstellt, und die vierfache Anisotropie e der 
Kapillaritätslänge. 

Nach einer neueren Theorie hierzu [22] unterscheidet man zwischen fraktalen (F) 
und kompakten (0) sowie zwischen dendritischen (D) und Seetang-Strukturen (S, 
keine Richtung ausgezeichnet). Bei Unterkühlungen größer als Eins wird die Struk­
turbildung von kinetischen Effekten(K) dominiert. Bei ß = ßs wird eine ebene 
Interface absolut stabil (s. GI. 6.146 auf Seite 115). 
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AS~--------~--------~ 
K 

1~------------------~ 

Anisotropie 1 

Abbildung 2.1: Das Morphologie­
Diagramm [22]. 
Die gepunkteten Linien umschlies­
sen das rauschabhängige Gebiet 
der fraktalen Morphologien (FD 
und FS). Ihr genauer Verlauf ist 
noch unklar. Die Trennlinie zwi­
schen den dendritischen und den 
Seetang-artigen Mustern A '" gl/4 

(Seite 59) folgt aus den Skalen­
eigenschaften der Doublonen [29]. 

Der klassische Dendrit entspricht in dieser Terminologie der CD-Struktur. Für ihn 
gilt: 

v -

-

2D 2 
-pO' 
do 
2D .6,.4 

do7r2 0' 
für A « 1 

(2.54) 

(2.55) 

0' = O'oc7/ 4 ist die normierte Wachstumsrate. Die fraktale Seetang-Struktur (FS) 
wird bei kleiner Unterkühlung A;SO.5 und sehr kleinen Anisotropien erwartet. Aus 
der Annahme, daß die Struktur in einem bestimmten Längenbereich fraktal ist und 
die obere Abschneidelänge mit der Diffusionslänge 1 = 2D /V und die untere Ab­
schneidelänge P mit der Mullins-Sekerka Länge PMS = 27r..jilöl skaliert, folgt: 

(2.56) 

Die untere Abschneidelänge ist dabei in dieser Theorie noch rauschabhängig: 

P '" IIn rl PMS (2.57) 

(r ist die relative Stärke der Fluktuationen der Phasengrenze in Einheiten von pMS') 
Aus diesen Gleichungen erhält man: 

(2.58) 

Falls die untere Abschneidelänge nicht geschwindigkeitsabhängig ist, wie z.B. in 
atomistischen Laplace-Systemen (diffusion limited aggregation, DLA [45]), erhält 
man für den Exponenten von A nur 1/{2 - D,) [46]. 
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Es wird angenommen, daß sich die fraktale Dimension nicht wesentlich von der 
in DLA-Simulationen ohne Oberflächenspannung ermittelten Dimension Df = 
1.715 ± 0.003 [47] unterscheidet (Universalitätshypothese). Diese Annahme wurde 
durch frühere Simulationen mit der dynamischen Methode unterstützt [18], die auf 
eine fraktale Dimension von Df ~ 1.7 führten. Die Messung der Geschwindigkeit 
ergab V rv ß. >I' D / do mit q, ~ 6, was konsistent ist mit dem erwarteten Exponenten 
2/{2 - Df) ~ 7. Es lag allerdings so starkes Rauschen vor, d.h. Iln rl war in der 
Größenordnung von Eins, daß die Rauschabhängigkeit der Geschwindigkeit in (2.58) 
nicht überprüft werden konnte. 

Unterhalb der rauschabhängigen kritischen Anisotropie go wurde das Auseinander­
brechen des kompakten Dendriten in eine instationäre Struktur, einen fraktalen Den­
driten (FD) [28], vorhergesagt, deren Einhüllende wiederum einen Dendriten dar­
stellt. Innerhalb der unteren Abschneidelänge p und dem Tip-Radius der einhüllen­
den Parabel ist die Struktur fraktal. Ansonsten gelten die gleichen Relationen wie 
für den kompakten Dendriten, allerdings ist die Unterkühlung ß. durch die effektive 
Unterkühlung Li = ß./17 zu ersetzen. 

17 ist der Anteil der festen Phase innerhalb der dendritischen Einhüllenden, ~ < 
17 < 1, und läßt sich über eine Dimensionsanalyse ähnlich wie bei der FS-Struktur 
ermitteln: 

(2.59) 

so daß für den FD-Fall gilt: 

v '" ~ g7/4 ~ 4(g7/8Iln rlt4(2-D t) • (2.60) 

Die vierte mögliche Struktur (kompakte Seetang- (eS) oder dense-branching-Struk­
tur) wurde oberhalb von ~ = 0.5 vermutet. Diese Annahme stützte sich auf eine 
Analyse des Wachstums in einem Kanal mit reflektierenden Randbedingungen [48], 
wo sich zeigte, daß nur für ~ > 0.5 stationäre Finger wachsen können. Ein weiteres 
Ergebnis war, daß die Geschwindigkeit bei einer bestimmten Kanalbreite ein Ma­
ximum hatte. Beides wurde numerisch betätigt [23]. Die Autoren nahmen nun an, 
daß diese optimale Kanalbreite die Längenskalen in der freien eS-Struktur selek­
tiert und folglich die mittlere Geschwindigkeit der Einhüllenden mit der maximalen 
Geschwindigkeit des Kanalwachstums skaliert. 

In dieser Arbeit wird bestätigt, daß die kompakte Seetang-Struktur wirklich eine 
neue morphologische "Phase" darstellt, die sich klar von der kompakten dendri­
tischen Phase abgrenzen läßt. Allerdings sind die Zeit- und Längenskalen dieser 
Struktur durch die Existenz einer neuen stationären Lösung, des Doublons, gege­
ben (s. Kapitel 4). Im Gegensatz zum Finger im Kanal gibt es für die Existenz des 
Doublons keine Einschränkung an die Unterkühlung. Der Übergang vom kompakten 
Seetang (eS) zum fraktalen Seetang (FS) bei Reduzierung der Unterkühlung erfolgt 
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damit nicht bei Ac = 0.5 sondern bei einem vermutlich rauschabhängigen Wert. Für 
die Geschwindigkeit des Doublons gilt [29]: 

26 
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3. NUMERISCHE LÖSUNG 

3.1. Die quasistationäre Greensfunktionsmethode 

3.1.1. Theoretische Vorüberlegungen 

Die Grundgleichungen für ein Diffusionsfeld und die Randbedingungen an der be­
wegten Phasengrenze lauten in einem mit der Geschwindigkeit V bewegten Koordi­
natensystem: 

1 ßu T'72 2 ßu ( ) 
D ßt = v u + I ßz 3.1 

Ullnter - ß - d(B) ~, d(B) = do (1- e4 cos (4B)) (3.2) 
Vn - -D Vu· nllnter (3.3) 

(1 = 2D/V ist die Diffusionslänge, ß die Unterkühlung, do die Kapillaritätslänge 
und e4 die vierfache Anisotropie der Kapillaritätslänge ). 

Wächst nun ein Kristall stationär mit der Geschwindigkeit V, verschwindet die 
Zeitabhängigkeit auf der linken Seite der Diffusionsgleichung. In Wirklichkeit ist 
das nicht exakt der Fall, z.B. sind die Seitenarme eines Dendriten nicht stationär. 
Ist aber die Diffusionslänge 1 groß gegenüber allen kristallinen Längenskalen, so 
verändert sich die Interface kaum in der Zeit, in der das Diffusionsfeld relaxiert. In 
diesem Fall kann das Problem in quasistationärer Näherung gelöst werden. Das heißt, 
man löst die quasistationäre Diffusionsgleichung (GI. 3.1 mit linker Seite gleich Null) 
unter Nutzung der Gibbs-Thomson Randbedingung (3.2) an der quasistationären In­
terface. Danach bestimmt man die lokalen Wachstumsgeschwindigkeiten vn(x, t) an 
der Interface durch Einsetzen des berechneten Feldes u(x, z, t) in die Kontinuitäts­
gleichung (3.3). Mit Hilfe der an der Kristallspitze ermittelten Geschwindigkeiten 
justiert man dann die Geschwindigkeit V des bewegten Koordinatensystems neu 
und verschiebt die Interface punktweise etwas mittels vn(x, t). Auf diese Weise kann 
man näherungsweise das asymptotische Verhalten des dendritischen Kristallwachs­
tums erhalten. 

Diese Methode und der dazugehörige numerische Code wurde von Saito et al [17] 
entwickelt und erlaubt eine sehr genaue Berechnung stabiler, stationärer Lösungen. 
Aufgrund der quasistationären Näherung ist es allerdings nicht möglich, oszillato­
rische Instabilitäten, d.h. vom Hopf-Typ, zu verfolgen. Der Code wurde in dieser 
Arbeit dazu verwendet, die Ergebnisse der dynamischen Methode (s. nächster Ab­
schnitt) im stationären Bereich zu überprüfen. 
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Aufgrund der quasistationären Näherung hat man ein reines Randwertproblem zu 
lösen, mit einem festen aber komplizierten Rand. Die genaueste Methode dazu ist, 
daß Diffusionsfeld nicht explizit zu behandeln, sondern mittels der Greenschen Funk­
tion darzustellen. Man umgeht damit elegant das Problem, daß Diffusionsfeld zu 
diskretisieren, was eine künstliche numerische Anisotropie erzeugen würde. Dazu 
wird das Randwertproblem in eine Integralgleichung umformuliert. Da der Diffe­
rentialoperator , dessen Greensehe Funktion wir benötigen, nicht selbstadjungiert 
ist, 

(3.4) 

muß diese in ihren beiden Argumenten verschiedene Differentialgleichungen erfüllen: 

Lx g(x, x') = L~, g(x, x') = -b"(x - x') (3.5) 

Je nach den geforderten Randbedingungen gibt es im allgemeinen verschiedene 
Lösungen für die Greensche Funktion. In unserem Problem ist der Rand allerdings 
sehr irregulär und ändert sich ständig, so daß es sehr unpraktisch wäre, dort eine 
spezielle Randbedingung für die Greensche Funktion zu fordern. Statt dessen ver­
langen wir bloß, daß sie im unendlichen verschwindet. Damit kann man die Lösung 
allerdings nicht mehr direkt hinschreiben, sondern muß eine echte Integralgleichung 
lösen. Das ist aber numerisch im Prinzip einfach, da durch die Diskretisierung ein 
lineares Gleichungssystem entsteht. Mit Hilfe des allgemeinen Ansatzes 

g(x, x') = exp {a(z - z')} f(x, x') (3.6) 

und der Annahme, daß f nur von Ix - x'l abhängt, findet man die gewünschte 
Greensche Funktion in zwei Dimensionen 

g(x, x') = 2~ exp {-}(z - z') }Ko (}Ix - x'l) (3.7) 

K o ist die modifizierte Besselfunktion nullter Ordnung [38,39]. Zur Ableitung der In­
tegralgleichung schreibt man die zu lösende Differentialgleichung und die adjungierte 
Gleichung für die Greensche Funktion hin 

( '\7,2 + ~~) u(x') 0, 
18z' 

(3.8) 

( '\7'2 - ~ 8~') g(x, x') - -b"(x - x') . (3.9) 

Die erste Gleichung wird mit g(x, x') multipliziert, die zweite mit u(x'), dann sub­
trahiert und über das interessierende Gebiet n mit Rand r integriert: 

In dn' {g(x,X')'\7'2U(x') - u(x')'\7'2g(x,x') + ~ 8~' (g(x,x')u(x'))} 
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= In dn'a(x - x') u(x/) = { ~(X)/2 
u(x) 

wenn x rt n 
wenn xE r 

~ wenn xE n 
(3.10) 

Durch Anwendung des Greenschen Satzes (d.h. partielle Integration) läßt sich diese 
Gleichung in eine unformen, die nur noch Integrale über den Rand des Gebiets 
enthält. Damit ist das zweidimensionale Problem auf nur eine Dimension reduziert. 

i dI" {g(X,X') ~~') - u(x') iJg~~,,,,) + Y n;u(x')g(X,x')} = - { + } u(x). 

(3.11) 
Man beachte, daß das Vorzeichen von der Richtung der Normalen abhängt, die hier 
ins Innere der Randkurve weist. Legt man den Punkt x auf den Rand r des Gebietes, 
so erhält man: 

1 dI" g( x, x') ßu( x') = 1 dI" h( x, x')u( x') 
Ir ßn' Ir (3.12) 

mit 

h( ') ßg( x, x') 2, ( ') 1 r( ') X,X = ßn
' 

-ynzg x,x - '2u x-x. (3.13) 

Der geschlossene Rand r des Gebiets n besteht aus der Erstarrungsfront r SL und 
drei weiteren Kurvenstücken r1 bis r3 , die ins unendliche verlegt sind (Abb. 3.1). 
Unter Ausnutzung der Eigenschaften der modifizierten Besselfunktionen K o und K 1 

r 
2 

A..L...<...L....IJ.""- - - -

x 

Abbildung 3.1: Schematische 
Darstellung der Integrationswege 
für die Randintegrale. 

kann man zeigen, daß h(x, x') auf r 1 und r 3 exponentiell verschwindet. Für z -+ 00 

geht u(x') selbst gegen Null, so daß die Integration in (3.12) auf rSL beschränkt 
werden kann. 
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Das Integral von h(x, x') über r 2 verschwindet nicht. Es läßt sich zeigen (siehe z.B. 
[1]), daß 

r dr' h(x, x') ~ 1. Jr2 (3.14) 

Da andererseits für eine überall konstantes u die linke Seite von (3.12) verschwindet, 
muß gelten: 

Ir dr' h(x, x') = 0 =} r dr' h(x,x') = -1 
JrSL 

(3.15) 

Diese Summenregel wird später dazu verwendet, die Diagonalelemente der h(x, x') 
entsprechenden diskreten Größe, der Matrix Hij , zu bestimmen, was auf direktem 
Weg wegen der o-Funktion problematisch ist. 

Die Idee zur numerischen Simulation des Kristallwachstums ist dann die folgende: 
Für eine gegebene Geschwindigkeit V des bewegten Koordinatensystems wird die 
Greensfunktion g( x, x') berechnet. Ist die Konfiguration der Erstarrungsfront r SL 
zur Zeit t bekannt, erhält man h(x,x') aus GI. (3.13). 

Die Gibbs-Thomson Beziehung (3.2) liefert uns u(x') auf dem Rand für die vorlie­
gende Interfacekonfiguration. 

Nun kann man die Normalenableitungen %:' durch Lösen der Fredholmschen Inte­
gralgleichung erster Art (3.12) berechnen. Aus diesen erhält man über die Konti­
nuitätsgleichung (3.3) die lokalen Normalengeschwindigkeiten der Grenzkurve. Diese 
kann man dann punktweise um Vn ot verschieben, mit dem kleinen Zeitschritt ot und 
erhält die neue Interfacekonfiguration rsL(t + ot). Würde der Kristall exakt stati­
onär mit der Geschwindigkeit V wachsen, würde man Vn = (V . n) für die lokalen 
Geschwindigkeiten erhalten. Daher ist es sinnvoll, die Geschwindigkeit des beweg­
ten Koordinatensystems Van die berechnete Geschwindigkeit des Kristalls, z.B. an 
seiner Spitze, anzupassen. Dies wird aus Gründen der numerischen Stabilität mit 
Hilfe einer zusätzlichen schnellen Kinetik durchgeführt 

dV 1 dt = -; (V(t) - VTip(t)). (3.16) 

Die numerische Relaxationszeit T wird kurz gegen alle physikalischen Längenskalen 
gewählt. Dies reicht aus, um Fluktuationen auszudämpfen, die von der numerischen 
Diskretisierung und Rundungsfehlern herrühren. 

Mit der neuen Grenzkurve und der geänderten Geschwindigkeit V wird dann die 
ganze Prozedur wiederholt. 

3.1.2. Numerische Simulation mit einer Boundary-Element Methode 

Zur Lösung der eindimensionalen Integralgleichung (3.12) wird eine Boundary-Ele­
ment Methode angewendet. Die Erstarrungsfront r SL wird dabei in ein Polygon mit 
Eckpunkten rj = (Xh Zj) (j = -N .. O, LN) diskretisiert, das symmetrisch zur z­
Achse liegt, d.h. Xj = -X-h Zj = Z_j. Das Diffusionsfeld Uj und sein Gradient 
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qj = 8uj/8nj sind dann symmetrisch: Uj = U_j und qj = q_j. Ein Punkt r, der 
sich auf dem Polygonstück r j zwischen rj und rj+1 befindet, wird durch die Größe 
e parametrisiert, wobei e zwischen -1 und 1 liegt 

r - ~l(e)ri + ~2(e)rj+1 
- rj + ~2(e) Sj = rj+1 - ~l(e) Sj , (3.17) 

wobei 
(3.18) 

und Sj = rj+l - rj. Das Kurvenintegral in (3.12) kann nun in eine Summe über 
kleine Teilstücke zerlegt werden: 

(3.19) 

mit 8j = ISil. Das Feld U und seine Normalenableitung q werden auf dem Segment 
r j linear interpoliert 

U(e) - ~l(e)Uj + ~2(e)Uj+l , 
q(e) - ~l(e)qi + ~2(e)qj+1 . (3.20) 

Aus der Integralgleichung (3.12) folgt mit Hilfe von (3.19, 3.20) das lineare Glei­
chungssystem für die qj: 

N N 
2: Gijqj = 2: HijUj (3.21) 

j=-N j=-N 

mit 

(3.22) 

(3.23) 

Die Integrale werden mit einer 4-Punkt Gaußintegration durchgeführt. Fällt der 
Punkt ri allerdings mit einem Endpunkt des Intervalls rj zusammen, muß man die 
logarithmische Singularität der Greensfunktion für kurze Abstände Ir - r'l beachten: 

g(r,r') rv exp {(z - z')/l}{ -In (Ir - r'I/(2l) - 1') , (3.24) 
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wobei 'Y die Eulerkonstante ist 'Y = 0.5772 .... In der Berechnung von Gij und Hij 

wurde daher bei j = i, i ± 1 die Gauß.-Integration für logarithmische Integranden 
verwendet. 

Die Summenregel (3.15) lautet in der diskretisierten Form: 

N 

:E Hij =-1 (3.25) 
j=-N 

Daraus gewinnt man die Diagonalelemente Hii , deren direkte Berechnung durch die 
Deltafunktion erschwert wird: 

Hii = - :E Hij - 1. 
j#:.i 

(3.26) 

Dies hat den nützlichen Nebeneffekt, daß die physikalische Nebenbedingung (3.15) 
exakt erfüllt ist. 

Die Lösung qi des linearen Systems (3.21) liefert dann die lokale Normalengeschwin­
digkeit Vn,j mittels GI. (3.3). Die Grenzkurvenpunkte werden um -Dqjnj 8t ver­
schoben, wobei der Zeitschritt 8t hinreichend klein zur Vermeidung numerischer 
Instabilitäten gewählt werden muß. In den Simulationen z.B. eines Dendriten muß 
man einen cut off bei einer bestimmten Höhe des Kristalls einführen. Dazu wurde die 
Erstarrungsfront in drei Bereiche unterteilt, eine Tip-Region, eine Schwanz-Region 
und einen Übergangsbereich. Im Tip-Bereich wird die Evolution durchgeführt wie 
oben beschrieben. Im Interesse hoher Genauigkeit und numerischer Stabilität wird 
der Punktabstand der Interfacepunkte rj in jedem Zeitschritt dynamisch justiert, so 
daß er stets im Intervall (smaa:/2, smaa:) liegt. Überschreitet ein Abstand den Wert 
Smaa:, wird ein neuer Punkt eingefügt, ist er kleiner als smaa:/2, so wird ein Punkt 
entfernt. Nach einer solchen Operation läßt man die Punkte entlang der Interface 
diffundieren, um einen annähernd gleichen Abstand zu gewährleisten. Bei einem 
Dendriten mit Tip-Radius R liegen die typischen Abstände bei 0.03 R - 0.11 R. Die 
Tip-Region dehnt sich über ungefähr eine Diffusionslänge 1 = 2D /V aus, während 
die Schwanzregion zur Unterdrückung von Randeffekten ca. 5 Diffusionslängen lang 
ist. Die gröber diskretisierte Schwanzregion ist zur genauen Berechnung der Ge­
schwindigkeiten im Tip-Bereich nötig, wächst aber selber nicht mit. Der relativ 
kleine Übergangsbereich ist im wesentlichen auch eingefroren mit kleinen Modifika­
tionen, um eine stetigen Übergang zwischen Kopf und Schwanz zu ermöglichen. Die 
Evolution wird nun solange verfolgt, bis die stationäre Lösung erreicht ist, d.h. sich 
VTip und damit V nicht mehr ändert. 
Als Test wurde eine Ivantsov-Parabel mit da = 0 simuliert [17], die eine exakte (aber 
instabile) Lösung darstellt. Die relative Genauigkeit der Geschwindigkeiten Vn lag im 
Tip-Bereich bei 5 . 10-4 , also wesentlich besser als es mit der dynamischen Methode 
(s. nächster Abschnitt) möglich ist. 

Mit dieser Methode wurden sehr genaue und rauscharme Simulationen des dendri­
tischen Wachstums für Unterkühlungen t1 im Bereich 0.25 - 0.7 und vierfachen 
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Anisotropien e4 = 0.05 - 0.20 durchgeführt [17]. Die Rauscharmut erkennt man 
daran, daß auch die Dendriten bei kleiner Anisotropie e4 = 0.05 keine zu starke 
Seitenarmbildung oder sogar Tip-Splitting aufweisen. 

Weiterhin wurde mit Hilfe dieses Verfahrens die symmetrische und vor allem auch die 
asymmetrische Lösung in einem engen Kanal bei verschwindender Anisotropie erst­
malig simuliert [23]. Später wurde mit ihr der asymmetrische Finger als stationäre 
Lösung überprüft, der mittels des dynamischen Codes in einem breiten Kanal erzeugt 
worden war. Dabei ergab sich eine Übereinstimmung in Form und Geschwindigkeit 
innerhalb weniger Prozent [18]. 

3.2. Dynamische Methode 

3.2.1. Grundkonzept 

Zur Simulation instationärer Strukturen und zum Beobachten eventueller Hopf­
Bifurkationen muß die volle Diffusionsgleichung, d.h. ohne quasistationäre Näherung 
gelöst werden. Der Verzicht auf diese Näherung bedeutet, Gedächtniseffekte, d.h. die 
Interfacekonfigurationen in der Vergangenheit, mit zu berücksichtigen. Das ist unter 
Verwendung der zeitabhängigen Greensfunktion (2.27) prinzipiell möglich [49, 50], 
aber schwierig zu implementieren und vermutlich zu langsam und speicherplatzin­
tensiv. 

Eine einfachere Möglichkeit besteht darin, das Diffusionsfeld explizit mitzuführen, 
welches die volle Information über die Vergangenheit enthält. Das Diffusionsfeld 
muß dazu diskretisiert werden, am besten auf einem regelmäßigen (z.B. quadra­
tischen) Gitter, um den Algorithmus einfach und schnell (da vektorisierbar und 
parallelisierbar) zu halten. Ein zentrales Problem solcher Algorithmen ist allerdings 
die künstliche numerische Anisotropie, die durch die Diskretisierung erzeugt wird. 
Die Anisotropie ist aber ein wichtiger Parameter für die Selektion der Wachstums­
formen, insbesondere der Dendriten, so daß dieser zusätzliche numerische Beitrag 
auf keinen Fall toleriert werden kann. 

Die Grundidee ist, die effizienten und einfachen quadratischen Gitter beizubehalten, 
deren vierfache numerische Anisotropie aber durch Verwendung mehrerer, gegenein­
ander gedrehter Diffusionsgitter auszumitteln. Das bedeutet, daß für jeden Punkt 
der diskretisierten Grenzkurve zunächst mehrere lokale Geschwindigkeiten berech­
net werden, entsprechend den verschiedenen Gittern. Der jeweilige Punkt wird dann 
mit dem Mittelwert dieser Geschwindigkeiten verschoben. Die Gitter wechselwirken 
also nur über die Grenzkurve miteinander. 

Der verwendete Algorithmus soll jetzt kurz vorgestellt werden. Die Einzelheiten der 
einzelnen Operationen werden in den folgenden Abschnitten erläutert. 

Initialisierung 

Zunächst wird ein "Rahmensystem" wie folgt definiert: In einem festen Koordi-

33 



KAPITEL 3. NUMERISOHE LÖSUNG 

natensystem "KSO" werden vier Punkte (x,y) als Eckpunkte eines rechteckigen 
Rahmens gesetzt. Die Seiten des Rechtecks sind parallel zur x- und y-Richtung. 
Im Folgendem werden alle Längen in Gittereinheiten GE angegeben, damit durch 
INTEGER-Operationen eine einfache Lokalisierung im Gitter möglich ist. Die Zei­
ten werden in (GE*GE)/D gemessen, so daß der maximale Zeitschritt des expliziten 
Diffusionsalgorithmus 0.25 beträgt. 
Auf die untere Seite des Rahmens wird nun als Startkurve für die bewegte Phasen­
grenze eine Ivantsovparabel gesetzt, die durch Punkte mit einem mittleren Abstand 
von 1.8 diskretisiert ist (Abb. 3.2). Die Parabel wird deshalb als Anfangskonfigurati­
on gewählt, da die analytische Form des dazugehörigen Diffusionsfeldes bekannt ist 
und sie die schnellstmögliche Konvergenz zu dendritischen Zuständen gewährleistet. 

Abb. 3.2 Rahmensystem 

zo, Yo: Drehpunkt 

Zentraler Gedanke ist, daß sowohl der bewegte Rand (hier anfangs eine Parabel) 
als auch die äußeren Ränder (übrige Teile des rechteckigen Rahmens) eine Einheit 
bilden, die unabhängig vom verwendeten Gitter definiert ist. Zu diesem "Rahmen­
system" gehören auch noch Hilfspunkte zur Berechnung von Gradienten, wie weiter 
unten erläutert wird. Diesem Rahmensystem sollen nun verschiedene Gitter zuge­
ordnet werden als Träger des Diffusionsfeldes. Gitterparameter, Position und Ori­
entierung sind hierbei im Prinzip für jedes Gitter frei wählbar. Praktisch wird aber 
der Gitterparameter für alle Gitter gleich 1 (=GE) gesetzt. Da nur die Relativposi­
tion von Rahmensystem und Gitter wichtig ist, werden die Gitter festgehalten und 
identische Kopien des Rahmensystems durch Translation und Rotation erzeugt. 
Im Fall von 2 Gittern, wird das Rahmensystem um ~, bei 4 Gittern um ~, ~ und 
3; gedreht, so daß dann insgesamt 2 bzw. 4 identische Kopien des Rahmensystems 
existieren. Diese werden noch um verschiedene irrationale Zahlen zwischen 0 und 
1 in x- und y-Richtung verschoben, um die Auszeichnung des Drehpunktes (:Vo, Yo) 
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aufzuheben und Resonanzen zu vermeiden. Jedem Rahmensystem wird nun ein eige­
nes quadratisches Gitter zugeordnet, auf dessen Punkten das Diffusionsfeld definiert 
ist. Als Anfangswert für diese Diffusionsfelder wird die parabolische Ivantsovlösung 
(2.18) verwendet. 

Eine andere einfache Möglichkeit der Initialisierung komplexer Strukturen ist die fol­
gende. Man erzeugt eine Startinterface beliebiger Form und setzt das Diffusionsfeld 
auf Null. Nun beginnt man die Diffusionsgleichung zu lösen, ohne jedoch die Inter­
face wachsen zu lassen. Diesen Relaxationsprozeß führt man solange durch, bis sich 
die Gradienten des Diffusionsfeldes an der Interface auf eine vernünftige Größen­
ordnung (0.02-0.08 l/GE ) verkleinert haben. Mit dieser Konfiguration kann die 
eigentliche Simulation begonnen werden, ohne numerische Instabilitäten befürchten 
zu müssen. 

Kopplung zwischen Rahmensystem und Gitter 

Als nächstes werden die Schnittpunkte des gesamten Rahmensystems mit den Git­
terlinien berechnet. Die Verbindungslinie zwischen zwei Interfacepunkten (Kurven­
segment ) wird dabei als Gerade angenommen. Nun wird eine fest-flüssig Matrix 
erstellt, die für einen Gitterpunkt in der flüssigen Phase den Wert 1 und für einen 
"festen Punkt" den Wert 0 hat. 

Geschwindigkeitsberechnung 

Die Randwerte des Feldes auf den Interfacepunkten werden mittels der Gibbs­
Thomson-Beziehung bestimmt: 

Ulntef'Jace = ß - do(l- ccos(mO) (3.27) 

(ß =Unterkühlung, do =Kapillaritätslänge, c = Anisotropie , m =Mode der Aniso­
tropie, hier m = 4, 0= Winkel der Normalen zur bevorzugten Wachstumsrichtung) 

Zur Festlegung der Interfacegeschwindigkeit muß nun der Gradient des Feldes an 
der Interface in Normalenrichtung berechnet werden. Da das Feld räumlich diskreti­
siert ist, die Interfacepunkte aber auch zwischen den Gitterpunkten liegen, ist eine 
Interpolation erforderlich. Der dabei unvermeidliche Fehler zeigt sich als numeri­
sches Rauschen. Zur Reduzierung dieses Rausehens und um Energieerhaltung beim 
Wachstum zu sichern, wurde eine spezielle Boundary- Element-Methode verwendet. 

Randbedingungen 

Die Zeitentwicklung des Diffusionsfeldes soll vektorisierbar auf dem jeweiligen Gitter 
gelöst werden, so daß die auf den Interfacepunkten definierten Randbedingungen nun 
auf den Gittern dargestellt werden müssen. Die Randbedingungen auf den Kurven­
segmenten werden dabei aus den Werten des Anfangs- und Endpunkts des jeweiligen 
Kurvensegments linear interpoliert. Dabei werden die Gitterpunkte des Diffusions­
feldes direkt hinter der Interface, d.h. in der festen Phase mit Randwerten belegt, 
die durch lineare Extrapolation aus dem Wert auf der Interface und den Werten von 
2 Punkten unmittelbar vor der Interface (flüssige Phase) gebildet werden. Diese Ex­
trapolationen erfolgen längs der Gitterlinien, so daß im Extremfall für einen Punkt 
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bis zu 4 verschiedene Extrapolationswerte existieren können, mit deren Mittelwert 
der Punkt schließlich belegt wird. Diese Darstellung der Randbedingungen mittels 
der u-Feld Werte "hinter" der Interface stellt sicher, daß bei ebener Interface und 
konstantem Gradienten alle Erhaltungsbedingungen unabhängig von Position und 
Orientierung exakt erfüllt sind. 

Dies gilt näherungsweise auch noch, falls sich die Interface nicht bewegt. In Wirk­
lichkeit hat sich die Interface aber um v*dt weiterbewegt, so daß nach dem Dif­
fusionsschritt und der Interfaceverschiebung der Wert des Diffusionsfeldes an der 
Interface nicht mehr mit der geforderten Randbedingung übereinstimmt, wenn man 
annimmt, daß das Wachstum schon stationär ist und sich die Krümmung bei einem 
Wachstumsschritt kaum ändert. Es erwies sich hier als besonders günstig anzuneh­
men [21], daß sich die Interface schon um v*dt/2 weiterbewegt hat und man den 
Wert für den Gitterpunkt in der festen Phase durch Extrapolation, aber jetzt mit 
der neuen Interfaceposition, bestimmt. 

Beim dendritischen Wachstum wurde auf den Randstücken RL, Ro, Ra Dirichlet­
sche Randbedingungen mit dem Wert Null verwendet, da diese Ränder ca. 2.5 Diffu­
sionslängen von der Dendritenspitze, also weit genug entfernt sind (Diffusionslänge 
1 = 2D / VTip), um Randeffekte vernachlässigen zu können. 

Für die Ränder R1 und R2 wurden zunächst die Werte des Ivantsovfeldes verwendet, 
wie es an diesen Stellen sein müßte, wenn die Startparabel formerhaltend wachsen 
würde. 

Diffusion 

Für den darauffolgenden Diffusionsschritt wurde ein expliziter Algorithmus [51] ver­
wendet, der allerdings mehrmals hintereinander (2 bis 5 Mal) ausgeführt wird, um 
größere Zeitschritte als 0.25, den kritischen Zeitschritt des Algorithmus, machen zu 
können. Der größte sinnvolle Zeitschritt für das Interfacewachstum liegt bei den hier 
verwendeten Diskretisierungen allerdings nicht wesentlich höher, so daß dieses Vor­
gehen bis zu einem Zeitschritt von 1.8 immer noch rechenzeitsparender ist als ein 
impliziter Algorithmus [21]. Dies liegt daran, daß ein effektives implizites Verfahren 
mit Operatorsplitting arbeiten muß, was eine zusätzliche numerische Anisotropie 
erzeugt, die vollständig erst durch Symmetrisierung und damit doppelten Aufwand 
verschwindet. 

Wachstum 

Jetzt werden für jeden Interfacepunkt die Geschwindigkeiten aus den verschiedenen 
Gittern gemittelt und damit die Interface auf dem 1. Gitter verschoben. Dieses 
Mitteln der Geschwindigkeiten ist natürlich nur sinnvoll, wenn die verschiedenen 
Interface bis auf Rotation und Translation identisch sind, was gerade durch das 
Konzept des Rahmensystems gegeben ist. 

Durch bedarfsweises Einfügen oder Entfernen von Interfacepunkten und eine 
anschließende Punkt diffusion entlang der Interface wird ein annähernd gleicher 
Punktabstand sichergestellt. Aus dieser Kurve werden nun wie bei der Initialisie-
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rung durch Drehung und Verschiebung die neuen Kurven für die anderen Gitter 
erzeugt. Damit ist ein vollständiger Wachstumsschritt vollzogen. 

Gitterverschiebung bei Langzeitrechnungen 

Da beim diffusivem Wachstum nur die aktive Tipregion wichtig ist und das Wachs­
tum nicht durch die Gittergröße begrenzt werden sollte, wurde ein Verfahren 
benötigt, daß das Wachstum des herausragendsten Teil der Struktur z.B. eine Den­
dritenspitze auf dem Gitter durch Verschieben des Rahmensystems kompensiert. 
Dieses Verschieben soll keinen Fehler in der Tipregion erzeugen. Weiterhin darf im 
Laufe von vielen Verschiebungen die Fingerspitze nicht durchs Gitter driften und 
irgendwann der Gitterbegrenzung zu nahe kommen, sondern soll eine bestimmte 
Entfernung zu einem fixierten Punkt im jeweiligen Gitter in der Entwicklung nicht 
überschreiten. Dieses Verfahren soll für alle möglichen Winkel zwischen Wachstums­
richtung und Gitterlinien funktionieren und nicht auf kommensurable Winkel (der 
Tangens des Winkels ist rational) beschränkt sein. 

Nach einem Wachsen um ca. 2 bis 3 Gittereinheiten wurde sowohl das Diffusionsfeld 
als auch das Rahmensystem um ganzzahlige Werte in x- und y-Richtung so auf dem 
Gitter verschoben, daß die Fingerspitze einem fixiertem Ort (Soll-Spitze) im jewei­
ligen Gitter möglichst nahe kommt (Abb. 3.3). Möglichst nahe bedeutet hier wegen 
der ganzzahligen Verschiebung eine Differenz der x und y-Werte größer -1 und klei­
ner 1, d.h. nach der Verschiebung liegt die Dendritenspitze in einem max. Abstand 
von .J2 von der Soll-Spitze. Die relative Lage von Rahmensystem und Diffusionsfeld 
zueinander ändert sich dabei nicht. Es entsteht zunächst noch kein Fehler, da die 
ganzzahlige Verschiebung des Feldes auf dem Gitter nur eine veränderte Zuordnung 
von Feldwerten zu Gitterplätzen bedeutet, so daß keine Interpolationen erforder­
lich sind. Außerdem ist man auf diese Weise immer sicher, daß das Rahmensystem 
vernünftig im Gitter liegt, d.h daß das Rahmensystem genügend Abstand zu den 
Gitterbegrenzungen hat, unabhängig vom Winkel zwischen Wachstumsrichtung und 
Gitterlinien. 

Im Spezialfall eines kommensurablen Winkels und bestimmten Abständen zwischen 
Soll- und Ist-Spitze (z.B. Winkel = arctan(2), n.J5 < Abstand< (n + 0.5).J5, 
n = 0,1,2 .. ) liegt die verschobene Dendritenspitze immer genau auf der Achse, 
die durch den Startpunkt der Spitze und die Wachstumsrichtung definiert ist. Bei 
nichtkommensurablen Winkeln ist dies aber niemals der Fall, so daß die verschobene 
Spitze immer etwas neben dieser Achse liegt. Die seitlichen Ränder des Rahmensy­
stems (RL, RR in Abb. 3.2) werden genau um diese Abweichung in der Richtung 
senkrecht zur Wachstumsachse verschoben, so daß kein Fehler an diesen Rändern 
auftritt, da der Abstand zwischen diesen Rändern und der Spitze konstant bleibt. 
Dies ist besonders wichtig beim Wachstum im Kanal, da dort der Abstand zwischen 
interessierender Struktur und Wand sehr klein gegen die Diffusionslänge sein kann. 
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Abb. 3.3 Verschiebung 

A: Ist-Spitze 

B: Soll-Spitze 

C: Spitze nach Verschiebung 

um -1 in x-Richtung 

um -2 in y-Richtung 

Das Rahmensystem muß nun noch am oberen Rand verlängert werden und am un­
teren Rand gekürzt, so daß die Rahmengröße erhalten bleibt. Die Struktur wird also 
am Fuß gekürzt und eventuelle Seitenarme abgeschnitten. Aus früheren Untersu­
chungen [17] ist bekannt, daß dies bei Dendriten nur sehr geringen Einfluß auf die 
Tipregion hat, wenn der Abstand zwischen Schneidelinie und Spitze größer als 2 
Diffusionslängen ist. 

Durch das Verschieben gelangen am oberen Teil des Rahmensystems (Ro in Abb. 
3.2) Gitterpunkte in den inneren Teil des Rahmens (flüssige Phase), die voher au­
ßerhalb des Rahmens lagen. Die Gitterwerte wurden daher oberhalb der Rahmen 
mit Null initialisiert, da das Feld dort fast Null ist. 

Wegen dem Abschneiden am Fuß der Struktur und der Verschiebung des Diffusions­
feldes sind die Feldwerte hinter (in der festen Phase) den neuen Rändern R1 und R2 

relevante Werte der flüssigen Phase des Feldes vor der Verschiebung (falls nicht ge­
rade Seitenarme abgeschnitten worden sind) und können daher als neue Randwerte 
verwendet werden. Die Randwert belegung für Rl, R2 fant also weg. Letztenendes ist 
die Art der Randbedingung dort relativ unwichtig für das Verhalten der Tipregion, 
es muß nur sicher sein, das dort nichts passiert, was zur Verlangsamung oder gar 
zum Absturz des Programms führt. 

Für nicht dendritisches Wachstum erzeugt man sich einen virtuellen Dendriten, der 
so lang wie der längste Finger der Struktur ist und verfahrt analog. Der virtuelle 
Dendrit wird dabei nur durch die Wachstumsrichtung und seinen höchsten Punkt 
(Tip-Spitze) dargestellt. Da die Verschiebung unterschiedlich auf den einzelnen Git­
tern erfolgt, müssen die Formeln für die Translation des 1. Rahmensystems in die 
anderen entsprechend geändert werden. 

Zusammenfassend läßt sich sagen, daß die Verschiebung einen kleinen Fehler sowohl 
am oberen Ende des Rahmens als auch am Fuß der Struktur erzeugt. Dieser Fehler 
spielt aber keine Rolle für die Tip-Region, da diese automatisch in großem Abstand 
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(ca. 2 bis 3 Diffusionslängen) vom oberen und unteren Rand gehalten wird. 

Messung 

Nach einer sinnvollen Anzahl von Zeitschritten werden der Radius und die Geschwin­
digkeit der Spitze bzw. des längsten Fingers gemessen, wobei je nach Diskretisierung 
die obersten 3 bis 7 Punkte als Bestandteil einer Ivantsovparabel angesehen werden. 

3.2.2. Geschwindigkeitsbestimmung 

Die Geschwindigkeit der Interface ist proportional dem Strom des Diffusionsfelds in 
Normalenrichtung auf die Interface. Hierzu ist der Anstieg des Feldes in Normalen­
richtung am jeweiligen Rand zu ermitteln. 

Die Anstiegsbestimmung geht wie folgt vor sich: Von dem Punkt auf der Interface, 
dessen Gradient bestimmt werden soll, geht man in Normalenrichtung eine Ent­
fernung von J2 + c: ins Gitter und erzeugt dort einen Stützpunkt (Abb. 3.4). 
Der Wert des Feldes auf diesem Stützpunkt wird aus 6 Umgebungspunkten nach 
folgender Formel quadratisch interpoliert [38]: 

u(xo+ph,yo+qh) -
q(q - 1) p(p - 1) 2 2 

2 UO,-l + 2 U-l,O + (1 + pq - p - q )uo,o 

+
p(p - 2q + 1) + q(q - 2p + 1) + (3.28) 

2 Ul,O 2 UO,l pqUl,l 

Der Stützpunkt muß mindestens die obige Entfernung von der Interface weg sein, da 
es sonst passieren kann, daß einer der 6 Hilfspunkte hinter der Interface, also nicht 
mehr in der flüssigen Phase, liegt. Mittels der 6 Hilfspunkte wird außerdem noch 
der Anstieg am Stützpunkt in Richtung der Verbindungslinie interpoliert. Durch 
den Anstieg und Wert am Stützpunkt sowie durch den Wert an der Interface ist 
eine Parabel definiert und damit auch der Anstieg an der Interface. 

Die 6 Hilfspunkte können nun nicht symmetrisch ins Gitter gelegt werden. Für die 
Lage der 2 äußeren Punkte in der flüssigen Phase gibt es verschiedene Möglichkeiten, 
wobei die Genauigkeit der Berechnung natürlich umso größer ist, je näher die Hilfs­
punkte der Interface sind. Wenn man die Konfiguration 1 aus Abb. 3.4 verwendet, 
springen bei der Änderung von B von +0 auf -0 die 2 äußeren Punkte um. Zur Aus­
schaltung dieser Rauschquelle wurden stets die Werte von 2 Konfigurationen gemit­
telt, wobei die Gewichte mittels cos B so gebildet wurden, daß bei B = 0,90,180,2700 

beide Konfigurationen gleich eingehen und bei B = 45,135,225,3150 nur eine. Damit 
ändert sich der Einfluß der äußeren Punkte stetig mit B. 
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Abb. 3.4 Anstiegsberechnung 

am Punkt A 

S: Stützpunkt im Gitter 

Interpolationspunkte: 

Konfiguration 1: Punkte 1,2,3,4,5,6 

Konfiguration 2: Punkte 1,2,3,4,7,8 

Dieser ganze Aufwand wurde hier nur getrieben, da die Anstiegsberechnung in li­
nearer Näherung sonst schon bei relativ feiner Diskretisierung (I vantsovparabel mit 
Radius 20, VTip = 0.0187) einen Fehler von maximal 5% auf einem Gitter liefert, das 
obige Verfahren aber nur einen Fehler von maximal 0.6%. 

Wenn nicht genügend Punkte in der flüssigen Phase vor der Interface liegen, wird 
die lineare Näherung verwendet, die nur 4 Stützpunkte im Gitter benötigt. Falls 
auch ein Teil dieser Punkte schon zur festen Phase gehört, wird die Geschwindigkeit 
an dieser Stelle Null gesetzt. Der geringste Abstand zwischen einzelnen Fingern ist 
damit ca. 2.9. 

Die Boundary-Element Methode für die Ermittlung der Geschwindigkeit der Inter­
facepunkte soll nun am Beispiel von Abb. 3.5 erläutert werden. Die Kurvensegmente 
werden zunächst in 2n gleichlange Stücke (n beträgt typischerweise 2 bis 4) zerlegt. 
An diesen neuen Punkten wird dann der Anstieg des Feldes senkrecht zum jewei­
ligen Kurvensegment ermittelt. In Abb. 3.5 ist n=3 und i sei der Interfacepunkt, 
dessen Geschwindigkeit gefunden werden soll. Der Mittelwert der Anstiege al .. a4 sei 
al (1 für links), der Mittelwert von a5 •• ag sei a,. (rechts). Nun denkt man sich das 
Interfacestück K1 parallel um al dt und das Stück K2 um a,. dt verschoben. Diese 
Stücke schneiden die Normale in zwei nicht notwendig gleichen Punkten, aus deren 
Mittelwert die Geschwindigkeit des Interfacepunkts folgt. (Falls man den Schnitt­
punkt der zwei neuen Kurvensegmente direkt als neuen Interfacepunkt nähme, gäbe 
es bei kleinen Krümmungen starke seitliche Fluktuationen der Interfacepunkte, was 
zusätzliches numerisches Rauschen bedeuten würde.) 
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3.2. DYNAMISCHE METHODE 

3.2.3. Dirichletsche Randbedingungen 

Die fest-flüssig Grenzkurve soll beliebige Formen annehmen können und sich konti­
nuierlich im Diffusionsgitter bewegen können. Die Erfüllung der Gibbs-Thomson 
Randbedingung auf dieser komplizierten Kurve ist daher nur näherungsweise 
möglich, da sich die Interface meistens zwischen den Gitterlinien des quadratischen 
Gitters befindet. Dazu setzt man die unmittelbar hinter der Interface in der "fe­
sten" Phase liegenden Gitterpunkte des Diffusionsfeldes auf bestimmte Werte, die 
man durch Extrapolation aus der gewünschten Randbedingung an der Interfacepo­
sition und den Werten des Feldes direkt vor der Interface ("flüssig") ermittelt. Diese 
neu gesetzten Punkte in der festen Phase haben keine physikalische Bedeutung, sie 
fungieren nur als Hilfspunkte für den anschließenden Diffusionsschritt1 . 

Die Extrapolationen erfolgen längs der Gitterlinien, so daß im Zweidimensionalen 
bis zu vier verschiedene Möglichkeiten für einen solchen festen Hilfspunkt existieren 
können. Abb. 3.6 zeigt diesen Fall, wo der Hilfspunkt (i-l,j) zweimal in x-Richtung 
mittels der "flüssigen" Punkte (i - 3,j), (i - 2,j) und (i,j), (i + 1,j) sowie zweimal 
in y-Richtung mittels (i,j + 2), (i,j + 1) und (i,j -1), (i,j - 2) extrapoliert werden 
kann. Aus Symmetriegründen wird stets nur der Mittelwert verwendet. 

~ 

2-

Abb. 3.6a Raildpunkte 
Eine Extrapolation: 1,2,3,6 
Zwei Extrapolationen: 5 
Drei Extrapolationen: 4 

~tt(fo"ct 
I 
I 
I , 

~ 
--;:; 

I 
I 

it<.. 
i+1 

1 
i-1 

-1-2 
i.-~ ';-11 i. 1.t1 

Abb. 3.6b Extremfall mit 4 
Extrapolationen 

Abb.3.7 
Extrapolation in x-Richtung 
des Punktes (i - 1, j) 
:1::0: Interfaceposition 
zur Zeit t + a t/2 

1 Diese Methode ist damit auf das einseitige Modell zugeschnitten, wo die feste Phase keine Rolle 
spielt. Die einfachste Möglichkeit, das Verfahren auf zweiseitige Diffusion zu erweitern, besteht in 
der Einführung eines neuen Gitters für das Diffusionsfeld im Festkörper und wird später erläutert. 
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Als Beispiel soll die Extrapolation des Punktes (i -1,j) (fest) in x-Richtung mittels 
der Punkte (i,j), (i + 1,j) (flüssig) betrachtet werden (Abb. 3.6b, 3.7). Die Inter­
face soll sich bei (xo,j) befinden. Der Wert Ui-l,j (eigentlich in der festen Phase) 
soll nun so bestimmt werden, daß eine Interpolation für (xo,j) mittels der Punkte 
(i - 1,j), (i,j) genau die geforderte Randbedingung Uo = w erfüllt. (w wurde aus 
den Randwerten der Punkte A und B linear interpoliert.) Der zweite Index j soll 
im folgenden der Übersichtlichkeit halber weggelassen werden. Da eine einfache Ex­
trapolation des Punktes i - 1 durch den Wert an der Interface und dem nächsten 
Punkt i: Ui-l = U()-(~-S)Ui für 6 -+ 0 numerisch nicht verwendbar ist, wird diese 
Extrapolation mit 6 gewichtet und eine zweite Extrapolation, die statt des Punktes 
i den weiter entfernten Punkt i + 1 verwendet, mit dem Gewicht 1- 6 hinzugefügt. 

Zwei lineare Interpolationsformeln sind: 

U
Q 

o 

u~ 
Das gewichtete Mittel ist : 

6Ui-l + (1·- 6)Ui 
(1 + 6)Ui-l + (1 - 6)Ui+l 

2 

u~ - 6Uo + (1 - 6)U~ 
daraus durch Umstellung: 

Uo + 6(1 - 6)Ui - ~Ui+l 
62 + I-t 

Wie man sieht, kann jetzt der Nenner für 0 ::; 6::; 1 nicht Null werden. 

(3.29) 

Die Extrapolationen von Ui-l,j mittels der Punkte (i - 2,j), (i - 3,j) sowie der 
beiden Extrapolationen in y-Richtung mittels (i - 1,j + 1), (i - 1,j + 2) und (i -
1,j - 1), (i - 1,j - 2) erfolgen analog. Ihr Mittelwert ergibt den endgültigen Wert 
für Ui-l,j' Die jeweiligen 2 Stützpunkte müssen stets beide in der flüssigen Phase 
liegen, ansonsten erfolgt keine Extrapolation in die entsprechende Richtung. 

Der Extremfall, daß auf diese Weise sowohl die Extrapolationen in x- und y­
Richtung verboten sind und damit keine Randwertfestlegung erfolgt, tritt nur an 
Stellen auf der Interface auf, deren Geschwindigkeitsbestimmung aus denselben 
Gründen nicht möglich ist und deren Geschwindigkeit daher Null gesetzt wird. Für 
den Fall einer ebenen Interface, d.h. w = const = fj. und einem konstanten Gra­
dienten senkrecht zur Interface ergeben die Extrapolationen in x-und y-Richtung 
denselben exakten Wert des Feldes. 

8.2.4. Reflektierende Randbedingungen 

Für das Wachstum in einem Kanal mit wärmeundurchlässigen Wänden muß die 
Ableitung des Feldes senkrecht zur Wand gleich Null sein. Ähnlich wie bei Dirichlet­
schen Randbedingungen werden die ersten Punkte hinter der Wand d.h. außer halb 
des Rahmens so mit einem Wert belegt, daß die Randbedingung auf dem Rand 
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erfüllt ist. (i,j) sei ein solcher Punkt. Eine Entfernung J2 + e von (i,j) senkrecht 
zur Wand wird innerhalb des Rahmens d.h in der flüssigen Phase ein Stützpunkt 
(is,js) erzeugt. Aus dessen umgebenden 4 Gitterpunkten wird der Wert des u-Feldes 
und seine Ableitung linear interpoliert. Durch Kenntnis des Wertes und der Ablei­
tung und der Bedingung, daß die u-Ableitung an der Wand Null sein soll, läßt sich 
eine Parabel definieren, die durch die Punkte (i,j), (is,js) läuft und an der Wand­
position ihr Extremum hat. Der Wert des u-Feldes am Punkt (i,j) wird dann auf 
den Parabelwert gesetzt. Im Gegensatz zu Dirichletschen Randbedingungen müssen 
diese Randpunkte nach jedem Diffusionsschritt neu gesetzt werden, denn das u-Feld 
ändert sich ja und nach einem Diffusionsschritt ist die reflektierende Randbedingung 
eventuell nicht mehr exakt erfüllt. Da der Zeitschritt des Diffusionsalgorithmus be­
deutend kleiner ist als die Zeit, in der sich das Diffusionsfeld am Rand wesentlich 
ändert, ist diese Randwertbehandlung zulässig. 

3.2.5. Periodische Randbedingungen 

Es liegt außerhalb der verfügbaren Computerleistung, das Langzeitwachstum ei­
nes völlig frei wachsenden Systems zu simulieren. Diese Situation kann jedoch 
näherungsweise durch periodische Randbedingungen an den Seiten des Rahmensy­
stems erreicht werden, wobei die Periodizitätslänge W groß gegen alle physikalischen 
Längen sein muß. Besonders bei Untersuchungen seitlich driftender Strukturen, wie 
z.B. von schräg wachsenden Doublonen und Dendriten (s. Abschnitt 4.1., 8.5.2.) ist 
diese Art von Randbedingungen zwingend erforderlich. 
Das Problem hierbei ist, daß nicht nur die Interface, sondern auch alle beteiligten 
Diffusionsgitter periodisch fortgesetzt werden müssen. Für ein einzelnes Gitter ist 
das einfach: Die linke Wand des Rahmensystems liege bei x = i, die rechte bei x = j. 
Die Gitterplätze i - k k = 1,2 ... werden mit den bekannten Werten des Feldes an 
den Stellen j - k belegt und die Plätze j + k mit den Werten von i + k. 
Auf mehreren gedrehten Gittern sind allerdings simultane periodische Randbedin­
gungen mit derselben Periodizität W nicht mehr exakt für beliebige Drehwinkel 
möglich. Konkret heißt das, daß es unmöglich ist, die Bedingung 

W 2 2 b2 = ai + i' <Pi = arctan (~:) (3.30) 

für beliebige Drehwinkel <Pi und Integer-Zahlen ai und bi auf mehr als einem Gitter 
mit der Nummer i zu erfüllen. 
Abb. 3.8 zeigt einen speziellen Fall, der diese Bedingung auf einem Gitter erfüllt, 
und deshalb eine exakte periodische Fortsetzung erlaubt. Die bisher verwendeten 
Drehwinkel (<PI = 0, <P2 = 45° im Zweigitter-System und <PI = 0, <P2 = 22.5°, 
<P3 = 45° und <P4 = 67.5° im Viergitter-System) erfüllen die Bedingung (3.30) nicht. 

Eine näherungsweise Erfüllung der Periodizität ist natürlich auf Kosten eines kleinen 
lokalen Interpolationsfehlers am Rand des Rahmensystems möglich. Diese Möglich-
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Abbildung 3.8: Schematische Darstellung periodischer Randbedingungen. Der Drehwinkel 
a ist kommensurabel mit tana = 3/7, die Kanalbreite W beträgt .J58. Punkt A ist 
äquivalent zu A' und B ist äquivalent zu B'. 

keit scheidet aber hier aus, da die Musterselektion sehr empfindlich auf mikroskopi­
sche Einflüsse reagiert (Stichworte: singuläre Störung, Pinning-Effekte). 

Die "Nahtstelle" muß daher auf jeden Fall verborgen werden. Das ist unter In­
kaufnahme eines kleinen globalen Fehlers möglich, indem man erlaubt, daß die 
Periodizitätslänge nicht mehr exakt dieselbe auf jedem Gitter ist und daß die Dreh­
winkel geringfügig von 'Ir /8 bzw. 'Ir /4 abweichen dürfen. Eine unterschiedliche Peri­
odizitätslänge bedeutet, daß die den einzelnen Gittern zugeordneten Phasengrenzen 
etwas gegeneinander kontrahiert bzw. gestreckt sind, aber sonst identisch sind. 

Zur Minimierung des bereits kleinen globalen Fehlers wurden spezielle Integer-Werte 
in Gittereinheiten ßx für die Kanalbreite W verwendet. Die Bedingungen 

(3.31) 

(3.32) 

werden von vielen Zahlen oberhalb von W 277 ßx erfüllt, z.B. von W = 
277,290,366, ... ,478ßx. Wi und 4>i sind dabei die wirklich realisierten Kanalbrei­
ten und Drehwinkel der Gitter i, während W und 4>~d die entsprechenden idealen 
Größen darstellen. 

Diese rationalen Näherungen für irrationale Beziehungen führen auf relative Feh­
ler, die kleiner als 10-3 oder manchmal sogar 10-4 sind, erhalten aber die volle 
Translationsinvarianz. 
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Das Diffusionsfeld wurde ca. 5 bis 6 Gittereinheiten außerhalb des Rahmensystems 
periodisch fortgesetzt, damit die Randwert- und Geschwindigkeitsberechnung auch 
dann möglich ist, wenn sich die Interface direkt am Rand befindet. 

Weiterhin muß der Fall korrekt erfaßt werden, daß die Struktur über die seitliche Be­
grenzung hinauswächst und dann wieder auf der anderen Seite hereinkommen muß, 
was die Bestimmung der fest-flüssig Matrix erschwert. Dieses Problem wurde durch 
die Einführung zweier zusätzlicher Interface gelöst (Ab b. 3.9). Die Interface X D, Y D 
mit 3N - 2 Punkten ist die Verdreifachung der normalen Interface X, Y(N), wobei 
die Punkte N ... 2N - 1 gleich den Punkten der normalen Interface sind. Diese Inter­
face wird zur Geschwindigkeits- und Randwertberechnung verwendet, so daß keine 
Probleme mit über die Periodizitätsgrenze wuchernden Strukturen auftreten. Die 
Interface X X R, YY R entsteht durch Abschneiden von X D, Y D entlang des fort­
gesetzten Diffusionsfeldes und dient allein der Bestimmung der fest-flüssig Matrix. 

G 

A Ble 
I ... 

Interface X,Y 

XD,YD 

H 

W 
:C-D 
:A-C-D-F 

XXR,VYR: G-B-E-H 

W=Periode 

F 

Abbildung 3.9: Numerische Realisierung der periodischen Randbedingungen 

3.2.6. Diffusionsalgorithmus 

Die Diskretisierung der Diffusionsgleichung in 2 Dimensionen auf einem quadrati­
schen Gitter lautet: 

utj = Ui,j + ßt (Ui+l,j + Ui-l,j + Ui,j+l + Ui,j-l - 4Ui,j) (3.33) 
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wobei fl.t in (GE*GE)/D (GE=Gittereinheit, D=Diffusionskoeffizient) gemessen 
wird. Zur Lösung dieses Differenzengleichungssystems kann man auf der rechten 
Seite die bekannten Werte des Diffusionsfeldes zum Zeitpunkt t verwenden und be­
rechnet daraus die Werte zur Zeit t + fl.t. Dieses Verfahren heißt explizit. Beim 
impliziten Verfahren werden in der Klammer auf der rechten Seite schon die neuen 
Werte zum Zeitpunkt t + fl.t verwendet, so daß der neue Wert für Ui,j nicht mehr 
von den anderen neuen Werten entkoppelt ist. Zur Lösung in einer Dimension muß 
eine tri diagonale Matrix invertiert werden, was relativ schnell zu machen ist. In 2 
Dimensionen würde man das Problem zunächst um einen Laufindex reduzieren wie 
folgt: 

UHjN = UHjN + fl. t(UH1+jN + Ui-1+jN + UH(j-I)N + uH(j+1)N - 4UHjN) (3.34) 

Die dazugehörige Matrix ist aber nicht mehr tri diagonal. 

Der grundsätzliche Unterschied zwischen beiden Verfahren besteht allerdings in ihrer 
numerischen Stabilität. Das explizite Verfahren ist für Zeitschrittweiten größer 0.5/d 
(d=Dimension) numerisch instabil, d.h. es kommt zu unphysikalischen Oszillatio­
nen, deren Amplitude mit jedem Zeitschritt zunimmt. Diese maximale Schrittweite 
liegt weit unter der physikalischen Zeitskala der Diffusion, falls die Ränder zeit­
lich konstant sind. Das implizite Verfahren ist für alle Schrittweiten stabil. Höhere 
Genauigkeit bei unbegrenzter Stabilität erreicht man mit dem sogenannten semi­
impliziten Verfahren, das in der Klammer auf der rechten Seite von Gleichung (3.33) 
den Mittelwert der alten und neuen Werte verwendet. 

Aus früheren Tests ist bekannt [21], daß für einen Zeitschritt dt < 1.8 das mehrmals 
ausgeführte explizite Verfahren effektiver als das implizite ist. In den Simulationen zu 
dieser Arbeit wurde daher nur das explizite Verfahren verwendet, da die Bewegung 
der Interface in den meisten Fällen keinen größeren Zeitschritt als dt r:::3 1 erlaubte. 

3.2.7. Tests 

Der dynamische Code wurde ausgiebig bei verschiedenen Randbedingungen und 
Diskretisierungen mit und ohne vierfache Anisotropie e auf einem, zwei und vier 
gedrehten Gittern getestet [18, 21, 24]. 
Als besonders anisotropieempfindlicher Test wurde das Wachstum von Dendriten 
bei einer Unterkühlung von fl. = 0.5 und Anisotropien e im Bereich 0.05 bis 0.2 
simuliert und mit der genauen Greensfunktionsmethode (GRM) [17] verglichen, die 
per Definition keine künstliche Anisotropie enthält. Die Resultate lassen sich wie 
folgt zusammenfassen: Unterhalb einer Anisotropie von e = 0.13 sollten auf jeden 
Fall vier Diffusionsgitter verwendet werden, um quantitativ richtige Ergebnisse mit 
einem maximalen Fehler von 15% zu erzielen. Denn z.B. bei e = 0.05 geben die 
Simulationen auf nur zwei Gittern eine doppelt so hohe Wachstumsgeschwindigkeit 
wie die Greensfunktionsmethode, was sich durch feinere Diskretisierung kaum ver­
bessern läßt. Es gelang, stabile Dendriten bis zu einer minimalen Anisotropie von 
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e = 0.05 zu erzeugen. Es wird angenommen, daß Dendriten bei allen Anisotropien 
linear stabil sind [4, 67]. Allerdings wird die kritische Amplitude einer Störung, die 
über eine nichtlineare Instabilität zum Tip-Splitting führt, exponentiell klein bei 
verschwindender Anisotropie. Praktisch heißt das, daß es keinen großen Sinn macht, 
Dendriten bei noch niedrigeren Anisotropien zu simulieren, da der Rechenaufwand 
exponentiell ansteigt. Die mit der dynamischen Methode erzeugten Dendriten wei­
sen eine stärkere Seitenarmbildung auf als die der GRM. Nach der Theorie der 
Seitenarme ist damit das numerische Rauschen, d.h. die Rechenungenauigkeit des 
dynamischen Verfahrens größer. 

Bei Simulationen von asymmetrischen Fingern, bzw. Doublonen (s. Kapitel 4), sind 
Rechnungen auf nur zwei Gitter zulässig, da der Selektionsmechanismus ein anderer 
ist, so daß die Geschwindigkeit nur schwach anisotropieabhängig ist [23]. 
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4.1. Die Entdeckung der Doublonen 

Dendriten können nicht ohne Anisotropie existieren und werden immer rauschemp­
findlicher, wenn sich diese verringert. Das führte zu der Frage, welche Morphologien 
im isotropen Fall auftreten können. Für hohe Unterkühlung und kleine Anisotropie 
wurde eine instationäre Struktur - die kompakte Seetang-Morphologie - vermu­
tet, die ursprünglich auf der Basis experimenteller Beobachtungen unter dem Namen 
Dense-Branching Morphologyeingeführt wurde [54]. Die Einführung dieses Musters 
als eine morphologische "Phase", die sich klar von der bekannten dendritischen Mor­
phologie abgrenzen läßt, war allerdings zu jener Zeit rein spekulativ. Weiterhin war 
nicht klar, ob eine Phasengrenze in einem isotropen Medium unter diffusivem Trans­
port überhaupt mit einer konstanten mittleren Geschwindigkeit wachsen kann, wenn 
die dimensionslose Unterkühlung /1 kleiner Eins ist. 

Der erste Hinweis auf die Existenz einer solchen neuen Phase kam von Argumen­
ten [22], die auf einer theoretischen Untersuchung des isotropen Kristallwachstums 
in einem Kanal mit undurchlässigen Wänden basierten [48]. Die Analyse des Ka­
nalwachstums ergab unter anderem die folgenden Resultate. Eine symmetrische 
fingerähnliche Struktur kann mit konstanter Geschwindigkeit im Kanal wachsen, 
solange die Unterkühlung /1 > 0.5 ist. Diese Lösung ähnelt sehr dem Saffman­
Taylor Finger [55], der beim Einspritzen einer viskosen Flüssigkeit in eine weniger 
viskose beobachtet wird!, gehört aber zu einem anderen Zweig der mathematischen 
Lösung. Im Gegensatz zur hier zwar auch existierenden, aber instabilen Saffman­
Taylor Lösung steigt die Wachstumsrate mit steigender Unterkühlung an, wie es 
auch intuitiv sein sollte. 

Ein besonders bemerkenswertes Resultat dieser Untersuchung war, daß die treibende 
Kraft /1 eine Längenskala und damit auch eine Geschwindigkeitsskala definiert: Für 
eine Unterkühlung 0.5 < /1 < 1 existiert eine kritische Kanalbreite, unterhalb derer 
keine stationäre Lösung mehr existiert. Bei Erhöhung der Kanalbreite Werhöht 
sich die Wachstumsgeschwindigkeit, geht durch ein Maximum bei W = W· und 
fällt dann ab wie V '" I/W. Dieses asymptotische Verhalten ist konsistent mit 
der Bedingung, daß als Folge der Massen- bzw. Energieerhaltung die Breite des 

1 Der einzige mathematische Unterschied zum Kristallwachstum besteht darin, daß die Diffusi­
onsgleichung durch die Laplacegleichung zu ersetzen ist mit entsprechend modifizierter Randbe­
dingung im Unendlichen. 
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Fingers nicht wesentlich größer als die Diffusionslänge 1 = 2D IV sein kann. Denn 
damit stationäres Wachstum möglich wird, muß der Überschuß an latenter Wärme 
seitlich wegtransportiert werden. Die Reichweite dieses Transports ist aber gleich 
der Diffusionslänge, d.h. bei einem zu dicken Finger würde es zu einem Wärmest au 
vor der Phasengrenze wie bei einer ebenen Front kommen und die Geschwindigkeit 
würde wie V f'V r 1

/
2 mit der Zeit abfallen. 

Nach der Theorie [22] kann man sich nun das ausgedehnte System als ein Nebenein­
ander vieler unterschiedlich breiter Finger vorstellen, die sich in effektiven Kanälen 
befinden, deren Reflektionsrandbedingung annähernd durch die Existenz eines Nach­
barfingers gewährleistet ist. Finger, die zu effektiven Kanälen mit der optimalen Ka­
nalbreite W· gehören, werden selektiert, weil sie schneller als alle anderen wachsen. 
Die Längenskala der freien Seaweed-Struktur sollte dann mit dieser dynamisch se­
lektierten optimalen Kanalbreite W· und die Geschwindigkeit seiner Einhüllenden 
mit der dazugehörigen Geschwindigkeit V· skalieren. 

Mit Hilfe der Greensfunktionsmethode (s. Abschnitt 3.1.) wurden die Resultate des 
Kanalwachstums numerisch bestätigt [23], insbesondere fand man das Maximum 
der Geschwindigkeit bei der optimalen Kanalbreite W· und beobachtete das Ver­
schwinden der Lösung in zu engen Kanälen unterhalb einer kritischen Kanalbreite. 
Bei einer Simulation in einem breiten Kanal wurde allerdings nicht die vorhergesag­
te langsame symmetrische Struktur, sondern ein schneller, asymmetrischer Finger 
entdeckt [23]. Aufgrund der quasistationären Näherung, auf der die numerische Me­
thode beruht, war man sich aber der Stabilität dieser Lösung nicht ganz sicher. Daher 
wurden zunächst die Rechnungen mit der dynamischen Methode wiederholt (Abb. 
4.1a) sowohl als Test für den dynamischen Code als auch für die Überprüfung der 
Näherung, was eine sehr gute Übereinstimmung innerhalb weniger Prozent ergab. 

Dann wurde der Kanal systematisch verbreitert (bis zur vierfachen Breite des Ka­
nals Was, in dem der asymmetrische Finger erstmals auftauchte). Das überraschende 
Resultat war, daß nach anfänglichem Tip-Splitting und komplexer Musterbildung in 
jedem Fall ein stationärer asymmetrischer Finger übrigblieb, der sich an eine Wand 
"anlehnte". Seine Geschwindigkeit, Form und Abstand zu einer Wand wurde für brei­
te Kanäle im wesentlichen unabhängig von der Kanalbreite, siehe Abb. 4.1b. Diese 
Struktur sieht aus wie ein halber Dendrit und weist Seitenarme wie dieser auf, deren 
Abstand sogar dieselbe Relation wie die der Dendriten erfüllt, As = 2.5-2.8 PMS. Da 
die Möglichkeit bestand, daß dieses Muster essentiell von der Existenz einer künst­
lichen reflektierenden Wand abhängt, die im freien System nicht vorkommt, wurden 
Simulationen mit periodischen Randbedingungen und großen Periodizitätslängen 
W = 5.5Was durchgeführt. Im Verlauf der Entwicklung wurden nach einiger Zeit 
wiederum asymmetrische Finger innerhalb eines komplexen Musters sichtbar, des­
sen Einhüllende mit konstanter Geschwindigkeit wuchs, Abb. 4.2. 

Verfolgt man das Wachstum noch länger, erkennt man asymmetrische Finger, die 
sich mit einem spiegelbildlichen Partner zu einer stabilen lokalen Struktur zusam­
mengeschlossen haben. Auf diese Weise realisieren sie selbständig die reflektierende 
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W=200 da W=800 da 

a) 

Abbildung 4.1: Stationärer Zustand des asymmetrischen Fingers im schmalen (a) und 
breiten (b) Kanal, der mittels der dynamischen Methode bei ß = 0.7 und e = 0 mit 
reflektierenden Randbedingungen simuliert wurde. Parameter und Resultate: a) da = 0.5, 
Kanalbreite W/do = 200, R/da = 47.6, Vda/D = 0.0183, Abstand zur linken Wand 
zo/da = 21.36; b) da = 0.375, W/do = 800, R/da = 47.73, Vda/D = 0.0198, zo/do = 19.04. 

Randbedingung zwischen ihnen, die vorher im Kanal von außen aufgezwungen wur­
de. Nach langer Zeit blieb nur ein solches Fingerpaar übrig, das in einem konstanten 
Winkel von a = 8.70 zur "Wand" des periodischen Kanals wuchs, Abb. 4.3. Die­
se Simulation wurde auf vier Gittern durchgeführt und der Wachstumswinkel a hat 
nichts mit den Winkeln der übriggebliebenen 16-fachen numerischen Anisotropie von 
11.250 oder 22.50 zu tun. Er ist eine Folge der Anfangsbedingungen. Zur Sicherheit 
wurde die Struktur um diesen Winkel in die Vertikale gedreht. Sie wuchs nach der 
Drehung stabil und im wesentlichen unverändert weiter. Geschwindigkeit, Spitzen­
radius und Abstand zum Spiegelpartner stimmten mit den vorherigen Simulationen 
im Kanal mit reflektierenden Wänden sehr genau innerhalb 2% überein. Abb. 4.4 
veranschaulicht das durch Überlagerung des im Kanal erzeugten Fingers mit der 
freien Struktur. 

Als weiterer Test wurde eine Hälfte der erzeugten Doppelstruktur , d.h. der asymme­
trische Finger, als Anfangsbedingung für das Greensfunktionsprogramm mit quasi-
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Abbildung 4.2: Zeitliches Verhalten des Kanalwachstums mit periodischen Randbedin­
gungen an den Seiten des Kanals auf 2 Gittern. Es wurden jeweils 2 Perioden mit der Peri­
odizitätslänge W dargestellt. Asymmetrische Strukturen wie in Abb. 4.1b beginnen dieses 
kompakte Seetang-Muster zu dominieren. Parameter: t::... = 0.7, e = 0, D = 1, do = 0.4345, 
W = 478, Gittergröße 851x851. Die mittlere Geschwindigkeit betrug V = 0.04, was auf 
die Diffusionslänge l = 50 ~ W führt. 
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Abbildung 4.3: Langzeitwachstum im Kanal mit lateralen periodischen Randbedingungen 
auf 4 Gittern mit exakt denselben Parametern wie in Abb. 4.2. (a) zeigt ein relativ frühes 
Entwicklungsstadium, während in (b) der Endzustand erreicht ist: Ein Paar asymmetri­
scher Finger (Doublon) wächst mit konstanter Form und Geschwindigkeit in einem Winkel 
von a ~ 8.70

, der von den Anfanfsbedingungen abhängt, zur Wand des periodischen Ka­
nals. Resultate (nach der Drehung in die Vertikale gemessen): V = 0.0441, RTip = 22.5; 
Die Breite des Lochs zwischen den Fingern ist 17. 
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Abbildung 4.4: Überlagerung des asymmetrischen Fingers aus dem Kanalwachstum mit 
reflektierenden Wänden und seinem Spiegelbild (Abb. 4.1b) und dem Doublon aus den 
Simulationen ohne künstliche Wände (Abb. 4.3b), das in die Vertikale gedreht wurde 
(mit dem Vergrößerungsfaktor 1.159, der dem Verhältnis der unterschiedlichen Kapil­
laritätslängen entspricht). Im Rahmen der numerischen Genauigkeit ist damit die freie 
Struktur identisch mit dem Finger im reflektierenden Kanal. 

stationärer Näherung genutzt. Auch diese Simulation bestätigte innerhalb von 1% 
die Stationarität und die selektierten Werte für Geschwindigkeit und Form der 
Lösung. Damit stand fest, daß es für isotrope Oberflächenspannung und hohe Un­
terkühlung doch eine stabile, stationäre Lösung gibt. Sie ähnelt in ihrer Stabilität 
und Lokalisierung sehr einem Soliton [56], das in bestimmten nicht linearen Dif­
ferentialgleichungen auftreten kann, und wird daher wegen ihrer Paarstruktur im 
folgenden als Doublon bezeichnet. 

Diese Möglichkeit einer stationären Lösung, die auch für verschwindende Anisotropie 
mit konstanter Geschwindigkeit stabil wächst, wurde bisher übersehen. Das Erstaun­
liche an der Doppelfingerlösung ist weniger ihre Existenz, sondern ihre Stabilität 
gegen das Auseinanderwachsen oder Davonwachsen eines Partners und damit Un­
terdrückung des Wachstums des anderen. Beide Partner stehen im Wettbewerb um 
dasselbe Diffusionsfeld und sind nicht durch weitere Kräfte (wie Oberflächenspan­
nung) miteinander verbunden. Man sollte also - völlig analog zur Mullins-Sekerka 
Instabilität ohne Oberflächenspannung - Instabilität des Doublon-Paars erwarten. 
Als Erklärung für die Stabilität der Doublon-Lösung bietet sich das folgende Bild an: 
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Wenn einer der beiden "Zwillinge" etwas vor den anderen gelangt, so wird er auf Ko­
sten des anderen sofort viel breiter. Dies führt automatisch zu seiner Verlangsamung, 
während der andere unterdrückte Finger schmaler und damit schneller wird. Offen­
bar überkompensiert dieser Effekt die Abschirmung des schmaleren hinteren Fingers 
vom Diffusionsfeld durch den vorderen, so daß die beobachtete Selbst-Stabilisierung 
auftritt. Dieses Bild ist konsistent mit später diskutierten Simulationen bei hoher 
Anisotropie, wo es keine Doublonen mehr gibt, denn nun existieren schnelle, stabile 
Einzellösungen (Dendriten) und "Paarung" bringt keine Vorteile mehr. 

Die Existenz einer stabilen freien Lösung ändert natürlich die Vorstellung von der 
freien kompakten Seetang-Morphologie: Sie wird von schwach wechselwirkenden 
Doublonen dominiert, die sich gegenseitig ablenken, vernichten oder neu paaren, 
denn ihre Wachstumsrichtung ist im Gegensatz zu Dendriten nicht auf bestimm­
te Vorzugsrichtungen beschränkt. Aus den Seitenarmen stagnierender Doublonen 
können auch wieder neue geboren werden. Zur Beschreibung des langweiligen Ver­
haltens der Einhüllenden einer solchen Struktur, die aus wechselwirkenden Teilchen 
besteht, entwickelten Saito und Müller-Krumbhaar [57] kürzlich ein vereinfachtes 
stochastisches Modell. Denn auf grund allgemeiner Erfahrung mit dem Phänomen 
der Universalität sollte es für die korrekte Beschreibung der langweiligen Dynamik 
ausreichen, einige wenige essentielle Eigenschaften eines solchen Wachstumsprozes­
ses in einem Minimalmodell zu erfassen. 

4.2. Koexistenz von Dendriten und Doublonen 

Reale Systeme sind in der Regel nicht ganz isotrop. Es ist daher wichtig zu prüfen, 
ob Doublonen keine singulären Lösungen mit geringer praktischer Bedeutung dar­
stellen, die nur bei verschwindend kleinen Anisotropien existieren. Verwendet man 
das isotrope Doublon als Anfangsbedingung in einer Simulation und setzt die Aniso­
tropie c der Kapillaritätslänge von Null auf einen kleinen Wert, so steigt die Wachs­
tumsrate etwas an und der Abstand zur Wand erhöht sich geringfügig. Sobald der 
stationäre Zustand sicher erreicht ist, kann die Anisotropie weiter erhöht werden. 
Auf diese Weise bewegt man sich auf dem stabilen Lösungszweig des Doublons bis 
zu einer kritischen Anisotropie ckrit (ccrit ~ 0.12 bei A = 0.7), die später diskutiert 
wird2 • 

Stabile Dendriten sind bereits ab c = 0.05 mit der dynamischen Methode beobacht­
bar. Es gelang daher, bei denselben physikalischen Parametern A = 0.7, do = 0.434, 
c = 0.075 und identischen numerischen Parametern die Koexistenz von stabilen 
Doublonen und Dendriten nachzuweisen, Abb. 4.5. Das Doublon wächst dabei 1.55 
mal schneller als der Dendrit. Nur die Anfangsbedingung entschied, welche Struktur 
selektiert wurde. Das ist der erste direkte Hinweis auf die Existenz eines diskon-

2Eine schnellere Möglichkeit, ein Doublon mit Anisotropie zu erzeugen, besteht in der In­
itialisierung einer Parabel mit einer starken Einbuchtung an der Spitze. Man erzwingt dadurch 
Tip-Splitting und vermeidet die Ausbildung eines Dendriten. 
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Abbildung 4.5: "Numerischer Beweis" der Koexistenz stabiler Doublonen (a) und Den­
driten (b) bei denselben Parametern (ß = 0.7, e = 0.075, D = 1, do = 0.4345) auf 4 
Gittern mit periodischen Randbedingungen. Anfangsbedingung für (a) war das isotrope 
Doublon aus Abb. 4.4, während (b) aus einer anfänglich initialisierten Parabel entstand. 
Das Doublon wächst 1.55 mal schneller als der Dendrit: a) VTip = 0.0515, RTip = 19.9; b) 
VTip = 0.0332, RTip = 37.1. 
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tinuierlichen Nichtgleichgewichtsübergangs zwischen beiden Morphologien, der in 
früheren Simulationen verwandter Modelle nicht beobachtet werden konnte [58]. 

Zum expliziten Nachweis dieses Übergangs wurde erneut das Wachstum in einem 
relativ engen Kanal W = 200 do mit re:Hektierenden Randbedingungen mit Hil­
fe der Greenfunktionsmethode simuliert. Die Anisotropie wurde zunächst sehr groß 
gewählt, so daß man einen symmetrischen Finger erhält, der im freien System einem 
Dendriten entsprechen würde. Als Ordnungsparameter, der zur Unterscheidung zwi­
schen symmetrischem und asymmetrischem Finger dient, wurde die Position x der 
Tip-Spitze der Struktur relativ zur Kanalbreite gemessen. Bei einer symmetrischen 
Struktur liegt die Spitze in der Mitte des Kanals, so daß x = 0.5. Bei einem asym­
metrischen Finger muß 0 < x < 0.5 oder 0.5 < x < 1 gelten, je nachdem, ob sich die 
Struktur an die linke oder rechte Wand anlehnt. Verringert man nun schrittweise 
die Anisotropie, so springt in der Nähe von e = 0.1 sowohl der Ordnungsparameter 
x als auch die Wachstumsgeschwindigkeit auf einen neuen Wert - ein asymme­
trischer Finger entsteht, Abb. 4.6. Bei e = 0.1 existiert ein zumindest metastabiler 
Zustand, wo beide Lösungen, die symmetrische und die asymmetrische, möglich sind, 
Abb. 4.7. Damit wurde numerisch bewiesen, daß der symmetriebrechende Übergang 
vom Zentrum des Kanals zur Wand unter Reduzierung der Anisotropie von erster 
Ordnung bzw. diskontinuierlich ist. 
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Abbildung 4.6: Simulation mit der Greensfunktionsmethode im Kanal der Breite W = 
200do mit reflektierenden Wänden. a) Normierte Geschwindigkeit V do/ D der Struktur als 
Funktion der Anisotropie e. Der linke Ast (0) entspricht einem asymmetrischen Finger, der 
rechte (.) dem symmetrischen Finger. b) Normierte Tip-Position z = ZTip/W für dieselbe 
Simulation. Bei e ~ 0.1 erfolgt ein diskontinuierlicher Übergang vom symmetrischen (z ~ 
0.5) zum asymmetrischen Finger (z < 0.5) mit metastabilen Zuständen. Parameter: !:::.. = 
0.7, do = 0.01, D = 1. 
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Abbildung 4.7: Koexistenz von symmetrischem und asymmetrischem Finger im Kanal bei 
der Anisotropie ~ = 0.1. Übrige Parameter wie in Abb. 4.6. Die globale Energieerhaltung, 
ausgedrückt durch die relative Breite der Finger, die gleich 1:1 sein muß, ist mit einer 
relativen Genaugkeit von 10-3 für beide Muster erfüllt. 

Was passiert nun mit den Doublonen im freien System, wenn die Anisotropie zu groß 
wird? In der Darstellung der Geschwindigkeit als Funktion der Anisotropie, Abb. 4.8, 
laufen die beiden Lösungsäste wie auch im Kanal, Abb. 4.6a, aufeinander zu. Aber 
kurz bevor sie sich zu erreichen scheinen, beginnen die beiden Partner des Doublons 
sehr langsam auseinanderzudriften und sich in zwei einzelne wechselwirkende Dendri­
ten zu verwandeln. Das erkennt man daran, daß sich die Asymmetrie der Einzelfinger 
stark verringert und die Geschwindigkeit im wesentlichen identisch mit der eines frei­
en Dendriten wird. Dieser Entbindungsübergang ist das Analogon zum Übergang 
zwischen symmetrischem und asymmetrischem Finger im Kanal. Kupferman et al 
[59] untersuchten später die verschiedenen Lösungsäste bei derselben Kanalbreite 
W = Wall = 200 da unter Variation der Unterkühlung und Anisotropie mit Hilfe 
eines stationären Codes. Dieser sucht alle Lösungen, die die stationäre Integralglei­
chung (2.29) erfüllen (mit bestimmten Randbedingungen), und kann damit auch 
instabile Lösungszweige verfolgen. 

Aus deren Abbildungen (Fig. 3 in [59]) findet man denselben diskontinuierlichen 
Übergang zwischen symmetrischer und asymmetrischer Lösung bei Verringerung 
der Anisotropie und konstanter Unterkühlung. Aufgrund eines kleinen Unterschieds 
in der Geschwindigkeitsrandbedingung (Gl.(3) in [59]) tritt der Übergang dort bei 
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Abbildung 4.8: Normierte Geschwindigkeit Vdo/D als Funktion der Anisotropie bei a = 
0.7 für Dendriten (.) und Doublonen (0) im freien System auf 4 Gittern berechnet. 
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Abbildung 4.9: Entbinden eines Doublons bei hoher Anisotropie e = 0.125. Anfangsbe­
dingung war das stabile Doublon bei e = 0.075 aus Abb. 4.5a. Sonst wurden keine weiteren 
Parameter geändert. Die einzelnen Finger entfernen sich sehr langsam voneinander und 
werden zu selbständigen Dendriten. Dieses Driften ist kein anfänglicher Relaxationspro­
zeß, da die Struktur zur Zeit T2 bereits um 85 Diffusionslängen gewachsen ist. Ta = 0, 
Tl = 25900, T2 = 49490. Zur Zeit T2 haben Tip-Radius und Geschwindigkeit ziemlich 
konstante Werte erreicht, RTip = 19.4, VTip = 0.058. Die Werte eines einzelnen freien 
Dendriten bei denselben Parametern, der aus Abb. 4.5b gezüchtet wurde, weichen nur 3% 
davon ab: RTip = 20.1, VTip = 0.0571. Der Abstand der Spitzen der beiden Finger zur 
Zeit T2 beträgt 3.9 Diffusionslängen. 
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D. = 0.69 und e = 0.1 auf, und nicht bei D. = 0.7, e = 0.1, ist aber sonst identisch. 
Aufgrund dieser Untersuchung scheint jetzt klar zu sein, daß der asymmetrische 
Lösungszweig in Abb. 4.6a in der Nähe der Anisotropie e = 0.1 wirklich endet, 
d.h. auch keine instabile Lösung darüber hinaus mehr existiert. Der symmetrische 
Lösungszweig setzt sich dagegen zu kleinen Anisotropien hin fort. Er ist allerdings 
linear instabil und kann daher in dynamischen oder quasistationären Simulationen 
nicht beobachtet werden. Erhöht man dagegen die Kanalbreite, d.h. geht zum freien 
System über, so wird dieser Zweig stabil und damit sichtbar, in Übereinstimmung 
mit Abb. 4.8. 

Dies eröffnet interessante Möglichkeiten für die Musterselektion im freien System. 
Für einen gegebenen Parametersatz können zwei Muster mit unterschiedlicher Ge­
schwindigkeit existieren. Über die Zeit, die das System unter Rauschen in dem einen 
oder anderen Zustand zubringt, kann man ein Maß für die Stabilität der Muster 
definieren. Ist die schnellere der beiden Strukturen gleichzeitig die in diesem Sinne 
stabilere, so wird sie ohne Frage selektiert. Wenn die schnellere Struktur allerdings 
instabiler als die andere ist, so entscheidet das Produkt dieses Stabilitätsmaßes mit 
dem Verhältnis der Geschwindigkeiten, welches der Muster einen großen Teil des 
Raumes nach langer Zeit bedeckt. Das bedeutet, daß nicht immer die schnellere 
Struktur selektiert wird (siehe auch [57]). 

Aus den Berechnungen von Ben Amar und Brener [29], die im nächsten Abschnitt 
näher erläutert werden, folgt für die kritische Anisotropie, oberhalb derer keine 
Doublonen mehr existieren: 

ekrit rv D. 4 
• (4.1) 

Bei e < ekrit existieren sowohl stabile Dendriten als auch stabile Doublonen, wobei 
die letzteren immer schneller sind. Das heißt, um in einem System mit hoher An­
isotropie auch Doublonen statt nur Dendriten beobachten zu können, muß man nur 
bei hinreichend großen Unterkühlungen (bzw. großen Ziehgeschwindigkeiten in der 
gerichteten Erstarrung) arbeiten. Diese Annahme konnte experimentell verifiziert 
werden, s. Kapitel 8. 

4.3. Selektion von Doublonen 

Die analytische Berechnung des asymmetrischen Fingers mit Hilfe der Selektions­
theorie (s. Abschnitt 2.3.) ist eine sehr schwierige Aufgabe und wurde erst kürzlich 
von Ben Amar und Brener [29] im Grenzfall kleiner Unterkühlung gelöst. Eine frühe­
re Arbeit im Rahmen des Boundary-Layer Modells (s. Abschnitt 6.7.) [60] gab eine 
grundsätzliche Bestätigung für die Selektion von Doublonen, führte aber zu falschen 
Exponenten in den Skalengesetzen, was ein generelles Problem dieses Modells bei 
kleinen Unter kühlungen darstellt. 

Zunächst handelt es sich um ein Doppelselektionsproblem, da nicht nur die Ge­
schwindigkeit bestimmt werden muß, sondern auch der Abstand zur Wand. Weiter-
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hin muß die Lösung für verschwindende Oberflächenspannung - die Grundlösung 
- (im dendritischen Fall ist das die Ivantsov-Parabel) hinreichend genau bekannt 
sein, damit die Integralgleichung (2.29) um diese Lösung entwickelt werden kann. 
Genau heißt hier, daß vor allem die Singularitätenstruktur in der komplexen Ebene 
richtig erfaßt wird, da diese zu den Eigenwertproblemen für Geschwindigkeit und 
Wandabstand führt. Mit Hilfe einer von Ben Amar und Brener entwickelten Metho­
de [61], die auf konformen Abbildungen basiert, kann man exakte Grundlösungen 
für den Fall der Laplace-Gleichung finden. Das entspricht dem Grenzfall verschwin­
dender Unterkühlung bzw. Pecletzahl p in unserem Problem. Die damit gefundene 
Grundlösung der Form 

(4.2) 

sieht zwar der wirklichen asymmetrischen Lösung sehr ähnlich, erlaubt aber kei­
ne Selektion der Geschwindigkeit und des Wandabstands xo. Es zeigte sich, daß die 
Grundlösung einen Korrekturterm in der Pecletzahl enthalten muß, um Selektion zu 
ermöglichen. Der Schlüssel zum Erfolg, diese Grundlösung zu finden, war, das Dif­
fusionsfeld u(x, z) aus einem neuen Feld ~(x, z) und einem exponentiellen Schwanz 
zusammenzusetzen: 

u(x, z) = ~(x, z) exp (-z/l) , 1 = 2D. 
V 

(4.3) 

Damit kann die quasistationäre Diffusionsgleichung in u (2.11) in eine modifizierte 
Laplacegleichung übergehen 

(4.4) 

denn der typische exponentielle Abfall des Diffusionsfeldes, der sonst in der Laplace­
Näherung verloren geht, wurde explizit eingeführt. Für kleine Pecletzahlen kann man 
den Verlustterm p2~ vernachlässigen. Damit hat man wieder eine normale Laplace­
gleichung, die sich mit ausgefeilten Methoden der konformen Abbildung behandeln 
läßt. Durch die Transformation (4.3) wurden aber die Randbedingungen um einen 
Korrekturterm modifiziert, der die Pecletzahl enthält. Damit ist die Pecletzahl ex­
plizit in das Laplaceproblem eingebaut. Für die Form des asymmetrischen Fingers 
nahe der Wand erhält man dann [29] 

e( x) = :0 (1 + 2~:0) In (X ~ Xo ) 2 
(x - XO)2 {I 2pxo ln (X - XO)2} pxolx - xol 

2R + R'Ir P R + R ' 
p« 1. (4.5) 

R ist hier nicht der Spitzenradius, sondern der Radius der einhüllenden asymptoti­
sehen Parabel, für die wegen der globalen Erhaltung die Ivantsov-Beziehung (2.20) 
gelten muß, 
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Abbildung 4.10: Normierte Geschwindigkeit Vdo/D (a) und Breite des Lochs innerhalb 
isotroper Doublonen 2xo/do als Funktion der Unterkühlung. 

Für die Geschwindigkeit V und den Wandabstand Xo fand man im Limes ß ~ 1 

(4.7) 

(4.8) 

Der große Exponent 9 in der Geschwindigkeitsabhängigkeit erklärt, warum Doublo­
nen nur für hohe Unterkühlungen ß > 0.62 mit der dynamischen Methode be­
obachtbar sind. Bei kleinen Unterkühlungen sind sie langsamer als die (vermut­
lich vom Rauschen dominierten) fraktalen Seetang-Strukturen, die eine schwächere 
Abhängigkeit von der Unterkühlung aufweisen: VFS f'V ß'lt D/do, q, = 2/(2-DF ) ~ 7 
(2.58). 

Abb. 4.10 und Tab. 4.1 zeigen die Resultate der dynamischen Simulationen von 
isotropen Doublonen für Unterkühlungen 0.64 :::; ß :::; 0.9. Zum Vergleich sind in 
der Tabelle noch die Resultate für isotropes Wachstum bei kleinen Unterkühlungen 
beigefügt [21], die den fraktalen Seetang-Strukturen entsprechen. Die Simulationen 
deuten auf ein kritisches ßo zwischen 0.5 und 0.6 hin, wo die Geschwindigkeit der 
fraktalen Morphologie gleich der der kompakten Seetang-Morphologie wird. Es ist 
bis jetzt allerdings noch unklar, ob die Geschwindigkeit der fraktalen Struktur und 
damit auch die kritische Unterkühlung wirklich rauschabhängig ist. Denn wenn dem 
so ist, sollte eine neue rauschabhängige Längenskala auftreten [22], 

(4.9) 

(r ist die relative Rauschstärke, PMS die Stabilitätslänge), die aber bisher nicht 
beobachtet werden konnte. Die nächstliegende Erklärung der fraktalen Seetang-
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Strukturen ist, daß es sich ursprünglich um Doublonen handelt, die durch Einwir­
kung äußerer Fluktuationen stochastisch aufgebrochen werden. Dieser Punkt ist 
allerdings noch unklar. 

Die Messungen der Geschwindigkeit der Doublonen für 0.64 ~ ß ~ 0.9 sind kon­
sistent mit GI. (4.8); sie erlauben einen Exponenten von 8 bis 11. Beim kleinsten 
Wert der Unterkühlung ß = 0.64, bei dem noch stabile Doublonen gesehen wurden, 
betrug der Wandabstand 0.322 R. Der asymptotische Radius R wurde aus der ge­
messenen Geschwindigkeit V und der Pecletzahl mittels R = 2Dp(ß)/V bestimmt. 
Damit weicht der Wandabstand nur um 22% vom vorhergesagten ab (4.7). Bedenkt 
man, daß der Gültigkeitsbereich der Theorie (p ~ 1) mit p(0.64) = 0.452 eigentlich 
schon überschritten ist, ist das eine sehr gute Übereinstimmung. 

ß p(ß) do V do/ D {10-3 } R/do xo/do 
0.35 0.06678 0.0068 0.0748 ~1029 437.5 

0.393 0.09154 0.015 0.150 ~727 301.6 

0.44 0.1265 0.015 0.297 ~513 205.3 

0.57 0.2912 0.0367 ~1.28 ~300 97.3 

0.60 0.3514 0.1736 ~3.6 135.4 65.55 

0.62 0.3985 0.258 ~5.16 ? 51.24 

0.64 0.4523 0.156 6.79 105.77 42.95 

0.68 0.5853 0.2711 14.45 60.5 24.36 

0.70 0.6682 0.375 19.8 47.73 19.04 

0.75 0.9445 1.0 38.3 33.7 11.02 

0.78 1.1801 0.9 56.7 26.89 7.83 

0.81 1.4991 1.2 82.2 22.08 5.61 

0.84 1.9497 1.692 114.0 19.2 4.26 

0.87 2.6243 2.4026 160.0 16.9 3.35 

0.90 3.7274 3.2676 222.0 15.4 2.56 

Tabelle 4.1: Ergebnisse der dynamischen Simulationen im breiten Kanal bei € = o. 
Zeichenerklärung: 
€: vierfache Anisotropie; .6. Unterkühlung; p(.6.): Pecletzahl, aus der Unterkühlung mit­
tels der lvantsovrelation (GI. 2.19) berechnet; do: Kapillaritätslänge; V: (mittlere) Ge­
schwindigkeit; R: Spitzenradius des höchsten Fingers; :1:0: halbe Breite des Lochs zwischen 
Doppelfingern. 
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4.4. Der Übergang zur Einheitsunterkühlung 

Im folgenden werden einige etwas spekulative Argumente gegeben, wie sich Doublo­
nen bei Annäherung an die Einheitsunterkühlung verhalten könnten. Wir wollen 
zunächst annehmen, daß Doublonen diesen Grenzübergang .6. --t 1 qualitativ un­
verändert überstehen. Dazu ist es notwendig, daß die beiden Spitzen der asymmetri­
schen Partner über das Diffusionsfeld gekoppelt bleiben, d.h. ihr Abstand muß von 
der Größenordnung der Diffusionslänge lD = 2D/V sein. Das heißt aber, daß die 
Krümmung in der Nähe des Gaps zwischen den Fingern von der Ordnung 2/lD ist. 
Wegen der Gibbs-Thomson Relation Ulntef' = .6. - doK muß aber der Krümmungsra­
dius immer größer als do sein, sonst ist die treibende Kraft Null. Das bedeutet, es 
sollte eine maximale Wachstumsgeschwindigkeit von der Ordnung 

( 4.10) 

geben. Das ist ziemlich plausibel, da auch die Geschwindigkeit der Dendriten in 
diesem Limes gegen einen endlichen Grenzwert strebt [37, 53]: 

v.DT f",J D TT 3/4 TT
O 

= -47 (5
3
6)3/4 . 

mare - d
o 

vog, vr (4.11) 

Für die einhüllende Parabel mit Radius R gilt in beiden Fällen die Ivantsovbe­
ziehung (2.20), d.h. p = VR/(2D) ~ 1/(2(1 - .6.)) bei .6. --t 1. Wenn also die 
Geschwindigkeit gegen eine Konstante geht, muß der Radius divergieren. Die Breite 
des Lochs zwischen beiden Fingern (= 2xo) sollte auch von der Ordnung Diffu­
sionslänge bzw. Kapillaritätslänge sein, da sonst noch eine dritte Längenskala in 
diesem Problem auftauchen würde, was eher unwahrscheinlich ist. Die Vermutung 
ist, daß die Lochbreite bei kleinen Pecletzahlen p mit dem aymptotischen Radius 
skaliert3 und bei sehr großen p mit der Diffusionslänge. Zur Überprüfung wurde in 
Abb. 4.11 das Produkt aus gemessenem Wandabstand Xo und Geschwindigkeit V 
gegen die Pecletzahl p(.6.) aufgetragen. Wegen VXo = 2Dp(xo/ R), bedeutet die li­
neare Abhängigkeit in p im ersten Teil der Kurve (p « 1), daß Xo proportional zu R 
ist. Wegen Vxo = 2D(xo/lD) sollte für p» 1 ein konstanter Wert erreicht werden. 
Sieht man von den Ungenauigkeiten in den zwei letzten Meßpunkten ab, scheint das 
auch der Fall zu sein. Auf jeden Fall ändert sich das Verhalten der Kurve am Punkt 
p = 1 qualitativ. 
Auch ein zweites Argument spricht für die Existenz eines Gaps von endlicher Breite 
zwischen den Zwillingen selbst bei .6. = 1: Aus dem Verlauf der erwarteten Äquipo­
tentiallinien kann man sehen, daß ein lateraler Temperaturgradient nahe des Gaps 
existiert und latente Wärme von der Seite herantransportiert wird, um die Flüssig­
keit im Loch auf Schmelztemperatur aufzuheizen. Es bleibt allerdings immer noch 
die Möglichkeit, daß die Lochbreite mit einem Potenzgesetz auf Null abfällt. 

8Diese Annahme wurde auch von Ben Amar und Brener in [29] zur Herleitung von (4.7, 4.8) 
gemacht. 
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Abbildung 4.11: Das Produkt der Ge- Abbildung 4.12: Logarithmische Darstel­
schwindigkeit V dynamisch simulierter lung der Geschwindigkeitsdifferenz 0.6 - V, 
Doublonen mit der halben Breite des Lochs V = V do/ D, isotroper Doublonen als Funk­
innerhalb dieser, xo, wird gegen die Peclet- tion der Differenz zur Einheitsunterkühlung 
zahlp(ß) aus der lvantsovrelation (GI. 2.19) 1 - ß. 
aufgetragen. Die letzten beiden Meßpunkte 
sind sehr ungenau, da in diesen Simulatio-
nen Xo in der Größenordnung der Gitterkon-
stanten ßx lag. 

Wenn es Doublonen für 1- f:::t. « 1 gibt, könnten sie wie folgt aussehen: Eine fast fla­
che Interface mit einem Loch endlicher Breite, die sich mit endlicher Geschwindigkeit 
bewegt. 

In Analogie zum dendritischen Wachstum sollte der Punkt f:::t. = 1 singulär sein, d.h 

f:::t. -+ 1, ( 4.12) 

mit einem Exponenten I < 1 [53]. Abb. 4.12 zeigt die Geschwindigkeitsdifferenz 
Vo - V do/ D mit einer willkürlich gewählten Verschiebung Vo = 0.6 als Funktion der 
Differenz 1- f:::t.. Die Datenpunkte reichen offensichtlich nicht aus, um zu entscheiden, 
ob die Geschwindigkeit wirklich endlich bleibt und wenn ja, wie groß Vo und I sind. 

Dieser Punkt verdient weitere numerische und analytische Beachtung. In einer nu­
merischen Simulation wäre es zweckmäßig, direkt bei f:::t. = 1 zu arbeiten, aber mit 
einem kinetischen Koeffizienten ß und einem Verlust term -,\·u in der Diffusionsglei­
chung (s. Kapitel 6). Das Wachstum nahe der Einheitsunterkühlung ist sehr anfällig 
gegen kleinste numerische Störungen, so daß es besser ist, diese Einflüsse explizit 
zu kontrollieren. Die Geschwindigkeit einer stationären ebenen Front wird in diesem 
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Fall durch den Quotienten des kinetischen Koeffizienten und des Verlustkoeffizienten 
festgelegt (6.10), so daß bereits infinitesimal kleine Modifikationen zur Einstellung 
einer beliebigen Geschwindigkeit ausreichen. Diese muß kleiner als die des Doublons 
gehalten werden. 

Weiterhin vereinfacht die Existenz dieser langsamen ebenen Lösung das asyptotische 
Verhalten des Doublons weit entfernt von der Doppelspitze. Die Interface wird flach, 
ist aber geneigt zur Wachstumsrichtung, so daß die Gesamtstruktur auf großen Ska­
len dreieckig aussieht (s. Abschnitt 6.7.2.). Der Winkel folgt aus der Geschwindigkeit 
der ebenen Lösung und der des Doublons. Die Diffusionslänge ist klein, so daß es 
ausreichen sollte, die Struktur nur in der Nähe der Spitze zu simulieren und dann die 
Dreiecksasymptotik explizit zu erzwingen. Die Grenzgeschwindigkeit des Doublons 
(falls vorhanden) kann dann durch den numerischen Grenzübergang A -+ 0, ß -+ 0 
bei AI ß = const gefunden werden. 
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5. FLUKTUATIONSEFFEKTE IM 

DENDRITISCHEN WACHSTUM 

5.1. Stabilität von Dendriten 

Dendriten sind die experimentell am häufigsten auftretenden und daher bekannte­
sten Strukturen des diffusionskontrollierten Wachstums. Sowohl im Experiment als 
auch in der Computersimulation können Fluktuationen nicht beliebig reduziert wer­
den. Es ist daher wichtig zu wissen, inwieweit Dendriten stabil gegen solche Störun­
gen sind und wie die Stabilität von den relevanten Parametern wie Unterkühlung f:1 
und Anisotropie e abhängt. 

Der stationäre Zustand eines Nadelkristalls (=idealer Dendrit ohne Seitenarme ), der 
bei nichtverschwindender Anisotropie wächst, ist eine leicht modifizierte Parabel, s. 
Abschnitt 2.3. Ohne Anisotropie existiert kein symmetrischer stationärer Nadelkri­
stall [4, 6, 37, 62]. Mit Hilfe eines stationären numerischen Codes wurde gefunden, 
daß nur die schnellste Lösung des diskreten Satzes möglicher stationärer Lösun­
gen linear stabil ist [16]. Analytische Resultate, die mittels einer WKB-Näherung 
gewonnen wurden [33,63,64,65], führen auf das folgende Bild der dynamischen Sta­
bilität: Wir nehmen an, daß wir uns in einem Koordinatensystem befinden, das mit 
der Spitze des Dendriten mit bewegt wird. Wir betrachten jetzt die zeitliche Entwick­
lung einer kleinen Deformation, die ein Wellenpacket vieler harmonischer Störungen 
darstellt, in der Nähe der Dendritenspitze. Das Wellenpacket wird anwachsen, aus­
einanderfließen und gleichzeitig von der Spitze des Dendriten weggetrieben. Das 
ergibt die Seitenarme des Dendriten. In der Nähe der Spitze sieht das wie eine kon­
vektive Instabilität aus: Im Laborsystem wächst die Störung unbegrenzt an, aber im 
bewegten System wird sie kleiner. Es wurde allerdings gezeigt, daß das nicht ganz 
korrekt ist und die Amplitude der Seitenarme nicht unbegrenzt anwächst [32, 33]. 
Die schnellste wachsende Nadel ist daher absolut stabil. 

Die mathematisch rigoroseste Analyse von Brener und Mel'nikov [37] ergibt, daß die 
Spitze des Nadelkristalls absolut stabil ist gegen kleine Störungen, da nur reelle Ei­
genwerte im diskreten Teil des Stabilitätsspektrums auftreten. Ein alternatives Bild 
wurde allerdings kürzlich von Saarloos et al [66] gegeben. Dort wurde argumentiert, 
daß das Auseinanderfließen des Wellenpackets zusammen mit dem Anwachsen der 
Amplitude so stark werden könnte, daß sich die Störung bis zur Kristallspitze fort­
pflanzt, obwohl sich der Schwerpunkt des Wellenpackets von der Spitze wegbewegt, 
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Abbildung 5.1: Illustration des Ar­
guments von Saarloos et al [66]: 
Das Wellenpacket der Störung drif­
tet zwar mit der Geschwindigkeit V 
nach rechts, fließt aber so stark aus­
einander, daß die Störung am Punkt 
:Co trotzdem ansteigt. 

Abb. 5.1. Als Resultat könnte die Spitze dann oszillieren oder gar instabil werden 
(Hopf-Bifurkation). Es ist schwierig, aus der Entwicklung eines Wellenpackets, das 
die Seiten des Dendriten herunterwandert, definitiv zu schlußfolgern, was direkt 
an der Spitze passiert. Nach einem alten Argument [34] soll der Dendrit insta-

bil werden, wenn die Stabilitätslänge )..s = PMs/V2 = 21rJdoD/V klein gegen 
den Krümmungsradius des Dendriten wird. Diese Situation tritt im Limes kleiner 
Anisotropien c beziehungsweise kleiner O'(c) auf, da )..s/R = 21rJO'/2 (2.17, 2.21). 

Hier soll ein einfaches Argument gegeben werden, warum Dendriten linear stabil sind 
gegen infinitesimale Störungen auch für sehr kleine Anisotropien in Übereinstim­
mung mit der allgemeinen Meinung [33, 64, 65]. Mit Hilfe einfacher geometrischer 
Überlegungen läßt sich sogar das führende Verhalten für die kritische Amplitude 
einer nichtlinearen Störung berechnen, die die Dendritenspitze zerstört, was bisher 
nur mittels einer aufwendigen WKB-Methode möglich war. 

Dazu betrachten wir einen fast parabolischen Kristall, der sich mit konstanter Ge­
schwindigkeit V bewegt, Abb. 5.2. Bei kleinem 0' ist die Stabilitätslänge )..s klein 

Abbildung 5.2: Der erste Kno­
tenpunkt einer Störung der Wel­
lenlänge ..\ ~ 4:co verläßt die Tip­
Region. Die Störung hat keinen Ein­
fluß mehr auf die Tip-Spitze, wenn 
sie sich mehr als clR von ihr entfernt 
hat (Cl rv 1). 
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gegen den Spitzenradius R. Die Tip-Region soll nun durch eine räumlich oszillieren­
de Störung der Wellenlänge A ~ A$ gestört sein. Diese sieht näherungsweise wie eine 
Kosinusfunktion aus mit vielen Perioden in der Tip-Region, aber mit infinitesima­
ler Amplitude. Entsprechend der Mullins-Sekerka Instabilität einer planaren Front 
wächst diese Störung zeitlich an '" exp (wt) und versucht, die Dendritenspitze zu de­
stabilisieren. Dieses Argument ignoriert jedoch die kleine, aber nichtverschwindende 
Krümmung der Spitze. Da die Bewegung der Kristalloberfläche stets in Norma­
lenrichtung erfolgt, wird ein Punkt auf der Oberfläche nahe der Spitze von dieser 
wegdriften, obwohl das für Punkte nahe der Spitze anfänglich ein sehr langsamer 
Vorgang ist, wie Abb. 5.2 veranschaulicht. 

Ein Punkt, der sich ursprünglich in einer kleinen Entfernung Xo von der Spitze be­
findet, wird langsam die Seiten des Kristalls herunterwandern. Eine kurze Rechnung 
zeigt, daß der Punkt innerhalb der Zeit 

6t rv ~ {Cl +ln~ +ln (~)} (5.1) 

den Schaft eine Entfernung Cl • R hinuntergelaufen ist, mit der Konstanten Cl von 
der Ordnung Eins. Nach dieser Zeit hat der Punkt im wesentlichen die Tip-Region 
verlassen. Wir nehmen an, daß Xo ~ A* /4 der erste Knotenpunkt einer Störung mit 
der gefährlichsten, weil am schnellsten anwachsenden Mode A* = J3/2A$ nahe der 
Spitze ist, wo die Amplitude der Störung das Vorzeichen wechselt. Wenn die Störung 
anfänglich infinitesimal klein ist, so bleibt sie auch beliebig klein während der Zeit 
6t, in der der Knotenpunkt die Tip-Region verläßt. Das erklärt, warum Dendriten 
stabil gegen infinitesimal kleine Störungen sind. Denn selbst wenn sich die Störung 
direkt an der Spitze befindet, wird sie von ihr weggetrieben. Dieses Argument sollte 
gelten, solange die Amplitude der Störung nicht auf die Größenordnung des Tip­
Radius R anwächst. Wenn die Störung innerhalb der Zeit 6t wesentlich größer als R 
wird, so beeinfiußt sie die Spitze und bewirkt ihre Aufspaltung in feinere Strukturen. 

Falls also die Anfangsamplitude der Störung einen kritischen Wert A* überschreitet, 

A* = R exp {-i ~ (Cl +ln~ +ln (~))}, (5.2) 

so wird die Störung zum Tip-Splitting führen, und der Dendrit ist absolut instabil 
gegen diese Störung. Abb. 5.3 zeigt die Abhängigkeit des Logarithmus von A* / R 
vom Selektionsparameter u = 8/(37r2)(xo/ R)2 mit Cl = 1. Die Dendritenspitze ist 
dann instabil gegen Störungen, deren Amplitude größer als der kritische Wert A* ist. 
Diese Analyse stimmt in ihren wesentlichen Skaleneigenschaften mit den früheren 
Untersuchungen von Wellenpacketen überein, die sich entlang des Dendritenschafts 
bewegen [32,33,64,65]. In Abb. 5.3 ist weiterhin zu erkennen, daß sich die kritische 
Amplitude für u :::; 0.02 dramatisch verringert. Das erklärt, warum es so schwierig ist, 
stabile Dendriten für kleine Anisotropien g :::; 0.05 numerisch zu simulieren (u( g = 
0.05) ~ 0.015)). Denn dann führen bereits sehr kleine numerische Abweichungen 
zum Tip-Splitting. 
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Abbildung 5.3: Kinetisches Phasendiagramm im Raum der Rauschamplitude A und 
der Wachstumsrate u(e) = Vdo/(2Dp2), (R =Tip-Radius). Die Linie zeigt die kriti­
sche Rauschamplitude A* (GI. 5.2) für Cl = 1. 0 entspricht dynamisch erzeugten stabilen 
Dendriten, während • aus der Simulation fraktaler Dendriten folgt. 

5.2. Abschätzung der Rauschstärke 

Zur Überprüfung der Beziehung (5.2) für die kritische Rauschamplitude A* soll jetzt 
die Amplitude A des numerischen Rauschens an der Dendritenspitze in den dyna­
mischen Simulationen abgeschätzt werden. Für stabile Dendriten sollte A kleiner als 
A * sein und für die instabilen fraktalen Dendriten größer als A *. Ein qualitatives 
Maß für die Stärke des Rauschens stellt die Seitenarmamplitude dar, die für kleine 
Seitenarme zunächst exponentiell ,....., A exp (CS I / 4u-I / 2) (s ist die Bogenlänge, u( e) 
die dimensionslose Wachstumsrate) anwachsen soll [33]. Es zeigte sich allerdings, daß 
die Seitenarme praktisch erst dann beobachtbar sind, wenn ihr Wachstum bereits 
nicht linear gesättigt ist. Das heißt, die Verwendung des dann nicht mehr gültigen 
exponentiellen Gesetzes erzeugt grobe Fehler bei der Bestimmung des Vorfaktors 
A. Eine genauere Methode besteht in der Auswertung der Fluktuationen des Tip­
Radius, die automatisch bei jeder Simulation mit aufgezeichnet werden, woraus man 
die Amplitude der Störung an der Spitze direkt finden kann. Abb. 5.4 zeigt einen 
stabilen Dendriten, der mit Hilfe der dynamischen Methode simuliert wurde, und 
das zeitliche Verhalten seiner Geschwindigkeit und des Tip-Radius. 

Die Änderung der Krümmung 0 K folgt aus der Fluktuation des Radius 0 R: 

1 1 1 ( 1) oR 
OK = R - R + oR = R 1 - 1 + oR/ R ~ R2 ' oR/R« 1. (5.3) 
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Abbildung 5.4: a) Stationärer Zustand eines kompakten Dendriten (CD) auf 4 Gittern 
dynamisch simuliert. Parameter: f:l. = 0.5, e = 0.1, D = 1, do = 0.05; b) Zeitliches 
Verhalten der Geschwindigkeit und des Tip-Radius. 
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Für kleine Krümmungen gilt näherungsweise 

~ hi-l + hi+l - 2hi 
uK, ~ K, ~ 2' • 

a 
(5.4) 

Die Krümmung wurde hier durch die zweite Ableitung der Phasengrenze h(x) 
genähert, die mit einem Punktabstand a diskretisiert sein soll. Nimmt man wei­
ter vereinfachend an, daß hi+1 ~ hi-l, so folgt 

(5.5) 

hi+l - hi entspricht aber genau der gesuchten Amplitude A der Fluktuation. Zusam­
men mit (5.3) ergibt das 

A ~ ~ (~r 6R. (5.6) 

c (J' do R 6R 10glO(Aj R) 

0.05 0.0154 0.075 25.5 1...3.9 -4.0 ... -3.4 

0.05* 0.026 0.14 27.5 0.4 -4.5 

0.075 0.0228 0.085 19.8 0.35 -4.13 

0.1 0.0315 0.05 8.7 0.6 -2.8 

0.15 0.0559 0.17 15.53 0.13 -4.25 

Tabelle 5.1: Abschätzung der Fluktuationen A an der Spitze dynamisch erzeugter Dendri­
ten aus den Fluktuationen des Tip-Radius 6R (* Rechnungen auf 2 Gittern, alle anderen 
auf 4 Gittern; ~ = 0.5, Punktabstand a = 1.8). O'(c) wurde mittels 0' = vdo/(2Dp2) aus 
den Daten berechnet. 

Tabelle 5.1 enthält die Daten der gemessenen stabilen Dendriten, deren Rauschstärke 
mittels (5.6) berechnet wurde und in das Stabilitätsdiagramm, Abb. 5.3, eingetragen 
wurde. Vier der Werte liegen konsistent mit (5.2) unter der Kurve oder nur unwe­
senlich darüber. Einer jedoch (e = 0.05) weicht stark von der Stabilitätskurve ab. 
Der zugehörige Dendrit sollte nach (5.2) bereits zerstört sein, wurde aber trotzdem 
noch beobachtet. Seine Geschwindigkeit und Tip-Radius oszillierten jedoch schon 
sehr stark, was auf eine deutliche Beeinflussung der Spitze durch die anwachsenden 
Seitenarme hinweist. Für die einfachen Überlegungen, die zur Ableitung von (5.2) 
führten, ist die Übereinstimmung jedoch sehr gut. Die unerwartete Stabilität der 
Dendriten im Bereich (J' ~ 0.02, A* j R ~ 10-4 wurde auch durch Simulationen von 
Saito und Shiraishi bestätigt [67, 68], die Dendriten mittels der Greensfunktionsme­
thode simulierten und der berechneten Wachstumsgeschwindigkeit in der Nähe der 
Dendritenspitze eine zufällige gaußverteilte Störung VR zufügten: 

vz(r, t) = "YoZ(t) 6(r - rI) (5.7) 
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mit (Z(t)Z(t')) = t5(t - t'). 10 ist die Stärke des Rausehens und rI ein Punkt auf 
der Interface in der Nähe der Spitze. In der numerischen Simulation ist sowohl die 
Zeit diskretisiert mit dem Zeitschritt ßt als auch die Interface mit der Diskreti­
sierungslänge a. Entsprechend (5.7) wird das Geschwindigkeitsrauschen praktisch 
realisiert, indem man am Punkt i der Interface Vz = 1Z(t)/..fllt mit 1 = 10/a zum 
systematischen Teil der Geschwindigkeit dazuaddiert. Z(t) ist eine Zufallszahl mit 
Mittelwert Null und Varianz Eins. Aufgrund der hohen Genauigkeit der Greensfunk­
tionsmethode kann das intrinsische numerische Rauschen gegenüber diesem explizit 
eingeführten vernachlässigt werden. 

Bisher haben wir nur die Stabilität der Dendriten gegen eine deterministische 
Störung betrachtet. Im folgenden soll eine Beziehung zwischen diesem Prozeß und 
den Störungen, die eine permanent wirkende Rauschquelle an der Spitze erzeugt, 
hergestellt werden. Dazu reicht es aus, eine flache, leicht gestörte Interface zu be­
trachten, deren Störung nach ebenen Wellen entwickelt wird. Für die Amplitude der 
k-ten Mode Ak(t) gilt dann in linearer Näherung 

(5.8) 

'T/k = exp(-ikrlhoZ(t) ist der durch das Rauschen (5.7) eingeführte zufällige Teil. 
nk ist die Dispersionsrate der Mullins-Sekerka Instabilität (siehe Anhang), 

(5.9) 

nh ist positiv für Moden kleiner als ks = .Jv/(doD) und hat ein Maximum bei 

k* = ks/V3. Zeitintegration von (5.8) liefert die Korrelationsfunktion der Amplitude 
zur Zeit t 

2 

(IAk (t)1 2
) = (IAk (0)1 2

) exp (2nkt) + 2~k {exp(2nkt) - 1} . (5.10) 

Die beiden Terme auf der rechten Seite entsprechen verschiedenen Prozessen: anfäng­
lich vorhandenen und rauschinduzierten Störungen. GI. (5.10) zeigt, daß das Rau­
schen zu demselben exponentiellen Anwachsen der instabilen Moden mit positivem 
nk führt, wie eine anfängliche Deformation nach einer Übergangszeit tk '" n;;1. 
Wir können sie daher als äquivalent ansehen in dem Sinne, daß sie beide durch 
das exponentielle Wachstum derselben bevorzugten Mode nach langer Zeit domi­
niert werden. Daher interpretieren wir den Vorfaktor des rechten Terms als eine 
anfängliche Rauschamplitude Ak(O) = 10 exp (-ikrI)/ J2nk und lösen mit dieser 
Anfangsbedingung GI. (5.8) bei 'T/k = O. Inverse Fouriertransformation ergibt für die 
Amplitude im Ortsraum: 

rh• dk 10 
A(x, t) = 1

0 
211" v'

2n
k exp {ik(x - rI)} exp (nkt) . (5.11) 
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Wir entwickeln Ok um sein Maximum, Ok ~ Ok. - (k - k*)210%.1/2, und lösen so 
das Integral näherungs weise mit der Sattelpunktsmethode 

A(x, t) besteht aus einer um den Punkt x = 7'i lokalisierten Mode mit räumlicher 
Periodizität 271"/ k*, die exponentiell mit der maximalen Rate Ok. anwächst. Die 
Terme mit negativem Ok, d.h. für k > k. sind daher irrelevant. Das Geschwindig­
keitsrauschen der Stärke ,0 = ,a erzeugt damit innerhalb der kurzen Übergangszeit 
tk' ~ 0;;.1 eine Störung, die äquivalent zu einer anfänglichen Deformation in der 
Nähe der Spitze ist mit der Amplitude 

(5.13) 

Damit ist es möglich, die Ergebnisse des Wachstums mit explizitem Rauschen [67,68] 
mit den Berechnungen der kritischen Amplitude A* (5.2) zu vergleichen. 

5.3. Fraktale Dendriten 

Wir kommen nun zum Fall instabiler, bzw. fraktaler Dendriten (FD). Abb. 5.5 zeigt 
das frühe Entwicklungsstadium einer Tip-Instabilität als stroboskopische Aufnah­
me. Die Parameter lagen bei 11 = 0.5 und e = 0.012. Die Anfangsbedingung war eine 
Ivantsov-Parabel mit einem Spitzenradius R '" 5PMS. Aufgrund der Diskretisierung 
des Diffusionsfeldes und der Interface sowie des diskreten Zeitschritts ist stets nume­
risches Rauschen vorhanden. Dieses erzeugt eine Störung mit kleiner Amplitude auf 
der Interface, die dann sehr schnell anwächst. Die Störung wächst dabei erwartungs­
gemäß in der Nähe der Spitze am stärksten, da dort die stärksten Gradienten des 
Diffusionsfeldes auftreten. Weiterhin erkennt man, daß sich die Störung über weite 
Strecken im wesentlichen symmetrisch zur Achse des Dendriten entwickelt, bis sie 
sich offensichtlich tief im nichtlinearen Regime befindet (im Sinne der linearen Sta­
bilitätsanalyse). Das bedeutet, daß das Wachstum der Störung in deterministischer 
Weise erfolgt. Weiterhin ist festzustellen, daß die Dendritenspitze nicht oszilliert und 
daß sich die zentrale Beule der Störung verbreitert, wie es schematisch in Abb. 5.2 
dargestellt ist. 

Eine völlig offene Frage war bis vor kurzem das Verhalten instabiler Dendriten. Was 
wird aus einem anfänglich glatten Dendriten, wenn man ihn einer starken Rausch­
quelle aussetzt, die durch Tip-Splitting zu seiner Zerstörung führt? Erste Einsichten 
dazu wurden durch Computersimulationen des Laplace-Wachstums im Kanal [28] 
und durch Simulationen eines Ising-artigen Modells des diffusiven Wachstums [58] 
gewonnen. Die Theorie von Brener et al [22] gab Voraussagen für das Skalenver­
halten rauschinduzierter fraktaler Dendriten. Danach ist die Antwort auf die obige 
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Abbildung 5.5: Evolution einer kleinen Störung numerischen Ursprungs an der Spitze 
des Dendriten. Die Mullins-Sekerka Länge PMS betrug nur R15. Es entwickelt sich eine 
wohldefinierte, räumlich oszillierende Mode, gegen die die Dendritenspitze instabil ist. 
Parameter: do = 0.0095, D = 1, RStGrt = 50, 'IJStGrt = 0.0075. 
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Abbildung 5.6: Fraktaler Dendrit, der mit der dynamischen Methode erzeugt wurde. Der 
Radius der umhüllenden Parabel ist ca. 7 mal größer, und die Geschwindigkeit 2 mal 
größer als die idealen Werte eines nichtfraktalen Dendriten ohne Rauschen. Parameter 
und Resultate: do = 0.03, D = 1, 'IJ = 0.015. 
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Frage, daß die Strukturen in einem bestimmten Längenbereich fraktal werden, aber 
trotzdem ihre "dendritische Herkunft" nicht vergessen. Das heißt konkret, daß das 
entstehende fraktale Wirrwar aus Seitenarmen eine Einhüllende besitzt, deren Form 
annähernd parabolisch ist. Der Spitzenradius dieser Parabel ist größer als der des 
entsprechenden stabilen Dendriten ohne Rauschen. Auch die Geschwindigkeit ist 
um einen entsprechenden Faktor erhöht, so daß die Skalenrelationen des dendriti­
schen Wachstums immer noch erfüllt sind. Die Unterkühlung ß muß dazu allerdings 
durch eine effektive, renormierte Unterkühlung l:i = ßI17 ersetzt werden, wobei 17 
den Anteil der festen Phase innerhalb der einhüllenden Parabel angibt, ß < 17 < 1. 

Abb. 5.6 zeigt einen solchen fraktalen Dendriten bei ß = 0.44, e = 0.03, der mittels 
der dynamischen Methode erzeugt wurde. Der zentrale Stamm des Dendriten ist 
immer noch identifizierbar. Die Geschwindigkeit V der Einhüllenden fluktuiert etwas 
um ihren Mittelwert, erfüllt aber zusammen mit dem mittleren Radius Rinnerhalb 
von 15% die dendritischen Skalenrelationen 

(5.14) 

Die effektive Pec1etzahl p wurde dabei über die geometrische Beziehung p = 
VRI(2D) ermittelt. 
Mit Hilfe einer Formel (2.60), die aus (5.14) unter Berücksichtigung der fraktalen 
Eigenschaften im Inneren der Einhüllenden abgeleitet wurde [22] 

V rv ~ e7/ 4.6.4{e7/ 8IIn rl)-4(2-D t) • (5.15) 

(r ist die relative Rauschstärke r = AI PMS, A die Amplitude der Fluktuation) 
kann man die Rauschstärke für die fraktalen Dendriten abschätzen. Für die frak­
tale Dimension Df wurde der für die fraktale Seetang-Struktur (FS) ermittelte Wert 
Df ~ 1.7 [18, 21] verwendet. Die so gefundene Amplitude A liegt in der Größenord­
nung von 0.01. 'Irägt man diese Werte in das Stabilitätsdiagramm, Abb. 5.3 ein, so 
liegen sie wie erwartet weit über der Stabilitätskurve im instabilen Bereich. Damit 
sind alle hier durchgeführten numerischen Simulationen konsistent mit der Skalen­
theorie [22] für fraktale Dendriten sowie mit den einfachen Stabilitätsbetrachtungen 
(5.2). 
Ein Beweis für die Rlchtigkeit dieser Theorie ist das allerdings noch nicht. Ins­
besondere ist nicht sicher, ob die Geschwindigkeit der fraktalen Dendriten und 
des fraktalen Seetangs wirklich rauschabhängig ist oder ob nur ein geringes ex­
ternes Grundrauschen nötig ist, um die stationären Lösungen, d.h. Dendriten oder 
Doublonen zu zerstören, die Geschwindigkeit sich aber durch eine weitere Erhöhung 
des Rausehens nicht mehr ändert. Denn die Simulationen der FS-Struktur [18, 21] 
sind nur mit IIn rl ~ 1 konsistent, und die theoretisch vorhergesagte neue Längens­
kala 

(5.16) 
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konnte nicht beobachtet werden. Da nur der Logarithmus von r in den Gleichungen 
vorkommt, ist es numerisch nahezu unmöglich, die Rauschabhängigkeit zu prüfen. 
Dazu müßte man das intrinsische numerische Rauschen um einen Faktor 5 bis 10 
reduzieren, was für den dynamischen Algorithmus eine 54 bzw. 104 mal längere 
Rechenzeit bedeutet. Weiterhin ist nicht klar, ob und wie die Kapillaritätslänge in 
den dendritischen Skalenrelationen für die fraktalen Dendriten renormiert werden 
muß. 

76 



6. DAS DIFFUSIONS-RELAXATIONS MODELL 

6.1. Motivation 

Das Ziel dieser Untersuchung ist, zu verstehen wie sich die Doublon-Struktur bei 
verschiedenen Unterkühlungen aus einer anfänglich flachen Phasengrenze entwickelt. 
Hierbei wird versucht, verschiedene isolierte Untersuchungen zum Wachstum einer 
solchen Grenzfläche zu verbinden, um ein besseres Verständnis der unterschiedlichen 
Grenzfälle bei hohen und niedrigen Wachstumsraten zu erreichen. Die Phasengrenze 
wird dazu als eine einwertige Funktion H(x, t) angesehen, für die eine lokale Bewe­
gungsgleichung abgeleitet werden soll. Eine solche Ableitung ist nur als Entwicklung 
um eine bekannte stationäre Lösung möglich, hier um eine ebene Grenzfläche als ein­
fachste Variante. 

Wegen der Energie- bzw. Massenerhaltung kann aber eine ebene Phasengrenze nur 
bei Einheitsunterkühlung stationär wachsen, wobei jede Geschwindigkeit möglich 
ist. Ist die Unterkühlung ß kleiner als Eins, entsteht mehr latente Wärme als 
benötigt wird, um die unterkühlte Schmelze auf Schmelztemperatur aufzuheizen. 
Die Geschwindigkeit der ebenen Grenzfläche nimmt deshalb stetig ab. Jede sta­
tionär wachsende Struktur bildet deshalb zwangsläufig ein Zwei-Phasen Gemisch, 
wobei der Anteil der festen Phase gleich der Unterkühlung ist. Diese Bedingung 
führt daher zu sehr langen Kanälen, die mit Flüssigkeit gefüllt sind l . 

Eine analytische Beschreibung der Phasengrenze mittels der Höhenfunktion H(x, t) 
und ihren räumlichen und zeitlichen Ableitungen wird dadurch stark erschwert. Eine 
Reduktion der Kanaltiefe sollte sich nicht wesentlich auf den Strukturbildungsprozeß 
auswirken, da die Kanäle kaum noch latente Wärme abgeben und damit andere Teile 
der Struktur wenig beeinflussen. Eine Verringerung der Kanaltiefe und die Existenz 
einer stationären ebenen Lösung ist nur durch eine Verletzung der Energieerhaltung 
zu erreichen. Das wird global durch die Einführung eines "Verdampfungs-" oder 
Relaxationsterms in die Diffusionsgleichung realisiert: 

8u 
8t = D(V2u - AU) (6.1) 

Der Parameter A führt eine zusätzliche Längenskala, die Relaxationslänge 

IR = 1/Y>. 
1 Flüssigkeitsblasen sind in zwei Dimensionen bei A < 1 ausgeschlossen wegen der abstoßenden 

Wechselwirkung zwischen den Punkten der Phasengrenze. 
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ein, und kann als kleiner Parameter in einer Entwicklung genutzt werden. Physika­
lisch beschreibt dieser Term die Wärmeabgabe bzw. den Materialverlust eines zwei­
dimensionalen Systems in die dritte Dimension aufgrund ungenügender Isolation. In 
Experimenten zur Erstarrung eines reinen dünnen Films, wo die Wärmeleitung der 
dominierende Prozeß ist, wird dieser Effekt wegen der nichtperfekten thermischen 
Abschirmung stets vorhanden sein. 

Die anderen Gleichungen des ursprünglichen Problems, wie die Gibbs-Thomson Be­
ziehung mit kinetischem Koeffizienten ß: 

UllnterJace = fl. - do'" - ßv 

('" ist die Krümmung der Interface und do die Kapillaritätslänge. ) 

und die Kontinuitätsgleichung 

Vn = -D V'u· nllnterJace 

bleiben unverändert. 

(6.2) 

(6.3) 

Das System (6.1-6.3) definiert somit das Diffusions-Relaxations Modell. Solange die 
Relaxationslänge 1R groß gegen den Abstand der beiden Partner eines Doublons ist 
und die Geschwindigkeit der ebenen Front geringer als die des Doublons ist, sollte 
die Modifikation des Standard-Modells keine qualitativen Auswirkungen auf die 
Doublon-Lösung haben. Eine Analyse der vollen nichtlokalen Bewegungsgleichung 
der Phasengrenze müßte unter Einhaltung dieser Bedingungen prinzipiell in der Lage 
sein, die Berechnung von Doublonen zu ermöglichen. Dieses Kapitel beschäftigt sich 
mit dem ersten Schritt in diese Richtung - der lokalen Analyse der Phasengrenze. 

6.2. Ebene Lösung 

Als Bedingung für das stationäre Wachstum einer ebenen Grenzfläche ergibt sich 
aus (6.1-6.3) 

(
1)2 4 

A 12 = 1R = lJ2 (1 - b), b = fl. - ßv (6.4) 

mit der Diffusionslänge 1 = 2D/v und der Relaxationslänge 1R = 1/VX. Der Para­
meter b kann niemals größer Eins werden, da auf der linken Seite der Gleichung eine 
positive Größe steht. 

a) A> 0, ß = 0: 

Ohne kinetischen Koeffizienten erhält man aus (6.4) die Geschwindigkeit der Ebene 
zu 
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6.2. EBENE LÖSUNG 

Im Gegensatz zum ungestörten System (A = 0) ist jetzt für jede Unterkühlung 
kleiner Eins stationäres ebenes Wachstum möglich. 

Bei Ll ~ 1 würde die Geschwindigkeit allerdings gegen unendlich gehen. Bei 
sehr hohen Geschwindigkeiten ist aber die Annahme lokalen thermodynamischen 
Gleichgewichts, ausgedrückt durch die Gib bs-Thomson Bedingung (GI. (6.2) ohne 
kinetischen Koeffizienten), nicht mehr gerechtfertigt. Deshalb wurde der kinetische 
Koeffizient ß, der diese Gleichgewichtsverletzung phänomenologisch beschreibt, in 
das Diffusions-Relaxations Modell mit aufgenommen. 

b) A = 0, ß > 0: 

Im ungestörten System (A = 0), aber mit kinetischem Koeffizienten, sind stationäre 
ebene Fronten für jede Unterkühlung größer als Eins möglich, mit der Geschwindig­
keit 

Ll-l 
v---- ß . 

Für Ll = 1 ergibt das die Geschwindigkeit Null. 

c) A > 0, ß> 0: 

(6.6) 

Sind beide Koeffizienten verschieden von Null, folgt aus (6.4) eine Gleichung 3. 
Grades für die Geschwindigkeit der Ebene: 

(6.7) 

mit x = vß und B = AD2 ß2 > O. Diese Gleichung hat stets eine positive und 
endliche Lösung für alle Unterkühlungen. 

Für Ll ~ 1 + B geht die Lösung in (6.6) über. Bei Ll = 1 reduziert sich (6.7) auf 

(6.8) 

Eine Entwicklung für kleine B in Potenzen von B 1/3 ergibt 

x = B 1/ 3 _ ~ B 2/ 3 + ! B 3/ 3 _ 46 B 4/ 3 + 119 B 5/ 3 + O(B2 ) (6.9) 
3 3 81 243 ' 

so daß 

(
A) 1/3 

V ~ D 2
/

3 ß (Ll = 1). (6.10) 

Bereits mit infinitesimal kleinen Störungen A und ß kann daher jede beliebige Ge­
schwindigkeit der ebenen Interface bei Ll = 1 eingestellt werden. 

Zusammenfassend läßt sich sagen, daß die Einführung eines kinetischen Koeffizi­
enten ß und eines Relaxationskoeffizienten A das stationäre Wachstum einer ebe­
nen Phasengrenze für alle Unterkühlungen ermöglicht. Die Geschwindigkeit dieser 
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Grenzfläche ist eindeutig festgelegt und ändert sich stetig mit der Unterkühlung. 
Insbesondere ist damit die Singularität des Punktes fl. = 1 behoben. Eine Entwick­
lung um diesen Punkt ist jetzt möglich, und der Übergang der bereits bekannten 
Ergebnisse für sehr hohe Unterkühlungen (fl. . > 1 und ..\ = 0 [69]) in den hier 
interessierenden Bereich fl. < 1 kann untersucht werden. 

6.3. Die Kuramoto-Sivashinsky Gleichung 

Hier soll die lokale Bewegungsgleichung der Phasengrenze - die K uramoto-Siva­
shinsky Gleichung [26] - in der Nähe der absoluten Stabilität mit Hilfe der Dis­
persionsrelation und geometrischer Überlegungen abgeleitet werden. Im nächsten 
Abschnitt folgt dann eine systematische Ableitung mittels einer multiplen Skalen­
analyse, die zwar weniger anschaulich ist, aber die Berechnung von Nichtlinearitäten 
höherer Ordnung erlaubt. 

6.3.1. Analyse der Dispersionsrelation 

Für die Wachstumsrate w einer kleinen Störung der Wellenzahl k einer stationären 
ebenen Interface erhält man die folgende Dispersionsrelation (analog zum Standard­
modell, siehe Anhang): 

~ - 2 + dk2 + (1 + ß)w = V1 + X + k2 + w (2 - dk2 - ßw) (6.11) 

mit b = fl. - ßv. Der Einfachheit halber werden hier und im folgenden dimensions­
lose Größen verwendet, die durch Normierung mit der Diffusionslänge 1 und dem 
Diffusionskoeffizienten D erhalten wurden: X = ..\l2, d = doll, w = l2Wq / D, k = ql 
und ß = Dß/l. 

Aus der Stationaritätsrelation (6.4) folgt 

- 2-b 
( )

2 

1 + ..\ = 1 + ..\l2 = -b- , (6.12) 

was die Einführung des Parameters a = V1 + X = 2/b - 1 motiviert. Damit kann 
(6.11) umgeformt werden zu: 

2a + dk2 + (1 + ß)w = Va2 + k2 + w (2 - dk2 - ßw) (6.13) 

Der Einfachheit halber betrachten wir zunächst nur den Fall eines verschwindenden 
kinetischen Koeffizienten ß = O. b wird dann gleich der Unterkühlung fl., die kleiner 
Eins sein muß. Der Parameter a ist daher stets größer Eins. Durch Quadrieren und 
Umformen folgt aus (6.13) 

w2 + w(4a - 4 + 6dk2 - ~k4) = 4k2{1- d(a + a2)} + dk4(dk2 + da2 - 4 - d) (6.14) 
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Für k = 0 gibt es die Lösung WI{O) = 0, was der normalen Translationsmode ent­
spricht und W2(O) = -4(a-1). Dieser zweite Lösungszweig w2(k) ist stets negativ und 
kleiner oder gleich wI(k). Er endet an der Stelle, wo die Wurzel in Gleichung (6.13) 
Null wird, d.h. W2,min = -a2 - k2• Für a > 2 ist der Wert unter der Wurzel schon 
für k = 0 negativ, so daß nur ein Lösungszweig existiert. Ein nichtverschwindender 
Imaginärteil von W tritt nur bei großen d und oberhalb eines kritischen k-Werts auf 
(wo sich beide Äste treffen) und ist mit einem stark negativen Realteil gepaart. Da 
wir hauptsächlich am Verhalten für kleine k interessiert sind, können wir WI nach 
Potenzen von Ikl mit reellen Koeffizienten entwickeln. Es zeigt sich, daß für a =1= 1, 
was vorausgesetzt wurde, nur gerade Potenzen von kauf treten 

Wl = cl k2 + c2k4 + C3k6 + O(k8
). (6.15) 

Einsetzen in (6.14) liefert die Koeffizienten 

1- d(a + a2) 
Cl = a-1 

.6. - 2d 2 
C2 - 32{.6. _ 1)3 {8d - 14d.6. +.6. (1 + 4d)} 

.6. (.6. - 2d) 2 2 
256 (.6. _ 1 )5 (4d.6. - 2d - .6. )(2d.6. - 8d.6. + 4d +.6. ) 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 

Ist Cl :::; 0, so ist die Wachstumsrate W für kleine k immer negativ. Man kann zeigen, 
daß mit verschwindendem Realteil von W stets auch der Imaginärteil verschwin­
det. Zur Überprüfung der Dispersionsrelation auf eventuelle weitere Nullstellen bei 
größerem k, darf man daher einfach W = 0 in (6.13) setzen. Man findet dann, daß es 
keine Nullstellen (außer bei k = 0) gibt, wenn Cl < 0 ist. Die ebene Grenzfläche ist 
in diesem Fall absolut stabil, d.h. Störungen aller Wellenlängen werden gedämpft. 
Um den Abstand zu dieser absoluten Stabilitätsgrenze zu messen, wird der Parame­
ter g eingeführt: 

2 
g = 1 - d(a + a2

), a = b - 1. (6.19) 

Kombinieren der Stationaritätsbedingung (6.4) mit GI. (6.19) erlaubt es, g durch 
die normierte Relaxationsstärke dov'X und die Unterkühlung auszudrücken: 

1\ 2 - b 
g = 1 - dov A vT=b' b = .6. - ßv. (6.20) 

b 1- b 

Abb. 6.1 zeigt die Kurve der absoluten Stabilität g = 0 im Parameterraum dov'X 
versus .6.. 

6.3.2. Bildung von Singularitäten 

Mit Hilfe von g kann man die Koeffizienten der Entwicklung (6.15) umschreiben: 

g.6. 
Cl = 2(1 - .6.) (6.21) 
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(6.22) 

Die allgemeine Form der Entwicklung von w nach k2 ist: 

(6.23) 

(6.24) 

wobei die Koeffizienten bni (außer blO) bei Ll -T 1 gegen einen endlichen, nicht ver­
schwindenden Wert gehen. 

Bei kleinem positiven e existiert ein instabiler Wellenzahlbereich (0, k,,) der Breite 
k" rv ...;e. Die Wachstumsrate w ist dort positiv und skalt wie w '" e2• Diese schwache 
Instabilität zeigt sich daher nur auf sehr großen Längenskalen (parallel zur Interface) 
rv l/...;e und sehr großen Zeitskalen rv 1/e2 , so daß die skalierte Länge X und Zeit 
T eingeführt wird: 

(6.25) 

Die Entwicklung von w, GI. (6.23), konvergiert nur sicher für k2e/(1 - Ll)2 < 1 und 
darf nur in diesem Fall bei einer bestimmten Potenz von k2 abgebrochen werden. 
Dieses Abbrechen entspricht im Ortsraum einer Differentialgleichung endlicher Or­
dung für die Grenzfläche, d.h. der gewünschten lokalen Gleichung. Da hier nur die 
Moden mit positivem w relevant sind, d.h. k ::; k, r-.J Je, kann eine lokale Gleichung 
auf der Basis der Entwicklung (6.23) und der Skalierung (6.25) bei ß = 0 nur für 

e/(l - Ll) < 1 (6.26) 

abgeleitet werden. 

6.3.3. Nichtlineare Beiträge 

Die Frage ist nun, welche Nichtlinearitäten auf den neuen Skalen (GI. 6.25) re­
levant sind. Diese sollen hier zunächst auf der Basis einfacher Symmetrie- und 
Geometrieargumente abgeleitet werden. Dazu betrachten wir die schwach instabile 
ebene Interface in einem Koordinatensystem, das mit der mittleren Wachstums­
geschwindigkeit Vo mit bewegt wird und normieren wiederum alle Längen auf die 
Diffusionslänge 1 = 2D /vo und alle Zeiten auf l2 / D. Die Normalengeschwindigkeit 
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Vn ist mit der vertikalen Geschwindigkeit v = 2+dH/dt über die geometrische Bezie­
hung Vn = v cos 0 verknüpft (0 ist der Winkel der Normalen zur vertikalen Achse). 
H(x, t) beschreibt die Auslenkung der Interface im bewegten System aufgrund der 
Instabilität. 
Daraus folgt: 

(6.27) 

Andererseits verschwindet im absolut stabilen Bereich (e :::; 0) die Abweichung 
H(x, t) von der ebenen Interface, und die Normalengeschwindigkeit Vn stimmt mit 
der normierten Geschwindigkeit dieser Front Vo = 2 überein. 

Im schwach instabilen Bereich (e~O) kann daher Vn um Vo = 2 entwickelt werden 

Vn = 2 + F. (6.28) 

Die Normalengeschwindigkeit kann nur von intrinsischen Eigenschaften der Phasen­
grenze, wie z.B. ihrer Krümmung, abhängen. Die daraus folgenden Symmetrieei­
genschaften übertragen sich auf die Funktion F und schränken diese stark ein. Aus 
der Translationsinvarianz in Wachstumsrichtung ergibt sich beispielsweise, daß F 
nur räumliche und zeitliche Ableitungen von H enthalten darf, nicht aber H selbst. 
Weiterhin muß F invariant gegen Drehungen des Koordinatensystems sein, was z.B. 
die Existenz eines einzelnen Terms H; in F verbietet. 

Gleichsetzen der Beziehung (6.28) mit dem geometrischen Zusammenhang für Vn 

(6.27) ergibt nach Entwickeln der Wurzel 

2 1 2 (4) Ht = F + Hm + "2FHm + 0 Hm (6.29) 

Wie bereits diskutiert, kann F den Term H; nicht direkt enthalten. Die Nichtlinea­
rität H; ist somit rein geometrischen Ursprungs und hat den exakten Koeffizienten 
1. Der Teil von F, der linear in den räumlichen Ableitungen von H ist, ist durch 
die Dispersionsrelation (6.15) gegeben, was man durch Fouriertransformation von 
(6.29) leicht sieht. 

Mit den Koeffizienten aus (6.16, 6.21) folgt 

Ht = -c1Hmm + C2Hmmmm + H! + Terme höherer Ordnung. (6.30) 

Die Umskalierung (6.25) auf die "langsamen" Variablen X und T führt dann auf die 
Kuramoto-Sivashinsky (KS) Gleichung [70, 71, 26] 

(6.31) 

mit 

2(1 - ö,) 
(6.32) 

ß3 (3 - ß) 
(6.33) 

8(2 - ß)2(1 - ß) . 
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Das analoge Vorgehen mit 13 =f. 0 liefert für die Koeffizienten a1 und a2: 

2 {b(1 - b) + 13(2 - b)}' 
b4 (3 - b) 

b= A -ßv 

8 (2 - b)2 {b( 1 - b) + 13 (2 - b)} 

(6.34) 

(6.35) 

Die Umskalierung zeigt außerdem, daß höhere Ableitungen und Nichtlinearitäten 
von höherer Ordnung in c sind. Damit stellt H; die einzige relevante Nichtlinearität 
in der Nähe der absoluten Stabilität dar. 
Für das Standard-Modell ohne Relaxation (,\ = 0) wurde bereits von Misbah et 
al [69] eine KS-Gleichung für A > 1 abgeleitet. In diesem Fall ist b = 1 (6.6), die 
Koeffizienten vereinfachen sich auf: 

1 
(6.36) a1 

213 
1 

(6.37) a2 = 
413' 

übereinstimmend mit dem Ergebnis dieser Arbeit, wobei 13 in deren Notation 
V/(2W) entspricht. Die Einführung des kinetischen Koeffizienten ß verhindert das 
Divergieren der Koeffizienten a1 und a2 beim Durchgang durch A = 1. 

Im Zusammenhang mit der linearen Dispersionsrelation wurde bereits erwähnt, daß 
die KS-Gleichung (6.31) nur für c/(1 - A) « 1, bzw. c/{1 - b + 13(2 - b)/b} « 1 
gilt. Wie noch gezeigt wird, läßt sich nahe der Einheitsunterkühlung eine lokale 
Gleichung auch ohne diese Einschränkung finden. 
Eine Kuramoto-Sivashinsky Gleichung kann durch Umskalierung von H, X und 
T immer parameterfrei gemacht werden. Sie liefert chaotische Lösungen in ausge­
dehnten Systemen [26]. Im folgenden Abschnitt soll die KS-Gleichung systematisch 
mittels einer multiplen Skalenanalyse abgeleitet werden, die zu weiteren nichtli­
nearen Korrekturtermen führt, die man nicht mehr durch einfache geometrische 
Überlegungen findet. 
Die Berechnung der linearen Terme und des nichtlinearen Terms (6.27-6.30) war 
unabhängig vom Vorzeichen und der Größe des Threshold-Parameters c. Der stabile 
Bereich (c :::; 0) wird deshalb durch eine Kardar-Parisi-Zhang Gleichung (KPZ) [27] 
(ohne Rauschterm) beschrieben: 

(6.38) 

6.4. Systematische Herleitung der Grenzftächengleichung 

Für den schwach instabilen Bereich mit c~O soll die Grenzflächengleichung syste­
matisch mittels einer Reihenentwicklung in c hergeleitet werden. Das erlaubt sowohl 
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eine Überprüfung der bereits gefundenen Kuramoto-Sivashinsky Gleichung als auch 
eine Erweiterung dieser Gleichung durch Beiträge höherer Ordnung in e. Die hier 
durchgeführte singuläre Störungsentwicklung wurde im Kontext des Kristallwachs­
tums erstmals von Sivashinsky [72] und anderen [73, 74] angewandt und folgt im 
wesentlichen der Arbeit von Misbah et al [69]. Die Grundidee dieser Entwicklung 
ist, die partielle Differentialgleichung (6.1) in x, z und t durch eine Reihe gewöhnli­
cher Differentialgleichungen in z mit Quellterm zu nähern, die dann sukzessiv gelöst 
werden können. Das ist nur möglich, wenn die relevanten Längenskalen in z- und 
x-Richtung (Diffusionslänge I und Wellenlänge des Musters) sowie die relevanten 
Zeit skalen (Wachstumsrate der Störung und Relaxationsrate des Diffusionsfeldes ) 
von unterschiedlicher Größenordnung sind. Diese Methode ist damit nur in der Nähe 
der absoluten Stabilität sinnvoll. 

Zuerst werden die Grundgleichungen (6.1-6.3) in ein mit der Grenzfläche mitbeweg­
tes Koordinatensystem transformiert und wie bisher alle Längen mit der Diffusions­
länge I = 2D Iv normiert. Die Diffusionsgleichung geht dann über in 

2 -
Ut = V U + 2uz - AU , (6.39) 

die Gibbs-Thomson Beziehung lautet jetzt 

I 
haJaJ - ht + 2 

U Inter = /:::,. + d (1 + h;)3/2 - ß (1 + h;)1/2 (6.40) 

und die Kontinuitätsgleichung wird zu 

2 + ht = -(uz - haJuaJ ) IInter (6.41) 

h(x, t) beschreibt die Grenzflächenposition im bewegten System. Aufgrund der Form 
der Dispersionsrelation werden im folgenden die skalierten Variablen T, X und Z 
wie in (6.25) verwendet: 

X 

Z 

T 

(6.42) 

(6.43) 

Im stabilen Bereich e ~ 0 ist h = o. Bei schwacher Instabilität e~O kann man 
deshalb h als kleine Störung behandeln und die neue Funktion H(x, t) einführen, 

h(x, t) = eH(x, t) . (6.44) 

Sowohl das Diffusionsfeld U als auch die Grenzflächenfunktion H werden nun in 
Potenzen von e entwickelt: 

u(X,Z,T) 

H(X,T) 
Uo(Z) + eUl(X, Z, T) + e2u2(X, Z, T) + .. . 

- Ho (X, T) + eH1(X, T) + e2 H2(X, T) + .. . 
(6.45) 
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Diese Entwicklungen werden dann in (6.39-6.41) eingesetzt und alle Ableitungen 
auf die "langsamen" Variablen X und T umgeschrieben. Wegen (6.19) muß auch 
die normierte Kapillaritätslänge d durch den Entwicklungsparameter c: dargestellt 
werden: 

1-c: 
d= a+a2 =dd1-c:) (6.46) 

mit dl = b2 j (4 - 2b). Da sich die Randbedingungen (6.40, 6.41) auf die Interface­
position bei Z = c:H(X, T) beziehen, ist es notwendig, u, Uz und Ux an der Stelle 
Z = 0 in diesen beiden Gleichungen zu entwickeln, 

u(X,Z = eH,t) - u% + C:UI/O + c:2U2/0 + c:3U3/0 + (uoz/o + C:Ulz/O + c:2U2z/O) 

* (c:Ho + c:2HI + c:3H2) 

+ ~ (uozz/o + C:Ulzz/O) (c:Ho + c:2 HI)2 + ~ (uozzz/o) (c:HO)3 

+ O(c4
) (6.47) 

und analog Uz und Ux. Die Randbedingungen beziehen sich im folgenden immer auf 
die Position Z = 0, so daß der Index 0 ab jetzt weggelassen wird. 

Ordnen nach Potenzen von c: liefert: 
Ordnung (cO): 

DGL 
Gibbs 
Kont. 

UOzz + 2uoz - AUo = 0 

b = uo/z=o 
2 = -uoz/z=o 

mit b = !:l - ßv. Die Lösung ist 

Uo = b exp (-2Zjb) 

Ordnung (cl): 

DGL UIZZ + 2Ulz - 5.UI = 0 
Gibbs 0= UI + uozHo/z=o 
Kont. 0= Ul z + uozzHo/z=o 

mit der Lösung 
Ul = 2Ho exp (-2Zjb) 

Ordnung (c2): 

DGL 

Gibbs 

Kont. 
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mit der Lösung 

(d U H 2H6 - Hoxx ) ( /b) 
U2 = lLZOXX + 2 1 + -b- + Z 2/b _ 1 exp -2Z (6.59) 

Bis jetzt sind die Grenz:fl.ächenfunktionen Ho, H1 usw. immer noch unbestimmt, so 
daß man noch höhere Ordnungen in e betrachten muß: 

Ordnung (e3): 

DGL 

Gibbs 

Kont. 

Die Lösung lautet: 

mit 

(6.62) 

(6.63) 

Die rechten Seiten von GI. (6.61) und (6.62) unterscheiden sich nur durch eine zusätz­
liche Z-Ableitung in jedem Term. Multipliziert man nun Gleichung (6.61) mit 2/b 
und addiert sie zu (6.62), so verschwinden alle Terme der Form P(X) exp (-2Z/b), 
insbesondere alle Terme, die Uo und Ul enthalten, sowie die homogenen Anteile der 
Lösungen U2 und U3' Diese Prozedur gibt in der 1. und 2. Ordnung in e keine neue 
Information. Erst in der 3. Ordnung erhält man eine Lösbarkeitsbedingung in Form 
der erwarteten Kuramoto-Sivashinsky (KS) Gleichung 

87 



KAPITEL 6. DAS DIFFUSIONS-RELAXATIONS MODELL 

mit 

2 {b(l - b) + (3(2 - b)} 
b4 (3 - b) 

8(2 - b)2 {b(l- b) + (3(2 - b)} 

(6.66) 

(6.67) 

in Übereinstimmung mit dem früheren Ergebnis (6.31). 

Korrekturen höherer Ordnung 

Es ist interessant, die Modifikation der KS-Gleichung durch Terme höherer Ordnung 
zu untersuchen. Allerdings ist die Relevanz der Beiträge höherer Ordnung für die 
Beschreibung des realen Systems ungewiß, da es sich hier um eine asymptotische 
Entwicklung handelt, die man in einer bestimmten Ordnung abbrechen muß, um die 
Ergebnisse nicht wieder zu verschlechtern. Die Entwicklung wird daher nur um eine 
Ordnung erweitert. Sie erlaubt dann allenfalls eine relativ grobe Abschätzung des 
Gültigkeitsbereichs der KS-Gleichung, ermöglicht aber ein grundlegendes Verständ­
nis, wie es zum Zusammenbrechen der lokalen Näherung aufgrund dieser Korrektur 
kommt. 
Ordnung (e4): 

DGL U4zz + 2U4z - XU4 = U2T - U3xx (6.68) 
Gibbs -d1H1xx + dlH2xx - (3{H1T - 2Hox H1x } = U4 + U3z HO + U2z HI 

1 2 1 3 
+ulz H2 + uOzH3 + 2U2zzHo + ulzzHoHI + "6ulzzzHo 

+UOzz (~i + HoH2) + ~uozzzH~Hl + ;4 uozzzzHtlz=o (6.69) 

Kord. u2xHox + ulxHlx + ulxzHoHox - HIT = U4z + U3zz HO + U2zz HI 
1 2 1 3 

+ulzz H2 + uOzz H3 + 2U2zzzHo + ulzzzHoHl + "6ulzzzzHo 

+UO ... (~ + HoH2) + ~UozzzzH~Hl + 2~ uozzzzzHtlz=o (6.70) 

Nach Bestimmung der Lösung, die die Form 

(6.71) 

hat, multipliziert man wiederum Gleichung (6.69) mit 2/b und addiert sie zu (6.70). 
Nach einer länglichen Rechnung findet man eine Gleichung der Form 

HIT G1H1xx + G2Hlxxxx + G3Hoxxxx + G4Hoxxxxxx + G5HoxXT 

+ G6HoxHoxxx + G7H~xx + 2Hox Hlx . (6.72) 
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Durch zweimaliges Differenzieren der Kuramoto-Sivashinsky Gleichung (6.65) nach 
X kann man den Term HOXXT einsetzen, wobei der Term HOxHoxxx aus Symmet­
riegründen verschwindet. Dabei ändern sich die Koeffizienten 0 3, 0 4 und 0 7 , 

mit 

GI 

G2 

G3 

G4 = 

G5 

b2 

R 
b4(3 - b) 

4(b-2)2R 
b5(-3b2 + lOb - 4) 

4(b - 2)2 R2 

b
6 

{ - 2 } 16(b _ 2)3 R2 b(b + l)(b - 4) - 2ß(b - 6b + 10) 

b3(b - l)(b - 3) 
2(b-2)2R 

und R = 2b(1 - b) + 2,8(2 - b), was sich für ,8 = 0 reduziert zu 

GI 
I::::.. 

-
2(1 - 1::::..) 

G2 
1::::..3(3 - 1::::..) 

8(1::::.. - 2)2(1 - 1::::..) 

G3 
1::::..3 ( -31::::..2 + 101::::.. - 4) 

16(1::::.. - 1)2(1::::.. - 2)2 

G4 
1::::..5 (1::::.. + 1)(4 - 1::::..) 

64(1::::.. - 1)2(2 - 1::::..)3 

G5 
1::::..2(3 - 1::::..) 

4(1::::.. - 2)2 . 

Die erhaltene Gleichung enthält wie erwartet nur Ableitungen der Grenzflächenfunk­
tionen (Translationsinvarianz), und ist invariant unter der Spiegelung x -+ -x. Die 
Koeffizienten der linearen Glieder GI, G2 , G4 stimmen mit denen der Dispersions­
relation überein. Das Auftreten des Terms Hoxxxx beruht auf der c-Abhängigkeit 
des Koeffizienten C2 in Gleichung (6.22) und stimmt mit dieser überein. Erinnert 
man sich, daß die Grenzflächenfunktion H(X, T) die Summe von Ho und cHI und 
Beiträgen höherer Ordnung darstellt, wird klar, daß der Kopplungsterm 2Hox Hlx 
einfach aus der Nichtlinearität H} des Gesamtprofils herrührt. Die beiden Glei­
chungen (6.65) und (6.73) lassen sich daher zu einer Gleichung für die Grenzfläche 
zusammenfassen: 
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HT = HOT+c:H1T = -G1HXX-(G2+c:G3) HxXXX-c:G4HxxxxxX-c:G6Hix+H~ 
. (6.74) 

oder in den alten Variablen x, t und h(x, t): 

ht = -c:G1h0w - (G2 + c:G3) h0000 - G4h0rIlW0rIl0 - G6h!0 + h! . (6.75) 

Die einzige neue Information, die durch die Entwicklung in 4. Ordnung in c: gewonnen 
wurde, ist der Koeffizient des Terms H6xx ' Dieser Term hat das "falsche" Vorzeichen, 
d.h. er schränkt die Gültigkeit der KS-Gleichung auf einen sehr kleinen Bereich in 
der Nähe der absoluten Stabilität (c: = 0) ein, worauf später noch näher eingegangen 
wird. 

6.5. Lokale Beschreibung nahe der Einheitsunterkühlung 

6.5.1. Analyse der Dispersionsrelation 

Eine lokale Beschreibung ist nur in der Nähe der absoluten Stabilität sinnvoll. Der 
Relaxationsterm .\ wurde hauptsächlich als Entwicklungsparameter für eine analy­
tische Behandlung eingeführt, den man am Ende der Rechnung gern gegen Null 
schicken möchte. 

Nur am Schnittpunkt der Kurve absoluter Stabilität (c: = 0) mit der Linie .\ = 0 
ist beides gleichzeitig möglich (Abb. 6.1). Dieser liegt bei flc = 1 + Dß/do, so daß 
wir eine lokale Gleichung finden müssen, die diesen Grenzfall enthält. Dafür ist die 
Kuramoto-Sivashinsky (KS) Gleichung offensichtlich nicht ausreichend geeignet, da 
sie nur für c: « 1 - fl bzw. 

c: « b(l - b) + 13(2 - b)/b (6.76) 

gelten kann, wie man an ihren Koeffizienten erkennt. Diese Einschränkung bedeutet, 
daß ihr Geltungsbereich bei ß = 0 und fl ~ 1 gegen Null schrumpft. 

Die Bedingung (6.76) wird bei nicht zu kleinem kinetischen Koeffizienten erst bei 
größerem c: verletzt, da b:::; 1 (6.4). In diesem Bereich ist aber eine lokale Beschrei­
bung sowieso fragwürdig. Aus diesem Grund werden die folgenden Rechnungen auf 
den Fall verschwindenden kinetischen Koeffizienten ß = 0 beschränkt. Im Grenzfall 
fl = 1 und ß = 0, wo die KS-Gleichung auf jeden Fall nicht gilt, stimmt aber die 
Dispersionsrelation (6.13) des Diffusions-Relaxations Modells mit der Dispersionsre­
lation der gerichteten Erstarrung im Hochgeschwindigkeitsbereich bei verschwinden­
dem Temperaturgradienten überein [25,42]. Das motivierte eine erneute Analyse der 
Dispersionsrelation, diesmal aber mit Parametern im Bereich 1 - fl = O(c:). Dazu 
wird der neue Parameter a eingeführt, 
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der das Skalenregime beschreibt. a» 1 entspricht dem Gültigkeitsbereich der KS­
Gleichung. 

Das Ziel der folgenden Berechnungen ist, eine· lokale Beschreibung nahe der Ein­
heitsunterkühlung für beliebige a zu finden. Eine Entwicklung in e bedeutet jetzt 
wegen (6.77) gleichzeitig eine Entwicklung um die Einheitsunterkühlung mit dem 
neuen kleinen Parameter & = ae. 
Zunächst wird der Relaxationsparameter X mit Hilfe der Stationaritätsrelation (6.12) 
1 + X = (2/ f:l.. - 1)2 und der Definition von a nach Potenzen von e entwickelt 

X = 4ae + 8(ae)2 + O{e3). (6.78) 

Die Kapillaritätslänge d wird auch mittels e ausgedrückt: 

d -

(6.79) 

mit a = 2/ f:l.. - 1. 
GI. (6. 78) wird in die Dispersionsrelation (6.13) eingesetzt. Da es sich um eine lang­
weilige Instabilität handelt, gilt k2 « 1 im instabilen Bereich, und die Dispersions­
relation kann weiter vereinfacht werden zu: 

(6.80) 

Im Gegensatz zum Fall 1 - f:l.. » e, der zur KS-Gleichung führt, können die Terme 
w2 und wk2 nicht mehr gegenüber dem linearen Term in w vernachlässigt werden. 
Stattdessen ist es mit der Skalierung w f'V e, k2 

f'V e möglich, alle Terme auszubalan­
cieren, d.h. auf dieselbe Ordnung in e zu bringen. Setzt man noch d = 1/2 + O(e) 
(6.79) ein, erhält man 

(6.81) 

Der lineare Teil der lokalen Gleichung im Bereich 1 - f:l.. = O{e) steht damit fest: 

HOTT - 3HoxXT + 4Hoxx + 2Hoxxxx + 8aHoT · (6.82) 

Was bleibt, ist die Bestimmung der Nichtlinearitäten mittels der singulären 
Störungsentwicklung, die eine Modifikation der Entwicklungen aus [25, 42, 75, 76] 
darstellt. 

6.5.2. Multiple Skalenanalyse 

Die Definition der nötigen "langsamen" Variablen folgt aus der obigen Analyse der 
Dispersionsrelation: 

(6.83) 
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Z = z 
T = cl 

H(X,T) = h(x, t) 
a = (1 - ß)/c 

Die Modellgleichungen (6.39-6.41) (ß = 0) lauten in den neuen Variablen unter 
Vernachlässigung von Termen der Ordnung c3 : 

UZZ + 2uz 4acu + 8(ac)2u + cUT - cUxx 

(
1 3a + 1) cHxx 

UIInte1' = 1- ac + 2 - c 2 (1 + cH})3/2 

2 + cHT - -(uz - cHxux) IInter . 

(6.84) 

(6.85) 

(6.86) 

Sowohl das Diffusionsfeld u als auch das Höhenprofil H werden wiederum wie 
in (6.45) nach c entwickelt. Die zwei Randbedingungen (6.85, 6.86) sind bei 
Z = H(X, T) definiert, was von der Ordnung Eins ist. Deshalb werden sie bei 
Z = Ho(X, T) entwickelt und nicht bei Z = 0 wie in der Ableitung der KS­
Gleichung. 
In jeder Potenz von c erhält man einen Satz von drei Gleichungen (Differentialglei­
chung (DGL), Gibbs-Thomson Beziehung (Gibbs) und die Kontinuitätsgleichung 
(Kont.)): 
Ordnung (cO): 

mit der Lösung 

Die Lösung ist: 

DGL 

Gibbs 

Kont. 

DGL 

Gibbs 

Kont. 

UOzz + 2uoz = 0 

UOIZ=Ho = 1 

uOz IZ=Ho = -2 

Uo = exp (-2Z + 2Ho) 

UlZZ + 2Ulz = uOT - uOxx + 4auo 

I Hoxx 
Ul + uOzH1 Z=Ho = -a + -2-

Ul z + uozzH1lz=Ho = Hoxuox - HOT 

Ul { HoHT - HoHoxx + 2aHo - 2HoH~x + 2H1 + Hoxx /2 - a 

(6.87) 

(6.88) 

(6.89) 

(6.90) 

(6.91 ) 

(6.92) 

(6.93) 

+ Z (-HOT + Hoxx - 2a + 2H~x)} exp (-2Z + 2Ho) (6.94) 
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Ordnung (e2): 

DGL U2zz + 2U2z = UIT - UIxx + 40:UI + 80:
2uo (6.95) 

I 21 U2 + uizHI + uOzH2 + -2UOzzHI 
Z=Ho 

Gibbs 

1 30: + 1 3 2 
= "2 H1xx - 2 Hoxx - 4,HoxxHox (6.96) 

1 21 U2z + uIzzHI + uOzz H2 + -2UOzzzHI 
Z=Ho 

Kont. 

= -HIT + HOxUIx + HIxUox + HIHoxuoxzlz=Ho (6.97) 

Im folgenden wird nur der inhomogene Teil der Lösung U2 benötigt, 

u;nhom = (BZ + DZ2) exp (-2Z + 2Ho), (6.98) 

den man nach einer länglichen Rechnung findet (siehe Anhang). 

Der Vergleich der linken Seiten der Randbedingungen, z.B. (6.96, 6.97), zeigt, daß 
sie sich nur um eine zusätzliche Z-Ableitung unterscheiden. Da alle Lösungen Ui 

notwendigerweise den Exponentialfaktor exp (-2Z) enthalten, kann man alle ho­
mogenen Anteile der Lösungen Ui durch Addition der Gibbs-Thomson Gleichung 
(multipliziert mit 2) zur Kontinuitätsgleichung eliminieren. 

In der nullten und ersten Ordnung in e gibt diese Operation bloß Null. Erst in 
der zweiten Ordnung erhält man eine Lösbarkeitsbedingung in Form der gesuchten 
lokalen Gleichung: 

HOTT 3HoxXT + 4Hoxx + 2Hoxxxx + 80:(HoT - HSx ) 

+ 3(HJx )xx + 2(Hgx )x - 2(HJx )T - 2HoTHoxx = O. (6.99) 

Diese Gleichung enthält nur Ableitungen von Ho aufgrund der Translationsinvarianz 
in Z-Richtung. 

Erwartungsgemäß stimmt sie im Grenzfall 0: = 0 mit der Gleichung (4.1) in [25] 
für gerichtete Erstarrung (directional solidification (DS)) ohne Temperaturgradient 
überein (man beachte die unterschiedliche Definition von e). Im anderen Grenzfall 
0: = (1- A)/e » 1 findet man die KS-Gleichung (6.31) bis auf Terme der Ordnung 
(1 - A) wieder. Diese kleine Differenz beruht darauf, daß hier im Gegensatz zur 
direkten Ableitung der KS-Gleichung (s. voriger Abschnitt) A kein fester Parameter 
ist, sondern mittels A = 1 - O:e mit dem Entwicklungsparameter e verknüpft ist. 

Die KS-Gleichung (6.31) gilt exakt im Grenzfall e -+ 0 bei festgehaltener Un­
terkühlung A < 1, d.h. bei 0: -+ 00. Der Relaxationsparameter ). nimmt in diesem 
Limit den endlichen Wert). = ).krit = (1 - A)A2/(do(2 - A))2 an (6.20). Um den 
Übergang zum reinen Diffusionsmodell ohne Relaxationsterm studieren zu können, 
muß der Grenzübergang). -+ 0, bzw. A -+ 1 durchgeführt werden. Dabei wird aber 
der Gültigkeitsbereich der KS-Gleichung überschritten. 
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Die lokale Gleichung (6.99) wird wiederum im Grenzfall e -+ 0, I:::... -+ 1 bei beliebigem 
a exakt. Sie ist damit relevanter für die Beschreibung des reinen bzw. schwach 
gestörten Diffusionsmodells als die KS-Gleichung, da sich der Übergang A -+ 0 
innerhalb ihres Geltungsbereichs vollziehen läßt. Das erkennt man gut in Abb. 6.1a: 
Der Geltungsbereich der KS-Gleichung liegt über dem der erweiterten Gleichung 
(DS), also weiter entfernt von der Linie A = 0 und zieht sich für I:::... -+ 1 immer 
mehr zusammen. Die untere Grenze des Geltungsbereichs der KS-Gleichung nahe 
der Einheitsunterkühlung wird in der Abbildung durch die durchgezogene Kurve 
a = (1 - I:::...)/e = 1 dargestellt. Unterhalb dieser Kurve ist a < 1. 

Direkte numerische Simulationen der Modellgleichungen (6.1-6.3) lassen vermuten 
(s. Abschnitt 6.6.), daß sich der Gültigkeitsbereich der lokalen Beschreibung nicht 
unmittelbar an die kompakte Seetang-Phase in Abb. 6.1 anschließt. Es gibt wahr­
scheinlich eine Zwischenphase X, die einerseits nicht mehr lokal beschrieben werden 
kann, andererseits aber auch noch keine gekoppelten Doppelfinger - das Charak­
teristikum der CS-Phase - aufweist. 

Die KS-Gleichung (6.65) und die lokale Gleichung (6.99) stellen verschiedene asymp­
totische Entwicklungen der exakten nichtlokalen Bewegungsgleichung der Phasen­
grenze dar. Diese Näherungen besitzen unterschiedliche Gültigkeit sb ereiche , die sich 
aber bei e « 1, 1 - I:::... « 1, e « 1 - I:::... überlappen, so daß die Entwicklungen dort 
identisch werden. Gleichung (6.99) erweitert damit nahe der Einheitsunterkühlung 
die bisherige lokale Beschreibung (KS-Gleichung), die auf e/(l- 1:::...) « 1 beschränkt 
ist, auf beliebige Verhältnisse e/(l - 1:::...). 

6.5.3. Stationäre Lösungen 

Der erste Schritt zur Untersuchung der lokalen Gleichung (6.99) ist die Suche nach 
stationären Lösungen. Die stationäre Version lautet: 

d~ {YXX + (2 - v)y + y3 + 3yyx} + 4a(v - y2) = 0, y=Hx . (6.100) 

"Stationär" bedeutet hier, daß das Muster zeit unabhängig ist in einem bewegten 
Koordinatensystem der Geschwindigkeit 2 + v im Vergleich zur ebenen Front mit 
der dimensionslosen Geschwindigkeit 2. 

Im Grenzfall a = 0 kann die nichtlineare Gleichung (6.100), die einen modifizierten 
Duffing-Oszillator darstellt [41], mit Hilfe der Transformation z(X) = exp{H(X)} 
in eine lineare Gleichung überführt werden: 

d~ {zxxx: q2zX } + 4a {v _ (z;) 2} = 0, q2 = 2 - v. (6.101 ) 

Eine exakte periodische Lösung für a = 0 ist: 

H(X) = ho + In la cosqX + b sinqX + 11. (6.102) 
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Abbildung 6.1: Phasendiagramm im Raum der Unterkühlung .6. und der normierten 
Relaxationsstärke do';>'. a) Der kinetische Koeffizient ß ist Null; b) Dß / do = 0.2. Oberhalb 
der Linie e = 0 (obere dicke Linie) ist eine flache Interface absolut stabil und wird durch 
die KPZ-Gleichung (ohne Rauschterm) beschrieben. Die KS-Gleichung ist nur in einem 
engen Gebiet unterhalb der Kurve der absoluten Stabilität gültig bei e ~ 1 und e/(l -
.6.) ~ 1. Die genaue Form dieses Gebiets ist nicht genau bekannt. In der Abb. wird es 
schematisch mit Hilfe der Kurven e = 0.2 (gestrichelt) und e/(l-.6.) = 1 (durchgezogen) 
dargestellt. Bei hoher Unterkühlung existiert eine weitere lokale Gleichung (DS), die für 
beliebige Verhältnisse e / (1-.6.) gültig ist. Die Gültigkeitsbereiche der KS-Gleichung (links 
schraffiert) und der der DS-Gleichung (rechts schraffiert) überlappen sich in einem Bereich 
nahe .6. = 1. Bei kleinerer Relaxation schließt sich vermutlich ein Übergangs bereich an 
(X), der nicht mehr lokal beschrieben werden kann, aber noch keine stabile Doubonen 
enthält. Bei noch kleinerer Relaxation folgt die kompakte Seetang-Struktur (eS), deren 
Grundbausteine stabile Doublonen sind. 
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Bei bestimmten Parametern a und b treten unendlich tiefe Löcher im Höhenprofil 
auf, die sich asymptotisch verhalten wie ln(X) oder ln(X2), X -+ O. Diese Lösung 
weist bereits auf die Möglichkeit hin, daß die Dynamik der lokalen Gleichung (6.99) 
bei kleinem oder verschwindendem a zur Ausbildung logarithmischer Singularitäten 
führen kann. Die numerische Integration der dynamischen Gleichung (6.99) im nä­
chsten Abschnitt zeigt, daß dies tatsächlich der Fall ist. 

6.5.4. Simulation der lokalen Gleichung 

Die dynamische Gleichung (6.99) wurde mit Hilfe von Gear's impliziter Differenzen­
methode 5. Ordnung [77] integriert, wobei die Funktionaldeterminante mittels finiter 
Differenzen ausgewertet wurde. Dazu wurde die Routine DIVPAG aus der IMSL­
Softwarebibliothek verwendet. Für die Berechnung der räumlichen Ableitungen wur­
de zunächst eine Spektralmethode angewandt, da einfache finite Differenzenverfah­
ren bei höheren Ableitungen zu immer größeren Fehlern führen. Diese Methode 
besteht darin, eine diskrete Fouriertransformation des diskretisierten Höhenprofils 
vorzunehmen. Je nach der Ordnung der räumlichen Ableitung werden die Fourier­
koeffizienten dann mit der entsprechenden Potenz der Wellenzahl q multipliziert. 
Damit hat man die Fourierkoeffizienten der entsprechenden Ableitung und braucht 
nur noch in den Ortsraum zurückzutransformieren. Die Fourierkoeffizienten sollten 
dabei nicht imaginär werden, so daß die Anzahl N der Diskretisierungspunkte im­
mer ungerade sein muß. N sollte nur aus kleinen Primfaktoren bestehen, damit die 
Fouriertransformation schnell wird. 

Es zeigte sich allerdings, daß diese Spektralmethode bei a ~ 0.1 zu numerischen 
Instabilitäten führt. Daher wurde doch wieder auf das traditionelle Verfahren der 
finiten Differenzen zurückgegriffen. 

Da wir nur am grundlegenden Mechanismus der Ausbildung von Singularitäten in­
teressiert sind, beschränken wir uns der Einfachheit halber auf ein kleines System mit 
periodischen Randbedingungen. Die Periodizitätslänge wird so klein gewählt, daß 
nur eine Mode linear instabil ist. Damit wird ein großer Teil des instabilen, lang­
weiligen Spektrums abgeschnitten, was allerdings für unsere Zwecke nicht relevant 
ist. 

Startet man im K uramoto-Sivashinsky Grenzfall, d.h. bei großem a, so findet 
man eine stabile, gebundene stationäre Lösung bis zu einem kritischen Wert von 
a ~ 0.01-0.1. Der genaue Wert hängt von der Periodizitätslänge ab. Bei kleineren 
a bilden sich dann sehr schnell unendlich tiefe Löcher aus. Sobald sich diese Singula­
ritäten bilden, wird die lokale Gleichung ungültig, da jetzt alle bisher vernachlässig­
ten höheren Ableitungen und Nichtlinearitäten relevant werden. Trotzdem bedeutet 
das, daß die exakte nichtlokale Gleichung der Phasengrenze ein ähnliches Verhalten 
zeigen muß, denn sonst dürfte ihre lokale Näherung nicht schon bei so geringem 
Abstand von der Stabilitätsgrenze zusammenbrechen. Der exakte Schwellwert a!ef'it 

unterscheidet sich allerdings von dem der lokalen Gleichung. Diese Überlegung wird 
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durch die direkte numerische Simulation der Modellgleichungen (6.1-6.3) in einem 
der folgenden Abschnitte bestätigt. 

Das Muster erreicht nach einer anfänglichen Variation, ähnlich wie in Abb. 6.3, 
einen Plateauzustand, wo es nur noch sehr langsam wächst. Nach einer gewissen 
Zeit entsteht plötzlich eine Singularität. Die Zeit tD bevor das passiert, verhält 
sich wie tD f'V 1j(akf'it - a)'lt, q, ~ 0.5, wenn a etwas kleiner als akf'it ist. Die 
Singularität ist logarithmisch, was man leicht an GI. (6.99) ablesen kann. Das ist 
allerdings eine einfache Folge der Herleitung der lokalen Gleichung mittels einer 
Gradientenentwicklung. Das heißt, es existiert immer mehr als ein Term mit der 
höchsten Anzahl von X-Ableitungen. Diese können nur ausbalanciert werden, wenn 
an der Singularität H f'V In(X) gilt. 

Andererseits divergiert eine Gradientenentwicklung an einer Singularität, da Ablei­
tungen höherer Ordnung nicht mehr vernachlässigt werden dürfen. Folglich kann 
die lokale Gleichung nichts über die präzise Struktur der Singularität aussagen. Von 
der Theorie des Kanalwachstums [37] wissen wir aber, daß die Asymptotik in sol­
chen Kanälen logarithmisch ist. Das asymptotische Verhalten der lokalen Gleichung 
stimmt also zufälligerweise mit der Realität überein. Weitere Details dazu werden 
später diskutiert. 

Wählt man eine Anfangsbedingung mit einer Amplitude größer als eine bestimmte 
kritische Amplitude, bildet sich auch dann eine Singularität, wenn 0 etwas größer 
als 0kf'it ist. Die kritische Amplitude, oberhalb derer ein ungebundenes Wachstum 
erfolgt, wird allerdings immer größer, je mehr 0 von Oc abweicht. Damit handelt es 
sich hler um einen Nukleationsvorgang, bei dem die Rolle des kritischen Keims von 
einem "kritischen Loch" übernommen wird. 

Derselbe Effekt wurde auch bei der dynamischen Integration der umskalierten KS­
Gleichung beobachtet (6.74) 

1 2 2 ) HT = -Hxx - Hxxxx + 2Hx - eHxx + O(Hxxxxxx , (6.103) 

in der lineare Terme höherer Ordnung der Einfachheit halber weggelassen wurden. 
Für kleine Größenverhältnisse r = Lj(2V2rr) = 0.885 (L=Periodizitätslänge) und 
kleine e findet man die üblichen stabilen stationären Lösungen [26], die in den Buch­
ten stärker gekrümmt sind als an den Spitzen aufgrund der Nichtlinearität Hi (Abb. 
6.2a). Erhöht man allerdings den Abstand zur absoluten Stabilitätsgrenze e, so fin­
det man einen kritischen Wert ekf'it, oberhalb dessen sich Singularitäten formen, d.h. 
die Tiefe der Buchten rapide gegen Unendlich geht. 

6.5.5. Bildung von Singularitäten 

Die numerischen Simulationen der lokalen Gleichungen zeigten, daß der Versuch, sich 
im Phasendiagramm, Abb. 6.1, der Linie A = 0 zu nähern, bereits kurz unterhalb 
der absoluten Stabilitätskurve scheitert. Die Dynamik der lokalen Gleichungen führt 
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Abbildung 6.2: Stationäre periodische Lösungen der Kuramoto-Sivashinsky Gleichung 
HT = -Hxx - Hxxxx + Hf/2. a) normale, zelluläre Lösung; b) 2 Perioden der soge­
nannten seltsamen Lösung. Die Periodizitätslängen L beider Lösungen liegen im stabilen 
Wellenlängenband [69]. Daten: a) r = L/(2V2rr) = 0.88543, V = 1.55311; b) r = 2.98752, 
V = 0.8254. 

zur Bildung von tiefen Löchen, in denen die lokale Näherung versagt. Die kompakte 
Seetang-Morphologie, die bei .x;::::0 auftritt, ist aber gerade durch solche tiefe Kanäle, 
wie z.B. zwischen den Partnern eines Doublons, gekennzeichnet. Die Ausbildung 
eines Lochs kann daher die "Geburt" eines Doublons initüeren und soll daher genauer 
untersucht werden. 

6.5.5.1. Grundlegender Mechanismus 

Der grundlegende physikalische Mechanismus für die Bildung dieser Singularitäten 
in endlicher Zeit soll am Beispiel der modifizierten KS-Gleichung (6.103) erklärt 
werden: Angenommen, es liegt ein schwach gestörtes Anfangsprofil der Form H = 
a cos(qX) vor, wobei q im instabilen Band der Wellenzahlen liegt. Diese Mode wächst 
anHinglich exponentiell an aufgrund der linearen Instabilität. Mit anwachsender 
Amplitude wird die Nichtlinearität Hf aktiv und vergrößert die Flankensteilheit 
des Profiles, d.h. sie erzeugt höhere Moden wie cos(2qX), cos(3qX), die im linear 
stabilen Bereich liegen. Dies resultiert in einer größeren Änderung des Profiles in 
den Buchten als an den Spitzen, und der stabilisierende Term Hxxxx kompensiert 
den destabilisierenden Term Hxx in den Buchten mehr als an den Spitzen. Das 
führt zu einer Verschiebung des gesamten Musters, aber der Abstand zwischen dem 
höchsten und dem tiefsten Punkt erreicht einen konstanten Wert, d.h. das Muster 
wird stationär in einem bewegten Koordinatensystem. Ist aber die Amplitude die­
ses stationären Musters von der Ordnung l/g, so ist der Term Hxxxx nicht mehr 
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fähig, den nichtlinearen Beitrag -cHfx auszugleichen. Das bedeutet, daß die Tiefe 
der Buchten größer wird, wodurch die Nichtlinearität noch dominanter wird und so 
weiter. Schließlich erhält man für sehr tiefe Löcher aus (6.103) eine näherungsweise 
Entwicklungsgleichung für ihre Tiefe a: 

(6.104) 

mit der Lösung: 
a t _ a(O) 

( ) - 1 - cq4a( 0) t (6.105) 

Nimmt man an, daß a(O) von der Ordnung l/c ist und q von der Ordnung Eins, 
so ist die Zeit differenz zwischen dem Erreichen der kritischen Amplitude und der 
Bildung des unendlichen Lochs von der Ordung Eins. 

6.5.5.2. Approximative analytische Behandlung des Durchbrechens 

Für eine genauere Beschreibung dieses Durchbruchs kann man Gl.(6.103) in den 
Fourierraum unter Annahme einer symmetrischen Lösung transformieren. In den 
Simulationen der lokalen Gleichungen im vorhergehenden Abschnitt wurden nur Sy­
steme mit sehr kleiner lateraler Periodizitätslänge L verwendet, so daß nur eine 
Mode linear instabil war und höhere Moden nur auf grund der Nichtlinearität an­
geregt wurden. Daher sollte es hier vertretbar sein, alle höheren Moden als drei zu 
vernachlässigen: 

H(X, T) ~ al(T) cos qX + a2(T) cos 2qX + ag(T) cos 3qX , 
211" 

q - - (6.106) - L' 

Das vereinfacht das Problem zu drei gekoppelten Gleichungen für die Zeitentwick­
lung der Moden: 

dl alWl + ala2PO + a2agPl 
d2 - a2W2 + alagP2 - a~Pg 
dg - agWg - ala2P4 

Po - q2(1 - 4cq2) 

Pl - 3q2(1 - 12cq2) 
3 

P2 - _q2(1 - 6cq2) 
2 
1 

Pg - 4q2 (1 + 2cq2) 

P4 - q2(1 + 4cq2) 

(6.107) 

(6.108) 
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Durch Nullsetzen der Zeitableitungen erhält man neben der trivialen ebenen Lösung 
ai = 0 die stationäre Lösung: 

a3 - (6.109) 

mit 

(6.110) 

Solange die Größe Q unter der Wurzel positiv ist, existieren zwei nicht triviale stati­
onäre Lösungen. Die Integration der dynamischen Gleichung (6.103) (schnellster 
Weg der Stabilitätsuntersuchung!) zeigte, daß nur die Lösung mit der größeren 
Amplitude stabil ist. Dies bestätigte sich beim Untersuchen der Eigenwerte der 
Stabilitätsmatrix, die man durch Linearisieren um den stationären Zustand erhält. 

Geht Q gegen Null, verschmelzen beide Lösungen zu einer, und ein Eigenwert nähert 
sich Null. Bei Q = 0 existiert also ein marginal stabiler Zustand. Die Existenz ei­
nes Nulleigenwerts bedeutet hier, daß die zweite Zeitableitung der drei Amplituden 
auch Null ist. Die Amplituden dieses Zustands (Q = 0) werden als kritische Am­
plituden und der dazugehörige Wert für e als C1erit bezeichnet. Wird Q kleiner Null, 
existiert zwar kein stationärer Zustand mehr, aber weiterhin ein Wendepunkt, d.h. 
ein Zustand in der Nähe der kritischen Amplitude mit verschwindender zweiter Zeit­
ableitung. 

Liegt c etwas über dem kritischen Wert c1erit, scheint die Amplitude des Musters zur 
Zeit ts scheinbar einen stationären Zustand zu erreichen, Abb. 6.3. Es bildet sich 
ein flaches Plateau, das durch ein sehr langsames, konstantes Weiterwachsen der 
Amplitude gekennzeichnet ist. Zur Zeit tD geht die Amplitude dann abrupt gegen 
Unendlich. In der Mitte dieses Plateaus, zur Zeit tM, liegt der Wendepunkt für die 
Amplitudenentwicklung, d.h. cPaddt2 = 0 (6.107). Die Amplituden unterscheiden 
sich zu diesem Zeitpunkt nur geringfügig von den kritischen Amplituden, die zu 
c = C1erit gehören. Entwickeln von (6.107) nach einer kleinen Zeit differenz flt um 
diesen Punkt liefert: 

(6.111) 

Die Existenz dieses Wendepunkts erklärt das langsame konstante Wachstum nach 
der anfanglichen Sättigung. Die Sättigung zur Zeit ts und die Bildung der Singu­
larität bei t = tD entspricht in diesem Bild dem Fall, daß in GI. (6.111) der qua­
dratische Term in flt die gleiche Größenordnung erreicht wie der konstante Term. 
Daraus kann flt bestimmt werden: 

flt = (tD - ts)/2 ~ /1: I· (6.112) 
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Abbildung 6.3: Zeitliches Verhalten der Grundmode al einer kleinen Störung in der modi­
fizierten Kuramoto-Sivashinsky Gleichung nach GI. (6.107) für el = 0.2438 und e2 = 0.244, 
die etwas oberhalb des kritischen Werts ekrit = 0.24375 liegen, und deshalb eine Singula­
rität in endlicher Zeit entwickeln. Die Länge des Plateaus verhält sich wie (e - ekrit)-1/2. 

Die gestrichelte Linie zeigt das zeitliche Verhalten bei e = 0.24372 < ekrit, so daß keine 
Divergenz auftritt. r = L/(207r) = 0.8854. 

Weiterhin kann gezeigt werden, daß 

&e = e - ekrit « 1 . (6.113) 

Die Länge des Plateaus tD - ts ist damit proportional zu 1/.v&, was durch dy­
namische Simulationen von GI. (6.103) bestätigt wurde. Für Zeiten größer als die 
Durchbruchszeit tD wird die Amplitude durch die genäherten Gleichungen (6.104, 
6.105) beschrieben. Die Bedingung Q = 0 gibt den Schwellwert ekrit: 

ekrit = 4q2(/- 3b) (1 + b - 2v'b(1 + b)) , b = -~Wl. (6.114) 

(Dieser Ausdruck bleibt endlich bei b = ~.) 
Aus dieser Formel folgt ekrit = 0.24375 und der dazugehörige Spitze-Spitze Abstand 
der stationären Struktur ist UIIII,krit = 2(al,krit + a3,krit) = 13.0 für ein System mit 
der Periodizität L = 7.8677. Das liegt sehr nahe an den Werten ekrit = 0.22918 
und UsB,krit = 11.30, die durch Simulationen der modifizierten KS-Gleichung (6.103) 
erhalten wurden. Die Abweichung erhöht sich natürlich in größeren Systemen, da 
die lineare Dämpfung der zweiten und dritten Mode dann geringer ist. Zum Beispiel 
erhält man nach GI. (6.114) ekrit = 0.37 bei L = 10.54, während die dynamische 
Simulation 0.2955 < ekrit < 0.296 liefert. 
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Zusammengefaßt beruht die Bildung der Singularitäten auf der Nichtexistenz einer 
gekrümmten stationären Lösung (zumindest in dieser Näherung, die höhere Moden 
als drei vernachlässigt). Die stationäre ebene Interface beginnt sich zu verformen, 
da sie linear instabil ist. Diese Verformung kann aber bei e > ek,.it nicht mehr 
nichtlinear auf eine stationäre Lösung begrenzt werden. Stattdessen bildet sich eine 
Singularität aus. Den kritischen Wert ekf'it und die kritischen Amplituden erhält man 
aus GI. (6.114) mit einem Fehler kleiner als 25% verglichen mit direkten numerischen 
Simulationen von GI. (6.103). 

6.6. Numerische Simulation 

Die numerische Methode für die dynamische Simulation des Diffusions-Relaxations 
Modells (6.1-6.3) unterscheidet sich von der des Standard-Modells (s. Abschnitt 
3.2.) nur durch die Erweiterung der diskretisierten Diffusionsgleichung um den Re­
laxationsterm: 

u~tl u~. 
~,3 ~,3 

+ ~~t (ui+1,j + Ui_l,j + Ui,3+1 + Ui,j-l - 4ui,j) - D ßt .Aui,; .(6.115) 

mit dem kleinen Zeitschritt ßt < (ßx)2j(4D) und der Gitterkonstanten ßx des Dif­
fusionsgitters. Zur Untersuchung des Übergangs zwischen der Seetang-Struktur und 
dem durch die Kuramoto-Sivashinsky Gleichung beschriebenen chaotischen Ver­
haltens [26] wurde ein isotropes stationäres Doublon bei ß = 0.7 aus früheren 
Simulationen ohne Relaxationsterm (s. Abb. 4.4) als Anfangsbedingung verwen­
det und die Relaxation .A i- 0 eingeschaltet. Die dimensionslose Relaxationsstärke 
A = do JX diente als Maß für die Stärke der Störung. Nach Erreichen des stationären 
Zustands wurde .A bei konstanter Unterkühlung ß weiter erhöht. Die Anisotropie 
blieb weiterhin Null. Außer einer Erhöhung der stationären Wachstumsgeschwindig­
keit und einer Verringerung des Fingerabstands (siehe Abb. 6.4 und Tabelle 6.1) 
überlebte die Doublon-Struktur diese Störung bis hin zu sehr großem A ~ 0.15 
knapp unterhalb der absoluten Stabilität. Natürlich hat das Loch zwischen den bei­
den Fingern auf grund der Verletzung der Energieerhaltung keine unendliche Tiefe 
mehr. Der Relaxationsterm ermöglicht ein langsames Zuwachsen des Lochs weit un­
terhalb der Fingerspitzen. Dieses Zuwachsen kann in adiabatischer Näherung einfach 
berechnet werden (siehe Anhang). Bei einem Wert von A zwischen 0.1 und 0.2 tritt 
ein Übergang zwischen einem Loch mit einem unendlichen Anstieg hre (Abb. 6.5a) 
und einem mit endlichem Anstieg (Abb. 6.5b) auf. Bei A;(:0.2 kann die Struktur 
nicht mehr als Doublon bezeichnet werden, da der Krümmungsradius R der Spit­
zen sehr groß wird und nicht mehr auf einen endlichen Wert konvergiert. Weiterhin 
wuchs das Loch innerhalb des Doublons fast vollständig zu. 
Im Rahmen des bisherigen numerischen Verfahrens ist allerdings ein solches Zuwach­
sen von Kanälen, wie es bei einer Struktur mit unendlich tiefem Loch als Anfangsbe-
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Abbildung 6.4: Geschwindigkeit a) und Abstand der Fingerspitzen b) eines isotropen 
Doublons bei 1l. = 0.7 als Funktion der Relaxationsstärke A = do.J)... Die gestrichelte 
Linie in a) stellt die Geschwindigkeit einer ebellen Interface dar. Oberhalb von A = 0.1 
konnten keine Doublonen mehr identifiziert werden. 

doV'X do Vdo/D R/do X/do 
0.0 0.4345 0.0198 47.73 132.43 

0.005 0.4345 0.02577 43.03 99.73 

0.015 0.869 0.04345 31.07 70.25 

0.05 2.0 0.093 22.25 39.84 

0.1 3.85 0.156 23.34 ~29 

0.2 5.0 0.2735 - -
0.27 6.5 0.3523 - -

Tabelle 6.1: Ergebnisse der dynamischen isotropen Simulationen mit Relaxationsterm A 
bei 1l. = 0.7 auf 4 Gittern. do.J)..: dimensionslose Relaxationsstärke, da: Kapillaritätslänge, 
V: Geschwindigkeit des höchsten Punkts der Struktur, R: Tip-Radius der asymmetrischen 
Finger, X: Abstand der Fingerspitzen eines Doublons. 

dingung vorkommt, nicht vorgesehen. Stattdessen wird die Geschwindigkeit auf Null 
gesetzt, wenn zwei Kanalwände zu nah (ca. 2.9 GE=Gittereinheiten) aufeinander 
zugewachsen sind (s. Abschnitt 3.2). Dieser Fall kam in den durchgeführten Simu­
lationen nur selten vor, so daß das Problem "von Hand" gelöst wurde: Der Kanal 
wurde in der Nähe der Engstelle abgeschnitten und neue Interfacepunkte eingepaßt, 
die auf einer Parabel lagen. Somit hat man einen Kanal endlicher Länge geschaffen, 
dessen Breite größer ist als die kritische von ca. 2.9GE. Er kann sich dadurch wieder 
frei bewegen, d.h. weiter zuwachsen oder sich wieder verlängern. In Abb. 6.5a sieht 
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Abbildung 6.5: Isotrope Simulationen mit starker Relaxation A = do...[).. bei .6. = 0.7. 
Anfangsbedingung war das stabile Doublon bei .6. = 0.7, e = 0, A = 0 aus Abb. 4.4. Zum 
Zeitpunkt T = 0 wurden die unendlich tiefen Kanäle von Hand abgeschnitten (gestrichelte 
Linie). Bei A = 0.1 (a) hat sich der Kanal bis zur Zeit To wieder verlängert, während er 
bei A = 0.27 (b) weiter zuwuchs (durchgezogene Linie). Parameter: a) A = 0.1, do = 3.85, 
lD = 2D Iv = 49.38, To = 4200; b) A = 0.27, do = 6.5, lD = 36.9, To = 5033. 
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man das Resultat eines solchen Schnitts unmittelbar nach dem Eingriff bei A = 0.1 
(gestrichelte Linie) und zu einem späteren Zeitpunkt (durchgehend). In diesem Fall 
hat sich der Kanal wieder verlängert, wobei in. seinem Inneren eine Stelle unendli­
chen Anstiegs des Höhenprofils entstand. Bei A = 0.27 (Abb. 6.5b) wuchs der Kanal 
nach dem Abschneiden weiter zu, und die erste Ableitung des Höhenprofils innerhalb 
des Lochs blieb endlich. 

Das Doublon bei A = 0.1 (Abb. 6.5a) hat eine schräge Flanke mit einem Win­
kel cp = 30 ± 1.5° zur Wachstumsrichtung. Dieser Winkel ist in Übereinstimmung 
mit der Theorie für dreieckige Dendriten bzw. Doublonen (s. Abschnitt 6.7.2, Seite 
112): Vst cos cp = Veben, wobei Vst die Geschwindigkeit einer stationären Struktur, 
hier des Doublons, und Veben die Geschwindigkeit einer ebenen Front darstellt. Mit 
Vst(A = O.l)do/D = 0.156 aus Tab. 6.1 und Vebendo/D = 0.1278 (GI. 6.5) folgt ein 
theoretischer Winkel von CPtheo = 35 ± 5°. Die Existenz von Dreiecksdoublonen wurde 
damit numerisch bestätigt. 

Dem Wert A = 0.27 entspricht ein kleiner Abstand c zur absoluten Stabilität von 
c = 0.0845, so daß die Bedingung c « 1 - ß = 0.3 für die Gültigkeit der KS­
Gleichung erfüllt schien. 

Um das zu überprüfen und um die erwartete langwellige Dynamik der KS-Gleichung 
zu erfassen, wurde ein größeres System auf nur einem Gitter mit periodischen 
Randbedingungen der Periodizitätslänge L simuliert. Die Anfangsbedingung war 
eine schwach gestörte flache Grenzfläche, der sieben Wellen aufgeprägt waren. Die 
Wellenlänge A = L/7 wurde mit Hilfe der KS-Gleichung (6.65) so gewählt, daß sie 
im stabilen Bereich für zelluläre Lösungen lag [69] mit einem Größenverhältnis von 
r = A/ (2V27r) = 0.885. 

Die Zeitentwicklung verlief dann wie folgt: Die Amplitude der Störung konvergierte 
sehr schnell (auf der Zeitskala der KS-Gleichung) zu einem Zustand, der stationär 
schien, da sich die Amplitude nur extrem langsam vergrößerte. Zu einem späteren 
Zeitpunkt kam es allerdings zu einer sprungfdrmigen Ausbildung von tiefen Löchern 
in einigen, aber nicht allen Buchten der Grenzfläche, Abb. 6.6, 6.7. Da die stabi­
len Buchten fast dieselbe Form hatten wie jene, die tiefe Löcher entwickelten, kann 
man folgern, daß sich das System in der Nähe eines diskontinuierlichen Übergangs 
zwischen einem gebundenen Zustand und einem mit Löchern befindet. Der erste 
Zustand entspricht der KS-Gleichung und ist metastabil, d.h. in einigen Buchten 
treiben die numerischen Fluktuationen durch Zufall das Muster über die kritische 
Amplitude. Diese Lochbildung kann bei hinreichend großem Abstand zur Stabi­
litätsgrenze als die "Geburt" eines Doppelfingers interpretiert werden, so daß ein 
Übergang zur kompakten Seetang-Morphologie erfolgt. 

Es ist allerdings sehr wahrscheinlich, daß die "chaotische" Phase (wird durch KS­
Gleichung beschrieben) und die Seetang-Phase im Phasendiagramm Abb. 6.1 nicht 
direkt aneinanderstoßen, sondern daß eine unbekannte Phase X dazwischen liegt. 
Diese Phase ist nicht mehr lokal beschreibbar, da sie tiefe Löcher enthält. Anderer­
seits ist die effektive Unterkühlung in ihr so hoch, daß noch keine stabilen Doublonen 
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Abbildung 6.6: Simulation der Modellgleichungen (6.1-6.3) auf einem Gitter mit pe­
riodischen Randbedingungen sehr nahe der absoluten Stabilität c = 0.0845. Nach der 
Initialisierung einer kleinen kosinusförmigen Störung mit 7 Perioden scheint die Ampli­
tude des Musters auf einen konstanten Wert zu konvergieren (obere Kurve, T = 0). Zu 
einem späteren Zeitpunkt To haben sich bereits in einigen Buchten der Interface schlag­
artig sehr tiefe Löcher von der Ordnung der Diffusionslänge gebildet. Daten: ß. = 0.7, 

do = 6, A = do-v'X = 0.27, To = 2816, ID = 34, r = 0.885. 

existieren. Die numerischen Simulationen bei f:l. = 0.7 (s. Abb. 6.5b) unterstützen 
diese Vermutung, da bei A = do0 = 0.2 und A = 0.27 keine Doublonen mehr 
identifiziert werden konnten, es aber zur Bildung von Singularitäten kommt. 

Der gebundene metastabile Zustand in Abb. 6.6 gehört aber vermutlich zu einer 
bereits stark modifizierten KS-Gleichung, denn im Gegensatz zu dieser ist die 
Krümmung an den Spitzen des Profiles stärker als in den Buchten. Die Löcher 
sind (siehe Abb. 6.5) wegen der Nichterhaltung der Energie nicht unendlich tief. 
Die Begrenzung der Tiefe kann innerhalb der lokalen Näherung nicht erfaßt wer­
den, da die Tiefe von der Ordnung der Diffusionslänge ist und nichtlokale Effekte 
entscheidende Bedeutung erlangen. 

In der direkten Simulation bei f:l. = 0.7 und A = 0.27 traten Singularitäten auf, 
obwohl die Größen e = 0.0845 und 0 = (1 - f:l.)/c = 3.55 weit entfernt von den 
berechneten Stabilitätsgrenzen, ekrit :::::: 0.3, Okrit :::; 0.1, der lokalen Gleichungen 
lagen. 

Zur Diskussion dieser Diskrepanz erinnern wir uns, daß bei der Ableitung der lokalen 
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Abbildung 6.7: Zeitentwicklung der Amplitude einer Störung in einer Simulation mit 
periodischen Randbedingungen ähnlich wie in Abb. 6.6, aber jetzt auf 4 Gittern und 
mit vergrößerter Kapillaritätslänge. Nach der Initialisierung einer kleinen kosinusförmigen 
Störung mit einer Periode scheint die Amplitude auf einen konstanten Wert zu konver­
gieren. Die KS-Gleichung sagt allerdings eine Konvergenz auf der Zeitskala Ib/(De2) = 
0(106) voraus, so daß die anfängliche schnelle Konvergenz als eine numerische Relaxation 
interpretiert werden muß, da das initialisierte Diffusionsfeld nicht genau der Start-Interface 
entsprach. Zu einem späteren Zeitpunkt kommt es zu einer sprungartigen Ausbildung eines 
tiefen Loches, wobei hier nur der Zeitpunkt des Starts der Singularitätenbildung gezeigt 
wird. Sowohl dieser Zeitpunkt als auch die Schnelligkeit dieses Vorgangs können nicht 
mit den Zeitskalen der lokalen Näherungen T '" 104-106 erklärt werden. Daten: f:l. = 0.7, 
da = 7.4631, A = dov0.. = 0.27, Iv = 42.3, r = 0.885. 

Gleichungen eine langsame und langweIlige Dynamik vorausgesetzt wurde aufgrund 
der Nähe zur absoluten Stabilität. Die lokale Beschreibung kann damit nichts über 
das Verhalten sehr kurzweIliger Störungen aussagen, die im realen System natürlich 
vorhanden sind. Wenn die Wellenzahl der Störung q groß gegen Eins ist, so werden 
Terme umso relevanter, je mehr räumliche Ableitungen sie enthalten. Diese wurden 
aber gerade vernachlässigt. 

Die Ergebnisse der direkten Simulation führen daher zu der Annahme, daß der 
Schwellwert ek,.it für kurzweIlige Störungen, die zur Lochbildung führen, erheblich 
geringer liegt, als der aus den lokalen Gleichungen berechnete. Dafür spricht auch die 
sehr schnelle, fast sprungartige Dynamik der Entwicklung der Löcher, Ab b. 6.7, die 
sich mit den Zeitskalen der lokalen Näherung nicht erklären läßt. Diese gefährlichen 
kurzweIligen Moden können auch durch die Dynamik des Wachstums aufgrund der 
starken Nichtlinearität der Bewegungsgleichung selbst erzeugt werden. 

Man kann annehmen, daß die Destabilisierung durch andere Nichtlinearitäten der 
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Bewegungsgleichung höher als H}x verursacht wird, z.B. durch Hxx Hxxxx , Hfx 
oder H}xxx. Ein versuchsweises Hinzufügen dieser Terme mit dem richtigen Vor­
zeichen zur KS-Gleichung führt auf eine rapide Verringerung des Schwellwerts ekrit. 

Zusammenfassend kann man sagen, daß die gebundenen Lösungen der lokalen Glei­
chungen (6.65, 6.99) bereits relativ nahe der absoluten Stabilität instabil gegen 
Störungen endlicher Größe sind, die zu einer sehr schnellen Entwicklung tiefer Löcher 
führen. Der Mechanismus zur Bildung dieser Singularitäten ähnelt sehr dem einer 
modifizierten KS-Gleichung mit einer H}x Nichtlinearität. Diese Möglichkeit konn­
te aber durch Vergleich mit direkten dynamischen Simulationen der Modellgleichun­
gen (6.1-6.3) ausgeschlossen werden. In der Bewegungsgleichung der Phasengrenze 
werden Nichtlinearitäten der Form H(2n) * H(2m) * ... vermutet, die in den Buchten 
einer gekrümmten, gebundenen Phasengrenze wirken und den kritischen Abstand 
ekrit zur Stabilitätsgrenze zu einem sehr kleinen Wert (wesentlich kleiner als 0.08 
bei 1:::.. = 0.7) verschieben. 

Das Diffusions-Relaxations Modell gibt damit eine semi-quantitative Erklärung für 
die Bildung der tiefen Kanäle, die in der kompakten Seetang-Morphologie auftreten 
und verbindet außerdem verschiedene isolierte Untersuchungen des Grenzflächen­
wachstums. 

6.7. Das Boundary-Layer Modell 

In diesem Abschnitt sollen Geschwindigkeit und Form von Dendriten innerhalb des 
Diffusions-Relaxations Modell (6.1-6.3) berechnet werden, wobei uns hauptsächlich 
der Bereich hoher Unterkühlungen 1:::.. -+ 1 interessiert. Das Boundary-Layer Modell 
[35] liefert in diesem Grenzfall exakte Ergebnisse für die Selektion von Dendriten 
innerhalb des Standardmodells (d.h. bei ;\ = 0) [37]. Die Berechnungen werden des­
halb nicht auf der Grundlage der nichtlokalen Bewegungsgleichung (s. Abschnitt 
2.3.) durchgeführt, sondern erfolgen in der Boundary-Layer Näherung, was die Ar­
beit wesentlich vereinfacht. 

Diese Untersuchungen des dendritischen Wachstums erlauben Analogieschlüsse für 
das Verhalten der anderen stationären Wachstumsmode-des Doublons. 

6.7.1. Grundlagen 

Die Entwicklung der fest-flüssig Phasengrenze des Stefan-Problems, GI. (6.1-6.3), 
wird durch nichtlokale und retardierte Wechselwirkungen bestimmt, die durch das 
Diffusionsfeld vermittelt werden. Denn die Bewegung eines Punktes der Interface 
folgt aus dem Diffusionsfeld nahe dieses Punktes. Dieses Feld enthält aber die laten­
te Wärme, die in der Vergangenheit von räumlich benachbarten Interfacepunkten 
abgegeben wurde. Diese Punkte können durch beliebig lange Kurvenstücke vonein­
ander getrennt sein, wie es zum Beispiel bei einer tiefen Einbuchtung der Fall ist. 
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Parametrisiert man also die Interface mit der Bogenlänge, so hat man ein eindi­
mensionales Problem, in dem sehr weit entfernt liegende Punkte in einer starken, 
retardierten Wechselwirkung stehen können. 

Die Bewegungsgleichung der Phasengrenze, GI. (2.27), ist damit eine nichtlinea­
re Integro-Differentialgleichung, deren mathematische Behandlung im allgemeinen 
sehr schwierig ist. Es ist daher sehr nützlich, dieses realistische, nichtlokale Modell 
auf eine lokale Beschreibung zu reduzieren, ohne seine essentiellen Merkmale zu 
verlieren. 

Die Idee dazu basiert auf einigen der frühesten Versuche zum Lösen von Erstar­
rungsproblemen [52] und wurde erstmalig von Ben-Jacob ei al [35] formuliert. Die 
latente Wärme, die beim Voranschreiten der Phasengrenze in die Schmelze frei wird, 
führt zum Aufbau einer thermischen Randschicht vor der Interface, in der die Tem­
peratur von der Schmelztemperatur auf die Temperatur der unterkühlten Schmelze 
abfallt. Die Bewegung der Interface wird dann dadurch bestimmt, wie schnell die 
neu erzeugte latente Wärme, die in diese Randschicht eingeht, in der Schmelze weg­
diffundieren kann. Wenn die Dicke dieser Randschicht, d.h. die Diffusionslänge, sehr 
klein gegen den Krümmungsradius der Interface ist, sollte eine lokale Beschreibung 
der Erstarrung sinnvoll sein. Denn die Diffusionslänge beschreibt die Reichweite 
der nicht lokalen Wechselwirkung. Wie sich zeigt, liefert das Boundary-Layer Modell 
(BLM) exzellente Ergebnisse in diesem Grenzfall [53], ist aber auch im umgekehrten 
Fall näher zur Realität als erwartet. 

Zentraler Gedanke des BLM ist es, anstatt die Diffusionsgleichung zu lösen, je­
dem Interfacepunkt den Wärmeinhalt seiner lokalen Randschicht zuzuordnen und 
eine Bilanzgleichung für diesen aufzustellen, aus der dann die lokale Wachstumsge­
schwindigkeit folgt. Dazu definieren wir den Wärmeinhalt H pro Interfaceelement 
1)..8 

H = 10
00 

udz = ausl, (6.116) 

wobei die Integration in Normalenrichtung der Interface erfolgt. 1 ist die effektive 
Dicke der Randschicht, a ist eine Konstante der Ordnung Eins, die für ein exponen­
tiell abfallendes Profil exakt Eins wird, so daß wir im folgenden a = 1 setzen. Us ist 
der Wert des Feldes an der Phasengrenze, der durch die Gibbs-Thomson Gleichung 
gegeben ist: 

Us = I).. - do(l - e cos (40)) K - ßvn • (6.117) 

Nach der Definition der Schichtdicke 1, siehe Abb. (6.8), folgt aus der Kontinuitäts­
gleichung (6.3) 

-- I Dus Du~ 
Vn = -DVu· n = -- = --

Intel' 1 H (6.118) 

Für den Wärmeinhalt H· 1)..8 der Randschicht vor dem Interfaceelement I)..S können 
wir nun die Bilanzgleichung aufstellen. Die gesamte freiwerdende latente Wärme pro 
Zeiteinheit ist (1)..8) Vn , wovon aber der Anteil (1)..8) Vn Us verbraucht wird, um die 
unterkühlte Schmelze auf Schmelztemperatur aufzuheizen. Als Quellterm für die 
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fest flüssig x 

Abbildung 6.8: Temperaturprofil in Nor­
malenrichtung x mit dem Randwert Uso 
l stellt die Schichtdicke des Boundary­
Layer Modells dar. 

Randschicht bleibt somit (ßS) Vn (1- us) übrig. Weiterhin kann die Wärme parallel 
zur Interface wegdiffundieren. Der über die Randschicht aufintegrierte Wärmestrom 
lautet J = -DI V s us, was zum Diffusionsterm (ßS)V sJ führt. Für den Fall ~l « 1 
erhalten wir die Gleichung 

d I> -9 H ... dt (H ßS) ",,(ßS) vn (l - us) + (ßS)DV s . -V s Us - (ßS)DAH 
n Us 

(6.119) 

Der letzte Term beschreibt dabei den Wärmeverlust aufgrund nichtidealer Isolation 
des Systems in der dritten Dimension. Mit Hilfe von 

(6.120) 

kann der Faktor ßS eliminiert werden. Die Bewegungsgleichung für H lautet dann 

d 1 -- -9 dt (H) n = vn (l - Us - H~) + DV s' HV s(ln us) - DAH (6.121) 

Zusammen mit der Gibbs-Thomson Gleichung (6.117) für Us und der Beziehung für 
Vn (6.118) ist damit das Boundary-Layer Modell vollständig definiert. 

6.7.2. Selektion von Dendriten nahe Einheitsunterkühlung 

Wir interessieren uns für nadelformige stationäre Lösungen des Boundary-Layer 
Modells in zwei Dimensionen. In diesem Fall besteht eine eineindeutige Zuordnung 
zwischen der Bogenlänge S und dem WinkeIE> der Normalen zur Achse des Kristalls, 
so daß wir E> als unabhängige Variable verwenden und Ableitungen mittels 

(6.122) 
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umschreiben. Die Stationarität des Kristalls fordert 

Vn = Vocos 0, (6.123) 

und daß die Randschicht in einem mit der Geschwindigkeit Vo bewegten System 
invariant ist 

d I -H =0. 
dt 0=const 

(6.124) 

Zwischen der Normalenableitung und der Ableitung bei konstantem Winkel besteht 
der Zusammenhang 

d 81 8vn 8 
dt n = 8t 0 -", 80 80 (6.125) 

Unter Verwendung von (6.122-6.125) folgt aus GI. (6.121) die stationäre Version des 
Boundary-Layer Modells: 

D",u~ dus D2
", d { Us'" dUs} D2U~ vocos0(1-us)- -2usD",tan0-+-- ---- -A = 0 

cos 0 2 d0 Vo d0 cos 0 d0 Vo cos 0 
( 6.126) 

mit Us = ß - do",(l - e cos (40)) - ßvo cos 0 und cos (40)) = 1 - 8 cos 0 2 sin2 0. 
Die Form und die Geschwindigkeit der Nadelkristalle wird durch diese nichtlineare 
Differentialgleichung 2. Ordnung für die Krümmung vollständig beschrieben. Das 
stellt eine erhebliche Vereinfachung der exakten Entwicklungsgleichung (2.29) dar. 

In dieser Gleichung läßt sich wiederum die singuläre Störung durch die Kapilla­
ritätslänge do erkennen, denn do multipliziert die zweite und damit die höchste 
Ableitung der Gleichung. In diesem Fall erwarten wir, daß GI. (6.126) nur für einen 
diskreten Satz von Geschwindigkeiten eine nadelf6rmige Lösung besitzt. 

Bei ß ~ 1 ist auch Us ~ 1 und wir können zunächst die Ableitungen in (6.126) 
vernachlässigen, um die Form des Kristalls zu berechnen. Die Ableitungsterme sind 
nur für die Geschwindigkeitsselektion von Bedeutung. Man erhält dann 

", _ Vo cos 0 3 (1 - ß + ßvo cos 0) / D - AD cos 0/ Vo (6.127) 
- 1 - l1~Q (1 - e cos (40)) cos 0 3 

Im Ivantsovlimes, d.h. bei verschwindender Kapillaritätslänge do = 0 sowie A = 0 
und ß = 0 ergibt sich 

Vo 3 ", = D cos 0 (1 - ß). (6.128) 

Das ist die Gleichung einer Parabel mit der Pecletzahl 

1 
p = voR/(2D) = vo/(2D",(0)) = 2(1 _ ß) . (6.129) 

Dies stimmt im Limes ß -+ 1 genau mit der Lösung des vollen Modells, d.h. mit 
der Ivantsovbeziehung (2.20) überein. Ohne Verlustterm A = 0 hat die Krümmung 
eine Nul1stelle bei 

ß-1 
vocos00 =--

ß 
(6.130) 

111 



KAPITEL 6. DAS DIFFUSIONS-RELAXATIONS MODELL 

Dies entspricht einer im Winkel 0 0 zur Dendritenachse wachsenden planaren Front. 
Diese Krista1Iform wurde von Brener et al [37] als dreieckiger Dendrit bezeichnet, 
da die Spitze wie bei einem Dendriten parabolisch ist, aber die Gesamtform drei­
eckig ist. Sobald in diesem System eine stationäre ebene Lösung existiert, kann die 
Asymptotik des Kristalls nicht mehr parabolisch sein, sondern dreieckig, wobei der 
Winkel durch das Verhältnis der Dendritengeschwindigkeit zur Geschwindigkeit der 
planaren Front bestimmt wird. Bei nichtverschwindendem Verlustterm A =j:. 0 und 
kinetischen Koeffizienten ß =J. 0 existiert für alle Unterkühlungen eine stationäre 
Front. Folglich sind die Dendriten immer dreieckig, was durch GI. (6.127) bestätigt 
wird. Der Einfachheit halber betrachten wir (6.127) für ß = 0 und finden, daß die 
Krümmung bei 

Vo cos 0 0 = D j A 
1 - il. 

(6.131) 

verschwindet, was wiederum der Geschwindigkeit einer schrägen planaren Front ent­
spricht (6.5). 

Diese Überlegungen gelten nicht nur für Dendriten, sondern können auch auf andere 
stationäre Strukturen, wie Doublonen, verallgemeinert werden. In GI. 6.131 ist Vo 

einfach durch die Wachstumsgeschwindigkeit der jeweiligen Struktur zu ersetzen. 
Insbesondere konnte die Existenz von dreieckigen Doublonen und die Gültigkeit die­
ser generalisierten Gleichung mit Hilfe dynamischer Simulationen bestätigt werden, 
Abb. 6.5b, s. Abschnitt 6.6). 

Gleichung (6.127) liefert zwar die Form des Dendriten, aber für die Geschwindig­
keitsselektion müssen die differentiellen Terme in (6.126) mit berücksichtigt werden, 
die eine singuläre Störung in diesem Problem darstellen. Wir folgen hier der kom­
paktesten Analyse der Geschwindigkeitsselektion2 von Brener und Mel'nikov [37], 
die auf der analytischen Fortsetzung von GI. (6.126) in die komplexe Ebene und der 
Untersuchung der Gleichung in der Nähe singulärer Punkte beruht. 

Bei kleiner Anisotropie c sind singuläre Terme von Bedeutung, wenn (l-ccos (40)) 
beginnt, signifikant von Eins abzuweichen, d.h. wenn c cos (40) von der Ordnung 
Eins wird. Das ist in der Nähe des singulären Punktes tan 0 ~ i der Fall. Dort 
wird I cos 01 sehr groß und bisher vernachlässigte differentielle Terme beginnen eine 
entscheidende Rolle zu spielen. Im Grenzfall 11- il.1 « 1, ßD/do « 1 und Ad5 « 1 
kann jedoch der vorletzte, komplizierte Term in GI. (6.126) in der Nähe des sin­
gulären Punkts vernachlässigt werden. Dies wird durch die folgenden Rechnungen 
gerechtfertigt werden. 

Zur Untersuchung der Gleichung in der Nähe des singulären Punkts tan 0 ~ i 
blähen wir zunächst das Gebiet in unmittelbarer Nähe dieses Punktes mittels einer 

2In einer früheren Arbeit von Langer und Hong [53] wurde die Geschwindigkeit des Dendriten 
flir denselben Grenzfall ~ --t 1 aber ohne Kinetik und Relaxation mittels einer WKB-Analyse 
abgeleitet. 
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Variablentransformation auf: 

(6.132) 

Die Skalierung mit gl/2 folgt aus der Forderung g cos (40) rv 1. In der neuen Varia­
blen r gilt dann für rg1/ 2 « 1 

cos0 
1 

rv 

V2rg1/ 2 

sin0 
~ 

rv 

V2rg1/ 2 

1 - eCOS (40) rv 1 - e(1 - 8 COS 0 2 sin 0 2) fV 1 - ~ (6.133) 
r 2 

Um die homogenen Terme in (6.126) auszubalancieren, d.h. auf dieselbe Ordnung 
in g zu bringen, führen wir die dimensionslose Geschwindigkeit V, Krümmung K, 
den kinetischen Koeffizienten B und den Relaxationskoeffizienten A ein: 

D 3/4 
Vo = V-e , 

da 
1 

K = -KVe1
/

2
, 

do 
(6.134) 

GI. (6.126) reduziert sich dann in der Nähe des singulären Punktes auf eine nichtli­
neare, inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung der Form 

mit den Koeffizienten 

ao(r) 

al(r) 

b'(r) 

(6.135) 

(6.136) 

Die Inhomogenität b'(r) ist laut Voraussetzung klein, so daß wir den differentiellen 
Term in (6.135) zunächst vernachlässigen können, da er von der Ordnung b'2 ist und 
erhalten 

b'(r) 
K out rv -(-) • 

al r 
(6.137) 

Das ist aber nur gerechtfertigt, solange al keine Nullstelle besitzt. Für hohe Ge­
schwindigkeiten V > Va hat aber al zwei Nullstellen, eine Nullstelle bei V = Va 
und keine Nullstellen für V < Va. In der Nähe einer Nullstelle bei r = ro können 
wir in (6.135) den linearen Term in K vernachlässigen und die Differentialgleichung 
näherungsweise lösen: 

2b'(ro)(r - rc) 
ao(ro) 

(6.138) 
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Liegt bei 'To nur eine einfache Nullstelle, so ändert sich das Vorzeichen von Kou.t bei 
Durchgang durch die Nullstelle und es nicht möglich, diese beiden äußeren Lösun­
gen durch die innere wurzelförmige Lösung Kin aneinander anzupassen. Das bedeu­
tet, die maximal mögliche Geschwindigkeit V ~ Vo (und damit die vom Dendriten 
gewählte) wird in führender Ordnung in der kleinen Inhomogenität ~ durch die 
Bedingung 

(6.139) 

bestimmt. Daraus folgt 

(6.140) 

v = D Vo g3/4 / do ist damit die Grenzgeschwindigkeit eines Dendriten bei Einheitsun­
terkühlung ß = lohne Kinetik und Relaxation. Um diese Einflüsse zu berechnen, 
entwickelt man al in linearer Ordnung in (Vo - V), quadratisch in (7 - 70) und setzt 
V = Vo ,7 = 70 in den Koeffizienten ao und ~. Mit Hilfe des kleinen Parameters 

BVo 1 - ß AV2rö 
a = -- + ----== 

270 yf2C7o Vi g3/2 ' 
(6.141) 

der die kleine Inhomogenität von (6.135) charakterisiert, werden neue Variablen 
eingeführt 

K = ya3/ 5 , 7 - 70 = xa1/ 5, V = Vo - 'Ya2/5 . (6.142) 

Als Resultat erhalten wir eine Eigenwertgleichung für den quantisierten Parameter 
"1: 

(6.143) 

Denn nur für bestimmte Parameter 'Yn geht die Lösung von (6.143) bei lxi» 1 in 
die gebundene asymptotische Lösung You.t '" x-2 über. Es zeigt sich, daß 'Yn '" n2

/
5 

für n » 1 [37]. Die maximale Geschwindigkeit entspricht dem minimalen Eigenwert 
"10 rv 1. Mit der Skalierung (6.142) kann jetzt im nachhinein das Weglassen des 
vorletzten Terms in GI. (6.126) gerechtfertigt werden. 

Die Geschwindigkeit des Dendriten beträgt somit 

_ D 3/4 {Vr _ (Vo ßD 1- ß _ A4V2rö)2/5} 
V - d g 0 "10 2 da + ~ TT2 3/2 ' o ~ v~~g vog 

(6.144) 

wobei Vo und 70 durch GI. (6.140) definiert sind. 

Im von Brener et al [37] diskutierten Fall ohne Relaxationsskoeffizienten A existieren 
normale, parabolische Dendriten bis zur Unterkühlung ß = 1. Oberhalb davon gibt 
es dreieckige Dendriten bis zu einer kritischen Unterkühlung ßc. Bei ßc erreicht 
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die Geschwindigkeit der ebenen Front Veben = (A - 1) / ß die des Dendriten Vdend ~ 
Voc3/ 4D/do, woraus 

AC(.\ = 0) = 1 + c3/ 4 Vo ßD 
do 

(6.145) 

folgt. Die Ableitung von (6.144) ist damit nur für Voc3/ 4 « 1 gültig, denn Ac muß 
natürlich noch unterhalb der Grenze der absoluten Stabilität 

As(.\ = 0) = 1 + ßD 
do 

(6.146) 

liegen, bei der die ebene Front stabil gegen Störungen beliebiger Wellenlänge wird. 

Bei vorhandener Relaxation .\ =1= 0 ändert sich die Situation dahingehend, daß es jetzt 
nur noch dreieckige Dendriten gibt für alle Unterkühlungen kleiner als die kritische. 
Diese kann sowohl größer als auch kleiner als Eins sein und läßt sich wiederum aus 
der Gleichsetzung von Dendritengeschwindigkeit und der Geschwindigkeit der Ebene 
ermitteln. Der Einfachheit halber wird Ac hier nur für ß = 0 angegeben 

.\tfo « 1 , Voc3
/
4 « 1 . (6.147) 

Diese Überlegungen gelten ganz analog auch für Doublonen: Für alle Unterkühlun­
gen kleiner als die kritische Unterkühlung A§oub und .\ > 0 sind Doublonen immer 
dreieckig. A§oub folgt aus der Gleichsetzung der Geschwindigkeit der Doublonen mit 
der der ebenen Grenzfläche und verringert sich mit anwachsender Relaxationsstärke, 
da der Verdampfungsterm .\ effektiv wie eine Erhöhung der Unterkühlung wirkt. 

A§oub ist auch bei ß =1= 0 stets kleiner oder gleich Eins (s. Abb. 6.1b), da der lan­
ge Kanal innerhalb des Doublons bedeutet, daß die feste und flüssige Phase im 
Gleichgewicht·sind. Das ist aber unmöglich bei A > 1. Die Existenz dieser Dreiecks­
doublonen wurde numerisch bestätigt (s. Abschnitt 6.6.). Der Winkel des "Dreiecks" 
erfüllt GI. 6.131. 
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Dendriten, d.h. stationär wachsende nadelf6rmige Strukturen, existieren nur in an­
isotropen Systemen (s. Abschnitt 2.3.3.). In den meisten Arbeiten zum dendritischen 
Wachstum wird allerdings nur die Anisotropie der Oberflächenspannung berück­
sichtigt. Bei hohen Unterkühlungen tritt eine zunehmende Verletzung des lokalen 
thermischen Gleichgewichts an der Phasengrenze ein, die man durch einen kine­
tischen Koeffizienten ß in der Randbedingung (7.1) phänomenologisch beschreibt. 
Dieser Koeffizient kann anisotrop sein. Das Wachstum der Dendriten wird unter 
bestimmten Voraussetzungen von dieser kinetischen Anisotropie dominiert. Dieser 
Grenzfall sowie der Übergang des von der Kapillaritätslänge kontrollierten Regimes 
zum kinetisch dominierten Regime soll hier numerisch untersucht werden. 

7.1. Numerische Methode 

Zunächst wurde als einzige Veränderung des dynamischen Codes (Abschnitt 3.2.) 
die Gibbs-Thomson Randbedingung 

Ulnter = ~ - do{1- ecos (40)}K - ß{1- ekinCOS (4(0 - Oo))}v (7.1) 

um einen kinetischen Koeffizienten ß > 0 erweitert mit der kinetischen Anisotro­
pie ekin. 00 beschreibt eine mögliche Abweichung der Vorzugsrichtungen der beiden 
Anisotropien ekin und e. Für die Geschwindigkeit v wurde dabei die im letzten Dif­
fusions schritt ermittelte lokale Normalengeschwindigkeit eingesetzt. Dies ging für 
kleine kinetische Koeffizienten ß < 0.5 gut, d.h. es wurde eine stabile stationäre 
Lösung gefunden. 

Bei höheren kinetischen Koeffizienten traten allerdings bereits nach 5 - 10 Zeit­
schritten (at = 1) extreme Oszillationen der Normalengeschwindigkeiten an fast 
allen Interfacepunkten auf, die sich rasch auf ±oo aufschaukelten. Das läßt ver­
muten, daß es sich hier um eine rein numerische Instabilität handelt, die aus der 
nichtselbstkonsistenten Bestimmung der Randbedingung herrührt. Denn einerseits 
wird die Randbedingung verwendet, um die Geschwindigkeit v zu bestimmen, an­
dererseits geht diese wiederum in die Randbedingung ein. Im folgenden soll gezeigt 
werden, daß es genau diese Rückkopplung ist, die zur Instabilität führt. Danach wird 
ein Verfahren angegeben, das dieses Problem vermeidet. 
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7.1.1. Analyse der Instabilität 

Die Berechnung der Geschwindigkeit v und die _Festsetzung der Randwerte u durch 
das Programm kann näherungsweise beschrieben werden durch 

D{ n _) - U -u 
a 
/!i - ßvn , 

(7.2) 

(7.3) 

wobei a die Gitterkonstante des Diffusionsgitters ist und der Index n die Anzahl der 
Iterationen bezeichnet. ü ist der Wert des Diffusionsfeldes kurz vor der Grenzfläche 
und kann hier als zeitlich konstant angenommen werden, da sich die Instabilität auf 
einer extrem schnellen Zeit skala ausprägt. 

Einsetzen von (7.2) in (7.3) gibt: 

un+! = /!i _ ßD (un - ü) 
a 

(7.4) 

Sei U s die stationäre Lösung, d.h. u~+! = u~. Betrachtet man nun eine kleine Ab­
weichung Ju von der stationären Lösung und setzt u = U/l + Ju in GI. (7.4) ein, so 
folgt 

(7.5) 

wegen U B = /!i - ßD{us - ü)ja. Daraus folgt, daß für ßDja > 1, also in unserer 
Normierung für ß > 1 tatsächlich eine oszillatorische Instabilität auftritt. Die gemes­
sene Stabilitätsgrenze ßc ~ 0.5 ist damit von derselben Ordnung wie die theoretisch 
erhaltene von ßc = 1. 

7.1.2. Beseitigung der Instabilität 

Eine Möglichkeit zur Beseitigung der Instabilität wäre ein implizites Verfahren, was 
aber sowohl von der Programmierung als auch von der Rechenzeit her zu aufwendig 
ist. Die Idee für ein wesentlich einfacheres Verfahren ist die folgende: In GI. (7.3) 
wird statt der aktuellen Geschwindigkeit Vn eine andere Geschwindigkeit vn verwen­
det, die sich auf einer langsameren Zeitskala r als die der Instabilität ändert, aber 
auf die wirkliche Geschwindigkeit Vn konvergiert. Diese Zeitskala r muß natürlich 
immer noch schnell gegen die Zeitskala sein, auf der die Dynamik der Strukturbil­
dung abläuft. Dies ist aber problemlos möglich, da die Instabilität nicht von der 
physikalischen Zeitdifferenz Jt abhängt und man diese nur klein genug wählen muß. 

Das dieses Verfahren prinzipiell zum Erfolg führen sollte, wird klar, wenn man den 
Limit r --+ 00 betrachtet. In diesem Fall ist v eine Konstante und die lokale Ge­
schwindigkeit geht überhaupt nicht mehr in die Randbedingung ein. Man hat dann 
eine Randbedingung ohne kinetischen Koeffizienten, aber mit einer renormierten 
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Unterkühlung Li = ß - ßv. Damit treten natürlich keine Instabilitäten mehr auf. 
Das System (7.2, 7.3) wird also erweitert auf: 

vn D (n _) (7.6) - - u -u 
a 

vn -n-l 1 Cn-1 n) (7.7) v -- v -v 
l' 

un+1 - ß- ßvn, (7.8) 

Fortlaufendes Einsetzen von GI. (7.6, 7.7) für n, n -1, n - 2 usw. in GI. (7.8) führt 
dann zu folgender Formel: 

(7.9) 

Für großes n und l' > 0.5 kann das Restglied vernachlässigt werden. Für die statio­
näre Lösung folgt 

ßD n-l ( l)l 
U s = ß- -(us - ü):E 1 - - , 

aT l=O l' 
(7.10) 

woraus sich für n -+ 00, U s = ß - ßD(u, - ü)/a wie erwartet ergibt, denn die 
Relaxationsprozedur (7.7) darf natürlich keinen Einfluß auf die stationäre Lösung 
haben. Nimmt man eine kleine Störung ~u der stationären Lösung an, so folgt aus 
(7.9) 

~un+1 = K (~un + R~un-l + R2~un-2 + ... ) (7.11) 

mit K = -ßD/(aT) und R = 1 - 1/1'. Aufschreiben von (7.11) für verschiedene n, 
d.h. 

~un K (~un-l + R~un-2 + R2~un-3 + ... ) 
~un-l _ K (~un-2 + R~un-3 + R2~un-4 + ... ) (7.12) 

usw. und ineinandereinsetzen führt zu 
00 

~un+1 = K(K + R)l ~Un-l + :E '3 ~un-3 für 1 = 0,1,2 ... , (7.13) 
3=l+1 

wobei die '3 irgendwelche Funktionen von Kund R sind, die den Einfluß weiter 
in der Vergangenheit liegender Störungen beschreiben. Ob eine Störung im Verlauf 
folgender Iterationen abklingt oder anwächst, hängt also von der Größe K + R = 
1 -1/1' - Dß/(aT) ab. Stabilität wird erreicht, wenn IK + RI < 1, d.h. wenn gilt 

1 ( Dß) 1'>2 1+-;- . (7.14) 
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Damit hat man ein stabiles Iterationsverfahren zur Verfügung, das die selbstkon­
sistente Festlegung der Randbedingung während der dynamischen Entwicklung er­
laubt. Da sich die Zeit skala r nur auf die Anzahl der Zeit schritte bezieht, kann der 
eigentliche Wachstumsprozeß durch eine Verringerung der physikalischen Schrittwei­
te &t stets unbeein:fl.ußt von dieser Prozedur gehalten werden. Mit dem Einbau der 
Erweiterung (7.7, 7.8) in den numerischen Code verschwanden die Instabilitäten für 
große ß bei hinreichend großem r, das etwas größer war als durch die Bedingung 
(7.14) gefordert. Wie später noch erläutert wird, traten in einigen Simulationen oszil­
latorische Muster auf. Zum Testen des Iterationsverfahrens wurde einer dieser Läufe 
mit einer verdoppelten Relaxationszeit r wiederholt, was zu keinen signifikanten 
Änderungen der Dynamik führte. 

7.2. Resultate 

7.2.1. Kinetische und kapillare Anisotropie parallel zueinander 

Als erstes wurde der numerische Code wiederum mit Hilfe früherer Greensfunktions­
Simulationen überprüft [78]. Besonders wichtig war dabei ein Vergleich im möglichst 
stark von der Kinetik dominierten Bereich, d.h. bei großem kinetischen Koeffizien­
ten ß. Dazu wurden zwei Simulationen bei der Unterkühlung Ll = 0.45 und dem 
Anisotropieverhältnis v = ekinl e = 1 durchgeführt, siehe Spalte 1 und 2 in Tab. 
7.1. Die Vorzugsrichtungen beider Anisotropien stimmen überein, d.h. der Winkel 
00 ist Null in (7.1). Die Werte in Klammern in der Tabelle sind die Vergleichswerte 
aus [78], wobei der besseren Vergleichbarkeit wegen die Geschwindigkeit VTip und 
der Radius RTip schon auf die internen Einheiten der dynamischen Simulation um­
gerechnet wurden. Die Übereinstimmung der Tip-Geschwindigkeiten ist sehr gut 
(Fehler< 0.9%), die gemessenen Tip-Radien liegen allerdings etwas zu hoch. Dies 
sollte nicht beunruhigen, da diese Radien mit 2 bis 4 GE (GE=Gittereinheiten) 
sehr klein sind und an der numerischen Au:fl.ösungsgrenze liegen. Abweichungen sind 
deshalb normal. 

Als nächstes wurde versucht, sich dem Grenzfall des rein kinetischen Dendriten zu 
nähern. In diesem Limit Dß » do wird der Dendrit unabhängig von der Kapillari­
tätslänge und der Diffusionskonstanten. 

Für die Geschwindigkeit sollte dann bei j1. = Pv(ekin)2Dßldo » 1 gelten [37] 

5/4 
v = pe kin 

'YOß 
(7.15) 

mit der Konstanten 'Yo von der Ordnung Eins. Die vier durchgeführten Messungen, 
in denen die Kapillaritätslänge do schrittweise verringert wurde, zeigen, daß die 
Geschwindigkeit v nicht mehr umgekehrt proportional zu do ist wie im diffusiven 
Wachstum und sich immer weniger ändert (Spalte 5 bis 8 in Tab. 7.1). Die Ex­
trapolation auf do = 0 ergab allerdings einen sehr kleinen Wert für die Konstante 
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,0 = 0.0877. Zu do = 0 selbst konnte keine Simulation durchgeführt werden. Denn 
die Tip-Spitze blieb zwar stabil, die Interface wurde aber immer rauher und der 
Seitenarmabstand immer geringer, da er von do abhängt, Abb. 7.1. 

150 

100 

50 

100 

~=0.45 

t kin=O.1 

ß=1.548 

150 x 200 250 

Abbildung 7.1: Kinetischer Dendrit mit isotroper Oberflächenspannung. Durchführung 
des Grenzübergangs do -+ 0 bei ansonsten gleichen Parametern (Spalte 5 bis 8 in Tab. 7.1). 
Parameter: ~ = 0.45, ekin = 0.1, e = 0, ß = 1.5485, do = 0.03097 (glatte durchgezogene 
Kurve), do = 0.0155 (gestrichelt), do = 0.0077 (gepunktet), do = 0.0008 (auf gefaltete 
durchgezogene Kurve). 

7.2.2. Kinetische und kapillare Anisotropie 450 zueinander 

Der interessanteste Fall liegt vor, wenn die Vorzugsrichtungen der kapillaren und der 
kinetischen Anisotropie einen Winkel von 450 einschließen (00 = 450

), so daß beide 
Effekte in Konkurrenz zueinander stehen. Der Parameter 

J1 = 2pe1/ 2 Dß 
do 

(7.16) 

dient dabei als Maß für die Stärke des kinetischen Einflusses gegenüber dem dif­
fusiven Einfluß. Die Theorie (Brener et al [37]) sagt für alle J1 stationäre kapillare 
Dendriten voraus, die in die Vorzugsrichtung der kapillaren Anisotropie wachsen. 
Kinetische Dendriten, die in die durch die kinetische Ansiotropie bevorzugte Rich­
tung, d.h. im Winkel von 450 zu den kapillaren Dendriten wachsen, sind allerdings 
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erst oberhalb eines bestimmten Wertes J.tCf'it möglich. Die kapillaren Dendriten sind 
in diesem Bereich langsamer als die kinetischen und zumindest nichtlinear instabil. 
Es gibt keine stationären Lösungen für andere Richtungen als diese beiden. Unter­
suchungen der linearen Stabilität im Rahmen des Boundary-Layer Modells von Liu 
et al [79] (s. Abschnitt 6.7.) zeigten sogar, daß bei Erhöhung von J.t die kapillaren 
Dendriten instabil werden, bevor stabile kinetische Dendriten existieren können. Es 
wurde also eine Lücke gefunden J.tl < J.t < J.t2, J.t2~J.tCf'it, in der beide Arten von Den­
driten eine lineare oszillatorische Instabilität aufwiesen und komplexe instationäre 
Muster beobachtet wurden. Damit war die Möglichkeit der Koexistenz beider Arten 
von Dendriten ausgeschlossen. 

Dieser Übergang wurde aber bis jetzt noch nicht im volldynamischen, realistischen 
Erstarrungsmodell untersucht. 

Der kritische Wert J.tCf'it ist abhängig vom Verhältnis der Anisotropien v = ekin/e 
und beträgt P,Cf'it '" 1 bei v = 1. Ansonsten gilt [37] 

-1 fur" v" 1 J.tCf'it f'V V // 

J.tcrit f'V V-3/2 für v « 1 . (7.17) 

Zur Untersuchung des Übergangs bei v = 1 wurden Dendriten mit großem J.t in 
einem breiten Kanal initialisiert, die mit Sicherheit in Richtung der kinetischen An­
isotropie, d.h. in Kanalrichtung wachsen würden. Der 45°-Winkel wird durch einen 
Vorzeichenunterschied zwischen e und ekin realisiert, wobei ein positives Vorzeichen 
bedeutet, daß die Vorzugsrichtung der jeweiligen Anisotropie mit der Kanalrichtung 
übereinstimmt. Würde man z.B. im kinetischen Bereich (p, » 1) die falsche Vorzei­
chenwahl treffen, d.h. e > 0 und ekin < 0, so würde sich die initialisierte Parabel in 
zwei nach rechts und links wachsende Dendriten aufspalten, die bald auf die Wand 
treffen und somit nicht weiter sinnvoll untersucht werden können, Abb. 7.2b. 

Man nähert sich nun von oben dem Übergangsbereich, indem J.t schrittweise reduziert 
wird. Dabei treten starke Oszillationen der Geschwindigkeit und des Tip-Radius auf. 
Obwohl die Spitze nicht mehr parabolisch ist, sondern auf grund einer starken Sei­
tenarmbildung periodisch verformt wird, bleibt die Grundstruktur eines Dendriten 
mit einem Hauptstamm und regelmäßigen Ästen erhalten bis zu einem Wert von 
J.t ~ 0.5. Bei noch geringerem J.t erfolgt die Bildung der kapillaren Dendriten, die im 
Winkel von 450 zur Kanalachse wachsen. 
Beginnt man nun den Übergang vom Bereich der kapillaren Dendriten her zu verfol­
gen, d.h. startet mit J.t « 0.5, e > 0 und ekin < 0, so ergibt sich dasselbe Szenario, 
Abb. 7.3-7.6. Je näher man dem Übergangspunkt kommt, desto stärkere Seitenarm­
bildung tritt auf, die zu starken, regelmäßigen Oszillationen der Geschwindigkeit und 
periodischen asymmetrischen Verformungen der Dendritenspitze führt. Die Seitenar­
me weisen eine regelmäßige Struktur auf. Trägt man die dimensionslose Wachstums­
rate (J" = vdo/(2Dp2) als Funktion des Parameters J.t bei konstanter Unterkühlung, 
Anisotropie und Kapillaritätslänge auf (nur ß wird variiert), Ab b. 7.7, findet man als 
Schnittpunkt des kapillaren und kinetischen Zweigs den kritischen Wert J.tc = 0.617, 
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Abbildung 7.2: a) Skin = 0.1, Überlagerung des stationären Zustands zweier kinetischer 
Dendriten, Einfluß einer Richtungsänderung der kapillaren Anisotropie: e = 0.1, d.h. par­
allel zur Vorzugsrichtung der kinetischen Anisotropie (durchgezogene Linie) und e = -0.1, 
d.h. die Vorzugsrichtungen beider Anisotropien schließen einen Winkel von 45° ein (ge­
strichelte Linie). Die Wachstumsrichtung wird eindeutig durch die kinetische Anisotropie 
festgelegt, was konsistent ist mit dem hohen Jt-Wert, p, ~ 1. b) Skin = -0.1, e = 0.1, Zeit­
entwicklung eines kinetischen Dendriten mit einem in die falsche Richtung (Richtung der 
kapillaren Anisotropie) wachsenden Dendriten als Anfangsbedingung. Sonstige Parameter: 
A = 0.45, ß = 1.5485, do = 0.03097, Jt = 4.28. 
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7.2. RESULTATE 

Abbildung 7.3: Zeitentwicklung eines ka­
pillaren Dendriten bei /1 = 0.25 weit un­
terhalb des kritischen Werts J.1c = 0.617. 
Parameter: a = 0.5, S = 0.15, Skin = 
-0.15, do = 0.04166. 

Abbildung 7.4: Zeitentwicklung eines ka­
pillaren Dendriten bei /1 = 0.4 nahe des 
kritischen Werts /1c = 0.617. Parameter: 
a = 0.5, S = 0.15, Skin = -0.15, do = 
0.04166. 

123 



KAPITEL 7. KINETISOHE DENDRITEN 

10 

o 

100 200 

X 

300 

Abbildung 7.5: Zeitentwicklung eines oszillierenden kapillaren Dendriten bei J.t = 0.6 
nahe des kritischen Werts J.tc = 0.617. Parameter: I.l. = 0.5, e = 0.15, ekin = -0.15, 
do = 0.04166. 
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Abbildung 7.6: Geschwindigkeit und Radius der kapillaren Dendriten aus Abb. 7.3-7.5. 

a) Jt = 0.25, b) Jt = 0.4, c) Jt = 0.6. 
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ftc ~ ftcrit· In der Nähe dieses Punktes sind zwei Arten von (zumindest metastabi­
len) oszillierenden Dendriten möglich, deren Geschwindigkeit und Form bei J.t = ftc 

übereinstimmt. Die Ergebnisse sind damit voll konsistent mit denen von Liu et al 
[79] in der Boundary-Layer Näherung. Insbesondere läßt sich aus ihren Rechnungen, 
die auch bei v = Ckin/ C = 1 gemacht wurden, P-c = 0.585 ermitteln, was sehr gut 
mit dem hier gefundenen Wert ftc = 0.617 übereinstimmt. 

Weitere Untersuchungen bei einem höheren Anisotropieverhältnis v = 3.33 (Ll = 0.5, 
C = ±0.075, ckin = =j=0.25 führten zu einem kritischen Wert von ftc = 0.135 ± 0.003, 
was konsistent ist mit dem erwarteten Wert von fttheo = 0.617/v = 0.185 gemäß GI. 
(7.17). 
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0.03 

__ -0 

0---,..., ,..., 
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0 
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

J.! 
Abbildung 7.7: Dimensionslose Wachstumsrate (J' = vdo/(2Dp2) als Funktion des dimen­
sionslosen kinetischen Parameters ft = 2Dßpcl/2/do bei konstanter Unterkühlung 1l. = 0.5 
(p(1l.) = 0.187) und Anisotropie. e: kapillarer Dendrit mit C = 0.15, Ckin = -0.15 und 
do = 0.04166. Das Symbol Q bezeichnet einen Meßpunkt, wo do um einen Faktor 1.6 er­
niedrigt wurde und weist damit auf die vorhandenen finite size Effekte hin. 0: kinetischer 
Dendrit mit C = -0.15, Ckin = 0.15 und do = 0.04166/1.6. Das Symbol * zeigt einen 
Meßpunkt, wo do um einen Faktor 1.6 erhöht wurde. 
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I Messung 11 1 2 3 4 

C 0.1 0.1 -0.1 0.1 

Ckin 0.1 0.1 0.1 -0.1 

do 0.03097(0.001) 0.0144(0.001) 0.03097 0.03097 

ß 1.5485(0.05) 2.1662(0.15) 1.5485 1.5485 

TkoTI1J ~12500 7000 25000 * 
VTip 0.0347(0.034) 0.0369(0.034) 0.0285 -

RTip 3.4(2.911) 2.45(1.566) 4.79 -
Pgeo 0.059(0.0495) 0.0452(0.02664) 0.0682 -

I Messung 11 5 6 7 8 

e 0 0 0 0 

ekin 0.1 0.1 0.1 0.1 

do 0.03097 0.0155 0.0077 0.0008 

ß 1.5485 1.5485 1.5485 1.5485 

Tkonv 15000 15000 10000 3000 

VTip 0.0317 0.0435 0.050 0.058 

RTip 3.98 2.57 2.2±0.2 1.85±0.3 

Pgeo 0.0631 0.0559 0.0550 0.0536 

Tabelle 7.1: Simulationen von Dendriten unter kinetischem Einfluß auf 2 Gittern. 
Parameter: Unterkühlung !l = 0.45, Zeitschritt t:::..t = 0.47, Maximaler Abstand der 
Punkte auf der Interface Sma~ = 1.2, Gittergröße 371x371, Kanalbreite L = 230, Re­
chenzeit pro Iteration auf DEO-Alpha Workstation 0.35 s, Relaxationszeit T = 6.4 für die 
dynamische Anpassung. 
Zeichenerklärung: e: vierfache Anisotropie der Kapillaritätslänge, ekin: vierfache An­
isotropie des kinetischen Koeffizienten, do: Kapillaritätslänge, ß: kinetischer Koeffizient, 
Tkont/: Konvergenzzeit in internen Einheiten (* Aufspaltung des Dendriten bei T=1000, 
da falsche Wachstumsrichtung), VTip: Geschwindigkeit des Dendriten, RTip: Tip-Radius, 
Pgeo : Geometrisch bestimmte Pecletzahl Pgeo = VTipRTip/(2D). 

Die Werte in Klammern sind aus Saito et al [78], wobei die Resultate für RTip und VTip 

bereits auf die hier verwendeten internen Einheiten umgerechnet sind. 
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I Messung" /1 

1 0.25 0.04166 20000 0.04437 7.4±0.2 0.0264 

2 0.4 0.04166 24000 0.0348 9.1±0.6 0.0207 

3 0.4 0.02604 11000 0.0504 6.5±0.4 0.01734 

4 0.5 0.04166 32000 0.0286 1O.7±1.6 0.01704 

5 0.6 0.04166 33000 0.0245 11.6±4.4 0.0146 

6 0.7 0.02604 25000 0.0324 8.5±3.3 0.01206 

7 0.4 0.02604 35000 0.0235 10±4 0.00876 

8 0.5 0.02604 27000 0.0316 8.8±2 0.0118 

9 0.6 0.02604 27000 0.03708 8.5±1 0.0138 

10 0.7 0.02604 17000 0.0426 7.87±0.25 0.01585 

11 0.9 0.02604 17000 0.0495 6.70 0.01841 

12 1.0 0.02604 15000 0.0520 6.29 0.01937 

13 1.0 0.04166 11000 0.0371 8.59 0.02211 

14 1.2 0.02604 12000 0.0578 5.46 0.02152 

15 1.4 0.02604 11000 0.0632 4.85 0.0235 

16 1.6 0.01302 9000 0.0820 3.91 0.0153 

17 2.0 0.02604 6500 0.0744 3.69 0.0277 

18 3.0 0.02604 6000 0.0800 2.88 0.0298 

Tabelle 7.2: Simulation des Übergangs zwischen Dendriten, deren Wachstumsrichtung 
durch die Anisotropie der Kapillaritätslänge bestimmt wird und solchen, deren Richtung 
durch die kinetische Anisotropie gegeben ist. Zwischen den Vorzugsrichtungen der kapil­
laren und der kinetischen Anisotropie liegt ein Winkel von 45°. Bei /1 ~ 0.6 treten starke 
asymmetrische Oszillationen der Tip-Spitze auf. 
Parameter: Unterkühlung fl. = 0.5 (Pecletzahl p = 0.187), vierfache Anisotropie der 
Kapillaritätslänge € = 0.15 für Messung 1 bis 6, sonst € = -0.15. vierfache kinetische 
Anisotropie €kin = -0.15 für Messung 1 bis 6, sonst €kin = 0.15. Zeit schritt b.t = 0.47, 
Maximaler Abstand der Punkte auf der Interface Smag; = 1.2, Gittergröße 371x371, Ka­
nalbreite L = 230, Rechenzeit pro Iteration auf DEC-Alpha Workstation 0.35 s, Relaxati­
onszeit T = 6.4 für die dynamische Anpassung (meistens). 
Zeichenerklärung: /1: Maß für die Stärke des kinetischen Einflusses, /1 = 2DPßve / da, do: 
Kapillaritätslänge, ß: kinetischer Koeffizient, Tkonv: Konvergenzzeit in internen Einheiten 
VTip: Geschwindigkeit des Dendriten, RTip: Tip-Radius, er = VTipda/(2Dp2

): dimensions­
lose Wachstumsrate. 
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8. GERICHTETE ERSTARRUNG 

8.1. Überblick 

Die gerichtete Erstarrung (directionalsolidijication) ist ein metallurgisches Verfahren 
zum kontrollierten Erstarren von Legierungen. Die Versuchanordnung ist in Abb. 8.1 
dargestellt. Ein langes Gefäß mit einer zweikomponentigen Legierung wird mit einer 
konstanten Geschwindigkeit V zwischen zwei Wärmekontakten durchgezogen, von 
denen sich der eine (A) oberhalb, der andere (B) unterhalb der Schmelztemperatur 
befindet, so daß die Festkörper-Flüssigkeit Grenzfläche zwischen beiden Kontakten 
liegt. Die Ziehbewegung erfolgt in Richtung des kälteren Kontakts. 

Warm 

t 
IZ 
I 

-1--

Kalt 
Abbildung 8.1: Schematische An­
ordnung eines Experiments zur ge­
richteten Erstarrung 

Bei niedrigen Geschwindigkeiten ist die planare Grenzfläche stabil gegen Störun­
gen aller Wellenlängen. Mit Hilfe eines Temperaturgradienten kann man somit die 
Interfaceposition zwischen den beiden Phasen fixieren und stabilisieren, um ein kon­
trolliertes planares Wachstum eines Festkörpers zu erzielen. Grundsätzlich haben 
wir es hier mit einem komplizierten System zu tun, bei dem thermische und che­
mische Diffusion gekoppelt sind. In den meisten Fällen stellt es allerdings eine gute 
Näherung dar, daß die Wärmeleitung wesentlich schneller erfolgt als die Stoffdif­
fusion. Solange sich die Wärmeleitfähigkeiten von Festkörper und Flüssigkeit nicht 
zu sehr unterscheiden und die Mengen freiwerdender latenter Wärme nicht zu groß 
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sind, kann man für das Temperaturprofil zwischen A und B einfach ansetzen: 

T = To+Gz. (8.1) 

Zu lösen ist dann nur noch ein Diffusionsproblem für die Konzentration. Die Tem­
peratur To wird so gewählt, daß eine stationäre ebene Grenzfläche bei z = 0 zu 
liegen käme. Abb. 8.2 zeigt den Verlauf des Konzentrationsprofils als Funktion der 
Temperatur im Phasendiagramm. Tm ist die Schmelztemperatur des reinen Lösungs­
mittels (Solvens), C die Konzentration der gelösten Komponente (Solut). Wegen GI. 
(8.1) ist die Temperaturachse gleichzeitig eine z-Achse. Die gestrichelte Linie stellt 
dann auch den räumlichen Verlauf des Konzentrationsprofils der gelösten Kompo­
nente dar. Eine stationäre ebene Grenzfläche ist auf grund der Massenerhaltung nur 
möglich, wenn die Konzentration im Festkörper gleich dem Grenzwert Goo in der 
Flüssigkeit bei z -+ 00 ist. Denn wenn das gesamte System stationär erstarrt ist, 
muß es eine homogene Konzentration besitzen. Diese kann aber, da weder Mas­
se erzeugt wird noch verlorengeht, nur gleich der ursprünglichen Konzentration der 
flüssigen Phase weit entfernt von der Grenzfläche sein. Wäre die Konzentration in der 
Flüssigkeit anfänglich höher oder niedriger als die des erstarrten Materials, müßte 
die Grenzfläche schneller oder langsamer werden, so daß kein stationärer Zustand 
vorläge. 

T 

T Flüssig m 

Ta 
Fest I 

I ~C 
1.---

Cco 

Liq. 

Sol. 

C 

Abbildung 8.2: Teil des Phasendia­
gramms einer binären Legierung. Dicke 
gestrichelte Linie: Konzentrationsprofil 
in der Nähe einer ebenen Grenzfläche 
bei gerichteter Erstarrung. Die Tempe­
raturachse ist gleichzeitig z-Achse z = 
(T - To)/G. 

Man kann an der Grenzfläche lokales thermisches Gleichgewicht voraussetzen, da die 
Wachstumsgeschwindigkeit klein ist (""mi 8) und die thermische Diffusion schnell. 
Das bedeutet, daß die Konzentration des Festkörpers dem Gleichgewichtswert bei 
To entspricht und daß dort die Konzentration beim Übergang von der Flüssigkeit in 
den Festkörper einen Sprung um AG, die Größe der Mischbarkeitslücke, nach unten 
macht. Das heißt aber, daß die wandernde Grenzfläche das Solut in die Flüssigkeit 
zurückschiebt, da der Festkörper es nicht vollständig aufnehmen kann. Das über­
flüssige Solut wird dann durch Diffusion abtransportiert. Die wandernde Grenzfläche 
stellt damit eine Stoffquelle der Stärke AG . V für die Diffusion dar, die dem Dif-

130 



8.2. GRUNDGLEIOHUNGEN 

fusionsstrom, d.h. dem Gradienten des Konzentrationsfeldes proportional sein muß. 
Erhöht man nun die Ziehgeschwindigkeit V, so wird der Gradient des Feldes an 
der Interface immer steiler bis die Konzentrationskurve in das Zwei-Phasengebiet 
eintritt (Abb. 8.2). Zwischen Solidus- und Liquiduslinie ist aber kein thermisches 
Gleichgewicht möglich, es sollte sofort eine Segregation in einen festen und einen 
flüssigen Anteil mit den durch die Linien bestimmten Konzentrationen stattfinden. 
Damit liegt eine instabile Situation vor (konstitutionelle Unterkühlung), denn die 
Flüssigkeit hat eine für ihre Konzentration zu niedrige Temperatur, um (auch nur 
lokal) im Gleichgewicht zu sein. 

Aufgrund des Temperaturgradienten ist das System nicht translationsinvariant in 
z-Rlchtung, so daß die Instabilität zunächst nur bei einer einzigen Wellenlänge ver­
schieden von Null auftritt und bei einer endlichen Amplitude gesättigt wird. Auf 
dieses System können dann die aus der hydrodynamischen Strukturbildung bekann­
ten Methoden, wie eine Beschreibung durch Amplituden- und Phasengleichungen, 
problemlos übertragen werden. Durch Erhöhung der Ziehgeschwindigkeit, einem ex­
perimentell gut zu kontrollierenden und variierenden Parameter, kann der Übergang 
einer absolut stabilen Ebene über den schwach nichtlinearen Bereich zu zellulären 
Lösungen bis hin zu Dendriten untersucht werden. Bei sehr hohen Geschwindig­
keiten entstehen dieselben stationären Strukturen wie beim freien Wachstum. Der 
einzige Unterschied ist, daß hier umgekehrt zum freien Wachstum die Wachstums­
geschwindigkeit vorgegeben wird und die Unterkühlung selektiert wird. 

8.2. Grundgleichungen 

Zunächst wird ein dimensionsloses Diffusionsfeld eingeführt: 

( t) 
_ O(x,z,t) - 0 00 

u x,Z, - ßO . (8.2) 

Unter Annahme lokalen Gleichgewichts kann man über das Phasendiagramm Kon­
zentrationen und Temperaturen an der Grenzfläche ineinander umrechnen. Wir be­
trachten hier ein verdünntes System, d.h. die Konzentrationen O,,(To) und C,(To) 
(siehe Abb. 8.2) sind ziemlich klein und die Solidus- und Liquiduslinie können jeweils 
durch eine Gerade approximiert werden. Der Zusammenhang zwischen Konzentra­
tion und Temperatur ist also 

0" = -I ~; 1 (T - Tm) (8.3) 

O, = -I ~~'l (T - Tm) = - ~/T - Tm) (8.4) 
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ml ist die (negative) Steigung der Liquiduslinie. Als weitere Abkürzung definiert 
man den VerteilungskoejJizienten K 

K = I~;t./I~IT' = Cro ~rot.C· (8.5) 

Aus dem lokalen Gleichgewicht an der Grenzfläche, 

"( 
Tlintef' = Tm - ml 0IIntef' - Tm L K, = To + Ge (8.6) 

erhält man durch Auflösen nach der Konzentration und Normieren die Randbedin­
gung 

u(z = 00) = 0 (8.7) 

mit der thermischen Länge IT und der chemischen Kapillaritätslänge do: 

(8.8) 

e( x) ist die z-Position der Interface, "( die Oberflächenspannung, L die latente 
Wärme, G der Temperaturgradient und tl.O die Mischbarkeitslücke. In Analogie 
zum freien Wachstum kann man eine jetzt positionsabhängige Unterkühlung tl.(e) 
definieren, 

(8.9) 

Die thermische Länge lT ist einfach der räumliche Abstand, der dem Temperatu­
rabstand zwischen Solidus- und Liquiduslinie bei 0 00 entspricht (s. Abb. 8.2), da 
wegen GI. (8.1) jeder Temperatur eine z-Position zugeordnet ist. Mit Hilfe der ther­
mischen Länge läßt sich die Bedingung der absoluten Stabilität in guter Näherung 
einfach geometrisch finden. Denn die Konzentrationskurve tritt nur dann nicht in 
das Zweiphasengebiet ein (Abb. 8.2), wenn der Gradient des Feldes an der Grenz­
fläche kleiner als l/lT ist. Definiert man nun die Diffusionslänge 1 als 2/Vulintef' 
erhält man die Bedingung marginaler Stabilität als 2lT = l, die durch eine genauere 
Stabilitätsanalyse nur unwesentlich verbessert wird. 

Bei der Erstarrung sinkt die Konzentration von Ointef' auf KOIntef" so daß für 
die durch Diffusion zu transportierende Masse tl.m der gelösten Komponente pro 
Flächenelement tl.A und Zeitspanne tl.t gilt: 

tl.m = (1 - K)CIntef' Vn tl.t . tl.A . p. (8.10) 

Der Massenstrom ist aber andererseits 

(8.11) 
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also 

() OCInter (() ) OUInter 
1 - K GInter Vn = -D on ==} 1-:- K UInter + K Vn = -D on . 

(8.12) 
Die Bewegungsgleichung des Diffusionsfeldes im Laborsystem (in dem die Wärme­
kontakte fest sind) lautet: 

~~ = D (V2u + 7 ~:) (1 = 2~) . (8.13) 

Eine lineare Stabilitätsanalyse, die völlig analog zum freien Wachstum durchgeführt 
wird (s. Anhang), liefert die Wachstumsrate 

w( q, V) = V { ( J q' + I~ - ~) (1 - ~doq' - 2:T) - K ( doq' + I~) }. (8.14) 

Bei K = 1 und lT -+ 00 erhält man daraus die Relation für das freie Wachstum, wie 
es sein muß. Aus der Näherung für große q, 

w(q, V) = Vq (1- ~doq2 - 2:T) , (8.15) 

ersieht man, daß w für 21T < 1 immer negativ ist, also das System absolut stabil 
ist. Der kritische Punkt, Abb. 8.3, wo das Maximum von w(q, V) gerade die q-Achse 
berührt, d.h. die Mode qc gerade marginal stabil ist, liegt bei 

w(q,V) 

K s K 2dolf S 1 { 1} 
q, Ri (2dol})' I, Ri 2 IT - 3 ( 4 ) . (8.16) 

Abbildung 8.3: Schematische Dar­
stellung der Wachstumsrate w als 
Funktion der Wellenzahl q der 
Störung in der Nähe der kritischen 
Ziehgeschwindigkeit l/;:. A: absolut 
stabil, V < Vc; B: marginal sta­
bil, V = l/;:; C: schwach instabil, 
V> Vc. 

Die kritische Geschwindigkeit Vc ist damit näherungsweise gleich 

D 
VMS = lT' (8.17) 
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Werden die experimentellen Parameter gerade so gewählt, daß nur ein schmaler 
Wellenzahlbereich in der Umgebung von qc linear instabil ist, werden die Strukturen 
durch qc dominiert. Es entstehen zelluläre Strukturen der Wellenlänge 211"/ qc, die 
mittels Amplituden- und Phasengleichungen anruytisch beschrieben werden können 
[80]. 

8.3. Numerische Methode 

Für die Simulationen der zweidimensionalen gerichteten Erstarrung arbeiten wir im 
Bezugssystem der Probe, die mit der Geschwindigkeit V gezogen wird. Die Grund­
gleichungen lauten dann: 

8u 
DV2u (8.18) 

8t 

Ullnter 1- d(8)n-
e- Vt (8.19) 

lT 
d(8) do(l- e4cos4(8 - ao)) (8.20) 

((1 - K)Ulnter + K) Vn - _D8Ulnter 
an . (8.21) 

Die Wahl dieses Referenzsystems führt zu einer expliziten Zeitabhängigkeit in 
der Gibbs-Thomson Bedingung (8.19). Zum Vergleich mit Simulationen des frei­
en Wachstums wird die zeitabhängige Tip- bzw. Spitzen-Unterkühlung definiert 

.6.(t) = 1- e(t)Tip - Vt , (8.22) 
lT 

wobei eTip die z-Position des höchsten Punkts des Kristalls darstellt. Wenn die Struk­
tur stationär ist, bewegt sich dieser Punkt mit der Ziehgeschwindigkeit V, so daß 
l:l. konstant wird. Für eine stationäre planare Interface muß .6. gleich Eins sein. Im 
Grenzfall einer großen thermischen Länge lT » 1 kann man dieselben stationären 
Strukturen (zumindest in der Tip-Region) wie im freien Wachstum erhalten. Die 
einzige Differenz ist, daß im freien Wachstum die Unterkühlung vorgegeben ist und 
die Geschwindigkeit selektiert wird, während man in der gerichteten Erstarrung 
die Geschwindigkeit fixiert und sich die dazugehörige Unterkühlung einstellt. Die 
Abhängigkeit V(l:l.) ist in diesem Grenzfall in beiden Fällen dieselbe. 
Durch numerische Simulationen wurde gezeigt [81], daß bereits bei lT ~ 7.51 Den­
driten entstehen, die die Skalenrelationen des freien Wachstums innerhalb weniger 
Prozent erfüllen. Weiterhin kann man in diesem Grenzfall bei hinreichend kleiner 
Unterkühlung eine Transformation definieren, mit der man die Ergebnisse für belie­
bige Segregationskoeffizienten K > 0 auf K = 1 abbilden kann. Als ersten Schritt 
nähert man die Kontinuitätsgleichung (8.21) durch 

((1- K).6. + K)vn = _D8Ulnter . (8.23) 
8n 
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Das sollte für die interessierende Tip-Region eine gute Näherung sein, denn für 
Dendriten ist Ulnter = tl - d/ RTip = tl - pO" ~ tl. P ist die Pecletzahl und 0' = 
Vdo/(2Dp2) die normierte Wachstumsrate, die von der Ordnung 0.05 ist. Der kleine 
Temperaturgradient stellt sicher, daß tl über der Tip-Region annähernd konstant 
ist wie im freien Wachstum. Nun kann man das Diffusionsfeld reskalieren 

_ U 

U = K + (1 - K) tl . (8.24) 

Für dieses neue Feld ü gelten nun die Standard-Randbedingungen des freien Wachs­
tums mit dem Segregationskoeffizienten K = 1: 

Ä - doK, 
-Dn·Vü 

allerdings mit reskalierter Unterkühlung Ä und Kapillaritätslänge do 

K + (1- K)tl 
do 

K + (1- K)tl . 

(8.25) 

(8.26) 

(8.27) 

Mit dieser Transformation hat man eine zusätzliche Kontrollmöglichkeit und kann 
frühere Simulationen zum freien Wachstum bei K = 1 mit Experimenten zur gerich­
teten Erstarrung dünner Filme und speziell darauf angepaßten Simulationen verglei­
chen. Die numerischen Simulation von GI. (8.18-8.21) wurden mit der dynamischen 
Methode (s. Abschnitt 3.2.) durchgeführt. Es wurde zunächst kein kinetischer Koef­
fizient eingeführt, was problemlos möglich wäre (s. Kapitel 7). In allen Simulationen 
wurden laterale periodische Randbedingungen und meistens zwei Diffusionsgitter 
verwendet. 

8.4. Experimente 

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Simulationen zur gerichteten Erstar­
rung entstanden in enger Zusammenarbeit mit einer experimentellen Arbeitsgruppe 
von der Universität 6 und 7 in Paris (G. Faivre, S. Akamatsu, M. Ginibre [24]). Bei 
der gerichteten Erstarrung eines dünnen Films einer C Br4 + 8%C2C16-Legierung 
beobachtete diese durch Zufall eine instationäre Seetang-artige Struktur. Mit Hilfe 
gezielt er numerischer Simulationen und weiterer Experimente prüften wir dann, ob 
diese Muster mit den bereits im freien Wachstum gefundenen Doublon-Strukturen 
[18] identifiziert werden können. 

Die Probe besteht aus zwei Glasplatten im Abstand von ca. 12/-tm, zwischen denen 
sich die Legierung befindet. Ihre nutzbare Länge in Ziehrichtung beträgt 20mm, ihre 
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Breite 10mm. Sie wird mit Geschwindigkeiten von bis zu 150/-tm/8 an zwei Wärme­
kontakten vorbei in Richtung des kälteren Kontakts gezogen. Der Erstarrungsvor­
gang wurde mit einer Videokamera aufgenommen. Das verwendete Material erstarrt 
völlig unfacettiert [82] und bildet bei der verwendeten Dotierung von 8% 02016 
kubisch flächenzentrierte Kristalle. 

Die Diffusionslänge war meistens in der Ordnung von 50J-tm, so daß das System 
im wesentlichen zweidimensional ist auf grund der geringen Schichtdicke von 12J-tm. 
Die effektive kristalline Anisotropie in der Schichtebene hängt daher von der Orien­
tierung des Kristalls zu dieser Ebene ab. Liegt z.B. die {l11}-Ebene des Kristalls 
parallel zur Schichtebene, so ist keine vierfache zweidimensionale Anisotropie mehr 
vorhanden, da der Kristall in dieser Ebene eine dreizählige Symmetrie aufweist. Mit 
diesem Trick kann man daher Strukturen erzeugen, die denen in zweidimensionalen 
fast isotropen Systemen sehr ähneln. Die beobachteten Morphologien lassen dann 
Rückschlüsse auf die Kristallorientierung zu. Aufgrund eines plastisch-nichtplastisch 
Übergangs in der Nähe der Schmelztemperatur ist es bei dem verwendeten Mate­
rial nicht möglich, die Orientierung nach dem Erstarren direkt zu messen, so daß 
man auf indirekte Methoden angewiesen ist. Die Facettierung von Gasblasen, die 
durch Zufall in der Probe eingeschlossen sind, erlaubt eine genaue Bestimmung der 
Orientierung auf ±2° [24]. 
Nach dem Erstarrungsvorgang ist die Probe polykristallin und enthält ca. 10 Domä­
nen verschiedener Orientierung (Körner oder Grains). Die Korngrenzen erkennt man 
an kleinen scharfen Einkerbungen in der Interface. Eine solche polykristalline Pro­
be ermöglicht es z.B., Strukturen mit unterschiedlicher Orientierung und effektiver 
Anisotropie, aber unter identischen Wachstumsbedingungen zu erzeugen, Abb. 8.4. 
Man kann dann die Differenz in der Spitzenunterkühlung zwischen den verschiede­
nen Morphologien mit guter Genauigkeit messen, währenddessen eine Bestimmung 
des Absolutwerts der Unterkühlung schwierig und ungenau ist. 

Bei einigen Proben waren die Glasplatten so gebogen, daß die Filmdicke in der 
Mitte erheblich kleiner war als 12/-tm. Dies wurde zur Untersuchung des Einflusses 
der offensichtlich vorhandenen dreidimensionalen Effekte genutzt. Es zeigte sich, daß 
die Verringerung der Filmdicke keine qualitativen Veränderungen bewirkt. 

Die Materialparameter der Legierung sowie einige wichtige physikalische Größen 
sind in Tabelle 8.1 aufgelistet. 

8.5. Resultate 

Es wurden insgesamt 9 Simulationen zur gerichteten Erstarrung durchgeführt, die 
in Tabelle 8.2 aufgelistet sind. Diese Berechnungen werden in diesem Abschnitt 
im engen Vergleich mit den Experimenten von Akamatsu et al [24J vorgestellt und 
diskutiert. 
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Tm Tp Imd K ao D 
oe oe K/mol % pm K crn2 S-l 

92.5 ~ 43 0.8 0.75 9 x 10-2 ·5 X 10-6 

eoo G LlTo lT do VMS 
mol % Kcrn- 1 K pm pm pms-1 

8 80 2.2 270 0.054 1.9 

Tabelle 8.1: Materialkonstanten der CBrrC2Cl6 Legierung und wichtige experimen­
telle Parameter: Tm: Schmelzpunkt des reinen CBr4, Tp : Temperatur des plastisch­
nichtplastisch Übergangs, ao: Kapillarkonstante, da = ao/ ßTo, Coo : Konzentration von 
C2Cl6, ßTo: Temperaturlücke, lT = ßTo/G, andere Größen siehe Text. 

8.5.1. Axiale Dendriten 

Zum Prüfen des numerischen Codes wurde zunächst versucht, die Resultate von Sai­
to et al [81] für gerichtetes dendritisches Wachstum im Kanal zu reproduzieren, die 
mit der Greensfunktionsmethode (s. Abschnitt 3.1.) erzielt wurden. Die dort ver­
wendeten dimensionslosen Parameter waren: lT = 1, D = 1, K = 0.9, do = 0.000295 
und eine Kanalbreite von L = 0.36. Daraus ergibt sich die kritische Geschwindig­
keit und die kritische Wellenlänge für die Instabilität einer planaren Front (8.16) 
zu Va = 1.136 ~ VMS = 1 und .Ac = 0.514. Die Anisotropie der Kapillaritätslänge 
betrug e4 = 0.1. In Einheiten der Gitterkonstante des Diffusionsgitters Llx wurde 
hier lT = 419.44 Llx gewählt und alle anderen Längen wie die Kanalbreite L, die Dif­
fusionslänge l = 2D /V und die Kapillaritätslänge do mit demselben Faktor skaliert. 
Die Diffusionskonstante blieb Eins. 

Entsprechend den Berechnungen in [81] wurden zwei Simulationen durchgeführt 
bei VIVMs = 12 und V/VMS = 20 mit einer fast flachen Interface, die eine 
kleine Ausbeulung aufwies und einem exponentiell abfallenden Diffusionsfeld als 
Anfangsbedingung (s. Spalte 1 und 2 in Tab. 8.2). Im ersten Lauf entstand ein sta­
tionärer Dendrit mit einer Spitzenunterkühlung von Ll = 0.599 und einem Radius 
von R = 19.05 Gittereinheiten. Das kommt den Resultaten der Greensfunktionsbe­
rechnungen [83] von 11 = 0.584 und R = 17.33 sehr nahe. In der zweiten Simulation 
ergab sich Ll = 0.613, R = 15.1. Die Vergleichsdaten von Ll = 0.573 und R = 12.2 
stimmten auch hier ganz gut überein mit einem Fehler von maximal 23%. 

Die verwendete Methode erlaubt es, der vollen Dynamik des Problems zu folgen. So 
wurde zusätzlich zu Saito et al [81] ein stark gedämpftes oszillatorisches Verhalten 
der Spitzenunterkühlung und der Geschwindigkeit während der Entwicklung zum 
stationären Zustand beobachtet. Es waren zwei lange Perioden sichtbar, mit T = 
8.21"d im ersten Lauf und T = 10.351"d im zweiten, gemessen in der Diffusionszeit 
1"d = l IV = 2D /V2

• Im Gegensatz zum freien Wachstum, wo diese Konvergenz 
kein Überschwingen zeigt, haben die Dendriten in der gerichteten Erstarrung die 
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Abbildung 8.4: Experiment: 
Korngrenze zwischen einer den­
dritischen Domäne und einer 
Seetang-Domäne. V = 29j.tms-1 

(~ 15VMS), aus [24] . 

richtige Position im Temperaturgradienten, d.h. die richtige Spitzenunterkühlung 
zu wählen, um stationär zu werden. Dieser neue Freiheitsgrad ist Voraussetzung für 
die Oszillationen. 
Eine einfache Erklärung für die Schwingungen ist die folgende: Aus den Simulatio­
nen des freien Wachstums [18, 21] ist bekannt, daß die Relaxation zum stationären 
Zustand relativ langsam ist, oder lax gesagt, der Dendrit ziemlich lange braucht, um 
sich an seine Umwelt d.h. die Unterkühlung anzupassen. Wenn also in der gerich­
teten Erstarrung ein Dendrit eine zu geringe z-Position d.h. zu hohe Unterkühlung 
hat, wird er schneller als die Ziehgeschwindigkeit V wachsen. Dadurch gewinnt er an 
Höhe und verringert seine Spitzenunterkühlung. Diese Änderung erfolgt aber offen­
bar schneller als der Dendrit "abbremsen" kann, so daß er über die entsprechende 
stationäre Position hinausschießt und in einen Bereich sehr geringer Unterkühlung 
gerät. Dort wird er langsamer als V, verliert an Höhe, die Unterkühlung steigt wie­
der an U.s.w. Mit Hilfe dieser Idee kann man (mit groben Näherungen) eine simple 
Schwingungsgleichung ableiten und unter Verwendung der gemessenen Relaxations­
rate des freien Dendriten die Periode der Schwingung berechnen. Da diese allerdings 
um einen Faktor 2 daneben liegt, soll das hier nicht näher ausgeführt werden. 

Als nächstes wurde eine Matrix von fünf nebeneinander liegenden Dendriten simu­
liert (Abb. 8.5) mit dem Anisotropiewinkel ao = 0 (8.20), wie sie in den Experimen­
ten beobachtet wurden (Abb. 8.4). ao = 0 bedeutet, daß die durch die Anisotropie 
bestimmte Vorzugsrichtung mit der Richtung des Temperaturgradienten identisch 
ist. Die Parameter wurden entsprechend dem Experiment gewählt, d.h. in internen 
Einheiten: K = 0.75, D = 1, lT = 500, do = 0.135, A = 199.4. A ist die Periode der 
anfanglichen harmonischen Störung (entspricht 80j.tm im Experiment). 
Für Dendriten gibt es ein ganzes Band von möglichen Abständen zueinander, in 
denen die Konfiguration stabil ist. Ist der Abstand der Dendriten zu groß, entsteht 
zwischen ihnen aus einem Seitenarm heraus ein neuer Dendrit (Tail-Instability [81]). 
Denn zum Fuß des Dendriten hin steigt die Unterkühlung an. Erreicht sie die Größen­
ordnung Eins, kann der betreffende Seitenarm ungehindert wachsen (falls Platz ist), 
da dann kein langreichweitiger Diffusionstransport mehr nötig ist, d.h. das Wachs-
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Abbildung 8.5: Simulation: a) Stationärer Zustand eines Arrays von 5 Dendriten bei g = 
0.12 (s. Spalte 3 in Tab. 8.2). Die Diffusionslänge ist l = 78.12ax und entspricht 31.2JLm 
im Experiment. In dieser und allen folgenden Abb. werden die Längen in Einheiten der 
Gitterkonstante des Diffusionsgitters ax und die Zeiten in ax2 / D gemessen. b) Zeitliches 
Verhalten der Tip-Unterkühlung a(t)Tip = 1- {~(t)Tip - Vt}/lT. 

tum nicht mehr diffusionslimitiert ist und keine Konkurrenz mehr auftritt. Stehen 
die Dendriten zu dicht, sterben einige aus aufgrund des Wettkampfes um das Dif­
fusionsfeld. Wählt man A innerhalb des erlaubten Bandes, hat man damit auch die 
zukünftige Position der Dendriten festgelegt. 

Die unbekannte Anisotropie der Kapillaritätslänge e4 wurde so gewählt, daß die 
Radien der entstehenden Dendriten mit denen des Experiments übereinstimmten. 
Daraus ergab sich C4 = 0.12. Abb. 8.5a zeigt den stationären Zustand dieser fünf 
Dendriten (siehe Spalte 3 in Tab. 8.2). Ihr Radius beträgt 16.6 L\.x, was 6.6Jtm in der 
Realität entspricht und nach Konstruktion dem experimentell beobachteten Radius 
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von 7.0 ± 0.5pm sehr nah ist. Es trat wiederum eine oszillatorische Relaxation der 
Spitzenunterkühlung auf mit einer Periode von 8.7Td, Abb. 8.5b. Im Experiment 
wurde bei der Entstehung eines neuen Dendriten aus einem Seitenarm heraus ein 
ähnliches Einschwingen beobachtet. Die Periode betrug ca. 5Td und liegt somit in 
derselben Größenordnung. 

8.5.2. Geneigte Dendriten und chaotische Muster 

Im Experiment wurden sehr häufig geneigte Dendriten beobachtet, Abb. 8.6, d.h. 
Dendriten, die in einem Winkel 0: > 0 zur Richtung des Temperaturgradienten 
wachsen. Von der Interpretierung der Experimente abgesehen, ist es auch vom theo­
retischen Standpunkt aus interessant, den Wettstreit zweier konkurrierenden Effekte 
- Temperaturgradient und kapillare Anisotropie - genauer zu untersuchen. Oh­
ne Temperaturgradienten würde die Wachstumsrichtung der Dendriten 0: mit der 
Vorzugsrichtung der kapillaren Anisotropie 0:0 übereinstimmen. 

Es wurden vier parallele geneigte Dendriten erzeugt, die durch eine asymmetrisch 
gestörte ebene Interface initialisiert wurden (Spalte 4 in Tabelle 8.2, Abb. 8.7). Die 
physikalischen Parameter waren bis auf den Neigungswinkel dieselben wie bei dem 
axialen Array von Dendriten. Es zeigte sich, daß bei den gegebenen Parametern 
ein geordneter Zustand von geneigten Dendriten nur bis zu einem Neigungswinkel 
von 0: ~ 300 stabil ist, was einem Anisotropiewinkel 0:0 = 360 entspricht. Dieser 
kritische Winkel konnte auch durch Variation des Abstands der Dendriten nicht 
weiter erhöht werden. Die Instabilität der Lösung für 0:0 > 360 beruht auf dem 
Wettkampf der Spitze eines Dendriten mit den ersten Seitenarmen seines (hier des 
rechten) Nachbarn. Das führt zur Änderung der Wachstumsrichtung des Dendriten 
und schließlich zum Durchbrechen des betreffenden Seitenarms. Als Resultat ergibt 
sich ein chaotisches Muster, die sogenannte degenerierte Morphologie [24, 85], die 
aus rechts- und linkswachsenden Fingern besteht, die sich gegenseitig ablenken oder 
vernichten. 

Der symmetrische Extremfall mit 0:0 = 450 ist in Abb. 8.9 dargestellt. Die darin 
auftretenden dendritenähnlichen Finger begrenzter Lebensdauer haben eine mitt­
lere Neigung von ca. 230

, also geringer als der erreichbare Winkel im geordneten 
Zustand. Die mittlere Unterkühlung an der Front des chaotischen Musters ist mit 
ß = 0.6 etwas höher als an den Spitzen der geordneten Dendritenstruktur t::,. = 0.571 
und wesentlich höher als bei den axialen Dendriten ß = 0.516. Abb. 8.8 zeigt das 
entsprechende Experiment. 

In den Experimenten wurden im Gegensatz zur Simulation Dendriten bis zu einem 
Neigungswinkel 0: = 550 beobachtet, Abb. 8.6. Die dort verwendete binäre Substanz 
(C B1'4 + 8%020l6) ist für relativ starke kinetische Effekte bekannt, was sich in 
einer mehr dreieckigen Dendritenspitze und erheblich schwächerer Seitenarmbildung 
bemerkbar macht [84]. Die numerisch beobachtete Instabilität beruht aber gerade 
auf der starken Seitenarmbildung. Man kann daher vermuten, daß die Ursache für 
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Abbildung 8.6: Experiment: Geneigte Dendriten mit einem Neigungswinkel a ~ 54° 
(links) und a ~ 22° (rechts). V = 32jtms-1 (~17VMS), aus [24]. 
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Abbildung 8.7: Simulation: Stationärer Zustand von 4 geneigten Denriten unter peri­
odischen Randbedingungen (s. Spalte 4 in Tab. 8.2). Die physikalischen Parameter sind 
dieselben wie in Abb. 8.5 bis auf den Anisotropiewinkel ao = 36°. Der resultierende Nei­
gungswinkel der Dendriten beträgt ca. 30°. 

die Diskrepanz zwischen Numerik und Experiment das Nichtberücksichtigen der 
kinetischen Effekte in der Simulation ist. Das muß allerdings noch bewiesen werden. 
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Abbildung 8.8: Experiment: Degenerierte Morphologie. V = 7p,ms-1 (~ 3.7VMS), aus 
[24]. 
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Abbildung 8.9: Simulation: Zeitliche Entwicklung der instationären degenerierten Mor­
phologie. Gleiche physikalische Parameter wie in Abb. 8.5 bis auf den Winkel ao = 45° 
(Spalte 5 in Tabelle 8.2). Der mittlere Neigungswinkel der schrägen Finger ist ca. 23°. 
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8.5.3. Doublonen 

Im Grenzfall unendlicher thermischer Länge geht die gerichtete Erstarrung in das 
freie Wachstum über. Bei hinreichend großer ZIehgeschwindigkeit und geringer An­
isotropie sollten Doublonen deshalb auch in der gerichteten Erstarrung existieren. 
In den Experimenten wurden in {111} orientierten Domänen auch solche Zustände 
beobachtet, allerdings nur mit endlicher Lebensdauer (Abb. 8.4, 8.10). Zur Identi­
fizierung wurde dabei der lange enge Kanal konstanter Dicke zwischen den bei den 
Partnern genutzt, da diese selbst nicht immer so klar zu erkennen waren. Ein sol­
cher ("innerer") mit Flüssigkeit gefüllter Kanal spiegelt den Fakt wider, daß zwei 
aktive Spitzen stabil in wohldefiniertem Abstand zueinander wuchsen. Das legt die 
Vermutung nahe, daß dem eine ideale stationäre Struktur - das Doublon - zu­
grundeliegt. 

Um das experimentell zu überprüfen, wurde die Evolution jedes Kanals in einem 
Raum-Zeit Diagramm dargestellt, Abb. 8.11. Die dicken Linien symbolisieren dabei 
breite Kanäle ("äußere") Kanäle und die dünnen Linien enge Kanäle ("innere"), 
die man den Doublonen zuordnen kann. Man erkennt, daß die breiten Kanäle fast 
durchgehend sind und als Begrenzungslinien sogenannter Seetang-Zellen mit sehr 
langsamer Dynamik angesehen werden können. Die Lebensdauer der engen Kanäle 
ist zwar auch wesentlich größer als die Diffusionszeit Td, aber irgendwann kollidieren 
sie mit den Begrenzungslinien. Dieses Kollidieren bedeutet, daß Doublonen benach­
barter Zellen aufeinander zuwachsen und absterben. 

Zur weiteren Erhärtung der Annahme, daß schwach wechselwirkende Doublonen die 
Grundbausteine der experimentell beobachteten Muster sind, wurden die numerisch 
ermittelten Kanalbreiten mit denen des Experiments verglichen. Mit Hilfe der Trans­
formation GI. (8.27) konnten auch die Resultate früherer Simulationen zum freien 
Wachstum mit dem Verteilungskoeffizienten K = 1 in den Vergleich einbezogen wer­
den. Die dort ermittelten Abhängigkeiten der Geschwindigkeit und der Kanalbreite 
von der Unterkühlung sind in Abb. 4.10 auf Seite 61 dargestellt. Abb. 8.12 zeigt die 
experimentell gefundenen Kanalbreiten im Vergleich mit den numerischen Resulta­
ten. Die experimentellen Werte sind etwa halb so groß wie die numerischen. Das 
kann als eine ganz gute Übereinstimmung angesehen werden, wenn man bedenkt, 
daß es sich nicht um ein wirklich zweidimensionales Experiment handelt und auch 
eine gewisse Unsicherheit in den Materialparametern herrscht. 

Zur gerichteten Erstarrung wurden zwei isotrope Simulationen (e = 0) durchgeführt. 
Abb. 8.13 und 8.15 zeigen die Zeitentwicklung dieser beiden Läufe mit VjVMS = 12.8 
und VjVMS = 35 (s. Spalte 6 und 7 in Tab. 8.2). Aus Gründen der numerischen Ef­
fizienz wurden in der letzteren Simulation Parameter gewählt, die einer sehr hohen 
unrealistischen Geschwindigkeit (v ~ 259Jtm) und einer kleinen thermischen Länge 
(lT = 66.7 Jtm) im Experiment entsprechen. Die Parameter des anderen Laufs ent­
sprachen dem Experiment. Die Berechnung bei 35VMS (Abb. 8.15) führt zu klar 
erkennbaren Doublonen, während in der anderen Simulation (Abb. 8.13) die Unter­
scheidung zwischen "inneren" und "äußeren" Kanälen schwieriger ist (Ein innerer 
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Kanal ist die Bucht zwischen den Partnern eines Doublons). Man kann aber die 
doublonenbildenden asymmetrischen Finger deutlich erkennen. 

Für den Lauf mit V = 12.8VMs wurden die normierte Ziehgeschwindigkeit Vdo/D, 
die gemessene Spitzenunterkühlung 11 = 0.5 und die normierte Kanalbreite W / do 
mittels GI. (8.27) in die entsprechenden Werte für das Standardmodell mit dem Ver­
teilungskoeffizienten K = 1 umgerechnet. Die so ermittelten Werte V = V do{ K + 
(1- K)I1}/D = 0.00395, .& = 0.57 und IV = W{K + (1- K)fl}/do = 113 sind 
konsistent mit den Zusammenhängen für das freie Doublon, AbbA.10. 

Das entstandene Muster (Abb. 8.13) stimmt auf dem ersten Blick gut mit den ex­
perimentellen Strukturen (Abb. 8.10) überein. Allerdings ist die Übereinstimmung 
der Ziehgeschwindigkeit nicht perfekt, d.h. konkret entspricht die Simulation bei 
12.8VMs optisch dem Experiment bei 5VMS' Für diese Diskrepanz sind verschie­
dene Ursachen denkbar: a) dreidimensionale Effekte, da das Experiment nicht ex­
akt zweidimensional ist, b) eine nicht vernachlässigbare 6-fache Anisotropie in der 
{111}-Ebene des Kristalls, c) die experimentelle Unsicherheit der Materialparame­
ter. Welcher dieser Effekte relevant ist, ist bis jetzt noch unklar. 

Zum Abschluß wurde noch nach Doublonen mit starker Anisotropie geschaut, da das 
die häufigere experimentelle Situation ist. Nach der Theorie des freien Wachstums 
(siehe Phasen diagramm Abb. 2.1, Seite 24) sollten diese bei hohen Unterkühlungen 
11 ~ 0.8, bzw. in der Sprache der gerichteten Erstarrung bei hohen Ziehgeschwindig­
keiten, existieren können. Simulationen bei V = 43.2VMS, C = 0.1 und V = 49.4VMS, 
C = 0.12 führten in der Tat zu stabilen Doublonen (Spalte 8 und 9 in Tab. 8.2). Ihre 
Form unterschied sich kaum vom isotropen Fall c = O. 

Auch im Experiment wurden bei sehr hohen Geschwindigkeiten (V ~ 103J.tm) 
Doublonen in stark anisotropen Domänen beobachtet, Abb. 8.14. Man beachte, daß 
hier dreidimensionale Effekte auf grund der kleinen Diffusionslänge von< 9.7 11m im 
Vergleich zur Filmdicke (12J.tm) eine große Rolle spielen müßten. Diese Struktu­
ren existieren wie erwartet in Koexistenz mit Dendriten, wobei das Auftreten von 
Dendriten gleichzeitig eine Bestätigung für das Vorhandensein einer beträchtlichen 
Anisotropie darstellt. Da die Doublonen im Gegensatz zu denen im fast isotropen 
Fall nicht durch Tip-Splitting oder aus Seitenarmen heraus entstehen, sondern durch 
Paarung von Dendriten, wurden diese Strukturen in [24] als dendritische Doublonen 
bezeichnet. Dieses Binden der Dendriten zu Paarstrukturen und späteres Entbinden 
ist in Übereinstimmung mit den Simulationen im freien Wachstum (s. Abschnitt 
4.2.). Dort wurde gezeigt [18], daß die Stabilität gegen Entbinden der Doublonen in 
selbständige Dendriten bei hoher Anisotropie relativ gering ist. 

Zusammenfassend kann man mit relativer Sicherheit sagen, daß sich die im Expe­
riment beobachteten Paarstrukturen bei hoher Anisotropie und die instationären 
Muster bei niedriger Anisotropie mit der Existenz stabiler stationärer Grundbau­
steine - den Doublonen - erklären lassen. Diese Doublonen stimmen ziemlich gut 
mit den numerisch erzeugten überein. Einige Punkte blieben allerdings ungeklärt: a) 
Wie kommt es zu Ausbildung robuster Seetang-Zellen, die in der Simulation nicht 
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beobachtet wurden und welche Zellbreiten sind stabil? b) Warum sind die experi­
mentellen Seetang-Muster instationär, d.h. wieso ist die Lebensdauer der Doublonen 
wesentlich kürzer als in der Simulation? 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

N 4 4 2 2 2 2 4 4 4 

L 151 151 997 635 997 471 460 460 460 

00 0 0 0 36° 45° 0 0 0 0 

€4 0.1 0.1 0.12 0.12 0.12 0 0 0.1 0.12 

V 0.0286 0.04768 0.0256 0.032 0.0256 0.04 0.035 0.04375 0.05 

da 0.1237 0.1237 0.135 0.108 0.135 0.0864 0.8 0.8 0.8 

lT 419.4 419.4 500 400 500 320 987.6 987.6 987.6 

K 0.9 0.9 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 

.6. 0.599 0.613 0.516 0.571 0.60 0.50 0.6671 0.6678 0.675 

RTip 19.05 15.10 16.6 12.0 - 12.0 31.2 25 23.5 

W - - - - - 11.2 19.7 21.3 20.6 

Tabelle 8.2: Parameter und Resultate der numerischen Simulation der gerichteten Erstar­
rung: 
N: Anzahl der Gitter, L: Kanalbreite, 00: Anisotropiewinkel s. GI. (8.20), €4: vierfache An­
isotropie, V: Ziehgeschwindigkeit, da: Kapillaritätslänge, lT: thermische Länge, K: Vertei­
lungskoeffizient, ß: Tip-Unterkühlung, RTip: Tip-Radius, W: Breite der Bucht innerhalb 
von Doublonen. Die Diffusionskonstante D ist Eins und alle Längen werden in internen 
Einheiten des Gitters ß:z: gemessen. 

145 



KAPITEL 8. GERIOHTETE ERSTARRUNG 

c) 
; 

Abbildung 8.10: Experiment: Seetang Morphologie in einer {lU} orientierten Domäne. 
a) V = 8.6J,tms- 1 (~4.5VMS), b) V = 29J,tms-1 (~ l5VMS) , c) V = 64J,tms- 1 (~ 34VMS), 
d) V = lOOJ,tms-1 (~ 53VMS), aus [24]. 
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Abbildung 8.11: Raum-Zeit Diagramm der Struktur aus Abb. 8.l0c. Die dicken Linien 
entsprechen den ("äußeren") Flüssigkeitskanälen, die die Begrenzung der Seetang-Zellen 
bilden. Die dünnen Linien beschreiben die ("inneren") Kanäle. 1 = l56J,tm, 'rd = l/V = 
2D/V2 = 0.24s. 
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Abbildung 8.12: Breite des "inneren" 
. Kanals zwischen den beiden Teilen ei­
nes Doublons als Funktion der Ziehge­
schwindigkeit .• experimentelle Mes­
sungen, 0 Simulationen der gerichte­
ten Erstarrung, 0 aus den Simulatio­
nen des freien Wachstums errechnet. 

o~----~----~~----~------~----~~ 

400 500 600 700 800 

x 
Abbildung 8.13: Simulation: Zeitliche Entwicklung eines isotropen Systems s = 0 bei 
geringer Ziehgeschwindigkeit V = 12.8VMS mit ansonsten gleichen physikalischen Para­
metern wie in Abb. 8.5 (Spalte 6 in Tabelle 8.2). 
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Abbildung 8.14: Experi­
ment: Anisotrope Doublonen 
bei sehr hoher Ziehgeschwin­
digkeit V = 150ttms-l (~ 
77.6VMS), aus [24]. 

800 1 000 1200 

Abbildung 8.15: Simulation: Zeitliche Entwicklung eines isotropen Systems e = 0 bei 
hoher Zieh geschwindigkeit V = 35VMS (s. Spalte 7 in Tabelle 8.2). Aus Gründen der nume­
rischen Effizienz wurden Parameter gewählt, die einem relativ unrealistischen Experiment 
entsprechen mit sehr hoher Geschwindigkeit (259ttms-l) und sehr kleiner thermischer 
Länge (66.7ttm). Im Gegensatz zu den vorherigen Bildern sind hier zwei Perioden der 
Struktur abgebildet. 
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9. MEHRKOMPONENTIGE SYSTEME 

9.1. Das zweiseitige Modell 

9.1.1. Überblick 

Bisher wurde nur das sogenannte einseitige Modell (keine Diffusion im Festkörper) 
untersucht, das sehr gut für Wachstumsprozesse geeignet ist, die durch chemische 
Diffusion limitiert sind, wie z.B. das Kristallwachstum in einer übersättigten Lösung. 
Ist aber die thermische Diffusion der dominierende Prozeß, so kann die Diffusion 
im Festkörper nicht mehr vernachlässigt werden, da die Wärmeleitfähigkeiten von 
Flüssigkeit und Festkörper von derselben Ordnung sind. Weiterhin ist die Erwei­
terung auf zweiseitige Diffusion der erste Schritt für ein realistischeres Modell für 
mehrkomponentige Systeme, wie z.B. für die gerichtete Erstarrung, welches sowohl 
chemische als auch thermische Diffusion berücksichtigen soll. 

Bei der linearen Stabilitätsuntersuchung (siehe Anhang) findet man, daß die zusätz­
liche Diffusion im Festkörper stabilisierend wirkt, d.h. die Mullins-Sekerka- bzw. 
Stabilitätslänge vergrößert sich. Das dem so ist, kann man sich auch ohne Rechnung 
schnell klar machen. Dazu stellt man sich einen festen Keim vor, dessen Randli­
nie Buchten und Spitzen aufweisen soll. Weiterhin nehmen wir als Extremfall an, 
daß der Diffusionskoeffizient im Festkörper unendlich hoch sein soll. Das heißt aber, 
daß im Inneren des Keims die Laplacegleichung gilt und wir die Extremwertsätze 
für harmonische Funktionen anwenden können. Diese sagen, daß das Maximum und 
Minimum des Feldes immer auf dem Rand, d.h. auf der Interface angenommen wird. 
An der schärfsten Spitze (s. Gibbs-Thomson Gleichung (2.6)), hat also das Feld sein 
Minimum, während es an der engsten Bucht sein Maximum annimmt. Das bedeutet 
aber einen Anstieg des Feldes von der Spitze weg und einen Abfall von der Bucht 
weg ins Innere des Körpers. Nach GI. (2.5) folgt daraus, daß sich die Geschwin­
digkeit an den Spitzen im Vergleich zum einseitigen Modell verringert und in den 
Buchten vergrößert. Das ist ein stabilisierender Effekt, der auch bei endlich großen 
Diffusionskoeffizienten erhalten bleibt. 

Die Theorie des Dendritenwachstums [62, 86] sagt aus, daß Dendriten genau halb so 
schnell wachsen bei gleichen Diffusionskoeffizienten im festen und flüssigen Bereich 
verglichen mit dem einseitigen Modell. Dies wurde durch numerische Simulationen 
mit einem Phasenfeldmodell [87,88,89,90] gut bestätigt. Diese Simulationen zeigten 
aber auch, daß symmetrische Finger in engen Kanälen und bei hoher Unterkühlung 
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genauso schnell wachsen wie im einseitigen Modell. Das kann damit begründet wer­
den, daß die geometrischen Maße des Fingers, wie sein Spitzenradius, durch den 
engen Kanal vorgegeben werden. Da wegen der Energieerhaltung das Produkt aus 
Radius und Geschwindigkeit in beiden Fällen gleich sein muß, ist somit auch die Ge­
schwindigkeit festgelegt und gleichgroß. Die Frage, welchen Einfluß die zusätzliche 
Diffusion im Inneren auf die Selektion des asymmetrischen Fingers bzw. Doublons 
hat, war bisher noch unklar. Da man sich das Doublon aus einem halben Dendri­
ten und einem halben symmetrischen Finger zusammengesetzt vorstellen kann, wäre 
die einfachste Vermutung, daß sich die Geschwindigkeit um einen Faktor größer Eins 
aber kleiner Zwei verringert. Diese Annahme wird im folgenden numerisch bestätigt. 

9.1.2. Numerik 

Für die Diffusion im Festkörper wurde ein neues Diffusionsfeld definiert. Für den 
Diffusionsschritt, Randwerterfüllung und Ermittlung des Gradienten (jetzt aber in 
umgekehrter Normalenrichtung) konnten die bisher verwendeten Routinen (s. Ab­
schnitt 3.2.) verwendet werden. Die lokale Normalengeschwindigkeit wurde dann 
mittels 

(9.1) 

bestimmt, wobei die Diffusionskoeffizienten im flüssigen (DL ) und im festen Bereich 
(Ds) beliebig wählbar sind. 

Als erster Test wurde ein Dendrit mit der Unterkühlung ß = 0.5, der Anisotropie 
C4 = 0.15 und der Kapillaritätslänge do = 0.04 bei gleichen Diffusionskoeffizien­
ten DL = D s = 1 auf je 2 Gittern für das innere und äußere Feld simuliert. Die 
gefundene dimensionslose Wachstumsrate 0' = vdo/(2Dp2) (p: Pec1etzahl aus Ivant­
sovrelation (2.20)) lag bei 0' = 0.0297, d.h einen Faktor 1.92 kleiner als im einseitigen 
Modell (0' = 0.057, 2 Gitter, do = 0.125 [21]). Die theoretische Voraussage der Ver­
langsamung des Dendriten um einen Faktor 2 wurde damit sehr gut bestätigt bis 
auf einen Fehler von 4%, der im Rahmen der numerischen Genauigkeit liegt. Eine 
isotrope Simulation im engen Kanal der dimensionslosen Breite W = L/do = 100 
bei ß = 0.7 führte innerhalb einer Abweichung von 4% auf dieselbe Geschwindig­
keit und Tip-Radius wie im einseitigen Modell [21] in Übereinstimmung mit den 
Phasenfeld-Simulationen aus [89]. 

Zum Abschluß wurde der asymmetrische Finger bei ß = 0.7 im breiten Kanal mit 
W = 400 und wie bisher mit DL = Ds = 1 untersucht. Die erreichte dimensionslose 
Geschwindigkeit V do/ D = 0.012925 liegt einen Faktor 1.524 geringer als im einsei­
tigen Modell. Auch der Abstand des Fingers von der Wand ist 1.53 mal größer als 
im einseitigen Modell. Die genauen Daten befinden sich in Tabelle 9.1. 
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11 1 2 3 4 

f1 0.5 0.5 0.7 0.7 

e 0.15 0.15 0 0 

do 0.04 0.07 1.0 0.25 

L 230 360 100 100 

M 387 551 453 453 

H 230 380 400 350 

f1t 0.8 1.0 0.45 0.45 

CPU/f1t {s} 1.0 2.34 0.64 0.6 

Tmare 19200 31500 49000 71300 

Tkonv 8000 26000 > 49000 35000· 

GPUmare {h} 6:38 19:08 19:20 11:53 

V 0.052 0.030 ~0.026 0.0517 

(j' 0.02974 0.030 - -
R 6.55 10.85 ~26.8 19.5 

R/do 163.75 155 ~26.8 78 

'Tl - - 0.71 ~0.78 

Xo - - - 7.3 ± 0.15 

b - - - 26.43 

Tabelle 9.1: Resultate der Simulationen des zweiseitigen Modells mit gleichen Diffusions­
koeffizienten in beiden Phasen, DL = Ds = 1, auf je 2 Gittern pro Phase mit reflektieren­
den Randbedingungen. 
Zeichenerklärung: 
ß.: Unterkühlung, g: Anisotropie der Kapillaritätslänge, da: Kapillaritätslänge, L: Kanal­
breite, M: Größe der Diffusionsgitter (M x M), H: Höhe des Rahmensytems, ß.t: Zeit­
schritt, CPU / ß.t {s}: Rechenzeit in s pro Zeitschritt, Tmare: Maximale Simulationszeit in 
internen Einheiten, Tkonv: Konvergenzzeit in internen Einheiten (* nach Tip-Splitting), 
CPUmare {h}: Gesamtrechenzeit in Stunden aufDEC-Alpha Workstation, V: Wachstums­
geschwindigkeit, (j': dimensionslose Wachstumsrate (j' = Vdo/(2Dp2) (nur bei Dendriten), 
R: Tip-Radius, 'Tl: Füllfaktor am fuß der Struktur (nur in engen Kanälen sinnvoll, sollte 
= ß. sein), :1::0: halbe Breite der Bucht innerhalb von Doublonen, b: halber Abstand der 
Doublonspitzen. 

9.2. Gekoppelte Felder 

9.2.1. Motivation 

Bei der Simulation des Erstarrens mehrkomponentiger Systeme haben wir bisher nur 
die chemische Diffusion der sich umverteilenden Komponenten berücksichtigt. Das 
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ist im Prinzip eine gute Näherung, da der Wärmeausgleich in der Regel um meh­
rere Größenordnungen schneller ist als die Stoffdiffusion. Diese Näherung ist aber 
nicht mehr gerechtfertigt, wenn beim Phasenübergang eine größere Menge latenter 
Wärme frei wird und der Wärmetransport nicht sehr viel schneller als der Stoff­
transport erfolgt. In diesem Fall muß die Diffusion beider Felder berechnet werden, 
die über die Bedingung lokalen Gleichgewichts an der fest-flüssig Interface mitein­
ander gekoppelt sind. In diese Kopplung geht das Phasendiagramm der jeweiligen 
Legierung ein. Wir beschränken uns hier auf einen Bereich des Phasendiagramms, in 
dem die Solidus- und Liquidus-Linie durch Geraden approximiert werden können. 
Die Gibbs-Thomson Beziehung lautet dann: 

(9.2) 

mit der Temperatur T, der Schmelztemperatur des reinen Materials Tm, dem An­
stieg der Liquidus-Linie mL, der Konzentration der Verunreinigung G, der latenten 
Wärme L, der Krümmung der Interface K, und der Oberflächenspannung "'{. Die Dif­
fusionsgleichungen für das Temperaturfeld T und das Konzentrationsfeld 0 (kein 
Stoff transport im Festkörper) lauten: 

d 
Ds V 2Ts (Solid) -Ts 

dt 
d 

DL V 2TL (Liquid) -TL = 
dt 
d 

DaV20 (Liquid) 
dt

G - (9.3) 

Für die Energieerhaltung erhält man 

(9.4) 

und für die Massenerhaltung folgt 

AOvn = -Da VG· nllnter. (9.5) 

AG ist die Mischbarkeitslücke und CpL, Cps die spezifischen Wärmen. Weit entfernt 
von der Grenzfläche soll gelten: 

T - Too 

G - 0 00 , 

Führt man jetzt das normierte Temperaturfeld wein 

T- Too 
W= 

L/CpL 
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und das normierte Konzentrationsfeld u 

G - Goo u= 
ßG 

so folgt aus GI. (9.2) die Randbedingung 

Wllnter + aullnter = A - do /'i, 

mit der Kopplungskonstanten a 

der verallgemeinerten Unterkühlung A 

A = Tm - mL Goo - Too 
L/CpL 

und der thermischen Kapillaritätslänge do = do'I'herm = Tm'Y CpL L2
• 

(9.8) 

(9.9) 

(9.10) 

(9.11) 

Im thermischen Grenzfall, wo die chemische Diffusion keine Rolle mehr spielt, d.h. 
bei Goo = 0, mL = 0 oder Da / DL » 1, was zu ullnter -t 0 führt, erhält man aus 
(9.9) die bekannte Beziehung 

Wllnter = ßTherm - dO'I'h.rm /'i, (9.12) 

mit der Unterkühlung ßTherm = (Tm - Too ) CpL/ L. 

Im chemischen Grenzfall wird die thermische Diffusion unbedeutend, d.h. entweder 
verschwindet. die latente Wärme L -t 0 oder DL/ Da » 1, was in Wllnter -t 0 
resultiert. Die Randbedingung (9.9) geht dann über in 

(9.13) 

ßahem ist die Übersättigung (Ceq - Goo)/ßG, wobei Ceq = (Tm - Too)/mL die 
Gleichgewichtskonzentration darstellt. dOOh•m ist die sogenannte chemische Kapilla­
ritätslänge, die mit der thermischen Kapillaritätslänge mittels 

L IdGI doOh,rn = do'I'h.rm ßG CpL dT (9.14) 

zusammenhängt [3]. 

Der Einfachkeit halber betrachten wir zunächst nur Systeme, in denen die Misch­
barkeitslücke ßC temperaturunabhängig ist, d.h. in denen die Solidus-Linie parallel 
zur Liquidus-Linie verläuft. Die Kopplungskonstante a und die verallgemeinerte Un­
terkühlung A sind dann konstant. 
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Man kann die Randbedingungen in Analogie an das ungekoppelte Modell getrennt 
aufschreiben: 

Wllntel' ßT --.: dT '" 

Ullntel' = ßo - do '" (9.15) 

Die neuen Parameter ßT, ßo, do und dT sind allerdings unbestimmt, nur ihre 
Summe ist fixiert: 

(9.16) 

Dieser neue Freiheitsgrad entspricht einer Bewegung entlang der Liquidus-Linie. 

9.2.2. Dendriten 

Eine stationäre dendritische Lösung kann aus der Theorie der Dendriten für ein­
komponentige Systeme abgeleitet werden, indem man ßT, ßo, do und dT so wählt, 
daß die Dendritenrelationen für beide Felder auf denselben Spitzenradius und die­
selbe Geschwindigkeit führen. Das ist möglich, da ein Nadelkristall durch nur zwei 
Längenskalen, Radius und Diffusionslänge, vollständig charakterisiert wird und zwei 
unabhängige Parameter, z.B. ßo und do zur Verfügung stehen. Die Stabilität dieser 
dendritischen Lösung gegen Driften entlang der Liquiduslinie muß allerdings noch 
geprüft werden. 

Die Stationaritätsbedingungen lauten (2.17, 2.21): 

v 
2DL O'T pf 2Do 0'0 P'b 

-d-r do 
2DLPT 2DoPo 

-
v v 

(9.17) R 

(O'T, 0'0 sind die normierten Wachstumsraten eines Dendriten, die für kleine Peclet­
zahlen PT(ßT), po{ßo) nur von der kristallinen Anisotropie c und vom Verhältnis 
der Diffusionskonstanten im Festkörper und in der Flüssigkeit abhängen). Nimmt 
man für das Temperaturfeld das zweiseitige Modell mit D L = D s an, so gilt 
20'T = 0'0. Daraus folgt: 

DLPT - Dopo 

doPT - xdTPo (9.18) 

mit x = 1 für das einseitige Temperaturmodell und x = 2 für das zweiseitige Tempe­
raturmodell. Sind zum Beispiel im einseitigen Fall die Diffusionskoeffizienten gleich 
groß, d.h. 1] = Do / DL = 1, so müssen natürlich auch die Pecletzahlen PT, Po gleich 
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sein und damit auch die Unterkühlungen D..e = D..T und Kapillaritätslängen de = dT. 
Für die Kapillaritätslänge dT folgt aus (9.16, 9.18) 

dT = 'f/do 'f/ = De . (9.19) 
a:v+'f/ DL 

Um eine explizite Formel für die Dendritengeschwindigkeit angeben zu können, neh­
men wir D.. « 1 an und können dann die Näherungsformel (2.20) 

D..~FP (9.20) 

verwenden. Aus (9.16, 9.18, 9.20) erhält man dann die Geschwindigkeit 

2DL O'T ß2 F() A // 1 v = d
o 

a, 'f/ L.1 "-"- (9.21) 

mit dem Korrekturfaktor 

(9.22) 

ß ist die zur verallgemeinerten Unterkühlung A gehörende Pecletzahl, A = vfiP. 
Im thermischen Grenzfall, d.h. bei a = 0 oder 'f/ -+ 00 wird dieser Faktor natürlich 
gleich Eins. 

Bei höheren Unterkühlungen D..e, D..T ist zu beachten, daß die Wachstumsrate O'e 
bzw. O'T nur für -Je p « 1 eine reine Funktion der Anisotropie eist [37] und ansonsten 
auch noch von der Pecletzahl p abhängt. 

Wachstum in einer schwach verunreinigten Schmelze 

Wir verallgemeinern hier die obige Untersuchung auf den Fall einer linear von der 
Temperatur abhängigen Mischbarkeitslücke D..O = o I Inte,. (1 - K) mit dem Vertei­
lungskoeffizienten K = mL/mS und betrachten eine fast reine Schmelze, die nur eine 
geringe Verunreinigungs konzentration 0 00 aufweist. Die Diffusion dieser Verunreini­
gung soll wesentlich langsamer als die Wärmeleitung erfolgen, d.h. 'f/ = De / DL « 1 
(typischerweise ist 'f/ rv 10-2

). 

Für ein solches System ist bekannt, daß die Geschwindigkeit von Dendriten zunächst 
linear mit der Konzentration der Verunreinigung ansteigt, ein Maximum erreicht und 
sich dann wieder verringert [91, 92]. Der anfängliche lineare Anstieg wurde im Rah­
men der nichtlokalen Selektionstheorie (s. Abschnitt 2.3.3.) analytisch berechnet 
[92]. Dieses Ergebnis kann allerdings wesentlich einfacher aus GI. (9.21) abgeleitet 
werden. Das unterstützt die Annahme, daß sich das Dendritenwachstum in mehr­
komponentigen Systemen aus der Theorie einkomponentiger Systeme erklären läßt. 

Zur Analyse von GI. (9.21) wird die verallgemeinerte Unterkühlung A umgeschrieben 

(9.23) 
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ßo stellt somit die thermische Unterkühlung des reinen Systems dar. Zur Auswer­
tung des Faktors F(a,1]) in (9.22), a = ßOmLCpL/L, muß ßO bestimmt werden. 
Aus (9.16, 9.18, 9.20) folgt 

A 
ßa=--­

a+ J17 
(9.24) 

Setzt man ßa gleich Ullntel' = (OIIntel' - Ooo)/ßO, erhält man eine Gleichung für 
ßO: 

f!k - 0 00 _ A 
ßO - a+ J17' (9.25) 

Mit der Näherung a « J17 folgt daraus 

1 
ßO ~ 0 00 (1 - K) 1 _ A(1 _ K)/ ~ ~ 0 00 (1 - K), A« ~. (9.26) 

Die Entwicklung der Potenzen in GI. (9.21) ergibt unter Verwendung von 1] « 1 den 
Geschwindigkeitszuwachs : 

v*(Ooo) = 1 + (X(I- K) _ ~) 
v(O) Y 1] ßo 

(9.27) 

(Bisherige Näherungen: y « ~ « 1, y « ßo) 
Mit der zusätzlichen Annahme 1] = Da / DL « ßo erhält man für das zweiseitige 
Temperaturmodell (x = 2) genau die Formel (38) aus [92] für den anfänglichen 
linearen Anstieg der Geschwindigkeit mit dem Grad der Verunreinigung: 

(9.28) 

9.2.3. Numerik 

Der bisherige Algorithmus (s. Abschnitt 3.2.) soll ohne große Änderungen auf 
mehrkomponentige Systeme erweitert werden. Dazu muß der Arbeitspunkt auf 
der Liquidus-Linie, d.h. die bisher unbestimmten Unterkühlungen ßa, ßT, selbst­
konsistent bestimmt werden. Die genaue Wahl der Kapillaritätslängen da, eh ist 
unwichtig, wenn man zuläßt, daß ßT und ßa von der Position auf der Interface 
abhängig sein dürfen. Denn nur der gesamte Randwert ßa - da'" bzw. ßT - dT", ist 
entscheidend und z. B. ein "falsch" gewähltes da wird durch eine leichte krümmungs­
abhängige Variation von ßa kompensiert. 
Der Arbeitspunkt muß nun so bestimmt werden, daß sowohl die Energie- als auch 
die Massenerhaltung (9.4, 9.5) erfüllt sind. Das bedeutet bei unserem Verfahren, 
daß die aus den lokalen Gradienten der beiden Felder u und w ermittelten Ge­
schwindigkeiten an jedem Interfacepunkt gleich groß sein müssen. Ohne zusätzliche 
Regulierung wird das im allgemeinen nicht der Fall sein. Durch Verschiebung des Ar­
beitspunktes entlang der Liquidus-Linie, für jeden Interfacepunkt getrennt, können 
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9.2. GEKOPPELTE FELDER 

die Gradienten der Felder an der Interface und damit die Geschwindigkeiten ge­
genläufig geändert und aneinander angepaßt werden. Ist zum Beispiel die aus dem 
Temperaturfeld mittels (9.4) berechnete Normalengeschwindigkeit VT höher als die 
mittels des Konzentrationsfeldes gefundene Ve, so wird einfach ßT erniedrigt und 
ße erhöht (denn ßT + aße muß ja immer konstant gleich A bleiben). Der Gradi­
ent des Temperaturfeldes erniedrigt sich, der des Konzentrationsfeldes steigt an und 
beide Geschwindigkeiten werden gleichgroß bei richtiger Wahl der Arbeitspunktver­
schiebung. 

Um diese Wahl zu vereinfachen und numerisch robust zu halten, wird auf das 
bewährte Verfahren der adiabatischen Anpassung (Abschnitt 7.1., 3.1.) zurückge­
griffen. Das heißt, kurzzeitige Abweichungen der beiden Geschwindigkeiten werden 
zunächst zugelassen. Dieser Fehler wird dann als Regelgröße verwendet, um in den 
nächsten Wachstumsschritten die Unterkühlungen ße, ßT so zu ändern, daß die 
Abweichung verschwindet. Geschieht das auf einer extrem kurzen Zeit skala (2-20 
Iterationen), wird die Dynamik der Musterbildung nicht beeinträchtigt. 

Damit der Algorithmus auch in den beiden Grenzfällen (chemisch und thermisch) 
sinnvolle Ergebnisse liefert, wurden einige technische Vorkehrungen getroffen. Wird 
z.B. ein Diffusionskoeffizient sehr groß gegenüber dem anderen, so ist die aus dem da­
zugehörigen Feld gewonnene Information nicht mehr besonders relevant. Das heißt, 
die Geschwindigkeit mit der der jeweilige Interfacepunkt tatsächlich verschoben 
wird, sollte sich mehr an der aus dem "langsameren" Feld ermittelten orientieren. 
Andererseits wird bei sehr kleiner Kopplung (a -+ 0) das Konzentrationsfeld zuneh­
mend uninteressant. Aus diesen Gründen wird das folgende gewichtete Mittel zur 
Bestimmung der tatsächlichen Normalengeschwindigkeit verwendet: 

'f/VT + aVe 
V= . 

a+'f/ 
(9.29) 

Die lokalen Unterkühlungen werden mit Differenzengleichungen verändert, die die 
Summe ßT + aße = A invariant lassen: 

ßT+1 ßT + r(1: a) (ve - VT) 

ßö+1 - ß ö + r(1 ~ a) (VT - ve) (9.30) 

mit der Zeitkonstanten r. Dieses Iterationsverfahren wird bei verschwindendem Zeit­
schritt Jt -+ 0 asymptotisch exakt. Der Geschwindigkeitsfehler Ve - VT verschwindet 
exponentiell auf der Zeit skala von rIterationen. 

Als erster Test wurde ein Dendrit (A = 0.5, e = 0.15, do = 0.07, r = 3) bei gleichen 
Diffusionskoeffizienten (DL = De = 1, Ds = 0) bei verschwindender und schwacher 
Kopplung a = 0, a = 0.001 simuliert, um die Stabilität dieser Methode zu prüfen. 
Während des Wachstums wurde an Interfacepunkten im Bereich der Dendritenspitze 
die Differenz zwischen VT und Ve gemessen, die nach einer kurzen Einschwingphase 
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KAPITEL 9. MEHRKOMPONENTIGE SYSTEME 

bei kleiner 0.003% lag. Es wurde in beiden Fällen ein stabiler Dendrit gefunden mit 
der erwarteten Wachstumsrate von er(g = 0.15) = 0.056 [17, 18]. 

Als nächstes wurde der Fall starker Kopplung a = 1 untersucht (A = 1.0, g = 0.15, 
do = 0.15, DL = Da = 1, Ds = 0) bei verschiedenen Werten der Kapillaritätslängen 
da und th. Nach den Erläuterungen des vorigen Abschnitts würde man einen Den­
driten erwarten mit ßa = ßT = 0.5 , da = dT = 0.075, g = 0.15, dessen Wachstums­
rate wiederum er = 0.056 beträgt. Die Simulation zeigt, daß genau dieser Dendrit 
selektiert wird, mit Radius und Geschwindigkeit, die bis auf 3% mit den Erwartungen 
übereinstimmen. Das ist der numerische "Beweis", daß die vermutete dendritische 
Lösung gegen Driften entlang der Liquidus-Linie stabil ist (zumindest bei gleich­
großen Diffusionskonstanten beider Felder). Die beiden Geschwindigkeiten VT und 
Va unterschieden sich im Lauf der Simulation um maximal 1.6%. 

Sind die Diffusionskoeffizienten der beiden Felder jedoch verschieden, so unterschei­
den sich auch ihre Längen- und Zeitskalen, was eine Untersuchung mit DL = 4Da 
und starker Kopplung a = 1 stimulierte. Auch der in diesem System selektier­
te Dendrit entsprach den theoretischen Erwartungen des letzten Abschnitts (9.17, 
9.18). 

Damit wurde numerisch gezeigt, daß sich die Selektion stationärer Dendriten bei 
gleichzeitigem Material- und Energietransport bei konstanter Mischbarkeitslücke 
durch die Theorie einkomponentiger Systeme beschreiben läßt. Erst für den Fall 
einer temperaturabhängigen Mischbarkeitslücke oder instationärer Strukturen wer­
den neuartige Effekte vermutet. 
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10. ZUSAMMENFASSUNG 

Strukturbildung in Systemen mit vielen Freiheitsgraden ist ein faszinierendes Teil­
gebiet der nichtlinearen Physik. Ein einfaches Beispiel ist das diffusionsbestimm­
te Wachstum der neuen Phase bei Phasenübergängen erster Ordnung. Diese Pha­
senübergänge verlaufen über die Bildung eines kritischen Keims der neuen stabilen 
Phase, der dann auf Kosten der alten Phase wächst. Anisotrope Oberflächenspan­
nung des entstehenden Keims führt zum dendritischen Wachstum. Es war dagegen 
völlig unklar, wie sich ein isotrop wachsender Keim nach langer Zeit verhält. 

Zur Programmentwicklung 

Effektive numerische Simulationen werden auf Gittern durchgeführt und haben des­
halb das Problem, daß sie eine unphysikalische numerische Anisotropie einführen, 
die die Ergebnisse stark verfälscht. 

Im Rahmen dieser Arbeit wurde daher ein relativ rauscharmer Algorithmus für 
die Bewegung von Phasengrenzen in zwei Dimensionen entwickelt, der die numeri­
sche Anisotropie systematisch auf Null reduziert und die volle Dynamik der Diffu­
sionsgleichung erfaßt. Die Grundidee ist, zwar weiterhin quadratische Gitter für die 
Berechnung zu verwenden, damit das Verfahren schnell bleibt (d.h. gut vektorisier­
bar und parallelisierbar), die numerische Anisotropie aber durch Aufeinanderlegen 
mehrerer, gegeneinander gedrehter Gitter auszumitteln. 

Dieses Verfahren wurde zahlreichen empfindlichen Tests unterzogen, wie dem Wachs­
tum von Dendriten oder dem Wachstum im engen Kanal [21], wo ein Vergleich mit 
der Greensfunktions-Methode möglich war. Es gibt zur Zeit kein effektiveres dyna­
misches Verfahren vergleichbarer Genauigkeit in zwei Dimensionen. Hiermit ist es 
erstmals gelungen, in Längen- und Zeitbereiche vorzudringen, in denen sich Skalen­
relationen ermitteln lassen. 

Zu den Doublonen 

Erstmals konnte gezeigt werden, daß sich auch im isotropen Fall eine konstante 
mittlere Wachstumsrate des Keims einstellt. Die Phasengrenze verformt sich dabei 
zu komplizierten Mustern. 

Wichtigstes Ergebnis dieser Arbeit war hierbei die Entdeckung einer stationären soli­
tonartigen Struktur - des Doublons. Es besteht aus zwei spiegelbildlichen asymme-
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KAPITEL 10. ZUSAMMENFASSUNG 

trischen Partnern, die eine stabile Einheit bilden. Es wurde bei hohen Unterkühlun­
gen und niedrigen Anisotropien beobachtet, wobei es im Gegensatz zu Dendriten 
sogar bei verschwindender Anisotropie existiert. Diese Struktur liefert den Schlüssel 
zum Verständnis der kompakten Seetang-Struktur, die aus schwach wechselwirkenden 
Doublonen besteht. 

Es gelang, die Koexistenz stabiler Dendriten und Doublonen bei denselben Parame­
tern zu zeigen, wobei das Doublon wesentlich schneller wuchs als der Dendrit. Diesem 
Hinweis auf einen diskontinuierlichen Nichtgleichgewichtsübergang zwischen Doublo­
nen und Dendriten wurde genauer nachgegangen. Im ausgedehnten System wurde 
eine Entbindung der Partner des Doublons zu einzelnen Dendriten nach Erhöhung 
der Anisotropie über einen kritischen Wert beobachtet. Diesem Übergang entspricht 
in einem engen Kanal der Übergang zwischen einem symmetrischen und einem asym­
metrischen Finger. Bei Verringerung der Anisotropie erfolgt in diesem System eine 
abrupte Änderung des symmetrischen Fingers zum asymmetrischen, was mit einer 
sprungartigen Geschwindigkeitserhöhung verbunden ist. In einem kleinen Bereich 
der Anisotropie ist es möglich, sowohl asymmetrische als auch symmetrische Finger 
zu finden, die zumindest metastabil sind. Damit wurde "numerisch bewiesen", daß 
dieser Übergang von diskontinuierlicher Natur ist. 

Zur gerichteten Erstarrung 

Doublonen wurden auch in Simulationen eines verwandten Systems, der gerichteten 
Erstarrung einer binären Legierung in einem Temperaturgradienten, gefunden. Diese 
Berechnungen wurden mit Experimenten zur gerichteten Erstarrung eines dünnen 
Films aus 0 Br4 + 8%02016 quantitativ verglichen und erlaubten die Identifizierung 
der Doublon-Struktur in den experimentellen Mustern. 
Weiterhin wurden Dendriten simuliert, deren Wachstumsrichtung nicht mit der des 
Temperaturgradienten übereinstimmt. Im Gegensatz zum Experiment konnten die­
se Strukturen nur bis zu einem kritischen Winkel von ca. 300 beobachtet werden. 
Bei größerer Neigung wird die Spitze der Dendriten durch die stark anwachsenden 
Seitenarme der benachbarten Dendriten behindert oder zerstört. Das legt die Ver­
mutung nahe, daß kinetische Effekte eine große Rolle im realen System spielen, da 
diese für eine Reduzierung der Seitenarmbildung bekannt sind. 

Zum Diffusions-Relaxations Modell 

Zur analytischen Untersuchung der Frage, wie Doublonen aus einer anfänglich fla­
chen Phasengrenze entstehen, wurde das Standard-Modell des diffusionsbestimmten 
Wachstums um einen Relaxationsterm in der Diffusionsgleichung erweitert. Die­
ser Term ermöglicht zusammen mit einem kinetischen Koeffizienten das stationäre 
Wachstum einer ebenen Phasengrenze bei allen Unterkühlungen. Insbesondere wur­
de damit die Singularität bei der Unterkühlung A = 1 behoben. Die ebene Pha­
sengrenze wird ab einer bestimmten Relaxationsstärke stabil gegen Störungen aller 
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Wellenlängen. Kurz davor, d.h. im schwach instabilen Bereich, reduziert sich die 
ursprünglich nichtlokale Bewegungsgleichung der Phasengrenze auf eine lokale Glei­
chung, die mit Hilfe einer multiplen Skalenanalyse abgeleitet wurde. Sie stellt eine 
Kombination der Kuramoto-Sivashinsky Gleichung und einer komplizierten Glei­
chung dar, die aus der gerichteten Erstarrung bekannt ist [25]. Zur Untersuchung 
der Gültigkeit dieser asymptotischen Entwicklung wurden sowohl Terme höherer 
Ordnung in der lokalen Gleichung hergeleitet als auch das volle Modell numerisch 
simuliert. In diesen Simulationen kam es bereits bei sehr kleinen Abweichungen von 
der absoluten Stabilität zur abrupten Bildung von tiefen Löchern in einer ursprüng­
lich nur schwach modulierten Interface. 

Eine approximative analytische Untersuchung der lokalen Gleichung zeigte, daß die 
Modifizierung durch Terme nächsthöherer Ordnung auf ein qualitativ ähnliches Ver­
halten führt: Die Dynamik der Gleichung erzeugt Interface-Konfigurationen, die in­
stabil gegen diese Korrekturen sind. Es kommt zur Ausbildung von tiefen Buchten 
in endlicher Zeit. Die lokale Beschreibung bricht dort natürlich zusammen, da die 
Voraussetzung für ihre Gültigkeit - Kleinheit der räumlichen und zeitlichen Gradi­
enten - nicht mehr erfüllt ist. Identifiziert man das entstehende Loch mit dem Gap 
zwischen beiden Partnern eines Doublons, kann diese Instabilität als die "Geburt" 
eines Doublons angesehen werden. 

Oberhalb der Grenze der absoluten Stabilität wird die Phasengrenze durch die KPZ­
Gleichung (ohne Rauschterm ) beschrieben. Das Diffusions-Relaxations Modell ver­
bindet daher verschiedene Wachstumsmoden in einem Modell und soll weiterführen­
de nichtlokale Untersuchungen der Doublonen nahe der Einheitsunterkühlung sti­
mulieren. 

Zu den Fluktuationen und kinetischen Effekten bei Dendriten 

Durch ein einfaches geometrisches Argument konnte die lineare Stabilität von Den­
driten bei beliebiger Anisotropie und Unterkühlung f:i < 1 bestätigt werden, was 
bisher nur durch eine wenig anschauliche WKB-Analyse beschrieben wurde [53]. 
Gleichzeitig wurde gezeigt, daß es einen Schwellwert für die Amplitude des Rau­
schens gibt, oberhalb dessen die Spitze des Dendriten zerstört wird. Je kleiner die 
Anisotropie wird, umso kleiner ist das zur Zerstörung nötige Rauschen. Das vor­
hergesagte Aufbrechen der Dendriten in fraktale Dendriten unter starkem Rauschen 
wurde numerisch untersucht. Die entstandenen Strukturen erwiesen sich als konsi­
stent mit den Skalenaussagen von Brener et al [22]. 

Weiterhin wurde das dynamische Verfahren um kinetische Effekte erweitert. Dabei 
kam es zur Ausbildung einer numerischen Instabilität, die mit Hilfe einer dynami­
schen Relaxation behoben wurde. Als Test wurden kinetisch dominierte Dendriten 
berechnet, die innerhalb weniger Prozent mit früheren Simulationen von Saito und 
Sakiyama [68] übereinstimmten. Befindet sich zwischen den Vorzugsrichtungen der 
Anisotropie der Kapillaritätslänge und der kinetischen Anisotropie ein Winkel von 
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450
, so konkurrieren beide Effekte miteinander. Die dynamische Simulation zeigte 

in Übereinstimmung mit der Theorie [37], daß der entstehende Dendrit bei kleiner 
Unterkühlung in die "kapillare" Richtung wächst und bei hoher Unterkühlung in die 
"kinetische" Richtung. Andere Richtungen sind nicht möglich. Am Übergangspunkt 
wurde eine oszillatorische Instabilität beobachtet, die zu baumartigen Strukturen 
führt, die eine sich periodisch verformende Spitze und starke Seitenarmbildung auf­
weisen. 

Zu den mehrkomponentigen Systemen 

Als erster Schritt in Richtung einer realistischeren Beschreibung mehrkomponentiger 
Systeme wurde das bisher einseitige Modell auf den zweiseitigen Fall erweitert, d.h. 
auch Wärmeleitung im Festkörper erlaubt. Die numerischen Tests wie das Wachs­
tum von Dendriten und Doublonen sind in sehr guter Übereinstimmung mit den 
theoretischen Erwartungen und früheren Simulationen [90]. 

Der nächste Schritt bestand darin, die gleichzeitige Diffusion des Materials und der 
Wärme zu berücksichtigen und nicht einen der Prozesse als wesentlich schneller 
anzunehmen und deshalb zu vernachlässigen. Die gleichzeitige Erfüllung der dann 
gekoppelten Randbedingungen für das Temperaturfeld und das Konzentrationsfeld 
ist numerisch nicht ohne weiteres möglich. Dieses Problem wird wiederum durch 
eine dynamische Relaxation auf Kosten eines kleinen kontrollierbaren Fehlers in der 
Randbedingting effizient gelöst. 

Dieses Verfahren wurde für verschiedene Diffusionskoeffizienten der beiden Felder er­
folgreich auf numerische Stabilität und geringen Fehler bei der Randwertfestlegung 
getestet. Die Mischbarkeitslücke, d.h. der Abstand zwischen der Liquidus- und der 
Soliduslinie im Phasendiagramm, wurde dabei zunächst der Einfachheit halber als 
temperaturunabhängig angenommen. Die Simulation von Dendriten in diesem Sy­
stem zeigte, daß sich die Selektion der dort auftretenden stationären Dendriten auf 
das einkomponentige System zurückführen läßt. Das ist vermutlich eine Folge der 
parallelen Solidus- und Liquiduslinie, so daß die Untersuchung des Wachstums bei 
nichtkonstanter Mischbarkeitslücke sicher weitere Überraschungen bereithält. 

Ausblick 

Der nächste Meilenstein im Verständnis des diffusionsbestimmten Wachstums ist si­
cherlich der Aufstieg in die dritte Dimension, da dort auf grund der veränderten 
diffusiven Abschirmverhältnisse neuartige Strukturen und Morphologieübergänge 
erwartet werden können. Von besonderem Interesse ist die Frage nach der drei­
dimensionalen Verallgemeinerung des Doublons. 
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A. KONTINUITÄTSGLEICHUNG 

Die Kontinuitätsgleichung lautet: 

Vj + ci = 0 (A.1) 

mit j = -Xth VT und q = epT, so daß wir durch Einsetzen die Diffusionsgleichung 

(A.2) 

mit D = Xth/ ep erhalten. 
Für die an der Grenzfläche pro Zeiteinheit ßt und Flächenelement ßA produzierte 
Erstarrungswärme ßQ ist einerseits: 

ßQ = LßV = LßAßtvn (A.3) 

andererseits gilt: 

ßQ = (jn - j~) ßAßt = -(Xth VTlliq - (X~h VTIBOl)ßAßt n (AA) 

Division durch ßA ßtL liefert die gesuchte Beziehung: 

Vn = { D'~VTIBOl - DiVTlliq} n (A.5) 
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B. LINEARE STABILITÄTSUNTERSUCHUNG 

DER EBENE 

Die Diffusionsgleichungen in Flüssigkeit und Festkörper transformieren wir zunächst 
in ein mit der Grenzfläche mitbewegtes Koordinatensystem (z -+ z - vt): 

,"2 28u 1 8u 
v u + 1 8z D 8t (Flüssigkeit) (B.1) 

,"2 28u 1 8u 
v u + [i 8 z D' 8t (Festkörper) , (B.2) 

wobei I = 2f und l' = 2~' die Diffusionslängen in Flüssigkeit und Festkörper sind. 

Die Grenzfläche im bewegten System sei bei z = o. Die Kontinuitätsgleichung und 
die Gibbs-Thomson Beziehung sind: 

D' 
Vn - D {ßVUlsol - Vuluq} n, ß = D 

Ullnter/ace - .6. - do"-· 

(B.3) 

(B.4) 

Die stationäre Lösung für eine ebene Grenzfläche, die nur bei .6. = 1 existiert, ist: 

u = { exp( -2z/l) (Flüssigkeit, z ~ 0) (B.5) 
1 (Festkörper,z ~ 0) 

Für die Stabilitätsanalyse machen wir die quasistationäre Näherung. 

Eine beliebige, kleine Störung der Grenzfläche kann in ihre Fouriermoden zerlegt 
werden, so daß es genügt, eine harmonische Störung der Interface und des Feldes 
anzusetzen: 

e(x,t) - aqexp(iqx+wqt), (B.6) 

uluq - exp(_2;)+bqexP(iqX-q"Z+Wqt), (B.7) 

Ulsol - 1 + b~ exp(iqx + q'z + wq t) . (B.8) 

q' und q" stellen das asymptotische Abklingen der Störung sicher. Durch Einsetzen 
in (B.1) bzw. (B.2) erhalten wir: 

2 wq ~ 0 " 1 R (B.9) q,,2 __ q" _ q2 - ==} q = 1 + q + l2 1 D 
2 wq ~ 0 ,IR (B.10) q,2 + [i q' - q2 - ==} q = - [i + q + l,2 D' 
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Für die Krümmung gilt: 

K(X, t) -e"(l + et2t! 
~ q2aq exp(iqx + Wq t) 

Einsetzen in (BA) liefert in linearer Ordnung: 

b~ = bq - ~aq = -doq2aq . 

Für die Normalengeschwindigkeit gilt: 

Vn ( v + ~;) (ez • n) 

Be 
~ v+ Bt' 

Die rechte Seite von (B.3) liefert in linearer Näherung: 

(B.ll) 

(B.12) 

(B.13) 

D {ßVu I sol - VUlliq} n = 2~ + {D(q"bq + ßq'b~) - 2; aq } exp(iqx+wq t). (B.14) 

Das letzte Glied der Gleichung folgt aus der Entwicklung der Exponentialfunktion 
in -D :z exp (- 2t) an der Stelle z = e. Wir erhalten also: 

2v ("b ß 'b' ) aq wq = - -l aq + D q q + q q . (B.15) 

Mit (B.9, B.10, B.12) führt das auf die Dispersionsrelation: 

. {~ 1 1 (~ ß' c:-:T\ d 1 2} wq = V V qM + [2 - I -"2 V q- + [2 + V q + fi2) 0 q . (B.16) 

Mit der Näherung lq » 1 erhalten wir: 

wq ~ vq {1 - ~(1 + ß)dolq2} . (B.17) 

Bezeichnen wir die Nul1stelle von wq mit q" so heißt das, daß die ebene Grenz­
fläche instabil gegenüber Störungen der Wellenlänge A > As = 21ra.Jld(j (a = 
)(1 + ß)/2) ist. Das Maximum von wq liegt bei Ama:l: = J3"As • Diese Störungen 
wachsen daher am schnellsten. Die verwendeten Näherungen sind mit diesem Er­
gebnis konsistent, weil f. = 21rqs l f'V If » 1, denn Diffusionslänge und Kapil­
laritätslänge unterscheiden sich üblicherweise um mehrere Größenordnungen. Die 
dominierenden Instabilitäten wachsen mit Raten Wma:l: f'V qsVj das Diffusionsfeld re­
laxiert für diese q wie Wdif! f'V Dq;. Folglich gilt WdiJ tI Wma:l: f'V ~q8 f'V qsl » 1, so 
daß die quasistationäre Näherung zulässig ist. 
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c. ZUWACHSEN ENGER KANÄLE IM 

DIFFUSIONS-RELAXATIONS MODELL 

Für kleine Relaxationsparameter A verlaufen die Wände des tiefen Kanals zwischen 
den beiden Fingern eines Doublons fast parallel. Tief im Inneren eines solchen Kanals 
ist das Diffusionsfeld u fast konstant u ~ A. Dort erfolgt ein langsames Zuwachsen 
des Kanals mit der Geschwindigkeit v senkrecht zu den geraden Kanalwänden. 

Das Modell (6.1-6.3) kann daher auf eine Dimension reduziert werden: 

8u 
8t = D( U(1J(1J - AU) 

Ulnter = A 

v = -Du(1Jllnter 

(0.1) 

(0.2) 
(0.3) 

Wir betrachten zunächst den Fall, daß sich die Grenzfläche nicht bewegt, d.h. wir 
verändern (0.3) zu v = O. Die Kanalbreite soll 2a betragen. Dieses Einfrieren ist 
equivalent zu dem Fall, daß das Diffusionsfeld im Inneren des Kanals wesentlich 
schneller relaxiert als sich die Position der Phasengrenze ändert. Diese adiabati­
sche Näherung muß im nachhinein noch gerechtfertigt werden. Wir lösen also das 
Problem: 

8u 
8t = D(u(1J(Il - AU), mit u(±a) = A. (0.4) 

Zunächst suchen wir die stationäre Lösung, d.h. 0 = U(1J(1J - AU mit der allgemeinen 
Lösung 

(0.5) 

Wegen der symmetrischen Randbedingung bei ±a gilt Go = Do und schließlich 

(0.6) 

Da das Problem (004) linear ist, kann man die Lösung als Summe ansetzen u(x, t) = 
uo(x) + w(x, t), was den Vorteil hat, daß man eine Differentialgleichung für w(x, t) 
mit homogenen Randbedingungen erhält. 

8w 8t = D(w(1J(Il - A w), mit w(±a) = O. (0.7) 
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Dies erlaubt die Verwendung eines Separations ansatzes 

w(x, t) = b(x) c(t) (0.8) 

und die Entwicklung der Lösung in Eigenfunktionen. Nach einer einfachen Rechnung 
erhält man die allgemeine Lösung für u: 

ev'Xa: + e-v'Xa: 
Uo - .6. ev'Xa + e-v'Xa 

+ t. "; exp {-D(H i':;:)(t - to)} sin {(z + a);:} (0.9) 

Die minimale Abklingrate von Störungen der stationären Lösung ist damit Wl = 
,X + -;;;, die sehr groß wird bei a --+ O. Wir können also annehmen, daß u(x, t) auf 
der Zeitskala des Wachstums der Phasengrenze schon auf die stationäre Lösung Uo 
relaxiert ist. Aus GI. (0.3) folgt dann für die Wachstumsgeschwindigkeit v: 

(0.10) 

Doublonen können nur existieren, wenn die Relaxationslänge lR = I/V).. groß gegen 
die Kanalbreite ist, d.h. aV).. « 1. Die Geschwindigkeit ist dann 

v ~ 'x.6.aD. (0.11) 

Wegen v = -0, folgt 
0, = -'x.6.aD (0.12) 

mit der Lösung 
a(t) = a(O) exp (-'x.6.Dt) . (0.13) 

Die Relaxationsrate des Diffusionsfeldes Wl ist damit für aV).. « 1r /2, was bei 
Doublonen immer erfüllt ist, wesentlich größer als die Wachstumsrate der Grenz­
fläche. Die adiabatische Näherung für das Zuwachsen der engen Kanäle von Doublo­
nen ist damit aposteriori gerechtfertigt. Während des Zuwachsens wird a natürlich 
immer kleiner, so daß die Näherung immer besser wird. 
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D. INHOMOGENE LÖSUNG 

Bei der Ableitung der lokalen Gleichung (6.99) im Relaxations-Diffusions Modell 
nahe der Einheitsunterkühlung wird die inhomogene Lösung des Diffusionsfeldes U2 

(6.98) benötigt. Sie lautet: 

U2 = (BZ + DZ2
) exp (-2Z + 2Ho) (D.1) 

mit den Abkürzungen 

(D.2) 

Die Koeffizienten E und F sind: 

E -HOTT + 2HoxXT + 8HoxHoXT - 2HgT + 4HoxxHoT - 8aHoT 
+ 8HoT Hgx - Hoxxxx - 6H~xx - 8HoxHoxxx - 24H~xHoxx + 8aHoxx 
+ 16a:H~x - 8H~x - 8a2 (D.3) 

F - Ho {HOTT - 2HoxXT - 8HoxHoXT + 2HgT + 8aHoT - 4HoTHoxx 

8HoTHgx + Hoxxxx + 6H~xx + 8HoxHoxxx + 24H~xHoxx - 8aHoxx 

16a:H~x + 8H~x + 8a2
} + 4H1 {HOT - Hoxx - 2H~x + 2a} 

+ H~T + 2H1T + HO;XT - HOTHoxx - 2HOxHoXT 

2H1xx - HOX2xXX - 6HoTH~x + 12H~xHoxx - 4a:H~x + 8Ht 

8HOx Hlx + 4a2 + 2aHoxx . (D.4) 
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