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Vorwort 

Die wissenschaftliche Erforschung komplexer Systeme ist heute ohne die Zusammenarbeit ver­
schiedener Fachdisziplinen nicht mehr denkbar. Eine der größten Herausforderungen stellen da­
bei biologische Systeme dar, in denen hochgradig vernetzte Strukturen eine isolierte Untersu­
chung einzelner Phänomene nahezu unmöglich machen. Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich 
mit einem der durch Regulationsmechanismen am stärksten vernetzten biologischen Systeme, 
nämlich dem Zellmetabolismus. Sie verdankt ihr Entstehen einer langjährigen interdisziplinären 
Zusammenarbeit zwischen Biologen, Physikern, Ingenieuren, Informatikern und Mathematikern 
und stellt den Aspekt der Modellierung, Systemanalyse, Simulation und Datenauswertung bei 
metabolischen Markierungssystemen in den Vordergrund. 

Die aus der Schulphysikvertraute reduktionistische Arbeitsweise ist in den biologischen Dis­
ziplinen zwangsläufig zum Scheitern verurteilt, denn die experimentelle Isolation einer Kom­
ponente - also das In-vitro-Experiment - erlaubt nur mit großen Bedenken den Rückschluß 
auf Funktion und Verhalten dieser Komponente innerhalb des Gesamtzusammenhangs. In die­
ser Situation muß versucht werden, den wohldefinierten und reproduzierbaren Bedingungen ei­
nes klassischen physikalischen Experiments möglichst nahe zu kommen, ohne das beobachtete 
System zu zerstören. Dieses Vorhaben ist ohne den massiven Einsatz technischer Apparaturen, 
hochspezialisierter Meßgeräte und spezifischer Analysemethoden meist nicht realisierbar. 

Dies trifft in besonderem Maße für das Jülicher Stoffflußanalyse-Projekt zu, das sich zum 
Ziel gesetzt hat, stoffwechselphysiologische Studien an lebenden Mikroorganismen mit Hilfe 
der NMR-Technik durchzuführen. Der ohne Zweifel wichtigste Mitarbeiter des Projekts ist Herr 
Dr. A.A. de Graaf, der seit 1991 mit großem Elan das NMR-Labor an dem unter Leitung von 

H. Sahm stehenden Institut für Biotechnologie 1 (kurz IBT1) aufgebaut hat Ohne 
die besonderen Fähigkeiten von Herrn de Graafwären viele der seither erzeugten In~vivo~NMR~, 
Signale wohl bis heute uninterpretiert geblieben, denn die Anwendung der NMR-Meßtechnik 
erfordert eine hochspezialisierte Ausbildung. Von Herrn de Graaf habe ich gelernt, daß sich das 
(im Vergleich zu anderen Datenanalyseproblemen) so einfach erscheinende Problem der quanti­
tativen Auswertung von In-vivo-NMR-Spektren wohl immer einer vollständig automatisierten 
Auswertung verschließen wird. Erst nach langjähriger Erfahrung vermag ein Experte einen si­
gnifikanten Peak nicht nur qualitativ zu beurteilen, sondern auch der richtigen nuklearmagneti­
schen Ursache zuzuordnen. 

Im Falle der Stoffflußanalyse müssen diese Fähigkeiten einhergehen mit biochemischer Sy­
stemkenntnis, der Fähigkeit zur Kultivierung von Mikroorganismen und der Fertigkeit zur zu­
verlässigen Durchführung von Laboranalysen. Ohne die massive Mitarbeit der am IBT 1 tätigen 
Mikrobiologen bei der Planung, Durchführung und Interpretation der Experimente wären die 
vorliegenden Ergebnisse wohl kaum zustande gekommen. Ganz besonders hervorheben möchte 
ich die Arbeit von Herrn Dipl.Biol. Achim Marx, der im Rahmen seiner Diplomarbeit die Grund­
lagen für die Durchführung der in dieser Arbeit beschriebenen experimentellen Methode ge­
legt und die Meßdaten erhoben hat. Dankte er mir in diesem Zusammenhang für Mathematik­
Nachhilfestunden, so möchte ich nun ihm ganz besonders für seine Biologie-Nachhilfe danken, 
vor allem für seine heftigen Einwände, wenn ich einmal wieder einen Zusammenhang zu stark 
vereinfacht hatte. 

Mit der Fähigkeit zur Beherrschung des biologischen Systems einerseits und der NMR-Tech­
nik andererseits ist immer noch ein wichtiger Aspekt übersehen, der aus der Sicht des Naturwis­
senschaftlers "lediglich" technischer Natur ist: Zur Herstellung wohldefinierter physiologischer 
Bedingungen für das Wachstum von Mikroorganismen in einem Bioreaktor ist ein erheblicher 
technischer Aufwand erforderlich. Will ein biotechnologisches Forschungsvorhaben den Anfor-
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derungen reproduzierbarer und quantitativ interpretierbarer Daten und Ergebnisse entsprechen, 
kommt ein solches Projekt nicht mehr ohne die Mitarbeit von Ingenieuren aus. Unter den er­
schwerten Bedingungen starker Magnetfelder, kleiner Reaktionsvolumina und hoher Zelldichten 
kann auch ein handwerklich geschickter Naturwissenschaftler kaum jenes systematische Arbei­
ten an den Tag legen, das eine reaktionstechnisch professionell aufgebaute Anlage von einer Ba­
stelarbeit unterscheidet. Gerade hier hat sich die enge Nachbarschaft zu dem stärker bioverfah­
renstechnisch ausgerichteten Institut für Biotechnologie 2 unter Leitung von Herrn Prof.Dr. C. 
Wandrey bewährt. So stellt der von Herrn Dipl.Ing. Andreas Hartbrich unter der Betreuung von 
Herrn Dr. Dirk Weuster in Jülich entwickelte Hochzelldichte-NMR-Hydrozyklonreaktor eine 
technische Leistung dar, der ich nicht zuletzt einige ästhetische Aspekte abgewinnen kann. 

Erst unter derartigen Voraussetzungen können qualitativ hochwertige Meßwerte in großer 
Zahl erhoben werden. Damit steht der Experimentator vor dem Problem der Interpretation und 
Auswertung seiner Daten. Zwar lassen sich erste Schlüsse aufgrund einzelner Meßwerte stets 
leicht ziehen, jedoch ist damit die hochvernetzte Struktur des Datenmaterials noch nicht adäquat 
erfaßt. Insbesondere bei derartig "teuren" Daten, wie sie bei Experimenten mit 13C-markierten 
Substanzen in Verbindung mit der NMR -Technik zustandekommen, sollte eine diesem Aufwand 
entsprechende Sorgfalt für deren Analyse aufgewendet werden. Hier ist schließlich eine geeig­
nete Modellierung gefragt, denn Datenanalyse bedeutet stets die Interpretation von Meßwerten 
aus der Perspektive eines mathematischen Modells. 

Hier zeigt sich aber auch schon die Problematik der Modellierung, denn verschiedene Model­
le werden zu unterschiedlichen Interpretationen der Daten führen. Ein "Modellierer" muß daher 
in ständigem Dialog mit den Experimentatoren ein akzeptierbares Modell der Zusammenhänge 
im untersuchten System erstellen. Der Begriff "akzeptierbar" ist hier mit Bedacht gewählt, den 
die Berücksichtigung aller Zusammenhänge innerhalb eines komplexen Systems führt in der Re-

zu nicht mehr lösbaren mathematischen Problemen und experimentell nicht mehr validicfe' 
baren Aussagen. Die Bearbeitung der mit der Modellierung verbundenen system theoretischen 
und statistischen Fragestellungen erfordert eine breit angelegte mathematische Ausbildung, wie 
sich im Verlauf dieser Arbeit noch deutlich zeigen wird. 

Mein Einstieg in das Stoffflußanalyse-Projekt entspringt eher dem Zufall als einem geplan­
ten Vorhaben. Das Interesse an der NMR-Technik, persönliche Sympathie und nicht zuletzt auch 
einige faszinierende mathematische Probleme im Zusammenhang mit der Analyse der Experi­
mente führten zu einer Zusammenarbeit, deren vorläufiges Ergebnis - denn der Prozeß geht 
weiter - hier zusammengefaßt ist. An dieser Stelle möchte ich meinem Institutsleiter Herrn 
Prof. Wandrey danken, der mich bei diesem interdisziplinären Vorhaben, wo immer es ihm mög­
lich war, unterstützt hat. 

Diese Arbeit stellt ein universell anwendbares Modellierungswerkzeug für die Beschreibung, 
Analyse, Simulation und Auswertung von Markierungsexperimenten bereit. Der Begriff "Uni­
versalität" ist dabei nicht so mißzuverstehen, daß damit ein für alle biologischen Systeme gülti­
ges Modell formuliert wird, vielmehr wird durch die entwickelten Analysewerkzeuge ein Rah­
men geschaffen, der den technischen Aufwand der Entwicklung von metabolischen Stofffluß­
modellen für unterschiedliche Stoffwechselnetzwerke stark reduziert. 

Die Bereitstellung von Simulations- und Datenanalysewerkzeugen für die Forschung bedeu­
tet nicht zuletzt auch einen erheblichen Programmieraufwand. Die Programmierung wird im 
wissenschaftlichen Umfeld gerne als reines Handwerk behandelt und weniger als wissenschaft­
liche Leistung gewertet. Diese Einschätzung hat fatale Folgen für die Softwareentwicklung im 
akademischen Umfeld, denn Qualität kann nur dort entstehen, wo eine Arbeit als solche auch ho­
noriert wird. Vielfach entsteht so ein Arsenal von mehr oder weniger spezialisierten Einzelpro­
grammen, das die ständige Neuentwicklung bereits in ähnlicher Weise vorhandener Werkzeuge 
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erfordert. Die objektorientierte Technologie hat hier einige Fortschritte mit sich gebracht, die zu­
mindest innerhalb einzelner Arbeitsgruppen eine bessere langfristige Koordination ermöglicht. 
Jedoch stellt die starke Mitarbeiterfluktuation stets ein großes Hindernis für die kontinuierliche 
Entwicklung und Pflege von Software dar. An dieser Stelle möchte ich Tatjana Höner und mei­
nen Bonner Mitarbeitern Claudia Siefke, Arndt Boland und Vera Schwingenheuer danken, die 
zusammen mit mir die derzeit bestehenden Module und numerischen Algorithmen des hier be-

. schriebenen Systems erstellt haben. 
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Einleitung 

Im Kontext eines interdisziplinären Projekts entstanden, versteht sich die vorliegende Arbeit als 
ein Beitrag zum Fachgebiet der Theoretischen Biologie, die sich ganz allgemein mit der Mo­
dellierung - aber auch der Modellierbarkeit - biologischer Systeme befaßt. Dabei wird die 
gesamte Spannweite des Modellierungsprozesses von der Diskussion der biologischen Annah­
men über die Formulierung von Modellgleichungen und deren system theoretischer Analyse, der 
Simulation und Werkzeugentwicklung bis hin zur statistischen Auswertung und abschließenden 
Bewertung der Experimente behandelt. 

Eine typische Schwierigkeit interdisziplinären Arbeitens, nämlich die Etablierung einer ge­
meinsamen Kommunikationsplattform, zeigt sich auch bei der Frage nach dem Adressatenkreis 
dieser Arbeit. Denn einerseits überfordern die durcj:l den Gegenstand bedingten fortgeschritte­
nen mathematischen Hilfsmittel in aller Regel die Vorkenntnisse eines Biologen. Andererseits 
soll gerade der experimentelle Anwender durch die hier entwickelten theoretischen Konzepte 
in seiner praktischen Arbeit unterstützt werden. Es ist also mein Anliegen, diese Arbeit sowohl 
dem experimentellen Anwender als auch dem mathematisch vorgebildeten Leser zugänglich zu 
machen, auch wenn weder die biologischen Grundlagen noch die mathematischen Vorkenntnis­
se diesem Rahmen erschöpfend dargestellt werden können. 

Es soll daher versucht werden, zumindest die Grundlagen und Ergebnisse in einer allgemein 
verständlichen Form darzustellen, während die Detailausführungen zum Teil umfangreiche Vor­
kenntnisse erfordern. So mag für den Mathematiker die umständliche Formulierung der Modell­
gleichungen mit vielen Beispielen und einer erst im Anschluß eingeführten abstrakten Matrixno­
tation einige Längen haben, jedoch kann auf diese Weise auch der interessierte Biologe dem Text 
weitgehend folgen und schließlich auf das genaue Verständnis des mathematischen Formalismus 
verzichten, der im wesentlichen beweis- und implementierungstechnische Bedeutung hat. Um­
gekehrt mögen mir der Biologe bzw. der NMR-Spezialist die Simplifizierungen der ersten Kapi­
tel verzeihen, die den experimentellen Rahmen des Projekts darstellen. Konsequenterweise wur­
de auch auf Anhänge verzichtet, die eine Ungleichgewichtung der Inhalte suggerieren würden. 

Als Leserführung für beide Leserkreise wird versucht, in der Einleitung jedes Kapitels Hin­
weise auf die erforderlichen Vorkenntnisse zu geben. Bei den stark mathematisch "belasteten" 
Kapiteln 7,8, 10 und 11 soll zumindest versucht werden, dem nicht mathematischen ausgebilde­
ten Leser einen Eindruck von der sachbedingten Notwendigkeit der Behandlung der jeweiligen 
Problematik zu verschaffen. Von besonderer Bedeutung ist in diesem Zusammenhang das di­
daktisch gewählte Beispiel im letzten Abschnitt des einführenden Kapitels, das die wichtigsten 
Probleme und Fragestellungen für den gesamten folgenden Text umreißt. Außerdem enthalten 
einige der stärker mathematisch orientierten Kapitel einfache Beispiele, die auch mit einem in­
formalen Vorverständnis der vorher exakt eingeführten Begriffe lesbar sind. Der Leser möge sich 
hierbei von den Überschriften und den Illustrationen leiten lassen. 

Ein zentraler Aspekt der Arbeit ist die Darstellung des Modellierungsprozesses. Dabei soll 
einem unter experimentellen Anwendern häufig anzutreffenden Fehlverständnis mathematischer 
Methoden entgegengewirkt werden. Denn bei den aus der Schulphysik (also dem ersten und 
prägenden Kontakt mit der mathematischen Modellbildung) vertrauten Systemen ist man ge­
wohnt, daß die Anwendung mathematischer Operationen die exakte Beschreibung des System­
verhaltens gestattet. Mathematische Ausdrücke kommen hier meist durch eine direkte Umset­
zung der beobachteten Elementarzusammenhänge in die Formelsprache ins Spiel. Beim Hoo­
ke'schen Gesetz ist dies Z.B. der lineare Zusammenhang zwischen einwirkender Kraft und Aus­
lenkung einer Feder. An der Gültigkeit der so formulierten Zusammenhänge besteht - zumin­
dest im Rahmen der Alltagserfahrung - kein Zweifel, so daß der Physiker seine validierten Mo-
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delle gerne als Gesetze bezeichnet. 
Trotzdem ist gerade das Hooke'sche Gesetz bei einer Spiralfeder eine starke Vereinfachung 

für ein äußerst komplexes System, das jedoch mit gutem Grund approximativ durch eine einfa­
che lineare Gleichung beschreibbar ist. Dementsprechend gehen statistische Verfahren zur Be­
rechnung von Parametern aus Meßwerten bei physikalischen Systemen im Grunde immer von 
der Korrektheit des zugrundegelegten Modells also der mathematisch exakten Beschreibbarkeit 
des beobachteten Systems aus. Insbesondere in den Ingenieurwissenschaften ist diese Auffas­
sung heute vorherrschend und meist auch sinnvoll. Ist die Korrektheit des Modells implizit vor­
ausgesetzt, so täuscht ein statistisches Verfahren seinem Anwender ein mathematisch exaktes 
Ergebnis vor, das dann als der "wahre" Zustand des untersuchten Systems interpretiert wird. 

Völlig anders ist dies bei der Beschreibung komplexer biologischer Systeme durch Modell­
gleichungen. Mathematische Modelle in der Biologie können stets nur mehr oder weniger grobe 
Vereinfachungen der beobachteten Zusammenhänge sein. Die Erstellung eines "akzeptierbaren" 
Modells (vgl. das Vorwort) ist in diesem Kontext als eine Kunst anzusehen, deren Ausübung lan­
ge Erfahrung, Systemkenntnis und einen langandauernden Diskussionsprozeß erfordert. Der aus 
der Schulphysik gewohnte Umgang mit Modellgleichungen und statistischen Verfahren führt 
in diesem Kontext zwangsläufig zu einer Fehlinterpretation der Resultate, denn ein mathemati­
sches Modell für ein biologisches System ist im strengen Sinne immer falsch! Dies muß dennoch 
nicht zu einer generellen Verwerfung der Modellbildung bei biologischen Systemen führen. Ein 
konstruktiver Ansatz ist vielmehr, die Ergebnisse einer Datenanalyse bei biologischen Systemen 
stets als die Interpretation des experimentellen Datenmaterials im Lichte eines Modells zu ver­
stehen. Dies erfordert einen ständigen Reflexionsprozeß über das Verhältnis von Modell, Meß­
daten und Analyseergebnissen. Dieser muß auch vom experimentellen Anwender mitgetragen 
werden, der "nur" an den berechneten Parametern interessiert ist. 

In diesem Zusammenhang sollte betont werden, daß die Auswertung experimenteller 
ten immer ein mathematisches Modell voraussetzt Im einfachsten Fall (z,8, beim Hooke'schen 
Gesetz) besteht dieses Modell aus einer einzigen Gleichung. Der experimentelle Anwender ist 
daher häufig geneigt, eine solche einfache Gleichung nicht als ein Modell mit den damit ver­
bundenen Modellannahmen anzusehen, sondern als eine Gesetzmäßigkeit im Sinne der Schul­
physik. Damit wird die Reflexion über die Beziehung von Modell und Experiment vollkommen 
unterdrückt, denn die Gültigkeit des zugrundegelegten Modells muß dann nicht angezweifelt 
werden. Als Konsequenz ergibt sich die Auffassung, daß solche Ergebnisse, die mit einfachen 
und unmittelbar "verständlichen" Formeln aus Meßdaten berechnet werden, stets richtig sind, 
wogegen aufwendige mathematische Analysen schwer nachvollziehbar und daher aus sich her­
aus "problematisch" sind. Die Folge ist ein Verlust an wissenschaftlicher Qualität und eine starke 
Tendenz zur Übervereinfachung. Zu welchen Fehlinterpretationen diese Skepsis hinsichtlich der 
Modellbildung führen kann, zeigt das Beispiel im letzten Kapitel dieser Arbeit. 

Erst wenn ModelIierung als ein Beitrag zum wissenschaftlichen Diskussionsprozeß verstan­
den wird, können Meßdaten also verantwortungsvoll interpretiert werden. Insofern ist es ein gu­
tes Zeichen, wenn das Resultat einer sorgfältigen Datenanalyse aus verschiedenen biologischen 
Gründen zumindest partiell angezweifelt werden kann, denn in dieser Diskrepanz ist der An­
trieb für weitere Fortschritte zu suchen. Alle gewonnenen Ergebnisse sind also stets relativ zum 
Modell zu lesen. Der Anwender muß daher sowohl die zugrundegelegten Modellannahmen als 
auch die mathematische Formulierung des Modells in gewissem Umfang verstehen, um die er­
zielten Ergebnisse einschätzen zu können. Nicht zuletzt deshalb ist die breite Darlegung dieser 
Grundlagen auch für den experimentellen Anwender ein besonderes Anliegen dieser Arbeit. 
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Verwendete chemische und mathematische Notation 

Die bei der Bezeichnung von chemischen Stoffen, Kohlenstoffatomen und Isotopomeren sowie 
deren Quantifizierung durch Mengen- oder Konzentrationsvariablen verwendete Notation ist in 
Kapitel 3 (insbesondere Definition 3.1 und Tabelle 3.1) und in Abschnitt 4.1 zusammengestellt. 
Grundsätzlich werden dabei chemische Stoffe mit einem serifenlosen Font gekennzeichnet, also 
etwa mit Glu, wogegen die entsprechenden Mengen- oder Konzentrationsvariablen kursiv ge­
setzt sind, wie in glu, glul oder glulOoooo' 

Die in dieser Arbeit durchgängig verwendeten mathematischen Symbole sind dem nachfol­
genden Symbolverzeichnis zu entnehmen. In den Abschnitten 5.3, 6.3 und 8.1 finden sich zudem 
Zusammenstellungen aller für das hier entwickelte universelle Modell und die entsprechenden 
Rechenverfahren wichtigen Definitionen und Gleichungen. An dieser Stelle seien daher nur eini­
ge Eigenarten der in dieser Arbeit verwendeten mathematischen Notation - die stark durch ei­
ne objektorientierte Denkweise beeinflußt ist - dargestellt. Geprägt durch den jahrelangen Um­
gang mit objektorientierten Methoden ist eines meiner Hauptanliegen die Entlastung des Schrift­
bildes von überflüssigen Indizes und Formelsymbolen. Gerade bei der Entwicklung spezialisier­
ter Modelle muß eine solche einfache Notation angestrebt werden, da ansonsten ein kaum mehr 
zu überblickender "Zoo" von Symbolen und Indizes entsteht. Bei der Umsetzung dieses Vorha­
bens helfen einige Parallelen zu Konventionen der objektorientierten Programmierung: 

Schreibkonventionen: Grundsätzlich stehen fett gedruckte Kleinbuchstaben wie v, x, a für 
Vektoren und fette Großbuchstaben wie P, Q, :E für Matrizen. Eine Ausnahme bilden die 
Vektoren 'Tl, 8, € im Statistikteil. Skalare Werte, aber auch Funktionssymbole sind stets oh­
ne Fettdruck, z,B. als Ci 0:, J, <p notiert. 

Vektoren und Matrizen sind Objekte, denen insbesondere ihre 
sionen zugeordnet ist. Es werden daher an keiner Stelle explizite Symbole m, n, p, q usw. 
zur Bezeichnung von Dimensionen verwendet. Vielmehr wird stets dirn x für die Dimen­
sion eines Vektors und gelegentlich rowdim Mund coldim M für die Zeilen- und Spal­
tendimension einer Matrix geschrieben. Es ist also 

x E ~dimx und M E ~rowdimMxcoldimM 

Bei expliziter Darstellung von Matrizen werden Nullen zwecks besserer Lesbarkeit durch 
Punkte ersetzt; etwa bei der Einheitsmatrix 

In Kapitel 4.4 wird darüber hinaus eine spezielle Notation für mehrdimensionale Matrizen 
eingeführt. 

Symbolüberlad ung: Die fettgedruckte 0 kann sowohl für den Null-Vektor als auch für die Null­
Matrix jeweils passender Dimension stehen. Die fettgedruckte 1 bezeichnet entweder einen 
mit Einsen besetzten Vektor oder die Einheitsmatrix (siehe oben). 

Operatorüberladung: Eine Relation oder eine Funktion, die normalerweise auf skalaren Wer­
ten definiert ist, wird bei Anwendung auf Vektoren auf jeden der Einträge einzeln bezogen. 
Beispielsweise wird geschrieben: 

x > y oder x = min (y, z) 
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Ebenso bezeichnet diag (M) sowohl die Diagonale einer Matrix M (also einen Vektor) 
als auch die diagonale Matrix diag x zu einem Vektor x. 
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Symbolverzeichnis 

Die nachfolgend zusammengestellten Formelsymbole werden in dieser Arbeit durchgehend ver­
wendet. Symbole, die nur lokal innerhalb eines Kapitels benutzt werden, sind hier nicht eigens 
aufgeführt. 

Zustandsvektoren 

X 

xA 

Xl 

x inp 

Xinp,A 

xinp,I 

Y 

y-+ 

vi­
V net 

V xch 

Vxeh(O,l] 

Markierungsvektor 
Markierungsvektor für C-Atome 
Markierungsvektor für Isotopomere 
Input-Markierungsvektor 
Input-Markierungsvektor für C-Atome 
Input-Markierungsvektor für Isotopomere 
Gesamtflußvektor 
Hinflußvektor 
Rückflußvektor 
Nettofluß-Vektor 
Austauschflußvektor 
kompaktifizierter Austauschflußvektor 

Strukturmatrizen 

Q bimolekulare Transitionsmatrix für Isotopome-
re (bimolekular) 

p monomolekulare Transitionsmatrix 
pinp Input-Transitionsmatrix 
ZA 

M Zugehörigkeitsmatrix für C-Atome und 
Metabolite 

ZtJinp Zugehörigkeitsmatrix für Input-C-Atome und -
Metabolite 

zLr Zugehörigkeitsmatrix für Isotopomere und Me-
tabolite 

ZI,inp 
M Zugehörigkeitsmatrix für Input-Isotopomere 

und -Metabolite 
ZI 

A Zugehörigkeitsmatrix für Isotopomere und C-
Atome 

ZI,inp 
A Zugehörigkeitsma trix für Input-Isotopomere 

und -C-Atome 

Definition 4.2 und 4.3 
nach Definition 4.3 
nach Definition 4.3 
Definition 4.2 und 4.3 
nach Definition 4.3 
nach Definition 4.3 
Definition 4.1 
Definition 4.1 
Definition 4.1 
Definition 5.5 

Definition 4.10 

Definition 4.9 und 4.10 
Definition 4.9 und 4.10 
Definition 4.11 

Definition 4.11 

Definition 4.11 

Definition 4.11 

Definition 4.11 

Definition 4.11 
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Abbildungen 
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skalare Kompaktifizierungsfunktion Definition 5.3 
geglättete Minimumfunktion Definition 5.2 
geglättete Maximumfunktion Definition 5.2 
kompaktifizierte Koordinaten als lineare Funk- Gleichung 8.2 
tion der freien Flüsse 
Koordinatentransformation zwischen kompak- Definition 5.5 
tifizierten Flußkoordinaten und Anwendungs-
Flußkoordinaten 
geglättete Koordinatentransformation zwischen Definition 5.5 
Anwendungs-Flußkoordinaten und natürlichen 
Flußkoordinaten 
Markierungszustand als Funktion der natürli- Satz 7.3 
chen Flußkoordinaten 

Nebenbedingungsmatrix für Nettoflüsse Definition 6.1 
Nebenbedingungsmatrix für Austauschflüsse Definition 6.2 
zusätzliche Nebenbedingungsmatrix für freie Definition 6.3 
Flüsse 
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Kapitell 

Metabolische 
Kohlenstoff-Markierungsexperimente 

Die ersten beiden Kapitel führen in die allgemeine Problematik der stationären Stoffflußanalyse 
sowie in die experimentelle Technik der Kohlenstoff-Markierungsexperimente zur Quantifizie­
rung intrazellulärer Stoffflüsse ein. Dabei wird in diesem Kapitel auf das grundlegende Funk­
tionsprinzip eines Markierungsexperiments eingegangen und die in dieser Arbeit verwendete 
Terminologie erläutert. Mit den experimentellen und meßtechnischen Details der Durchführung 
eines Markierungsexperiments beschäftigt sich das folgende Kapitel. 

Nach einer Einführung in die Zielsetzung der Stoffflußanalyse und die Funktionsweise von 
Markierungsexperimenten soll in diesem Kapitel zunächst der bei einem Markierungsexperi­
ment erhobene Datensatz charakterisiert werden. Dabei werden die für die vorliegende Arbeit 

und extrazellulären sowie der Positiollsco und Isolopomeren" 
Markierungsanteile in intrazellulären Metabolit-Pools sorgfältig definiert. 

Abschließend wird anhand eines sehr einfachen Beispiels gezeigt, wie mit Hilfe VOll Mar­
kierungsexperimenten grundsätzlich Aufschlüsse über intrazelluläre metabolische Vorgänge ge­
wonnen werden können. Dabei wird sich als zentrales Ergebnis zeigen, daß Markierungsdaten 
Informationen über intrazelluläre Flüsse enthalten, die derzeit mit keiner anderen Meßtechnik 
gewonnen werden können. 

1.1 Stationäre Stoffftußanalyse 

1.1.1 Stoffwechselphysiologische Forschung und Metabolie Engineering 

Stoffwechselphysiologische Untersuchungen am lebenden Organismus stellen seit langem eine 
besondere Herausforderung für die biologische Grundlagenforschung dar [BS82]. Bis heute ist 
die quantitative Kenntnis der dynamischen Abläufe in einer lebenden Zelle eher gering im Ge­
gensatz zum aktuellen molekularbiologischen Wissensstand. Voraussetzung für die Erforschung 
der zellulären Regulationsmechanismen ist u.a. die Entwicklung meßtechnischer Methoden zur 
In-vivo-Untersuchung lebender Zellen. 

In den letzten Jahren gewinnen derartige Ergebnisse der Grundlagenforschung aber auch für 
die biotechnologische Anwendung an Bedeutung. Mikroorganismen werden in der Biotechno­
logie auf vielfältige Weise zur Produktion organischer Komponenten eingesetzt. Vor allem bei 
solchen Stoffen, die in großen Mengen produziert werden (z.B. Aminosäuren, organische Säuren 
oder Ethanol), spielen wirtschaftliche und damit auch quantitative Aspekte eine besondere Rol­
le [DeI87, EG96]. Bei derartigen Produktionsverfahren können bereits geringe, auf fundiertem 
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4 KAPITEL 1. METABOLISCHE MARKIERUNGSEXPERIMBNTE 

Wissen beruhende Verbesserungen der Produktivität entscheidende Vorteile erbringen. 
Mit der zunehmenden Verfügbarkeit gentechnischer Methoden zur Veränderung von Stoff­

wechselnetzwerken hat sich in den letzten Jahren ein Forschungszweig etabliert, der mit dem 
Sammelbegriff Metabolie Engineering [Bai91, SS93, KA93, EG96] bezeichnet wird. Darun­
ter werden Methoden zur gezielten Verbesserung von Stoffwechselleistungen zusammengefaßt. 
Der Ingenieuransatz betont hierbei eine quantifizierbare und reproduzierbare Arbeitsweise, die 
nicht zuletzt auf mathematische Modellansätze zur Beschreibung der Regulation metabolischer 
Systeme zurückgreift. 

im Medium 
akkumul ierende 

Stoffe 

Gewünschtes 
Produkt 

II;-----+U 

Abbildung 1.1: Schematisierte Darstellung der Zielsetzung einer stationären Stoffflußanalyse: 
Die Flüsse vom Substrat zum gewünschten Produkt sollen quantifiziert werden. Mit gentechni­
schen Methoden kann versucht werden, die Ausbeute zu verbessern. 

1.1.2 Zielsetzung der stationären Stoffftußanalyse 

In diesem Abschnitt sollen vorweg einige wichtige, im Zusammenhang mit der Stoffflußanalyse 
verwendete Begriffe definiert werden (vgl. auch [VaI91]). 

Definition 1.1 (metabolische Stationarität, stationäre Stoffftußanalyse) Ein 
Stoffwechselsystem bejindet sich in einem metabolisch stationären Zustand) wenn alle intrazel­
lulären Stoffflüsse -und damit auch die intrazellulären Metabolit-Konzentrationen -zeitlich 
konstant sind. Eine stationären Stoffflußanalyse ist eine auf Meßdaten und Bilanzgleichungen1 

gestützte Methode zur Quantijizierung von Stoffflüssen in einem Stoffwechselabschnitt einer Zel­
le unter metabolisch stationären Bedingungen. 

Mit den heute verfügbaren experimentellen und meßtechnischen Methoden kann vor allem 
der Zentralstoffwechsel einer Zelle als ganzer oder in seinen Teilen analysiert werden. 

lVgl. dazu Kapitel 4. 
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Abbildung 1.2: Repräsentatives metabolisches Netzwerk mit den wichtigsten Metaboliten und 
Reaktionsschritten des Zentralstoffwechsels. Einige Produktionsschritte sind verkürzt wieder­
gegeben (vgl. dazu Tabelle 3.2 und 3.3), andere spezifisch für bestimmte Organismen. Zu den 
Stoffabkürzungen vgl. Tabelle 3.1. 
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Definition 1.2 (Zentralstoffwechsel) Im Rahmen der vorliegendenArbeit sollen unter dem Zen­
tralstoffwechsel einer Zelle die katabolischen Stoffwechselwege der Glykolyse, des Pentosephos­
phatwegs und des Citrat- und Glyoxylatzyklus zusammengefaßt werden sowie die im wesentli­
chen anabolischen Wege der anaplerotischen Reaktionen, der Aminosäureproduktion und der 
Produktion organischer Säuren undAlkohole (vgl. auchAbb. 1.2). 

Eine über den Zentralstoffwechsel hinausgehende quantitative Analyse von Stoffflüssen ist 
dagegen selten aussichtsreich, weil Flüsse außerhalb des Zentralstoffwechsels meist zu gering 
sind, um sie mit derzeit verfügbaren Meßinstrumenten exakt zu erfassen [VaI91, Sch91, Fie84]. 

Die nachfolgende Differenzierung zwischen intrazellulären und extrazellulären Flüssen ist 
insofern von besonderer Bedeutung, als extrazelluläre Flüsse meist direkt gemessen werden kön­
nen (vgl. Abschnitt 2.1), während die intrazellulären Flüsse die zu bestimmenden Größen einer 
Stoffflußanalyse sind (vgl. auch Abb. 1.6). 

Definition 1.3 (intra- und extrazelluläre Metabolite, intra- und extrazelluläre Flüsse) Als 
extrazellulärer Metabolit in bezug auf einen betrachteten Stoffwechselabschnitt werden solche 
Stoffe bezeichnet, die jeweils von außen zugeführt oder nach außen abgeführt werden, also ins­
besondere Substrate, Produkte und Komponenten für die Biomassesynthese2• Die entsprechen­
denFlüsse (also z.B. Substrataufnahme undProduktausscheidung) heißen extrazelluläre Flüsse. 
Die Intermediate des betrachteten Abschnitts heißen intrazelluläre Metabolite, die sie verbin­
denden Flüsse intrazelluläre Flüsse. 

1.1.3 Anwendungen im Rahmen des Metabolie Engineering 

Stoffflußanalyse sollte als ein zum Metabolie Engineering verstanden wer~ 
Denn die Verfügbarkeit einer quantitativen Methode zur intrazellulären Stoffflußanalyse 

ermöglicht die Beantwortung zentraler Fragen im Prozeß der Veränderung von Stoffwechsel" 
leistungen (vgl. auch Abb. 1.1): 

CD Nachweis und Quantifizierung von Enzymaktivitäten und in beide Richtungen ablaufen­
den Reaktionsschritten in vivo [RDC+95]. 

.. Charakterisierungverschiedener physiologischer Zustände mit dem Ziel einer empirischen 
quantitativen Beschreibung von regulatorischen Mechanismen [VS93, Jor95, SSGM+95]. 

CD Detaillierte quantitative Untersuchung von Hybridoma-Zellen oder anderen gentechnisch 
manipulierten Mikroorganismen [MST+94, ZS95]. 

11 Systematische Kontrollanalyse basierend auf einer metabolischen Kontrolltheorie [Kac88, 
KW86, AW92]. 

Damit steht ein Werkzeug zur Verfügung, welches eine detaillierte quantitative Analyse der 
Auswirkung gentechnischer Manipulationen ermöglicht. Dies stellt einen erheblichen Fortschritt 
im Vergleich zu einer auf Mutmaßungen und globalen Befunden beruhenden "Trial-and-Error"­
Methode dar. Zwar erlaubt die Stoffflußanalyse nach wie vor keine Vorhersage der Auswirkung 
von Veränderungen, jedoch können auf der Basis des gemessenen Datenmaterials gezielter sol­
che Experimente vorgeschlagen werden, die in Bezug auf die jeweilige Fragestellung aussichts­
reich sind. Genau dies ist die Zielsetzung des Metabolie Engineering. 

2Man beachte, daß die Systemgrenze hier nicht durch die Zellwand definiert ist, sondern durch die Unterschei­
dung zwischen betrachteten und nicht betrachteten Stoffwechselkomponenten. 
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1.1.4 Angewendete Methoden 

Grundsätzlich lassen sich zwei experimentelle Ansätze zur stationären Stoffflußanalyse unter­
scheiden, die in den folgenden Abschnitten noch detailliert beschrieben werden (vgl. auch Abb. 
1.6): 

1. In der Bioverfahrenstechnik hat in den letzten Jahren die sogenannte Metabolit-Bilanzie­
rungstechnik große Aufmerksamkeit erregt. Diese Methode basiert auf der alleinigen Mes­
sung aller extrazellulären Flüsse mit Standard-Meßinstrumenten [VS93, GFJA93] 
[HHHR+94, VP94a, Jor95]. 

2. Im Bereich der physiologisch/biochemischen Forschung werden dagegen seit langer Zeit 
Markierungsexperimente mit isotopenangereicherten Substraten für den Nachweis und die 
Quantifizierung intrazellulärer Flüsse verwendet. Dabei spielt heute die NMR-Meßtechnik 
eine entscheidende Rolle [WHK+82, CSKW83, WK84, MSJ88]. 

Beide Methoden weisen - jeweils allein eingesetzt - einige Unzulänglichkeiten auf, die nur 
mit ergänzendem Datenmaterial überwunden werden können. So hat sich z.B. herausgestellt, 
daß die Anzahl der meßtechnisch zugänglichen extrazellulären Flüsse nicht ausreicht, um eine 
komplette Flußquantifizierung zu erreichen. Daher werden in der Regel weitere Annahmen über 
das metabolische System getroffen (vgl. Abschnitt 2.4). Andererseits kann mit Markierungsex­
perimenten stets nur eine relative Flußquantifizierung erreicht werden, d.h. die absolute Größe 
von Stoffflüssen ist allein aus Markierungsdaten nicht berechenbar (vgl. Satz 7.3). 

Die in der Literatur beschriebenen Experimente sind in der Regel Mischformen aus beiden 
Ansätzen, wobei meist eine der beiden Methoden deutlich dominiert. Erst in jüngster Zeit kam 
es zu einer engeren Integration allerdings ist ein erheblicher Aufwand er~ 
forderlich, der sowohl den Einsatz verfahrenstechnischer Methoden als auch der NMR~Technik 
umfaßt [STM+94, ZS95, MGWE+96, Szy95, WG96a]. 

Derzeit stellt diese Kombination aus der Markierungs- und der Metabolit-Bilanzierungsme­
thode die leistungsstärkste Technik zur Gewinnung stationärer intrazellulärer Flußdaten dar. Sie 
liefert sowohl einen vollständigen Satz extrazellulärer Flüsse als auch eine große Zahl von Mar­
kierungsdaten unter definierten Bedingungen und von hoher meßtechnischer Qualität (vgl. Abb. 
1.6). Ausgehend von diesen Daten gelingt - wie in dieser Arbeit gezeigt wird (vgl. auch 
[MGWE+96]) - eine vollständige Quantifizierung aller intrazellulären Flüsse im Zentralstoff­
wechsel einer Zelle, ohne daß umfangreichere Modellannahmen über das lebende System ge­
troffen werden müssen. 

1.1.5 Markierte Substanzen 

Während extrazelluläre Flüsse mit chemisch-analytischen Methoden leicht bestimmt werden kön­
nen (vgl. Abschnitt 2.1), erfordert die Gewinnung von Isotopen-Anreicherungsdaten die Durch­
führung eines Markierungsexperiments [And83]. Voraussetzung hierfür ist die Verfügbarkeit von 
13C_ oder 14C-markierten chemischen Stoffen. 3 

3Isotope anderer Atome, wie z.B. 2H oder 15N spielen für die Stoffflußanalyse eine untergeordnete Rolle 
(vgl. dazu auch Abschnitt 1.1 und [KWR88, RCRL90, Lon92, MBW94, RKBY94]). Diese Arbeit konzentriert sich 
daher auf Kohlenstoff-Markierungs experimente. Außerdem eignen sich natürlich vorhandene Isotope hervorragend 
für die direkte Messung intrazellulärer Konzentrationen, jedoch nicht für Markierungsexperimente, da diese auf der 
Unterscheidung markierter und unmarkierter Atome beruhen. Beispielsweise tritt Phosphor in der Natur zu 100 % 
in der im NMR-Gerät beobachtbaren 31 P-Form auf (vgl. auch [Coh83, MTBK89, GSB90, AAC+ 91, GSPW+ 91, 
SGSW+93, LVHHV95]). 
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0 H 

1 

2 H OH H OH H OH 

3 HO H HO H HO H 

4 H OH H OH H OH 

5 H OH H OH H OH 

6 H OH H OH H OH 

H H H 

[1- 13 C] [5- 13 C] [5,6- 13 C2 ] 
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Abbildung 1.3: Verschiedene verfügbare 13C-markierte Glucosemoleküle. 

Definition 1.4 (markierte Substanz, Markierung) Eine markierte Substanz ist ein chemischer 
Stoff, bei dem das natürlich auftretende 12C-Atom an einer Position im Kohlenstoff-Gerüst durch 
ein stabiles 13C_ oder radioaktives 14C -Isotop ersetzt wurde. Die mit einem markierten Substrat 
in ein metabolisches System eingebrachten Isotope werden in ihrer Gesamtheit als Markierung 
oder - bezogen auf eine bestimmte Substanz - als die Markierung dieser Substanz an einer 
bestimmten C-Atom-Position bezeichnet. 

Für die wichtigsten metabulischen Substrate sind nahezu beliebig markierte Varianten ver­
fügbar. Man spricht beispielsweise von [1-13C]-Glucose oder [5,6-13C2]-Glucose, wenn das Glli'~ 
cosemolekül auf der ersten oder auf der fünften und sechsten C-Atom-Position markiert ist (Abb. 
1.3). Der Preis eines Gramms markierter Glucose bewegt sich derzeit zwischen 160 DM (für [1-
13C]-Glucose) und 7500 DM (für [5,6-13C2]-Glucose). 

1.1.6 Markierungsexperimente 

Bei einem Markierungsexperiment [And83] wird ein Substrat des Stoffwechsels (in der Regel 
Glucose) durch eine markierte Variante ausgetauscht. Vom Moment der Zugabe des markierten 
Substrats an verteilt sich die Markierung über den gesamten Stoffwechsel. Besonders Kohlen­
stoff-Markierungen lassen sich aufgrund der hochgradigen Vernetzung des Systems nach kurzer 
Zeit in den meisten intrazellulären Metaboliten nachweisen.4 Die Isotopenanreicherung wird wie 
folgt durch relative Anteile quantifiziert (vgl. auch Abb. 1.5i: 

Definition 1.5 (Positions-Markierungsanteil) In Relation zur Gesamtheit aller im System be­
findlichen Moleküle einer chemischen Substanz wird der Prozentsat~ der auf einer bestimmten 
C-Atom-Position markierten Moleküle als der entsprechende Positions-Markierungs anteil be­
zeichnet. 

4Dies ist der Hauptgrund für die Überlegenheit von Kohlenstoff-Isotopen gegenüber Isotopen anderer Atome. 
sIn der Literatur ist die Verwendung der Begriffe für Markierungsanteile nicht einheitlich. Daher wird die Be­

deutung der Termini "Positions-Markierungsanteil" und "Isotopomeren-Anteil" für diese Arbeit mit Definition 1.5 
und 1.7 präzise festgelegt. 

6Prozentsätze werden in der modeIImäßigen Beschreibung als Zahlen im Intervall [0, 1] aufgefaßt. 
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Abbildung 1.4: Simulierter zeitlicher Verlauf des isotopisch instationären Markierungszustands 
in den C-Atomen der Glykolyse und des Pentosephosphatwegs während eines Markierungsex­
periments. Das zugrundeliegende Stoffwechselnetzwerk in Abbildung 9.1 beschreibt die xylo­
severwertende Hefe Pichia stipitis [LPdPB88]. Als markiertes Substrat wurde [l_13C]-Xylose 
eingesetzt. Die Simulationsparameter sind in Abschnitt 9.2 angegeben. 
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Ist eine Verwechslung mit dem in Definition 1.7 eingeführten Isotopomeren-Anteil ausge­
schlossen, so wird kurz von einem Markierungsanteil an einer C-Atom-Position gesprochen. 

Im folgenden wird bei allen Experimenten ein metabolisch stationärer Zustand vorausge­
setzt. Im Gegensatz dazu sind die intrazellulären Markierungsanteile während des Experiments 
jedoch zeitabhängige Größen. Abbildung 1.4 zeigt die Simulation eines solchen instationären 
Verlaufs im Zuckerstoffwechsel7• Wie in Abschnitt 7.1 ganz allgemein bewiesen wird, stabili­
sieren sich die Markierungsanteile nach einiger Zeit, so daß das System sich asymptotisch einem 
isotopisch stationären Zustand annähert. 

Definition 1.6 (isotopische Stationarität) In einem isotopisch stationären Zustand ist für jede 
intrazelluläre C -Atom-Position die Menge der pro Zeiteinheit zu- und abfließenden Markierung 
gleich. Insbesondere sind alle Markierungsanteile stabil. 

Während des Experiments befindet sich die Zelle also in einem metabolisch stationären Zu­
stand, durchläuft aber einen iso topisch instationären Zustand, der schließlich in einen iso topisch 
stationären Zustand einmündet. 

1.1.7 Positionsmarkierung und Isotopomere 

Bisher wurde die Quantifizierung der Markierungsanteile im metabolischen System auf die C­
Atom-Positionen intrazellulärer Metabolite bezogen. Wie nachfolgend gezeigt wird, kann mit 
Hilfe moderner Meßtechnik jedoch noch zusätzliche Information über die Isotopenverteilung 
gewonnen werden. Dies ist dann der Fall, wenn im Stoffwechsel mehrfach markierte Moleküle 
entstehen. 

Molekül n KohlenstojfAtornen 
kann in insgesarnt 2'0, verschiedenen Markierungszuständen bzgl. der und 13C 

troffen werden (vgl. Abb. l.5a). Diese Zustände werden als Isotopomere des Moleküls bezeich· 
net. Der Prozentsatz eines bestimmten Isotopomers bezogen auf die Menge aller Moleküle des 
entsprechenden Stoffs heißt Isotopomeren-Anteil. 

Isotopomeren mit Mehrfachmarkierungen können im Stoffwechsel dann auftreten, wenn mar­
kierte Metabolite, die einen Zyklus durchlaufen haben, wieder mit dem markierten Substrat rea­
gieren [JRMS91, CKS90]. Es ist daher zu erwarten, daß die Kenntnis der Isotopomeren-Vertei­
lung weiteren Aufschluß über die Flußverteilung in metabolischen Zyklen gibt. Isotopomeren­
Verteilungen können bis zu einem gewissen Grad mit Hilfe der NMR -Meßtechnik oder der Mas­
senspektroskopie gemessen werden (siehe hierzu Definition 2.2 im folgenden Kapitel). 

Aus der Kenntnis der Isotopomeren-Verteilung können unmittelbar die Positions-Markie­
rungsanteile berechnet werden (vgl. Abb. 1.5b). Die Gesamtmarkierungsanteile auf der Kohlen­
stoff-Atom-Position i ergibt sich aus der Summe aller Anteile der verschiedenen Isotopomere, 
die auf dieser Position markiert sind. 

1.1.8 Rohdaten für die Stoffßußanalyse 

Zuverlässiges und aussagekräftiges physiologisches Datenmaterial kann nur auf der Basis von 
Meßmethoden gewonnen werden, die das lebende System nicht beeinflussen ("zerstörungsfreie" 
Methoden). Grundsätzlich können drei verschiedene Typen von Meßmethoden unterschieden 
werden, deren jeweilige Problematik an anderer Stelle noch detaillierter diskutiert wird: 

7Mit dem Begriff Zuckerstoffwechsel wird die Glykolyse und der Pentosephosphatweg zusammengefaßt, also 
die Reaktionen zum Hexose- und Pentoseabbau. 



1.1. STATIONÄRE STOFFFLUSSANALYSB 

a) 

b) 

000 CX)e 
1#000 1#001 

1#100 1#101 1#110 

Isotopomeren-Anteile 
5% 30% 7% 21% 4% 21% 8% 4% 

1#111 

Positions­
Markierungs­

anteile 
54% 

23% 

59% 

11 

Abbildung 1.5: a) Die 23 = 8 verschiedenen 13C-Isotopomeren eines Moleküls I mit 3 
Weiße 13c. b) 

Isotopomeren-Verteilung, quantifiziert durch die Isotopomeren~Anteile an 
ge. 

1. Alle mengenmäßig bedeutsamen extrazellulären Stoffflüsse können heute mit Standardin­
strumenten der Bioverfahrenstechnik aus Konzentrationsdaten bestimmt werden [Fie84, 
B086, Sch91] (vgL Abschnitt 2.1). 

2. Mit Hilfe der NMR-Meßtechnik sowie der Massenspektroskopie lassen sich 13C-Atome 
in einer bestimmten Position sowie Isotopomere ohne chemische Vorbehandlung der Me­
tabolite nachweisen8 (vgl. dazu Abschnitt 2.2). Darüber hinaus kann die NMR-Technik 
auch auf Stoffgemische angewendet werden, im Extremfall sogar auf ein lebendes Sy­
stem [GWPS+92, CB93, WG96a]. Man spricht dann im engeren Sinne von einer In-vivo­
NMR-Methode. Es hängt jedoch vom experimentellen Ansatz ab, ob die isotopisch in­
stationären Zustände des Systems im Verlauf des Markierungsexperimentes beobachtet 
werden können oder nur der abschließende isotopisch stationäre Zustand. Isotopomeren­
Anteile können gewöhnlich nur bei längeren Meßzeiten im isotopisch stationären Zustand 
beobachtet werden. 

3. Mit Hilfe einer chemischen Analyse können intrazelluläre Stoffkonzentrationen gemes­
sen werden (vgl. dazu Abschnitt 2.1). Diese Konzentrationsdaten werden für die Auswer-

8Die klassische Methode der 14C-Bestimmung auf der Basis von Radioaktivitäts-Messungenist mit einem ex­
trem hohen Aufwand verbunden, da alle Substanzen chemisch degradiert werden müssen, um die Kohlenstoff­
Atome zu isolieren [SB79, CRSK81, DRM+93]. Isotopomeren-Messungen sind praktisch undurchführbar. Die 
14C-Methode wird daher zur Stoffflußanalyse heute kaum noch angewendet. 
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tung isotopisch instationärer Experimente benötigt [WG96a]. In vielen Fällen sind intra­
zelluläre Konzentrationen aber auch aufgrund von zusätzlichen NMR-Messungen direkt 
bestimmbar. Darüberhinaus verwenden einige Autoren thermodynamische Gleichgewich­
te zur Abschätzung der Konzentrationen [PSMC93]. 

Input-Metabolite 
(bekannter Markierungszustand) 

Biomasse 

Zielsetzung der 
FluDanalyse 

-+ 
+ 
ii 
+ 

gemessene 
extrazellu­
läre Flüsse 

gemessene 
Markierungs­
anteile 

~ unbekannte 
~ intrazellu­

läre Flüsse 

Abbildung 1.6: Schematische Darstellung der verfügbaren experimentellen Daten für die Aus 
wertung eines Markierungsexperiments. Zu den extrazellulären Kompartimenten ziihlt auch die 
Zellmasse. Im isotopisch instationären Fall liegen die Markierungsdaten zeitlich aufgelöst vor. 

1.1.9 Typische experimentelle Anordnungen 

Der aus der Anwendung der beschriebenen Meßtechniken resultierende Datensatz für die Be­
stimmung stationärer intrazellulärer Stoffflüsse ist in Abb. 1.6 visualisiert. Ist dieser Datensatz 
hinreichend ergiebig, können alle gesuchten Flüsse unter Rückgriff auf nur wenige Annahmen 
über das lebende System quantifiziert werden. 

Einige typische experimentelle Anordnungen zur Flußquantifizierung können unterschieden 
werden: 

1. Lediglich extrazelluläre Flüsse werden gemessen (reines Metabolit-Bilanzierungsexpe­
riment) [VS93, GFJA93, Jor95]. 

2. Lediglich die Markierungsanreicherungen in einem isotopisch stationären Zustand wer­
den gemessen (reines Markierungsexperiment) [WHK+82, WK84, SEGS93]. 

3. Extrazelluläre Flußmessungen werden ergänzt durch die Messung von Markierungsantei­
len im isotopisch stationären Zustand [SB79, JWBL89, STM+94, MGWE+96, ZS95]. 

4. Sowohl extrazelluläre Flüsse als auch der Zeitverlauf der Markierungsanteile werden in ei­
nem isotopisch instationären Zustand beobachtet [KKW79, FHBS90, WGKF+92] 
[CFGC95]. 
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5. Sowohl extrazelluläre Flüsse als auch die Isotopomeren-Verteilungen werden in einem 
isotopisch stationären Zustand quantifiziert [MSJ88, KWL93, KCS93, DRM+93]. 

In einigen Fällen wurde darüber hinaus das Experiment in demselben physiologischen Zu­
stand mit unterschiedlich markierten Substraten wiederholt, wodurch sich die verfügbare Infor­
mation erheblich erhöht [SB79, RB85, CB83]. 

1.2 Ein instruktives Beispiel 

Dieser Abschnitt führt anhand eines elementaren Beispiels aus [WG96c] in die Auswertung von 
Markierungsexperimenten mit Hilfe von Modellgleichungen ein. 

1.2.1 Metabolit-Pools 

Die mathematische Modellierung von Flußsystemen beruht auf der Einteilung in sogenannte 
Kompartimente [And83, HoI85], die in dieser Arbeit auch als Pools bezeichnet werden. Ein Pool 
stellt eine modelltechnische Vereinfachung eines räumlich verteilten Systemzustands dar 9. 

Definition 1.8 (Metabolit~, CmAtom-, Isotopomeren-Pool) Ein Metabolit-Pool ist die Gesamt­
heit aller Moleküle einer bestimmten Stoffgruppe innerhalb eines räumlichenAbschnitts des me­
tabolischen Systems. Analog wird die Gesamtheitvon C-Atomen an derselben Position eines Me­
taboliten oder von in derselben "Mkise markierten Isotopomeren als C-Atom-Pool oder Isotopo­

daß innerhalb eines Pools eine räumlich homo­
auchA.bschnitt 2.3). 

In dieser Arbeit ist der räumliche Abschnitt durch das gesamte Cytosol der Zellen definiert, 
da Prokaryonten untersucht werden. Ein Beispiel für ein enger eingegrenztes Kompartiment ist 
z.B. der intramitochondriale Raum bei Eukaryonten [BM88a]. 

1.2.2 Flußschätzung auf der Grundlage extrazellulärer Flußmessungen 

Das in Abb. 1.7 dargestellte elementare Beispiel soll aufzeigen, wie intrazelluläre Stoffflüsse 
auf der Basis von extrazellulären Flußmessungen und der Messung von Markierungsanteilen 
oder Isotopomeren-Verteilungen bestimmt werden können. Das Beispiel geht von einem Stoff­
wechselabschnitt mit einem Substrat S, einem Intermediat A und einem (intrazellulären) Pro­
dukt P aus, daß im nächsten Schritt ausgeschieden wird. Der einfachste Fall eines linearen Stoff­
wechselweges von S nach P ist in Abb. 1. 7a dargestellt. Hier bezeichnet V s die ( extrazelluläre) 
Substrataufnahmerate, v p die (extrazelluläre) Produktbildungsrate und VA den einzigen intrazel­
lulären Fluß. 

Nimmt man an, daß sich das System in einem metabolisch stationären Zustand befindet und 
die Produktbildung v p meßbar ist, so fließt die gleiche Stoffmenge in den Pool A hinein und 
hinaus. Für den intrazellulären Fluß VA gilt folglich 

VA = Vp 

9 Auf die Problematik der Kompartimentierung und der Homogenitätsannahme wird in Abschnitt 2.3 noch ein­
gehender eingegangen. 
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Abbildung 1.7: Elementares Beispiel zur Verdeutlichung des Informationsgehaltes von Meßwer­
ten für extrazelluläre Flüsse, Positions-Markierungs anteile und Isotopomeren-Anteile. Im Über­
gang von a) nach b) nach c) wird je eine intrazelluläre Reaktion hinzugenommen. 
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Damit wird ein intrazellulärer Fluß aufgrund einer extrazellulären Flußmessung zugänglich. Die­
ser Bilanzierungsansatz wird auch als Metabolit-Bilanzierungstechnik bezeichnet (vgl. [Hof86, 
VS93, VP94a]). 

Liegt zusätzlich ein Meßwert für die Substrataufnahme Vs vor, so gilt offenbar VA = Vs = 
Vp, d.h. die bei den Messungen von Vs und Vp sind redundant. Für die Praxis kann dies verschie­
dene Konsequenzen haben: 

1. Der experimentelle Aufwand kann durch Verzicht auf eine Messung reduziert werden. 

2. Die statistische Qualität der Flußschätzung ist durch Regressionsrechnung (hier einer ein­
fachen Mittelwertbildung) verbesserbar [BW88, SW89]. 

3. Grobe Meßfehler können durch Vergleich der Meßdaten erkannt werden [NS83] 
[HRHH+94]. 

4. Eine Verletzung der Redundanzbeziehung kann aber auch auf Modellfehler (z.B. unberück­
sichtigte Flüsse) hinweisen [Him78, AC74]: 

Auf die Redundanzanalyse wird in den Abschnitten 4.3 und 11.2 noch eingegangen. 

1.2.3 Hinzunahme von PositionsmMarkierungsdaten 

In Abb. 1. 7b wurde das Beispielnetzwerk um ein zweites intrazelluläres Intermediat B erweitert, 
das einen alternativen Stoffwechselweg parallel zu dem bereits vorhandenen eröffnet. Offenbar 
ist es dann nicht mehr möglich, aus den gemessenen extrazellulären Flüssen die beiden intrazel­
lulären Flüsse VA, VB zu bestimmen. Hier hilft die Kenntnis von Positions~ Markierungsanteilen 
weiter. Voraussetzung hierfür ist, daß die C-Atome in den beiden parallelen Stoffwechselwegen 
auf verschiedene Weise in das Produkt überführt werden. Offenbar ist dies der Fall, derm ihre 
Position wird im zweiten Weg vertauscht, während sie im ersten Weg unverändert bleibt. 

Die prozentualen Anreicherungen der 13C-Markierung auf den beiden Kohlenstoff-Positio­
nen von P seien mit PI, P2 bezeichnet. Das Verhältnis dieser beiden Markierungsanteile ent­
spricht genau dem Verhältnis der beiden Flüsse VA und VB: 

VA PI 
-=-
VB P2 

Dies zeigt bereits, wie mit Hilfe von Markierungsdaten Informationen über das Verhältnis intra­
zellulärer Stofffiüsse gewonnen werden können. 

Die Kenntnis der Produktbildungsrate V p kann nun dazu verwendet werden, auch die absolu­
ten Flüsse durch die beiden Wege zu quantifizieren, denn aus der Metabolit-Bilanz VA + VB = V p 

für den Pool P folgt: 
VA = PI . V p und VB = P2 . V p 

Darüber hinaus wird deutlich, daß ohne Rückgriff auf extrazelluläre Flußdaten lediglich Fluß­
verhältnisse bestimmbar sind. 

Die beschriebene Verzweigungssituation tritt beispielsweise in Corynebacterium glutami­
cum auf, wo Lysin über zwei verschiedene Stoffwechselwege ausgehend von Pyruvat produziert 
wird [SSK+91]. Ein entsprechendes Argument wurde in [SEGS93] verwendet, um die Nutzung 
der beiden Stoffwechselwege zu quantifizieren (vgl. auch ein verwandtes Beispiel in [WK84]). 

Offenbar erhielte man keine verwertbare Information, wenn die Markierung in beiden Ästen 
der Verzweigung auf derselben Position bliebe. Prinzipiell hängt die mittels Markierungsexpe­
rimenten zugängliche Flußinformation stark von der Häufigkeit von Positionswechseln in den 
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Kohlenstoff-Gerüsten der Metabolite ab. Von Vorteil ist hier die starke Vernetzung des Zentral­
stoffwechsels einer Zelle. Vielfach wird eine in die Glykolyse eingebrachte C-Atom-Markierung 
über das gesamte Netzwerk verteilt und ist schließlich in fast jeder Position auffindbar. Dar­
aus resultiert die besondere Bedeutung von Kohlenstoff-Markierungsexperimenten für die Fluß­
quantifizierung. Im Gegensatz dazu kann z.B. 15N nur für ganz bestimmte Untersuchungen ver­
wendet werden. 

1.2.4 Hinzunahme von Isotopomeren-Daten 

Das Beispiel wird nun nochmals erweitert, indem ein drittes intrazelluläres Intermediat C hinzu­
genommen wird (Abb. 1.7c). Dieses Intermediat wird in einem bimolekularen Reaktionsschritt 
aus den bereits eingeführten Intermediaten A und B gebildet. Aus C wiederum entsteht nach 
Abspaltung der äußeren Kohlenstoff-Atome das aufbeiden Positionen markierte Isotopomer des 
Produkts P. Es soll angenommen werden, daß die von C abgespaltenen Atome in anderen Stoff­
wechselwegen Verwendung finden und deshalb nicht direkt nachgewiesen werden können. In 
dieser Situation reichen offenbar die bisher gemessenen Daten nicht aus, um alle drei intrazel­
lulären Flüsse VA, VB, Va zu bestimmen. 

Charakteristisch für das erweiterte Netzwerk ist, daß im Produktpool ein zusätzliches Isoto­
pomer entsteht. Die jeweiligen Anteile der drei entstehenden Isotopomere im Produktpool wer­
den entsprechend der Abbildung 1.7 sinnfällig mit POl, Pu, PlO bezeichnet. Wegen v p = VA + 
VB + Va gilt dann: 

VB = POl' Vp va = Pu' Vp VA = PlO' Vp 

Damit wird deutlich, daß IsotopomererH\nteile einen höheren Infonnations[1;ehalt aufweisen kön­
nen als Positions-Markierungsanteile. Umgekehrt lassen sich die Positions-Markierungsanteile 
stets aus der Isotopomeren-Verteilung rekonstruieren, da 

PI = PIO + Pll P2 = POl + Pll . 

Die Isotopomeren-Analyse ist also grundsätzlich mindestens so aussagekräftig wie die positio­
nale Auswertung von Kohlenstoff-Markierungen. Voraussetzung für ihre Überlegenheit im Bei­
spiel ist die dort auftretende bimolekulare Reaktion, die ein mehrfach markiertes Molekül er­
zeugt. Eine entsprechende Situation findet sich z.B. im Citratzyklus, wenn markiertes Acetyl­
Coenzym A in das System eingebracht wird. Dies wurde für die Quantifizierung von Flüssen im 
Citratzyklus wiederholt verwendet [MSJ88, Lee93]. 

Der Informationsgewinn von Isotopomeren-Messungen gegenüber positionalen Messungen 
wird im Laufe dieser Arbeit noch an anderer Stelle thematisiert (vgl. Abschnitt 4.3). 

1.2.5 Zyklische Wege und bidirektionale Reaktionsschritte 

Aus den obigen Ausführungen wird deutlich, daß Markierungs- bzw. Isotopomeren-Messungen 
insbesondere für die Quantifizierung von Stoffflüssen in solchen metabolischen Zyklen von Be­
deutung sind, die bei mehrfachem Durchlaufen verschiedene Isotopomere produzieren [MSJ88, 
KWL93, DRM+93]. Der kleinste in einem Stoffwechselnetz auftretende Zyklus ist ein bidirek­
tionaler Reaktionsschritt, d.h. eine Reaktion, die in der Hin- und Rückrichtung zugleich abläuft 
(vgl. Definition 2.4). Solche bidirektionalen Reaktionen stellen keine thermodynamische Un­
möglichkeit dar, vielmehr sind sie bei einem vergleichbaren Energieniveau von Substrat und 
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Produkt und geringer Aktivierungsenergie zu erwarten (Abb. 1.8) und tatsächlich in vivo beob­
achtet worden [RDC+95, WGM95]. Enzymkinetische Studien berücksichtigen diese Möglich­
keit nur selten (vgl. z.B. [Seg75, DLC+ 84, MTBK89, WBA92]). Insbesondere wird meist nur 
die Netto-Reaktionsgeschwindigkeit des enzymatischen Schrittes beschrieben. 

a) b) 

Abbildung 1.8: Unidirektional und bidirektional ablaufender Reaktionsschritt. Es hängt von der 
In-vivo-Energiedifferenz D-.G und der Aktivierungsenergie D-.E ab, ob und wie schnell die Re­
aktion in beiden Richtungen abläuft. 

bidirektionale so schnell ab) daß die 
durch diese Schritte verbundenen Pools im Modell zu zusammengefaßt wer~ 
den können (Pool-Lumping) (vgl. dazu auch Definition 2.5). Damit wird eine flexible Umver~ 
teilung von Vorläufermetaboliten für die Verwendung in den abzweigenden Stoffwechselwegen 
ermöglicht. 

Allerdings ist auch der Fall denkbar, daß eine Reaktion nur in geringerem Umfang auch 
in der Rückrichtung abläuft. Über diese Zwischenstufen zwischen Bidirektionalität und Unidi­
rektionalität ist in quantitativer Hinsicht wenig bekannt. Wie im weiteren Verlauf dieser Arbeit 
gezeigt wird, liegt eine besondere Stärke der Markierungstechnik darin, daß unter bestimmten 
Umständen beide Reaktionsgeschwindigkeiten eines bidirektionalen Schrittes quantifiziert wer­
den können. Dies zeigt erneut, daß die Markierungstechnik der Metabolit-Bilanzierungstechnik 
grundsätzlich überlegen ist. 



Kapitel 2 

Experimentelle Grundlagen und 
Modellannahmen 

Nachdem in Kapitell die für eine Stofffiußanalyse benötigte Datenbasis charakterisiert wurde, 
muß nun geklärt werden, wie die entsprechenden Messungen konkret durchgeführt werden. Al­
lerdings würde die Schilderung der praktischen Details des experimentellen Aufbaus, der NMR­
Meßprozeduren und der chemischen Analysen den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Hier wird 
jeweils auf die entsprechenden Original publikationen verwiesen. In diesem Kapitel werden nur 
diejenigen Details des Meßvorgangs diskutiert, die für Verständnis der nachfolgend gewählten 
modell mäßigen Beschreibung erforderlich sind. Ein Schwerpunkt liegt dabei auf der Beurteilung 
der statistischen Qualität der Meßwerte. 

Die Konzeption von Experimenten steht in einer wechselseitigen Beziehung zu den gnmdle~ 
genden Modellannahmel1, die die quantitative Beschreibung des Systems getroffen werden. 
Grundsätzlich ist die Auswertung von Daten aus einem biologischen Experiment nur unter mehr 
oder weniger stark vereinfachenden Annahmen möglich. Die sorgfältige Dokumentation dieser 
Annahmen ist Voraussetzung für ihre wissenschaftliche Diskussion und die Einschätzung der 
erzielten Ergebnisse. Ein derartiger Diskussionsprozeß kann zu einer Verfeinerung der Model­
lansätze führen, aber auch zu einer Veränderung des experimentellen Ansatzes, um die Gültig­
keit der gemachten Annahmen zu gewährleisten. Es wird sich in Abschnitt 2.3 zeigen, daß bei 
vielen der in der Literatur beschriebenen Experimente die' Gültigkeit der einen oder anderen dort 
getroffenen Modellannahme weder experimentell kontrolliert noch meßtechnisch überprüft wer­
den kann. 

Es ist ein besonderes Anliegen des Jülicher Stofffiußanalyse-Projekts, durch den interdiszi­
plinären Zusammenschluß von Biologen, Ingenieuren und "Modellierern" zu einer neuen Qua­
lität hinsichtlich der Gewährleistung wohldefinierter experimenteller Bedingungen bei gleich­
zeitiger Universalität der modellmäßigen Beschreibung vorzustoßen. Vor diesem Hintergrund 
ist nicht nur der in dieser Arbeit vorgestellte allgemeine Rahmen für die Modellierung metaboli­
scher Kohlenstoff-Markierungssysteme, sondern auch der in Abschnitt 2.5 vorgestellte neuartige 
experimentelle Ansatz das Ergebnis eines langjährigen Diskussionsprozesses zwischen experi­
mentellen und theoretischen Mitarbeitern des Jülicher Projekts. Die neue experimentelle Me­
thode gewährleistet erstmals die Einhaltung und Überprüfung fast aller für die Kompartiment­
Modellierung erforderlichen Bedingungen. Infolgedessen ist von den hiermit erzielten Ergeb­
nissen eine bisher nicht erreichte Zuverlässigkeit zu erwarten. 

Abschließend wird in diesem Kapitel die Beziehung zwischen einer metabolisch stationären 
und einer metabolisch instationären Analyse von Stoffwechselsystemen diskutiert. Es wird sich 
dabei zeigen, daß beide Ansätze komplementär sind, so daß zukünftige Fortschritte am ehesten 
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von einer Kombination der entsprechenden Techniken zu erwarten sind. 

2.1 Standard-Meßtechnik 

Unter dem Begriff Standard-Meßtechnik werden hier die in den meisten Fermenterlaboren ver­
fügbaren Meßinstrumente [B086, Sch91] und chemischen Analysemethoden zur Bestimmung 
von Stoffkonzentrationen, zum Aufschluß von Zellen und zur quantitativen Auf trennung von 
Stoffgemischen zusammengefaßt. Nicht zur Standardausrüstung gehören dagegen ein NMR-In­
strument oder ein Massenspektrometer, die im folgenden Abschnitt behandelt werden. 

2.1.1 Extrazelluläre Flüsse 

Zur Konzentrationsmessung in flüssiger Phase werden verschiedene analytische Instrumente wie 
HPLC (High Performance Liquid Chromatography), GC (Gaschromatographie) oder FIA (en­
zymatische Flow Injektion Analysis) sowie Sonden zur Messung der Gelöstgaskonzentratio­
nen verwendet. Die Biomassekonzentration kann aus einer Probe durch Trocknen und Wägen 
bestimmt werden. Schließlich erfolgt die Messung der Abgaszusammensetzung meist auf der 
Grundlage einer optischen Messung im Infrarotbereich. Auf dieser Datenbasis können die ent­
sprechenden extrazellulären Flüsse wie nachfolgend beschrieben aus einfachen Massenbilanzen 
errechnet werden. 

Die benötigten Bilanzgleichungen werden hier exemplarisch für einen kontinuierlich betrie­
benen Reaktor mit einer Biomassekonzentration X, der Konzentration 8 eines metabolischen 
Substrats und der Konz,entration P eines Produkts angegeben (vgl. [Wie90] für eine allgemei~ 
nere Darstellung). Konzentrationen hängen über die D und 
die Konzentration 'S'inp des zulaufenden Substrats wie folgt rnit den gesuchten biomassespezi­
fischen Raten I), für das Wachstum, (7 für die Substrataufnahme und 1f' für die Produktbildung 
zusammen: 

Änderung 
Produktion 

-Abjluß +Zujluß - -Verbrauch 

X - f.t. X -X·D (2.1) 

S -(}'·X -8·D +8inp ' D 
p 1f' X -P·D 

Im metabolisch stationären Zustand des Systems erhält man hieraus unmittelbar: 

(2.2) 

Folglich können die gesuchten Flüsse aus den gemessenen Konzentrationen im Reaktor direkt 
berechnet werden. Analoge Gleichungen gelten für die Gasbildung. 

2.1.2 Einbeziehung der Biomassezusammensetzung 

Nach Definition 1.3 gehören auch die anabolischen Abflüsse in die Biomasse zu den extrazel­
lulären Flüssen. Ein wichtiger Beitrag zur Bestimmung intrazel1ulärer Stoffflüsse war die de­
taillierte Ermittlung auch dieser Flüsse auf der Basis einer Analyse der Zellmassenzusammen­
setzung [HoI86, VaI91]. Die biologische Grundlage hierfür ist, daß der Biosyntheseweg jeder 
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einzelnen Zellkomponente eindeutig auf einen oder mehrere von zwölf Vorläufermetaboliten 
im Zentralstoffwechsel zurückverfolgt werden kann [NIS90]. Diese sind Glucose-6-phosphat, 
Fructose-6-phosphat, Ribose-5-phosphat, Erythrose-4-phosphat, Glycerinaldehyd-3-phosphat, 
3-Phosphoglycerat, Phosphoenolpyruvat, Pyruvat, Acetyl-Coenzym A, a-Ketoglutarat, Succi­
nyl-Coenzym A und Oxalacetat (vgl. Abb. 2.1). 

Bei bekannter Zellzusammensetzung kann aus der bereits bestimmten Wachstumsrate f.1, di­
rekt auf die zwölf von den Vorläufer-Pools ausgehenden anabolischen Stoffflüsse zurückgerech­
net werden (Abb. 2.1). Ist der prozentuale Anteil des Vorläufers i an der Biomasse durch Ci ge­
geben, so gilt für den entsprechenden Biomasseabfluß: 

i = 1, ... ,12 

Dies führt zu einer erheblichen Verbesserung der verfügbaren Information. 

Glu 

BH 

57P 

~ 

eo. ~ f ~CoA lys = Produktbildung 

BII\III oiI

t 
~ICV 002= Gasbildung 

Mal GIyOx MG +- 11M 
\ ~~. 
Fum SuccCoA 

~5UCC~ 

(2.3) 

Abbildung 2.1: Meßbare extrazelluläre Flüsse in einem Bioreaktor. Aus dem Fluß in die Biomas­
se können bei Kenntnis der Biomassezusammensetzung anabolische Flüsse, die von Vorläufern 
im Zentralstoffwechsel ausgehen, detailliert quantifiziert werden. 

Die meisten Anwendungen dieser Technik beruhen auf der Annahme, daß die Biomassezu­
sammensetzung in Mikroorganismen über eine große Bandbreite von metabolischen Zuständen 
hinweg konstant ist und sich sogar zwischen verschiedenen Mikroorganismen kaum unterschei­
det [Roe83, Va191]. Diese Annahme wurde gelegentlich experimentell bestätigt, jedoch sollte sie 
stets mit Vorsicht gehandhabt werden. Genaugenommen ist für jedes einzelne Experiment erneut 
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die Zellzusammensetzung zu bestimmen, was allerdings einen unzumutbaren Arbeitsaufwand 
bedeutet. 

Die Gesamtanzahl der mit den beschriebenen Meßmethoden bestimmbaren extrazellulären 
Stoffflüsse liegt-je nach Anzahl der gemessenen extrazellulären Produkte-bei etwa 15-18. 

2.2 NMR-Technik und Massenspektroskopie 

Das Phänomen der kernmagnetischen Resonanz ist bereits seit den 40er Jahren bekannt. Heute 
ist die NMR-Technik eine der wichtigsten Meßmethoden für die chemische Strukturaufklärung 
und die Computertomographie. Auf biologische Systeme wird die Methode seit etwa 1970 an­
gewandt, v.a. für den Nachweis intrazellulärer Metabolite, für die Messung von intrazellulären 
Konzentrationen und schließlich die Durchführung von Markierungsexperimenten [Gad82] 
[Mat82, Lon88, LHHV90]. Die Massenspektroskopie hat ein ähnliches Einsatzfeld, ist jedoch 
bei bestimmten Fragestellungen - wie nachfolgend erläutert - im Vergleich zur NMR -Technik 
wesentlich weniger leistungsfähig. 

Seit den Anfängen hat die NMR-Technik ständig Fortschritte gemacht, denen heute zwei 
Zeitschriften gewidmet sind, nämlich das "Journal of Magnetic Resonance" und "NMR in Bio­
medicine". Da eine Einführung in die moderne NMR-Technik ein Buch füllt [Fri86], können 
hier nur einige Grundzüge dargestellt werden. Es soll daher - mit dem Risiko einer zu starken 
Vereinfachung - nur eine elementare Vorstellung von den Möglichkeiten der NMR-Technik 
vermittelt werden. Im einzelnen verfügt nur ein geschulter Experte über das erforderliche De­
tailwissen zur Konzeption und Auswertung von NMR -Experimenten. Alle dieser Arbeit zugrun -
deliegenden NMR-Messungen wurden unter Anleitung von Herrn Dr. AA. de Graaf im Jülicher 

a) rotierender 
Atomkern 

b) Kreisel­
Bewegung 

c) Gedämpfte 
Schwingung 

d) Peak im Fre­
quenzbereich 

Abbildung 2.2: Funktionsprinzip der NMR-Technik. a) Die Drehachsen rotierender gela­
dener Teilchen richten sich im Magnetfeld aus. b) Ein Störimpuls löst eine Kreiselbewe­
gung mit atomspezifischer Frequenz aus. c) Die erzeugten exponentiell gedämpften Signa­
le werden detektiert. d) Nach Summation aller Einzelsignale entsteht mit Hilfe von Fourier­
Transformationsmethoden das NMR -Spektrum. 

2.2.1 Funktionsweise eines NMR-Geräts 

Die NMR -Technik beruht darauf, daß Atomkerne aufgrund ihres Kernspins rotierende Ladungs­
verteilungen im Raum darstellen. Somit können solche Kerne mit einem Spin ungleich Null 
durch ein Magnetfeld beeinflußt werden. Hierzu sind allerdings hohe Feldstärken erforderlich 
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(etwa 0.5-20 Tesla). Die für die biologische Anwendung wichtigsten detektierbaren Kerne sind 
1H, 13C, 2H, 15N, 23Na und 31p. 

ac 
~~ C-2 
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C-2 

glu I 
C-3 

glu ~ 
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Abbildung 2.3: Beispiel einer in zeitlicher Reihenfolge aufgenommenen Sequenz von nied­
rig aufgelösten 13C-NMR-Gemischspektren während der isotopisch instationären Phase eines 
Markierungsexperiments mit Corynebacterium glutamicum mit (1_13C]-Glucose als 

(vgl. [WG96a J). Jedes in der Probe erzeugt einen charakteristischen ''''''LlUl.W 

peak. Der Markierungsaufbau in einzelnen C,Atom··Positionen ist deutlich zu erkennen (Quelle: 
AA. de Graaf, JÜlich). 

Ein NMR-Meßgerät besteht im wesentlichen aus einer supra leitenden Spule, die ein starkes 
homogenes Magnetfeld erzeugt und eine zentrale Öffnung für die Einführung der Probe auf­
weist. Innerhalb des Magnetfeldes richten sich die Drehachsen der magnetisierbaren Isotope der 
Probe in einer Richtung aus (Abb. 2.2a). Diese wird von einer zweiten, wesentlich kleineren 
Anregungsspule umschlossen. Die Anregung erfolgt durch Abstrahlung eines zum Hauptma­
gnetfeld transversalen magnetischen Störimpulses in die Probe. Die dadurch "getroffenen" Ato­
me reagieren durch eine Spinauslenkung und in der Folge durch eine kreiselnde Spinbewegung 
(Abb. 2.2b). Diese Bewegung relaxiert sich schließlich innerhalb des Hauptmagnetfeldes wieder 
in die alte Richtung. 

Während ihrer kreiselnden Bewegung senden die rotierenden Spins einer Substanz die einge­
strahlte Energie in Form einer elektromagnetischen Welle auf einer für die Position des Kerns in­
nerhalb des Moleküls charakteristischen Frequenz wieder ab (Abb. 2.2c). Diese Signale können 
mit Hilfe von Detektorspulen empfangen werden. 

Einzelne Resonanzsignale sind jedoch schwach. Um quantitativ auswertbare Signale zu er­
halten, müssen in der Regel sehr viele solcher Resonanzsignale in Folge erzeugt und aufsum­
miert werden. Das Summensignal wird anschließend mit Hilfe einer Fourier-Transformation in 
den Frequenzbereich übersetzt (Abb. 2.2d), man erhält das eigentliche NMR-Spektrum. Eine 
Einzelmessung dauert etwa 1-30 Sekunden, zur Erzeugung eines Spektrums sind meistens 4-
4000 solcher Signale erforderlich. 

Die Auswertung solcher NMR-Spektren beruht darauf, daß die Resonanzfrequenz eines 
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Kerns einzig von seiner Stellung innerhalb eines Moleküls abhängt. Damit lassen sich die Peaks 
eines NMR-Spektrums exakt den einzelnen in der Probe enthaltenen Stoffen zuordnen (Abb. 2.3). 
Die Fläche eines Peaks im Spektrum ist direkt proportional zur Menge der detektierbaren Atome 
an einer speziellen Position. 

2.2.2 I3C_ und IR-Spektren 

Die Resonanzfrequenzen verschiedener Arten von Atomen, z.B. Kohlenstoff, Stickstoff oder 
Wasserstoff, liegen in sehr unterschiedlichen Frequenzbereichen, so daß jeweils spezielle Meß­
einrichtungen erforderlich sind. Man spricht z.B. von 13C_ oder IH-NMR-Spektroskopie. 

Abbildung 2.3 zeigt ein niedrigauflösendes 13C-NMR-Spektrum aus einem In-vivo-Experi­
ment. Es wird deutlich, daß das Auftreten vieler Resonanzpeaks eine möglichst hohe Auflösung 
erfordert, um diese voneinander trennen zu können. 

In der Praxis werden zum Nachweis von 13C-Atomen häufig nicht direkt die Resonanzen der 
markierten Kohlenstoff-Atome gemessen, sondern vielmehr die der umliegenden 1 H-Protonen. 
Denn ein markiertes Kohlenstoff-Atom verändert seine elektrochemische Umgebung, so daß 
sich die Frequenzen der umliegenden Protonen verschieben. Auf diese Weise sind Protonen, die 
an ein 12C-Atom gebunden sind, von solchen zu unterscheiden, die an ein 13C-Atom gebunden 
sind. Mit Hilfe einer speziellen Resonanzentkopplungstechnik ist es dann möglich, aus den Da­
ten mehrerer Spektrenmessungen direkt auf den Prozentsatz der markierten Kohlenstoff-Atome 
zurückzuschließen (Abb. 2.4). Die Kenntnis der absoluten Konzentration der vermessenen Sub­
stanz ist also nicht erforderlich, um den Markierungsanteil zu berechnen. 
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Abbildung 2.4: IH-NMR-Spektren von 13C-markiertem Glutamat, das aus dem Zellprotein von 
C. glutamicum nach Inkubation mit [1_13C]-Glucose gewonnen wurde. Untere Reihe: 13C_ 
entkoppeltes Spektrum mit den a) H-2-, b) H-3- und c) H-4-Protonen des Glutamats sowie d) 
Signalen aus Unreinheiten. Obere Reihe: entsprechende 13C-Satellit-Signale nach Subtraktion 
des 13C-entkoppelten Spektrums vom "normalen" Protonen-Spektrum wie in [SEGS93] (aus: 
[WG96c]). 
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Protonenspektren weisen extrem komplexe Peakstrukturen auf und sind damit wesentlich 
schwerer zu interpretieren als I3C-Spektren (vgl. Abb. 2.4). Daher kann die IR-Spektroskopie 
nicht direkt auf Stoffgemische angewendet werden. Vielmehr müssen die darin enthaltenen Stof­
fe zunächst isoliert und aufkonzentriert werden [SEGS93]. 

2.2.3 Multiplettanalyse 

Wenn die Meßzeit hinreichend lang ist, können hochauflösende I3C-NMR-Spektren gemessen 
werden. Diese zeigen eine Struktur, die für die Stoffflußanalyse von großer Bedeutung ist, näm­
lich die Aufspaltung von Peaks (vgl. [Lon88, JRMS91, KCS93]). Diese resultiert daraus, daß 
die elektrochemische Umgebung eines C-Atoms bei verschiedenen Isotopomeren eines Stoffes 
differiert. Ist auch ein Nachbar eines C-Atoms in einem Molekül markiert, so besitzt das Atom 
zwei verschiedene Resonanzfrequenzen infolge sogenannter skalarer Spin-Spin-Kopplungund 
der Resonanzpeak spaltet sich in ein sogenanntes Doublett auf. Analoges gilt für zwei markierte 
Nachbarn, es kommt zu insgesamt vier verschiedenen Resonanzen, von denen jedoch die beiden 
mittleren zusammenfallen können, so daß ein Triplett entsteht (vgl. Abb. 2.5, 2.6 und 2.7). 

#1 I 

#5 

Abbildung 2.5: I3C-Isotopomeren-Spektren von I3C-markiertem Glutamat entsprechend den 
in Abbildung 2.4 gezeigten IR-Spektren. Multipletts treten aufgrund von skalaren Spin-Spin­
Kopplungen mit benachbarten I3C-Atomen auf (aus: [WG96c], vgl. auch [KCS93]). 

Definition 2.1 (Multiplett) Ein Multiplett ist ein Mehrfachpeak in einem NMR-Spektrum, der 
durch die Aufspaltung eines einzelnen Peaks aufgrund von skalaren Spin-Spin-Kopplungen in­
nerhalb verschiedener !sotopomeren entsteht. Zu unterscheiden sind Doubletts, Tripletts, Quar­
tetts und noch komplexere Strukturen (Abb. 2.6). 

Generell hängt die Anzahl der Peaks in einem Multiplett von der Anzahl der markierten 
Nachbarn ab. Allerdings müssen die genauen elektrochemischen Bedingungen innerhalb eines 
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Abbildung 2.6: Ideale Multiplett-Peaks einer C-Atom-Resonanz. Bei einem Triplett überlagern 
sich zwei Resonanzen auf der mittleren Frequenz, bei einem Quartett je drei Resonanzen auf den 
beiden mittleren Frequenzen (Binomialverteilung). Die Gesamtfläche der Multipletts ist jeweils 
gleich. 

Moleküls bekannt sein, um vorhersagen zu können, welche Markierungsform zu welchem Spek­
trum führt. Abbildung 2.7 zeigt schematisch die möglichen Multiplettspektren eines idealen Mo­
leküls mit drei C-Atomen, während Abb. 2.5 einige Multiplettspektren eines realen Metaboliten 
wiedergibt. 

Entscheidend für die Datenauswertung ist, daß die exakte Korrespondenz zwischen Markie­
rungsform und Spektrum in der Regel aufgrund von publizierten NMR-Daten oder Kalibrie-

vorhinein (vgL ZoFt [BD85]). Auf eine detaillierte Darstellung 
(z,R durch Resonanz-Entkopphmgstechniken oder die Hinzunah­

me von IH-Spektren), die weitere aussagekräftige Daten liefern, muß an dieser Stelle verzichtet 
werden. 

In der Praxis überlagern sich die Multiplettspektren aller im Gemisch vorliegenden Isoto­
pomere. Aus Abb. 2.7a wird deutlich, daß eine vollständige Trennung aller Isotopomeren ei­
nes Moleküls selbst auf der Basis von hochauflösenden 13C-NMR-Spektren nicht möglich ist 
[KCS93, JSJ+93, DRM+93]. Beispielsweise produzieren die Isotopomeren 1#100 und 1#001 
in Abb. 2.7a Singulett-Peaks auf der ersten und dritten Position. An denseibern Stellen entste­
hen aber auch dann Singulett-Peaks, wenn das Isotopomer 1#101 in der Mischung vorhanden 
ist. Singuletts an der ersten und dritten Position können also nicht eindeutig einer Kombination 
von 1#100,1#001 und 1#101 zugeordnet werden.1 Dagegen entspricht ein Triplett-Peak an Po­
sition 2 eindeutig dem Isotopomer 1#111. Dies motiviert die folgende Begriffsbildung (vgl. auch 
Abb.2.7): 

Definition 2.2 (Multiplettanalyse) Die (teilweise) Quantijizierung von Isotopomeren-Anteilen 
auf der Basis eines Multiplettspektrums wird als Multiplettanalyse bezeichnet. 

Notwendige Voraussetzung für die Multiplettanalyse sind hochauflösende 13C-NMR-Spek­
tren. Ist diese Bedingung erfüllt, so bietet sie allerdings eine Informationsfülle, die heute mit 
keiner anderen Meßtechnik erreicht werden kann. 

lEine präzise quantitative Analyse dieser Zusammenhänge findet sich in Abschnitt 6.2, insbesondere Gleichung 
(6.13). 
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2.2.4 Massenspektroskopie 

Eine weitere Meßtechnik, die - allerdings nur in beschränktem Umfang - Aufschluß über 
Isotopomeren-Verteilungen geben kann, ist die Massenspektroskopie (MS) [IL87, DRM+ 93] 
[KWL93]. Sie wird heute vielfach in direkter Verbindung mit einem Gaschromatographen zur 
Stoff trennung verwendet (GC-MS). In einem Massenspektrometer können Isotopomeren eines 
Moleküls aufgrund ihrer unterschiedlichen Massen voneinander getrennt werden. In der Situa­
tion aus Abb. 2.7 können beispielsweise das unmarkierte Isotopomer 1#000, die drei einfach 
markierten Isotopomere 1#100, 1#010, 1#001, die drei doppelt markierten Isotopomere 1#110, 
1#101, 1#011 und schließlich das dreifach markierte Isotopomer 1#111 voneinander getrennt 
werden. Wie bei der NMR -Technik ist dabei eine Bestimmung der Prozentsätze dieser Isotopome­
ren-Gruppen ohne Kenntnis der absoluten Konzentration möglich. 

Die Massenspektroskopie wird heute vielfach zusätzlich mit einer chemischen Degradie­
rung der Moleküle verknüpft [DRM+93]. Dabei werden bestimmte Kohlenstoff-Atome der Ket­
te abgespalten und die Restmoleküle erneut im Massenspektrometer vermessen. Daraus erge­
ben sich weitere Informationen über die Isotopomeren-Verteilung im ursprünglichen Molekül. 
Schließlich erlaubt eine Kombination von Massenspektroskopie und NMR-Technik - wenn 
auch verbunden mit einigem Aufwand - die detaillierte Quantifizierung aller Isotopomere bei 
Molekülen mit bis zu etwa fünf Kohlenstoff-Atomen (vgl. dazu Abschnitt 6.2). 
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2.2.5 Problematik von In-vivo-NMR-Messungen 

Das Hauptproblem bei der Messung von In-vivo-NMR -Spektren ist die geringe Sensitivität die­
ser Technik im Vergleich zu anderen Meßmethoden, z.B. der Massenspektroskopie [Gad82] 
[Mat82, Lon88, LHHV90]. Die Qualität eines Spektrums ist abhängig von der Anzahl der auf­
summierten Einzelmessungen (also der Gesamtdauer der Messung) und der Anzahl der in der 
Probe vorhandenen markierten Atome. Für eine Isotopomeren-Quantifizierung sind dabei we­
sentlich höhere Anforderungen an die Auflösung zu richten, während für die Bestimmung von 
Positions-Markierungsanteilen niedrigere Auflösungen ausreichend sein können. Soll der isoto­
pisch instationäre Zustand des Systems beobachtet werden, so ist jedoch die Zeitdauer für die 
Aufnahme eines Einzelspektrums stark limitiert (etwa 0.1-10 Minuten), was generell zu einem 
schlechten Signal-Rausch-Verhältnis führt. 

Teilweise konnten diese Probleme in den letzten Jahren durch stärkere NMR-Instrumente, 
erhöhte Verfügbarkeit von 13C-markierten Substraten und spezielle experimentelle Techniken 
überwunden werden. Einige typische Anordnungen zur In-vivo-NMR-Spektroskopie seien hier 
kurz vorgestellt: 

liI In der Vergangenheit wurde ein Markierungsexperiment meist mit aufkonzentrierten Zel­
len in einem Reagenzglas durchgeführt [WHK+82, WK84, HUBB+86]. Dabei können 
zwar sehr hohe Zelldichten erreicht werden, jedoch ist die Meßzeit streng limitiert, da die 
Stationarität der Stoffwechselvorgänge nur über sehr kurze Zeiträume gewährleistet ist. 

• Die stärksten Signale werden derzeit mit tierischen Organen (Herz, Leber, Gehirn) erzielt, 
die als ganzes in einer Perfusionslösung für längere Zeit in Funktion gehalten werden 

gelingt die Messung von isotopisch instationären 
ständen [CFGC95) und Multiptettspektren [MSJ88, Allerdings stellt sich auch 
hier das Problem der Sicherung eines wohl definierten stationären Zustands und darüber 
hinaus das der biologischen Homogenität der Probe . 

• In einigen Fällen wurde versucht, einen miniaturisierten Bioreaktor [GWPS+92, CB93] 
im Magnetkern des NMR-Instruments zu betreiben. Inzwischen gelingt dies sogar in kon­
tinuierlicher Kultur, was jedoch einen erheblichen technischen Aufwand erfordert [Har95]. 
Die erzielbaren Signale sind jedoch sehr schwach verglichen mit den beiden anderen Tech­
niken, weil die erreichbare Zellkonzentration deutlich geringer ist. 

.. Eine wesentliche Verbesserung dieser Anordnung wurde mit einem in Jülich entwickel­
ten speziellen NMR-Bioreaktor erreicht (Abb. 2.8). Dabei wird durch eine Biomasserück­
haltung über einen im Bypass liegenden Filtrationsmodul die Verweilzeit der Biomasse 
im System von der Verweilzeit des Mediums entkoppelt (vgl. Abb.12.5). In einem sol­
chen Reaktor kann eine Zelldichte von 30-50g/l Trockenmasse erreicht und bei gleich­
bleibend guter Substratversorgung onIine vermessen werden. Das vorgestellte Experiment 
ist äußerst kostenaufwendig, da die aufkonzentrierte Biomasse einen extrem hohen Nähr­
stoffbedarf hat. 

Für Metaboliten im Konzentrationsbereich von 10 mmol/l kann ein Signal mit einem ak­
zeptierbaren Signal-Rausch-Verhältnis in weniger als einer Minute erzeugt werden. Auf 
diese Weise konnte der in Abb. 12.6 dargestellte instationäre Markierungsverlauf inner­
halb des Reaktors gemessen werden. Die so erreichbare Qualität der Spektren ist jedoch 
nicht ausreichend für Isotopomeren-Bestimmungen. 
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Abbildung 2.8: Schemazeichnung des in Jülich entwickelten NMR-Bioreaktors für den Betrieb 
einer kontinuierlichen Kultur im NMR-Gerät (vgl. [GWPS+92]). 

2.2.6 Analyse von Gemischspektren 

insbesondere also bei In~vivo~Experimenten, 
Spektrenanalyse besondere Probleme (vgl. Abb. 2.3): 

sich bezüglich 

(11 Das Spektrum weist eine große Menge verschieden starker Signale unterschiedlicher che­
mischer Stoffe aufgrund der stark variierenden Konzentrationen dieser Stoffe auf. 

• Bei schwachauflösenden Spektren können sich die einzelnen Peaks stark überlappen 
[SB88] . 

.. Bei Messung in einem In-vivo-NMR-Bioreaktor kommt es aufgrund von konstruktions­
bedingter Störungen zu einer weiteren Peakverbreiterung . 

., In einer nicht standardisierten Probe hängt die Resonanzfrequenz der Atome in nicht ge­
nau bekannter Weise von weiteren Parametern, z.B. dem intrazellulären pH-Wert, ab. 

Aus diesen experimentell bedingten Schwierigkeiten resultiert das Problem der rechnerischen 
Zerlegung von NMR-Gemischspektren zur Berechnung der Peakflächen. Eine detaillierte Dar­
stellung der Verfahren der NMR-Gemischspektrenanalyse sprengt jedoch den Rahmen dieser 
Arbeit. Der Leser sei hierzu verwiesen auf [DAM88, NS89, MTG94, WMWG95, MöI95]. 

2.3 Stoffftußanalyse unter wohldefinierten Bedingungen 

2.3.1 Grundannahmen der stationären Stoffflußanalyse 

Einige - nachfolgend aufgeführte - Grundannahmen werden bei der Durchführung und Aus­
wertung von Markierungsexperimenten vorausgesetzt. Nur wenn diese Annahmen weitgehend 
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zutreffen, kann eine In-vivo-Stoffflußanalyse unter wohldefinierten physiologischen Bedingun­
gen durchgeführt werden. 

Definition 2.3 (wohldefinierte physiologische Bedingungen, Grundannahmen der statio­
nären Stoffftußanalyse) Es wird von von einer stationären In-vivo-Stoffflußanalyse unter wohl­
definierten physiologischen Bedingungen gesprochen, wenn die nachfolgenden Grundannahmen 
zutreffen: 

Homogenität : Die Metabolite sind innerhalb eines für die Systembeschreibung gewählten Kom­
partiments homogen verteilt. 

Metabolische Stationarität : Das System befindet sich während der gesamten Dauer des Meß­
vorgangs in einem metabolisch stationären Zustand. 

Biochemische Systemkenntnis : Für alle betrachteten Stoffwechselwege sind die Reaktions­
schritte des zugrundeliegenden biochemischen Netzwerks und insbesondere die Positions­
wechsel von Kohlenstoff-Atomen bekannt. 

Keine Isotopen-Masseneffekte : Es treten keine Isotopen-Masseneffekte auf, d.h. Enzyme unter­
scheiden hinsichtlich der Reaktionsgeschwindigkeit nicht zwischen verschiedenartig mar­
Iderten Metaboliten. 

Zerstörungsfreie Messung : Der Meßvorgang beeinflußt den Zustand des Systems nicht. 

Messung: Der Meßvorgang ist verzerrungsfrei) d.h. die beobachtete Grösse 
wird durch nachfolgende chemische Behandlungen des Probenmaterials nicht 

Im folgenden wird die Gültigkeit dieser Annahmen in Hinblick auf die in Kapitel 1.1 be­
schriebenen Experimente eingehender diskutiert. 

2.3.2 Homogenität 

Die zentrale Voraussetzung für die kompartimentelle ModelIierung ist die Homogenitätsannah­
me, da sie eine Systembeschreibung mit Hilfe von gewöhnlichen Differentialgleichungen bzw. 
stationären Bilanzgleichungen ermöglicht. Ohne diese Annahme ist eine überprüfbare Beschrei­
bung von metabolischen Vorgängen nicht möglich, weil die experimentelle Untersuchung von 
Konzentrationsgradienten innerhalb einzelner Bakterienzellen bis heute weit außerhalb der meß­
technischen Möglichkeiten liegt. Es ist daher u.a. aus pragmatischen Gründen notwendig, von 
einer räumlich homogenen Verteilung aller beteiligten Stoffe innerhalb einzelner Kompartimen­
te auszugehen. Die folgende Diskussion der wichtigsten Einwände gegen die Homogenitätsan­
nahme zeigt, daß diese in Bezug auf niedere Zellen (also Bakterien) vergleichsweise unproble­
matisch ist. 

• Extrazelluläre Stoffkonzentrationensind bei Reagenzglasexperimenten mit hoher Zelldich­
te sicher nicht konstant, da der Stoff transport in dem die Zelle umgebenden Medium limi­
tiert ist. Dieses Problem tritt nicht auf in einem gerührten Bioreaktor, in dem das Medium 
bis zu einer gewissen Gefäßgröße im Rahmen der meßtechnischen Genauigkeit vollkom­
men homogen ist. 
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., Die einzelnen Zellen einer Population können sich in unterschiedlichen physiologischen 
Zuständen befinden. Beispielsweise ist eine solche Inhomogenität durch den Zellzyklus 
gegeben. Die ermittelten Meßwerte sind im Grunde stets Mittelungen über die Population. 
Allerdings kann bei den schnell wachsenden Bakterien kaum noch von einem Zellzyklus 
im engeren Sinne gesprochen werden. Es ist z.B. bekannt, daß sich die DNA bei E. co­
li bei hohen Wachstumsraten in ununterbrochener Teilung befindet. Bereits während der 
Bildung der Tochterzellen beginnt die erneute Teilung der DNA-Stränge für die Enkelzel­
len [BM88b]. Dies spricht gegen die These eines zeitlich stark oszillierenden Stoffflusses 
innerhalb des einzelnen Organismus. 

.. Bei Eukaryonten muß ein kompartimentelles Modell auch das Volumen von Zellorganel­
len (z.B. Mitochondrien) berücksichtigen. Dies kann zu einer nicht mehr handhabbaren 
Zahl von Kompartimenten führen. Im Gegensatz dazu ist eine räumliche Unterteilung bei 
Prokaryonten nicht ausgeprägt. 

., Intrazelluläre Diffusionsvorgänge können in höheren (und damit erheblich größeren) Zel­
len durchaus von Bedeutung sein. Innerhalb der Kompartimente kleiner (insbesondere bak­
terieller) Zellen kann jedoch weitgehend von einer räumlichen Gleichverteilungvon Sub­
straten und Enzymen bzw. Enzymkomplexen ausgegangen werden. 

2.3.3 Metabolische Stationarität 

Ein metabolisch stationärer Zustand (oft auch als balanciertes Wachstum bezeichnet [BM88b]) 
kann praktisch nur in einem kontinuierlich betriebenden Bioreaktor eingestellt und überwacht 

sindunterschieclliche 
mit Hilfe regelungstechnischer Methoden [Wie90] ~stabilisierbar. Allerdings wurden nur sehr 
wenige der in der Literatur beschriebenen Experimente unter den Bedingungen einer kontinu­
ierlichen Kultur durchgeführt, am seltensten ist dies bei reinen Markierungsexperimenten der 
Fall. 

Stattdessen werden in der Literatur meist verschiedene Approximationen an einen stationären 
Zustand gewählt. Dabei muß die Stationarität jeweils in Relation zur Dauer des Meßvorgangs 
beurteilt werden. Bei Experimenten, die lediglich extrazelluläre Flüsse messen, nimmt dieser 
kaum Zeit in Anspruch. Dagegen erfordern Markierungsexperimente Meßzeiten zwischen we­
nigen Minuten und einigen Stunden (vgl. Abb. 12.6). Folgende - zum Teil mit Nachteilen ver­
knüpfte - Annäherungen an einen stationären Zustand werden typischerweise zugrundegelegt: 

.. In einer im Bioreaktor betriebenen Batch- oder Fed-Batch-Kultur kann während einer 
exponentiellen Wachstumsphase und bei geringer Meßdauer von einem annähernd stati­
onären Verhalten des Systems ausgegangen werden . 

., Bei Versuchen im Schüttelkolben können prozeßrelevante Größen, wie Sauerstoffkonzen­
tration und pH-Wert, bereits nicht mehr konstant gehalten und nur schwer überprüft wer­
den. 

• Es ist zweifelhaft, ob Versuche mit aufkonzentrierten Zellsuspensionen im Reagenzglas 
noch Aussagen über den "natürlichen" Zustand des Systems zulassen. 

.. Bei Experimenten mit ganzen Tierorganen ist der physiologische Zustand des Systems 
ebenfalls schwer einstellbar. 



2.3. STOFFFLUSSANALYSE UNTER WOHLDEFINIERTEN BEDINGUNGEN 31 

2.3.4 Biochemische Systemkenntnis 

Die biochemischen Reaktionsschritte im Zentralstoffwechsel einer Zelle (Abb. 1.2) können seit 
langen Jahren als nahezu vollständig aufgeklärt gelten. Lehrbücher geben detailliert Auskunft 
über die Positionswechsel von Kohlenstoff-Atomen in jedem einzelnen Reaktionsschritt. Aller­
dings können im einzelnen große Unterschiede zwischen dem Zentralstoffwechsel von Mikroor­
ganismen bzw. höheren Zellen auftreten. In der Regel können Fachleute jedoch genaue Auskunft 
geben, welche Reaktionen in dem gerade betrachteten Organismus auftreten. 

Natürlich werden auch heute noch im Zentralstoffwechsel bestimmter Mikroorganismen neue 
Reaktionsschritte entdeckt. Gerade die Markierungstechnik hat zu ihrer Aufklärung einen ent­
scheidenden Beitrag geleistet. Für die quantitative Stoffflußanalyse stellen die wenigen in Frage 
stehenden Reaktionsschritte jedoch kein großes Problem dar, da das gemessene Datenmaterial in 
der Regel eine Diskriminierung zwischen einer überschaubaren Anzahl von Alternativmodellen 
erlauben wird. Damit ermöglicht die Stoffflußanalyse zugleich den Nachweis von Reaktions­
schritten. 

2.3.5 Isotopen-Masseneffekte 

Isotopen=Masseneffekte sind bei chemischen Reaktionen tatsächlich beobachtet worden, denn 
Metabolite mit verschiedenen Massen haben auch eine unterschiedliche Beweglichkeit [WoI82, 
OLea82, WKKS82]. Damit verändert sich auch die Bindungswahrscheinlichkeit in bezug auf 
das aktive Zentrum eines Enzyms. 

Am häufigsten sind biologisch relevante Masseneffekte im Zusammenhang mit CO2 fest­
gestellt worden,2 Allerdings liegen keine Ergebnisse über in wässriger Phase gelöstes CO2 vor, 
denn in zur um '-''-'-J>Jv'" 

ordnungen kleiner, Schon bei Metaboliten mit zwei Kohlenstoff=Atomen ist die Atommasse je= 
doch so groß, daß der Isotopenmasseneffekt verglichen mit der Genauigkeit der verwendeten 
Meßtechnik vernachlässigt werden kann. 

Im Rahmen dieser Arbeit (wie auch in allen bisher vorliegenden Markierungsstudien) wer­
den Masseneffekte daher vernachlässigt. Prinzipiell könnten jedoch in den hier beschriebenen 
Modellen auch Korrekturfaktoren für Isotopen-Masseneffekte Eingang finden. Voraussetzung 
dafür ist allerdings eine quantitative Charakterisierung des Masseneffektes. 

2.3.6 Zerstörongsfreiheit des Meßvorgangs 

Die Unabhängigkeit des Systemzustands vom Meßvorgang ist ein klassisches Problem experi­
mentellen Arbeitens. Bei In-vivo-Studien kommt dieser Problematik eine besondere Bedeutung 
zu. Bezogen auf einzelne hier verwendete Meßtechniken ist im Hinblick auf diese Fragestellung 
festzuhalten: 

CI Die Analyse des Kulturabgases ist offenbar unbedenklich, da sie außerhalb des Reaktors 
stattfindet. 

• Die Messung extrazellulärer wie intrazellulärer Konzentrationen beruht auf einer Probe­
nahme [WG96a]. Solange das Volumen der Probe im Verhältnis zum Gesamtvolumen hin­
reichend klein ist, wird der Zustand der im System verbleibenden Biomasse durch eine 
derartige Operation nicht beeinträchtigt. Wird die Messung kostenbedingt in einem sehr 

2Natürlich spielen Masseneffekte in der Atmosphärenchemie eine zentrale Rolle. 
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kleinen Bioreaktor durchgeführt, muß allerdings eine Minimierung des Probevolumens 
angestrebt werden . 

.. Viele Markierungsexperimente werden im Magnetfeld des NMR-Gerätes durchgeführt. 
Der Einfluß extrem starker Magnetfelder auf lebende Organismen wird seit einiger Zeit 
heftig diskutiert. Auch bei mikrobiellen Systemen sind magnetische Effekte festgestellt 
worden [Oku94]. Bei den in Jülich durchgeführten Studien zeigte sich im Hinblick auf 
die gemessenen extrazellulären Fluß daten jedoch keine Veränderung gegenüber einem au­
ßerhalb des Magnetfeldes betriebenen Kontrollsystem. Dies kann zumindest als Indiz für 
einen unverändert ablaufenden Zentralstoffwechsel gewertet werden. 

Im übrigen finden die im nachfolgenden Abschnitt 2.5 beschriebenen neuartigen Expe­
rimente überhaupt nicht mehr im Magnetfeld des NMR-Gerätes statt und sind daher im 
Hinblick auf magnetische Effekte völlig unbedenklich. 

2.3.7 Unverzerrtheit der Messung 

Die Entwicklung zerstörungs- und verzerrungsfreier Meßmethoden ist nach wie vor eine der 
größten Herausforderungen in der biologischen Forschung. Bezogen auf die Stoffflußanalyse 
muß vor allem die Problematik der Probenahme mit lebenden Zellen diskutiert werden. Mit in 
neuerer Zeit entwickelten Methoden kann der Stoffwechsel einer lebenden Zelle innerhalb ei-
ner Sekunde vollständig gestoppt werden [WG96a]. Diese Inaktivierung erfolgt in der Regel 

von die außerdem auü;chließt, 
und Kühlung auf tiefe Temperaturen. Bei Mikroorganismen, die einen sehr schnellen Stoffum­
satz haben, kann diese Zeitkonstante durchaus kritisch sein, da gering konzentrierte Stoffe (etwa 
unter 1 mmol/l) noch während der Inaktivierungsphase vollständig umgesetzt werden können. 

Wie bereits in Abschnitt 1.1 erläutert, erfordern Markierungsexperimente, die sich auf den 
iso topisch stationären Zustand des Systems beschränken, nicht die Messung von Stoffkonzen­
trationen von Intermediaten im Zentralstoffwechsel. Dies trifft auch auf die in Abschnitt 2.5 be­
schriebene experimentelle Technik zu. 

2.4 Zusätzliche Annahmen 

Die Gültigkeit der bisher vorgestellten Annahmen wird in der experimentellen Literatur zumeist 
nicht thematisiert. In der Tat stellen sie als Grundlage für die datengestützte Modellierung eines 
biologischen Systems äußerst schwache Annahmen dar (vgl. Abschnitt 2.6). Bis auf die metho­
denbedingte Homogenitätsannahme sind alle anderen Prämissen mit heutiger Meßtechnik zu­
mindest global überprüfbar. 

Im Gegensatz dazu stellen die nachfolgend aufgeführten optionalen Annahmen Vor-Urteile 
über das metabolische System dar, die in die Modellierung einfließen. Die Hinzunahme sol­
cher Annahmen erfordert also einige Sorgfalt, da das verfügbare Datenmaterial im Lichte dieser 
Prämissen interpretiert wird und daraus die Gefahr einer verfälschten Darstellung resultiert. Die 
sorgfältige Dokumentation solcher Modellannahmen ist daher ein besonderes Anliegen der vor­
liegenden Arbeit. 
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2.4.1 Energiebilanzierung 

Gründet sich die Stofffiußanalyse nur auf extrazelluläre Flußmessungen, so reichen die gemesse­
nen Daten allein nicht aus, um auf der Basis von Massenbilanzen die unbekannten intrazellulären 
Stoffflüsse zu schätzen. In diesem Fall wird häufig eine Energiebilanzierung durchgeführt. Fol­
gende Typen von Bilanzen sind dabei in der Literatur belegt [Roe83, VS93, GFJA93, Jor95]: 

.. Entscheidend für den Energiehaushalt der Zelle sind die energieübertragenden Metabolite, 
also ATP, NADH, FADH und einige andere energiereiche Substanzen. Ihre Bilanzierung 
erweist sich deshalb als problematisch, weil nicht alle erzeugenden und verbrauchenden 
Reaktionsschritte bekannt sind. 

CD Ebenso problematisch ist die Bilanzierung spezieller Kofaktoren, die zur Katalyse bestimm­
ter Reaktionen erforderlich sind [Val91]. So ist beispielsweise NADPH für die Lysin-Syn­
these von großer Bedeutung. Trotzdem besteht hinsichtlich der Bilanzierung von NADPH 
in Corynebacterium glutamicum bis heute ein großer Differenzbetrag zwischen den be­
kannten Erzeugern und Verbrauchern [MGWE+96, SSGM+95] . 

• Darüber hinaus kann sogar Energie aufgrund von Futile Cycles [CF80, HBS81, RB85, 
Pat92, CL94, CMCM+ 94] und Lecks in Membranen verloren gehen, wodurch die Bilan­
zen nicht mehr schlüssig sind . 

• Die oxidative Phosphorylierung kann nicht als Reaktionsschritt mit konstanten stöchiome-
(vgL NM94]). wird 

hier Energie durch die Übertragung von Protonen Sauerstoff gewonnen, jedoch ist der 
Wirkungsgrad dieses Vorgangs vom Organismus und den äußeren Bedingungen abhängig. 
Der sogenannte P/O-Quotient, also das gebildete ATP bezogen auf ein mol Sauerstoff ist 
nur aufgrund aufwendiger Reihenexperimente mit verschiedenen Substraten zugänglich 
[Roe83, WD87]. 

.. Genauso problematisch ist die Bestimmung der benötigten Energiemenge für die Synthese 
eines Gramms der Zellmasse. Hier können Schätzwerte aufgrund einer Zellmassenanalyse 
und der Kenntnis aller Biosynthesewege angegeben werden [NIS90]. Dies setzt allerdings 
voraus, daß der Erhaltungsstoffwechsel vernachlässigbar ist. 

• Als noch problematischer erweist sich die Bilanzierung von freien Reaktionsenergien 
(.6..G) [Roe83, Mav93]. Bekannt ist im Grunde nur die jeweilige freie Energie .6..Go einer 
Reaktion unter standardisierten Bedingungen. Unter In-vivo-Bedingungen können .6..G­
Werte hiervon stark abweichen; im Extremfall laufen Reaktionen in der thermodynamisch 
nicht bevorteilten Richtung ab. Freie Reaktionsenergien können daher im Grunde nur für 
qualitative Argumentationen herangezogen werden [Mav93]. 

Annahmen über den Energiehaushalt einer Zelle sind aus diesen Gründen äußerst problema­
tisch [WD87]. Darüber hinaus entziehen sie sich einer meßtechnischen Überprüfung und ma­
chen damit Vorurteile des Experimentators zur Grundlage einer Modellierung. In dieser Arbeit 
wird daher konsequent auf eine Energiebilanzierung verzichtet, obwohl diese in dem vorgestell­
ten Rahmen ohne weiteres hinzugenommen werden können. 
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2.4.2 Direktionalitätsannabmen 

Bereits in Abschnitt 1.2 (vgl. auch Abb. 1.8) wurde auf die Möglichkeit bidirektional ablau­
fender Reaktionsschritte eingegangen. In der vorliegenden Arbeit wird dabei sorgfältig unter­
schieden zwischen den Begriffspaaren bidirektional/unidirektional und reversibel/irreversibel 
[ALS77]: 

Definition 2.4 (reversibler und irreversibler Reaktionsschritt, bidirektionaler und unidi­
rektionaler Reaktionsschritt) Eine Reaktion heißt irreversibel unter gegebenen In-vivo-Beding­
ungen) wenn sie in der intrazellulären Umgebung aus thermodynamischen Gründen ausschließ­
lich in einer Richtung ablaufen kann) andernfalls heißt sie reversibel. Eine Reaktion heißt unidi­
rektional unter gegebenen In-vivo-Bedingungen) wenn sie im untersuchten Zustand des Systems 
(fast) ausschließlich in einer Richtung abläuft) andernfalls heißt sie bidirektional. 

2.4.3 Pool-Lumping 

Eine weitere Annahme, die bereits in Abschnitt 1.2 angeschnitten wurde, ist das sogenannte 
Pool-Lumping: 

Definition 2.5 (Pool-Lumping) Unter einem Pool-Lumping versteht man die Zusammenfas­
sung mehrerer Pools eines kompartimentellen Modells zu einem neuen Pool. Dabei werden alle 
Zu- und Abflüsse der zusammengefaßten Pools auf den neuen Pool übertragen. 

Diese Standardvorgehensweise der kompartimentellen Modellierung ist eine Notwendigkeit, 
da ausnahmslos alle biochemischen Reaktionsschritte über einige mehr oder weniger stabile Zwi­
schenstufen ablaufen [Syk88]. Ihre detaillierte Berücksichtigung würde zu einer nicht mehr hand­
habbaren Modellkomplexität führen. Insofern stellt bereits die Abbildung 1.2 eine auf die wich­
tigsten Metabolit-Pools reduzierte Sicht des Zentralstoffwechsels dar. Beispielsweise wurden 
mehrere Intermediate der Glykolyse kombiniert und der Citrat-Pool mit dem Isocitrat-Pool zu­
sammengefaßt. 

Generell ist die Zusammenfassung einer linearen Sequenz von Reaktionsschritten unpro­
blematisch, wenn keine Abzweigungen von den Zwischenprodukten ausgehen. Darüber hinaus 
werden üblicherweise solche Pools, die in sehr schnellem wechselseitigen Austausch stehen, zu­
sammengefaßt. Ein Beispiel sind die drei verschiedenen Pentose-5-phosphat-Pools (Ribose-, 
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Ribulose- und Xylulose-5-phosphat) am Eingang des Pentosephosphatwegs (vgl. Abb. 9.1). Von 
diesen drei Pools zweigt sowohl die DNA- und RNA-Synthese als auch der eigentliche Pentose­
phosphatWeg ab. Sie werden durch äußerst aktive Isomerasen wechselseitig ineinander umge­
wandelt [Woo85]. Auch die übrigen bimolekularen Reaktionsschritte des Pentosephosphatwegs 
werden häufig als schnelle Gleichgewichte angesehen [SSH92] (vgl. Abb. 9.5). Die Auswirkung 
dieser Annahme auf die Modellierung wird in Abschnitt 9.2 diskutiert. 
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Abbildung 2.9: Entkopplung der NMR-Messung von der Produktion markierten Materials. Mar~ 
kierte Aminosäuren werden durch Hydrolyse des Zellproteins gewonnen und einzeln vermessen. 

2.5 Eine neue experimentelle Methode 

Aufgrund der Diskussion der Modellannahmen verschiedener gängiger experimenteller Ansätze 
wird deutlich, daß keine der bestehenden Methoden unproblematisch hinsichtlich einer modell­
mäßigen Interpretation der Daten ist. Aus diesem Grunde wurde in der Jülicher Arbeitsgruppe 
die nachfolgend beschriebene neue experimentelle Technik, die in [Mar94, MGWE+96] publi­
ziert ist, entwickelt. Obwohl einzelne Bestandteile der Methode (wie etwa der Zellaufschluß) be­
reits früher in anderen Arbeitsgruppen angewendet wurden, führt erst die Integration von konti­
nuierlicher Fermentation, Zellaufschluß, hochauflösender NMR-Vermessung und modellgestütz­
ter Auswertung zu einer neuen Qualität der stationären Stoffflußanalyse. Insbesondere wird sich 
in dieser Arbeit zeigen, daß die neue Technik in mehrfacher Hinsicht zu einer wesentlichen Ver­
besserung der Qualität als auch der Quantität des Datenmaterials führt. Eine vergleichbare Ent­
wicklung hat in jüngster Zeit an der ETH Zürich stattgefunden [Szy95]. 

2.5.1 Entkopplung des Markierungs-Experiments von der -Messung 

Der Grundgedanke der neu entwickelten Methode ist die Entkopplung des Markierungsexperi­
ments von der NMR-Messung. 
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Definition 2.6 (zeitliche Entkopplung von Markierungs-Experiment und -Messung) Eine 
Methode zur Durchführung eines Markierungsexperiments, bei dem die NMR-Vermessung mar­
kierter intrazellulärer Metabolite zu einem anderen Zeitpunkt stattfindet als das unter wohldefi­
nierten physiologischen Bedingungen durchgeführte Experiment und zusätzlich die Verzerrungs­
freiheit der Messung gewährleistet ist, wird als zeitliche Entkopplung von Markierungs-Experi­
ment und -Messung bezeichnet. 

Ein solches Experiment gelingt nicht, wenn lediglich Proben aus einem Bioreaktor gezogen 
werden, und diese dann im NMR-Gerät zu vermessen. Hierzu sind die meisten intrazellulären 
Metaboliten bei weitem zu niedrig konzentriert, so daß sie im NMR-Spektrum nicht direkt beob­
achtbar sind. Die praktische Umsetzung des Entkopplungsgedankens gelingt unter Ausnutzung 
der anabolischen Stoffwechselwege. Die Zelle akkumuliert das von ihr produzierte markierte 
Material in verschiedenen Zellkomponenten der Zellmasse Die nachfolgend beschriebene Um­
setzung dieses Vorgehens zeichnet die in Jülich neu entwickelte Methode aus. 

Die meßtechnisch am einfachsten zugänglichen Zellkomponenten sind Polymere wie Pro­
teine, RNA oder DNA. In ihrer polymerisierten Form sind die Einzelmoleküle einer NMR­
Messung nicht zugänglich, jedoch können sie durch Hydrolyse in Kombination mit einer präpa­
rativen analytischen Auftrennung leicht isoliert werden (Abb. 2.9). Schon in der Vergangen­
heit haben verschiedene Autoren die Extraktion von Zellkomponenten wie Glycerol aus Lipiden 
[ESS83, CB83, RB85], Ribonukleinsäuren aus RNA und DNA [ESS83, ESW+93] oder Ami­
nosäuren aus Proteinen [ESS83, SEBF92, PWK94] beschrieben. Jedoch wurde erstmals in Jülich 
[Mar94] ein solches Experiment in einer kontinuierlichen Kultur unter wohldefinierten physio­
logischen Bedingungen durchgeführt, zugleich eine quantitative Analyse der Markierungen vor­
genonnnen und schließlich auch eine Messung aller relevanten extrazellulären Flüsse mit hoher 
Präzision durchgeführt 

Das Markierungsexperiment wird in einem Bioreaktor durchgeführt, wobei einige Biomase> 
severweilzeiten abgewartet werden, so daß sich das markierte Material im Zellprotein anreichert. 
So dann wird der gesamte Inhalt des Bioreaktors aufgearbeitet und die einzelnen Zellkompo­
nenten extrahiert. Weil Aminosäuren aus Vorläufern an vielen verschiedenen Stellen des Zen­
tralstoffwechsels entstehen (Abb. 2.10), ist offenbar die ergiebigste quantitative Informations­
quelle durch die Aminosäurefraktionen gegeben. Aus ihrem Markierungszustand kann direkt 
auf die Markierungsanteile in ihren Vorläufern zurückgeschlossen werden. Die meisten dieser 
Vorläufermetabolite sind mit anderen, direkten Methoden völlig unzugänglich, weil sie in vivo 
nur in extrem geringen Konzentrationen vorliegen. Damit ist es erstmals möglich, intrazelluläre 
Markierungsdaten von einem kontinuierlich kultivierten Mikroorganismus zu erhalten. 

Die gewonnenen Aminosäurefraktionen können beliebig lange in einem NMR-Instrument 
vermessen werden, so daß sogar hochauflösende Spektren zur Bestimmung von Multipletts er­
zeugt werden [SEBF92J. Dabei ist es ein besonderer Vorteil des isotopisch stationären Ansatzes, 
daß keine absoluten Poolgrößen benötigt werden, so daß durch den Aufbereitungsvorgang be­
dingte Massenverluste nicht ins Gewicht fallen. Dagegen ist der isotopisch instationäre Zustand 
mit dieser Technik nicht zugänglich. 

2.5.2 Verzerrungsfreiheit der Messung 

Auch die neue Technik muß im Hinblick auf die in Definition 2.3 für die stationäre Stofffluß­
analyse gemachten Modellannahmen kritisch untersucht werden. Dabei bleibt offenbar nur die 
Frage nach der Verzerrungsfreiheit des Meßvorgangs zu beantworten (vgl. Abschnitt 2.3). Diese 
ist in der Tat nicht vollständig gewährleistet, denn der zelluläre Anabolismus, also die Bildung 
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Abbildung 2.10: Produktion von Aminosäuren, Nukleinsäuren und Zellwandbestandteilen im 
Zentralstoffwechsel. Mit der Kenntnis der Markierungen liegen breit verteilte Stützpunkte für 
die quantitative Flußbestimmung vor. 
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von Zellmaterial aus den Vorläufern des Zentralstoffwechsels, ist ein Teil des Meßvorgangs. Der 
Vorgang der Einlagerung von markiertem Material in die Zellmasse muß also bei der Datenaus­
wertung mit berücksichtigt werden [BS82, ESW+93]. 

100% 
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o 't 1 
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Abbildung 2.11: Markierungsexperiments mit 

Zeit 

von 7ßllkomponenten. Dargestellt ist die durchschnittliche 13C-Anreicherung eines C-Atom­
Pools in der Zelhnasse. Während der Zentralstoffwechsel nach einer Zeit Tl annähernd isoto­
pisch stationär ist (vgl. auch Abb. 1.4), nehmen die Markierungsanteile in der Zellmasse einen 
exponentiell sättigenden Verlauf, der durch die langsamere Auswaschung der im Bioreaktor ver­
bleibenden unmarkierten Biomasse verursacht wird. Das Experiment wird nach der Zeit rl + rz 
be endet. 

Nachfolgende Überlegungen führen auf eine quantitative Beschreibung der Markierungsan­
reicherung in der Zellmasse. Es wird davon ausgegangen, daß bis zum Einsatz des markierten 
Substrates zum Zeitpunkt Null alle intrazellulären Intermediate sowie die gesamte Zellmasse 
unmarkiert sind. Die zu diesem Zeitpunkt im Reaktor befindliche Zellmasse wird nachfolgend 
als die "alte" Zellmasse bezeichnet. Die nun einsetzende Produktion markierter Intermediate im 
Zentralstoffwechsel führt dazu, daß markierte Substanzen in die neu gebildete Zellmasse ein­
gelagert werden. Hinsichtlich der Markierungsanteile der eingelagerten C-Atome sind nun zwei 
Phasen zu unterscheiden (Abb. 2.11): 

Isotopisch instationäre Phase (0 ~ t ~ rI): In diesem Zeitraum befinden sich die Metabolite 
im Zentralstoffwechsel noch im instationären Übergang zu der sich schließlich einstel­
lenden zeitlich konstanten Markierungsverteilung (vgl. Abb. 1.4). Dementsprechend ist 
auch der Markierungszufluß in die Biomasse während dieser Phase nicht konstant. Über 
die Markierungsanteile der C-Atome im Zentralstoffwechsel und in der Biomasse kann 
während dieses Zeitraums -mangels Meßdaten -nichts gesagt werden. Die instationäre 
Phase ist (praktisch) beendet, wenn sich die Markierungsanteile im Zentralstoffwechsel 
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nicht mehr meßbar verändern.3 

Isotopisch stationäre Phase (0 ~ t ~ 'Tl + 'T2): Erst vom Zeitpunkt 'Tl ab ist der Markierungs­
zufluß in jede Komponente der Biomasse konstant. Die von nun an neu gebildeten Zell­
komponenten sind also ebenfalls konstant und identisch mit den jeweiligen Vorläufern im 
Zentralstoffwechsel markiert. Aufgrund der Zellauswaschung in der kontinuierlichen Kul­
tur nimmt zugleich der Anteil des noch unmarkierten alten Materials und des in der iso­
topisch instationären Phase produzierten Zellmaterials ab. Mit der Zeit wird sich also die 
durchschnittliche Markierung in der Zellmasse der Markierung in den Intermediaten an­
gleichen. Jedoch wird das Experiment bereits zum Zeitpunkt 'Tl + 'T2 aus Kostengründen 
abgebrochen. 

Nach Beendigung der Fermentation wird die durchschnittliche Markierung in der Gesamt­
zellmasse gemessen. Dies ist offenbar eine Verzerrung der zum Zeitpunkt 'Tl + 'T2 vorliegenden 
isotopisch stationären Markierungsanteile im Zentralstoffwechsel, da damit außerdem die noch 
im Reaktor befindliche alte und die während der instationären Phase neu gebildete Zellmasse 
mit vermessen wird. Gesucht ist nun nach einem Faktor, der diese Verzerrung korrigiert. 

2.5.3 Fehlerabschätzung für die Markierungsmessung 

Sei nun Xzs (t) der in einem C-Atom-Pool im Zentralstoffwechsel vorliegende Markierungsan­
teil. Für diesen gilt also 

Xzs ('Tt) = Xzs (t) = Xzs ('Tl + 'T2), wenn 'Tl ~ t ~ 'T2 

C~Atorn"Pool 

dem entsprechenden Markierungsanteil x BM. 

die eine möglichst enge Abschätzung der Form 

c< XBM('Tl+'T2) <c 
-- XZS('Tl+'T2) -

in der 
c, 

zulassen. Das Problem liegt offenbar darin, daß der genaue dynamische Verlaufvon Xzs (t) für 
o ~ t ~ 'Tl unbekannt und darüber hinaus nicht konstant ist. 

Sei nun 'T die (volumenbezogene) Verweilzeit im Bioreaktor (also die reziproke Durchfluß­
rate [Ber83]). Bekanntlich hat dann jede Konzentration y (t) eines von außen nicht zugeführten 
Stoffs die exponentielle Auswaschungscharakteristik 

t 
Y (t) = Y (0) . (1 - exp ( - - ) ) 

'T 
(2.4) 

Dies kann wie folgt ausgenutzt werden: 

Untere Abschätzung: Es wird (pessimistisch) angenommen, daß alle Metabolite im Zentral­
stoffwechsel während der instationären Phase völlig unmarkiert bleiben, d.h. x Z s (t) = 0 
für 0 ~ t ~ 'Tl' Es folgt daraus XBM (t) = 0 im entsprechenden Zeitraum. Dann gilt 
aufgrund von Gleichung (2.4), angewandt auf die alte Biomasse: 

XBM ('Tl + 'T2) = 1 _ exp (_ 'T2 ) (2.5) 
Xzs ('Tl + 'T2) 'T 

3Eine mögliche präzise Definition für Tl wäre z.B. das Erreichen des 99-prozentigen stationären 
Markierungsanteils. 
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Obere Abschätzung: Es wird (optimistisch) angenommen, daß die Metabolite im Zentralstoff­
wechsel zum Zeitpunkt 0 bereits ihre Äquilibriumsmarkierungannehmen, d.h. Xzs (t) = 
x zs (71 + 72) für t 2: O. Dann gilt entsprechend: 

xBM(rl+72) =1_exp(_7l+72) 
XZS(71 +72) 7 

(2.6) 

Aus Gleichung (2.5) und (2.6) folgt der4 

Satz 2.1 (Auswaschungskorrektur bei zeitlicher Entkopplung von Markierungs-Experi­
ment und -Messung) Mit den oben eingeführten Konstanten 7,71,72 gilt: 

1 ( 72) < XBM(71 +72) < 1 (71 +72) - exp -- - exp ----
7 - XZS(7l+72) - 7 

Der re lative Fehler beiAnwendung des Korrektur[aktors l5 = [1 - exp ( - 7"! ~7'2 ) ] -1 ist beschränkt 
durch: 

o < Xzs - l5 . XBM < 1 - exp (-~) ~ 1 
Xzs 1 - exp (-~) 

Ausgehend von Simulationsstudien (vgl. Abb. 1.4) liegt der wahre Wert des Quotienten er­
fahrungsgemäß deutlich näher an der oberen Abschätzung. Die Zeitkonstante 71 ist im konkre­
ten Fall größenordnungsmäßig bekannt, da die intrazellulären Poolgrößen ungefähr bekannt sind 
(vgL auch die On~line~Messung in Abb. 123). In der Praxis muß stets gelten Tl T, denn be~ 
kanntlich ist 'I in kontinuierlicher Kultur bis auf den Faktor In 2 gleich der Verdopplungszeit des 
Organismus. Realistische relative Werte sind also T 1, Tl = 0.25 und T2 = 2.75. Es folgt 

also ein maximaler relativer Meßfehler von etwa 1%. Bedenkt man, daß Markierungsanteile 
meist im Bereich unter 0.2 liegen, denn es wird meist nur eines der Substrat-C-Atome markiert, 
so folgt ein absoluter Fehler unterhalb von 0.002. Dies liegt an der unteren Grenze der im NMR­
Instrument erzielbaren Meßgenauigkeit. Die Tabelle 2.1 zeigt einige maximal zu erwartende 
Fehler für verschiedene Werte der Zeitkonstanten. 

2.5.4 Charakteristika der neu entwickelten Methode 

Die neu entwickelte Meßtechnik unterscheidet sich von bisher verfügbaren Methoden dadurch, 
daß sie alle nachfolgenden Kriterien zugleich erfüllt: 

1. Das Experiment wird in einer kontinuierlichen Kultur unter definierten und kontrollierba­
ren physiologischen Bedingungen durchgeführt. 

2. Über die Protein- und RNA/DNA-Hydrolyse ist eine mit direkten Methoden bisher nicht 
erreichte Anzahl von aussagekräftigen intrazellulären Meßdaten verfügbar. 

4Für einen strengen Beweis der Abschätzung müßte zusätzlich angenommen werden, daß Xzs (t) nicht über­
oder unterschwingt. Dies wird bei Markierungsexperimenten nur in vemachlässigbarem Ausmaß beobachtet 
(vgl. dazu auch Abschnitt 7.2). 
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'Tl 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
1.0 10.5 19.0 26.2 32.0 36.8 
2.0 2.8 5.1 7.0 8.6 9.9 

'T2 3.0 0.9 1.7 2.4 2.9 3.3 
4.0 0.3 0.6 0.8 1.0 1.2 
5.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.4 
6.0 0.0 0.1 0.1 0.1 0.2 

Tabelle 2.1: Maximaler zu erwartender prozentualer Meßfehler bei Auswaschungskorrektur 
gemäß Satz 2.1 für verschiedene Werte der Zeitkonstanten 'Tl, 7"2 bezogen auf die normierte Ver­
weil zeit 7" = 1. 

3. Außerdem sind alle relevanten extrazellulären Flüsse mit hoher Präzision bestimmbar. 

4. Der Meßvorgang ist vollkommen zerstörungsfrei, da das Experiment nicht innerhalb eines 
NMR-Gerätes stattfindet. 

5. Der Meßvorgang ist im Rahmen der erforderlichen Genauigkeit verzerrungsfrei. 

6. Es können beliebig hoch auflösende NMR-Spektren gemessen werden, so daß stationäre 
Isotopomeren-Verteilungen ermittelbar sind. 

Damit wird es möglich, eine Stofffiußanalyse unter Verzicht auf diverse sonst in der Literatur 
häufig anzutreffende Annahmen durchzuführen. Die Entwicklung einer Methodik zur Auswer-

der entstehenden, komplex strukturierten das wichtigste Ziel der vorliegell~ 
Während die erforderlichen und meßtechnischen Voraussetzungen 

inzwischen bei mehreren Arbeitsgruppen gegeben sind, ist ein zu der vorliegenden Arbeit ver~ 
gleichbarer allgemeiner methodischer Ansatz für die Modellierung, Auswertung und Analyse 
von stationären Markierungssystemen in der Literatur nicht annähernd dokumentiert. 

2.6 Beziehung zu metabolisch instationären ModeUansätzen 

2.6.1 Dynamische Studien 

Obwohl sich diese Arbeit auf die Analyse metabolisch stationärer Stoffflüsse beschränkt, soll zu­
mindest kurz die Beziehung der stationären Stoffflußanalyse zu physiologischen Studien unter 
metabolisch instationären Bedingungen diskutiert werden. Solche Studien beruhen auf der Mes­
sung intra- und extrazellulärer Stoffkonzentrationen zu verschiedenen Zeitpunkten eines Expe­
rimentes bei einem sich dynamisch verändernden metabolischen Zustand.5 In der Regel werden 
sogenannte Shift-Experimente durchgeführt, bei denen eine Eingangsgröße (z.B. eine Stoffkon­
zentration) sprunghaft verändert wird. Aufgrund der Sprungantwort des Systems wird dann eine 
quantitative Charakterisierung des dynamischen Systems vorgenommen [RTQ+ 96, WG96a]. 

Zielsetzung derartiger Studien ist die Entwicklung eines dynamischen Modells für den Stoff­
wechsel in Form eines Differentialgleichungssystems [DLC+84, WBA92, RTQ+96]. Das Pro­
blem "klassischer" grob strukturierter Modelle aus dem Bereich der Bioverfahrenstechnik bildet 
die Zusammenfassung ganzer Stoffwechselwege, z.B. Katabolismus, Anabolismus und Produkt­
bildung, im Modell und die daraus resultierende, unzureichende Wiedergabe des Stoffwechsels 

5Der Einsatz markierten Materials stellt bei solchen Studien eher eine Ausnahme dar. 
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[Roe83, Baz83, Wie90]. Dagegen wird schon seit langer Zeit versucht, detailliertere Stoffwech­
selmodelle auf der Basis einer enzymkinetischen Beschreibung der einzelnen Reaktionsschritte 
aufzustellen, die auch kurzfristige dynamische Prozesse abbilden können [DLC+84, RTQ+96]. 
Derartige Modelle verwenden jedoch bis auf den heutigen Tag in relativ großem Umfang In­
vitro-Parameter, die mehr oder weniger unreflektiert auf die In-vivo-Situation übertragen wer­
den. Erst in jüngster Zeit wurden experimentelle Techniken zur Messung intrazellulärer Stoff­
konzentrationen in Mikroorganismen innerhalb sehr kurzer Zeitintervalle entwickelt [RTQ+96, 
WG96a]. Sie erlauben erstmals eine zunehmend detaillierte und validierbare dynamische Ver­
messung des metabolischen Systems. 

2.6.2 Bedenken gegen den dynamischen Ansatz 

Eine Reihe von Bedenken stellt den kinetischen Zugang zur dynamischen Modellierung grund­
sätzlich in Frage: 

@ Eine detaillierte Abbildung des Zentralstoffwechsels mit Hilfe enzymkinetischer Terme 
führt zu einem äußerst komplexen Differentialgleichungssystem. Wird jeder Reaktions­
schritt abgebildet, so gelangt man ohne weiteres zu einer Größenordnung von hundert Glei­
chungen mit mehreren hundert Parametern! Die Validierung eines derartigen Modells auf 
der Basis vorgegebener Meßdaten im Sinne strenger statistischer Gütemaße scheint aus­
sichtslos, wenn nicht grundsätzlich unmöglich. 

j" uem 
wurden, nicht auf die In-vivo-Sitnation übertragen. Der Grund liegt darin, daß das Cyto-
sol einer Zelle keineswegs als eine Ansammlung von in einem wässrigen Medium gelösten 
Proteinen betrachtet werden kann. Vielmehr ist die Beweglichkeit eines Teilchens im In­
neren einer mit Proteinen angefüllten Zelle - im Vergleich zu einem Reagenzglas - stark 
eingeschränkt. 

GI Nicht einmal die kinetischen Mechanismen einer enzymkatalysierten Reaktion können 
ohne weiteres von der In-vitro- auf die In-vivo-Situation übertragen werden. In jüngster 
Zeit häufen sich Indizien dafür, daß Enzyme in der lebenden Zelle anders arbeiten können 
als in wässriger Phase. Hierbei spielt ihre räumliche Anordnung in der Zelle eine wesent­
liche Rolle [Sre90, Mat93]. In der Literatur wird von sogenannten Enzymkomplexen, Me­
tabolons oder Kanälen gesprochen [Mat93]. In einem Enzymkomplex wird die Verfügbar­
keit eines Zwischenprodukts für außerhalb liegende Enzyme stark herabgesetzt. Es kommt 
zu einem sogenannten Channelling-Effekt. 

.. Zusätzlich zur Enzymkinetik ist bei der Beschreibung lebender Zellen auch die Kinetik 
von Transportschritten über Membranen zu berücksichtigen. Bei höheren Zellen ist insbe­
sondere auch die intrazelluläre Kompartimentierung zu beachten, was wiederum die Kom­
plexität der zu entwickelnden Modelle erhöht. 

.. Viele enzymatische Schritte laufen in vivo in beiden Richtungen gleichzeitig ab (vgl. Abb. 
1.8). In vielen Fällen findet dieser Ausgleich extrem schnell statt, so daß die betroffenen 
Pools ohne weiteres zusammengefaßt werden können (Lumping). Jedoch kann auch ein 
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langsamer Austausch auftreten. In diesem Fall müssen enzymkinetische Terme für bidi­
rektionale Reaktionen eingesetzt werden [Seg75, MTBK89, WBA92].6 

Die genannten Bedenken sprechen nicht grundsätzlich gegen einen dynamischen Ansatz zur 
Beschreibung metabolischer Systeme. In vielen Fällen hat sich herausgestellt, daß auf eine de­
taillierte Beschreibung vieler enzymatischer Mechanismen weitgehend verzichtet werden kann, 
weil das System insensitiv gegenüber den auftretendenParametem ist. Biologische Systeme müs­
sen unter sehr stark wechselnden äußeren Bedingungen ein stabiles Verhalten zeigen. Es erstaunt 
daher nicht, wenn alle Regulationsmechanismen extrem robust sind, d.h. auf Schwankungen 
in Eingangsgrößen und Systemparametern innerhalb großer Bereiche unempfindlich reagieren. 
Das Ziel einer Modellierung muß sein, die regulatorisch relevanten Schritte zu identifizieren. 

2.6.3 Einordnung der stationären StoflHußanalyse 

Die genannten Einwände zeigen generell, daß die derzeit verfügbare quantitative Information 
über die Dynamik von Stoffwechselsystemen in vivo immer noch zu gering für eine detaillierte 
Modellierung ist. Gerade hier setzt die vorliegende Arbeit an. Denn es wird der Versuch gemacht, 
ein Quantifizierung aller relevanten intrazellulären Vorgänge unter stationären Bedingungen zu 
erreichen, die vergleichsweise wenige Annahmen über das lebende System erfordern. Das ge­
wonnene Datenmaterial kann dann eine weitergehende kinetische Modellierung stützen und zur 
Validierung dynamischer Modelle beitragen. 

Die nachfolgend zusammengestellten Beziehungen zwischen dem stationären und dem dy­
namischen Ansatz machen deutlich, daß beide Methoden im wesentlichen komplementär zuein~ 

fI Es ist gängige Praxis, kinetische Modelle für die Stoffwechseldynamik "um einen stati­
onären Zustand herum" zu entwickeln [SV91, WBA92]. D.h. das Modell soll zunächst 
die stationären Zustände des Systems in Abhängigkeit von der Substratkonzentration re­
produzieren. Für den Übergang zwischen zwei stationären Zuständen wird dann ein quasi­
stationäres Verhalten angenommen.7 Auf diese Weise werden aus den stationären kineti­
schen Gleichungen unmittelbar die entsprechenden instationären Gleichungen gewonnen. 
Stationäre Stoffflußdaten können also wichtige Ecksteine für die dynamische Modellie­
rung liefern. 

GI Bei der stationären Stoffflußanalyse kann auf viele Annahmen, insbesondere über den Ener­
giehaushalt der Zelle und kinetische Mechanismen, verzichtet werden. Aus diesem Grun­
de ist den geschätzten stationären intrazellulären Flüssen eine hohe Zuverlässigkeit und 
Genauigkeit zuzuschreiben. Baut die dynamische Modellierung auf einem derartigen Da­
tensatz auf, so wird eine zweistufige Vorgehensweise erreicht, was die Modellvalidierung 
erleichtert. 

6 Als einfachstes Beispiel sei die reversible Michaelis-Menten-Kinetikgenannt [Seg75], die einen bidirektiona­
len Michaelis-Menten-Mechanismus beschreibt (SSubstrat-, P Produktkonzentration): 

v (S,P) = v$/ks' S - vp/kp. P 
1 + l/ks . S + l/kp . P 

Die Zahl der Parameter erhöht sich gegenüber dem einfachen Michaelis-Menten-Mechanismus um zwei. 
7Über die Korrektheit von Quasi-Stationaritätsannahmensoll hier nicht diskutiert werden (vgl. [Roe83, Wie90]). 
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• Die stationäre Stofffiußanalyse mit Hilfe von Markierungsexperimenten erlaubt den Nach­
weis bidirektionaler Reaktionsschritte in vivo [WGM95]. Dies ist eine wichtige Hilfe bei 
der Formulierung der enzymkinetischen Mechanismen. 

• Die Resultate der stationären Flußanalyse sind offenbar nur in einem sehr engen physiolo­
gischen Zustandsbereich gültig [VP94b]. Vorhersagen über das regulatorische Verhalten 
unter geänderten physiologischen Bedingungen sind grundsätzlich nicht möglich. Gerade 
hierin liegt die Stärke von kinetischen Modellen. Im Extremfall könnten - validierte -
kinetische Modelle des Stoffwechsels sogar die Vorhersage der Auswirkung von geneti­
schen Modifikationen ermöglichen. 

Sowohl für den stationären als auch für den dynamischen Ansatz ist eine Serie aufeinan­
derfolgender Experimente unter verschiedenen physiologischen Bedingungen erforderlich, um 
aussagekräftiges Datenmaterial zu produzieren. 

Nach dieser Einordnung der stationären Stofffiußanalysein den Gesamtzusammenhang der 
Modellierung von Stoffwechselsystemen, konzentriert sich diese Arbeit im folgenden auf die 
Auswertung und Analyse von metabolisch stationären Experimenten. 
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Kapitel 3 

Kohlenstoff ... Netzwerke 

Dieses Kapitel leitet in die modellmäßige Beschreibung von Markierungsexperimenten ein. Aus 
einer im Vergleich zu den vorangehenden Kapiteln stärker systemtheoretischen Perspektive wird 
ein metabolisches System und sein dynamischen Verhaltens bei 13C-Markierungsexperimenten 
als ein Metabolisches Kohlenstoff-Markierungssystem bezeichnet. Grundlage für die Beschrei­
bung eines Markierungssystems ist die Festlegung der diskreten Netzwerkstruktur, also des Meta­
bolit-, C-Atom- und Isotopomeren-Netzwerks. Diese erfolgt in vorliegenden Kapitel-mitRück­
sicht auf den experimentellen Anwender - zunächst auf einem informalen Niveau. In [Wie94b] 
wird weiterführend eine abstrakte formale Beschreibung metabolischer Netzwerke mit Hilfe gra­
phentheoretischer Methoden vorgestellt. 

Dieser Abschnitt befaßt sich mit der Spezifikation der Struktur eines metabolischen Netzwerkes 
im Hinblick auf Kohlenstoff-Markierungsexperimente. Die hierzu verwendete formale Notation 
soll den folgenden Anforderungen genügen: 

1. Unmittelbare Verständlichkeit für den experimentellen Anwender. 

2. Dokumentierbarkeit getroffener Annahmen. 

3. Überschaubarkeit und Kompaktheit. 

4. Maschinenlesbarkeit als Grundlage für eine automatische Generierung entsprechender Da­
tenstrukturen. 

Es genügt bereits, wenn das Metabolit- und Kohlenstoff-Netzwerk durch die Notation ein­
deutig festgelegt wird, da alle Isotopomeren-Übergänge daraus rekonstruiert werden können 
[Wie94b]. 

3.1.1 Formale Notation von Reaktionsschritten 

Die nachfolgende erstmals in [WG93] vorgestellte Repräsentation von Reaktionsschritten lehnt 
sich an die bekannte Summennotation für biochemische Reaktionen an [VaI91]. Sie wird erwei­
tert durch die Angabe der Atom-Transitionen aller an einer Reaktion beteiligten Kohlenstoff-

47 
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Atome. Ergänzend werden die Bezeichner für C-Atom- und Isotopomeren-Pools aus denen 
der entsprechenden Metabolit·Pools abgeleitet.1 

Definition 3.1 (formale Notation von Metaboliten, C-Atomen, Isotopomeren und Reakti­
onsschritten) 

1. Metabolite werden mit frei wählbaren alphanumerischen Bezeichnern in einer serifenlo­
sen Schrift bezeichnet, also beispielsweise für den Glycerinaldehyd-3-phosphat-Pool: 

GA3P 

2. Die zu einem Metaboliten gehörenden Kohlenstoff-Atome werden unter Verwendung des 
#-Symbols und der Angabe der Nummer des Kohlenstoff-Atoms notiert, also beispielswei­
se als 

GA3P#1, GA3P#2, GA3P#3 

3. Zur Bezeichnung von Isotopomeren wird eine Binärcode-Notation unter Verwendung der 
Zeichen 0 und 1 für unmarkierte und markierte C-Atome verwendet (vgl. auch [FR95J). 
Beispielsweise werden die acht verschiedenen Isotopomere von GA3P notiert als2 

GA3P#000, GA3P#001, GA3P#010, 
GA3P#100, GA3P#101, GA3P#110, 

GA3P#011, 
GA3P#111. 

4. Reaktionsschritte werden ebenfalls mit alphanumerischen Bezeichnern versehen. Beispie ls­
weise kann die Transaldolase-Reaktion im Pentosephosphatweg bezeichnet werden mit 
(vgl. Tabelle 3.2 zur verwendeten Numerierung von Reaktionsschritten) 

PPW5 

5. Schließ lieh wird ein Reaktionsschritt mit einer durch die C -Atom-Transitionen erweiterten 
chemischen Summennotation spezifiziert. Die Gleichung 

PPW5: GA3P + S7P > E4P + Fru6P 
#ABC + #abcdefg > #defg + #abcABC 

besag; daß das erste Kohlenstoff-Atom von GA3P (hier mit dem Buchstaben Ahinter dem 
#-Zeichen bezeichnet) zum vierten Kohlenstoff-Atom von Fru6P wird usw. Die Buchsta­
ben in der zweiten Zeile sind frei wählbar, dürfen auf jeder Seite der Reaktionsgleichung 
jedoch nur einmal benutzt werden. 

1 Die Einführung der Notation erfolgt hier auf einem allgemein verständlichen informellen Niveau. Ein formales 
System, das eine Netzwerkspezifikation im mathematisch strengen Sinne erlaubt, und den EntwurfvonAIgorithmen 
zur Netzwerksynthese ermöglicht, wird in [Wie94b] vorgestellt. 

2Bei einatomigen Metaboliten kann diese Notation mehrdeutig sein. Es wird jedoch darauf verzichtet, diesen 
Sonderfall eigens zu berücksichtigen. 
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a) 

b) 

c) 

Abbildung 3.1: Elementares Beispiel zur Veranschaulichung des a) Metabolit-, b) C-Atom­
und c) Isotopomeren-Netzwerks eines metabolischen Kohlenstoff-Markierungssystems. Das 
Isotopomeren-Netz zeigt nicht alle möglichen Isotopomere, sondern wurde auf diejenigen redu­
ziert, die bei einem Markierungs-Input mit A#01 - unter der Voraussetzung, daß alle Schritte 
nur in der angezeigten Richtung ablaufen - tatsächlich entstehen. Die schwarzen und weißen 
Kreise stehen für markierte und unmarkierte C-Atome. 
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3.1.2 Ein einfaches Beispiel 

Ein einfaches Beispiel, das im Verlauf dieser Arbeit noch häufiger herangezogen wird, soll die 
eingeführten Notationen verdeutlichen (vgl. Abb. 3.1). Es stellt einen einfachen metabolischen 
Zyklus dar und ist in der formalen Notation gegeben durch: 

v1 : A > B v5: B > K 
#xy > #xy #xy > #xy 

v2: B > E v6: C > D + F 
#xy > #xy #uvxy > #vxy + #u 

v3: B + E > C v7: 0 > E + G 
#xy + #uv > #xyuv #uxy > #ux + #y 

v4: E > H 
#xy > #xy 

Es gibt drei verschiedene Sichtweisen dieses Netzwerks, deren wechselseitige Beziehung im 
weiteren Verlauf dieser Arbeit noch analysiert wird (vgl. Definition 4.11). 

Definition 3.2 (Metabolit-, C-Atom-, Isotopomeren-Netzwerk) Das Metabolit-Netzwerk be­
steht aus allen Metaboliten des metabolischen Systems und den zwischen ihnen stattfindenden 
Reaktionen (Abb. 3.1 a). Das GAtom·· Netzwerk besteht aus allen zu den Metaboliten gehörigen 
KohlenstofrAtomen und deren 1}'ansitionen (Abb. J.lb). Das Isotopomcrcn>Netzv,fcrk besteht 
aus allen möglichen lsotopomeren der Metabolite und den zwischen ihnen stattfindenden Reak~ 
tionen (Abb. 3.1 c). 

3.1.3 Formale Beschreibung der Netzwerke 

Unter Verwendung der formalen Notation lassen sich die einzelnen Netzwerke wie folgt notie­
ren: 

Metabolit-Netzwerk: Dieses setzt sich unmittelbar aus den ersten Zeilen der formalen Festle-
gung des Netzwerks (Definition 3.1) zusammen: 

v1: A > B v5: B > K 
v2: B > E v6: C > D + F 
v3: B + E > C v7: D > E + G 
v4: E > H 

C-Atom-Netzwerk: Auf der Ebene der C-Atome stellt sich das Netz als eine Reihe von einzel­
nen Atom-Transitionen dar: 
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vi: A#1 > 8#1 v5: 8#1 > K#1 
vi: A#2 > 8#2 v5: 8#2 > K#2 

v2: 8#1 > E#1 v6: C#1 > F#1 
v2: 8#2 > E#2 v6: C#2 > 0#1 

v3: 8#1 > C#1 v6: C#3 > 0#2 

v3: 8#2 > C#2 v6: C#4 > 0#3 

v3: E#1 > C#3 v7: 0#1 > E#1 
v3: E#2 > C#4 v7: 0#2 > E#2 

v4: E#1 > H#1 v7: 0#3 > G#1 

v4: E#2 > H#2 

Isotopomeren-Netzwerk: Auf der Ebene der Isotopomeren müssen schließlich alle möglichen 
Reaktionen zwischen Isotopomeren aufgeführt werden. Dies führt bei der bimolekularen 
Reaktion v3 zu insgesamt 22 .22 = 16 Einzelreaktionen. Von diesem Netzwerk wird daher 
aus PlatzgfÜnden nur ein Teil wiedergegeben: 

vi: A#OO > 8#00 v3: 8#00 + E#OO > C#OOOO 
vi: A#01 > 8#01 v3: 8#00 + E#Oi > C#OOOi 
vi: A#10 > 8#10 v3: 8#00 + E#10 > C#0010 
vi: A#11 > 8#11 v3: 8#00 + E#11 > C#0011 

v2: 8#00 > E#OO v3: 8#01 + E#OO > C#0100 

v2: 8#01 > E#01 v3: 8#01 + E#01 > C#0101 

vi)' 8#10 > E#10 v3: 8#01 + E#10 > C#0110 
c.. 

8#01 4 1 + i 11 
I 

8#10 E#OO G#1000 v3: + 
v4: E#OO H#OO v3: 8#10 + E#01 C#1001 
v4: E#01 > H#01 v3: 8#10 + E#10 > C#1010 
v4: E#10 > H#10 v3: 8#10 + E#11 > C#1011 
v4: E#11 > H#11 v3: 8#11 + E#OO > C#1100 

v3: 8#11 + E#01 > C#1101 
v3: 8#11 + E#10 > C#1110 
v3: 8#11 + E#11 > C#1111 

Bereits bei einem derart einfachen Beispiel ist die Anzahl der möglicherweise auftretenden 
Isotopomere mit insgesamt 48 so groß, daß eine graphische Darstellung nicht mehr überschaubar 
ist. Die Abb. 3.1c zeigt daher nur einen Ausschnitt des vollständigen Isotopomeren-Netzwerks 
unter der Annahme, daß sich das Substrat A nur aus einem einzigen Isotopomer A#01 zusam­
mensetzt. In dieser Situation entsteht nur ein Bruchteil der möglichen Isotopomeren im System. 

3.1.4 Netzwerkvereinfachung 

Bereits angesichts des einfachen Beispiels ist ersichtlich, daß bei hinsichtlich der experimentel­
len Anwendung realistisch komplexen Netzwerken derart viele Isotopomere zu erwarten sind, 
daß sich eine manuelle Eingabe von Isotopomeren-Netzwerken in der oben verwendeten Nota­
tion aufgrund ihrer Fehleranfälligkeit verbietet. Analoges gilt für die im nächsten Kapitel ein­
geführten Bilanzgleichungen, denn jedem Metaboliten, C-Atom oder Isotopomer entspricht ei­
ne solche Gleichung und jeder Reaktion, C-Atom-Transition oder Isotopomeren-Reaktion ein 
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Term in einer der Gleichungen. Die automatische Erzeugung von metabolischen Kohlenstoff­
Netzwerken wird in Abschnitt 9.3 behandelt. Andererseits kann eine Netzwerkvereinfachung, 
bei der die Markierungsinformation nicht verringert wird, die Zahl der Gleichungen erheblich 
reduzieren. Eine solche Vereinfachung wird nun für das oben beschriebene System aus Abb. 3.1 
durchgeführt, um seine spätere algebraische Behandlung zu erleichtern. 

Ein Ad-hoc-Ansatz zur Netzwerkvereinfachung bei isotopisch stationären Systemen beruht 
wesentlich auf der Kenntnis unidirektionaler Reaktionsschritte. Im Beispiel sei angenommen, 
daß die Reaktionsschritte v6 und v7 nur in einer Richtung ablaufen. Unter diesen Umständen 
können unverzweigte Reaktionssequenzen zusammengezogen werden. Dies ist auch dann noch 
möglich, wenn dabei Produkte abgespalten werden. Dementsprechend ist der Grundgedanke zur 
Vereinfachung des vorliegenden Beispiels das Zurückverfolgen der Produkt-C-Atome F#1 und 
G#1 durch das System. Offenbar macht es keinen Unterschied, ob diese Atome bereits auf der 
Stufe 8#1 und E#2 oder erst von C#1 und 0#3 abgespalten werden. Dies erlaubt, die Kohlen­
stoff-Atome C#1, 0#3 und C#4 ganz aus dem System zu entfernen. Nach der Elimination gehen 
von den Metaboliten C und D keine Verzweigungen mehr ab, folglich können auch sie wegge­
lassen werden. Das Netzwerk reduziert sich dann auf die in Abbildung 3.2 gezeigten Reaktions­
schritte v1, v2, v4 und v5 mit dem veränderten Reaktionsschritt 

v3: B + E > E + F + G 
#ab + #cd > #bc + #a + #d 

Obwohl dieses Netzwerk im Vergleich zu realen metabolischen Netzwerken ungewöhnlich 
aussieht, können alle quantitativen Beziehungen, die für das isotopisch stationäre Originalnetz­
werk gelten, aus der Analyse des reduzierten Netzwerks rekonstruiert werden (vgl. auch Ab­
schnitt 704). Der tiefere Grund hierfür liegt darin, daß jeder der durchgeführten Netzwerk-Ver-
einfachungsschritte eine Aquivalenzumformung 4 
Bilanzgleichungssysteme entspricht Auf die Ausführung der technischen Details wird hier ver­
zichtet. Das reduzierte Netzwerk wird in den nachfolgenden Kapiteln stets anstelle des ursprüng­
lichen Netzwerks als Beispiel herangezogen. 

Die oben vorgestellten informellen Überlegungen geben einen Eindruck davon, welche ty­
pischen Vereinfachungsoperationen üblicherweise angewendet werden, um Netzwerke zu redu­
zieren (vgl. auch [WK84, JRMS91]). Allgemeine Ansätze zur Netzwerkvereinfachung werden 
in [RML93, GS91] behandelt. 

3.2 Formulierung realer Netzwerke 

3.2.1 Einige Begriffsdefinitionen 

Das Beispielnetzwerk kann herangezogen werden, um einige Begriffe einzuführen, die nachfol­
gend durchgängig verwendet werden. 

Definition 3.3 (intra- und extrazelluläre Metabolite, Input- und Output-Metabolite) Die 
Menge der Metabolite eines Netzwerks läßt sich wie folgt in zwei Teilmengen aufteilen: 

1. Alle Metabolite, die sowohl auf der linken als auch auf der rechten Seite von Reaktions­
gleichungen auftreten, heißen intrazelluläre Metabolite oder auch Intermediate. 

2. Alle übrigen Metabolite werden als extrazellulär bezeichnet. Diese Menge zerfällt weiter 
in zwei Untermengen: 
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b) 

Abbildung 3.2: Aus Abb. 3.1 durch Netzwerkvereinfachung gewonnenes Netzwerk. 
a) Metabolit-, b) C-Atom-Netz. 
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(a) Metabolite, die ausschließlich auf der linken Seite von Reaktionsgleichungen auftre­
ten, heißen Input-Metabolite oder auch Substrate. 

(b) Metabolite, die ausschließlich auf der rechten Seite von Reaktionsgleichungen auf­
treten, heißen Output-Metabolite oder auch Produkte. 

Analog wird zwischen intrazellulären, Input- und Output-Kohlenstoff-Atomen sowie intra­
zellulären, Input- und Output-Isotopomeren unterschieden. 

Definition 3.4 (intra- und extrazelluläre Reaktionsschritte, Input- und Output-Reaktions­
schritte) Entsprechend dieser Terminologie werden auch die Reaktionsschritte in Teilmengen 
unterteilt: 

1. Intrazelluläre Reaktionsschritte verbinden ausschließlich intrazelluläre Metabolite mit­
einander. 

2. Alle übrigen Reaktionsschritte heißen extrazellulär. ~iter wird unterschieden zwischen: 
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(a) Input-Reaktionen oder Substrataufnahmeschritten, die einen Input-Metaboliten auf 
der linken Seite der zugehörigen Reaktionsgleichung aufweisen. 

(b) Output-Reaktionen oder Produktbildungsschritten, die einen Output-Metaboliten auf 
der rechten Seite der zugehörigen Reaktionsgleichung aufweisen. 

Hiermit wird nicht ausgeschlossen, daß ein Reaktionsschritt sowohl Input- als auch Output­
Metabolite verbindet. Im laufenden Beispiel aus Abbildung 3.1 ergibt sich die nachfolgende 
Klassifikation der Metabolite und Reaktionen: 

Metabolite Flüsse 
intrazellulär B,C,O,E v2,v3 
Input A vi 
Output F, G, H, K v4,v5,v6,v7 

3.2.2 Erweiterte Ausdrucksmöglichkeiten und einschränkende Bedingun­
gen 

Die Netzwerknotation soll nun um eine Ausdrucksmöglichkeit zur Bilanzierung von Stoffen mit 
am Markierungsexperiment unbeteiligten C-Atomen erweitert werden. Beispielsweise enthält 
AlP zwar C-Atome, diese nehmen aber nicht an den Reaktionen des Zentralstoffwechsels teil. 
So wird etwa die alkoholische Gärung notiert in der Form 

Gi: GA3P + P + AOP > Eth + C02 + ATP + H20 
#:ABC t #: t #: > #BC + #A + # + # 

hinaus unbeteiligte Metabolite ~~ im Gegensatz zu solchen mit bilanziero 

ten C~Atomen auch stöchiometrische Koeffizienten führen, die sogar nicht~ganzzahlig sein 
können (vgl. dazu den nachfolgenden Abschnitt): 

G2: Glu +2 P+2AOP > Eth +Eth +C02+C02+2ATP+2 H20 
#ABCOEF+# +# > #BA+#EF+#C +#0 +# +# 

(3.1) 

Bei den bisherigen Ausführungen nicht berücksichtigt wurde die Uni- bzw. Bidirektiona­
lität einer Reaktion. Nachfolgend soll ein formal notierter Reaktionsschritt grundsätzlich sowohl 
für die Hin- als auch für die mögliche Rückreaktion dieses Schrittes stehen. Die Annahme, ob 
dieser Schritt bidirektional oder unidirektional verläuft, wird gesondert formuliert. Detaillierte 
Ausführungen dazu folgen in Kapitel 6. 

Abschließend werden einige einschränkende Bedingungen für die formale Notation von Re­
aktionsschritten formuliert. Sie sollen eine spätere automatische Behandlung sowie die Modell­
bildung erheblich vereinfachen, indem Sonderfälle ausgeschlossen werden. Diese Ausnahme­
situationen können jedoch bei Bedarf leicht in einer alternativen, zulässigen Form formuliert 
werden. Der nachfolgende Abschnitt bietet dazu einige Beispiele. 

Definition 3.5 (zulässige Netzwerkspezifikation) Eine formale Netzwerkspezifikation mit Hil­
fe der formalen Notation aus Definition 3.1 heißt zulässig, wenn sie die nachfolgenden Bedin­
gungen erfüllt: 

1. Ein Metabolit, dessen Kohlenstoff-Transitionen spezifiziert sind, tritt immer ohne Koeffi­
zient auf. 
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2. Extrazelluläre Flüsse haben stets genau einen Metaboliten auf der linken und rechten Sei­
te. 3 

3. Output-Metabolite stehen nur in genau einer Gleichung. 

4. Für Input- und Output-Reaktionsschritte wird grundsätzlich die Unidirektionalität ange­
nommen. 

5. Falls Isotopomeren-Netzwerke betrachtet werden) wird jede Reaktion auf maximal zwei 
Edukte und Produkte mit berücksichtigten C -Atome beschränkt. 4 

3.2.3 Formulierung von Sonderfällen 

Trotz der vorgenommenen Einschränkungen lassen sich viele spezielle Strukturen in metaboli­
schen Netzwerken leicht so notieren, daß sie den Forderungen der Definition 3.5 genügen. Die 
nachfolgenden Beispiele verdeutlichen zugleich die Gründe für die formulierten Einschränkun­
gen. 

Nichtmganzzahlige Koeffizienten : In der Literatur über die Metabolit-Bilanzierungstechnik ist 
es üblich, eine summarische "Biomassebildungsreaktion" anzugeben, die alle Abflüsse in 
die Biomasse zusammenfaßt (nach [Roe83, VS93]): 

B: 0.021 Glu6P + 0.007 Fru6P + 0.09 Ri5P + 0.036E4P + 0.013GA3P 
+ O.15Gly3P + 0,052 PEP + O.03Pyr + 0.332 AcCoA + O.08Asp 

+ + + Glmn + + O. 
Biomasse + O.364AKG + 0."1 

Die Koeffizienten geben hierbei die Biomassezusammensetzung an~· sie entsprechen 
also den Ci in Gleichung (2.3) - während die "Reaktionsgeschwindigkeit" gerade die 
Wachstumsrate p ist. 

Bei Markierungsexperimenten ist eine derartige Zusammenfassung nicht mehr sinnvoll, 
da dabei alle Metabolite samt ihren C-Atomen bis in die Biomasse hinein verfolgt wer­
den müssen. Dazu kann die summarische Reaktion in einzelne Biomasseabflüsse zerlegt 
werden, also: 

B1: Glu6P > 
B2: Fru6P > 
B3: Ri6P > 

Glu6PBiomass 
Fru6PBiomass 
Ri5PBiomass 

Der jeweils entsprechende "stöchiometrische Koeffizient" wird als Meßwert des Biomas­
seabflusses bereitgestellt (entsprechend Ci' P in Gleichung (2.3». 

Ganzzahlige Koeffizienten: Müssen einzelne Kohlenstoff-Atome durch das System verfolgt 
werden, so sind ganzzahlige Koeffizienten ungleich eins nicht sinnvoll interpretierbar. Wie 
die Reaktion 

3Für das Beispielnetzwerk aus Abbildung 3.1 trifft dies offenbar nicht zu. Es wird jedoch im nachfolgenden 
Abschnitt gezeigt, wie die Bedingung durch leichte Modifikation stets erfüllt werden kann. 

4Diese Einschränkung hat lediglich technische Gründe, da sie den in den nachfolgenden Kapiteln entwickelten 
mathematischen Formalismus zugunsten einer größeren Klarheit entlastet. 
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G2: Glu > 2Eth + 2C02 

unter Verdopplung der Metabolit-Symbole Eth und C02 ohne Koeffizienten formuliert 
wird, zeigt bereits Gleichung (3.1). 

Reaktionsgekoppelte extrazelluläre Flüsse: Substrataufnahme- und Produktbil-
dungsschritte werden grundsätzlich als unidirektional angesehen. Dies ist eine notwen­
dige Voraussetzung für die Modellbildung, da bei Umkehrung eines solchen Schrittes aus 
einem Substrat ein Produkt würde und umgekehrt. Dieser Fall kann jedoch modelltech­
nisch nicht erfaßt werden (vgl. Definition 4.2 bzw. 4.3).5 Reaktionsgekoppelte extrazel­
luläre Flüsse, wie z.B. 

V: 8 +A> B 

mit einem extrazellulären Substrat 8 und einem intrazellulären Metaboliten A, können un­
ter Einführung eines Hilfsintermediats wie folgt umformuIiert werden zu 

Vi: 8> 81 V2: 81 + A > B 

Die Unidirektionalitätsannahmen für den extrazellulären Substrataufnahmeschritt Vi hat 
dann keine Konsequenzen für den intrazelluläre Fluß V2. Analoges gilt für Produktbil­
dungsschritte. 

Produktabßuß an mehreren Stellen : Produkte sollen das System stets an genau einer Stelle 
verlassen. Dies entspricht der meßtechnischen Realität, da verschiedene Stoffströme eines 
Stoffes nicht voneinander getrennt werden können. Beispielsweise entsteht CO2 an zwei 
Stellen im Citratzyklus: 

ICit + •.... , ".~ + 

Die Gasabflüsse werden aber im Medium zunächst vermischt, bevor sie das Meßgerät er­
reichen. Diese Durchmischung läßt sich auch innerhalb der formalen Notation unter Zu­
hilfenahme eines Misch-Pools realistisch formulieren: 

CZ3: ICit > AKG + C02Mix CZ4: AKG > 8uccCoA + C02Mix 

C02Efflux: C02Mix > C02 

Multimolekulare Reaktionsschritte : Enzymatische Umsetzungen (insbesondere solche mit 
Cosubstraten) können durchaus zwei und mehr Partner haben. Jedoch sind stets nur C­
Atome von höchstens zwei Partnern an der Reaktion beteiligt. Aus diesem Grunde genügt 
es hier, sich auf monomolekulare und bi molekulare Reaktionen zu beschränken. Trotz­
dem ergeben sich bei Zusammenfassung von Reaktionsschritten oft formal Reaktionen 
mit mehr als zwei Partnern. Diese können jedoch unter Zuhilfenahme von Hilfsmetaboli­
ten um formuliert werden. Aus 

W: A + B + C > D + E + F 

wird beispielsweise 

W1: A+ B>AB W2: AB + C > DE + F W3: DE > D + E 

5Muß ein solcher Fall berücksichtigt werden (z.B. bei einem wechselseitigen Austausch zwischen einer Me­
dienkomponente und dem Cytosol), so muß ein entsprechender Pool (z.B. für die Medienkomponente) mit zum 
Stoffwechsel netzwerk hinzugenommen werden. 
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Malat Succinat, 
Fumarat 

Succinyl-CoA 

Abbildung 3.3: Markierungs-Scrambling im Citratzyklus. 

3.2.4 Scrambling-Reaktionen 
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Das sogenannte Markierungs-Scrambling im Citratzyklus ist ein in der gesamten Literatur zu 
Markierungsexperimenten bekanntes Phänomen [MSJ88, SSMS93]. Dabei handelt es sich um 
die beiden Reaktionsschritte vom Succinyl-Coenzym A zum Malat (Abb. 3.3). Die beiden Inter­
mediate Succinat und Fumarat sind jeweils rotationssymmetrische Moleküle, d.h. das Molekül 
ist nicht von dem um 180 Grad gedrehten Teilchen unterscheidbar. Die C-Atom-Positionen 1-4 
kehren also bei einer Drehung im Raum ihre Reihenfolge um. Eine Markierung wechselt damit 
ihre Position, ohne daß eine chemische Reaktion stattfindet. Dieser Effekt verringert offenbar 
die aus den Markierungsdaten zu gewinnende Information. 

In der Regel wird die Wahrscheinlichkeit eines Markierungs-Scramb ling in einem der beiden 
Schritte mit 50% angenommen. Dies läßt sich z.B. wie folgt formal notieren: 

Scr: Fum + Fum > Mal + Mal 
+ 

Allerdings mehren sich die A117.eichen, daß der Citratzyklus durch einen Enzymkomplex kata­
lysiert wird [Sre90, ESS+93]. Die dabei entstehenden Zwischenprodukte verbleiben dann in der 
Umgebung des Komplexes, d.h. sie sind im Raum nicht frei beweglich. In diesem Fall ist die 
50%-Scrambling-Annahme nicht korrekt. Ein Nachweis dieser Hypothese wird derzeit versucht 
(vgl. aber auch [SSMS93]). 

Eine weitere Scrambling-Reaktion tritt speziell bei der Lysinproduktion in Corynebacterium 
glutamicum auf. Hier wird Lysin auf zwei parallelen Wegen aus Pyruvat und Oxalacetat gebildet, 
nämlich dem Diaminopimelat-Dehydrogenase-Weg (ddh) und dem Succinyl-Diaminopimelat­
Dehydrogenase-Weg (succ-dap) [SEGS93]. Der zweite Weg enthält einen Scrambling-Schritt, 
so daß genaugenommen drei Reaktionswege vorliegen. Jedoch liefern diese drei Wege nur zwei 
verschiedene Vertauschungsmuster für die Kohlenstoff-Atome, so daß nachfolgend die beiden 
Wege mit gleichen Atom-Transitionen zu einem zusammengefaßt werden. Die 50%-Annahme 
trifft für die verbleibenden beiden Wege natürlich nicht mehr zu. 

3.3 Beispielnetzwerke 

3.3.1 Typen von Beispielen 

Im Verlaufe dieser Arbeit werden diverse Beispiele herangezogen, die Eigenschaften von Kohlen­
stoff-Markierungsnetzwerken illustrieren oder konkrete Experimente beschreiben. Die entspre­
chenden graphischen Darstellungen geben jeweils das Metabolit-Netzwerk und bei Beispielen 
geringen Umfangs ggfs. auch das C-Atom-Netzwerkwieder. Es kann zwischen drei Kategorien 
unterschieden werden: 
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Ac Acetat Gly3P Glycerin-3-phosphat 
AcCoA Acetyl-Coenzym A ICit Isocitrat 
AKG a-Ketoglutarat Lact Lactat 
A1a Alanin Lys Lysin 
Asp Aspartat Mal Malat 
C02 Kohlendioxid OA Oxalacetat 
E4P Erythrose-4-phosphat PEP Phosphoenolpyruvat 
Eth Ethanol Pyr Pyruvat 
Fru6P Fructose-6-phosphat Ri5P Ribose-5-phosphat 
Fru16BP Fructose-1,6-bisphosphat Ru5P Ribulose-5-phosphat 
Fum Fumarat Succ Succinat 
GA3P Glycerinaldehyd-3-phosphat SuccCoA Succinyl-Coenzym A 
Glu Glucose S7P Sedoheptulose-7-phosphat 
Glut Glutamat Xyl5P Xylulose-5-phosphat 
Glmn Glutamin Xy Xylose 
Glu6P Glucose-6-phosphat Val Valin 
GlyOx Glyoxylat 

Tabelle 3.1: In diesem Text verwendete Stoffabkürzungen. 

Elementare Beispiele: Sehr einfach konstruierte Beispiele dienen dazu, grundsätzliche system­
theoretische Eigenschaften von Kohlenstoff-Markierungsnetzwerken aufzuzeigen. Sie sind 
möglichst elementar gewählt, um einen bestimmten Effekt herauszustellen oder als didak­
tische Hilfe zu dienen. dieser Kategorie gehören die Beispiele aus Abbildung 1.7, 3.1 
und 

Reale Netzwerke in ihrer vollen Komplexität entziehen sich meist ei 
ner expliziten Analyse mit algebraischen Methoden. Jedoch können Ausschnitte aus kom­
plexen Netzwerken oder Vereinfachungen solcher Ausschnitte herangezogen werden, um 
bestimmte bei einer numerischen Auswertung eines konkreten Experiments aufgetretende 
Effekte zu analysieren und besser zu verstehen. Ein solches Beispiel zeigt Abbildung 9.5 
(vgl. auch [Wie96a]). 

Komplexe Stoffwechselmodelle: Komplette Abschnitte des Zentralstoffwechsels können oh­
ne einschränkende Annahmen nur mit Hilfe numerischer Methoden auf dem Wege der Si­
mulation untersucht werden. Insbesondere erfordert die Auswertung des Datenmaterials 
aus gegebenen Experimenten die Behandlung des ganzen Netzes. Beispiele zeigen die Ab­
bildungen 9.1 und 12.3. 

3.3.2 Reaktionen im Zentralstoffwechsel 

Ein Metabolit-Netzwerk mit den wichtigsten Reaktionsschritten des Zentralstoffwechsels wur­
de bereits in Abb. 1.2 dargestellt. Die Tabellen 3.2 und 3.3 geben die entsprechenden C-Atom­
Transitionen wieder. Sie sollen als Referenz für alle Netzwerkformulierungen im weiteren Text 
dienen. 
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Glykolyse 
Gly1: Glu + GA3P > Glu6P + Pyr 

#ABCDEF + #abc > #ABCDEF + #abc 
Gly2: Glu6P > Fru6P 

#ABCDEF > #ABCDEF 
Gly3: Fru6P > Fru16BP 

#ABCDEF > #ABCDEF 
Gly4: Fru16BP > GA3P + GA3P 

#ABCDEF > #CBA + #DEF 
Gly5: GA3P > PEP 

#ABC > #ABC 
Gly6: PEP > Pyr 

#ABC > #ABC 

Pentosephosphatweg 
PPWO: Xyl > Xy5P 

#ABCDEF > #ABCDEF 
PPW1: Glu6P > C02 + Ru5P 

#ABCDEF ....... #A + #BCDEF ,. 

#ABCDE 
PPW3: Ru5P 

#ABCDE #ABCDE 
PPW4: Xyl5P + Ri5P > S7P + GA3P 

#ABCDE + #abcde > #ABabcde + #CDE 
PPW5: GA3P + S7P > E4P + Fru6P 

#ABC + #abcdefg > #defg + #abcABC 
PPW6: Xyl5P + E4P > GA3P + Fru6P 

#ABCDE + #abcd > #CDE + #ABabcd 

Produktbildung aus Pyruvat 
PB1: Pyr > Eth + C02 

#ABC > #BC + #A 
PB2: pyr > Lact 

#ABC > #ABC 

Tabelle 3.2: C-Atom-Transitionen für die wichtigsten Reaktionsschritte in der Glykolyse 
und dem Pentosephosphatweg sowie angrenzenden Produktbildungsschritten. Zu den Stof­
fabkürzungen vgl. Tabelle 3.1. 
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Citratzyklus 
CZ1 : Pyr > AcCoA + C02 

#abc > #bc + #a 
CZ2: AcCoA + OA > ICit 

#ab + #ABCD > #DCBAba 
CZ3: ICit > AKG + C02 

#ABCDEF > #ABCEF + #D 
CZ4: AKG > SuccCoA + C02 

#ABCDE > #BCDE + #A 
CZ5: SuccCoA > Succ 

#ABCD > #ABCD 
CZ6a: Succ > Fum 

#ABCD > #ABCD 
CZ6b: Succ > Fum 

#ABCD > #DCBA 
CZ7a: Fum > Mal 

#ABCD > #ABCD 
CZ7b: Fum > Mal 

#ABCD > #DCBA 
CZ8: Mal > OA 

#ABCD > #ABCD 

#AB + #ab > #ABba 

Anaplerotische Reaktionen 
AR1: PEP + C02 > OA 

#ABC + #a > #ABCa 
AR2: OA > Pyr + C02 

#ABCD > #ABC + #D 
AR3: Pyr + C02 > Mal 

#ABC + #a > #ABCa 

Aminosäureproduktion 
AS1a: OA + Pyr > Lys + C02 

#ABCD + #abc > #ABCDcb + #a 
AS1b: OA + Pyr > Lys + C02 

#ABCD + #abc > #abcDCB + #A 
AS2: AKG > Glut 

#ABCDE > #ABCDE 

Tabelle 3.3: C-Atom-Transitionen für die wichtigsten Reaktionsschritte im Citratzyklus, im 
Glyoxylatzyklus und dem anaplerotischen Abschnitt sowie einige Aminosäureproduktionen. Zu 
den Stoffabkürzungen vgl. Tabelle 3.1. Die Buchstaben a und b in einem Flußnamen kennzeich­
nen die beiden Varianten einer Markierungs-Scrambling-Reaktion (vgl. Abb. 3.3). 
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Bilanzgleichungen 

Bilanzgleichungen stellen das Kernstück der mathematischen Modellierung von Markierungs­
systemen dar. Kohlenstoff-Markierungsexperimente gehören zur allgemeinen Kategorie der so­
genannten Tracer-Experimente, die in engem Zusammenhang zu Kompartimentmodellen ste­
hen [And83, HoI85]. Allgemeine Modellansätze und mathematische Werkzeuge für die Analyse 
von Kompartimentmodellen sind schon in den 70er Jahren entwickelt worden. Eine exzellente 
Einführung gibt [And83]. Trotzdem sind einige spezielle Aspekte metabolischer Kohlenstoff­
Markierungssysteme bei der Modellierung besonders zu berücksichtigen: 

1. Bei klassischen - vor allem medizinischen - Anwendungen der Tracer-Technik findet 
man selten Systeme mit mehr als 10 Kompartimenten, von denen meistens nur ein oder 

beobachtet werden [LR83l Mangel an Meßwerten wurde da~ 
durch kompensiert, daß zeitlich aufgelöste Datensatze fiir den instationären Verlauf des 
Markierungsexperimentes verfügbar waren. Im Falle komplexer metabolischer Systeme 
- insbesondere bei Anwendung der neuen Meßzeit-Entkopplungstechnik aus Definition 
2.6 - ist die Datenlage gerade entgegengesetzt. Hier muß eine sehr große Anzahl von 
Kompartimenten in das System aufgenommen werden, nämlich eines für jedes Kohlen­
stoff-Atom im System. Jedoch sind nun sehr viele dieser Pools einer Quantifizierung zu­
gänglich, wenn auch nur im isotopisch stationären Zustand. Im Gegensatz zum instati­
onären Fall wurde die systematische Analyse derart komplexer stationärer Markierungs­
systeme, die im Mittelpunkt dieser Arbeit steht, bisher kaum thematisiert. 

2. Ein weiteres Charakteristikum metabolischer Markierungsexperimente im Gegensatz zu 
vielen medizinischen Tracer-Experimenten besteht darin, daß jeder Metabolit-Fluß meh­
rere C-Atom-Transitionen zugleich impliziert. Offenbar finden alle diese Transitionen mit 
derselben Reaktionsgeschwindigkeit statt, wodurch die Anzahl der Freiheitsgrade für die 
C-Atom-Flüsse im System erheblich reduziert wird. In der algebraischen Beschreibung 
des Systems resultieren daraus vermehrt Redundanzbeziehungen, die in [Wie95a] erstmals 
systematisch analysiert wurden. 

3. Wie in Abschnitt 4.3 gezeigt wird, kann die intrazelluläre Markierung sowohl von der Hin­
als auch von der Rückreaktion bidirektionaler Reaktionsschritte beeinfiußt werden. Die­
ser Effekt ist von allgemeinen Tracer-Experimenten wohlbekannt [And83, LR83], wur­
de jedoch bei metabolischen Markierungssystemen bislang selten berücksichtigt [SB79, 
CB83, KC83, CFGC95]. In dem hier vorgestellten Ansatz werden bidirektionale Schritte 
erstmals als Regelfall in das Modell aufgenommen und systematisch behandelt. 

61 
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4. Isotopomeren-Systeme sind mit klassischen linearen Kompartimentmodellen nicht be 
schreibbar, weil zur Modellierung bimolekularer Reaktionsschritte Gleichungen zweiter 
Ordnung herangezogen werden müssen. Jedoch zeigen auch Isotopomeren-Bilanzgleichung­
en eine allgemeine Struktur, die mit Hilfe von mehrdimensionalen Matrizen dargestellt 
werden kann. Eine solche allgemeine Matrix-Repräsentation wird hier erstmals eingeführt. 
Zudem werden die entsprechenden Systemeigenschaften analysiert. 

5. Zur systemtheoretischen Analyse von Isotopomeren-Systemen gibt es bis heute keine An­
sätze, die über das explizite oder numerische Lösen der Isotopomeren-Bilanzen hinaus­
gehen. Hierzu müssen die strukturellen Eigenschaften von Isotopomeren-Netzwerken mit 
mathematischen Hilfsmitteln herausgearbeitet werden, so daß systemanalytische Werk­
zeuge angesetzt werden können. In dieser Hinsicht werden in dieser Arbeit einige grund­
sätzliche Fortschritte erzielt (vgl. auch [Wie94b]). 

Die für allgemeine Kompartimentsysteme formulierbarenBilanzgleichungen haben im Falle 
metabolischer Markierungsexperimente also eine spezielle Struktur. Diese Gleichungen werden 
im vorliegenden Kapitel zunächst anhand eines Beispiels eingeführt. Sie beschreiben quantitativ 
die Beziehung zwischen den Zustandsgrößen der intrazellulären Markierungsanteile und Flüsse. 

Im Hinblick auf systemanalytische Fragestellungen und die numerische Behandlung der Glei~ 
chungen ist es ratsam, eine abstrakte Formulierung von C-Atom- und Isotopomeren-Bilanzen 
mit Hilfe einer Matrixnotation einzuführen. Die in Abschnitt 4.5 definierten Matrizen repräsen­
tieren die Struktur des metabolischen Netzwerks, während die Variablen dessen Fluß- und Mar­
kierungszustand quantifizieren. Derartige Beschreibungsansätze sind als strukturelle Modelle 
bekannt [Red88]. Ausgehend von der Matrixnotation können dann in den folgenden Kapiteln 

'~~/U;::,'J zur Simulation, 
se entwickelt werden. 

Derartige universelle Beschreibungsansätze für metabolische Markierungssysteme sind in 
der Literatur nur in wenigen Fällen beschrieben [HS93, ZS94, MGWE+96]. Der nachfolgend 
entwickelte allgemeine Ansatz zeichnet sich durch die besondere Berücksichtigung von Eigen­
arten metabolischer Markierungsexperimente aus. Insbesondere wird in Abschnitt 4.5 erstmals 
eine abstrakte strukturelle Beschreibung von Isotopomeren-Markierungssystemen vorgestellt. 

4.1 Zustandsvariablen 

4.1.1 Flußvariablen 

Als Zustandsgrößen zur Beschreibung von Markierungssystemen werden die Werte von Stoff­
flüssen und die prozentualen Markierungsanteile von C-Atomen oder Isotopomeren verwendet. 
Die Einführung in die Formulierung von Modellgleichungen erfolgt hier anhand des schon in 
Kapitel 3 verwendeten Beispielnetzwerks aus Abbildung 3.2. Zu seiner quantitativen Beschrei­
bung müssen die jeweiligen Hin- und Rückrichtungen aller Reaktionsschritte explizit berück­
sichtigt werden. Grundsätzlich werden dabei alle extrazellulären Flüsse als unidirektional ange­
sehen, während die übrigen Flüsse als bidirektional angenommen werden. Ergänzende Annah­
men über die Direktionalität intrazellulärer Flüsse müssen dann explizit getroffen werden. 

Für jeden Reaktionsschritt werden zwei Variablen eingeführt, die den jeweiligen Fluß in der 
Hin- bzw. Rückrichtung bezeichnen. Die Flußvariablen tragen dieselbe Bezeichnung wie die ent­
sprechenden Reaktionsschritte in der formalen Notation aus Definition 3.1, sind jedoch in Abset­
zung davon in Kursiven gesetzt. Dem Reaktionsschritt PPW2 entspricht also die Flußvariable 
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ppwz. Der Hin- bzw. Rückfluß jeder Reaktion wird durch einen vorwärts oder rückwärts gerich­
teten Pfeil am Flußsymbol angedeutet. Im laufenden Beispiel ergeben sich dann zwei Vektoren 
von Flußvariablen mit 

und 

Definition 4.1 (Hin- und Rückfiußvektor, Gesamtßußvektor, natürliche Flußkoordinaten) 
Die den Hin- und Rückflüssen aller Reaktionsschritte zugeordneten Flußvariablen werden zum 
Hinflußvektor y-+ und zum Rückflußvektor y+- zusammengefaßt, die gemeinsam den Flußzu­
stand des Systems beschreiben. Dazu wird eine Reihenfolge der Flüsse fixiert, die für y-+ und 
y+- jeweils gleich ist. Die beiden Vektoren y-+ und y+- werden auch als die natürlichen Flußko­
ordinaten zur Beschreibung von Markierungssystemen bezeichnet 1. Wenn die Unterscheidung 
zwischen Hin- und Rückflüssen nicht von Bedeutung ist, so wird der Gesamtflußvektor 

zur simultanen Beschreibung aller Flüsse verwendet. 

4.1.2 Nebenbedingungen und Annahmen über Flüsse 

Aufgrund der Definition gilt stets dirn y = 2 . dirn y-+ = 2 . dirn y+-. Weiterhin ist wichtig, 
daß alle Flüsse nicht negativ sind, was durch die komponentenweise zu lesende Ungleichung 

v 0 (4,1) 

ausgedrückt wird,2 
Als physikalische Einheit für Flüsse ist im Rahmen der Stoffflußanalyse eine molare Einheit 

zweckmäßig, also mol/(I.h) (konzentrationsbezogen) oder auch mollh (mengenbezogen). Der 
Grund für diese Einheitenwahl liegt darin, daß strenggenommen drei verschiedene Flußvaria­
blen für Metabolit-Flüsse, C-Atom-Flüsse und Isotopomeren-Flüsse eingeführt werden müßten. 
Bei Verwendung der in der Bioverfahrenstechnik üblichen Konzentrationseinheit g!l hätten die­
se Variablen auch unterschiedliche Werte. Wählt man jedoch eine molare Einheit, so kann ein 
und dieselbe Variable alle drei Arten von Flüssen zugleich beschreiben, da der molare Wert aller 
drei Flußarten gleich ist. 

Die grundsätzlich getroffene Unidirektionalitätsannahme für extrazelluläre Flüsse wird im 
Beispiel durch die Gleichungen 

vi =0 vt = 0 vr = 0 vt =0 (4.2) 

ausgedruckt. 

4.1.3 C-Atom-Markierungsvariablen 

Ein zweiter Satz von Variablen beschreibt die prozentualen Anteile markierten Materials in den 
einzelnen Metabolit-Pools. Dabei muß zwischen positionalen C-Atom-Markierungsanteilen und 

1 Die Wortwahl wird durch die nachfolgenden Ausführungen zur Fonnulierung der Bilanzgleichungen für den 
Kohlenstoff-fluß motiviert. 

2Diese Ungleichung wird in Definition 6.5 noch erweitert. 
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Isotopomeren-Anteilen differenziert werden. Bei den Kohlenstoff-Atomen ist zunächst eine Va­
riable für jede intrazelluläre Atom-Position einzuführen, die den Prozentsatz markierter Atome 
an dieser Stelle beschreibt. Die Variablennamen werden erneut von den in der formalen Notation 
aus Definition 3.1 verwendeten Namen der intrazellulären Metabolite abgeleitet. Im laufenden 
Beispiel ergibt sich aus 8#1, 8#2, E#1, E#2 der Gesamtmarkierungsvektor 

Die durch das gewählte Substrat gegebenen Input-C-Atom-Markierungen von A#1 und A#2 
werden in einem zweiten Vektor zusammengefaßt, dem Input-Markierungsvektor 

inp ( )T X = al, az 

Definition 4.2 (C-Atom-Markierungsvektor, C-Atom-Input-Markierungsvektor) Die Mar­
·lderungsanteile aller intrazellulären C-Atome werden in einer vorher fixierten Reihenfolge zum 
C-Atom-Markierungsvektor x, die Marlderungsanteile der Input-C-Atome zum C-Atom-Input­
Markierungsvektor x inp zusammengefaßt. 

Natürlich muß für Markierungsvariablen stets gelten, daß Xi E [0,1]. 

4.1.4 Isotopomeren-Markierungsvariablen 

Wenn Isotopomere betrachtet werden, wird die Beschreibung wesentlich aufwendiger. In die~ 
sem Fall muß pro Mctabolit~Pool Variable 
ses Pools eingeführt werden. Für den Metaboliten B erhält man beispielsweise die Variablen 
boo , bOl , blO , bll , die analog zur Notation aus Definition 3.1 binär indiziert sind. Die intrazellulären 
Isotopomeren-Anteile werden zu dem Isotopomeren-Markierungsvektor 

zusammengefaßt. Der entsprechende Input-Vektor heißt: 

inp ( )T X = aoo, aOl, alO, all 

Definition 4.3 (Isotopomeren-Markierungsvektor, Isotopomeren-Input-Markierungsvek­
tor) Die Anteile aller intrazellulären Isotopomere werden in einer vorher fixierten Reihenfolge 
zum Isotopomeren-Markierungsvektorx, dieAnteile der Input-Isotopomere zum Isotopomeren­
Input-Markierungsvektor x inp zusammengefaßt. 

Für Kohlenstoff-Atom- und Isotopomeren-Markierungsvektoren werden nachfolgend also 
dieselben Bezeichner x, x inp verwendet, um unnötige Indizierungen zu vermeiden. Im Verlauf 
dieser Arbeit ist jeweils aus dem Kontext ersichtlich, ob über C-Atome oder Isotopomere ge­
sprochen wird. Werden in seltenen Fällen die Isotopomeren-Vektoren zugleich mit den entspre­
chenden C-Atom-Markierungsvektoren benötigt, so sind die Variablen eindeutig gekennzeich­
net als 

bzw. xA,inp xI,inp , 
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4.1.5 Nebenbedingungen für Markierungsvariablen 

Es ist zu beachten, daß die Isotopomeren-Anteile stets zusätzlich die Nebenbedingungen 

aOO+aOl +alO+all = 1 
boo +bOl +blO +bll = 1 
eOO+eOl +elO+eU= 1 

(4.3) 

erfüllen müssen, was für positionale Anreicherungen nicht gelten muß (vgl. Abb. 1.5). Außer­
dem gelten offensichtlich die folgenden Beziehungen zwischen Positions-Markierungs anteilen 
und Isotopomeren-Anteilen: 

alO+al1= al 

aOl+aU= a2 

4.1.6 Poolgrößenvariablen 

blO+bll= b1 

bOl +bll= b2 

elO+el1= el 
eOl+el1= e2 

(4.4) 

Für die Modellierung eines isotopisch instationären Markierungsexperiments werden zusätzlich 
zu den bisher eingeführten Variablen auch die absoluten Poolgrößen der im System beteiligten 
Metabolite benötigt. Sie werden mit groß geschriebenen Kursiven bezeichnet, wie z.B. B für die 
Poolgröße des Metaboliten B. Die Poolgrößenvariablen werden zusammengefaßt zu 

X=(~) 
werden in einer vor-

Die Einheit von Xi ist naheliegenderweise mol oder mol/l. Man beachte ferner, daß in der 
Regel dirn X < dirn x gilt. 

4.2 Formulierung von Bilanzgleichungen 

Zur Beschreibung und Auswertung von 13C-Markierungsexperimenten werden nun die Bilanz­
gleichungen für Metabolit-, C-Atom- und Isotopomeren-Pools formuliert, welche die Beziehun­
gen zwischen Flüssen und Markierungsanteilen quantitativ ausdrücken. Dabei wird zunächst mit 
dem isotopisch stationären Fall begonnen. 

4.2.1 Metabolit-Bilanzen 

Das erste Gleichungssystem ist durch die wohlbekannten stöchiometrischen Bilanzgleichungen 
gegeben. Für jeden Metabolit-Pool werden die hieran partizipierenden Flüsse bilanziert. Da sich 
die absoluten Poolgrößen im metabolisch stationären Zustand nicht verändern, müssen die Sum­
men der in einen Metabolit-Pool hinein- bzw. aus ihm hinausfließenden Flüsse jeweils gleich 
sein. Im laufenden Beispiel erhält man aufgrund der getroffenen Annahmen vi = 0, vt -
0, vt = 0, vt = ° also zwei stöchiometrische Gleichungen: 

B: v~ + vt = v: + v~ + v;t 
E: v?: + v~ = vt + v~ + v,{ 

(4.5) 
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4.2.2 C·Atom-Bilanzen 

Zur Formulierung der Bilanzgleichungen für Kohlenstoff-Atome wird ein bestimmter C-Atom­
Pool im System betrachtet und die Menge aller C-Atom-Transitionen, die in diesen Pool hinein­
bzw. hinausführen. Für den Pool 8#1 sind dies (aufgrund der getroffenen Direktionalitätsannah­
men) beispielsweise die Hin- und Rückreaktionen 

vi: A#1 
v2: 8#1 
v3: 8#1 
v5: 8#1 

> 8#1 
> E#1 
> F#1 
> K#1 

und v2: E#1 > 8#1 

Die Menge der markierten Kohlenstoff-Atome, die in den Pool 8#1 hineintransportiert wird, 
ergibt sich wie folgt. Die zuführenden Reaktionen, also die Hinreaktion von vi und die Rück­
reaktion von v2, transportieren die absolute Menge V( und vr an markierten und unmarkierten 
Teilchen pro Zeiteinheit. Da der Anteil der zugeführten markierter Atome am Gesamtfiuß durch 
al bzw. el gegeben ist, ergibt sich als Gesamtfiuß von markierten Kohlenstoff-Atomen in den 
Pool 8#1 folglich V( . al + vr . el. Entsprechend ist die Menge des durch die Flüsse v2, v3 
und v5 aus dem Pool heraus transportierten markierten Materials gleich ( v2* + vt + vs+) . bl . Im 
stationären Zustand ändert sich die Markierungsverteilung nicht, so daß die zu- und abgeführ­
ten Teilchenmengen übereinstimmen. Daraus ergibt sich der folgende Satz von Markierungs­
Bilanzgleichungen: 

8#1 : V(·al + vt·el - (v~+vt+v~) . bl 

8#2 : V(.a2 + Vt· e2 - ( v2* +v;+ +v:) . b2 
E#l: -+b + v:;!·b1 (~-1 -tL "'4) v;~ . 2 _'"0> V ~v. ~I~V • el 234 -

(4.6) 

-+ 7)3 -eI + v2+·62 (V~-+V3>+V4+) . e'j, 

4.2.3 Isotopomeren m Bilanzen 

Die Formulierung von Isotopomeren-Bilanzen ist aufwendiger als die von C-Atom-Bilanzen, 
da bei Reaktionen mit mehreren Partnern auch Terme höherer Ordnung auftreten. Exemplarisch 
sei dies anhand des Isotopomeren-Pools E#11 des Beispielsystems dargestellt. Zu diesem Pool 
tragen die monomolekularen Hin- und Rückreaktionen 

v2: 8#11 > E#11 und v2: E#11 > 8#11 
v4: E#11 > H#11 

sowie die bimolekularen Umsetzungen 

v3: 8#00 + E#11 > E#01 + F#O + G#1 
v3: 8#10 + E#11 > E#01 + F#1 + G#1 
v3: 8#01 + E#10 > E#11 + F#O + G#O 
v3: 8#01 + E#11 > E#11 + F#O + G#1 
v3: 8#11 + E#10 > E#11 + F#1 + G#O 
v3: 8#11 + E#11 > E#11 + F#1 + G#1 

bei.3 Die monomolekularen Schritte werden analog zu den Kohlenstoff-Übergängen durch bzgl. 
Flüssen und Markierungen lineare Terme beschrieben. Der entsprechende Zufiußterm in der Bi-

3Interessantetweise wurden Isotopomeren-Bilanzgleichungen bisher stets für den Citratzyklus fonnuliert, in 
dem im wesentlichen nur ein bimolekularer Schritt vorkommt [CSKW83, KWL93, KCS93, FR95]. Da in diesen 
Studien zudem einer der beiden Reaktionspartner dieses Schritts (nämlich Acetyl-CoenzymA) als Input-Metabolit 
vorgegeben war, reduziert sich das entsprechende System sogar auf ein lineares Modell bzgl. x. 
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lanzgleichung für E#11 ist v~' bu und der Abflußterm (vr + v.{) . eu. Die bimolekulare Re­
aktion trägt insgesamt vier weitere Zuflußterme zur Bilanzgleichung bei, entsprechend den vier 
möglichen Isotopomeren-Kombinationen, die E#11 bilden. Die Wahrscheinlichkeit, daß die Re­
aktion v3 die beiden Isotopomere 8#01 und E#11 zusammenführt, ist durch das Produkt ihrer 
Anteile, also bOl . eu, gegeben [KCS93]. Der entsprechende Gesamtzufluß ist also 

vi . bOl . eIO + vi . bOl . eu + vi . bu . eIO + vi . bl1 • eu = vi . (bOl + bu ) . (eIO + eu) 

Der Gesamtabfluß aus dem Pool ist nach derselben Gesetzmäßigkeit und Anwendung von Glei­
chung (4.3) gegeben durch 

Ganz allgemein kombiniert eine bimolekulare Reaktion ein Isotopomer mit jeder Form seines 
Partners. Die Summe der Markierungsanteile der Partner ist also Eins, so daß für die aus dem 
Pool herausführenden Reaktionsschritte die Molekularität nicht von Bedeutung ist. Die entspre­
chenden Terme sind dann von erster Ordnung. Zusammenfassend ergeben sich die Bilanzglei­
chungen: 

B#OO: v~'aoo + vt·eoo = (v;+ +vt +vs+) ·boo 
B#Ol : v~·aOl + Vt·eOl = (v;+ +vt+Vs+)·b01 
B#10: vt·aIO + Vr·eIO = ( v~ +vt +vs+). bIO 
B#l1 : V(·al1 + vr·eu = (v~+vt+vS+)·bu 

E#OO: -4b v2 • 00 .+~ v:;>·(boo + blO ) • (eoo + eOl) (vt +vt +v,1)·eoo 
(4.7) 

E#Ol : 1);+ -bOl + v3~>·(bo() + bw ) , (elO + eu) ~ (vt+v:1+v;t)·eOl 
E#10: v:i ·blO + vt·(b01 + bll ) . (eoo + eOl) (vt+vt+v;).elO 
E#l1 : -4b v2 • 11 + vt·(b01 + bl1 ) • (elO + ell) (vt+vt+vt)·eu 

4.2.4 Isotopisch instationärer Fall 

In der isotopisch instationären Situation sind die oben hergeleiteten Bilanzgleichungen nicht 
mehr korrekt, da sich die Poolgrößen noch verändern. In diesem Fall müssen die absoluten Pool­
größen einbezogen werden, weil sie die Kapazität des jeweiligen Metabolit-Pools für markiertes 
Material festlegen. Die absolute Menge an markierten Kohlenstoff-Atomen an der ersten Posi­
tion von 8 ist gegeben durch B . bl . Da sich B zeitlich nicht verändert (metabolisch stationärer 
Zustand), folgt für die zeitliche Veränderung der Markierungsmenge: 

d/dt (B . bl ) = B· d/dt b1 

Durch Ergänzung der stationären Markierungs-Bilanzgleichungen (4.6) um den differentiellen 
Term ergibt sich: 

8#1 : B· d/dtbl = vt·al + Vr'el (v~+vt+v~) . bl 
8#2 : B· d/dtb2 - Vt· a2 + Vr'e2 (v~+vt+vS+) . b2 (4.8) 
E#l: E· d/dt el - v;;+ ·b2 + V~·bl (vt+vt+v.{) . el 
E#2 : E· d/di e2 - v;;+ ·el + V~·b2 (vt +vt +v.{) . e2 

Die instationären Gleichungen für die Isotopomeren-Anteile können analog gebildet werden. 
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4.3 Explizite Behandlung des Beispielsystems 

An dieser Stelle können anhand des laufenden Beispiels bereits einige allgemeine Prinzipien und 
zentrale Probleme der Lösung von stationären Bilanzgleichungen sowie der Flußschätzung aus 
Meßdaten aufgezeigt werden, die für den weiteren Verlauf dieser Arbeit von zentraler Bedeutung 
sind. Ganz allgemein sind diese Fragestellungen als Redundanz- und Identifizierbarkeitsproble­
me bekannt [WaI87]. 

Die im folgenden vorgestellten Ergebnisse wurden mit Hilfe des Computeralgebra-Systems 
Maple [Kof94] erzielt. Der Einsatz solcher Systeme [Hea91, Kof92] hat in den letzten Jahren in 
allen wissenschaftlichen Disziplinen an Bedeutung gewonnen [LR87, MMN89, PT95]. Insbe­
sondere bei der Behandlung polynomialer Gleichungssysteme -wie Z.B. Markierungs-Bilanz­
gleichungen - sind in den letzten Jahren einige Fortschritte erzielt worden [CL092, BW93]. 
Die ausführliche Behandlung algebraischer Methoden würde jedoch den Rahmen dieser Arbeit 
sprengen. Der Leser sei hier verwiesen auf [Wie95a, Wie96a]. 

Nachfolgend wird der Einfachheit halber angenommen, daß 

aOO = 0 alO = 0 an = 0 (4.9) 

gilt, insbesondere also nach Gleichung (4.4) 

az = 1 (4.10) 

4.3.1 Explizite Lösung der Bilanzgleichungen 

Als erstes sollen die Markierungsanteile als Funktion der Flüsse ausgedrückt werden. diesem 
können die Metabolit··Bilan7ßn (4.5) verwendet werden, um die Flußvariablen v;t und 

v;j"+ zu eliminieren: 

(4.11) 

Die linear unabhängigen Flüsse vl*, v~ , vt, v;t auf der rechten Seite der Gleichungen werden 
als die freien Flüsse bezeichnet (vgl. Definition 6.4). Einsetzen der rechten Seiten in die stati­
onären C-Atom-Bilanzen (4.6) bzw. die Isotopomeren-Bilanzen (4.7) führt auf ein lineares bzw. 
quadratisches Gleichungssystem zur Berechnung aller Markierungsanteile in Abhängigkeit von 
den freien Flüssen. Während dessen Lösung im linearen Fall direkt durch eine Gauß-Elimination 
berechnet werden kann (vgl. Satz 7.3), gestaltet sich die explizite Lösung der Isotopomeren­
Bilanzen wesentlich aufwendiger (vgl. dazu die Diskussion sogenannter Gröbner-Basen in 
[CL092, Wie95a]). 

Hier sei nur die Lösung der stationären C-Atom-Bilanzen 

b1 - vt·a l a2 / ao 
b2 - a3 / ao 

und der stationären Isotopomeren-Bilanzen 

boo = 1 - bIO - bOl - bn 

blO v~vt'ala2a6 / a~ 
bOl a2a8 / a~ 
bll = +- 2 2 / 2 v2 ·al a 2a4 ao 

eOO = 1 - elO - eOl - en 

elO -+ / 2 v2 'ala2 a 4a6 ao 
eOI = v-+' 2 a7 / a~ 
en - a 2a 2a 2 / a 2 

I 2 4 0 

wiedergegeben, wobei die Hilfskonstanten ai gegeben sind durch: 

(4.12) 

(4.13) 
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aO = 

al -
a2 -
a3 -
a4 -
a5 -
as -
a7 -
aB -

V(3 + V(2. (3vt" - 2vs+) + v( . (3Vt"2 - 4vt"vS+ + vs+ 2) 
+ vt . (vt2 - 2vtvS+ - V~2 + vs+2) 
V( - v~ + vi - v~ 
V( +vt-v~ 
ao - V;+Vt"al 
V( +vt" 
ao - v~ala4 
V(2 + V( . (2vt - v~) + vi, (vt" - v~ - v~) 
aoas + v;+vt . (2asv~ - ao - V(V;+2) 

+- 3 a7 - V2 ala4 
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Ganz allgemein kann für das C-Atom-System und unter gewissen Bedingungen auch für das 
Isotopomeren-System gezeigt werden, daß der Markierungszustand eine Funktion des Flußvek­
tors ist (siehe dazu Abschnitt 7.1 und 7.3): 

x = x (v) (4.14) 

Allerdings kann diese Beziehung nur für C-Atom-Bilanzen explizit unter Verwendung einer in­
versen Matrix angegeben werden (Satz 7.3). Für Isotopomeren-Systeme ist dies im allgemeinen 
nicht mehr möglich. Entsprechende algebraische Lösungsstrategien werden in [Wie95a] vorge­
stellt. Die oben angegebene explizite Beziehung für das Beispielsystem verdeutlicht, welchen 
Grad an Komplexität die Lösungen schon bei kleinen Systemen annehmen können. 

die Informationsgehaltes von Meßwerten spielen Redundanzbeziehungen 
eine zentrale Rolle. Kann ein Meßwert ohne Kenntnis des Systemzustands bereit<;; aus anderen 
Meßwerten rekonstruiert werden, so enthält er keine zusätzliche Information über die intrazel­
lulären Flüsse. Algorithmische Methoden zur Aufdeckung von Redundanzbeziehungen werden 
in [Wie96a] vorgestellt. Hier sei nur das Ergebnis der Anwendung auf das laufende Beispiel 
präsentiert. Die Redundanzbeziehungen sind hier: 

o = bl el - b~ - bl + b2 

0= ble2-b2el-bl+el 
o b2 - b~ - bl + bl1 

o - bleU - elbu 
Dieses Resultat überrascht zunächst, denn es folgt: 

undsodann 

bu 
blO -
bOl = 
boo = 

el = (b~ +bl - b2)/bl 
e2 (b2el +b1 - el)/bl 

b~ + bl - b2 eu = buet/bl 
bu - bl elO = eu - el 
bu - b2 eOI = eu - e2 
1 - bOl - blO - bu eOO = 1 - eOI - elO - ell 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

Es zeigt sich also, daß das gesamte System bereits durch die Kenntnis von bl und b2 bestimmt 
ist. Alle anderen C-Atom- und Isotopomeren-Anteile können daraus berechnet werden. Folglich 
enthalten Isotopomeren-Meßwerte im Beispiel keine zusätzliche Information über die intrazel­
lulären Flüsse! Es zeigt sich also, daß Isotopomeren-Anteile nicht grundsätzlich mehr Informati­
on über die gesuchten Flüsse enthalten als Positions-Markierungsanteile. Der Nachweis, ob dies 
der Fall ist, kann sich im Einzelfall äußerst schwierig gestalten (vgl. [Wie95a]). 
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4.3.3 Flußschätzung 

Das Problem der Flußschätzung besteht in der Berechnung der intrazellulären Flüsse aus vorge­
gebenen Meßdaten. Es soll nun für das Beispiel explizit gelöst werden. Zunächst läßt sich aus 
den ermittelten Redundanzbeziehungen ablesen, welche Größen gemessen werden müssen, um 
die verbleibenden unbekannten Flüsse zu berechnen. Wie gezeigt, kann man sich dabei auf die 
C-Atom-Markierungen b1 , b2 beschränken. Nimmt man die extrazellulären Flüsse v~ und vst 
als meßbar an, so ergeben sich die verbleibenden intrazellulären Flüsse aus 

v~ v~ . ij 
2 - 1 (b2-bd.(b2+bl-l) 

vi - (v~+vt-vst)· I b1b
2 

(4.18) 

Auch die übrigen Flüsse vs+ und vt lassen sich dann nach Gleichung (4.11) berechnen. Glei­
chung (4.18) macht darüber hinaus deutlich, daß nicht auf die Messung von V5 verzichtet wer­
den kann. Ganz allgemein wird die Frage, ob sich intrazelluläre Flüsse auf der Basis von Mar­
kierungsda ten und extrazellulären Flußmessungen bestimmen lassen, als I dentiJizierbarkeitspro­
blem bezeichnet (vgl. [Wie95a]). 

Ausdrücklich sei an dieser Stelle auf das wichtige Resultat hingewiesen, daß -wie das Bei­
spiel mit vi und vt zeigt - unter bestimmten Bedingungen aus Markierungsdaten beide Fluß­
raten von bidirektionalen Reaktionsschritten berechnet werden können. 

8.0 

6.0 .­
Y 2 4.0 

2.0 

0.0 ..... ~---------
0.0 2.0 4.0 6.0 

y"" 
2 

8.0 

0.7 

0.0 0.1 0.3 

Abbildung 4.1: Realisierbare Markierungszustände für das Beispielsystem aus Abbildung 3.2 
mit den Werten vt = 1 und vt = O. Die eingezeichneten Niveaulinien zeigen, wo die freien 
Flüsse vi und vt den jeweils angegebenen Wert annehmen. 
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4.3.4 Realisierbare Markierungszustände 

Wird davon ausgegangen, daß Meßwerte für die Flüsse vt und vst vorliegen, so beschreiben 
die Gleichungen (4.12) und (4.18) eine bijektive Beziehung 

1-1 
~ (4.19) 

Der Bildbereich dieser Transformation wird als Menge der (physikalisch) realisierbaren (bi, b2 )­

Markierungszustände bezeichnet. Diese Menge soll nun exemplarisch für vt' = 1 und vst = 0 
berechnet werden. Dabei ist zu Bedenken, daß die möglichen Werte für vzt und vt eingeschränkt 
sind durch die aus den stöchiometrischen Gleichungen (4.5) und der Bedingung v ;::: 0 resultie­
renden Nebenbedingungen (Abb. 4.1) 

o < vzt 
o < vt 
o < v: = 
o < vi = 

Hieraus folgt 

o ::; vr ::; vi ::; 1 + vr bzw. - 1 ::; vi - 1 ::; vr ::; vi ( 4.20) 

Nun ist "( bijektiv und stetig, d.h. es genügt, das Bild der Randlinien des durch Gleichung (4.20) 
gegebenen Bereichs zu bestimmen. Diese sind gegeben durch (Abb. 4.1): 

vt=O /\ 0 ::;v:i:::; 1 
vzt =vt /\ 0:::; v;-+ ( 4.21) 
v:i=1 + vt /\ 1 :::;v;-+ 

von b1 } 6'}, für 

v-+ vt- ~r 00 2 , 2 

zu untersuchen. Dies kann mit Hilfe der Gleichungen (4.12) durchgeführt werden, so daß Abbil~ 
dung 4.1 entsteht. Interessanterweise schrumpfen dabei zwei der in Gleichung (4.21) beschrie­
benen Grenzlinien auf je einen Punkt zusammen. 

Aus Abbildung 4.1 ist ersichtlich, daß die Menge der realisierbaren Zustände nicht den gan­
zen Raum [0,1] x [0,1] ausfüllt. Dies hat weitreichende Konsequenzen für die Auswertung von 
Experimenten, da die gemessenen Markierungsanteile aufgrund von Meßfehlern durchaus auch 
außerhalb des realisierbaren Gebietes liegen können. In diesem Falle sind die Gleichungen (4.18) 
nicht mit positiven Flüssen lösbar. Die Analyse dieser Ausnahmesituation ist ein zentraler Ge­
genstand der statistischen Auswertung in Kapitel 11. 

Während die halbkreisförmige obere Grenzlinie in Abbildung 4.1 im Falle v;-+ = vi genau 
erreicht wird (hier wird von einer realisierbaren Grenzlinie gesprochen), repräsentiert die unte­
re Grenze das Ergebnis des Grenzübergangs v;-+, vt -+ 00. Sie selbst gehört also nicht mit zur 
Menge der physikalisch realisierbaren Markierungszustände und wird nachfolgend als asympto­
tische Grenzlinie bezeichnet. 

Besonders problematisch ist die Flußschätzung dann, wenn der Meßwert in in der Nähe der 
asymptotischen Grenzlinie liegt. Dann führt eine kleine Veränderung des gemessenen Markie­
rungswertes zu beliebig großen Veränderungen der zugehörigen Flußschätzung aus Gleichung 
(4.18). Im Extremfall kann die Messung aufgrund des Meßfehlers auch unterhalb der gezeig­
ten asymptotischen Grenze liegen, so daß die Flußschätzung im Unendlichen liegt. Aus diesem 
Grunde ist es für die praktische Anwendung wichtig, das Problem "unendlich großer Flüsse" so­
wohl in numerischer als auch in statistischer Hinsicht zu behandeln. Diese Thematik durchzieht 
die folgenden Abschnitte. 
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4.4 Mehrdimensionale Matrizen 

In den beiden nun folgenden Abschnitten wird eine abstrakte Notation für die bisher am Beispiel 
eingeführten C-Atom- und Isotopomeren-Bilanzgleichungssysteme entwickelt. Das Ziel ist ei­
ne kompakte Notation der Gleichungssysteme unter Zuhilfenahme eines Matrizenkalküls. Die 
dabei zur Beschreibung von Markierungssystemen eingeführten mehrdimensionalen Matrizen 
repräsentieren die Struktur des zugrundeliegenden Netzwerks, während die bereits vorgestell­
ten Vektoren v und x seinen Zustand quantifizieren. 

4.4.1 Allgemeine Gestalt der Bilanzgleichungen 

Offenbar haben alle Bilanzgleichungen die Gestalt von Multilinearformen bzgl. der Variablen 
Xi, xfP und Vk. Konkret gilt 

1. für den i-ten Metabolit-Pool eine Gleichung der allgemeinen Gestalt 

dirn v 

0= L Ni,j'Vj (4.22) 
j=l 

mit gewissen stöchiometrischen Koeffizienten Ni,j' 

2. für den i-ten C-Atom-Pool eine Gleichung der allgemeinen Gestalt 

dirn v dirn x dirn v dirn xinp 

O L ~p +~ ~ pinp inp = :> ',',k • Xk • V' ., ., , , k • X.. • V' 
~ J,I,. , J ~ k.-I 3,1, 10 J (4.23) 

j=1 k~l j=1 k-l 

mit gewissen Koeffizienten P.i,i,k, pfY,k' 

3. für den i-ten Isotopomeren-Pool eine Gleichung der allgemeinen Gestalt4 

dirn v dirn x dirn x 

o - L:L:2: Q , , k I • Xk . XI • V' 3,t, , 3 

j=l k=l 1=1 

dirn v dirn x dirn v dirn xinp 

+ L 2: Pj,i,k' Xk' Vj + L 2: P~~f,k' x~P. Vj (4.24) 
j=l k=1 j=l k=l 

mit gewissen Koeffizienten P j,i,k, P1.f.k' Qj,i,k,l. 

Ähnlich wie bei den Poolvariablen werden für die Koeffizienten von C-Atom- und Isotopome­
ren-Bilanzen dieselben Bezeichner P j,i,k und P1.f.k verwendet, obwohl diese Koeffizienten in 
beiden Fällen ganz verschiedene Werte haben. Mit der genauen Definition der Koeffizienten 
beschäftigt sich Abschnitt 4.5. 

Die oben verwendete allgemeine Summennotation legt die Einführung einer Matrixnotation 
nahe. Um völlig auf die umständliche Indexnotation verzichten zu können, werden nun drei- und 
vierdimensionale Matrizen zusammen mit entsprechenden Rechenregeln eingeführt.5 

4Nach den einschränkenden Annahmen aus Definition 3.5 darf eine bimolekulare Reaktion mit einem extrazel­
lulären Partner nicht auftreten. Daher werden keine Koeffizienten Q~nr k I benötigt. 

5Der häufig verwendete Begriff des Tensors für mehrdimensional~ 'Matrixstrukturen wird in dieser Arbeit ver­
mieden, da Tensoren meist im Kontext geometrischer Transformationsinvarianzen verwendet werden. Daher sind 
die Indexdimensionen eines Tensors gleich, was bei 3D- und 4D-Matrizen nicht unbedingt der Fall ist [BG68]. 
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4.4.2 Definition mehrdimensionaler Matrizen 

Definition 4.5 (3D-Matrix, 4D-Matrix) 3D-Matrizen bzw. 4D-Matrizensind Vektoren bzw. Ma­
trizen, deren Einträge selbst wieder Matrizen sind: 

(

Mn ... MIm) 
M 4D - • • • - . . . . . . 

Mn ... Mnm 

Dabei müssen alle Einträge Mij die gleichen Abmessungen haben, d.h.: 

Vi,j rowdim M ij = rowdim Mn Vi,j coldim Mij = coldim Mll 

Die Mengen der 3D- bzw. 4D-Matrizen werden mit lllmx(kxl) bzw. IR (mxn)x(kxl) bezeichnet, wo­
bei die Indizierung in der Form 

(M:Dh,1 bzw. (Mt,~)k,1 

mit der Reihenfolge Zeile-Spalte-Subzeile-Subspalte erfolgt. 

Genauso wie sich Vektoren als einspaltige Matrizen auffassen lassen, werden auch 3D-Ma­
trizen als spezielle (m x 1) x (k x 1)-4D-Matrizen (also einspaltige 4d-Matrizen) betrachtet. Es 
wird somit identifiziert: 

IRmx(kXI) ~ IR (mxl)x(kxl) 

U~"~~A~ der 
'l'ypkonvertienmgen vorgenommen [EGL89]. Aufgrund dieser Konvention können alle 
Definitionen, die in diesem Abschnitt für 4D-Matrizen vorgenommen werden, unmittelbar auch 
auf 3D-Matrizen angewendet werden. 

Weiterhin treten als Ergebnis der nachfolgend eingeführten Matrix-Vektor-Produkte häufig 
"entartete" (1 x 1) x (k x l)-4D-Matrizen 

( ( 

Mll,l1 ••. Mll,lI) ) 
M 4D = :'.: . . . 

Mll,kl ... Mll,kl 

mit nur einer einzigen inneren Matrix oder (m x n) X (1 x 1 )-4D-Matrizen 

( 

(MU,ll) 

(M~l'l1 ) 
bestehend aus (1 x 1 )-Matrizen auf. Für diese entarteten Fälle werden zusätzlich die folgenden 
Identifikationen vorgenommen, bei denen die inneren Matrizenklammernjeweils weggelassen 
werden: 

IR(IXl)X(kxl) ~ IRkxl 

IR(mxn)x(lxI) ~ IRmxn (4.25) 

Insbesondere kann eine entartete 4D-Matrix in der gewohnten Weise unmittelbar mit einem Vek­
tor multipliziert werden. 
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4.4.3 Matrix-Vektor-Produkte 

Angestrebt wird die Festlegung von Matrix-Vektor-Produkten, um die Indexsummen aus den 
Gleichungen ( 4.22), (4.23) und (4.24) kompakt ausdrücken zu können. 

Definition 4.6 (inneres Produkt, äußeres Produkt) Das äußere Produkt einer 4D-Matrix M 
mit einem Vektor W von links bzw. Y von rechts ist gegeben durch: 

wT8M8Y= (~l)T (~11 :~ .. ~lm). (7 ) ~ (tt WiMijYj) 
W n Mn Mnm Y m i=l j=l 

Das inneren Produkt einer 4D-Matrix M mit einem Vektor x von links bzw. Y von rechts ist 
gegeben durch: 

Beim äußeren Produkt werden Vektoren von außen so "heranmultipliziert", als ob die Ein­
träge von M einfache Zahlen wären. Das Ergebnis ist eine entartete (1 x 1)-4D-Matrix, und die 
einzige innere Matrix hat die Abmessungen der inneren Matrizen Mij. 

Beim inneren Produkt werden dagegen die Vektoren an die einzelnen Einträge von M "her­
anmuItipliziert", das Ergebnis ist eine entartete 4D-Matrix aus (1 xl )-Matrizen mit den Abmes-

Rechenregeln für Matrix m Vektors Produkte 

Es kann leicht gezeigt werden, daß sich alle Produkte linear verhalten bezüglich Addition und 
Skalarmultiplikation der in ihnen auftretenden Vektoren und Matrizen. Ferner sind die eingeführ­
ten Vektor-Matrix-Produkte assoziativ und darüber hinaus auch kommutativ auf jeder Seite der 
Matrix. 

Ein Beispiel kann die Anwendung der Rechenregeln und der Typkonvertierungsregel ( 4.25) 
illustrieren. Da mit dem "."-Symbol sowohl das innere 4D-Matrix-Vektor-Produktals auch das 
gewöhnliche Matrix-Vektor-Produkt gemeint sein kann, soll hier ausnahmsweise die innere Mul­
tiplikation mit "@" bezeichnet werden. Dann gilt: 

xT • v T 8 M 8 w· Y = x T (8) y T 8 M 8 w@y = y T 8 x T @ M @ y 8 W = yT . x T (8) M @y. W 

Aufgrund der Einführung der Matrix-Vektor-Produkte lassen sich Multilinearformen kom­
pakt formulieren. Z.B. ist:6 

T T M x .y 8 8w,y - L L L L(Mi,jh,I'Xk 'Yl' Yi' Wj 
j k I 

xT 8M8W'Y - L L L(Mi,j)k,I'Xk'Yl'Wj 
j k I 

6Der mit der Tensorrechnung vertraute Leser wird sich hier an die Einsteinsche Summenkonvention für indi­
zierte Mehrfachsummen erinnern [Bet87], die ebenfalls eine äußerst kompakte Schreibweise ermöglicht. Der Autor 
bevorzugt jedoch eine indexfreie Notation analog zur gewöhnlichen Matrizenrechnung. 
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4.4.5 Matrix-Matrix-Produkte 

Schließlich kann jede der oben eingeführten Matrix-Vektor-Multiplikationen kanonisch zu einer 
Matrix-Matrix-Multiplikation erweitert werden: 

Definition 4.7 (Matrix-Matrix-Produkt) Ist ein Matrix-Vektor-Produkt ® gegeben, so definiert 

M®(K1, ... ,Km ) d~ (M®K1, ... ,M®Km ) 

ein dazu assoziiertes Matrix-Matrix-Produkt. 

Für die Matrix-Matrix-Produkte gelten die von den Matrix-Vektor-Produkten ererbten Rechen­
regeln. 

4.5 Matrixnotation der Bilanzgleichungen 

In diesem Abschnitt werden die eingeführten mehrdimensionalen Matrizen angewendet, um zu 
einer kompakten Notation der Bilanzgleichungen zu gelangen. Alle Definitionen werden am lau­
fenden Beispiel aus Abbildung 3.2 illustriert. Eine formal strengere Festlegung, die auch für eine 
automatische Generierung der entsprechenden Matrizen geeignet ist, wird in [Wie94b] vorge­
stellt. 

4.5.1 Metabolit-Bilanzen 

stöchiometri ~, 
bzgL und (: IR dim Xxdim v zu einem System von Ivletabolit-

Reaktionsschritten ist gegeben durch die Festlegung: 

A falls der i-te Metabolit mit Koeffizient 
A auf der rechten Seite der j -ten Reaktion auftritt 

- A falls der i-te Metabolit mit Koeffizient 
A auf der linken Seite der j -ten Reaktion auftritt 

o sonst 

Hierbei ist sowohl die Hin- als auch die Rückrichtung jeder Reaktion zu betrachten. Ferner sind 
die Koeffizienten mehrfach auf einer Seite auftretender Metabolite zu addieren. 

Im laufenden Beispiel ist? 

N=( 1 -1 -1 
1 

-1 -1 
-1 

1 
-1 

1 
1 ~ ) (4.26) 

und die stöchiometrischen Gleichungen (4.5) lassen sich formulieren in der kompakten Form 

O=N·v (4.27) 

Diese Gleichung hat zunächst noch einen vorläufigen Charakter, denn die Matrix N wird später 
in Definition 6.4 auf Nettoflüsse bezogen und zudem um weitere Zeilen ergänzt, so daß weitere 
lineare Beziehungen dargestellt werden können. 

7 Aufgrund der Unidirektionalitätsannahmen könnten viele Einträge in der rechten Matrixhälfte auch entfallen, 
da die entsprechenden Flüsse ohnehin den Wert 0 haben, jedoch werden sie aus Symmetriegründen stets mitgeführt. 
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4.5.2 C·Atom-Bilanzen 

Definition 4.9 (C-Atom-Transitionsmatrix, Input-C-Atom-Transitionsmatrix) Die 
C-Atom-Transitionsmatrix P E jRdim vx(dim xxdim x) zu einem System von C-Atom-Transitio­
nen ist gegeben durch die Festlegung: 

A falls die i-te Reaktion AC-Atome vom k-ten intrazellulären 
C-Atom-Pool zum j-ten intrazellulären C-Atom-Pool transportiert 

-A falls j = k ist und die i-te Reaktion AC-Atome aus dem 
j-ten intrazellulären C-Atom-Pool heraus transportiert 

o sonst 

Die Input-C-Atom-Transitionsmatrix pinp E jRdim vx(dim xxdim xinp) zu einem System von 
C-Atom-Transitionen ist gegeben durch die Festlegung:8 

(PfP)j,k = C-Atom-Pool zum j-ten intrazellulären C-Atom-Pool transportiert 
{ 

A falls die i-te Reaktion AC-Atome vom k-ten Input-

o sonst 

Zur Verdeutlichung der Definition am laufenden Beispiel lassen sich die Gleichungen (4.6) 
mit Hilfe zweier zustandsabhängiger Matrizen formulieren als: 

U) = C~V~ ) . (::) 
( ) I b, \ 

113' ~ 11t 11~ l :' ) I 2 

v1 v;> ~~1It 11;> c~, 11: 1 

V2~ vi/ ~v~ - va> - V4> e2 

Unter Verwendung einer naheliegenden Schreibweise ergeben sich daraus die den Flüssen zu-
geordneten Matrizen (nur die nichtverschwindenden Matrizen sind aufgeführt)9 

( 
1 J Cl -J pinp pgt -1 

1 = = 1 -1 
1 

P2" c: -1 :) p-+ ( -J (4.28) = 4 = -1 
1 

( 
1 

-n ( 
-1 

:) p+- PS+ -1 
2 = -1 = 

8Im Grunde müssen hier nur die Hinfiüsse v-+ der Substrataufnahmeschritte berücksichtigt werden, da extra­

zelluläre Flüsse nach Definition 3.5 unidirektional sind. Daher ist (p~np)j,k für jeden Rückfluß Vi gleich Null zu 
setzen. 

9Vgl. auch die in [ZS94] eingeführten "atom mapping matrices". Sie entsprechen genau denjenigen Teilmatri­
zen der Atom-Transitionsmatrizen, die durch Streichung aller Zeilen und Spalten zu unbeteiligten Edukten und Pro­
dukten entstehen. Diese Teilrnatrizen können in einem Computeralgebra-System sehr elegant zur Formulierung der 
Bilanzgleichungen verwendet werden, erschweren jedoch eine allgemeine Systemanalyse, da alle diese Matrizen 
unterschiedliche Abmessungen haben. Im übrigen ist bei einer Implementierung in Form von schwach besetzten 
Matrizen der Speicherplatzaufwand beider Varianten identisch. 



4.5. MATRIXNOTATION DER BlLANZGLBICHUNGEN 

und daraus die 3D-Atom-Transitionsmatrizen: 
p = ( 

= ( 

p~, Pi ,Pi, Pt, Pst,Pi ,pr ,Pt,Pt ,Pt ) 
pinp P inp pinp pinp pinp pinp 0 0 0 0 0 

1'2'3'4'5" , , , ) 
Offenbar lassen sich die C-Atom-Bilanzgleichungen (4.6) jetzt schreiben in der Form 

clim v.... dim v.... dirn v'" 

o = I: (PfP. Vi) . Xinp + L:: (p(' Y() . x + I: (Pt· Yt) . x 
i=1 i=l i=1 

oder unter Zuhilfenahme der 3D-Matrizen und des Gesamtflußvektors Y kompakt als: 

o = pinp 0 V • xinp + p 0 Y • x 

4.5.3 Isotopomeren -Bilanzen 

77 

(4.29) 

Die in Gleichung (4.7) auftretenden bilinearen Terme können am Beispiel des E#11-Pools mit 
Hilfe einer symmetrischen Matrix notiert werden als: 

boo 
T 

boo 
bOl 1 1 bOl 

blO b10 + v~ ·bll 1 bll 1 1 bll ell : 0 = "2 . vst . eoo eOO -(vr + vst + v1)·ell 
eOl eOl 

elO 1 1 elO 

ell 1 1 eH 

Daher muß je eine symmetrische Matrix Qi,j pro (bimolekularem) Reaktionsschritt Vi und pro 
so 

Q= (. 
~1,dimx 

entsteht. Im Beispiel sind jedoch nur die Matrizen zum Reaktionsschritt vt und den als Produkte 
entstehenden Isotopomeren eoo, eOl, elO, eu von Null verschieden. Allgemein führt dies zu der 

Definition 4.10 (4D-Isotopomeren -Transitionsmatrix, 3 D-Isotopomeren-Transitionsmatrix, 
3D-Input-Isotopomeren-Transitionsmatrix) Die 4D-Isotopomeren-Transitionsmatrix 
Q E IR (dim v x dirn x) x (dirn x x dirn x) zu einem System von bimolekularen Isotopomeren-Transitionen 
ist gegeben durch die Festlegung: 

{ 

~ falls die i-te Reaktion das 
(Qi,j ) k,1 = k-te und das [-te Isotopomer zum j -ten Isotopomer kombiniert 

o sonst 

Die 3D-Isotopomeren-Transitionsmatrix P E ~clirn vx(dirn xxdirn x) und die 3D-Input-Isotopo­
meren-Transitionsmatrix pinp E IRdim vx(dirn xxdim x

inp
) beschreiben die monomolekularen Iso­

topomeren-Transitionen. Sie sind vollkommen analog zur Definition 4.9 filr C-Atom-Transitions­
matrizen festgelegt, haben jedoch -trotz gleicher Bezeichnung -andere Dimensionen und Ein­
träge. 

Eine zu den C-Atom-Bilanzen (4.29) völlig analoge Kompaktnotation der Isotopomeren­
Bilanzen ist nun gegeben durch: 

o = pinp 0 y T . x inp + P 0 yT . X + xT • Q 0 y . x (4.30) 
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4.5.4 Zugehörigkeitsmatrizen 

Die Bilanzgleichung (4.30) enthält noch nicht die Forderung, daß die Summe aller Isotopome­
ren-Anteile eines Metaboliten stets eins ist (vgl. Gleichung (4.3) und Abb. 1.5). Dies kann mit der 
nachfolgend eingeführten Matrixnotation leicht ausgedrückt werden. Ebenso fehlt bisher eine 
Matrixnotation, um die Beziehung zwischen Positions-Markierungs- und Isotopomeren-Antei­
len (vgl. Gleichung (4.4) und Abbildung 1.5) auszudrücken. Dazu muß in der folgenden Definiti­
on ausnahmsweise notationell zwischen dem C-Atom-MarkierungsvektorxA und dem Isotopo­
meren-Markierungsvektor Xl unterschieden werden: 

Definition 4.11 (C-Atom-Metabolit-Zugehörigkeitsmatrix, Isotopomeren-Metabolit -Zuge­
hörigkeitsmatrix, Isotopomeren-C-Atom-Zugehörigkeitsmatrix, Input-Zugehörigkeitsma­
trizen) Die C-Atom-Metabolit-Zugehörigkeitsmatrix 
Zt- E ]Rdim Xxdim x

A zu einem System von C-Atomen und Metaboliten ist festgelegt durch: 

(ZA ) .. = { 1 falls das j-te C-Atom zum i-tenMetaboliten gehört 
M ~,3 0 sonst 

Die Isotopomeren-Metabolit-Zugehörigkeitsmatrix z1- E ]Rdim Xxdim xl ist analog definiert. 
Die Isotopomeren-C-Atom-Zugehörigkeitsmatrix Z~ E ]Rdim xAxdim xl ist gegeben durch: 

I { 1 falls das i-te C-Atom im j-ten Isotopomer markiert ist 
(ZA)i,j = 0 sonst 

werden Zugehärigkeitsmatrizen Z~inr, 
xA,inp und x 1,inp festgelegt. A und 1 

weggelassen, wenn der Bezug aus dem Kontext klar ist. 

die Input­
nachfolgend 

Mit diesen Hilfsmitteln können die Beziehungen (4.3) und (4.4) nun sehr einfach ausge­
drückt werden durch die Matrizen-Gleichungen 

zi:jnp . xI,inp = 1 (4.31) 

(wobei 1 den mit Eins-Einträgen gefüllten Vektor passender Dimension meint) und 

Z~. Xl = x A Z~ . xI,inp = xA,inp (4.32) 

Beispielsweise werden die Gleichungen (4.3) und (4.4) nun geschrieben als: 

(1111) ( aOO aOl alO an )T - ( 1 ) 

( ~ 1 1 1 
i ) ( boo bOl blO bn eoo eOl elO en )T ( i ) 1 1 1 

-

(: 1 i ) ( aOO aOI alO an )T ( :~ ) = 
1 

(: 
1 1 . 

j) UD 
1 1 

( boo bOl blO bn eoo eOl elO en f = 
1 

1 
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4.5.5 Beziehungen zwischen den C-Atom- und Isotopomeren-Bilanzglei­
chungen 

Da die C-Atom -Positions-Markierungsanteile aus den Isotopomeren-Anteilen berechnet werden 
können, liegt es nahe, daß auch die C-Atom-Bilanzgleichungen aus den Isotopomeren-Bilanz­
gleichungen rekonstruierbar sind. In der Tat müssen nur die Bilanzen derjenigen Isotopomeren­
Pools aufaddiert werden, die ein bestimmtes C-Atom erhalten, um zu der entsprechenden C­
Atom-Bilanz zu gelangen .. Beispielsweise ist in Gleichung (4.7): 

8#01 : 
+ 8#11: 

8#2 : 

+ vt·eol 
+ vt·ell 

= (vg+ +v: +V~).bOl 
(vg+ +v: +vs+).bll 

Die untere Zeile ist aufgrund von Gleichung (4.4) gerade die C-Atom-Bilanz zu 8#2 (Glei­
chung (4.6)). Ganz analog weist man nach, daß die Summe aller Isotopomeren-Bilanzen zu ei­
nem Metabolit-Pool gerade die stöchiometrische Gleichung dieses Pools, also gleich Null ist. 
Zusammenfassend gilt der 

Satz 4.1 (Beziehungen zwischen C~Atom~ und Isotopomeren~Bilanzen) Die rechte Seite der 
C-Atom-Bilanzgleichungen eines Marlderungssystems sei gegeben durch 

u.nd die rechte Seite der entsprechenden Isotopomeren-Bilanzgleichung durch 

Es gelte die stöchiometrische Gleichung N . v = 0 mit der stöchiometrischen Matrix N aus 
Definition 4.8. Dann gilt: 

z~ . xl = x A 1\ z~. xI,inp = xA,inp =:} z~· F (xI,inp,xI ) _ JA (xA,inp,xA) 

zi,. xl = 1 1\ Z~. xI,inp = 1 =:} Zi,. JI (XI,inp, xl) - 0 

Auf den rein formalen Beweis dieser Beziehungen wird hier verzichtet. 

4.5.6 Bilanzgleichungen im isotopisch instationären Fall 

Die Zugehörigkeitsmatrizen lassen sich auch dazu benutzen, um die Differentialgleichungen für 
das instationäre System zu formulieren. Beispielsweise können die instationären C-Atom-Bi­
lanzgleichungen (4.8) in Matrizenschreibweise geschrieben werden in der Art 

Offenbar läßt sich die hierin auftretende Strukturmatrix mit Hilfe der transponierten C-Atom­
Metabolit-Zugehörigkeitsmatrix Z~ aus Definition 4.11 und des Poolgrößen-Vektors X darstel­
len als 
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wobei der Operator diag aus einem Vektor die entsprechende Diagonalmatrix bildet. Folglich 
können die instationären C-Atom-Bilanzen in Erweiterung von Gleichung (4.29) allgemein ge­
schrieben werden als 

(4.33) 

Analog lassen sich die instationären Isotopomeren-Bilanzgleichungen aus Gleichung ( 4.30) kom­
pakt formulieren als 



KapitelS 

Netto- und Austauschftüsse 

In Kapitel 4 wurde die Beschreibung eines bidirektionalen Stoffflusses durch einen Hin- und 
Rückfluß v-+ = v( und v+- = vt eingeführt. Wie sich gezeigt hat, sind solche Hin- und Rück­
flüsse hervorragend geeignete Variablen zur Formulierung der Markierungs-Bilanzgleichungen, 
so daß ihre Bezeichnung als "natürliche Flußkoordinaten" sinnfällig ist. Andererseits sind die­
se Koordinaten eher ungeeignet, um das System im Sinne der experimentellen Anwendung zu 
charakterisieren, und zwar aus mehreren Gründen: 

1. Gilt das Interesse der Stoffproduktion so ist in erster Linie der Nettofluß vnet = v-+ - v+­
relevant [Val91]. Andererseits bietet jedoch die Quantifizierung des in beide Richtungen 
stattfindenden Stoffaustauschs eine wichtige Zusatzinformation. Sie erlaubt ggfs. die Auf­
findung von Reaktionsschritten mit großem Kontrolleinfluß auf die Regulation des Sy~ 
stems. 

2. Standardmeßinstrumente (vgL Abschnitt 2.1) erlauben stets nur die direkte Messung von 
Nettoflüssen. Dementsprechend werden die stöchiometrischen Gleichungen (4.27) übli­
cherweise mit Nettoflüssen formuliert. Im Hinblick auf den Vergleich mit bestehenden 
Methoden sollte daher auch der hier entwickelte allgemeine Ansatz zur Bilanzierung von 
Markierungssystemen Nettoflüsse zur Systembeschreibungverwenden. Insbesondere soll­
te sich die etablierte Metabolit-Bilanzierungsmethode [VS93, VP94a] als Spezial fall der 
allgemeinen Methode ergeben. 

3. Im Rahmen von Simulationsstudien, die den Einfluß bidirektionaler Reaktionsschritte un­
tersuchen, ist eine Variation des bidirektionalenAustauschs bei konstantem Nettofluß sinn­
voll. Dazu sind in der bisherigen Formulierung stets zwei Größen zugleich - nämlich der 
entsprechende Hin- und Rückfluß - zu variieren. 

4. Modellannahmen, die den bidirektionalen Stoffaustausch betreffen, also insbesondere die 
Annahme einer unidirektionalen oder schnell austauschenden Reaktion, sollten sich mit 
Hilfe eines einzigen, vom Nettofluß unabhängigen Parameters ausdrücken lassen. 

5. Bzgl. der statistischen Güte von Flußschätzungen wird sich in Abschnitt 11.3 zeigen, daß 
Nettoflüsse in der Regel gut bestimmt werden können, weil bereits viele direkte N ettofluß­
messungen vorliegen. Andererseits ist eine Schätzung des bidirektionalen Stoffaustauschs 
ausschließlich auf der Basis von Markierungsdaten möglich (vgl. Gleichung (4.12»). Es ist 
also zu erwarten, daß die Einführung eines alternativen Koordinatensystems zur Flußbe­
schreibung die Einflüsse der beiden Arten von Meßdaten stärker entkoppelt. 

81 
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Zusammenfassend ist festzustellen, daß Hin- und Rückflüsse ein ungeeignetes Koordinatensy­
stem für die Simulation, Interpretation und Auswertung von Markierungsexperimenten darstel­
len. Daher wird in diesem Kapitel eine äquivalente Beschreibung bidirektionaler Stoffflüsse mit 
Hilfe des Nettoflusses vnet und eines Austauschflusses vxch eingeführt, die zusammen das soge­
nannte Anwendungs-Koordinatensystem bilden. Letzterer quantifiziert den in beiden Richtun­
gen zugleich ablaufenden Fluß eines Reaktionsschritts. 

Während der Austauschfluß vxch hervorragend geeignet ist, um Direktionalitätsannahmen 
des experimentellen Anwenders zu formulieren, bereitet er hinsichtlich der numerischen und 
statistischen Behandlung einige Schwierigkeiten. Dies führt zu einigen Varianten der Definiti­
on des Austauschflusses, die bei bestimmten Problemlösungen besser geeignet sind, ohne dabei 
ihre Handhabbarkeit seitens des Anwenders aufzugeben. Dies führt zur Einführung sogenann­
ter geglätteter und kompaktifizierter Flußkoordinaten. Abschließend werden dann anhand eines 
Beispiels die Eigenschaften von Markierungssystemen bezüglich der verschiedenen Varianten 
von Austauschflüssen diskutiert. Hierbei wird sich zeigen, daß Austauschflüsse ein hervorragend 
geeignetes Hilfsmittel für die Beschreibung schnell austauschender Reaktionsschritte darstellen. 

5.1 Alternative Beschreibung von StoflHüssen 

5.1.1 Definition von Austauschftüssen 

Zur Vermeidung überflüssiger Indizierungen wird in diesem Abschnitt weiterhin von einem ein­
zelnen Reaktionsschritt mit Flüssen v-+ und vf- ausgegangen. Der Nettofluß vnet = v-+ - vf- ist 
dann ein unstrittiger Kandidat für die erste Koordinate eines alternativen" Anwendungs-Flußkoor-

nun eine Maßz"ahl vxch, den bidirektionalen 
entsprechenden Reaktion beschreibt. Diese wird im folgenden als Austauschfluß 

zeichnet. 
Austauschflüsse können im hier gegebenen Rahmen nicht über enzymkinetische oder ther­

modynamische Erwägungen eingeführt werden, da keine Annahmen über den Reaktionsmecha­
nismus vorausgesetzt werden sollen. Daher empfiehlt sich eine phänomenologische Definition, 
die zweckmäßigerweise den folgenden Bedingungen genügt: 

Definition 5.1 (Nettofluß, Austauschßuß) Betrachtet wird ein Reaktionsschritt mit Hin- und 
Rückfluß v-+ > 0 und vf- ~ O. Der Nettofluß dieser Reaktion ist gegeben durch 

Ein Austauschfluß vxch für den betrachteten Reaktionsschritt ist eine Funktion von v-+ und vf-, 
die die nachfolgenden Bedingungen erfüllt: 

Additive Skalierung: Austauschflüsse skalieren additiv, d.h. 1 

Vc>o vxch (v-+ + c, vf- + c) = vxch (v-+, vf-) + c 

Charakterisierung unidirektionaler Reaktionen: Ein verschwindender Austauschfluß charakte­
risiert eine unidirektionale Reaktion, d.h. 

v -+ = 0 V V f- = 0 {::> vxch 
( V -+ , V f-) = 0 

1 Die Bedingung wird nur für c > 0 fonnuliert, damit der Definitionsbereich von vxch (v-+ , vf-) nicht verlassen 
wird. 



5.1. ALTERNATIVE BESCHREIBUNG VON STOFFFLÜSSEN 83 

Aufgrund dieser beiden Axiome ist v xch bereits eindeutig festgelegt: 

Satz 5.1 (Eindeutigkeit des Austauschftusses) vxch ist durch Definition 5.1 eindeutigfestgelegt 
als: 

Beweis: 

c::J 

Im Falle v-+ > v~ gilt: vxch (v-+, v~) = vxch (v-+ - v~, 0) + v~ = v~ 
Im Falle v-+ < v~ gilt: vxch (v-+, v~) = vxch (0, v~ - v-+) + v-+ = v-+ 

Abbildung 5.1a illustriert die Definition von Austauschflüssen. 

a) vnet <0 

Vxch>o 

Abbildung 5.1: Veranschaulichung der Definition von Austauschflüssen für bidirektionale Re­
aktionsschritte: a) Variation des Nettoflusses bei festem Austauschfluß. b) Variation des Aus­
tauschflusses bei festem Nettofluß. 

5.1.2 Eigenschaften von Austauschftüssen 

Der folgende anhand von Abbildung 5.1 leicht zu verifizierende Satz zeigt, daß durch die Einfüh­
rung von Netto- und Austauschflüssen eine alternative Koordinatendarstellung für v-+, v~ er­
reicht wurde. 

Satz 5.2 (Anwendungs-Flußkoordinatensystem) Die Beziehung 

v-+ = v xch + max ( vnet, 0) 
v~ = v xch + max (-vnet, 0) 

legt eine bijektive Abbildung cP fest mit: 

cP: (vnet,vxch) --+ (v-+,v~) 
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Offenbar ist diese Koordinatentransformation abschnittweise linear, wie die Abbildung 5.2a 
veranschaulicht. Zum Vergleich zeigt Abbildung 5.2b das in [SSH92] vorgestellte lineare Koor­
dinatensystem zur Beschreibung bidirektionaler Flüsse, das im wesentlichen gegeben ist durch 

v_ = v-+ - vf-
v+ = !. (v-+ + vf-) 

Es wurde eingeführt, um das Verhalten eines Markierungssystems für v+ -+ 00 zu untersuchen 
(vgl. auch Satz 8.4). Zwar ist dieses Koordinatensystem rechentechnisch gesehen angenehmer 
als das (vnet , vxch)-System, es erfüllt jedoch die aus Anwendersieht gestellte Bedingung der ad­
ditiven Skalierung nicht. 

a) 

4 

3 

2 

1 

b) 

4 

3 

2 

1 

Abbildung 5.2: a) Veranschaulichung der durch die Definition 5.1 von Austauschflüssen gege­
benen Koordinatentransformation cI> durch Überlagerung zweier Niveauliniendiagramme ("Git­
terverzerrung"). b) Veranschaulichung des linearen Koordinatensystems aus [SSH92]. 

Austauschflüsse genügen noch einigen weiteren, leicht nachweisbaren Bedingungen, die bele­
gen, daß die Definition sinnvoll gewählt wurde: 

Satz 5.3 (Eigenschaften von Austauschßüssen) Für alle v-+ 2: 0, vf- 2: 0 gilt: 

Nicht-Negativität : Austauschflüsse sind nicht negativ, d.h. 

vxch (v-+, vf-) 2: 0 

Einheit : Die physikalische Einheit von vxch ist die eines Flusses. 

Normierung : Austauschflüsse sind bezüglich ihrer Größenordnung normiert durch die Bedin­
gung 

Symmetrie : Austauschflüsse verhalten sich symmetrisch bezüglich Hin- und Rückfluß, d.h. 
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MuItiplikative Skalierung : Austauschflüsse skalieren multiplikativ, d.h. 

Schnelle Gleichgewichte : Große Austauschflüsse sind dadurch charakterisiert, daß 

vxch (v-+, vf-) -+ 00 {:} ( v-+ -+ 00 /\ vf- -+ 00 ) 

Die Bedeutung von Austauschflüssen für die Beschreibung von Markierungssystemen wird 
in Abschnitt 5.2 noch eingehender behandelt. 

5.1.3 Differenzierbare Approximation von Austauschflüssen 

Für die numerische Behandlung von Markierungssystemen birgt die Definition 5.1 den Nachteil, 
daß die Funktion vxch (v-+, vf-) für v-+ = vf- ~ vnet = 0 zwar stetig, aber nicht differen­
zierbar ist (vgl. Abb. 5.2). Als Hilfskonstruktion wird daher eine differenzierbare Approximati­
on eingeführt, deren Güte durch einen Parameter a variiert werden kann. Insbesondere soll im 
Grenzwert a -+ 0 die Approximation gegen die Originalfunktion konvergieren, während für 
a -+ 00 immer "glattere", aber weniger gut approximierende Funktionen entstehen. 

Eine geeignete differenzierbare Approximation resultiert aus der Feststellung, daß generell 
gilt: 

min(x,y) 
1 

= 2·(x+ y -lx- y l) 

max(x, y) l ' (x + y + I:JJ - yl) 

Der Betragsterm läßt sich wiederum schreiben als 

Ix - yl = v(x - y)2 , 

(5.1) 

(5.2) 

(53) 

so daß sich unter Einführung des Glättungsparameters a die nachfolgende Approximation er­
gibt: 

Definition 5.2 (geglättete Minimum- und Maximumfunktion, geglätteter Austauschftuß) 
Sei a ~ 0 ein Glättungsparameter. Dann ist die geglättete Maximum- und Minimumfunktion 
(minen maxa ) festgelegt durch:2 

mina(x,y) d;j !(x+y-V(2a)2+(x-y)2) 
maxa (x, y) cl:;j ! (x + y + v(2a)2 + (x - y)2) 

Der geglättete Austauschfluß zu v-+ ~ 0, vf- ~ 0 ist hiermit gegeben durch 

Im Fall a = 0 entspricht dies gerade der alten Definition (kein Approximationsfehler, aber 
Nichtdifferenzierbarkeit). Der Index a wird nachfolgend wieder weggelassen, wenn er sich aus 
dem Kontext ergibt. 

2Der Tenn (2a) 2 anstelle von a wird hier im Hinblick auf Satz 5.5 gewählt. 
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5.1.4 Eigenschaften des approximierten Austauschftusses 

Es bleibt dem Leser überlassen, zu prüfen, welche der Bedingungen aus Definition 5.1 und Satz 
5.3 für die Approximation noch exakt gelten und welche nur approximativ. Hier sei nur festge­
stellt, daß völlig analog zu Satz 5.2 gilt: 

Satz 5.4 (Approximiertes Anwendungs-Flußkoordinatensystem) Für gegebenes a ~ 0 de­
finieren die Gleichungen 

eine bijektive Abbildung 

v-+ vxch + maxa ( vnet, 0) 
v~ - vxch + maxa (-vnet, 0) 

cPa: (vnet,v~ch) ---t (v-+,v~) 

Die Ableitungen von cPa nach vnet und vxch können berechnet werden mit Hilfe der Regel 

8 1 ( x ) ~ maxa (x, 0) = -2 1 + 2 (0) 
uX maxa x, - x 

a = 1.0 

1 2 3 4 1 2 3 4 

Abbildung 5.3: Veranschaulichung der durch die differenzierbare Approximation cI> ades Aus­
tauschflusses (vgl. Definition 5.2) festgelegten Koordinatentransformation für verschiedene 
Werte des Glättungsparameters a (vgI. Abb. 5.2a). 

Die approximierte Koordinatentransformation ist in Abbildung 5.3 für verschiedene Werte 
von a dargestellt. Für den maximalen Approximationsfehler liest man an Abbildung 5.3 ab 3: 

Satz 5.5 (Maximaler Approximationsfehler des geglätteten Austauschßusses) 

1 \J I xch xchl < • Vv-+;::O,v+-;::O va - V _ a 

2. Das Maximum wird für vnet = 0 mit dem Wert a angenommen. 

3Ein exakter Beweis findet sich in [Sie96]. 
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5.2 Behandlung großer Austauschftüsse 

In Abbildung 4.1 wurden anhand des Beispiels aus Abbildung 3.2 die physikalisch realisierba­
ren Markierungszustände eines Bilanzgleichungssystems dargestellt. Dieses Beispielsystem und 
insbesondere sein Verhalten in der Nähe der asymptotischen Grenzlinie wird nun mit Hilfe der 
neu eingeführten Flußparameter untersucht. 

yo<p 

8.0 1.0 

6.0 0.9 

V
XCh 

4.0 

2.0 

0.7 

0.0 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.1 0.2 0.3 

Abbildung 5.4: Realisierbare Markierungszustände für das Beispielsystem aus Abbildung 3.2 
mit einigen eingezeichneten Niveaulinien bezüglich des Anwendungs-Koordinatensystems für 
v( = 1, vst = 0 (vgl. Abb. 4.1). 

5.2.1 Charakterisierung der asymptotischen Grenzlinie des realisierbaren 
Gebietes 

In Abbildung 4.1 wurde das Gebiet der erreichbaren Markierungszustände des Beispielsystems 
dargestellt. Dabei wurde deutlich, daß die asymptotisch realisierte Grenze des Gebiets durch die 
Bedingung v;+ , vi -+ 00 charakterisiert wird. Beim Übergang zu den Anwendungs-Koordinaten 
vermittels 

(vnet Vxch) 
2 , 2 

1-1 
f--+ 

1-1 
f--+ 

bleibt der Bildbereich natürlich derselbe (Abb. 5.4). Es zeigt sich jedoch, daß die physikalisch 
realisierbare Grenzlinie nun durch v~et = 0 beschrieben wird, während die asymptotische Grenz­
linie einem schnellen Markierungsgleichgewicht entspricht: 

v~et = const /\ v~ch -+ 00 (5.4) 

Für die Flußschätzung bedeutet dies, daß bei fehlerbehafteten Markierungsmeßwerten "unter­
halb" der asymptotischen Grenze ein unendlicher Austauschfiuß vich, aber ein endlicher Net-
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tofluß v2et geschätzt wird. Damit kann die Behandlung solcher Grenzlagen unabhängig von den 
Nettoflüssen auf die Betrachtung von Austauschflüssen reduziert werden.4 

1.0 1.0 v~et=o.o-
b 0.3 0.8- b2 1 0.6-

0.9 
0.2 0.4-

0.2-

v~et=0.2--
0.8 

0.1 0.4-

0.6-

0.7 1.0~ 0.0 
0 4 6 8 0 4 6 8 

V
xch 
2 V

xch 
2 

Abbildung 5.5: Auswirkung der Variation des Austauschflusses v~ch auf die C-Atom-Pools 8#1 
und 8#2 im Beispielsystem aus Abb. 3.2 für verschiedene Werte von viet (vt = 1, v~ = 0). 

5.2.2 Systemeigenschaften im Bereich großer Austauschflüsse 

Ein unendlich großer Austauschfluß v~ch erlaubt direkte Rückschlüsse auf den Markierungszu-
im Gleichgewicht durch 

verbundel1el1 C-Atom-Pools [SSH92]. Abbildung illustriert das 
v~ch "-4 00 für verschiedene Werte von v!iet. Folgende Aussagen können leicht überprüft werden 
(vgl. Abb. 5.5): 

1. Der Markierungszustand der durch v2 miteinander verbundenen Pools #81 und #E1 bzw. 
#82 und #E2 ist im Grenzwert identisch. Diese Aussage ist für große Austauschfiüsse von 
allgemeiner Gültigkeit und wird in Satz 8.4 bewiesen. 

2. Bei großen Austauschflüssen wirkt sich eine Variation von v~ch praktisch nicht mehr auf 
den Markierungszustand des Systems aus. Umgekehrt ist dann ein Austauschfluß nur noch 
größenordnungsmäßig aus Markierungsmeßdaten der betroffenen Pools schätzbar. Das dar­
aus resultierende statistische Problem wird in Abschnitt 11.3 behandelt. 

3. Die Grenzwerte der Markierungsanreicherung können explizit berechnet werden (vgl. Satz 
8.3). Dabei zeigt sich, daß der Nettofluß v2et auch in der Grenzsituation seinen Einfluß auf 
das System behält, also insbesondere aus Markierungsmeßdaten schätzbar bleibt. 

4. Bei Annahme extrem großer Austauschflüsse kann das C-Atom-Netz aus Abbildung 3.2 
durch Zusammenziehen der austauschenden Pools #81 und #E1 bzw. #82 und #E2 zu 
je einem Pool auf ein Netzwerk mit zwei Pools reduziert werden. Daraus resultiert ei­
ne weitere, häufig angewandte Methode zur Netzwerkvereinfachung [SSH92] (vgl. auch 
Abb.9.5). 

40ffenbar strebt das System auch für einen unendlich großen Nettofiuß der asymptotischen Grenzlinie zu. Je­
doch ist dieser Fall für die Praxis irrelevant, da Nettofiüsse auf grund der vorhandenen direkten Meßwerte bzw. der 
an sie gestellten Nebenbedingungen nur in gewissen Grenzen variabel sind (vgl. dazu Abschnitt 6.1). 
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5.2.3 Kompaktifizierte Definition von Austauschflüssen 

Aufgrund der Analyse des Systemverhaltens bei großen Austauschflüssen ist eine erweiterte De­
finition von Austauschflüssen wünschenswert, die auf geeignete Weise den Wert 00 mit in ihren 
Definitionsbereich einschließt. Derartige Vervollständigungen der Zahlengeraden werden in der 
Topologie als Kompaktijizierungen bezeichnet [Lan85]. Der Markierungszustand im Unendli­
chen soll dabei gleich dem Grenzwert sein. Für die praktische Anwendung sollte diese Fest­
legung darüber hinaus auch numerisch behandelbar sein, was bei Verwendung beliebig großer 
Zahlenwerte problematisch wäre. 

Dieses Problem wird in der Analysis üblicherweise durch einen geeigneten Abschluß des 
Intervalls [0, oc[ am rechten Rand gelöst. Zu diesem Zweck wird das Intervall [0,1] bijektiv 
auf [0,00] abgebildet. In Abschnitt 8.2 wird sich zeigen, daß die nachfolgende Transformation 
hierfür besonders geeignet ist. 5 

Definition 5.3 ([0,1] -Kompaktifizierungs-Abbild ung) Die [0,1 ]-Kompaktifizierungs-Abbildung 

[0,1] l-l) [0,00] wird festgelegt durch die Transformation 

<p[O,l]: x E [O,I[ -+ l':x 
x=1 -+ 00 

Dies führt zur einer letzten Variante der Definition eines Austauschflusses, die im folgenden vor 
allem bei numerischen Rechnungen Verwendung findet. 

([O,l]gAüstaüschflüß) Der auf dem Intervall [0, 1] definierte, bzgl. seines Wer-
[0,'1 durch 

vxch[O,lJ(v~ v+-) d;j (<p[O,i1r1 (vxch(V~ v+-)) = '/)){ch('/)'~,~+-) 
, '1 + vxch (v~, v+-) 

Erneut ist damit eine Koordinatentransformation definiert, welche die kompaktifizierten Fluß­
koordinaten in die Anwendungs-Flußkoordinaten überführt: 

Sa tz 5.6 (kompaktifiziertes Anwend ungs-Flußkoordina tensystem) Die Kompaktijizierungs­
abbildung <p[O,l] legt eine bijektive Abbildung 

<p[O,l] : (vnet, vxch[Q,ll) -+ (vnet, vxch) 

fest. Die Ableitung ergibt sich aus 

~ <p[O,l] (x) = 1 
OX (1 - X)2 

5 Allgemeiner kann statt des Terms l':x auch der Term" l':X mit einer positiven Konstanten ,eingesetzt wer­
den. Der Unterschied liegt in einer unterschiedlich schnellen Konvergenz gegen Unendlich mit wachsendem x. Alle 
im weiteren Verlauf dieser Arbeit entwickelten Konzepte können analog für die mit "1 modifizierte Transformation 
formuliert werden. Empirische Studien haben gezeigt, daß die Parameterwahl, = 1. 0 gute Ergebnisse liefert, wenn 
alle Flüsse in der Größenordnung von 1.0 liegen. Da die Flüsse wie später gezeigt wird stets auf die Substrataufnah­
merate 1.0 skaliert werden können, so daß alle anderen Flüsse ebenfalls in dieser Größenordnung liegen, wird in 
dieser Arbeit auf den formalen Aufwand der Behandlung von, verzichtet. Eine eingehendere Untersuchung findet 
sich in [WG96b, WSGM96]. 
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Die Zweckmäßigkeit der Definition 5.3 zeigt sich beim laufenden Beispiel daran, daß die 
Abbildung 

'Y 0 <p 0 <p[O,I] : (v~et, V~ch[O,l]) l-\ (v~et, V~Ch) l-\ (v;+, vr) l-l) (bI, b2 ) (5.5) 

im Vergleich zu der Abbildung aus Gleichung (4.19) nun auf einer bzgl. V~Ch[O,l] kompakten Men­
ge definiert und - wie in Satz 8.3 gezeigt - einschließlich des Randes stetig und differenzierbar 
ist. 

~ ~ [0,1] 
Y 0 'I-' 0 'I-' 
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1.0 
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Abbildung 5.6: Realisierbare Markierungszustände für das Beispielsystem aus Abbildung 
3.2 mit eingezeichneten Niveaulinien bezüglich des kompaktifizierten Anwendungs­
Koordinatensystems. Man beachte, daß der Urbildbereich beschränkt ist und die Niveaulinien 
im Gegensatz zu Abb. 4.1 und 5.4 zu äquidistanten Werten von v2et und v~ch[O,l] gehören. 

Dies zeigen auch die Abbildungen 5.6 und 5.7. Insbesondere fällt aufgrund von Abbildung 
5.7 auf, daß die Ableitung des Markierungszustands nach v~ch[O,l] im Gegensatz zur Ableitung 
nach v2ch im Unendlichen im allgemeinen nicht verschwindet, was starke Konsequenzen für die 
numerische Gutartigkeit der kompaktifizierenden Koordinatentransformation hat. Es wird sich 
nachfolgend zeigen, daß damit sowohl die oben angedeuteten numerischen als auch die statisti­
schen Probleme großer Austauschflüsse weitgehend entschärft sind. 

5.3 Zusammenfassung der Flußkoordinatensysteme 

Nachfolgend werden die Flüsse eines Markierungssystems stets in einem der oben eingeführ­
ten Flußkoordinatensysteme beschrieben. Zu diesem Zweck sollen die Flüsse und Koordinaten­
transformationen jetzt wieder in die vektorielle Schreibweise gebracht werden. Dabei wird die 
Operation der Glättung und Kompaktifizierung in einem Schritt zusammengefaßt: 

Definition 5.5 (Nettofiußvektor, Austauschfiußvektor, [O,l]-Austauschfiußvektor, Flußko­
ordinatentransformationen)Ausgehend von den natürlichen Flußkoordinaten, gegeben durch 
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Abbildung 5.7: Auswirkung der Variation des kompaktifiziertenAustauschflusses V~Ch[O,l] auf die 
C-Atom-Pools 8#1 und 8#2 im Beispielsystem aus Abb. 3.2 für verschiedene Werte von v~et 
(vgl. Abb. 5.5). 

den Hinftußvektor y-4 und den Rückflußvektor y+- werden die Anwendungs-Flußkoordinaten 
bzw. die kompaktijizierten Flußkoordinaten zur Beschreibung des Flußsystems zusammengefaßt 

zum Nettoflußvektor v-4 - v+-

zum (geglätteten) Austauschflußvektor v xch d;j mina (v-4, v+-) 

zum vxch[O,I] (qS[O,11r1 (vxch) 

Dabei sind das Minimum und die Kompaktifizierung koordinaten weise zu lesen. Entsprechende 
Flußkoordinatentransformationen auf den zusammengefaßten Vektoren sind festgelegt durch.· 6 

~a: 

und ~[0,11 : 
( 

vnet ) 
v xch[O,l] 

1-1 
f----+ 

1-1 
f----+ 

( 
vxch+maxa ( vnet, 0) ) 

- vxch+maXa (-vnet, 0) 

- (::::[0,1] / (1 _ vxch[O,l]) ) 

Diese drei Koordinatensysteme werden nachfolgend zu verschiedenen Zwecken verwendet: 

1. Die natürlichen Flußkoordinaten v-t , v+- eignen sich hervorragend zur Formulierung von 
Bilanzgleichungen (vgl. Kapitel 4). 

2. Alle vom Experimentator getroffenen Annahmen werden im nachfolgenden Kapitel in 
Form linearer Gleichungen bzgl. v net und v xch formuliert (vgl. Abschnitt 6.1). Ebenso wer­
den die Auswertungsergebnisse von Markierungsexperimenten im Anwendungs-Koordi­
natensystem interpretiert (vgl. Kapitel 12). 

3. Die numerischen und statistischen Verfahren verwenden vorzugsweise die kompaktifizier­
ten Koordinaten v net und v xch[O,l] (vgl. Kapitel 10 und 11). 

6Der Vektor-Bruch und die Maximumfunktion sind hier komponentenweise zu lesen. Vgl. dazu auch die Nota­
tionskonventionen in der Einleitung. 



Kapitel 6 

Modellannahmen und Meßgleichungen 

Wie bereits in Abschnitt 2.4 hervorgehoben, sollen Modellannahmen im Rahmen des hier vor­
gestellten Modellierungsansatzes präzise dokumentiert werden. Es wird sich zeigen, daß alle 
üblicherweise in der Literatur getroffenen Annahmen über intrazelluläre Flüsse als Nebenbe­
dingungen an die Netto- und Austauschflüsse formuliert werden können. Zur formalen Notation 
dieser Annahmen werden eine Reihe von Nebenbedingungsmatrizen definiert, die vom experi­
mentellen Anwender gemäß den gemachten Annahmen zu füllen sind. Wie dies geschieht, wird 
in Abschnitt 6.1 anhand des schon in den vorangehenden Kapiteln verwendeten Beispielnetz­
werks aus Abbildung 3.2 vorgeführt. 

Eine weitere Kategorie von Zusatzinformationen, die der experimentelle Anwender für die 
Stoffflußanalyse zur Verfügung stellen kann, ist natürlich durch die konkreten Meßwerte aus 
einern durchgeführten Experiment gegeben, Die Beziehung dieser Meßwerte zu den Zustands-

wird durch die 
außerdem den statistischen Fehler der Messung berücksichtigen. Dabei wird sich unter anderem 
eine quantitative Präzisierung des Begriffs der Multiplettanalyse aus Definition 2.2 ergeben. 

Als Abschluß der Modellierung von metabolischen Markierungssystemen werden in Ab­
schnitt 6.3 noch einmal alle Modellgleichungen zusammengestellt, um die Übersicht zu erleich­
tern. 

6.1 Spezifikation von Modellannahmen 

6.1.1 Formulierung von Annahmen durch lineare Gleichungen 

Wie in Kapitel 5 ausgeführt, sind zur Formulierung von Modellannahmen über Markierungssy­
steme die Anwendungs-Flußkoordinaten vnet und vxch am besten geeignet. Denn alle üblicher­
weise vom Anwender getroffenen Annahmen sind als lineare Gleichungen und Ungleichungen 
ausdrückbar, die entweder die Nettoflüsse oder die Austauschflüsse betreffen. 

Beispielsweise werden die im Kapitel 4 für das Beispielsystem aus Abbildung 3.2 angege­
benen stöchiometrischen Gleichungen (4.5) - welche die Annahme der metabolischen Statio­
narität ausdrücken - normalerweise nicht mit Hin- und Rückflüssen, sondern mit Nettoflüssen 
formuliert, also in der Form: 

B: vret_v~et-v3et _v~et - 0 
E : v~et+v3et-v4et - 0 (6.1) 

Ebenso entsprechen die dort getroffenen Direktionalitätsannahmen für die beteiligten Flüsse den 

92 
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Ungleichungs-Bedingungen 

vget > 0 . (6.2) 

Weiterhin lassen sich getroffene Annahmen über bidirektionale Reaktionsschritte mit Hil­
fe der entsprechenden Austauschflüsse schreiben. Beispielsweise können die in Gleichungen 
(4.2) mit Hilfe von Rückflüssen formulierten Unidirektionalitätsannahmen prägnanter geschrie­
ben werden als 

(6.3) 

Schließlich kann ein Markierungsgleichgewicht aufgrund eines extrem hohen Austauschflusses 
formal notiert werden in der Form: 

(6.4) 

Während die Austauschflüsse yxch aus Anwendersicht die "angenehmsten" Variablen für die 
Spezifikation der getroffenen Annahmen darstellen, müssen alle numerischen Berechnungen im 
kompaktifizierten Fluß-Koordinatensystem - also mit Hilfe von yxch[O,l] - erfolgen (vgl. Ka­
pitel 5). Für die praktische Umsetzung bedeutet dies, daß alle getroffenen Annahmen zunächst 
in das kompaktifizierte Koordinatensystem transformiert werden müssen. Aus Gleichung (6.3) 
und (6.4) wird also: 

v~ch[O,l] = 0 v~ch[O,l] = 1 v~ch[O,11 = 0 V~ch[O,l] = 0 V~ch[O,l] = 0 (6.5) 

Nach Durchführung der jeweiligen numerischen Berechnungen sind dann die Ergebnisse wieder 
in das Anwendungs-Koordinatensystem zurückzutransformieren. 

Der rein formale Aufwand der Hin- und Rücktransformation zwischen den beiden Koordi­
natensystemen soll in dieser Arbeit vermieden werden, um die Beschreibung der implementier­
tennumerischen Verfahren von unnötigem formalen Ballast freizuhalten. Daher werden in die"" 
sem Abschnitt alle Annahmen über Austauschflüsse von vorn herein im kompaktifizierten 
ordinatensystem formuliert. Das in Kapitel 9 beschriebene Softwaresystem ermöglicht dagegen 
die Formulierung aller Annahmen im Anwendungs-Koordinatensystem und führt intern die be­
schrieben Transformationen durch. Der Leser mag sich davon überzeugen, daß jede der nachfol­
gend beschriebenen Typen von Annahmen sowohl im kompaktifizierten Koordinatensystem als 
auch im Anwendungs-Koordinatensystem durch lineare Gleichungen darstellbar ist, deren Ko­
effizienten wie beim Übergang von Gleichung (6.4) zu Gleichung (6.5) jedoch ggfs. ebenfalls 
transformiert werden müssen. 

6.1.2 Annahmen über Nettoflüsse 

Annahmen über Nettoflüsse können in verschiedenen Situationen erforderlich sein. Obligate und 
weitere übliche Annahmen sind: 

Stationarität des Metabolit-Fluß-Systems : Diese wird grundsätzlich angenommen, wozu die 
stöchiometrischen Gleichungen (4.27) jetzt mit Hilfe der Nettoflüsse umformuliertwerden 
inder Form 

(6.6) 

Im laufenden Beispiel entspricht Gleichung (6.1) sofort de Matrizenbeziehung: 

( 
1 -1 -1 . -1). (net net net net net)T _ ( 0 ) 
. 1 . -1 . vl ,v2 ,v3 ,v4 ,v5 - 0 

Offenbar ist die Matrix Nnet gerade die linke Hälfte der Matrix N in Gleichung (4.5). 
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Festsetzung von Nettoßüssen : Zu Simulationszwecken können auch einzelne Nettoflüsse yiet 
durch Wertvorgabe fixiert werden, etwa in der Form viet = niet mit einem vorgegebenen 
Wert niet. 

Zusätzliche Bilanzgleichungen : Außerdem kann der Anwender beliebige zusätzliche lineare 
Gleichungen formulieren, um z.B. Annahmen über Energiebilanzen auszudrücken, wenn 
diese nicht bereits in der Netzwerkformulierung mit Hilfe von Metaboliten des Energie­
stoffwechsels (z.B. ATP, NADH) ausgedrückt sind (vgl. Abschnitt 3.2). 

Die Zusammenfassung aller so entstehenden linearen Nebenbedingungen generalisiert die 
stöchiometrische Gleichung (6.6) zu einem allgemeinen Satz linearer Nebenbedingungen: 

Definition 6.1 (Nebenbedingungsmatrix und Wertevektor für Nettoßüsse, erweiterte stö­
chiometrische Gleichung) Die Nebenbedingungsmatrix Nnet für Nettoflüsse drückt zusammen 
mit dem Wertevektor n net die stöchiometrischen Gleichungen und die vomAnwender vorgenom­
menen Gleichungsannahmen über Nettoflüsse in der Form der erweiterten stöchiometrischen 
Gleichung 

n net = N net . ynet 

aus. Dabei entstehen die ersten dirn X Zeilen von Nnet aus der stöchiometrischen Matrix für 
Hin- und Rückflüsse nach Definition 4.8 durch Streichen der rechten Hälfte. Die entsprechen­
den ersten dirn X Einträge von nnet sind Null. Die übrigen Zeilen von Nnet und n free sind frei 
belegbar, jedoch mit der Einschränkung, daß die Matrix Nnet Maximalrang haben muß.1 

Mögliche Annahmen über die Direktionalität eines Flusses sind:2 

Unidirektionalität: yl,'ch[O.l] = 0 
~ 

Schnelles Gleichgewicht: yfch[O,l] = 1 

Wertvorgabe: yl,'ch[O.l] = n~ch[O,l] 
~ ~ 

Weitere Typen von Annahmen über Austauschflüsse haben keine sinnvolle biologische Inter­
pretation und werden daher nicht zugelassen. Die getroffenen Direktionalitätsannahmen lassen 
sich nun wieder zu einer Matrixnotation zusammenfassen: 

Definition 6.2 (Nebenbedingungsmatrixund Wertevektor für Austauschßüsse, Wertsetzun­
gen für Austauschßüsse) Die Nebenbedingungsmatrix Nxch[O,l] fürAustauschflüsse drückt zu­
sammen mit dem Wertevektor nxch[O,l] die vom Anwender vorgenommenen Annahmen über Aus­
tausch flüsse in Form der Wertsetzung 

nxch[O,l] = Nxch[O,1] . yxch[O,l] 

aus. Jede Zeile der Matrix ist ein Einheitsvektor. Zudem muß Nxch[O,l] Maximalrang haben. 

1 Dies stellt keine wesentliche Einschränkung dar, da linear abhängige Spalten der stöchiometrischen Matrix ge­
strichen werden kÖIUlen oder aber zu inkonsistentenAnnahmen führen, die auf eine fehlerhafte Modellformulierung 
hinweisen. 

2Die Wertvorgabe eines Austauschflusses ist daIUl siIUlvoll, weIUl Simulationsstudien durchgeführt werden, die 
den Effekt eines Austauschflusses auf das System demonstrieren sollen (vgI. z.B. Abbildung 5.5). 
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Im laufenden Beispiel aus Abbildung 3.2 müssen die extrazellulären Reaktionsschritte v1 , 
v3, v4 und v5 gemäß Definition 3.5 als unidirektional angenommen werden, d.h. es ist 

(

1 .... ) 
. . 1 . 

. 1 
1 

6.1.4 Freie Flüsse 

v xch[O,l] 
1 

v xch[O,1] 
2 

v xch[O,l] 
3 

V xch[O, 1] 
4 

v~ch[O,l] 

(6.7) 

Faßt man alle bisher getroffenen Annahmen zusammen, so ergibt sich die kombinierte Glei­
chung: 

( 
Nnet 0 ) (ynet ) (n net ) o Nxch[O,l] • yxch[O,1] = n xch[O,1] 

Da die hierin auftretende zusammengesetzte Matrix nach Definition Maximalrang hat, verblei­
ben damit immer noch dirn ynet - dirn nnet + dirn yxch[O,l] - dirn n xch[O,l] Freiheitsgrade für die 
Variation von v net und vxch[O,l]. 

Diese Freiheitsgrade sollen im Hinblick auf die Durchführung von Simulationsläufen durch 
freie Wertvorgaben für weitere Einträge aus v net und yxch[O,1] ausgefüllt werden. Zu diesem Zweck 
müssen (mehr oder weniger willkürlich) weitere lineare Nebenbedingungen an die Flüsse for­
muliert werden. 

Vorgegeben seien Nebenbedingungenfur Netto~ undAustausch~ 
flüsse gemäß Definition 6.1 und 6.2. Die zusätzliche Nebenbedingungsmatrix Nfree für Netto­
undAustauschflüsse drückt zusammen mit dem zusätzlichen Wertevektor n free zusätzliche Wert­
setzungenjUr vom Anwender ausgewählte Netto- undAustauschflüsse aus in der Form: 

free free (ynet ) 
n = N • yxch[O,1] 

Die dirn y - dirn nnet - dirn n xch[O,1] Zeilen von Nfree sind Einheitsvektoren. Ferner muß Nfree 

Maximalrang haben. 

Im laufenden Beispiel aus Kapitel 4 wurden entsprechend der Gleichung (4.11) die Flüsse 
v net v net v net vxch[O,l] durch zusätzliche Bedingungen Flüsse festgelegt in der Form 1 , 2 , 5 , 2 

(

1 .... 
. 1 . . . 
. . . . 1 

.. ) ( ~ ) · . . . n l 

• • •• • ( net xch[O,1] )T _ n2et 

v l , ••• Vl , • • • - net 
· . . . n5 

1 nxch[O,1] 
• • • 2 

(6.8) 

Durch die Festlegung zusätzlicher Nebenbedingungen ist jedoch noch nicht automatisch ge­
sichert, daß diese zusammen mit den Nebenbedingungen für Netto- und Austauschflüsse alle 
Flüsse im System eindeutig bestimmen. Dazu muß das aus allen drei Typen von Nebenbedingun­
gen kombinierte Gleichungssystem eindeutig lösbar sein. Nur in diesem Fall soll bei den durch 
die zusätzlichen Nebenbedingungen mit Werten belegten Flüssen von freien Flüssen gesprochen 
werden. 
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Definition 6.4 (Gesamt-Nebenbedingungsmatrix, Gesamt-Nebenbedingungsvektor, freie 
Flüsse) Unter den Bedingungen der Definition 6.3 ist die Gesamt-Nebenbedingungsmatrix N 
und der Gesamt-Wertevektor n gegeben durch 

( 

NDe! 0 ) 
N = 0 Nxch[O,l] 

Nfree 
und 

( 

nDe! ) 
n = nxch[O,l] 

n free 

Die durch die zusätzliche Nebenbedingungsmatrix Nfree ausgewählten Flüsse heißen freie Flüsse, 
wenn N Maximalrang hat. 

Damit erhalten die linearen Nebenbedingungen für Netto- und Austauschflüsse ihre endgülti­
ge Gestalt 

N· ( ~:::[O,l] ) = n (6.9) 

Nachfolgend soll stets davon ausgegangen werden, daß freie Flüsse vorliegen, d.h. N invertier­
bar ist. Die Existenz eines solchen Satzes freier Flüsse wird in Abschnitt 8.1 diskutiert. Ferner 
wird dort gezeigt, wie der experimentelle Anwender beim Auffinden freier Flüsse unterstützt 
werden kann. In der Praxis liegen hierzu bereits sinnvolle Kandidaten in Form von charakteri­
stischen Stoffflüssen für einzelne Stoffwechselwege vor. 

Als Zusammenfassung der letzten Abschnitte ergibt sich eine eine durch die Freiheitsgrade 
nfree parametrisierte eindeutige Lösung für das gesamte Flußsystem. Im laufenden Beispiel kann 
der Maximalrang der Gesamt-Nebenbedingungsmatrix leicht geprüft werden. Hier hat Gleichung 
(6.9) die Gestalt: 

1 ~1 

1 

1 
1 

und daher ist 

1 ~1 

1 

1 

( 
vDet ) -1 -1 
V xch[O,1] = N . n = N . 

1 
1 

1 

1 

vuet 
1 ' 0 

vnel 
2 0 

V De! 
3 

vDe! 
4 0 

vDet 
5 0 

vxch[O,I] 
1 0 

Vxch[O,l] 
2 

nDe! 
1 

V~Ch[O,l] n2e! 
xch[O,l] n~et V4 

Vxch[O,l] nxch[O,l] 
5 2 

6.1.5 Ungleichheits-Nebenbedingungen und zulässige Flüsse 

(6.10) 

Der Definitionsbereich für die Flußvektoren v De! und vxch[O.l] muß aus verschiedenen Gründen 
eingeschränkt werden: 

Flußrichtung extrazellulärer Flüsse : Nach den in Definition 3.5 getroffenen Annahmen wer­
den alle extrazellulären Flüsse viel als unidirektional mit vorgegebener Richtung ange­
nommen: viel 2: 0 
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Vorgabe einer Fluß richtung : Darüber hinaus kann auch die Richtung einer intrazellulären Re­
aktion vjet vom experimentellen Anwender vorgegeben werden: vjet ~ 0 bzw. vjet :::; 0 

Wertebereich kompaktifizierter Austauschftüsse : Nach Definition der [0,1 ]-Austauschflüs­
sen müssen die Ungleichungen 0 :::; vth[O,l] :::; 1 gelten. Die Beziehung vich[O,l] ~ 0 ist 
besonders wichtig, damit die Beziehung V( ~ 0 /\ vt ~ 0 stets erfüllt ist (vgl. Satz 
5.3). 

Bereichsbeschränkte Austauschftüsse : Das zulässige Intervall für Austauschflüsse viCh[O,l] 

kann auch nach oben und unten enger beschränkt werden. So lassen sich etwa Unidirektio­
nalität und schnelles Gleichgewicht ausschließen in der Form u~ch[O,l] < V~ch[O,l] < u~ch[O,l] 

1 - 1 - 1 

Bereichsbeschränkte Nettoftüsse : Numerische Optimierungsverfahrenzur Flußschätzung set­
zen einen kompakten Suchraum voraus, d.h. die Werte der Nettoflüsse sollten injedem Fall 
nach oben und unten beschränkt werden: ul,let < vl,let < ul,let 

_1_- 1 - 1 

Streng positive Nettoftüsse : In Abschnitt 7.1 wird gezeigt, daß bei der Simulation von Mar­
kierungsexperimenten gewisse pathologische Fälle ausgeschlossen werden müssen, die 
durch das Verschwinden eines Flusses entstehen (vgl. Definition 7.2 und Satz 7.3). Diese 
Situation, die nur für unidirektionale Flüsse auftritt, kann durch eine Annahme der Form 
o < vtt 

:::; uret ausgeschlossen werden. 

Bilanzlimitierungen : Für Nettoflüsse können darüber hinaus beliebige lineare Gleichungen 
formuliert werden, die gewisse Limitierungen ausdrücken können. 

Ungleichungen, die eine Beziehung zwischen Netto~ und Austauschflüssen fordern, haben keine 
sinnvolle biologisehe Interpretation und werden daher ausgeschlossen. Dies führt zu der nach­
folgenden Darstellung der angenommenen Einschränkungen durch Matrizen: 

Definition 6.5 (Ungleichungs-Nebenbedingungsmatrizen, Ungleichungs-Wertevektoren, 
Ungleichungs-Bedingungen, zulässige Flußvektoren) Die Ungleichungs-Nebenbedingungs­
matrix u net für Nettojlüsse faßt zusammen mit dem Ungleichungs-Wertevektor u net für Net­
tojlüsse die grundsätzlich getroffenen Richtungsannahmen für extrazelluläre Flüsse und weitere 
vomAnwender getroffene Annahmen in der Form 

zusammen. Die Ungleichungs-Nebenbedingungsmatrix u xch[O,l] für Austauschjlüsse faßt zusam­
men mit dem Ungleichungs-Wertevektor uxch[O,l] für Austauschjlüsse die grundsätzlich getroffe­
ne Annahme positiver Austauschflüsse und weitere Bereichsbeschränkungsannahmen für Aus­
tauschjlüsse zusammen in der Form 

uxch[O,l] • vxch[O,l] ~ u xch[O,l] 

Ihre Zeilen dürfen jeweils nur einen von Null verschiedenen Eintrag ±1 enthalten. Die Gesamt­
Ungleichungs-Nebenbedingungsmatrix und der Gesamt-Ungleichungs-Wertevektor u sind ge­
geben durch 

dei (unet 
0 ) U = 0 uxch[O,l] und dei ( u

net 
) 

U = uxch[O,l] 
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Alle Flußvektoren ynet, yxch[O,l], die den Gesamt-Ungleichungs-Bedingungen 

( 
ynet ) 

U· yxch[O,l] ~ u 

genügen heißen zulässig. Die Menge der zulässigen Flüsse darf nicht leer sein. 3 

Bezogen auf das laufende Beispiel wird die Nicht-Negativitätaller extrazellulären Nettoflüsse 
gefordert. Zudem könnte verlangt werden, daß der Austauschfluß V~Ch[O,l] in einem Intervall 
~~ch[O,l], ü~ch[O,l]lliegt. Dann ist: 

vnet 
1 

Vnet 
2 0 

1 vnet 
3 0 

1 vnet 
4 0 

( ynet ) 1 v~et 

U· yxch[O,l] = 1 vxch[O,I] > 0 =u 
1 0 

1 Vxch[O,lj 
2 -~xch[O,11 

-1 Vxch[O,l] -2 
3 Üxch[O,l] 

Vxch[O,lj - 2 
4 

Vxch[O,l] 
5 

In der Theorie der Zustandsraummodelle wird die Beziehung zwischen den Zustandsgrößen und 
deren Messung durch sogenannte Beobachtungs- oder Meßgleichungen abgebildet [Be8S]. Eine 
lineare Meßgleichung beschreibt den Meßvorgang einschließlich der damit verbundenen Meß­
fehler mit Hilfe einer Meßmatrix M und eines Meßfehlervektors s. Dieser wird als multivariat 
normalverteilt4 mit Erwartungsvektor 0 und (symmetrischer, positiv definiter) Kovarianzmatrix 
I} angenommen. 

Bei Markierungssystemen können extrazelluläre Flüsse und Positions-Markierungsanteile 
bzw. Multiplettflächengemessen werden. Während extrazelluläre Flüsse, Positions-Markierungs­
anteile und Poolgrößen meist direkt meßbar sind, treten bei einer Multiplettanalyse Linearkom­
binationen von Zustandsgrößen auf (vgI. Definition 2.2 und Abb. 2.7). 

Definition 6.6 (Meßwertvektoren, Meßmatrizen, Meßfehlervektoren, Meßfehler-Kovari­
anzmatrizen) Die Meßwerte der gemessenen extrazellulären Flüsse, Positions-Markierungs­
anteile bzw. Multiplettflächen und Poolgrößen werden zu den Meßvektoren w, y, Y zusam­
mengefaßt. Die Meßmatrizen Mw , My, Mv geben die lineare Beziehung zwischen tatsächlich 
vorliegenden Werten der Zustandsgrößen y, x, X und den Meßwerten wieder. Die entsprechen­
den Meßfehlervektoren Sw, Sy, Sv haben die jeweiligen Kovarianzmatrizen I}w, I}y, I}v. 

3Diese Bedingung ist in der Praxis stets erfüllt, kann aber auch automatisch geprüft werden [Zou91]. 
4Die Normalverteilungsannahme erfolgt meist mangels genauer Kenntnis der tatsächlichen Fehlerverteilung. 

Außerdem liefert die statistische Theorie in der Regel nur für normalverteilte Größen anwendbare Methoden. Bei­
spielsweise beruht die Kleinste-Quadrate-Schätzung unmittelbar auf einer Normalverteilungsannahme. Vgl. dazu 
auch die Ausführungen in Abschnitt 11.1 
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Die Beobachtungsgleichungen werden nun formuliert als: 

Fluß-Meßgleichung w - Mw'v+cw, Cov(cw)=~w 

Markierungs-Meßgleichung y - My'x+cy, Cov(cy) =~y (6.11) 

Poolgrößen-Meßgleichung Y - My'X+cy, Cov(CY)=~y 

Hierzu einige Anmerkungen: 

1. Es sei daran erinnert daß stets nur entweder C-Atome oder Isotopomere betrachtet werden 
und bzgl. der Notation des Markierungsvektors nicht unterschieden wird (vgl. Definition 
4.3). 

2. Nur extrazelluläre Flüsse (also Nettoflüsse) sind direkt meßbar. Trotzdem wird die Fluß­
Meßgleichung hier für den Gesamtflußvektor v formuliert, damit alle drei Gleichungen 
formal einheitlich sind. 

3. Die Poolgrößen-Meßgleichung ist nur für isotopisch instationäre Experimente relevant. 
In dieser Situation muß zudem die Zeitabhängigkeit der Markierungs-Meßgleichungen 
berücksichtigt werden in Form einer instationären Meßgleichung y (ti) = My . X (ti) + 
e;y (ti) , mit den Abtastzeitpunkten 0 ~ h ~ ... ~ t n• 

Im laufenden Beispiel wurde angenommen (Abschnitt 4.3), daß die Flüsse viet
, vset sowie die 

Markierungsanteile b1 , b2 gemessen werden. Also sind die Meßmatrizen gegeben durch: 

( 
1 . . . . 
. . . . 1 

~l 
und My =: (~ i : :) (6.12) 

6.2.1 NMR-Multiplettanalyse 

Die Aufstellung von Meßgleichungen für Isotopomeren-Systeme ist die quantitative Präzisie­
rung des Vorgangs einer Multiplettanalyse (vgl. [KCS93, JSJ+93]) als Ausnutzung der aus Mul­
tiplettmessungen gewonnenen Information. Ziel ist dabei die Bestimmung möglichst vieler Isoto­
pomeren-Anteile. Dies soll an dem in Abbildung 2.7 dargestellte Idealbeispiel eines C3-Körpers 
illustriert werden. 

Bei der Multiplettanalyse sind die Meßmatrizen nicht nur aus Einheitsvektoren zusammen­
gesetzt wie bei der Messung von Positionsmarkierungen, denn es besteht keine eineindeutige 
Beziehung zwischen Multipletts und Isotopomeren (vgl. die Ausführungen zu Definition 2.2). 
Vielmehr wird die genaue Zuordnung durch die Meßgleichung angegeben. Betrachtet sei nun ein 
Spektrum eines Gemischs aus den 8 verschiedenen Isotopomeren des Moleküls I (vgl. Abb. 2.7). 
Bezeichnet man mit 81,82,83 die Flächen der Singulett-Peaks im Spektrum, mit d1 , d2 , d3 die 
Flächen der Doublett-Peaks und mit t2 die Fläche des einzigen möglichen Triplett-Peaks bezo­
gen auf die Gesamt-Isotopomerenmenge 5 von 100%, so gilt: 6 

5Die Gesamt-Isotopomerenmenge kann mit Hilfe einer Kalibrationsmessung bestimmt werden. V gl. dazu Ab­
schnitt 2.2. 

6Streng genommen darf die erste Gleichung nicht in die Matrix aufgenommen werden, da die Forderung, daß 
sich alle Anteile zu 1 addieren, keine Meßgleichung darstellt. Dies erfolgt hier lediglich der Einfachheit halber. Die 
Gleichung kann aber leicht aus den Meßgleichungen entfernt werden, indem man unter Ausnutzung dieser Bezie­
hung iooo eliminiert. 
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1 1 1 1 1 1 1 1 2000 1 
1 1 2001 81 

1 2010 82 

My ,x+Cy = 
1 1 2011 83 

(6.13) 1 1 2100 
+Cy = d1 

=y 

1 1 2101 d2 

1 1 2110 d3 

1 2111 t2 

Interessanterweise hat die Meßmatrix nicht vollen Rang, d.h. mindestens eine der Gleichun­
gen ist redundant zu den anderen. Es verbleibt jedoch lediglich ein Freiheitsgrad für die Be­
stimmung aller Isotopomeren-Anteile aus den Messungen, denn der Kern der Matrix wird durch 
den Vektor (1, -1,0,0, -1, 1, 0, O)T erzeugt. Die Isotopomeren 1#000, 1#001, 1#1 00 und 1#1 01 
können also nicht eindeutig voneinander getrennt werden. Diese Redundanzbeziehung druckt in 
einer quantitativ präzisen Form die bereits zu Abbildung 2.7 gemachten Aussagen aus. 

Darüber hinaus können bei geschickter Ausnutzung der Möglichkeiten der NMR-Technik, 
deren Darstellung hier jedoch zu weit führen würde, noch weitere Meßwerte ermittelt werden 
können. Wichtig ist dabei, daß stets Messung und Isotopomeren-Anteile in einer linearen Be­
ziehung zueinander stehen. 

Die massenspektroskopische Analyse des Isotopomeren-Gemischs kann nur Teilchen verschie­
dener Masse voneinander trennen. Bezeichnet mo, ml, m2, m3 den Anteil der Teilchen mit kei­
ner, einem, zwei oder drei markierten Positionen, so resultiert die Meßgleichung 

2000 

1 1 1 1 1 1 1 1 2001 1 
1 2010 

mo 
My ,x+Cy = 1 1 1 2011 

+cy = (6.14) ml =y 
1 1 1 2100 

m2 

1 2101 
m3 

2110 

2111 

Diese Gleichung enthält offensichtlich weniger Information als mit einem NMR-Instrument er­
reicht werden kann. Andererseits genügt es, eine der massenspektroskopischen Messungen zu 
den NMR-Meßwerten hinzuzunehmen, um das gesamte Isotopomeren-Gemisch vollständig zu 
bestimmen. 

Ein weiterer massenspektroskopischer Zugang zur Isotopomeren-Quantifizierung basiert auf 
einer chemischen Degradierung der untersuchten Moleküle durch Abspaltung einzelner Kohlen­
stoff-Atome [IL87, DRM+93]. Für das Beispiel sei angenommen, daß von dem C3-Körper suk­
zessive das dritte und dann das zweite Kohlenstoff-Atom abgespalten werden kann. Dies führt 
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zu fünf weiteren Meßwerten mg, mi, m~, m~,3, mi,3 und den zusätzlichen Meßgleichungen 

2000 

1 1 2001 m3 
0 

1 1 1 1 2010 m3 . 1 

1 1 2011 +6' = m3 (6.15) 
2100 Y 2 

1 1 1 1 m2,3 
2101 

0 
1 1 1 1 m2,3 

2110 1 

2111 

Die aus den Meßmatrizen in Gleichung (6.14) und (6.15) zusammengesetzte Meßmatrix hat im­
mer noch keinen Vollrang, jedoch hat der Kern nur die Dimension 1 und wird erzeugt von dem 
Vektor (0, 0,1, -1, -1, 1, 0, 0). Die Rangdefizienzläßtsich also durch einen einzigen unabhängi­
gen Meßwert beseitigen. Dies legt nahe, daß eine Kombination von NMR-Messung und Mas­
senspektroskopie bei Anwendung geschickter analytischer Ansätze durchaus in der Lage ist, bei 
Molekülen mit vier und fünf Kohlenstoff-Atomen zwischen den Isotopomeren weitgehend zu 
differenzieren. 

6.2.3 Fonnulierung von Kovarianzmatrizen 

Bei den meisten Meßgrößen haben die Kovarianzrnatrizen der Meßfehler eine Diagonalgestalt, 
d.h. die einzelnen Messungen werden als voneinander unabhängig angenommen. Dies ist für 
Markierungsmessungen, Multiplettmessungen und Poolgrößenmessungen in der Regel der Fall.7 

bei der von Flüssen. Daher soll hier das Problem der Fehlerübertragung 
angeschnitten werden. 

den Gleidmngen (2.1), (2.2) und (2.3) wird deutlich, daß bei einem Fermentationsex­
periment die Biomasseabflüsse !Ji, die Substrataufnahmerate (J' und die Produktbildungsrate 'Ir 
Funktionen der eigentlichen Meßgrößen X, S, P, D, Ci sind, die als unabhängig voneinander auf­
gefaßt werden. Damit können die daraus abgeleiteten Flußmeßgrößenjedoch untereinander kor­
reliert sein. 

Es wird angenommen, daß der Meßfehler von D im Vergleich zu den anderen Fehlern ver­
nachlässigbar ist. Werden zudem exemplarisch nur zwei Biomasseabflüsse !J1,!J2 betrachtet, so 
liefert ein Linearisierungsansatz für die genannten Gleichungen die Jacobi-Matrix: 

( 

. .. X .) 

. . .. X 
-(Sinp - S)/X -1 . . . 

-P/X . 1 . . 

Da eine unabhängige Messung von X, S, P, Cl, C2 angenommen wird, ist die entsprechende Meß­
Kovarianzrnatrix gegeben durch 

!: = Cov (X, S, P, Cl, C2) = diag ( O'i, O'~, O'~, O'i, O'~ ) 
und es folgt aufgrund der Linearisierung approximativ: 

Cov (!J1' !J2, 0', 'Ir ) ~ J . !: . JT (6.16) 

7In speziellen Situationen kann die Auswertung eines Spektrums auch zu korrelierten Meßwerten führen, 
nämlich dann, wenn eine Peakü berlagerung durch sukzessive Bestimmung von Peakflächen aufgelöst wird. V gl. da­
zu die Beispiele in [Mö195]. 
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Diese Matrix ist nun mit den konkret vorliegenden Daten auszuwerten. Für einen einfachen 
Spezial fall kann dies auch explizit durchgeführt werden. Dabei wird eine stöchiometrisch an die 
Substrataufnahme gekoppelte Wachtums- und Produktbildungsrate angenommen [Wie90], also 

x = Yx/s ' (Sinp - S) und p = Yp / s ' (Sinp - S) 

mit den (unbekannten) Ertragskoeffizienten Yx/s , Yp / s. Dann reduziert sich (6.16) auf: 

1/0'~ 

O'k O'} Yl/ S (Sinp _S)2 

Yp / s 

Die einzige hierin auftretende Korrelation ungleich Null ist: 

Cov 2(0', 11') 
Corr 2 (0',11') = 

Var(J . Var11' 
2 2 172 (Js O'p L PIS 

-
((J~ Yß/s + (J1- Y;/s) . ((J~ + (J1- Y;/s) 

b2 Yß;s 

a er x b = für a L A"n,""A~'" 

jedoch umealistisch, da O"X in der deutlich größer als o~s ist. sind also im 

(6.17) 

nur kleine Korrelationen zu erwarten. Die Annahme unabhängiger Meßgrößen/h, ft2, (J", rr ist 
dann näherungsweise gerechtfertigt. 

6.3 Zusammenfassung der Modellgleichungen 

Alle Modellgleichungen seien abschließend noch einmal in einer Übersicht zusammengestellt: 

Zustandsvariablen : Diese sind nach Definition 4.1, 4.2 und 4.3 gegeben durch 

den Markierungsvektor x (bzw. x A, xl) 
und den Gesamtfiußvektor y 

Alternative Koordinatensysteme : Flüsse werden alternativ in drei Koordinatensystemen dar­
gestellt durch: 

den Hin- und Rückfiußvektor 
(natürliche Flußkoordinaten nach Definition 4.1) y-+ und y~ 

den Netto- und Austauschfiußvektor 
(Anwendungs-Flußkoordinaten nach Definition 5.5) ynet und yxch 

den Netto- und kompaktifizierten Austauschfiußvektor 
(kompaktifizierte Flußkoordinaten nach Definition 5.5) ynet und yxch[O,lj 

Insbesondere ist dirn y-+ = dirn y+- = dirn ynet = dirn yxch = dirn yxch[O,l] = dirn y /2. 
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Koordinatentransformationen : Zwischen den einzelnen Flußkoordinatensystemen bestehen 
die Transformationen aus Satz 5.2, 5.4 und 5.6: 

c]}a: ( 
vnet ) 
v xch 

( 
vnet ) 
vxch[O,1] 

1-1 
f---+ 

1-1 
f---+ 

= (vXCh+rnaxa ( vnet, 0) ) 
vxch+rnaXa (-vnet, 0) 

- (~::~[O'1]/(1 _ v xch[0,1]) ) 

Systemdimensionen : Alle Systemdimensionen sind vollständig bestimmt durch die Dimensi­
on der nachfolgenden Vektoren: 

Gesamtflußvektor 
Markierungsvektor 
Input-Markierungsvektor 

Werte für Nettofluß-Nebenbedingungen 
Werte für Austauschfluß-Nebenbedingungen 
Werte für freie Flüsse 

Werte für Nettofluß-Ungleichungen 
Werte für Austauschfluß-Ungleichungen 

Flußmeßvektor 
Markierungsmeßvektor 
Poolgrößenmeßvektor 

+ 

v 
X 

xinp 

nnet 
nxch[O,l] 

n free 

u net 
uxch[O,l] 

w 
y 
y 

: Netzwerkstruktur, Annahmen und Meßgleichungen werden nach Definition 409, 4.10, 
4.11,6.3,6.5 und 6.6 durch folgende Matrizen bestimmt, deren Dimensionalität jeweils in 
Klammem angegeben ist: 

Transitionsmatrizen für C-Atome und Isotopomere: 

Bimolekulare Schritte Q 
Monomolekulare Schritte P 
Input-Schritte 

Zugehörigkeitsmatrizen: 

pinp 

(dirn v x dirnxx dirnx x dirnx ) 
(dirn v x dirnx x dirnx ) 
(dirn v x dirn x x dirn x inp) 

C-Atome zu Metaboliten 
Isotopomeren zu Metaboliten 
Isotopomeren zu C-Atomen 

ZA 
M 

ZI 
M 

Z~ 

(dirnX x dirnxA) 

(dirnX x dirn xI ) 

(dirn XI x dirnxA) 

Nebenbedingungsmatrizen für: 

Nettoflüsse Nnet 
Austauschflüsse Nxch[O,l] 
Freie Flüsse Nfree 

( dirn nnet x dirn v net ) 
( dirn nxch[O,l] X dirn vxch[O,l]) 

( dirn nfree x dirn v ) 

Ungleichungs-Nebenbedingungsmatrizen für: 

Nettoflüsse u net (dirn unet x dirn v net ) 
Austauschflüsse uxch [0, 1] (dirn uxch[O,l] x dirn v xch[O,l]) 
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Meßmatrizen für: 

Flüsse M w 
Markierungen und Multipletts My 
Poolgrößen My 

( dirn w x dirn v ) 
(dirny x dirn x ) 
(dirn Yx dirnX) 

Kovarianzmatrizen für die Messung von: 

Flüssen ~w 

C-Atomen- und Multipletts ~y 

Poolgrößen ~y 

(dirnwx dirnw) 
(dirny x dirny ) 
(dirn Yx dirn Y) 

Bilanzgleichungen : Im allgemeinsten Fall gilt für Isotopomeren-Systeme die Bilanz (vgl. Glei­
chungen (4.29), (4.30), (4.33»: 

diag [(zL-l· X] . d/dtx = pinp 8 v· x inp + p 8 v· x + x T • Q 0 v· x 

Für die Isotopomeren-Anteile muß nach Gleichung (4.31) zusätzlich gelten, daß 

Z~.x:= 1 

Für die Bilanzierung von C-Atomen gilt analog: 

zu 
ren Nebenbedingungen (Definition 6.1, 6.2, 6.4) 

v net deJ V
net 

( 

Nnet 0 ) 

N . ( V""'IO.1J ) = 0 Nr:.:rnIO
•
,J 

• ( V,ohIO.1J ) = 

und den linearen Ungleichungen für zulässige Flüsse (Definition 6.5) 

( 
vnet ) deI (unet 

0 ) (v
net 

) ( u
net 

) deJ U . V xch[O,l] = 0 uxch[O,l] • Vxch[O,l] 2:: Uxch[O,l] = U 

Meßgleichungen : Diese sind nach Gleichung (6.11) gegeben durch die: 

Fluß-Meßgleichung w - Mw'v + cw, Cov (cw )=~w 

Markierungs-Meßgleichung y - My'x + Cy, COV(cy) =~y 

Poolgrößen-Meßgleichung Y - My'X+cy, COV(cy)=~y 



Teil 111 

Simulation 

105 





Kapitel 7 

Stabilitätsanalyse von 
Markierungssystemen 

Bevor die numerischen Verfahren zur Lösung von Markierungs-Bilanzgleichungen vorgestellt 
werden, befaßt sich dieses Kapitel zunächst mit dem Problem ihrer eindeutigen Lösbarkeit bei 
Vorgabe der intrazellulären Flüsse. Für den experimentellen Anwender scheint diese Frage zu­
nächst von geringer praktischer Bedeutung zu sein, denn er geht davon aus, daß sein Experiment 
unabhängig von den Startbedingungen immer denselben Ausgang nimmt. Dieses Verhalten wird 
in der Theorie dynamischer Systeme als globale asymptotische Stabilität bezeichnet. Bei vielen 
dynamischen Systemen kann diese Voraussetzung jedoch nicht als gegeben angenommen wer­
den, d.h. nicht für jeden Flußzustand und jedes vorgelegte markierte Substrat muß sich ein ein-

"'~'.HH·V' stationärer einstellen. ist zu klären, ob 
Endzustand nicht auch von der intrazellulären Startmarkierung des Systems zum Zeitpunkt Null 
abhängt. 

Die Existenz einer eindeutigen stabilen Lösung des jeweils untersuchten Bilanzgleichungs­
systems kann mit Hilfe einer mathematischen Analyse des dynamischen Verhaltens von Markie­
rungssystemen bewiesen werden. Es wird sich zeigen, daß C-Atom-Markierungssysteme in der 
Regel einem durch Flüsse und Input-Markierung eindeutig bestimmten Gleichgewichtszustand 
zustreben. Die Ausnahme bilden einige pathologische Fälle, die für die Praxis jedoch bedeu­
tungslos sind. 

Die Stabilität der nichtlinearen Isotopomeren-Markierungssysteme wird hier erstmals unter­
sucht. Dazu wird ein leistungsfähiges mathematisches Werkzeug bereitgestellt, das den Stabi­
litätsnachweis für ein gegebenes Netzwerk unter bestimmten Voraussetzungen ermöglicht. Da­
zu werden in Abschnitt 7.2 und 7.3 eine Reihe von mathematischen Grundlagen gelegt. Dies 
erfordert allerdings einige Vorkenntnisse aus der Theorie dynamischer Systeme, die hier nicht 
vermittelt werden können. Beispielanwendungen finden sich dann in Abschnitt 7.4. 

7.1 Stabilitätsanalyse von C .. Atom ... Markierungssystemen 

Die nachfolgend präsentierten Aussagen über lineare kompartimentelle Modelle sind seit lan­
gem bekannt, sie werden hier - dem Buch von Anderson [And83] folgend - kurz zusammen­
gestellt. Voraussetzung ist jeweils, daß ein zulässiger Flußvektor v vorgegeben ist. 

107 
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7.1.1 Kompartimentelle Matrizen 

Von zentraler Bedeutung für die Stabilitätstheorie von allgemeinen Tracer-Systemen ist der Be­
griff der sogenannten kompartimentellen Matrix. Solche Matrizen treten ganz allgemein bei der 
Beschreibung von linearen Kompartimentsystemen auf. 

Definition 7.1 (kompartimentelle Matrix) Eine kompartimentelle Matrix M ist eine quadra­
tische Matrix, die folgende Eigenschaften hat: 

1. Jedes Element außerhalb der Diagonalen ist nichtnegativ, d.h. Vi::!:j M ij ;::: O. 

2. Jedes Diagonalelement ist nichtpositiv, d.h. Vi M jj :::; O. 

3. Jede Spaltensumme ist nichtpositiv, d.h. Vj L:i Mij :::; O. 

Für den speziellen Fall stationärer C-Atom-Markierungssysteme gilt nun der nachfolgende Satz: 

Satz 7.1 (C-Atom-Systemmatrix ist kompartimentell) Seien die stationären Bilanzgleichun­
gen zu einem C-Atom-Markierungssystem gemäß Definition 4.9 gegeben durch 

o :::: pinp 8 v . x inp + p 8 v . x . 

Dann ist die Systemmatrix P 8 v für alle v ;::: 0 eine kompartimentelle Matrix. 

Daß die Bedingungen 1. und 2. in Definition 7.1 erfüllt sind, ist nach Konstruktion 
der Atom~Transitionsmatrizen (vgl. Definition 4.9) unmittelbar klar. 

Bedingung 3. ergibt sich aus der Überlegung, daß der Diagonaleintrag (P 8 v)jj 
den negativen Gesamtabfluß aus dem j-ten Pool einschließlich der extrazellulären 
Abflüsse angibt, während die positiven Einträge (P 8 V)ij mit i =F j nur diejenigen 
Abflüsse vom j-ten Pool zu einem anderen intrazellulären Pool i darstellen. Also 
ist 

I)p 8 V)ij = (P 8 v)jj + I)p 8 V)ij :::; 0 
i::!:j 

7.1.2 Fallen in C-Atom-Netzwerken 

Es gilt nun, jene Kompartimentsysteme zu charakterisieren, deren Bilanzgleichungen nicht ein­
deutig lösbar sind. Daß dieser Fall tatsächlich auftreten kann, belegen die Beispiele einer Insel 
(Abb. 7.1a) und einer Falle (Abb. 7.1b): 

Definition 7.2 (Falle, Insel, fallenfreie Matrix) Ein Teilnetz eines Markierungsnetzwerkes heißt 
eine Falle, wenn keiner der darin befindlichen C-Atom-Pools einen Abfluß zu einem C-Atom­
Pool außerhalb des Teilnetzes hat. Eine Falle heißt eine Insel, wenn es zusätzlich keinen exter­
nen Zufluß gibt. 1 Eine Matrix heißt fallenfrei, wenn sie - aufgefaßt als Adjazenzmatrix eines 
Netzwerks2 [Chr75 J -ein fallenfreies System beschreibt. 
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0;9 o 0;9 o 

Abbildung 7.1: a) Eine Insel und b) eine Falle in einem C-Atom-Netzwerkals Ursache für einen 
nicht eindeutig durch den Input determinierten stationären Markierungszustand. 

Eine Insel kann offenbar weder markierte C-Atome nach außen verlieren noch neue aufneh­
men. Ihr Zustand ist somit abhängig von der jeweils zu Anfang des Experiments vorliegenden 
Startmarkierung. Diese führt zu unterschiedlichen Lösungen der Markierungsgleichungen. Of­
fenbar ist das Auftreten einer Insel ein pathologischer Fall. 

Die Existenz einer Falle im untersuchten Stoffwechselnetz ist dagegen zunächst durchaus 
denkbar. Ein markiertes Kohlenstoff-Atom, das in eine Falle geraten ist, kann das System nicht 
mehr daher die Namensgebung. Auch hier ist die Gieichungslösung von der Start-
markierung der Falle AJIcrdings kann eine nur wenn 
gehörigen C~Atom-Pools expandieren. In metabolisch stationären Stoffwechselnetzwerken ist 
jedoch gerade diese diese Situation ausgeschlossen. Es folgt der 

Satz 7.2 (Äquivalenz von Falle und Insel) In einem C-Atom-Markierungssystem ist jede Falle 
zugleich eine Insel, wenn die stöchiometrischen Gleichungen 

N·y=O 

gemäß Definition 4.8 gelten. 

Von nun ab sei das betrachtete System stets metabolisch stationär. 

7.1.3 Eindeutige Lösbarkeit von C-Atom-Bilanzgleichungen 

Das zentrale Ergebnis für die Lösbarkeit von C-Atom-Bilanzgleichungen besagt, daß mit den 
Fallen bereits alle pathologischen Situationen abgedeckt sind: 

Satz 7~ (Eindeutige Lösbarkeit von C-Atom-Bilanzen) Sei ein metabolisch stationäres C­
Atom-Markierungssystem gegeben durch: 

o = pinp 0 y . x inp + P 0 y . x 

Dann gilt: 

1 fu der Sprache der Graphentheorie ist dies eine Zusammenhangskomponente des Netzwerks, die weder einen 
Input-Pool noch einen Output-Pool enthält. 

2Dabei kennzeichnet eine Spalte i mit einer negativen Summe einen Abfluß vom i-ten Pool zu einem Output­
Pool. 
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1. DieSystemmatrix P8v ist genau dann invertierbar, wenn das zugehörige C-Atom-Netzwerk 
fallenfrei ist. Dabei müssen Reaktionen mit Vi = ° aus dem Netzwerk gestrichen werden. 

2. Fürfallenfreie Systeme ist der Markierungszustand eine Funktion r des Flußzustands, ge­
geben durch 

x = r (v) = -(P 0 vt1 
• (pinp 8 v) . x inp 

3. Für fallenfreie Systeme ist r i eine gebrochen rationale Funktion in den Variablen v j, J = 
1, ... , dirn v, deren Nenner die Determinante von P 0 v ist. 

Beweis: 

Punkt 1 wird in [And83] bewiesen, Punkt 2 folgt unmittelbar. Punkt 3 ergibt sich 
dann durch Anwendung der Cramerschen Regel [HJ8S]. Punkt 4 ergibt sich schließ­
lich aus P 0 (,.\ v) = ,.\ . P 8 v und pinp 8 (,.\ v) = ,.\ . pinp 8 v. 

c::::J 

Der letzte Punkt fonnuliert den bereits in Abschnitt 1.2 angesprochenen Sachverhalt, daß der 
Markierungszustand nur durch das gegenseitige Verhältnis der Flüsse bestimmt ist. 

7.1.4 Untersuchung der Fallenfreilieit 

von Graphenalgo~ 

rithmus zur Bestimmung von Zusammenhangskomponenten analysiert werden3 [Chr75], aber 
auch auf numerischem Wege (Abschnitt 8.1). Werden Simulationsstudien durchgeführt, bei de­
nen die Flüsse v 2:: 0 variiert werden, so können zudem abhängig von den jeweils verschwinden­
den Flüssen Vi = ° Fallen auftreten. Es muß dann durch Einschränkung der Menge der zulässi­
gen Flüsse (vgl. Definition 6.5) sichergestellt werden, daß das System für alle zulässigen v fal­
lenfrei ist. 

In der Praxis ist dies wenig problematisch, da metabolische Netzwerke verhältnismäßig leicht 
überschaubar sind (vgl. Abb.1.2) und nach Satz 7.2 Fallen stets auch Inseln sind. Kritische Reak­
tionsschritte, die zum Auftreten von Fallen führen können, sind daher meist unschwer erkennbar: 

1. Ein Reaktionsschritt mit positivem Austauschfiuß vrh > 0, kann grundsätzlich nicht zu 
einer Fallenbildung führen, da der Fluß in beide Richtungen stets positiv ist. 

2. Ein verschwindender Output-Fluß kann zu einer Fallenbildung führen. In der Praxis kann 
jedoch das Verschwinden von Output-Flüssen anhand vorliegender Meßwerte sofort aus­
geschlossen werden. 

3. Zu untersuchen bleiben damit noch die als unidirektional angenommenen intrazellulären 
Reaktionsschritte. Kritisch sind solche Schritte, deren Wegfall den Zusammenhang des 
Netzes zerstört. Beispielsweise darf der GA3P-PEP-Schritt in Abb. 1.2 keineswegs ent­
fallen. Dies zeigt zugleich, daß solche kritischen Schritte leicht erkennbar sind und ihr 
Verschwinden in der Praxis kaum in Betracht gezogen wird. 

3Ein allgemeiner graphentheoretischer Ansatz zur Untersuchung der Fallenfreiheit beruht auf sogenannten Cut­
Sets, die Punkte enthalten, deren Entfernung einen Mehrfachzusammenhang des Netzes zerstört [Chr75]. 
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4. Schließlich können noch Kombinationen von unidirektionalen Flüssen zu einer Fallenbil­
dung führen. Da ein Stoffwechselabschnitt nur wenige linear unabhängige Flüsse besitzt, 
verschwinden aufgrund der stöchiometrischen Gleichungen (4.27) meist viele Flüsse zu­
gleich, wenn zwei und mehr der beteiligten unidirektionalen Flüsse gleich Null sind. Dies 
erleichtert die Untersuchung der Fallenbildung. 

7.1.5 Stabilität von dynamischen Systemen 

Mit der eindeutigen Lösbarkeit der Bilanzgleichungen ist noch nicht die Frage der globalen Sta­
bilität des zugehörigen linearen Differentialgleichungssystems 

x = pinp 8 V • x inp + p 8 v . x (7.1) 

geklärt. Diese Eigenschaft ist für die numerische Lösung der stationären Gleichungen wünschens­
wert. Mit der Untersuchung dieses Differentialgleichungssystems wird zugleich die nachfolgen­
de Analyse von Isotopomeren-Systemen vorbereitet. Es sei darauf hingewiesen, daß die Glei­
chung (7.1) zunächst noch nicht der Gleichung (4.33) für das isotopisch instationäre Markie­
rungsexperiment entspricht, da die Poolgrößen fehlen. Es wird jedoch in einem nachfolgenden 
Abschnitt gezeigt, daß die Stabilitätsaussage für Gleichung (7.1) unmittelbar auf das instationäre 
System (4.33) übertragbar ist. 

Definition 73 (globale Stabilität) Gegeben sei ein Differentialgleichungssystem 

x = f (x) . 

Dann heißt das System global stabil, wenn es einen Punkt x* gibt, so daß für jeden An[angszu­
stand x (0) des Systems gilt: 

lim x (t) = x* 
t-+oo 

x* heißt dann der stabile Punkt des Systems. 

Stabile Punkte sind insbesondere Lösungen des entsprechenden stationären Gleichungssystems, 
d.h. f (x*) = 0, womit der Zusammenhang zur Lösung von Gleichungssystemen hergestellt ist. 
Aus der Theorie dynamischer Systeme [Per93] ist bekannt, daß die Stabilität linearer Systeme 
direkt mit den Eigenwerten der Systemmatrix zusammenhängt: 

Satz 7.4 (Stabilität linearer Systeme) Ein lineares Differentialgleichungssystem 

x=A·x+b 

ist global stabil, wenn alle Eigenwerte Ai der Matrix A einen negativen Realteil haben: 

In diesem Falle ist x* = - A -1 b der eindeutige stabile stationäre Punkt. 
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7.1.6 Eigenwerte kompartimenteller Matrizen 

Aufgrund der Definition 7.1 sind kompartimentelle Matrizen insbesondere diagonal-dominant, 
d.h. 

'Vi IMiil 2: L IMiil 
#i 

Aus dem Satz von Gerschgorin [HJ85] folgt dann der 

Satz 7.5 (Eigenwerte kompartimenteller Matrizen) 

1. Jeder Eigenwert 1\ einer kompartimente lien Matrix M hat einen Realteil re Ai ~ O. 

2. Rein imaginäre Eigenwerte treten nicht auf, d.h. es gilt re Ai = 0 ===} Ai = 0 . 

Punkt 2 wird in [And83] mit Hilfe des Perron-Frobenius-Theorems bewiesen. 

Nun ist bekanntlich ist die Invertierbarkeit einer Matrix äquivalent dazu, daß der Eigenwert 
Null nicht auftritt, denn 

M singulär ~ :lV=FO Mv, = 0 ~ v ist Eigenvektor zu Eigenwert 0 

Mit den Sätzen 7.1, 7.3 und 7.5 folgt daher unmittelbar der Stabilitätssatz: 

dynamischen C 
en 

x = pinp 8 v . x inp + p 0 v . x 

sind genau dann global stabil, wenn das C-Atom-Netzwerk für gegebene Flüsse v fallenfrei ist. 

7.1.7 Instationäre Bilanzgleichungen 

Die Stabilitätsaussage für instationäre C-Atom-Markierungsexperimente kann nun leicht auf die 
obigen Ergebnisse für die Gleichungen (7.1) zurückgeführt werden. Dazu wird das instationäre 
Gleichungssystem (vgl. Gleichung (4.33» 

diag [(Z~)T . X] . X = pinp 8 v . x inp + P 8 v . x 

mit Hilfe des Koordinatenwechsels x = diag ((Zi1)T . X) . x transformiert zu 

Dann ist die transformierte Systemmatrix (P 0 v) . diag [(Zi1)T. X] -1 erneut eine komparti­
mentelle Matrix, denn die Spalten von P 8 v werden lediglich mit je einer positiven Konstanten 
multipliziert. Da sich das zugrundeliegende Netzwerk dabei nicht verändert, hat das instationäre 
System dieselben Stabilitätseigenschaften wie das stationäre System. Es folgt, daß fallenfreie C­
Atom-Markierungssysteme unabhängig vom Anfangszustand des Systems stets demselben sta­
bilen stationären Zustand zustreben. 
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7.2 Dissipative Systeme 

Im Gegensatz zu den linearen C-Atom-Bilanzgleichungen, entziehen sich die durch Gleichung 
(4.30) beschriebenen Isotopomeren-Bilanzgleichungssysteme 

o = pinp 8 yT . x inp + P 8 yT . X + x T . Q 8 y . x 

- wie die meisten nichtlinearen Systeme [JS87] - einer allgemeinen Analyse. Es kann jedoch 
ein Instrumentarium bereitgestellt werden, daß bei konkret vorgegebenen Systemen in vielen 
Fällen zum Ziel führt. Dabei wird die eindeutige Lösbarkeit der Gleichungen auf das allgemei­
nere Problem der globalen Stabilität des entsprechenden Differentialgleichungssystems (analog 
zu Gleichung (7.1)) zurückgeführt. 

Das wichtigste Werkzeug der hier vorgestellten Methode zur globalen Stabilitätsanalyse ist 
der Nachweis der sogenannten Dissipativität. Diese ist für lineare kompartimentelle Systeme 
stets gegeben und kann im nichtlinearen Fall, wie noch gezeigt wird, auf die Dissipativität der 
Linearisierung dieses Systems zurückgeführt werden. Die Dissipativität spielt bei der Analy­
se elektrischer Netzwerke eine entscheidende Rolle. Die Transistoren entsprechen hier den bi­
direktionalen Reaktionsschritten. In [MN91] werden mit großem technischen Aufwand globa­
le Stabilitätskriterien für eine sehr weit gefaßte Klasse elektrischer Netzwerke entwickelt. Die 
nachfolgenden Ausführungen erweitern die dort entwickelte Theorie geeignet aufIsotopomeren­
Systeme, wozu einige Hilfskonstruktionen benötigt werden. 

7.2.1 Dissipative Systeme 

",<,rrU'" (im zu linearen stets 
bestimmten physikalisch sinnvollen Bereich G C IRn untersucht. Das Gebiet 
Teil einer Hyperebene sein. Dieser Bereich muß so gewählt sein, daß eine Lösung des Differen~ 
tialgleichungssystems mit Startpunkt in G diesen Bereich nicht verläßt (vgl. [HA83]). 

Definition 7.4 (positiv invariante Menge) Sei x = f (x) ein Differentialgleichungssystem und 
GeR dim x. Dann heißt G positiv invariant bzgl. f, wenn für jede Lösung x (t) gilt: 

x(O)EG ==?- 'v't~ox(t)EG 

Der Begriff der Dissipativität hängt - wie sich nachfolgend zeigen wird - eng mit der 
Kompartimentalität von Matrizen zusammen. 

Definition 7.5 (dissipativeAbbildung, dissipatives System) Gegeben sei ein Differentialglei­
chungssystem x = f (x) mit x E Rn und einer stetig differenzierbaren Funktion f sowie eine 
positiv invariante Menge G c I.n• Dann heißt die Abbildung f bzw. das dynamische System 
dissipativ auf G, wenn gilt: 

'v'X,YEG (x - yf (f (x) - f (y)) ~ 0 

Der nachfolgende Satz aus [DHB94] zeigt, daß ein dissipatives System stets nichtexpansiv 
ist, d.h. daß sich je zwei Lösungen x (t) und y (t) des Differentialgleichungssystems nicht von­
einander entfernen. 
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Satz 7.7 (Nichtexpansivität dissipativer Systeme) Sei x = f (x) ein dissipatives System auf 
G C ~n. Dann ist der zugehörige Phasenfluß nichtexpansiv auf G, d.h. 

Insbesondere gilt für je zwei Lösungen x (t), y (t) der Gleichung mit x (0), y (0) E G, daß 

Beweis: 

'v't~O 'v'x(O),Y(O)EG Ilx (t) - y (t)1I ::; Ilx (0) - y (0)11 . 

d/dt Ilx - Yl12 = d/dt [(x - y)T . (x - y)] 
= 2 (x - y)T . (x - y) 
= 2(x-y)T.(J(x)-f(y)) ::; 0 

Die zweite Beziehung folgt unmittelbar durch Integration über die Zeit. 

Im Gegensatz zu [MN91] kann für Isotopomeren-Systeme nicht auf einfache Weise die stren­
ge Dissipativität, bei der oben" <" statt "::;" gilt, nachgewiesen werden. Streng dissipative Sy­
steme sind mit demselben Beweis offenbar streng kontraktiv (d.h. in Satz 7.7 gilt ebenfalls" <" 
statt ":sn, woraus sehr einfach die globale Stabilität folgt. Da dieser Sachverhalt jedoch bei 

im allgemeinen nicht gegeben ist, sind nachfolgend noch weitere Hilfs 
konstmktionen erforderlich. 

7.2.2 Dissipativität lokal dissipativer Systeme 

Für ein lineares System gilt in Anwendung der Definition 7.5 offenbar der 

Satz 7.8 (Kriterium für die Dissipativität linearer Systeme) Ein lineares System x = A ·x+ b 
ist dissipativ auf G = ~ dim x, wenn gilt: 

'v'x x T Ax::; 0 

Dieser Satz motiviert die 

Definition 7.6 (dissipative Matrix) Eine quadratische Matrix M heißt dissipativ, wenn 

'v'x=/=o x T Mx::; 0 . 

Der nachfolgende Satz aus [MN91] zeigt nun, daß Dissipativität eine lokale Eigenschaft ist, 
d.h. sie ist global erfüllt, wenn sie an jedem Punkt x E G für die Linearisierung eines Systems 
gilt. Jedoch gilt dies nur für konvexe Gebiete G, die, wie sich noch zeigen wird, im Falle der 
Isotopomeren-Systeme stets angetroffen werden: 
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Satz 7.9 (Dissipativität als lokale Eigenschaft) Ein nichtlineares System x = I (x) ist global 
dissipativ auf einem konvexen Gebiet G, wenn gilt 

u 81 ( )' . d" . ~". . 
VxeG 8x x lSt ezne lSslpatwe matrIX 

Beweis: 

Seien zwei Punkte x, y EGgegeben. Dann liegt aufgrund der Konvexität von G 
auch die Streckex+t·(y-x), t E [0, 1J in G, und es giltmitg (t) = I (x+t·(y-x)) 
die Beziehung g (1) - g (0) = Jo1 g' (t) dt, also 

I(y)-f(x) = 11 

[~~ (x+t.(y-x))] ·(y-x)dt 

Die Dissipativitätsbedingung ergibt sich dann mit Definition 7.5 aus: 

(y-xf·(f(y)-f(x)) = 11
(y-x)T. [~~(x+t.(y-x))] ·(y-x)dt~O 

c:::I 

7.2.3 Dissipativität lokal kompartimenteller Systeme 

Matrix, so die D issipativität offenbar gleichbedeutend mit der 
Daher kann Dissipativität bei einer konkret gegebenen mit 

Hauptdetenninantenkritednms für die Negativ-Semidefinitheitvon ~ (M + MT) nachgewiesen 
werden [HJ8S]. Bei parameterabhängigen Matrizen ist dieses Kriterium jedoch im allgemeinen 
nicht anwendbar, da das Vorzeichen der entstehenden parameterabhängigen Determinanten nicht 
effektiv angegeben werden kann. 

Im Spezialfall der C-Atom-Systeme läßt sich die Dissipativität jedoch aus der Kompartimen­
talität der Systemmatrix folgern. Im nachfolgenden Satz aus [Cop65] wird zu Abschätzungs­
zwecken die 1-Norm 

(7.2) 

eines Vektors benötigt: 

Satz 7.10 (Dissipativität kompartimenteller Matrizen) 

1. Für jede quadratische Matrix M gilt die Abschätzung4 

2. Jede kompartimentelle Matrix ist dissipativ. 

Beweis: 

4Die Abschätzung ist offenbar stärker als die durch einfache Nonnabschätzung mit Hilfe der I-Nonn von M 
erhaltene BeziehungxT Mx:::; Ilxlh ·IIMlh ·llxll!· 
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Punkt 1: Es gilt:s 
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j 

< }( Ix;l- [M;; Ix;1 + ~ IMijlIXil] 

< }( Ix;l- [MH + ~ IMi;lj-llxlb 

< ~ IXjl- fit" [MH + f,;1IMijlj-IIXlh 

- IIXlll' rn~x [Mjj + L IMijlj'IIXlll 
:J '.J.' 

~r:J 

Punkt 2 ist eine unmittelbare Anwendung der Definition 7.1 kompartimenteller Ma­
trizen. 

In Analogie zum Prinzip der lokalen Dissipativität in Satz 7.9 kann nun die lokale Kompar­
ti mentalität eines nichtlinearen Systems ausgenutzt werden: 

f (x) i'it global dissipativ auf einem konvexen Gebiet G) wenn gilt 

"IxEG ~~ (x) ist eine kompartimentelle Matrix 

Beweis: 

Da lokal kompartimentelle Systeme nach Satz 7.10 auch lokal dissipativ sind, folgt 
nach Satz 7.9 die globale Dissipativität. c:::J 

Leider läßt sich aus der Kompartimentalität nicht die strenge Dissipativität folgern und da­
mit die globale Stabilität (vgl. die Anmerkung zu Satz 7.7). Dazu müßten alle Spaltensummen 
der Matrix negativ sein, was in [MN91] vorausgesetzt wird, aber für Markierungssysteme un­
realistisch ist. Der Grund liegt darin daß nicht jeder Pool einen externen Abfluß hat, so daß die 
entsprechende Spaltensumme häufig exakt gleich Null ist (vgl. den Beweis von Satz 7.1). 

7.2.4 Ein globales Stabilitätskriterium für dissipative Systeme 

Das nachfolgende Stabilitätskriterium wird hier im Gegensatz zu [MN91] zusätzlich benötigt 
und liefert den Schlüssel für einen globalen Stabilitätsbeweis bei Isotopomeren-Systemen: 

SEntscheidend ist die Gültigkeit der trivialen Beziehung Xj , [Mjj , Xj] = IXj I' [Mjj , IXj 1]. Daher können auf 
der rechten Seite der ersten Abschätzung die Betragstriche bei Mjj weggelassen werden. 
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y(O) 

Abbildung 7.2: Prinzipskizze zum Beweis des Stabilitätskriteriums für dissipative Systeme. 

Satz 7.12 (StabiHtätskriterium für dissipative Systeme) Ein dissipatives System 
*- = f (x), x E IR n ist global stabil auf einem konvexen Gebiet G bzgl. eines stationären Punktes 
x* E G genau dann, wenn x* ein lokal stabiler stationärer Punkt ist. 

Beweis: 

Die Richtung "==:}" folgt aus der Definition der Stabilität. 

von Die nachfolgenden 
""'V'l>"'UU.l"\,.UlViH,H veranschaulicht Abb, ist das System unter Ausnut~ 
zung der Lincarisierungstheorie für nichtlineare Systeme [Per93] in einer gewissen 
kugelförmigen t;-Umgebung 

Ue (0) = {x Illxll < 6} 

von 0 stabil und die Konvergenzgeschwindigkeit ist abschätzbar durch 

3>'>0 VX(O)EU. (0) Vf?o Ilx (t)11 ~ e->.·t . 

Zusammen mit der Dissipativität des Systems läßt dies eine vorübergehend gleich­
bleibende Entfernung einer Lösung x (t) vom Nullpunkt durchaus zu. Jedoch ist ab 
dem Zeitpunkt T = - t In (~) der Abstand kleiner als der halbe Startabstand, d.h. 

3T Vt?T VX(O)Eu.(o)llx(T)11 ~ 6/2 . 

Nunseiy(O) E G-Ue (O)gegeben.Eswirdgezeigt,daßdannlly(T)1I ~ lIy(O)II­
e / 2 gilt, d.h. der Phasenfluß des Systems kontrahiert die Menge G gleichmäßig.6 Es 
folgt die globale Stabilität, da jede Lösungskurve nach endlicher Zeit in den lokalen 
Attraktionsbereich Ue (0) gerät. 

Sei nun x (0) = e' II~ ~~~II' d.h. x ist der Schnittpunkt der Verbindungsstrecke von 0 

zu y (0) mit dem Rand von Ue (0). Insbesondere gilt also7 

Ily(O) -x(O)11 = Ily(O)II-llx(O)11 . 

6Damit ist sogar die gleichmäßige globale Stabilität [HA83] bewiesen. 
7Diese Beziehung ist wegen der Betragstriche nur für IIY (0)11 ~ Ilx (0)11 richtig! 
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Dann gilt unter Anwendung der Dreiecksungleichung und Ausnutzung der Dissipa­
tivität: 

lIy(T)II - IIy(O)11 < Ily(T)-x(T)11 + Ilx(T)II-lly(O)11 
< IIY (0) -x (0) 11 + Ilx (0) 11-IIY (0)11- 5/2 -5/2 

7.3 Stabilitätsanalyse von Isotopomeren­
Markierungssystemen 

In diesem Abschnitt sei 

. f ( inp) dei pinp T inp P T T Q x = X, X = 8 V . X + 8 V • X + X· 8 V • X 

ein Isotopomeren-System gemäß Definition 4.10. Die vorangehenden Sätze legen eine Methodik 
für den Beweis der globalen Stabilität eines solchen Systems nahe: 

1. Es ist eine positiv invarianter konvexe Menge G C jRn zu finden, auf dem eine Stabi­
litätsanalyse sinnvoll ist. Dieser wird nachfolgend als die zulässige Markierungsmenge 
bezeichnet. 

2. Auf diesem Bereich ist überall die lokale Kompartimentalität des Systems nachzuweisen. 

3. 
Standardarguments der Theorie dynamischer Systeme leicht möglich. 

4. Schließlich muß die Linearisierung des Systems in jedem Punkt des Phasenraums (und 
damit auch im stationären Punkt) fallen frei und damit auch invertierbar sein. 

7.3.1 Die zulässige Markierungsmenge eines Isotopomeren-Systems 

In Ausführung des oben vorgegebenen Programms soll zunächst ein sinnvoller Bereich G defi­
niert werden, auf dem ein Isotopomeren-System x = f (x, x inp) untersucht wird. Das Interesse 
gilt vor allem der eindeutigen und physikalisch sinnvollen Lösbarkeit des entsprechenden stati­
onären Gleichungssystems. 

Bei der Suche nach einer geeigneten Menge G hilft Satz 4.1, der die Beziehung zwischen 
der Lösung eines Isotopomeren-Bilanzgleichungssystems und dem entsprechenden C-Atom-Bi­
lanzgleichungssystem charakterisiert. Naheliegenderweise gilt eine völlig analoge Beziehung 
zwischen den Lösungen der entsprechenden Differentialgleichungssysteme, d.h. aus einer Lösung 
Xl (t) der Isotopomeren-Differentialgleichungen( 4.34) läßt sich unter einfacher Anwendung der 
Zugehörigkeitsmatrix Z~ eine Lösung x A (t) der C-Atom-Differentialgleichungen (4.33) ge­
winnen. Folgende Einschränkungen an das Isotopomeren-System sind daher naheliegend: 

1. Isotopomeren-Markierungsanteile haben Werte zwischen Null und Eins. 

2. Die Summe aller Markierungsanteile eines Metaboliten im Markierungs-Input xinp,I muß 
Eins betragen. Die analoge Aussage muß für den Startwert xl (0) gelten und sodann für 
denn zeitabhängigen Systemzustand Xl (t) bewiesen werden. 
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3. Da die Lösung x A (i) des C-Atom -Systems stets auf einen eindeutigen stabilen stationären 
Punkt xA ,* zuläuft, kann die Suche nach stationären Lösungen x I ,* für das Isotopomeren­
System nach Satz 4.1 auf das Urbild von x A,* unter Z~ eingeschränkt werden. 

Diese Beziehungen werden nun unter Anwendung der Isotopomeren-Metabolit-Zugehörig­
keitsmatrizen Z ir, Z ~inp und der Isotopomeren-Atom-Zugehörigkeitsmatrizen Z ~, Z 1inp aus De­
finition 4.11 wie folgt formalisiert. Alle Punkte des nachfolgenden Satzes sind aufgrund der obi­
gen Ausführungen intuitiv klar. Auf den rein formalen Aufwand eines Beweises wird jedoch hier 
verzichtet. 

Satz 7.13 (Beziehung zwischen C-Atom- und Isotopomeren-Bilanzgleichungen) Sei xl (i) 
eine Lösung des Isotopomeren-Systems xl = f (xl, xI,inp), und der Markierungs-Input xI,inp 
erfülle die Bedingung (vgl. Gleichung (4.31)) 

Ferner sei das zugehörige C-Atom-Systemfallenfrei undxA,* seine nach Satz 7.3 eindeutige sta­
bile stationäre Lösung. Dann gilt: 

1. Z~ Xl (t) ist eine Lösung des C -Atom-Bilanzgleichungssystems. 

2. Für jede stationäre Lösung x I,* von f (x, xinp) gilt Z~ x I,* = x A ,*. 

dej [ G1 = 0, ist positiv invariant bzgl. f. 

I ·1}· .., . L I r x = lSt pOSLUV mvanant 07,g, J. 

5. G3 d;j {xl I Z~ xl = x A ,* } ist positiv invariant bzgl. f. 

Satz 7.13 schränkt die Menge der möglichen Lösungen für die Isotopomeren-Bilanzglei­
chungen erheblich ein. Er motiviert die Definition: 

Definition 7.7 (zulässige Lösung und zulässiger Input eines Isotopomeren-Systems) Seix = 
f (x, xinp), ein Isotopomeren-System und GI, G2 , G3 festgelegt wie in Satz 7.13. Dann heißt xinp 

ein zulässiger Input, wenn 
Z I,inp inp - 1 

A ·X -

und x (t) heißt eine zulässige Lösung, wenn 

( ) 
dei 

X 0 E G = GI n G2 n G3 

Aufgrund von Satz 7.13 ist G positiv invariant bzgl. des Isotopomeren-Systems. Außerdem nähert 
sich jede Lösung von xl (i) E GI n G2 stets asymptotisch an G3 an. Stabile stationäre Punkte 
sind also sinnvollerweise nur in G zu suchen. 



120 KAPITEL 7. STABIUTÄTSANALYSE 

7.3.2 Ein Stabilitätskriterium für Isotopomeren-Systeme 

Der Nachweis der Existenz eines stationären Punktes gelingt stets mit Hilfe eines Standardlem­
mas aus der Theorie dynamischer Systeme, das in [HA83] mit Hilfe des Brouwerschen Fixpunkt­
satzes bewiesen wird. Dazu ist lediglich festzustellen, daß die Menge G aus Definition 7.7 ein 
Simplex ist, d.h. eine durch lineare Gleichungen und Ungleichungen festgelegte kompakte und 
konvexe Menge. 

Satz 7.14 (Existenz eines stationären Punktes) Sei x = J (x) ein nichtlineares Differenti­
algleichungssystem auf einer durch lineare Ungleichungen definierten Menge G. Ist G positiv 
invariant unter J, so existiert eine stationärer Lösung x* E G. 

Nun kann ein Kriterium für die globale Stabilität bewiesen werden: 

Satz 7.15 (Stabilitäts kriterium für Isotopomeren-Systeme) Sei x = J (x, xinp) ein Isotopo­
meren-System mit der Menge G zulässiger Lösungen und einem zulässigen Input xinp• Ferner 
gelte für alle x E G: 

~~ (x) ist eine fallenfreie kompartimentelle Matrix 

Dann ist das System global stabil und besitzt insbesondere eine eindeutige stationäre Lösung. 

Nach Satz 7.14 existiert ein stationärer Punkt. Die Jacobi-Matrix in diesem Punkt 
ist nach Voraussetzung und Satz 7.6 eine stabile Matrix. Aus der Linearisierungs­
theorie für nichtlineare dynamische Systeme [Per93] folgt dann, daß der stationäre 
Punkt lokal stabil ist. Da aufgrund der lokalen Kompartimentalität auf G auch die 
lokale Dissipativität auf G folgt (Satz 7.11) und daraus nach Satz 7.9 die globale 
Dissipativität, ist nun Satz 7.12 anwendbar. 

7.4 Beispiele für Stabilitäts analysen 

In der Praxis liefert Satz 7.15 zwar ein Rezept für den Stabilitätsbeweis, jedoch ist im einzelnen 
erst einige Vorarbeit zu leisten, bis er anwendbar ist. Auf die formale Darstellung der weiteren 
technischen Details soll hier verzichtet werden. Stattdessen soll die Stabilitätsanalyse an einigen 
Beispielen vorgeführt werden. 

7.4.1 Eine Rechenhilfe 

Das bereits in den Kapiteln 3-6 diskutierte Beispielsystem aus Abbildung 3.2 - dessen eindeu­
tige Lösbarkeit aufgrund der Gleichungen 4.13 bereits nachgewiesen ist - soll als erstes mit den 
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oben beschriebenen Methoden behandelt werden. Linearisierung der Isotopomeren-Bilanzglei­
chungen (4.7) liefert die Matrix: 

-A 0 0 0 v+-2 0 0 0 
0 -A 0 0 0 v+-

2 0 0 
0 0 -A 0 0 0 v+-2 0 
0 0 0 -A 0 0 0 v+-

2 

a+vi 0 a 0 'I- B 'I 0 0 
ß v;+ ß 0 0 -B 'I 'I 
0 a v;+ a 0 0 -B 0 
0 ß 0 ß +v;+ 0 0 0 o-B 

A - v-+ + v+-I 2 

B - +-+ -+ -+ v2 VI - V5 

mit 
a - (eoo + eOI)'(V( + vt - v;+ - vi) 
ß - (elO + eu)-( V( + vt - v;+ - vst) 
'I - (boo + blO ).(v( + vt - v;+ - vi) 
6 = (bOl + bu)'(v( + vt - v;+ - vs+) 

Da offenbar die Diagonaleneinträge stets negativ und die übrigen Einträge positiv sind (was 
allgemein gezeigt werden kann), kann die Untersuchung auf die Überprüfung der Spaltensum­
men und der Fallenfreiheit beschränkt werden. Letztere prüft man leicht nach. Aufgrund von 
(4.3) ist ferner die Spaltensumme der ersten vier Spalten jeweils -vS+ =:; 0, die der letzten vier 
vt - v~ :::; 0 (vgL Gleichung (4.20)). Folglich ist dieses System global stabil auf der zulässigen 

kann hilfreiche für die Untersuchung der Ijnearisie~ 
rung von Isotopomeren~Systemen abgelesen werden, die in vielen Fällen die explizite Konstruk­
tion der Jacobi-Matrix erspart. Offenbar ergänzen sich in jeder Spalte die Isotopomeren-Anteile 
von B bzw. E zu eins. Dies ist eine leicht zu beweisende Gesetzmäßigkeit, denn bei partieller 
Ableitung nach bi verbleiben von allen Produkten bi . ej gerade die zweiten Faktoren ej, die alle 
in einer Spalte versammelt sind und sich zu Eins addieren. Diese Beziehung gilt allgemein, da 
ein Isotopomer in einer bimolekularen Reaktion stets mit jeder Markierungsform seines Partners 
zusammenkommt. Mit einer analogen Überlegung sieht man, daß die Spaltensumme der B be­
treffenden ersten vier Spalten und der E betreffenden letzten vier Spalten jeweils gleich ist. Auf 
den formalen Beweis dieser allgemein gültigen Beziehungen wird hier verzichtet. 

Wenn also nur zwei der Spaltensummen interessieren und diese zudem keine Markierungs­
variablen mehr enthalten, so kann nach einem einfacheren alternativen Weg gesucht werden, um 
die Summen zu berechnen. Man überlegt sich, daß die nachfolgende formale Konstruktion zum 
Ziel führt. Sie beruht darauf, daß die sich zu Eins addierenden Terme bereits vor der Ableitungs­
bildung zusammengefaßt werden. Zunächst werden dazu die Variablen 

a - aOO+aOI +alO+all 
b - boo +b01 +blO +bll 
e - eOO+e01 +e10+e11 

für die Isotopomeren-Summen eingeführt und dann alle Bilanzen zu je einem Metaboliten aus 
Gleichung (4.7) addiert in der Form (vgl. hierzu den vollkommen analogen Satz 4.1): 

B: v(·a + vt·e (v;++vS++vS+)·b 0 
E: vi·b + vS+·b·e - (vt+vS++vt)·e = 0 



122 KAPITEL 7. STABIUTÄTSANALYSE 

Offenbar sind dies für a = b = e = 1 gerade die stöchiometrischen Gleichungen. Die Jacobi­
Matrix bzgl. bund e an der Stelle b = 1, e = 1 ist nun aufgrund von Gleichung (4.11) gegeben 
durch: 

Die Spaltensummen dieser Matrix sind gerade die Spaltensummen der großen Jacobi-Matrix. 

7.4.2 Isotopomeren-Stabilität im Citratzyklus 

Die beschriebene Konstruktion zum Nachweis der Stabilität von Isotopomeren-Systemen zeigt, 
daß diese im wesentlichen durch die Struktur des Metabolit-Netzwerks bestimmt wird. Ledig­
lich die Fallenfreiheit der Jacobi-Matrix beruht auf den Isotopomeren-Transitionen. Sie ist bei 
nicht-pathologischen Systemen stets gegeben. Dies macht die Anwendung der Theorie verhält­
nismäßig einfach. 

Als ein komplexeres Beispiel wurde in Kapitel 3 wurde Netzwerk aus Abbildung 3.2 durch 
Vereinfachung des Netzwerks aus Abbildung 3.1 gewonnen. Man überlegt sich leicht, daß auch 
das ursprüngliche Isotopomeren-System stabil ist, da beide Systeme durch eine lineare Umfor­
mung ineinander überführbar sind, die der durchgeführten Netzwerkvereinfachung entspricht. 

Betrachtet man nur das Metabolit-Netzwerk des Systems aus Abbildung 3.1, so hat es die 
gleiche Struktur wir der Citratzyklus mit einem bidirektionalen anaplerotischen Reaktionsschritt 
(vgl. Abb. 1.2) (dabei ist der Glyoxylatzyklus zunächst ausgenommen). Dann liefert aber die 
oben beschriebene Rechenhilfe dasselbe Ergebnis unabhängig davon, wieviele C-Atome die ein­

haherL Daraus folgt die Stabilität des IsotopOlI1eren-Systerns des Citratzyklus SOC" 

dieses Systems fallenfrei ist Dies läßt sich jedoch leicht nachweisen. 

7.4.3 Eine 'fransformationsmethode 

Das Stabilitätskriterium 7.15 in Kombination mit der oben beschriebenen Rechenhilfe kann schon 
bei einfachen Netzwerken scheitern. Dies zeigt das elementare Beispiel eines Systems mit zwei 
Input-Metaboliten A und B, die (via C und 0) zu dem Intermediat E zusammengefügt werden, 
welches sodann wieder zu Fund G zerfällt. 

vi: A > C v4: E > F + G 
#1 > #1 #12 > #1 + #2 

v2: B > 0 v5: F > H 
#1 > #1 #1 > #1 

v3: C + 0 > E v6: G > K 
#1 + #2 > #12 #1 > #1 

das bei unidirektional angenommenen Schritten im wesentlichen eine lineare Sequenz darstellt 
und daher trivialerweise stabil ist. Es gelte der Einfachheit halber Vl = V2 = V3 = V4 = 1, so 
daß für die Anwendung der Rechenhilfe die nachfolgenden Gleichungen zu linearisieren sind: 

C: 0 - a -c 
0: 0 - b -d 
E: 0 = cd -e 
F: 0 - e -f 
G: 0 - e -g 
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Die Jacobi-Matrix in c = d = e = 1 ist 

-1 
-1 

1 1 -1 
1 -1 
1 -1 

Offenbar ist diese Matrix nicht kompartimentelI, denn die dritte Spalte hat eine positive Summe. 
Hier hilft jedoch eine lineare Variablentransformation x = D . x mit der diagonalen Matrix 

Das Resultat ist die kompartimentelle Matrix: 

-1 
-1 

1 1 ~1 
1 ~1 3" 
1 -1 '3 

Eine analoge Transformation (nämlich (zL-) T • D ) hat die entsprechende Wirkung auf die Jacobi­
Matrix des Isotopomeren-Systems. Allerdings verändert eine solche Transformation auch das 
zulässige G-ebiet G. Jedoch müssen alle Sätze völlig analog für das transformierte System mit 

was 
bilität des Beispiels ist also erwiesen. 



KapitelS 

Numerische Lösung von 
Markierungs-Bilanzgleichungen 

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit den numerischen Verfahren zur praktischen Lösung von Mar­
kierungs-Bilanzgleichungssystemen. Die im vorangehenden Kapitel erzielten Eindeutigkeitsaus­
sagen über die prinzipielle Lösbarkeit solcher Systeme haben für deren numerische Behand­
lung die unmittelbare Konsequenz, daß eine Lösung der stationären Bilanzgleichungssysteme 
auch durch Lösung des entsprechenden instationären Differentialgleichungssystems bestimmt 
werden kann. Anschaulich gesprochen, wird dabei das Experiment im Rechner nachvollzogen 
und der stationäre Zustand abgewartet. Allerdings ist diese Methode wenig effizient, wenn nur 
der stationäre Zustand des Systems interessiert und nicht das Übergangsverhalten. Es wurde ge-

daß viel einfacher durch L1Ssung eines linearen Gleichungssystems 
hpr,pt'h,npt werden können. Dagegen ist dieses Verfahren bei den nichtlinearen Isotopomeren­
Systemen nicht mehr anwendbar, d.h. hier muß ein iteratives Verfahren eingesetzt werden, das 
im Prinzip einem Differentialgleichungslöser verwandt ist. 

Nachdem im Abschnitt 8.1 zunächst die erforderlichen Rechenschritte zur Berechnung der 
stationären bzw. instationären Lösungen beschrieben werden, befaßt sich Abschnitt 8.2 mit dem 
Problem der numerischen Stabilität von Lösungsmethoden für stationäre C-Atom-Bilanzglei­
chungen. Dabei wird sich herausstellen, daß die üblichen numerischen Verfahren zur Lösung 
von linearen Gleichungssystemen in Schwierigkeiten geraten, wenn große Austauschflüsse im 
System vorliegen. In diesem Falle müssen geeignete Maßnahmen getroffen werden, um die nu­
merische Stabilität zu gewährleisten. Zum Verständn.is der in diesem Kapitel vorgestellten Me­
thoden werden Grundkenntnisse der numerischen Analysis vorausgesetzt [SB73]. 

8.1 Numerische Lösung der Bilanzgleichungssysteme 

Die numerische Lösung der stationären bzw. instationären Bilanzgleichungssysteme ist der rech­
nerische Nachvollzug des praktischen Experimentes, d.h. eine Simulation. Das Ziel der Simula­
tion ist die Berechnung des Markierungszustands x in Abhängigkeit von den Flüssen v. Letzte­
re müssen zudem die in Kapitel 6 vorgestellten Nebenbedingungen, also die stöchiometrischen 
Gleichungen und die vom Anwender getroffenen Annahmen erfüllen. Als Simulationseingabe 
genügt die Vorgabe von Werten für die freien Flüsse, also des Wertevektors n free

, alle anderen 
Strukturen sind dann durch die Formulierung der Bilanzgleichungen und Nebenbedingungen 
eindeutig festgelegt. 

124 
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8.1.1 Rechenschritte einer Simulation 

Ausgegangen wird von den im Abschnitt 6.3 zusammengestellten Strukturen. Der rechnerische 
Ablauf einer Simulation ergibt sich dann wie folgt: 

1. Aufgrund der vorausgesetzten Invertierbarkeit der Nebenbedingungsmatrix N kann man 
schreiben 

N-1 = (Knet K xch[O,l] Kfree) (8.1) 

mit coldim Knet = dirnnnet, coldimKxch[O,l] = dirn nxch[O,l] und coldim Kfree = dirnnfree . 
Aus Gleichung (6.9) folgt dann 

( 
Y::[O,l] ) = N-1 n xch[O,l] = Knet . nnet + K xch[O,l] . n xch[O,l] + Kfree . n free 

( 

nnet ) 

y n free 

Mit der Setzung kfree d;j Knet. nnet + Kxch[O,l] . n xch[O,l] folgt, daß die kompaktifizierten 

Flußkoordinaten eine affin lineare Funktion W von n free sind: 

y = W (nfree ) d;j Kfree. n free + kfree 
( 

net ) 
vxch [0, 1] (8.2) 

2. Es ist durch Einsetzen zu prüfen, ob die berechneten Flüsse zulässig sind, d.h. ob gilt 

u· ( :::[0,1] ) ~ u 

Ist U entsprechend gewählt, so folgt nach den Ausführungen in Abschnitt 7.1 auch die 
Fallenfceiheit des Systems. 

Koordinatentransformationen (prO,l] aus überführt nun die kompaktiflzierten 
Koordinaten in die Anwendungs-Koordinaten ynet und yxch: 

( ~::~ ) = ~[0,1] ( :::~[0,1] ) = ( ~:::[0,11 / (1 _ yxch[0,11) ) 

4. Daraus werden durch Anwendung der Transformation ~ CI aus Satz 5.2 die natürlichen Ko­
ordinaten y-+ und y~ und damit der Gesamt-Flußvektor y: 

y = ( y-+ ) = ~ (ynet) = ( yxch + maxCl ( ynet, 0) ) 
y~ CI yxch yxch + max

Cl 
(_ynet, 0) 

5. Nach Satz 7.3 ist der Markierungszustand x für C-Atom-Markierungssysteme stets eine 
Funktion r von y und diese Beziehung ist explizit gegeben durch 

x = r (Y) = -(p 8 yt1 . (pinp 8 y). xinp (8.3) 

Bei Isotopomeren-Systemen muß dagegen - unter Voraussetzung der Stabilität - eine ite­
rative Lösungsstrategie zur Berechnung von r (Y) verwendet werden. Für die instationäre 
Simulation nach Gleichung (4.33) muß schließlich ein Differentialgleichungslöser ange­
wandt werden. 

( 
ynet ) 
yxch[O,l] ( 

ynet ) 
yxch x 

zur Berechnung von x als Funktion von n free : 

x = r 0 ~CI 0 ~[0,11 0 W (nfree ) (8.4) 
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8.1.2 Beurteilung und Lösung des Flußsystems 

Der erste Rechenschritt ist die Berechnung von W (n free). In der Praxis wird dazu die Gleichung 
(8.2) nicht durch eine explizite Invertierung von 

( 

Nnet 0 ) 
N = 0 Nxch[O,l] 

Nfree 

gelöst, sondern durch eine Zerlegungsmethode. Dabei hängt es von der Kondition der Matrix 
N ab, ob eine einfache LR-Zerlegung nach dem Gauß-Algorithmus genügt oder die numerisch 
stabile QR-Zerlegung verwendet werden muß [DHB94]. 

Während Nnet und Nxch[O,l] durch die Systemstruktur festgelegt sind, kann Nfree noch durch 
Wahl der freien Flüsse gestaltet werden. Konkret sollte diese Wahl im Hinblick auf eine möglichst 
günstige numerische Kondition der Matrix N getroffen werden. Nach erfolgter Festlegung von 
Nfree kann als Erfolgskontrolle die Konditionszahl von N mit Hilfe einer Singulärwertzerlegung 
(vgl. Definition 11.3) bestimmt werden. Die nachfolgenden Überlegungen helfen bei der Aus­
wahl der freien Flüsse: 

1. In Bezug auf das Erzielen einer guten Kondition von N bereiteten die freien Austausch­
flüsse keine Schwierigkeiten, denn die Matrix Nxch[O,l] ist gemäß Definition 6.2 aus Zeilen­
Einheitsvektoren zusammengesetzt. Als optimale Wahl für die freien Austauschflüsse wer­
den standardmäßig die in Nxch[O,l] noch fehlenden Zeilen-Einheitsvektoren in Nfree ergänzt. 
Konkret bedeutet dies, daß alle nicht festgesetzten Austauschflüsse automatisch als freie 
Flüsse gewählt werden. 

2. verbleibt das Problem, ein optimales Vektorraum-Komplemel1t zu den von 
zu finden, d.h. eine möglichst günstige Wahl freier Nettoflüsse zu treffen. In der Praxis 
wird man dabei so vergehen, daß zunächst biologisch aussagekräftige Nettofiüsse als freie 
Flüsse gewählt werden (vgl. die Wahl der Flüsse viet und vset in Abbildung 9.1). In der 
Regel führt diese intuitive Wahl auch zu einer guten numerischen Kondition von N. 

3. Wurde damit noch keine akzeptable Kondition erreicht, so kann mit etwas mehr Aufwand 
systematisch vorgegangen werden, indem die durch die Systemannahmen unveränderlich 
festgelegten Matrix Nnet mit Hilfe einer Singulärwertzerlegung (vgl. Definition 11.3) ana­
lysiert wird [VaI91]. Sollte die auf diese Weise berechnete Konditionszahl von Nnet be­
reits sehr groß sein, so läßt sich an der schlechten Kondition der größeren Matrix N durch 
Wahl von Nfree grundsätzlich nichts mehr ändern. Für die Praxis muß dann eine starke 
Fehlerübertragung bei der Flußschätzung in Kauf genommen werden (vgl. Kapitel 11 ). 

4. Trotzdem gibt es stets eine optimale Wahl für Nfree, welche die Kondition der Matrix N 

gegenüber Nnet zumindest nicht verschlechtert. Diese kann mit Hilfe der Singulärwert­
zerlegung aus einem orthogonalen Vektorraumkomplement des durch die Zeilen von Nnet 

aufgespannten Raums berechnet werden.1 Leider ist die auf diese Weise erhaltene Wahl 
der Matrix Nfree in der Regel nicht zulässig, da sie nach Definition 6.3 aus Einheitsvek­
toren zusammengesetzt sein soll. Es kann jedoch versucht werden, der optimalen Wahl 
möglichst nahe zu kommen. Oft bietet die optimale Matrix hierfür bereits gute Anhalts­
punkte, weil in ihr nur an wenigen Stellen große Werte und an allen übrigen Stellen Werte 
nahe Null auftreten. 

lAuf die Details soll hier verzichtet werden. V gl. aber auch die Ausführungen nach Definition 11.3. 
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5. Ganz allgemein stellt die Lösung der Frage nach der Wahl optimaler freier Flüsse ein kom­
binatorisches Problem dar. Dieses kann grundsätzlich nur durch ein diskret arbeitendes 
Optimierungsverfahren gelöst werden, daß gezielt nach einer optimalen aus Einheitsvek­
toren zusammengesetzten Matrix Nfree sucht. Dazu müssen insgesamt 

( 
dim v net - dim nnet ) 

dim vnet 

Möglichkeiten durchsucht werden. Eine solch exakte Lösung der Fragestellung ist aber 
für die praktische Arbeit jedoch kaum von Interesse, da nur die Größenordnung der Ma­
trixkondition von Bedeutung ist. 

8.1.3 Lösung der stationären C-Atom-Bilanzgleichungen 

Offenbar bereitet die Berechnung der Transformationen q>[O,l] und q> a keine Probleme. Nach die­
ser Berechnung von v aus v net und v xch[O,l] ist nun \lI (v) zu berechnen. Dazu müssen die jewei­
ligen Markierungs-Bilanzgleichungen (4.29) bzw. (4.30) gelöst werden. Für das Kohlenstoff­
Markierungssystem gelingt dies nach Satz 7.3 durch Lösung der bzgl. x linearen Bilanzgleichun­
gen (4.29). 

Natürlich wird man die System matrix P 8 v dazu nicht explizit invertieren, sondern erneut 
eine Zerlegungstechnik anwenden. In Abschnitt 8.2 wird gezeigt, daß diese Matrix schlecht kon­
ditioniert ist, wenn große Austauschfiüsse vorliegen. Daher ist grundsätzlich eine QR-Zerlegung 
empfehlenswert. 

Einen alternativen Zugang zur Lösung der Bilanzgleichungen stellt ein iteratives Verfahren 
ver!!:eIlZ eines solchen 

entsprechenden Differentialgleichungssystems (4.33) 
garantiert. Jedoch sei darauf hingewiesen, daß nach allgemeiner Erfahrung [Hac93] erst ab et-
wa der Dimension 100 die Überlegenheit eines iterativen Lösungsansatzes gegenüber der QR­
Zerlegung festgestellt werden kann. Dies konnte bei der Lösung der in der Praxis aufgetretenen 
Bilanzgleichungssysteme verifiziert werden. 

8.1.4 Lösung der stationären Isotopomeren-Bilanzgleichungen 

Die bzgl. x nichtlinearen Isotopomeren-Bilanzgleichungen erfordern einen iterativen Lösungs­
ansatz. Unter Voraussetzung der Stabilität des Systems kann grundsätzlich ein Differentialglei­
chungslöser (mit zulässigen Startwerten) zur Lösung der Gleichungen verwendet werden. 

Da die Lösung von Isotopomeren-Bilanzgleichungen im aktuellen Stadium des Jülicher Stoff­
fiußanalyse-Projektes noch nicht in großem Umfang erforderlich war, genügte zunächst die Im­
plementierung des Euler-Verfahrens als dem einfachsten denkbaren Differentialgleichungslöser 
[PFTV88]. Wichtig ist dabei die Projektion auf den Raum G der zulässigen Lösungen (Definiti­
on 7.7) nach jedem Schritt, wodurch die Stabilität des Verfahrens erhöht wird. Zusätzlich kann 
die Schrittweite erfolgsabhängig gesteuert werden. 

Das Verfahren lief bei dem in Kapitel 9 vorgestellten Beispielsystem mit mehreren tausend 
Isotopomeren-Transitionen zuverlässig und konvergierte bei unidirektional angenommenen Flüs­
sen startwertabhängig nach durchschnittlich etwa 200 Schritten. Ein günstiger Startwert kann 
dabei die Zahl der Iterationsschritte erheblich reduzieren. Ein solcher Startwert läßt sich aus der 
Lösung der entsprechenden C-Atom-Bilanzgleichungen gewinnen. Dazu setze man die Antei­
le der einfach markierten Isotopomeren auf die berechneten Positions-Markierungsanteile und 
normiere auf die Gesamtsumme Eins. 
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Bei großen Austauschflüssen sind jedoch erheblich längere Rechenzeiten zu erwarten (vgl. da­
zu Abschnitt 8.2), so daß in Zukunft effizientere Verfahren implementiert werden müssen [BL94, 
Deu95]. 

8.1.5 Lösung der instationären Bilanzgleichungen 

Zum Nachvollzug isotopisch instationärer Experimente muß schließlich die numerische Lösung 
des Differentialgleichungssystems (4.33) mit hoher Genauigkeit angenähert werden. Bei nicht 
allzu schlecht konditionierten Systemen hat sich hierfür ein spezielles Runge-Kutta-Fehlberg­
Verfahren für steife Systeme [KR79] als leistungsfähig erwiesen. 

Treten jedoch große Austauschflüsse auf, so führt die resultierende Steifheit des Systems zu 
einer extrem kleine Schrittweitenwahl durch das Verfahren und damit zu immer längeren Re­
chenzeiten. In dieser Situation kann wie in [SSH92] zu einer Näherungslösung mit Hilfe ei­
ner Quasi-Stationaritätsannahme für die in schnellem Austausch stehenden Pools übergegangen 
werden. Dabei werden die austauschenden Pools zu einem neuen Pool zusammengefaßt, dessen 
Größe der Summe der zusammengefaßten Poolgrößen entspricht (Pool-Lumping). Die Gültig­
keit einer solchen Quasi-Stationaritätsannahme werden in Abschnitt 9.2 noch ausführlicher dis­
kutiert. Eine andere Vereinfachungsoperation für ein bestimmtes Netzwerke wirden in [eB9S] 
diskutiert. 

8.2 Ableitungen und große Austauschflüsse 

Für die in Kapitel 10 vorgestellte numerische Parameteranpassung und die in Kapitell1 behan~ 
nur der r 0 0 q;[O,lJ 0 

\l! (nUee ) aus Gleichung (8.4) sondern auch seine Ableitung nach dem Vektor der freien 
Flüsse benötigt. Hierbei sind die Ableitungen der Abbildungen <Pa, <p[0,1] und \l! offenbar we~ 
nig problematisch. Bei der Auswertung von r und der entsprechenden Ableitung stellt sich je­
doch heraus, daß große Austauschflüsse zu numerischen Konditionsproblemen führen. Nach­
folgend wird gezeigt, wie die C-Atom-Bilanzgleichungengeeignet vorkonditioniert, numerisch 
stabil gelöst und auch abgeleitet werden können. Ein wichtiges Ergebnis ist, daß eine explizit 
berechenbare Ableitung von r für "unendlich große" Austauschflüsse (im Sinne von Definiti­
on 5.3) existiert. Auf die Diskussion der technischen Details der Rechnerimplementierung wird 
hier verzichtet. Diese können in [Sie96] nachgeschlagen werden. 

8.2.1 Ableitung des C-Atom-Markierungszustands nach den 
Flüssen 

Vernachlässigt man zunächst das Problem der numerischen Kondition, so ergibt sich folgende 
exakte Lösung für die Ableitung von r: 

Satz 8.1 (Ableitung des C-Atom-Markierungszustands) Sei mit 

o = pinp 8 v . x inp + P 8 v . x 

ein stationäres C-Atom-Bilanzgleichungssystem gegeben. Dann ist r (v) für alle zulässigen v 
differenzierbar und die Ableitung ist gegeben durch 

8r (v) = _(p 8 vt1 . (p . x + pinp. xinp) 
8v 
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Beweis: 

Die Differenzierbarkeit folgt aus dem Satz über implizite Funktionen. Die Ablei­
tungsformel ergibt sich dann sofort durch implizite Differentiation der Bilanzglei­
chung. Dabei beachte man, daß aufgrund der 3D-Matrixnotation P = (P 1, ••. , P dirn v) 

(siehe Abschnitt 4.4) gilt: 

8(P 0 v) _ (8(P G v) 8(P 0 V)) _ (P p.) _ P 
8 - 8 , ... , 8 - 1, .. ·, dlrn v -

V V1 Vclirn v 
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Dieser Satz hat weitreichende Konsequenzen für die numerische Berechnung der Ableitun­
gen im gut konditionierten Fall. Es zeigt sich, daß dieselbe Matrixfaktorisierung für P Gv einge­
setzt werden kann, um sowohl x als auch ~~ zu berechnen. Daher ist die Ableitungsberechnung 
für Markierungssysteme äußerst effizient durchführbar und kostet nur einen Bruchteil der Re­
chenzeit für die Berechnung von r (v). 

Für das Isotopomeren-System gilt leider kein entsprechendes Resultat. Hier ist zur Ablei­
tungsberechnung die Lösung eines sehr großen linearen Gleichungssystems erforderlich. Der 
Beweis ist dem obigen vollkommen analog. 

Satz 8.2 (Ableitung des Isotopomeren-Markierungszusmnds) Sei mit 

o = pinp 0 V • x inp + p 8 v . x + xT . Q 8 v . x 

/I"IßY'·i.!J{~·n V eindeutig gegehen. 
ist r (v) für alle zulässigen v differenzierbar und die Ableitung ist gegeben durch 

:: (v) = - [2xT Q G v + P 0 vr
1 
(xT 

• Q. x + P . x + pinP. x inp
) 

8.2.2 Lösung gewichteter Gleichungssysteme 

Die Untersuchung gewichteter Gleichungssysteme bereitet die Behandlung eines Markierungs­
systems im Falle großer Austauschflüsse vor. Ein solches gewichtetes Gleichungssystem hat die 
Gestalt: 

[(1 - A) A + A Bj· x = (1 - A) Y (8.5) 

Wenn B nicht invertierbar ist, so stellt sich die Frage, wie sich die Lösung des Systems für A -1- 1 
verhält. Dann tendiert die Kondition der Matrix (1 - A) A + AB offenbar gegen unendlich, so 
daß eine numerische Lösung von Gleichung (8.5) zunehmend schwieriger wird. Wie nachfol­
gend gezeigt wird, tritt diese Situation gerade im Fall großer Austauschflüsse (bzw. von [0, 1j­
Austauschflüssen nahe 1) auf. Der folgende Satz zeigt, daß die entstehende numerische Instabi­
lität mit Hilfe einer geeignet gewählten Transformation beseitigt werden kann. 

Satz 8.3 (Lösung eines gewichteten Gleichungssystems) Gegeben seien Matrizen A (ft), B, T 
und ein Vektor y (ft) mit den folgenden Eigenschaften: 

1. A = A (ft) und y = Y (ft) hängen stetig differenzierbar von ft ab. 
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2. A (f-t) + l~>' B ist invertierbar für alle A in einer Umgebung von A = 1 (was für A und B 
allein nicht gelten muß). 

3. T = ( i ~ ) ,ist eine Transformationsmatrix mit 2 

T 2 B = 0 und invertierbarer Matrix 

Dann gilt: 

1. Die Lösung des gewichteten Gleichungssystems (8.5), nämlich 

ist stetig auf den durch A = 1 gegebenen Rand des Definitionsbereichs fortsetzbar. 

2. Die Fortsetzung ist explizit gegeben durch: 

3. x (f-l, 1) ist stetig differenzierbar bzgl. f-t mit der Ableitung: 

OX ( Tl B ) -1 (0 ) 
{)p, (f-t, 1) = , T 2 A (f-l) / " T 2 ~~ (f-t) - T 2 ~! (f-l) . x (f-l, 1) / 

).. ).. 1 

5. In der Nähe von A = 1 ist S = ((1 - A) i~ ) eine Vorkonditionierungsmatrix für 

A (f-t) + l~>' B, d.h. für eine Konditionszahl Cond gilt: 

Cond S . [A (f-l) + 1 ~ AB] «Cond [ A (f-l) + 1 ~ AB] 

Beweis: 

& gilt die Umformung: 

[ (1 - A) A (f-l) + AB] 'X(A) = (1 - A) Y (f-t) 

[ (1 - A) Tl A (f-t) + AT1B] 'X(A) = [(1-A)TI Y(f-t)] 
(1 - A) T 2 A (f-l ) + AT2 B (1 - A) T 2 Y (f-l) 

[ (1 - A) T1A (f-l) + AT1B] 'X(A) = (1 - A) T1y (f-l) 
{=::} 

T 2A(f-l) 'X(A) = T 2y (f-l) /\ 

2Eine solche Matrix T kann stets aus einer LR- oder QR-Zerlegung gewonnen werden, jedoch wird für Mar­
kierungssysteme eine spezielle Transformation Tintendiert. Vgl. dazu die folgenden Ausführungen. 
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Der Grenzübergang A -+ 1 ist nun für die obere und untere Gleichung getrennt voll­
ziehbar und liefert Punkt 1 und 2. Nun ergeben sich die Formeln aus Punkt 3 und 4 
durch implizite Differentiation. 

Schließlich folgt Punkt 5, weil Konditionszahlen stetige Funktionen auf dem Raum 
der Matrizen sind und daher 

Cond [A(J.l) + 1 ~ A BJ -+ 00 für A -+ 1 

gilt, während die Kondition dervorkonditionierten Matrix endlich bleibt, da der Grenz­
wert eine invertierbare Matrix ist. 
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Nach Satz 7.3 setzt sich die Lösung der Gleichung (8.5) stets aus gebrochen rationalen Funk­
tionen zusammen, die von A bzw. J.l abhängen. Der Satz 8.3 zeigt im wesentlichen, daß die­
se Funktionen in A = 1 einen hebbaren Pol haben. Die Stetigkeit und Differenzierbarkeit der 
Lösung in A = 1 ist daher grundsätzlich klar. Der Satz zeigt darüber hinaus, wie die jeweili~ 
gen Ableitungen unter Verwendung von T effektiv berechnet werden können. Dazu ist offenbar 
nur eine einzige Matrix-Faktorisierung erforderlich. Seine Anwendung findet der Satz bei der 
numerisch stabilen Lösung gewichteter Gleichungssysteme für A ~ 1, indem er eine Vorkondi~ 
tionierung des Gleichungssystems ermöglicht. 

Die Anwendung des Satzes auf C~Atom"Markierungssysteme erweitert die Überlegungen in 
[SSH92], wo eine analoge Vorgehensweise für instationäre Systeme (allerdings nur im Grenzfall 
A = 1) beschrieben ist. Sie erfolgt anhand des schon in den vorangehenden Kapiteln ausführ­
lich behandelten Beispiels aus Abbildung 3.2. Hier wird nun untersucht, wie sich das System 
verhält, wenn v2 eine schnelle Gleichgewichtsreaktion ist. Hierzu werden zunächst die in Glei­
chung (4.28) definierten Matrizen 

P -+ -2 -
( 

-1 . . . ) ( 
i -~ : und pr = 

betrachtet, die die den Flüssen v:i und vi zugeordneten Einträge der C-Atom-Transitionsmatrix 
P aus Definition 4.9 darstellen. Eine Transformation in den (v~et, v~ch[O,l])_Raum (vgl. Definition 
5.4 und Satz 5.4) liefert dann: 

P 0 v - ... + Pi . vi + pr . vt + ... 
- ... + Pi . (V~ch + max (v~et,O)) + pr . (v~ch + max (-v~et, 0)) + ... 

a a 

- ... + (Pi + pr) . v~ch + Pi' max (v~et, 0) + pr· max( -v~et, 0) + ... 
a a 

xch[O,l] 
- ... + V

2 ch[Ol] (Pi + pr) + Pi . max (v~et, 0) + pr . max (_v~e\ 0) + ... 
1 - v~ , a a 
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Damit ist die Ausgangssituation für die Anwendung des Satzes 8.3 gegeben. Nun ist eine geeig­
nete Transformation T zu der Matrix 

( 

-1 . 1 . ) 
. -1 1 
1 . -1 . 

1 -1 

gesucht. Offenbar sind in dieser Matrix die erste und dritte sowie die zweite und vierte Spalte 
jeweils linear abhängig. Die Transformationsmatrix T wird nun so gewählt, daß die beiden letz­
ten Zeilen (also T 2) diese linear abhängigen Zeilen addieren während die ersten beiden Zeilen 
(also Tl) zuje einer Zeile von T 2 orthogonal sind: 

(: 
-1 

-~ ) T = ( i~ ) = 
1 

1 
1 

Dann gilt 

Cl 1 

n T . (Pi + Pi) = 2 . 
-1 

(8.6) 

Damit können für große Austauschflüsse v~ch der zugehörige Markierungsvektor x und dessen 
Ableitung nach allen im System auftretenden Flüssen numerisch stabil berechnet werden. 

oben iUU.L<",l'VA 

gen technische Aufwand, denn bei einem gegebenen Flußzustand können auch mehrere Aus­
tauschflüsse des Systems zugleich gegen Unendlich streben. In diesem Falle sind zunächst die 
Zusammenhangskomponenten aller über schnelle Austauschflüsse miteinander in Verbindung 
stehenden Pools zu berechnen. Die technischen Details dieser Vorgehensweise werden in [Sie96] 
beschrieben. An praxisrelevanten Beispielen hat sich gezeigt, daß die Vorkonditionierung selbst 
großer Markierungssysteme stets zu kleinen Konditionszahlen führt.3 

8.2.4 Die Grenzgleichung für schnelle Gleichgewichte 

Interessant ist nun das Grenzverhalten des Systems, d.h. seine Lösung für V~ch[O,l] = 1. In diesem 
Fall gilt nach Satz 8.3 die Grenzgleichung (vgl. Gleichung (8.6» 

d.h. der Markierungszustand der in schnellem Austausch stehenden C-Atom-Pools ist im Grenz­
wert gleich. Das System kann daher durch Pool-Lumping von 8#1 und E#1 bzw. 8#2 und E#2 
auf ein System mit zwei Pools reduziert werden (vgl. dazu auch Abb. 9.5). Da das so reduzierte 
System keine großen Austauschflüsse mehr aufweist, ist auch anschaulich klar, warum auf diese 
Weise eine numerisch stabile Lösung erzielt wurde. 

3Dazu wurden die Konditionszahlen testweise mit Hilfe einer Singulärwertzerlegung berechnet (vgI. auch 
[FR95]). 
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Die Bilanzgleichungen für das reduzierte System werden im wesentlichen durch die Produk­
te T 2 • P~ und T 2 • Pt mit i =J. 2 festgelegt. Diese auf beliebige Systeme verallgemeinerbaren 
Überlegungen bilden die theoretische Grundlage für das Pool-Lumping bei schnell austauschen­
den Flüssen. 

Durch die oben getroffene spezielle Wahl von T ergeben sich die Beziehungen b1 = el und 
b2 = e2 in Gleichung (8.7) unmittelbar. Es kann gezeigt werden, daß sich ein solches T stets 
finden läßt, so daß gilt: 

Satz 8.4 (Grenzgleichung bei schnellen Markierungsgleichgewichten) Sei x der Markierungs­
zustand und v der Flußvektor eines fa lien freien C-Atom-Bilanzgleichungssystems. Der i-te Fluß 
verbinde denj-ten und den k-tenC-Atom-Pool miteinander (d.h. (Pi)k,j > 0 in Definition 4.9). 
Dann gilt die Grenzgleichung: 

Im allgemeinen sind die Nettoflüsse in einem metabolischen System bereits durch die in Ab­
schnitt 6.1 gestellten Nebenbedingungen auf ein kompaktes Gebiet beschränkt. Aufgrund von 
Satz 8.4 folgt dann, daß die Menge 

{ r (v) I v zulässig /\ v xch 
::; 00 } 

bei der unendliche Werte für Austauschflüsse zugelassen sind, stets wieder eine kompakte Men­
den in Abschnitt 5.2 am Beispiel eingeführten Begriff des rea~ 

lisierbaren asyrnptotisch realisierbaren Markierungszustands auf allgerneine 
systeme. Die asymptotischen werden dabei durch die Beziehungen vrh 00 definiert. 



Kapitel 9 

Simulation von Markierungssysternen 

Die numerischen Aspekte der Durchführung einer Simulation wurden bereits in den Abschnit­
ten 8.1 und 8.2 ausführlich diskutiert. Diese rechen- und verwaltungs technischen Details sol­
len natürlich vor dem experimentell arbeitenden Anwender eines Simulators verborgen bleiben. 
Nachfolgend werden nun die in Jülich entwickelten Simulationswerkzeuge vorgestellt und ex­
emplarisch angewendet. 

Der Simulator erlaubt die Festlegung einer Netzwerkstruktur und aller für eine Simulation 
relevanten Annahmen in einem übersichtlichen Eingabeformat. Diese Eingabe spiegelt unmit­
telbar die in den Kapiteln 3-6 eingeführten Strukturelemente wieder. Auf der Grundlage dieser 
Eingabe werden alle für die Simulation erforderlichen Matrizen und Vektoren automatisch ge­
neriert. In diesem Kapitel wird anhand eines konkreten Beispiels der Ablauf einer Simulations­
studie dargestellt. 

stellt 
da sie eine einfache Modifikation der Netzwerkstrukturen erlaubt, ohne den Anwender mit der 
expliziten Formulierung von Bilanzgleichungen oder Transitionsmatrizen zu belasten. Die Ar­
chitektur und Implementierung des in Jülich entwickelten Simulationssystems wird in Abschnitt 
9.3 kurz beschrieben. 

9.1 Durchführung von Simulationen 

9.1.1 Simulations strategie 

Die generelle Simulationsstrategie sollte mit Rücksicht auf die Bedürfnisse des Anwenders wie 
folgt aussehen: 

1. Formulierung eines biochemischen Netzwerks. 

2. Formulierung der Annahmen über die im System vorhandenen Netto- und Austauschflüsse 
in Form von linearen Beziehungen für N etto- und Austauschflüsse (Anwendungs-Flußko­
ordinaten). 

3. Auswahl von freien Netto- und Austauschflüssen. 

4. Vorgabe der Eingangsmarkierung, also x inP• 

5. Wertvorgaben für die freien Flüsse, also n free
• 

6. Prüfung der Zulässigkeit des dadurch bestimmten Flußzustands. 

134 
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7. Berechnung von v und x gemäß der Berechnungsreihenfolge aus Abschnitt 8.1. 

Zur Durchführung einer Variationsstudie, werden schließlich die Schritte 4 bis 7 mit einer 
Reihe verschiedener Werte für die Eingangsmarkierungen x inp und die freien Flüsse n free wie­
derholt. 

9.1.2 Anforderungen an ein Simulationswerkzeug 

Ein Simulationswerkzeug sollte jeden der genannten Schritte (soweit erforderlich) unterstützen. 
Insbesondere heißt das: 

1. Alle Eingaben sollten in einem für den experimentell arbeitenden Anwender leicht verständ­
lichen Texteingabeformat erfolgen. 

2. Jede Eingabe muß auf logische Konsistenz mit den übrigen Daten geprüft werden. 

3. Nur die unbedingt erforderlichen Informationen sind einzugeben. Alle Systemmatrizen 
und -vektoren sowie grundsätzlich gemachten Annahmen (z.B. die der Unidirektionalität 
extrazellulärer Flüsse) sollten daraus automatisch generiert werden. 

4. Bei willkürlichen Festlegungen, wie Z.B. der Auswahl der freien Flüsse, sollte eine Hilfe­
stellung erfolgen. 

5. Die in Abschnitt 8.1 dargestellten Rechenschritte sollten numerisch stabil implementiert 

6. Ausnahmesituationen (pathologische Fälle, systembedingte numerische Instabilitäten) soll> 
ten automatisch diagnostiziert werden. 

7. Die Ausgabe der Simulationsergebnisse sollte für die Weiterverarbeitung geeignet vorfor­
matiert sein. 

Die Durchführung der einzelnen Schritte der Simulationsstrategie wird nachfolgend anhand 
eines Beispiels vorgestellt. Die oben formulierten Anforderungen werden dabei noch an ver­
schiedenen Stellen diskutiert. Bei dem vorgestellten Beispiel steht weniger die umfassende Un­
tersuchung des Systems im Vordergrund als vielmehr eine überblickartige Einführung in die 
Möglichkeiten der Simulation. Eine tiefergehende Diskussion der systemtheoretischen Eigen­
schaften diese Beispiels und deren praktische Konsequenzen findet sich in [WG96b]. 

9.2 Ein Beispiel 

Als Beispiel für eine Simulationsstudie wird die Markierungsverteilung im zyklischen Pentose­
phosphatweg studiert. Der zyklischen Weg tritt beim Wachstum auf Pentosen auf, beispielsweise 
bei der xyloseverwertenden HefePichia stipitis1 [LPdPB88] oder einer mit gentechnischen Me­
thoden hergestellte Rekombinante von Zymomonas mobilis [ZED+95]. Letztere hat in jüngster 
Zeit eine große Bedeutung für die Untersuchung des Zuckerstoffwechsels erlangt. 

1 Die Auswahl dieses etwas "exotischen" Organismus hat ihre Ursache darin, daß Pichia stipitis im Jülicher mi­
krobiologiscben Praktikum als Beispiel für die NMR-Anwendung diente. 
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Abbildung 9.1: Zyklisch ablaufender Pentosephosphatweg in der xyloseverwertenden Hefe 
Pichia stipitis und Simulationsergebnis für ein stationäres Markierungsexperiment mit freien 
Flüssen VI = 0.5 und V5 = 0.5. Alle Flüsse wurden als unidirektional angenommen. Die ex­
trazellulären Flüsse Vs und V9 wurden aus Gründen der Übersichtlichkeit weggelassen. 

Das Stoffwechselnetzwerk des zyklischen Pentosephosphatwegs zeigt die Abbildung 9.1. 
Beim Wachstum auf Xy lose nimmt der Organismus den C5-Körper direkt über den Pentosephos­
phatweg auf. Somit ist mit einer hohen Aktivität dieses Stoffwechselabschnitts zu rechnen. Im 
Gegensatz zum Wachstum auf Glucose müssen nun aber die für den Zellwandaufbau und andere 
Zwecke benötigten C6-Körper via Fructose-6-phosphat neu synthetisiert werden. Hierzu läuft 
ein Teil der Glykolyse in umgekehrter Richtung ab. Diese sogenannten gluconeogenetischen 
Schritte [Str88] sind die umgekehrt zur Tabelle 3.2 ablaufenden Schritte Gly2 und Gly1. Die 
neu synthetisierten C6-Körper können dann über den oxidativen Pentosephosphatweg PPW1 
unter Abspaltung von CO2 wieder in den Pentose-5-Phosphat-Pool gelangen, wodurch ein Zy­
klus geschlossen wird. 

Um die Notation kurz zu halten, sind die Flüsse durchnummeriert worden. Zudem wurden 
einige Flußsequenzen aus Tabelle 3.2 und 3.3 zusammengefaßt. Folgende Überlegungen liegen 
dieser Auswahl und Zusammenfassung von Flüssen zugrunde (vgl. Abb. 9.1): 

1. Die Pentose-5-Phosphat-Pools (Ri5P, Ru5P und Xy5P) wurden als im schnellen Gleich-
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gewicht befindlich angenommen, was durch die in der Regel anzutreffende sehr hohe Ak­
tivität der entsprechenden Isomerasen und Epimerasen [Wo085] gerechtfertigt ist. Es ent­
steht ein zusammengefaßter Pentose-5-Phosphat-Pool. 

2. Die drei Zyklus-Reaktionsschritte der Gluconeogenese und des oxidativen Pentosephos­
phatwegs bilden eine lineare Sequenz und können daher zu V5 zusammengefaßt werden. 

3. Die Biomasseabflüsse aus der Glykolyse werden in dieser Studie zur Vereinfachung mit 
dem Abfluß V7 des Glycerinaldehyd-3-phosphats in das Produkt Ethanol zusammenge­
faßt. Der geringe Abfluß des Pentosephosphatweg-Intermediats Erythrose-4-phosphat in 
die Biomasse wird dagegen vernachlässigt. 

Es resultiert die nachfolgende Zuordnung der Bezeichnungen (vgl. Abb. 9.1) 

V1 " PPWO, PPW2, PPW3 
V2 " PPW4 
V3 " PPW5 
V4 " PPW6 
V5 " Gly2, Gly1, PPW1 
V6 A Gly3, Gly4 
V7 A Gly5, Gly6, PB1 

Intrazelluläre Stoffkonzentrationen können je nach betrachtetem Metaboliten zwischen 100 
mrnolll (Glutamat-Pool in C. glutamicum) [Sch95] und einer nicht mehr nachweisbaren Kon­
zentration von 10 I-lmolll für einen Übergangsmetaboliten in einer schnell ablaufenden Reakti­
onssequenz variieren. Dabei wird bei Intermediärmetaboliten im Zuckerstoffvlechsel im allge­
LU,,"'UJ,'-'U von (im kleinen aus~ 

gegangen. Hier sollen daher zunächst Poolgrößen von 1 mmol/l angenommen werden (vgl. auch 
[FHBS90, WGKF+92, CFGC95]). 

Da Hefen einen im Vergleich zu tierischen Zellen sehr großen Stoffdurchsatz haben, wird 
eine Substrataufnahmerate von 0.5 mol/(l . h) bezogen auf das Zellvolumen eingesetzt. Geht 
man von einem Zellvolumen von 0.002 l/g (Trockenmasse) aus [Sch95], so entspricht dies bei 
einem Reaktor mit einem Volumen von 11 und einer Zelldichte von 10 g!l etwa einer Xylose­
Aufnahmerate von 0.01 mol/Cl . h) = 1.5 g!(I . h) bezogen auf das Reaktorvolumen. Bedenkt 
man, daß schnell wachsende Mikroorganismen innerhalb von zwei Stunden ihre Zellmasse ver­
doppeln können, so ist dies für die biotechnologische Stoffproduktion ein eher kleiner Wert. 

9.2.1 Simulatoreingabe 

Die hierarchisch strukturierte Texteingabe für den Simulationslauf zeigt Abb. 9.2. Die Einträge 
dieser Datei sind wie folgt zu interpretieren (vgI. dazu Abschnitt 6.3): 

1. Das biochemisches Netzwerk ist in der Sektion EQUATIONS mit Hilfe der in Definiti­
on 3.1 eingeführten Notation definiert. Hieraus werden die Transitionsmatrizen P, pinp , Q 
generiert sowie die grundsätzlich angenommenen stöchiometrischen Gleichungen als er­
ster Bestandteil von Nnet. 

2. In den Untersektionen CONSTRAI NTS von NET _FLUXES und XCH_FLUXES können 
beliebige lineare Gleichungen für Nettoflüsse und Wertsetzungen für Austauschflüsse vor­
genommen werden. Die Unidirektionalität extrazellulärer Flüsse (also von V1, V8 und 
V9) ist automatisch vorausgesetzt. Im Beispiel werden außerdem die Flüsse V5, V6, V7 
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{ 
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EQUATIONS := 
{ 

}; 

}; 

}; 

V1 := Xyl > Xy15P, 
#ABCDE > #ABCDE; 

V2 := Xy15P + Xy15P > S7P + GA3P, 
#ABCDE + #abcde > #ABabcde + #eDE; 

V3 := GA3P + S7P > E4P + Fru6P, 
#ABC + #abcdefg > #defg + #abcABC; 

V4 := Xy15P + E4P > GA3p + Fru6P, 
#ABCDE + #abcd > #eDE + #ABabcd; 

V5 := Fru6P > C02 + Xy15P, 
#ABCDEF > #A + #BCDEF; 

V6 := Fru6P > GA3P + GA3P, 
#ABCDEF > #eBA + #DEF; 

V7 := GA3p > C02 + Eth, 
#abc > #a + #bc; 

VB := Eth > Ethout, 
#ab > #ab ; 

V9 := C02 > C020UT, 
#a > #a; 

CONSTRAINTS := 
{ 
} ; 
INEQUALITIES 
{ 

} ; 

~~T~INEQ5A Vr, 0,0; 
NET_~INEQ5B : ~ V5 <= 'I" ° ; 

FREE ;= 
{ 

}; 

VI := 0.5; 
V5 := 0.5; 

CONSTRAINTS := 
{ 

}; 

XCH_CONSTR5 := V5 = 0.0 
XCH_CONSTR6 := V6 = 0.0 
XCH_CONSTR7 := V7 = 0.0 

INEQUALITIES := 
{ 
}; 
FREE := 
{ 

}; 

V2 := 0.0; 
V3 := 0.0; 
V4 := 0.0; 

}; 

POOLS := 
{ 

}; 

Xyl := 
{ 

}; 

SIMULATION := 
{ 

SIZE := 0.001; 
LABEL := 
{ 

#1 := 1.0 
} 

}; 

Xy15P := 
{ 

}; 

SIMULATION := 
{ 

SIZE := 0.001; 
} 

S7P := 
{ 

} ; 

SIMULATION := 
{ 

SIZE := 0.001; 
} 

GA3P l= 
{ 

SIMULATION ;= 
{ 

SIZE ;= 0.001; 
} 

}; 
E4P := 
{ 

SIZE ,= 0.001; 

} ; 
Fru6P := 
{ 

}; 

SIMULATION := 
{ 

SIZE := 0.001; 
} 

C02 := 
{ 

} ; 

SIMULATION := 
{ 

SIZE := 0.001; 
} ; 

Abbildung 9.2: Beispiel einer Simulatoreingabe zur Simulation von Markierungsverteilungen 
im Pentosephosphatweg (vgl. Abb. 9.1). Erklärung der Einträge im Text. Die Unterteilung SI­
MULATION unterhalb von POOLS scheint an dieser Stelle noch überflüssig zu sein. Dies 
liegt daran, daß das Format in Abbildung 12.2 noch um einen weiteren Abschnitt für Meßda­
ten (MEASUREMENT) ergänzt wird. 
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als unidirektional angenommen. Aus diesen Angaben können dann Nnet, Nxch und n net, n xch 

generiert werden. 

3. In den Untersektionen I NEQUALITI ES von N ET _FLUXES und XCH_FLUXES sind be­
liebige Ungleichungen für Nettoflüsse und Bereichseinschränkungen für Austauschflüsse 
vorgebbar. Die Richtung extrazellulärer Flüsse wird automatisch angenommen. Im Bei­
spiel ist außerdem der Nettofluß v~et auf den Wertebereich [0, 1] eingeschränkt. Daraus 
werden dann unet , uxch und unet, u xch generiert. 

4. Die gewählten freien Flüsse befinden sich in den Unterabschnitten FREE von 
NET _FLUXES und XCH_FLUXES. Sie müssen den Anforderungen der Definition 6.4 
genügen, was automatisch überprüft wird. Im Beispiel sind sieben stöchiometrische Glei­
chungen formulierbar. Weitere sechs Nebenbedingungen wurden durch die Direktiona­
litätsannahmen eingeführt. Es verbleiben noch dirn v - dirn nnet - dirn n xch = 18 -
7 - 6 = 5 Freiheitsgrade zur eindeutigen Bestimmung des Flußsystems. Gemäß der in 
Abschnitt 8.1 beschriebenen Strategie werden daher zunächst die noch nicht festgesetz­
ten Austauschflüsse v~ch[O.11, v~ch[O.11 und V~ch[O.11 zu freien Flüssen gemacht. 

Es verbleiben zwei Freiheitsgrade für die Nettoflüsse. Als aussagekräftige Flüsse werden 
die Werte der Substrataufnahme viel und des Zyklusflusses v~et gewählt. Aus den stöchio­
metrischen Gleichungen berechnet der Simulator dann: 

v net 
2 = v net 

3 = v net 
4 = 1 ( vfet+v~et) 3" 

v net 
6 = ~ (2 vret_v~et) 

V
flCI 
7 V

net 
8 Vfict 

1 

V
uet fiel L nct 
9 V 1 TV5 

Da somit alle abhängigen Flüsse durch die freien Flüsse ausgedrückt werden können, ist 
die Invertierbarkeit der automatisch generierten Nebenbedingungsmatrix N gegeben. 

Die nachfolgenden Simulationsläufe gehen zunächst von unidirektionalen Flüssen aus, 
was in des Texteingabe durch die Vorgabewerte V2ch = v~ch = v4ch = 0 ausgedrückt 
wird. Beim letzten Simulationsbeispiel werden diese Flüsse dann ebenfalls variiert. 

5. Der Input-Metabolit Xyl ist auf dem ersten Kohlenstoff-Atom markiert, wie man aus der 
POOLS-Sektion entnimmt. Nicht angegebene Markierungsanteile werden dabei automa­
tisch als 0.0 angenommen. 

6. Die Poolgrößen aller intrazellulären Metabolite sind ebenfalls in der POOLS-Sektion un­
ter SIZE angegeben. 

9.2.2 Stationäre C-Atom-Markierungsanteile 

Mit der hier vorgenommenen Wahl der freien Flüsse wird zunächst die stationäre Markierungs­
verteilung berechnet, die in Abbildung 9.1 visualisiert ist. Es wird anschaulich klar, daß die un­
markierten C-Atome im System gegenüber den markierten C-Atomen bei weitem überwiegen. 
Dies ist auch zu erwarten, da nur 20% der zugeführten Atome markiert sind. Markierungsmes­
sungen liefern also in der Regel kleine Markierungsmeßwerte. Ferner verbleibt der Hauptanteil 
der Markierung an den jeweils ersten Positionen. Die Wahrscheinlichkeit, daß ein markiertes 
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a) 
0.5 

........ Eth 
?fl.. 0.4 ....... 
0) 
C 0.3 
::::J 
"-
(]) 
..c 0.2 
.S::! 
(]) 
"-
C 0.1 « 

0.0 .p:;.,_t_+-+_t_+_+ ................ _t_f-I--t-I-+ ...... ~ 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 

Flußverhältnis a = Vs / V 1 

b) 
........ 0.5,....-------------_ 
';R 
2.... 
0) 0.4 
C 
::::J 
(/) 
(/) 0.3 
(]) 

~ 
0.2 

Eth 

Eth ~ 

0.0 ~-+-II_+ ....... _t_+_+_t_I_+_+_tl_+ ....... .....f::~ 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 

Flußverhältnis a = Vs / Vi 

Abbildung 9.3: a) Stationäre Markierungen in Eth#1 und Eth#2 sowie deren Quotient in 
Abhängigkeit von vget / viel (übrige Parameter wie in Abb. 9.1). Der in Abbildung 9.1 dargestellte 
spezielle Zustand ist gekennzeichnet. b) Flußbestimmung anhand eines Meßwertes für Eth#2 

Teilchen in die letzten C-Atom-Positionen von S7P oder Fru6P gelangt, ist sehr gering, da dies 
nur über den Zyklusschritt V5 möglich ist. 

U t 11 fr: d' B'ld t It d' f" N tt fl" Dei d Dei In e was vo Stall Igeres . I zu erl1a eu, nun Je leIen .. e 0 .. usse VI un. Vfi 

variiert Nach wird der des bereits durch den Quotienten 
v5> /vi~ bestimmt. Es genügt also die Variation von v~et. Das Resultat ist exemplarisch für die 
heiden Kohlenstoffatome des Ethanols in Abbildung 9.3 dargestellt. 

Die Variationsstudie verdeutlicht einige Aspekte des Problems der Flußbestimmung aus ge­
messenen Daten: 

1. Ohne die Kenntnis mindestens eines absoluten Flußwerts können nur Flußverhältnisse re­
lativ zu einem Referenzfluß bestimmt werden. 

2. Für eine Flußbestimmung aus gemessenen Größen muß die Zahl der Meßwerte minde­
stens so groß sein wie die Zahl der freien Flüsse. Wird V~ch = vsch = V4ch = 0 angenom­
men,2 so kann offenbar v~et/vlet anhand einer Messung von eth2, wie in Abbildung 9.3b 
gezeigt, bestimmt werden. 

3. Selbst wenn genügend viele Werte gemessen wurden, kann es Redundanzen zwischen den 
Meßwerten geben, die ihren Informationsgehalt einschränken. Beispielsweise ist es unter 
der Annahme V2ch = vsch = V,4ch = 0 überflüssig, beide Ethanol-Markierungen zu ver­
messen. 

4. Schließlich garantieren auch redundanzfreie Meßwerte noch keine eindeutige Flußbestim­
mung. Dies zeigt der Versuch einer Bestimmung von v~et/viet aus eth1 (vgl. auch das Bei­
spiel in [ZS94]). 

2Die Problematik der sehr unrealistischen Unidirektionalitätsannahme für die Pentosephosphatweg-Flüsse wird 
in Abschnitt 13 noch kritisch diskutiert (vgI. die Ausführungen zu Gleichung (13.1». Mit dem Beispiel sollen vor 
allem einige weitere Eigenschaften von Markierungssystemen illustriert werden. 
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Die hier angeschnittenen Fragen berühren die allgemeinen Probleme der Identifizierbarkeit 
und Redundanz in Zustandsraummodellen, die in der vorliegenden Arbeit nicht behandelt wer­
den sollen (siehe dazu [Wie95a]). 

a) V1 = 0.5, Vs = 0.05 
#01101 

#01001 alle 
#01000 anderen 

#00000 

0.5, Vs = 0.50 

b) V1 = 0.5, Vs = 0.95 
alle 

mehr als zwei­
fach markiert 

mehr als 

mehr als zwei­
fach markiert 

Abbildung 9.4: Isotopomeren-Verteilung im Xy15P-Pool des Pentosephosphatweg-Beispiels 
(Parameter und Annahmen wie in Abb. 9.3). 

9.2.3 Isotopomeren· Verteilungen 

Für einen weiteren stationären Simulationslauf werden mit drei ausgewählten Werten für das 
Flußverhältnis vset/vret die entsprechenden Isotopomeren-Verteilungen im Xy15P-Pool berech-
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net (Abbildung 9.4). Erneut sind alle Flüsse als unidirektional angenommen. Es zeigt sich, daß 
bei unidirektionalen Flüssen V2, V3 und V4 praktisch nur wenige Isotopomeren in quantitativ 
relevanten Mengen entstehen. Dazu gehören auch einige mehrfach markierte Isotopomere, die 
direkten Aufschluß über die zyklischen Abläufe geben können. Treten in den Zwischenschritten 
V2, V3 und V 4 hohe Austauschflüsse auf (wovon auszugehen ist), so sind weitere mengenmäßig 
relevante Isotopomeren-Pools zu erwarten. 

a) b) Xyl 
A BCD G)@@@@ 
G) (DG)(D 

V1 ~ 61 " .. .6~6 
Xyl5P CD® ® @ ® /"CVB 

COOXOO) ® ® 0 S7P AG) .cpC 
CD®® 0 ® ® Fru6P 11 G)D E4P CD ® ® @ !V7 GA3P CD ® ® ---

CDCD@ 

Abbildung 9.5: a) Bei hohen Austauschflüssen in V2, V3 und V4 in schnellem Markierungs~ 
gleichgewicht stehende C-Atom-Pools des Pentosephosphatwegs. b) Durch Pool-Lumping auf 
die Zusammenhangskomponenten A, B, C, D bzgl. dieser Reaktionsschritte reduziertes C­
Atom-Netzwerk des Pentosephosphatwegs (nach [SSH92]). 

9.2.4 Instationäre Simulationsergebnisse 

Das Ergebnis eines instationären Simulationslaufs mit denselben Parametern wie in Abbildung 
9.1 ist in Abbildung 1.4 dargestellt. Die benötigte Rechenzeit für diesen Simulationslauf ist in 
der Praxis vernachlässigbar. Das Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren für steife Systeme [KR79] 
benötigt nur etwa 10-20 Schritte bis zum Erreichen des stationären Zustands. 

Diese Simulation gibt eine Vorstellung davon, wie schnell sich der isotopisch stationäre Zu­
stand im Zuckerstoffwechsel eines schnell wachsenden Mikroorganismus einstellt, nämlich nach 
bereits etwa 5 Minuten. Dieser rasche Übergang ist mit der heute verfügbaren NMR-Meßtechnik 
kaum noch auflösbar. Die in der Literatur dokumentierten instationären Experimente gehen da­
her stets von Organismen mit geringeren Wachstumsraten, höheren Zellkonzentrationen oder 
größeren Pools aus. Beispielsweise vervielfachen sich alle Zeitkonstanten um den Faktor 10, 
wenn alle intrazellulären Poolgrößen mit 0.01 molll angenommen werden. 

Die Abbildung 1.4 zeigt auch, daß das dynamische Verhalten von Markierungssystemen im 
Vergleich zu anderen dynamischen Systemen eher "uninteressant" ist. Die Zeitverlaufskurven 
zeigen überwiegend ein monoton ansteigendes Verhalten. Ein leichtes Überschwingen wird nur 
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Abbildung 9.6: Vergleich der isotopisch instationären Zeitverläufe bei gleichzeitiger Variation 
der Austauschflüsse in V2, V3 und V4. Dargestellt sind die Markierungsverläufe von Xy15P#2 
und XyI5P#3. Im Vergleich dazu die Zeitverläufe der Markierungsanteile in den Pools A und B 
des reduzierten Netzwerlr.s aus Abb. 9.5b. 

selten beobachtet war jedoch auf grund der in Kapitel '7 gezeigten Dissipativität von 
Atom-Markierungssystemen bereits zu erwarten. 

Variationsstudien bzgl. der Poolgrößen (hier nicht dargestellt) zeigen, daß bei verschiedenen 
Poolgrößen der größte im System auftretende Pool dominant ist, d.h. er bestimmt weitgehend die 
Zeitkonstanten der Markierungsanreicherung. Die Größen kleinerer Pools können dann in rela­
tiv weiten Grenzen variiert werden, ohne daß deutliche Veränderungen im instationären Verlauf 
auftreten (vgl. auch [WGKF+92, CFGC95]). Diese Beobachtung stützt die in der Literatur oft 
getroffene pauschale Annahme einer festen Poolgröße für kleine Pools, während große Pools 
immer quantitativ festgelegt werden müssen [WGKF+92]. 

Zum Abschluß wird nun die Auswirkung einer Variation der (üblicherweise angenommenen) 
Austauschflüsse in den Reaktionsschritten V2, V3, V4 des instationären Systems studiert. Dazu 
werden vxch = vxch = vxch = vxch gesetzt und der Wert vxch ausgehend von Null schrittweise 2 3 4 2,3,4 2,3,4 

vergrößert. Aufgrund von Satz 8.4 ist dann eine zunehmende Angleichung der Markierungsan-
teile in den durch die Austauschflüsse miteinander verbundenen Pools zu erwarten. 

Abbildung 9.5 zeigt das Ergebnis des dann durchführbaren Pool-Lumpings bei sehr großen 
Austauschflüssen [SSH92]. Es wird deutlich, daß das System im wesentlichen auf vier intrazel­
luläre Pools A, B, C und 0 reduzierbar ist, für die exemplarisch XyI5P#2, XyI5P#3, Xy15P#4 
und Xy15P#5 stehen können. Aus Abbildung 9.5b wird ferner deutlich, daß sich bei einer Input­
Markierung auf der ersten Position von Xyl die zusammengefaßten Pools B, C und 0 gleich ver­
halten. Daher sind in Abbildung 9.6 nur die Zeitverläufe für A und B gezeigt. 

Abbildung 9.6 zeigt die instationären Verläufe der Markierungsanteile in den beiden exem­
plarischen Pools für zunehmende Austauschflüsse und zum Vergleich das Verhalten des durch 
Pool-Lumping reduzierten Systems aus Abbildung 9.5. Es wird deutlich, daß ab einem Aus-
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tauschfluß von etwa 50 mol/h zum reduzierten System übergegangen werden kann. Dies ist zu­
nächst ein erstaunlich hoher Wert, denn der Austauschfluß von 50 mol/h ist um den Faktor 100 
größer als der Systemfluß von 0.5 mol/h! Dies wird jedoch dadurch relativiert, daß zugleich die 
Poolgrößen - als Zusammenfassung mehrerer C-Atom-Pools (vgl. Abb. 9.5) - um etwa den 
Faktor 10 anwachsen. 

Trotzdem sind bei einem Austauschfluß von 50 mol/h bereits sehr lange Rechenzeiten für den 
Simulationslauf erforderlich, da das Differentialgleichungssystem dann offenbar steif wird.3 Da­
gegen kann das durch Pool-Lumping reduzierte System ohne merklichen Zeitaufwand berechnet 
werden. Zur Behandlung von instationären Systemen mit hohen Austauschflüssen sind also ef­
fiziente Integratoren für steife Systeme erforderlich [Gea71, HNW87, HW91, DHB94]. 

Interaktions­
schicht 

zu implementierende 
Komponenten 

:;: " 

Interaktions­
werkzeug 

verfügbare 
Komponenten 

Abbildung 9.7: Allgemein anwendbares Architekturschema für Simulations- und Datenanalyse­
Systeme zur Unterstützung experimenteller Arbeiten. Zugrunde liegt eine Datenbasis zur persi­
stenten Speicherung des Systemzustandes. Darauf setzen problemspezifische Berechnungsope­
rationen auf. Die oberste Ebene bewerkstelligt die Benutzerinteraktion. 

9.3 Implementierung und Architektur des Simulationssystems 

9.3.1 Generische Architektur eines Datenanalysesystems 

Für die Erstellung von Datenanalysesystemen kann eine generelle Architektur angegeben wer­
den, die nicht nur auf das hier beschriebene Programmsystem zur Stoffflußanalyse, sondern auch 
auf viele andere, insbesondere kommerzielle Datenanalysesysteme zutrifft (Abb. 9.7, vgl. auch 
[WMWG95, WJW+ 95]). 

1. Das Fundament des Systems wird durch eine Datenbasis gelegt, die alle für die aktuel­
le Datenanalysesitzung relevanten Informationen aufnimmt und verwaltet. Im konkreten 

3Bei einem Austauschftuß größer 100 mol/h kann von mehr als einer Stunde Rechenzeit auf einem 486er pe 
ausgegangen werden. 
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Text-Input 

*.TBL 

Abbildung 9.8: Datenflußdiagramm für die im Rahmen des Stoffflußanalyse-Projekts erstell­
ten Softwarekomponenten zur stationären Simulation, Datenanalyse und Visualisierung (die Er­
klärung der einzelnen Komponenten erfolgt im Text). 

Fall der Stoffflußanalyse enthält die Datenbasis alle Strukturmatrizen, Zustandsvektoren 
und Meßdaten des aktuell untersuchten Markierungssystems sowie weitere Parameter für 
spezielle Zwecke. Diese Daten werden für andere im Softwaresystem vorhandene Kom­
ponenten verfügbar macht. Umgekehrt können die Datenbestände unter Berücksichtigung 
bestimmten Zugriffsrechte und Konsistenzbedingungen von diesen verändert werden. Die 
Datenbasis sorgt dabei für die Konsistenz des Datenbestandes und verfügt zudem über 
die Möglichkeit, den gesamten aktuellen Systemzustand persistent abzulegen. Bei größe­
ren Datenbeständen kann dafür ein Datenbanksystem verwendet werden [WJW+95]. Dies 
war jedoch bei der Flußanalyse nicht sinnvoll, weil keine Interdependenzen zwischen ver­
schiedenen Experimenten bestehen und die Portierung des Datenbanksystems auf mehrere 
räumlich verteilte Rechnerplattformen einen zu hohen Arbeitsaufwand darstellt. 

2. Auf der Datenbasis setzt eine Schicht von problemspezifischen Algorithmen auf, die in 
diesem Fall die Methoden zur Simulation, Parameteranpassung und Netzwerkanalyse ent­
hält. Diese Verfahren können sich wiederum vorgefertigter, allgemein verfügbarer nume-
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rischer oder algorithmischer Programmkomponenten bedienen. Die Werkzeuge dieser 
Schicht operieren auf der Datenbasis, indem sie die jeweils benötigten Informationen ab­
fragen und die Ergebnisse ihrer Berechnungen wieder dort ablegen. Die Anwendung eines 
Werkzeugs verändert also den Zustand der Datenbasis. Beispielsweise bewirkt die Simu­
lation eines Markierungsexperiments, daß anschließend die entsprechenden stationären 
Markierungsanteile in der Datenbasis abgelegt sind. 

3. Eine dritte Architekturebene ermöglicht die Benutzerinteraktion und Visualisierung der 
Ergebnisse. Wichtig ist, daß solche Ein-Ausgabe-Operationen strikt von den beiden an­
deren Ebenen getrennt werden.4 Auf diese Weise kann das System leicht portiert und die 
Ein-Ausgabe gegebenenfalls später durch graphische Komponenten ergänzt werden. Die 
Jülicher Softwarekomponenten arbeiten zumeist mit Textdialogen. Inzwischen steht je­
doch auch der Prototyp einer graphischen Visualisierungskomponente für metabolische 
Netzwerke bereit (vgl. Abb. 9.10). 

GNU-Plot-Datei 

[ Datei 

MAPLE-Input: 

I I Excel-Tabelle: 

"'.TAB 

Abbildung 9.9: Datenflußdiagramm für die im Rahmen des Stoffflußanalyse-Projekts erstellten 
Softwarekomponenten zur Generierung von Isotopomeren-Netzwerken, instationären Simulati­
on und algebraischen Analyse. (die Erklärung der einzelnen Komponenten erfolgt im Text). 

9.3.2 Programmkomponenten für das Jülicher StoßHußanalyse-Projekt 

Das Jülicher Stoffflußanalysesystem ist nicht als ein einziger monolithischer Block implemen­
tiert worden. Vielmehr erlaubt der Datenbasisansatz ein räumlich verteiltes Arbeiten und die se­
parate Erstellung einzelner Module durch verschiedene Mitarbeiter des Projekts. Gerade bei ei­
nem solchen Vorgehen ist die Möglichkeit zur persistenten Sicherung des Systemzustandes von 
zentraler Bedeutung. Denn nur auf diese Weise kann das Ergebnis eines Rechenschrittes in einer 
Datei ab gespeichert und für den nächsten Schritt verfügbar gemacht werden. 

4Hier sei auf die bekannte Model-Controller-View-Architektur der objektorientiertenProgrammierung verwie­
sen [GR89]. 
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Sollen - wie auf Dauer intendiert - alle Komponenten zu einem integrierten System ver­
bunden werden, so verlangsamt dieser immer wiederkehrende Zwischenspeicherschritt natürlich 
den interaktiven Prozeß. Daher kann er nach Fertigstellung aller Komponenten leicht aus jedem 
Modul entfernt werden, so daß sie sodann zu einem einheitlichen Ganzen verbunden werden. 5 

Aufgrund der objektorientierten Implementierung aller Systemkomponenten erfordert diese Ver­
bindung zu einem Gesamtsystem nur einen geringen Zeitaufwand. 

Derzeit liegen die Werkzeuge als eine Reihe von einzelnen Programmen vor, deren Daten­
austausch in dem Datenfiußdiagramm von Abbildung 9.8 und 9.9 dargestellt ist (vgl. hierzu 
[Wie94a ]). Solche Diagramme (vgl. auch [You89]) haben sich bei der Durchführung des Projekts 
als nützliche Strukturierungshilfe erwiesen, da sie den einzelnen Mitarbeitern eine Positionsbe­
stimmung innerhalb des Gesamtzusammenhangs ermöglichen. Ferner kann der Anwender mit 
ihrer Hilfe den vorhandenen Programmprototyp bedienen, zumal das Aufrufformatjedes Einzel­
programms einheitlich gestaltet wurde und die jeweils verwendeten Dateinamen eine bestimmte 
Endung erhalten. Einzelne Komponenten des Systems sollen nachfolgend kurz beschrieben wer­
den. 

9.3.3 Netzwerksynthese 

Die Metabolit-, C-Atom- und Isotopomeren-Netzwerke können in der Praxis sehr komplex sein. 
Das Zentralstoffwechselmodell aus Abbildung 1.2 führt zu etwa 20 Metaboliten, 80 C-Atomen 
und 600 Isotopomeren. Außerdem sind 25 Reaktionsschritte, 120 C-Atom-Transitionen und 3200 
Reaktionen zwischen Isotopomeren (vgl. auch [CFGC95]) zu berücksichtigen. Während bei C­
Atom~ Matrizen eine manuelle Eingabe von Bila!l7gleichungen und Matrizen noch denkbar wäre, 

für durchfilhrbar (vgL auch 
[CSKW83, Lee93, ZS94]). Ihre Komplexität kann daher nur mit Hilfe von \1\/prIr7<'" 

gen zur automatisierten Netzwerksynthese gehandhabt werden (siehe dazu [Wie94a, Sch96]). 
Grundsätzlich birgt die explizite manuelle Formulierung von Gleichungen bzw. Matrizen 

die Gefahr einer erhöhten Fehlerquote. Letzterer kann jedoch durch Reduktion der Eingabe auf 
möglichst wenige Beschreibungselemente in Verbindung mit einer automatischen Konsistenz­
prüfung begegnet werden. Das in Definition 3.1 und Abbildung 9.2 präsentierte Eingabeformat 
stellt eine solche Form der Netzwerkrepräsentation dar. Ein speziell hierfür erstellter "Flußcom­
piler" (vgl. [ASU86]) generiert daraus automatisch die in den Kapiteln 4-6 beschriebenen Ma­
trizen und legt sie in der Datenbasis ab. Die Netzwerksynthese basiert auf einer graphentheore­
tischen Beschreibung der.Metabolit-, C-Atom- und Isotopomeren-Netzwerke, die in [Wie94a] 
vorgestellt ist (vgl. hierzu auch [MSS90, Va191, Hof93, Sch96]). 

Zur leichteren Erstellung und Bearbeitung des in Abbildung 9.2 dargestellten, hierarchisch 
strukturierten Text-Eingabeformats wäre ein graphisches Werkzeug geeignet, wie es in vielen 
Betriebssystemen zur Konfigurationsverwaltung und Layout-Spezifikation von Benutzungs 
schnittstellen eingesetzt wird [You91]. Ein solches Werkzeug befindet sich aktuell noch in der 
Konzeptionsphase. Die Systemeingabedateien werden daher derzeit mit einem normalen Texte­
ditor bearbeitet. 

Nachdem die Netzwerkstruktur in Form des Metabolit- und C-Atom-Netzwerks in der Da­
tenbasis abgespeichert wurde, kann das Isotopomeren-Netzwerkautomatisch generiert werden. 
Aufgrund seines Umfangs in Verbindung mit der Überlegung, daß viele Algorithmen nur das C­
Atom-Netzwerk benötigen, geschieht dieser Verarbeitungsschritt in einem separaten Modul. Das 

SIm Prinzip entspricht dies der aus dem Software-Engineering bekannten Vorgehensweise des Rapid Prototy­
ping [WP89, CS94, MuI90]. 
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Isotopomeren-Netzwerk wird daher in einer eigenen Datei abgespeichert, die jederzeit zur Da­
tenbasis hinzugeladen werden kann. Optional kann die Erzeugung des Isotopomeren-Netzwerkes 
auf die tatsächlich erreichbaren Isotopomeren beschränkt werden. 

Ein weiteres Werkzeug, das der Fehlersuche und der Kontrolle der Netzwerkgeneratoren 
dient, ist ein Reportgenerator, der aus einer bestehenden Ausgabe des Fluß compilers und des 
Netzwerkgenerators, also der internen Datenrepräsentation, wieder eine Ausgabe in lesbarem 
Text erzeugt. 

9.3.4 Numerische und algebraische Komponenten 

Die in dieser Arbeit beschriebenen numerischen Verfahren zur Simulation und Auswertung (vgl. 
Kapitel 8, 10, 11) von Experimenten sind über mehrere (nicht immer als eigenständige Program -
me implementierte) Module verteilt, die jeweils auf der Flußdatenbasis operieren. Allen Werk­
zeugen gemeinsam ist eine Komponente zur Berechnung des Flußsystems aus gegebenen freien 
Flüssen nach Gleichung (8.2). Da alle numerischen Komponenten in Form von C++-Klassen 
implementiert sind, ist die Mehrfachnutzung der entsprechenden Quelltexte einfach möglich. 

Die statistischen Daten, die von der Datenauswertung erzeugt werden, lassen sich stets auf 
die sogenannte Output-Sensitivitätsmatrix reduzieren, wie in Kapitel 11 (speziell Satz 11.2) er­
läutert wird. Diese Sensitivitätsmatrix wird von einem eigenen Werkzeug zur Erzeugung stati­
stischer Reporte verarbeitet, das entsprechend universell einsetzbar ist. 

Ein großer Vorteil der gewählten Netzwerkrepräsentation durch eine Datenbasis besteht dar­
in, daß auf dieser Grundlage leicht Formatkonvertierer programmiert werden können, die die 
vorhandene Information für andere - insbesondere kommerziell verfügbare - Werkzeuge zu­

machen. Um die in [Wie95a, Wie96a] beschriebenen algebraischen Algorithmen anoo 

wenden zu können, wurde ein Formatkonverter für das Computeralgebra-System Maple 
[Kof94] implementiert. 

Abbildung 9.10: Prototyp eines Visualisierungswerkzeugs für stationäre Markierungsexperi­
mente (Bildschirmabzug). Links: Auswählbare Darstellungen der C-Atom-Transitionen. Mitte: 
Metabolisches Netzwerk. Rechts: Auswählbare Darstellungen der prozentualen Anreicherun­
gen. (vgl. auch Abb. 9.1) 
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9.3.5 Visualisierung 

Für die graphische Netzwerkrepräsentation und die Visualisierung der Simulations- und Daten­
analyseergebnisse wurde der Prototyp einer graphischen Oberfläche erstellt. Besonders arbeits­
aufwendig ist hierbei die Programmierung einer Programmkomponente zum Erstellen und Edi­
tieren von graphischen Netzwerkrepräsentationen auf dem Bildschirm. Ein solches Werkzeug 
fällt in die allgemeine Klasse der Grapheneditoren. 

In jüngster Zeit sind gleich mehrere Arbeiten zur Problematik solcher Grapheneditoren er­
schienen, und es liegen einige Implementationen für Unix-Systeme vor [Him89, Pau93]. Aus 
den genannten Arbeiten wird deutlich, daß die Mensch-Maschine-Schnittstelle bei Graphenedi­
toren ein bis heute nicht zufriedenstellend gelöstes Problem ist. Die interaktive Erstellung von 
Graphenvisualisierungen steht dabei vor zwei zentralen Problemen: 

1. Umfangreiche Netzwerke erfordern effiziente Methoden zur ihrer Darstellung auf dem be­
schränkten Raum eines Bildschirms bei gleichzeitiger Gewährleistung eines schnellen in­
teraktiven Zugriffs auf alle Komponenten. 

2. Die Layout-Vorstellungen des Anwenders sind hochgradig spezifisch für das jeweilige 
Anwendungsgebiet. Beispielsweise bestehen für die Darstellung von Stoffwechselnetz­
werken völlig andere Konventionen und ästhetische Vorstellungen als für das Zeichnen 
von elektrischen Schaltplänen. Aus diesem Grunde ist die Layout-Gestaltung bis heute 
nicht zufriedenstellend automatisierbar. 

Bereits aus der knappen Skizzierung dieser Schwierigkeiten wird deutlich, daß die Entwicklung 
eines speziellen Grapheneditors für Stoff\vechselnetzwerke einen im Rahmen eines interdiszi­

nicht ",-'rh'PT 

typing auf den verfügbaren Netzwerkeditor GraphEd zurückgegriffen [Him89]. 
genüber einer problemspezifischen Lösung den Nachteil, daß das Fremdwerkzeug nur in einem 
unidirektionalen Austausch mit dem Datenanalysesystem stehen kann. Insbesondere kann es 
nicht auf die in der Flußdatenbasis gespeicherten Netzwerkinformationen zugreifen. Daher muß 
der Anwender das graphische Netzwerk separat von dem durch die formale Repräsentation dar­
gestellten Netzwerk ein zweites Mal entwerfen. Änderungen in der Netzwerkstruktur müssen 
ebenso in der Visualisierung nachgetragen werden. 

Aufgrund dieses Kompromisses ließ sich eine Visualisierungskomponente für das Stofffiuß­
analysesystem relativ schnell entwickeln. Die Abbildung 9.10 zeigt einen Bildschirmabzug des 
derzeitigen Prototyps der Visualisierungskomponente. 

9.3.6 Objektorientierte Methoden 

Auf die implementierungstechnischen Details der einzelnen für das Stofffiußanalyseprojekt er­
stellten Programme soll hier nicht eingegangen werden. Hervorgehoben sei aber, daß der Einsatz 
objektorientierterMethoden [RBP+91, WJW+95] entscheidend zur Erstellung einer modularen 
Architektur beigetragen hat, die eine weitgehend voneinander entkoppelte Entwicklung der ein­
zelnen Komponenten erlaubt. 

Zur Implementierung wurde durchgehend die Programmiersprache C++ eingesetzt [ES 90, 
Wie95b]. Von besonderem Nutzen bei der Erstellung der numerischen Komponenten war die 
Verwendung sogenannter Entwurfsmuster [Wie96b, GHJV95], die in besonderem Maße die Pro­
grammierung wiederverwendbarer Softwarekomponenten ermöglichen. 
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Kapitel 10 

Stationäre Flußschätzung 

Die Schätzung intrazellulärer Stoffflüsse auf der Basis gemessener Fluß- und Markierungsdaten 
kehrt die Fragestellung der Simulation um. Während bei einer Simulation der Markierungszu­
stand des Systems aus vorgegebenen Flüssen berechnet wird, sind bei der Flußschätzung solche 
Flußparameter zu ermitteln, die einen durch Meßwerte gegebenen experimentellen Befund re­
produzieren.1 In der Terminologie des wissenschaftlichen Rechnens handelt es sich also um ein 
sogenanntes inverses Problem [Gro93]. Nachfolgend werden die in Jülich entwickelten numeri­
schen Verfahren zur Lösung des stationären Schätzproblems vorgestellt. Dabei soll vor allem die 
Natur der auftretenden Probleme deutlich gemacht werden. Grundkenntnisse der Optimierung 
werden in diesem Kapitel allerdings vorausgesetzt. Auf die technischen Details der Implemen­
tierung kann hier nicht eingegangen werden (vgl. dazu [Sie96, Mö195D. 

10.1.1 Verschiedene Ansätze 

In der Literatur können drei grundsätzliche Ansätze zur Lösung des Flußschätzproblems unter­
schieden werden: 

1. Die weitaus meisten Autoren leiten explizite Formeln für die Berechnung der intrazel­
lulären Flüsse aus den Markierungsdaten her. Dies entspricht der in Abschnitt 4.3 für das 
Beispiel aus Abbildung 3.2 entwickelten Gleichung (4.18). Dieser Ansatz verlangt für rea­
le Stoffwechselsysteme die Lösung eines sehr großen algebraischen Gleichungssystems. 
Es ist bekannt, daß derartige algebraische Probleme eine extrem hohe algorithmische Kom­
plexität haben (vgl. dazu [Wie95a D. Daher wurden die in der Literatur dokumentierten al­
gebraischen Umformungen in der Regel nur für einen Abschnitt des Stoffwechsel (meist 
den Citratzyklus) und unter Rückgriff auf stark vereinfachende Annahmen durchgeführt 
[Coh83, MSJ88, Lee93, MCDB94, STM+94, Szy95] (vgl. dazu auch Abschnitt 13). 

Es läßt sich zeigen [Wie96a, PK92, Mes93], daß die Berücksichtigung bidirektionaler Re­
aktions schritte die algorithmische Komplexität der Behandlung eines Netzwerkes drama­
tisch erhöht, da die Zahl der möglichen geschlossenen Zyklen stark anwächst. Die meisten 
in der Literatur belegten expliziten Ergebnisse beruhen daher auf der Annahme ausschließ­
lich unidirektionaler Flüsse und gegebenenfalls schneller Gleichgewichte. Ein weiterer 

lln älteren Veröffentlichungen wird dieses Problem noch über Versuch und Irrtum gelöst [KKW79, SB79]. 

153 
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Nachteil algebraischer Methoden besteht darin, daß redundante Meßwerte nicht zur Ver­
besserung der statistischen Qualität des Ergebnisses herangezogen werden können (vgl. 
auch Abschnitt 12.2). 

2. In wenigen Fällen wurde ein visueller Ansatz gewählt, bei dem eine geeignete graphische 
Auftragung der zu erwartenden Meßgrößen in Abhängigkeit von den freien intrazellulären 
Flüssen durchgeführt wurde [Lee93, ZS94] (vgl. z.B. Abb. 4.1 oder 5.4). Derartige Gra­
phiken können leicht durch Simulationsläufe mit Parametervariationen gewonnen werden 
(vgl. Abb. 9.3). Der Ansatz wird häufig mit ergänzenden expliziten Rechnungen kombi­
niert. Das Ausgangsproblem wird dabei zunächst auf einige wenige Gleichungen mit ge­
ringer Parameterzahl reduziert, die explizit nur schwer oder gar nicht lösbar sind. Erst auf 
dieses modifizierte Problem wird eine graphische Methode angewandt. 

Die Möglichkeiten graphischer Auftragung sind limitiert durch die verfügbaren Visuali­
sierungtechniken. Daher können kaum mehr als zwei unbekannte Flüsse zur gleichen Zeit 
geschätzt werden. Darüber hinaus ist die graphische Methode genausowenig wie der ex­
plizite Ansatz in der Lage, redundante Meßwerte zu berücksichtigen. Andererseits erlaubt 
sie jedoch bei gleicher Anzahl von Unbekannten und Meßwerten eine elegante graphische 
Analyse der Sensitivität geschätzter Größen gegenüber Meßfehlern und die einfache Kon­
struktion von Vertrauensbereichen. In Abbildung 11.5 wird daher eine graphische Auftra­
gung verwendet, um die Problematik der Gewinnung statistischer Vertrauensbereiche zu 
veranschaulichen. 

3. Der einzige universell anwendbare Ansatz besteht in der Flußschätzung auf der Basis ei­
ner numerischen Parameteranpassung [WGKF+92, KCS93, MGW"E+96]. Diese Metho-

beruht auf wiederholten Simulationsläufen mit dem Ziel, einen Flußzustand zu finden, 
der die gemessenen Daten möglichst gut reproduziert Die Übereinstimmung zwischen der 
Vorhersage einer Simulation und den gemessenen Daten wird dabei durch ein gewichte­
tes Abstandsmaß quantifiziert, d.h. es wird eine Parameteranpassung vorgenommen. Zur 
Suche nach einem Flußzustand, der dieses Abstandsmaß minimiert, sind entsprechende 
Optimierungsalgorithmen zur geziehen Variation der freien Flüsse erforderlich. 

Der Parameteranpassungsansatz ist in der Lage, beliebig viele (auch redundante) Meß­
werte zu berücksichtigen. Andererseits tritt hierbei stets das Problem der Auffindung eines 
globalen Minimums des Abstandsmaßes auf. Dieses Problem ist mit vertretbarem Rechen­
aufwand bis heute nur empirisch lösbar (vgl. dazu auch [RR95, RR93]). Es bleibt letztlich 
der Intuition des Anwenders überlassen, ob er den gefundenen Flußzustand als globale 
Lösung akzeptiert. Die Zuverlässigkeit der Methode ist natürlich um so größer, je kleiner 
die Zahl der zu schätzenden Parameter (also die Dimension des Suchraums) und je größer 
die Zahl der Meßwerte (also die bereitgestellte Information) ist. Daher finden sich in der 
Literatur auch Kombinationen aus expliziten Ansätzen zur Reduktion der Dimension des 
Parameterraums und Parameteranpassungsansätzen [MSJ88]. 

In der vorliegenden Arbeit wird der Weg über eine Parameteranpassung beschritten, während 
graphische Methoden eher zu Veranschaulichungszwecken verwendet werden. Darüber hinaus 
konnten in [Wie95a, Wie96a] einige weitreichende explizite Aussagen für die algebraische Be­
handlung von Markierungssystemen gewonnen werden, deren detaillierte Ausführung den Rah­
men dieser Arbeit sprengen würde. Zwar ist die explizite Methode auf komplexe Netzwerke 
nicht mehr anwendbar, jedoch verschafft sie bei Detailanalysen wertvolle Einsichten in die Natur 
von globalen Problemen, die bei der numerischen Flußschätzung auftreten (vgl. z.B. [Wie95a]). 
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Durch die Kombination von Simulationsstudien, Parameteranpassung und algebraischer Ana­
lyse kann dann eine gewisse Sicherheit bei der Bestimmung global optimaler Flußschätzer ge­
wonnen werden. 

10.1.2 KQ-Flußschätzung 

Nachfolgend soll der in der Regressionsanalyse [SW89, BW88] üblicherweise verwendete Klein­
ste-Quadrate-Schätzer oder kurz KQ-Schätzer zur Lösung des Flußschätzproblems eingesetzt 
werden. Die Ausführungen beschränken sich dabei auf die Behandlung isotopisch stationärer 
C-Atom-Markierungsexperimente, die für die praktische Anwendung in der Jülicher Arbeits­
gruppe die größte Relevanz haben. Zur Problematik instationärer Systeme sei auf [FHBS90, 
TDHW91, SSH92, CFGC95] verwiesen. 

Das dem KQ-Schätzer zugrundeliegende Abstandsmaß ist die Fehlerquadratsumme. Diese 
bewertet die Residuen Cw und Cy, also die Differenzen zwischen den gemessenen Werten für 
Flüsse und Markierungsanteile und dem durch eine Simulation und die Meßgleichungen (6.11) 
vorhergesagten Ausgang des Experiments: 

Cw = w - Mw'v und Cy = y - My'x 

Dabei müssen die unterschiedlich großen statistischen Fehler der einzelnen Messungen berück­
sichtigt werden. Der Meßfehler eines bekanntermaßen stark verrauschten Meßwerts darf nicht 
so stark gewichtet werden wie dieselbe Abweichung bei einem hochgenauen Meßinstrument. 
Im Spezialfall unabhängiger Messungen mit Standardabweichungen O"w,i und O"y,i liegt eine Be­
wertung in Form einer gewichteten Quadratc;;umme nahe: 

dirn w (. . .):2 dirn y ( . ) 2 ew,~ ey,~ 
~ + ~ ... ~ 
O"w,i i=l O"y,i 

(10.1) 

Wie in Abschnitt 6.2 diskutiert können im allgemeinen Fall darüber hinaus auch Korrelatio­
nen zwischen einzelnen Meßwerten vorliegen (vgl. Gleichung (6.16»), so daß die entsprechende 
Fehlerkovarianzrnatrix!Jw bzw. !Jy in die Bewertung eingehen muß. Der Spezial fall unabhängi­
ger Meßwerte entspricht gerade dem einfachsten Fall diagonaler Fehlerkovarianzrnatrizen. Für 
beliebige Kovarianzrnatrizen der Meßgrößen kann der Term (10.1) verallgemeinert werden zu; 

T ~-1 + T ~-1 Cw • LJw • Cw c y ' LJy . cy (10.2) 

Dies motiviert die Einführung einer abkürzenden Notation: 

Definition 10.1 (Wurzel einer Matrix, gewichtete Norm) Sei !J eine symmetrische positiv de­
finite Matrix. Dann wird mit.J}5 die durch die Cholesky-Zerlegung [HJ8S] definierte Matrix mit 

VY5T 
• VY5 = !J 

bezeichnet. Die durch !J festgelegte gewichtete Norm ist dann gegeben durch: 
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Damit kann die gewichtete Fehlerquadratsumme (10.2) kurz geschrieben werden als 

Sie ist nach dem Gauß-Markov-Theorem [Arn90] das in einem gewissen Sinne optimale Feh­
lermaß zur Berechnung eines Parameterschätzers. 

Die in Abschnitt 6.1 entwickelten, durch Gleichungen und Ungleichungen formulierten Ne­
benbedingungen schränken die Variationsmöglichkeiten für v und x zusätzlich ein. Die Defini­
tion des Flußschätzers muß diese Nebenbedingungen berücksichtigen. Im Fall eines stationären 
Markierungsexperiments ergibt sich unter Berücksichtigung der in Abschnitt 6.3 zusammenge­
stellten Strukturen die nachfolgende2 

Definition 10.2 (KQ-Flußschätzer, Fehlerquadratsumme) Der Kleinste-Quadrate-Schätzer 
(KQ-Schätzer) für die Stoffflußanalyse unter stationären Bedingungen ist das (globale) Mini­
mum des nachfolgenden Optimierungs problems: 

Minimiere die Funktion K (v,x) d;j IIw - Mw ' vll~w + IIY - My' xll~y 
unter den Bedingungen 1. 0 = pinp 8 v . x inp + p 8 v . x inp 

2. v = ~a 0 ~[O.11 ( ~::~[O.11 ) 

( v
net 

'\ 
3. N· \ vxch[O.l] ) = n 

4" U· ( ~:::Jro.l1) u 

5. 0::; x ::; 1 . 

Die zu optimierende Funktion K (v, x) heißt Fehlerquadratsumme. Ihr globales Minimum unter 
den oben aufgeführten Nebenbedingungen -also der KQ-Schätzer für die wahren -werte von 
(v, x) -wird mit (v, x) bezeichnet. 

10.1.3 Vereinfachung des Schätzproblems 

Bevor das entwickelte numerischen Verfahren zur Berechnung des Schätzers vorgestellt wird, 
soll das Problem zunächst vereinfacht werden. Dazu können die Nebenbedingungen 1.,2. und 
3. mittels Parametrisierung des Lösungsraums durch die freien Flüsse n free nach Gleichung (8.2) 
und (8.3) eliminiert werden in der Form: 

x = x (nfree ) = x = r 0 ~a 0 ~[0,11 0 W (nfree ) 

Schließlich gilt nach Satz 7.13, daß die Ungleichheitsbeziehung 0 ::; x ::; 1 für x = r (v) stets 
erfüllt ist, sie kann daher entfallen. Damit reduziert sich das Optimierungsproblem aus Definition 
10.2 auf das gleichwertige Problem: 

2Bei Hinzufügen der bimolekularen Isotopomeren-Transitionsmatrix Q ist diese Definition auch für 
Isotopomeren-Anteile zutreffend. 
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Satz 10.1 (äquivalentes KQ-Scbätzproblem) Das KQ-Flußschätzproblem aus Definition 10.2 --ist äquivalent zur der Lösung n free des Problems 

Ilw-Mw ' <.I.>a 0 <.1.>[0,1] 0 W (nfree)ll~w 
K, (nfree ) = 

+lly -My' fo<.l.>a 0 <.1.>[0,1] 0 W (nfree)ll~y 
Minimiere 

unter der Bedingung U· W (nfree ) ~ u 

und anschließender Setzung von v = <I>a 0 <.1.>[0,1] 0 W (nfree ) und x = f (v) . 

10.1.4 Das allgemeine Regressionsmodell 

Wie gezeigt, ist das KQ-Schätzproblem im wesentlichen durch nfree bestimmt. In der Statistik 
hat sich für den zu schätzenden Parameter der Buchstabe 8 und entsprechend e für den KQ­
Schätzer eingebürgert. Daher soll im folgenden 8 anstelle von n free verwendet werden. Um die 
Notation weiter zu entlasten werden folgende Zusammenfassungen vorgenommen: 

1. Der Fluß- und Markierungsmeßvektor, die Kovarianzmatrizen der Messung und die Meß­
fehlervektoren werden jeweils zusammengefaßt zu 

~ = (;) 

2. Der nichtlineare Zusammenhang zwischen dem System-Input 8 und dem (unverrausch­
ten) System~Output wird beschrieben durch die Funktion 

F'(0) 

3. Die Nebenbedingungen an 8 werden mit einer Funktion H formuliert als: 

H (8) d;j U. W(8) - u ~ 0 

Damit reduzieren sich die Modellgleichungen auf den folgenden allgemeinen Typ [Paz93]: 

Definition 10.3 (nicbtlineares Regressionsmodell, KQ-Scbätzung unter Nebenbedingungen) 
Ein nichtlineares Regressionsmodell ist gegeben durch 

~ = F (8) + € mit Cov (€) = ~ 

mit einer stetig differenzierbaren Funktion F. Der KQ-Schätzer für 8 unter den stetig differen­
zierbaren Nebenbedingungen H (8) ~ 0 ist definiert durch3 

e = arg min II~ - F (8)11~ . 
H(e)~O 

Außer dieser allgemeiner Problemstruktur wird nachfolgend nur verwendet, daß H (e) hier 
speziell eine lineare Nebenbedingung ist. Jedoch lassen sich die nachfolgend beschriebenen Me­
thoden auch auf den nichtlinearen Fall erweitern. 

3Das Argument-Minimum arg min meint die Stelle, an der das globale Minimum angenommen wird. 
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10.1.5 Numerische Problematik des Schätzproblems 

Die Schwierigkeiten, die bei der numerischen Behandlung des Schätzproblems entstehen, resul­
tieren aus den in den vorangehenden Kapiteln durchgeführten Analysen und sind nachfolgend 
noch einmal kurz zusammengestellt: 

1. Die Verwendung der nicht-kompaktifizierten Austauschflüsse yxch ist zur Berechnung des 
Flußschätzers nicht empfehlenswert, da diese bei ungünstig verteilten Meßfehlern belie­
big groß werden können (vgl. Abschnitt 5.2, 8.2) und dabei zugleich ihren Einfluß auf das 
System verlieren. Stattdessen ist - wie hier durchgeführt - die Verwendung kompaktifi­
zierter [0,1 ]-Austauschflüsse angebracht. Insbesondere verschwindet im allgemeinen die 
Ableitung nach viCh

[O,l] am Rand des Intervalls [0,1] nicht (vgl. Satz 8.3 und Abbildung 
5.7), d.h. das Sensitivitätsproblem bei großen Austauschflüssen tritt nicht auf. 

2. Kompaktifizierte Austauschflüsse yxch[O,l] nahe oder gleich Eins führen allerdings trotz­
dem zu Konditionsproblemen bei der Lösung des Flußgleichungssystems, die jedoch mit 
den Methoden aus Satz 8.3 effizient gelöst werden können. 

3. In der nicht geglätteten Formulierung (d.h. mit dem Glättungsparameter a = 0) in De~ 
finition 5.2 ist die Transformation <I> 0: nicht überall differenzierbar. Dieses Problem kann 
in der Praxis leicht durch glatte Approximation von F (e) mit Hilfe des in Definition 5.2 
eingeführten Glättungsparameters a > 0 gelöst werden. Sodann wird eine Folge von Pro­
blemen mit monoton fallendem a gelöst. Dieser Approximationsansatz ist eine in der Op­
timierungstheorie übliche Vorgehensweise [Spe93]. 

wie folgt '.:verden: Nach die Nichtdifc, 
ferenzierbarkeitsstelle für einen Reaktionsschritt durch einen verschwindenden Nettofluß 
gekennzeichnet. Es ist aber kaum zu erwarten, daß ein Nettofluß innerhalb der numeri~ 
sehen Genauigkeit exakt gleich Null ist (es sei denn, es liegt ein systematischer Fehler bei 
der Modellformulierungvor). In der Praxis genügt es daher, mit Werten a > 0 zunächst die 
Richtung der im System auftretenden Flüsse grob zu bestimmen und diese Richtung dann 
durch Hinzunahme einer neuen Ungleichheits-Nebenbedingung für die entsprechenden 
Nettoflüsse zu fixieren. Damit wird die Nichtdifferenzierbarkeitsstelle aus dem zulässigen 
Bereich ausgeschlossen. Danach kann a = 0 gesetzt werden. 

4. Optimierungsalgorithmen mit hoher Konvergenzordnung nahe des Optimums benötigen 
die Ableitung aF / ae [Fle87]. Diese kann auf der Basis von Gleichung (8.4) mit Hilfe der 
Kettenregel sowie den Sätzen 5.4, 8.1 und 8.3 auf numerisch stabile Weise und zeiteffizient 
berechnet werden. 

5. Auf die Berücksichtigung der Nebenbedingungen kann allerdings nicht verzichtet wer­
den (vgl. Abschnitt 6.1). Dies ist das einzige verbleibende Problem, das mit den bisher 
entwickelten Methoden noch nicht gelöst werden kann. 

Die in den letzten Jahren gesammelte Erfahrung zeigt, daß die Bewältigung der genann­
ten Schwierigkeiten für die Praxis von großer Relevanz ist. Aus ihrer unvollständigen Berück­
sichtigung resultieren numerische Konditions- und Konvergenzprobleme. Beispielsweise zeig­
ten erste, mit einfachen Methoden durchgeführte Ad-hoc-Flußschätzungen mit vorliegenden Da­
tensätzen zwar stabile Werte für die Nettoflußschätzung, jedoch eine extrem schlechte Kondition 
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bzgl. der Austauschflüsse. Darüber hinaus kam es bei Anwendung des einfachen Nelder-Mead­
Verfahrens [PFTV88] zu frühzeitiger Konvergenz aufgrund inexakter Markierungsberechnun­
gen, Überschreitung des zulässigen Bereichs und extrem langen Rechenzeiten. Das nachfolgend 
beschriebene neu entwickelte Verfahren benötigt dagegen nur wenige (d.h. etwa 10-20), jedoch 
rechenaufwendigere Schritte für ein realistisches Stoffwechselnetz unter voller Berücksichti­
gung der Nebenbedingungen [Sie96]. 

10.2 Optimierung unter Nebenbedingungen 

10.2.1 Mathematische Programmierung 

Das Flußschätzproblem stellt ein Problem der Mathematischen Programmierung dar, d.h. ein 
Optimierungsproblem unter Gleichungs- und Ungleichungs-Nebenbedingungen [Zou91]. Die­
ses Problem wird in Abbildung 10.1 veranschaulicht. 

Definition 10.4 (Nichtlineares Programm) Ein Nichtlineares Programm ist ein Minimierungs­
problem auf dem Raum IRn) gegeben durch: 

Minimiere die Funktion 
unter den Gleichheitsbedingungen 
und den Ungleichheitsbedingungen 

,CI, h velrtorwertige 
oft4 diflerenzierbar sind. 

f(8) 
9 (8) = 0 
h (8) ~ 0 

Abbildung 10.1: Problemstellung der Nichtlinearen Programmierung, dargestellt mit Hilfe von 
Niveauliniendiagrammen. Es ist das Minimum einer skalaren Funktion f (x) entlang der durch 
die Beziehung 9 (x) = 0 definierten Menge zu finden. Das Suchgebiet wird durch die Bedin­
gungen hi (x) ~ 0 eingeschränkt. Der Punkt kennzeichnet das gesuchte Optimum. 

4 Auf die Einzelheiten der ProbIemfonnuIierung und die präzisen Voraussetzungen der entsprechenden Verfah­
ren wird hier nicht eingegangen. Siehe dazu [Fle87]. 
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Sind die Gleichheits-Nebenbedingungen linear so können sie leicht durch Parametrisierung 
des entsprechenden linearen Lösungsraumes eliminiert werden. Dazu ist die Singulärwertzer­
legung als numerisch stabiles Verfahren einsetzbar [DHB94]. Dies ist wie in Abschnitt 8.1 be­
schrieben im Falle der stöchiometrischen Gleichungen bereits erfolgt. Da im konkreten Fall so­
mit die Gleichheitsbedingungen bereits eliminiert wurden, wird 9 (8) nachfolgend meist nicht 
eigens aufgeführt. . 

10.2.2 Aktive und inaktive Nebenbedingungen 

Durch die Nebenbedingungen h (8) ;::: 0 wird im Raum IRn ein Gebiet eingegrenzt, in dem die 
Lösung des Optimierungsproblems zu suchen ist. Ein beliebiger Punkt 8 E IRn kann entweder 
im Inneren dieses Gebietes, auf seinem Rand oder außerhalb liegen. Dafür haben sich in der 
Mathematischen Programmierung entsprechende Begriffe eingebürgert (vgl. Abb. 10.2): 

Definition 10.5 (zulässiger Punkt, aktive Nebenbedingungen) Sei durch J, g, hein Nichtli­
neares Programm gemäß Definition 10.4 spezifiziert. Dann heißen die Punkte in 

{E> E }Rnl g (8) = 0 1\ h(E»;:::: O} 

zulässig und für einen zulässigen Punkt E> heißt 

Act (E» d;j {i I hi (E» = O} C {I, ... , dim h } 

der Nebenbedingungen. 

unzu­
lässiger 
Punkt 

Abbildung 10.2: Indexmengen der aktiven Nebenbedingungen für verschiedene Punkte des ein­
geschränkten Suchraums. 

In der Praxis der Nichtlinearen Programmierung wird meist vorausgesetzt, daß zumindest ein 
zulässiger Punkt existiert und explizit angebbar ist [Spe93]. Ferner sollte das zulässige Gebiet 
zusammenhängend und kompakt sein. Im Falle linearer Nebenbedingungen können Zusammen­
hang und Kompaktheit effektiv entschieden werden [PFTV88]. Insbesondere ist dann die Menge 
der zulässigen Lösungen konvex. 
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10.2.3 Die Kubn-Tucker-Bedingung 

Wie schon von der Optimierung ohne Nebenbedingungen bekannt, suchen auch Lösungsver­
fahren für allgemeine mathematische Programme nach einem lokalen Optimum der Funktion 1 
auf dem durch die Nebenbedingungen eingeschränkten Bereich. Für eine solche Lösung kann 
die globale Optimalität nur in speziellen Fällen (z.B. bei konvexen Problemen) garantiert wer­
den.5 In der Praxis "vergewissert" man sich durch mehrfaches Aufsetzen des jeweiligen Opti­
mierungsverfahrens mit verschiedenen Startpunkten über die Eindeutigkeit des Optimums. 

Ein lokales Optimum eines Nichtlinearen Programms ist durch die sogenannte Kuhn-TUcker­
Bedingung charakterisiert [Spe93]: 

Satz 10.2 (Kuhn-Tucker-Bedingung) Für jedes lokale Minimum 8* E !Rn eines Nichtlinearen 
Programmms gemäß Definition 10.4 gibt es Vektoren A E !Rdimg und J.l 2:: 0 E !Rdim h, für die 
gilt: 

1. 

2. 

o _ 81 (8*l- 8g (e*)T . A _ 8h (8*l' J.l 
8e 8e 8e 

o = h(8*)T.J.l 

J ---------
t 

Abbildung 10.3: Lagrange-Kriterium für ein Optimum einer Funktion 1 (x) entlang der durch 
9 (x) = 0 definierten Menge. Im Beispiel liegt das Optimum an der Stelle, an der die Gradienten 
von 1 und 9 kollinear sind. 

Die beiden Bedingungen sollen kurz erläutert werden. 

SDas globale Optimierungsproblem für stetige Funktionen weist im allgemeinen eine extrem hohe Komplexität 
auf und ist heute nur unter schwachen Zusatzvoraussetzungen und für kleine Dimensionen algorithmisch lösbar 
[RR95]. 
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1. Falls keine Nebenbedingungen gegeben sind, so ist dies genau die bekannte Gradienten­
bedingung ~ (8*) = 0 für ein lokales Optimum. 

2. Falls nur Gleichheits-Nebenbedingungen gegeben sind, so ist dies genau die Lagrange­
Multiplikator-Regel für ein lokales Optimum unter Nebenbedingungen (Abbildung 10.3), 
also: 

(10.3) 

3. Kommen noch Ungleichheitsbedingungen hinzu, so können für jede Komponente hi von 
h zwei Fälle auftreten: 

(a) hi ist inaktiv. Dann ist der entsprechende Eintrag des Multiplikators gerade /-li = O. 

(b) hi ist aktiv. Dann kann hi genau wie eine Gleichheitsbedingung gehandhabt wer­
den, d.h. es gibt einen zugehörigen Lagrange-Multiplikator /-li =J. O. Nun zeigt der 
Gradient ~ stets ins Innere des zulässigen Gebietes, woraus gefolgert werden kann 
[Spe93], daß für ein Minimum am Rand stets sogar /-li > 0 gelten muß. 

Die Einträge /-li =I- 0 kennzeichnen somit gerade die aktiven Nebenbedingungen, womit 
auch die zweite Bedingung in des Satzes plausibel ist. 

Die Kuhn-Thcker-Bedingungen stellen lediglich eine notwendige Bedingung für das Vorliegen 
eines lokalen Minimums dar, denn sie gelten unter Umständen auch für Maxima und Sattelpunk­
te. Trotzdem versuchen numerische Verfahren aus dem Bereich der Mathematischen Program­
mierung zunächst; Kllhn-Tllcker-Pllnkte für Nichtlineare Programme zu finden. Da dabei zur 

verwendet [Fle87, je-
einen nicht minimalen sicher ausgeschlos-

sen. Spätestens bei mehrfachem Starten des Verfahrens mit verschiedenen Startpllnkten werden 
Sattelpunkte ausgeschlossen. 

10.2.4 Optimierungsverfahren mit hoher Konvergenzordnung 

Die Praxis der Optimierung lehrt, daß der entscheidende Zeitfaktor bei der Lösung stetiger Op­
timierungsprobleme die Konvergenzgeschwindigkeit in der Nähe des Optimums ist. Während 
selbst einfache Verfahren (bei gut konditionierten Problemen) schon nach wenigen Schritten die 
Nähe des Optimums erreichen, kann der weitere Verlauf noch hunderte von Iterationsschritten 
erfordern bis schließlich Konvergenz durch das Verfahren diagnostiziert wird. Bei Konditions­
problemen in der Nähe des Optimums - die bei KQ-Problemen häufig auftreten - verschärft 
sich diese Problematik erheblich [Spe93]. 

Alle Optimierungsverfahren mit superlinearer Konvergenzordnung in der Nähe des Opti­
mums benötigen in irgendeinerForm die Ableitung 81/88 der Funktion I (8). Schon bei den 
klassischen Verfahren der Optimierung ohne Nebenbedingungen (z.B. dem Verfahren mit konju­
gierten Gradienten, dem BFGS-Verfahren oder dem Levenberg-Marquardt-Algorithmus [Fle87]) 
hat sich jedoch gezeigt, daß eine hohe Konvergenzgeschwindigkeit auf der Basis einer zusätzli­
chen Approximation der zweiten Ableitung 821/882 von I (8) (also der Hesse-Matrix) erzielt 
werden kann [Spe93]. Eine explizite Berechnung der Hesse-Matrix ist aber schon bei Proble­
men mittlerer Größe nicht mehr praktikabel. Dagegen kann man ausgehend von ersten Ablei­
tungen eine geeignete Approximation auf sehr verschiedenen Wegen gewinnen. Die bekannte­
sten Vorgehensweisen sind durch die cg- und BFGS-Update-Formeln sowie die Gauß-Newton­
Linearisierung im Levenberg-Marquardt-Verfahren (vgl. Gleichung (10.8» gegeben [Fle87]. 
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Liegt eine Approximation der zweiten Ableitung vor, so kann die Funktion im aktuellen Ar­
beitspunkt 8 des Suchalgorithmus durch die Taylor-Reihe 2. Ordnung angenähert werden: 

1 (8 + ~8) ~ 1 (x) + ;~ (8) . ~8 + ~ . ~8T . ;~ (8) . ~8 (10.4) 

Ersetzt man nun die Funktion 1 ( 8) durch diese quadratische Approximation, so ist ein guter 
Kandidat für den nächsten Arbeitspunkt durch den Newton-Schritt, also den Schritt zum Opti­
mum der rechten Seite, gegeben: 

1 (fP 1 ) -1 81 
~8 = -- -(8) . -(8) 

2 882 88 
(10.5) 

Allerdings ist hierbei darauf zu achten, daß die Approximation (10.4) nicht über den zulässi­
gen Bereich hinaus zur Extrapolation verwendet wird, d.h. der Newton-Schritt ß8 im Vergleich 
zum Vorhersagehorizont nicht zu groß ist. Dieses Problem wird von den klassischen Algorith­
men im Prinzip durch den Verzicht auf die zweite Ableitung in großer Entfernung vom Optimum 
in Kombination mit einer geeigneten Schrittweitensteuerung gelöst. Liegt jedoch das gesuchte 
Optimum innerhalb des Vorhersagehorizonts, so erzielt das reine Newton-Verfahren eine hohe 
Konvergenzordnung. Entscheidend ist nun, daß alle Verfahren in der Nähe des Optimums nähe­
rungsweise den unmodifizierten Newton-Schritt verwenden können, was letztlich die Ursache 
ihrer schnellen Konvergenz ist. 

10.2.5 Sequentielle Quadratische Programmierung 

Mathematischen Programmierung dominierende für Nicht-
lineare die Sequentielle Optimierung (SQP) [Spe86, 
DT95]. Dabei wird das Prinzip der Taylor-Approximation auf die Nebenbedingungen erweitert 
Allerdings werden diese nur mittels einer Taylor-Reihe erster Ordnung approximiert: 

g(8 + ß8) ~ g(8) + g~ (8)· ~8 

h(8 + ~8) ~ h(8) + g~ (8)· ~8 
Sodann wird das Nichtlineare Programm aus Definition 10.4 durch ein quadratisches Optimie­
rungsproblem bzgl. ~8 angenähert, das hier nur für den Fall linearer Nebenbedingungen ange­
geben wird:6 

Minimiere die Funktion 1 (x) + ~~ (8) . ß8 + !. ~8T . ~~{ (8) . ß8 

unter den Gleichheitsbedingungen 9 (x) + ~ (8) . ~ 8 = 0 

und den Ungleichheitsbedingungen h (x) + :~ (8) . ß8 ~ 0 

(10.6) 
Die Lösung dieses sogenannten Quadratischen Programms wird in den den folgenden Ab­

schnitten behandelt. Ist eine solche Lösung ~8* gefunden, so ist daraus ein geeigneter Schritt 
zum nächsten Arbeitspunkt zu ermitteln. Ausgehend vom aktuellen Arbeitspunkt 8 wird dazu 
eine Liniensuche entlang der Halbgeraden 

(t> 0) 

6Bei nichtlinearenNebenbedingungen muß auch die Hesse-Matrix von g mit einbezogen werden [F1e8?]. 
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durchgeführt. Dabei wird häufig eine sogenannte Vorteilsfunktion zur Beurteilung der Verbesse­
rung verwendet. Diese berücksichtigt nicht nur den Funktionswert, sondern auch die Erfüllung 
der Nebenbedingungen. Details über Vorteilsfunktionen und das Problem der Schrittweitensteue­
rung können in [BT95] nachgelesen werden. 

10.2.6 Quadratische Programmierung 

Es soll nachfolgend davon ausgegangen werden, daß die Approximation der Hesse-Matrix in 
jedem Schritt so berechnet wird, daß sie stets positiv-definit ist. Die üblicherweise verwende­
ten Approximationsansätze erfüllen diese Voraussetzung. Das Nichtlineare Programm aus Glei­
chung (10.6) hat dann die folgende spezielle Gestalt: 

Definition 10.6 (Quadratisches Programm) Ein Quadratisches Programm aufIRn ist ein Op­
timierungsproblem der Form: 

Minimiere die Funktion 
unter den Gleichheitsbedingungen 
und den Ungleichheitsbedingungen 

a.T . .6.0 + .6.8T . A . .6.8 
·.6.8 = b 

C ·.6.0 ~ c 

Dabei ist A eine symmetrische positiv-definite Matrix. B, C sind beliebige Matrizen) und a ist 
ein vektor. 

Nachfolgend werden zur Vereinfachung wieder die Gleichheitsbedingungen weggelassen, 
,loh, 0, Das dun;h die Ungleichheits-Nebenbedingungen definierte Gebiet ist - als Schnitt­
menge von linearen Halbräumen - stets konvex. Es ist also das Minimum einer konvexen qua­
dratischen Funktion in einem konvexen Gebiet zu suchen. Dieses Problem hat bekanntlich eine 
eindeutige Lösung [Fle87]. 

Gesucht sind nun Algorithmen, die das Minimum zuverlässig und mit wenigen Schritten fin­
den. Bekanntlich hat bereits das Problem der Linearen Programmierung (also für A = 0) eine 
hohe algorithmische Komplexität [PFTV88]. Dies gilt um so mehr für das quadratische Problem, 
wie nun kurz illustriert werden soll. 

Sei dazu .6. 0* die Lösung des Quadratischen Programms. Angenommen wird, daß die Men­
ge Act (Ll0*) bekannt ist und die Matrix P Act (ß0*) den Raum IRdim C auf die aktiven Koordina-

ten projiziert.7 Dann reduziert sich das Quadratische Programm auf das gleichheitsrestringierte 
Problem: 

Minimiere die Funktion aT • Ll0 + .6.0T • A . Ll0 
unter den Gleichheitsbedingungen P Act (ß0*) . C . Ll0 = P Act (ß0*) . C 

Dieses ist mit Hilfe des Lagrange-Kriteriums aus Gleichung (10.3) mit einem einzigen Matrizen­
Rechenschritt lösbar. Leider ist jedoch Act (0*) nicht bekannt, so daß eine Suchstrategie kon­
struiert werden muß, die das erschöpfende Durchsuchen aller 2dim 

C Teilmengen der Indexmenge 
{ 1, ... , dim c } erspart. 

7 Anders gesagt operiert P Act (~e*) auf einem Vektor c durch Streichen der nicht aktiven Einträge und auf einer 
Matrix durch Streichen der entsprechenden Zeilen. 
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10.2.7 Das Verfahren von Goldfarb und Idnani 

Bis in die jüngste Zeit hinein wird an der Verbesserung von Verfahren zur Lösung Quadratischer 
Programme gearbeitet [LC80, GI83, AHRT93]. Dabei haben sich viele Ansätze als in der Praxis 
unbrauchbar erwiesen, weil sie zu anfällig gegen numerische Fehler sind (vgl. [Zou91 ]). Ein heu­
te vielfach verwendetes, robustes und numerisch stabiles Verfahren ist die Methode von Gold­
farb und Idnani [GI83], die zur Behandlung der während des Optimierungsprozesses entstehen­
den linearen Gleichungen in starkem Maße die Singulärwertzerlegung nutzt. Daraus resultiert 
die Einschränkung, daß dieses Verfahren nur für "mittelgroße" Probleme mit einer Dimension 
von etwa dim 8 + dim c < 100 geeignet ist. Diese Dimension wird jedoch von Flußschätzpro­
blemen nicht erreicht. Neuere Entwicklungen auf dem Gebiet der Quadratischen Programmie­
rung versuchen vor allem, den Rechenaufwand zu verringern und parallele Ansätze zu nutzen, 
um auch große Probleme des wissenschaftlichen Rechnens behandeln zu können [DF95]. 

Das Goldfarb-Idnani-Verfahren versucht, sukzessive die Menge der für das Minimum ak­
tiven Nebenbedingungen Act (8*) zu bestimmen, indem eine Ausgangshypothese A für diese 
Menge schrittweise variiert wird. Dabei können sowohl neue Indizes hinzukommen als auch alte 
verworfen werden. Zu Details des Verfahrens sei verwiesen auf [GI83]. Hier sollen nur einige 
für die Einbettung des Verfahrens in die Sequentielle Quadratische Programmierung wichtigen 
Eigenschaften erläutert werden. 

1. Eine dieses Verfahren auszeichnende Eigenschaft besteht darin, daß es mit einem beliebi­
gen Startpunkt arbeiten kann, der die Nebenbedingungen nicht unbedingt erfüllen muß. 

terminiert nach endlich vielen Schritten mit dem Auffinden eines Kuhn~ 
'rucker~ Punktes. Empirische Studien zeigen, daß im Durchschnitt 
te erforderlich sind. 

nur wenige 

3. Besteht bereits eine Hypothese, welche Nebenbedingungen für das gesuchte Optimum ak­
tiv sind, so kann dies als Ausgangsinformation vorgegeben werden. War die Vermutung 
richtig, so konvergiert das Verfahren in einem Schritt. War sie zumindest annähernd rich­
tig, so ist eine Konvergenz in wenigen Schritten zu erwarten, da nur wenige Elemente der 
Menge A verändert werden müssen. Hinsichtlich der Einbettung des Verfahrens in die Se­
quentielle Quadratische Programmierung liegt es nahe, bei jedem Optimierungsschritt von 
den für den vorangehenden Schritt ermittelten aktiven Nebenbedingungen auszugehen. 

4. Das Verfahren verwendet in starkem Maße die QR-Zerlegung von Bund A. Es kann daher 
zusätzlich die Kondition der auftretenden linearen Teilprobleme beurteilen. Damit ist es 
in der Lage, frühzeitig abzubrechen, wenn eine weitere Verbesserung im Rahmen der nu­
merischen Genauigkeit nicht mehr erzielt werden kann. Ferner stehen die entsprechenden 
Konditionszahlen zur weiteren Verwendung bei der Sequentielle Quadratischen Program­
mierung zur Verfügung. 

10.3 Numerische Lösung des Flußschätzproblems 

Während lineare KQ-Probleme unter linearen Nebenbedingungen bereits sehr früh untersucht 
wurden [Sto71, Mit79, SS79], sind allgemein anwendbare Verfahren zur Lösung nichtlinearer 
Kleinste-Quadrate-Probleme unter Nebenbedingungen in der Literatur äußerst selten anzutref-
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fen.8 Auf der einen Seite verwundert dies, weil bei vielen Modellen in den Naturwissenschaften 
physikalisch unzulässige Bereiche für die Parameter existieren (z.B. müssen Konzentrationen 
stets positiv sein). Auf der anderen Seite muß jedoch bedacht werden, daß die statistische Theo­
rie für die Parameterschätzung unter Nebenbedingungen kaum entwickelt ist, d.h. die Analy­
se der Optimierungsergebnisse Schwierigkeiten bereitet. Auf dieses Problem wird in Abschnitt 
11.4 noch genauer eingegangen. 

10.3.1 Der Levenberg-Marquardt-AIgorithmus 

Spezielle Ansätze der Sequentiellen Quadratischen Programmierung für Kleinste-Quadrate-Pro­
bleme sind nach Kenntnis des Autors bisher nicht explizit publiziert (vgl. [Spe86, Spe93, Ni93, 
BT95]). Dies verwundert, denn mit dem Levenberg-Marquardt-Algorithmus ist ein speziell auf 
die Lösung von Kleinste-Quadrate-Problemen zugeschnittenes Verfahren verfügbar. Zur Lösung 
des Flußschätzproblems wurde daher das Levenberg-Marquardt-Verfahren geeignet modifiziert. 
Dabei stand zunächst weniger die Effizienz als vielmehr die Robustheit der Methode im Vorder­
grund. 

Bei einem KQ-Problem hat die zu minimierende Funktion die spezielle Gestalt 

f (8) = 1171 - F (8)11~ (10.7) 

wobei F die vektorwertige Modellfunktion, 71 der Meßwertevektor und :E die Gewichtungs­
matrix ist (vgl. Definition 10.3). Der zur Quadratsummenminimierung eingesetzte Levenberg­
Marquardt-Algorithmus [Mar63] in seiner modernen Implementierung von More [Mor78] ist 
durch nachfolgende Besonderheiten charakterisiert. 

1. wird in der Taylor-Reihe (10.4) eine spezielle Approximation für die zweite Ablei~ 
tung verwendet, nämlich die Gauß~Newton~Linearisierung der zu optimierenden Funk­
tion. Diese entsteht durch Linearisierung der Modellfunktion innerhalb der Norm, also 

f (8 + ß8) ~ 111] - F (8) - ~~ (8) . ß811~ 

~ 2 ~~ (8)T. :E-1 . (1] - F (8)) 

~ 2 ~~ (8)T . :E-1 • ~~ (8) 

(10.8) 

Die erste Ableitung entspricht genau dem Gradienten der ursprünglichen Quadratsumme 
(10.7), während die approximierte zweite Ableitung sich um den Term9 

2 [)2 F (8)T . E-1 • (1] - F (8)) 
[)82 

(10.9) 

von der wahren zweiten Ableitung unterscheidet. Ist das Modell in der Lage, die beobach­
teten Daten gut zu beschreiben, so liegt der Ausdruck 1] - F (8*) in einem Minimum 8* im 
Vergleich zu den übrigen Termen der approximierten zweiten Ableitung nahe bei Null. Im 
Falle fehlerfreier Messung verschwindet er sogar. Dies erklärt, warum die Gauß-Newton­
Approximation bei sogenannten kleinen Modellabweichungen gute Resultate liefert.1o Für 

8Erst im derzeit neuesten Buch zu diesem Thema [Bjo96] - das für diese Arbeit jedoch nicht mehr herangezo­
gen werden konnte - wird dieses Thema eigens behandelt. 

982 F/88 2 (8) ist hierin die auf naheliegende Weise aus den zweiten partiellen Ableitungen gebildete 3D­
Matrix. 

101m Falle großer Abweichungen kann sich die Konvergenzgeschwindigkeit des Levenberg-Marquardt­
Verfahrens deutlich verringern [Spe93]. In dieser Situationsollte aber ohnehin nach einem besser geeigneten Modell 
gesucht werden. 
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die Anwendung bei der Sequentiellen Quadratischen Programmierung ist weiterhin wich­
tig, daß die Gauß-Newton-Approximation der zweiten Ableitung stets symmetrisch und 
positiv definit ist. 

2. Das Verfahren arbeitet mit einem sogenannten Vertrauensbereich, d.h. es läßt nur Schritt­
weiten innerhalb eines vorgegebenen Extrapolationshorizonts um den derzeitigen Arbeits­
punkt zu. Auf diese Weise wird dafür gesorgt, daß die Taylor-Approximation nicht durch 
unzulässig große Schritte überfordert wird. Vertrauensbereichsverfahren erweisen sich in 
der Praxis als äußerst robust und zuverlässig, da sie keine großen "Sprünge" im Suchraum 
zulassen (vgl. auch [MS83, CGST93, Yua95]). 

Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren wird der Vertrauensbereich durch eine Ellipse um 
den aktuellen Arbeitspunkt festgelegt (vgl. Abb. 10Aa): 

E = { 6.0 I 6.eT • D-1 
• 6.0 ::; r } (10.10) 

wobei D eine symmetrische positiv definite Skalierungsmatrix ist, die zu Anfang vorzu­
geben ist. Über sie kann Vorwissen bezüglich der erwarteten Größenordnung der Such­
schritte eingebracht werden. In der Regel wird mit einer Diagonalmatrix gearbeitet. 

Das Verfahren sucht nun ein Minimum der Gauß~Newton-Approximation auf dem ellipti­
schen Gebiet E, d.h. es löst (mit der Gauß-Newton-Linearisierung der zweiten Ableitung) 
das spezielle Nichtlineare Programm: 

Minimiere f (8) + ~~ (0) . ße + k ß0T 
• ~ (0) . ß8 

unter r . 

Hierfür gibt es ein effizientes Näherungsverfahren [Spe93]. 

3. Die Vertrauensbereichsparameter D und r werden im Laufe des Verfahrens dynamisch an­
gepaßt. Dabei wird die aus dem zuletzt durchgeführten Suchschritt verfügbare Informa­
tion über die aktuelle Güte der Gauß-Newton-Approximation ausgenutzt. Ist t . ß0* die 
gewählte Schrittweite und wurde f (0 + t . 6.0*) bestimmt, so wird hierzu das Kriterium 

f (0 + t· ß0*) - f (0) 
f (0) + ~ (0) . t· ß0* + ~ t . ß0*T . ~ (0) . t . ß0* - f (0) 

ausgewertet, d.h. das Verhältnis des tatsächlichen Fortschritts zu dem durch die Approxi­
mation vorhergesagten Fortschritt. Diese Maßzahl sollte nahe bei Eins liegen. 

Die genauen Vorschriften für die Anpassung der einzelnen Verfahrensparameter nach jedem 
Schritt sind aus der Literatur zu entnehmen [Mor78, Spe93, MöI95]. 

10.3.2 Adaptation des Verfahrens für restringierte KQ-Probleme 

Die beschriebene Vorgehensweise des Levenberg-Marquardt-Algorithmus soll nun auf das KQ­
Problem mit Ungleichheits-Nebenbedingungen aus Definition 10.3 übertragen werden. Dabei 
bereitet die Form des Vertrauensbereiches die Hauptschwierigkeit. Bei einer direkten Übertra­
gung wäre als quadratisches Subproblern eine quadratische Funktion unter einer quadratischen 
und weiteren linearen Ungleichheits-Nebenbedingungen zu lösen. Hierzu gibt es derzeit keine 
Lösungsansätze. 
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a) b) 

Abbildung 10.4: a) Elliptischer und b) intervallförmiger Vertrauensbereich des Levenberg­
Marquardt-Verfahrens und des für die Optimierung unter Nebenbedingungen modifizierten 
Levenberg-Marquardt-Verfahrens. In beiden Fällen wird die Form des Gebietes durch dieselbe 
Diagonalmatrix D und die Größe durch denselben Parameter r festgelegt. 

Allerdings muß der Vertrauensbereich nicht notwendig eine elliptische Gestalt haben. Es 
genügt auch ein mehrdimensionales Intervall mit dem Mittelpunkt 0, das mit Hilfe einer Dia­
gonaimatrix = diag (d1, ... , ddime) durch lineare Ungleichungen beschrieben wird: ll 

= [c"""Tdi,rdIJx ... x[ co1'ddime,r'ddime] = { 7',1 T" I} (10.11) 

Da man jeder achsenparallelen Ellipse einen solchen quaderförmigen Bereich sowohl ein- als 
auch umbeschreiben kann, wird klar, daß diese Maßnahme die Konvergenzeigenschaften des 
Verfahrens nicht berührt. Der genaue Ablauf des modifizierten Levenberg-Marquardt-Algorith­
mus kann in [Sie96] nachgelesen werden. 

10.3.3 Ausschluß von Nebenbedingungen 

Zwar treten mit der Wahl eines intervallförmigen Vertrauensbereichs gleich 2 . dirn 8 neue Ne­
benbedingungen auf, doch überwiegt - zumindest bei kleiner und mittlerer Dimension des Pa­
rameterraums - der Vorteil einer größeren Robustheit des Verfahrens durch die Verwendung 
eines Vertrauensbereichs. Außerdem ist zu bedenken, daß - einmal in der Nähe des Optimums 
angelangt - die neu hinzugenommenen Nebenbedingungen nicht mehr aktiviert werden. Dabei 
hilft das nachfolgende Kriterium (vgl. Abb. 10.5). 

Satz 10.3 (Ausschluß linearer Nebenbedingungen) Seien ein mehrdimensionales Intervall Q 
und ein linearer Halbraum L im Raum IRn gegeben durch: 

Q = { Ä8 I - r . 1 :::; D-1 . Ä8 :::; r . 1 } und L = { Ä8 leT. Ä8 :::; b } 

mit b > 0 und es gelte die Ungleichung 

b 
liD· eil :::; r. yldirnÄ8 

HAnders ausgedruckt, wird die L2-Nonn in Gleichung (10.10) gegen die Loo-Nonn ausgetauscht. 
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Abbildung 10.5: Ausschluß von Nebenbedingungen mit Hilfe einer elliptischen Umschließung 
des Vertrauensbereichs. Durch die Ellipse bereits implizierte lineare Nebenbedingungen können 
ausgeschlossen werden. 

Dann folgt Q C L. 

Beweis: 

Da Deine Diagonalmatrix ist, wird Q durch eine Transformation mit D-1 in einen 
Kubus iiberführt: 

. Q = r· [~1, 1] c;;;; [-1', Tl x ... x [~T, Tl 

Dieser ist in der Kugel mit Radius 'T' • .Jdf--rn:e enthalten, d.h. es gilt 

~e E Q =} IID-1
. ~ell ~ r· v'dime 

Mit dieser Beziehung, der vorausgesetzten Ungleichung und der Cauchy-Schwarz­
Ungleichung ergibt sich nun für ~ e E Q: 

leT ~el = l(cT D). (D-1 ~e)1 

< liD cll·IID-1 ~ell 

< b . r. v'dim~e = b 
r· v'dim~e 

10.3.4 Anmerkungen zur Konvergenztheorie 

Zum Abschluß sollen nun noch einige Anmerkungen zur Konvergenztheorie der Sequentiellen 
Quadratischen Programmierung gemacht werden. Die klassische Konvergenztheorie für die un­
restringierte Optimierung konnte in den letzten Jahren weitgehend auf Probleme mit Nebenbe­
dingungen übertragen werde [Spe86]. Es konnte gezeigt werden, daß eine superlineare Konver­
genzordnung bei exakt berechenbaren Gradienten erzielt wird [BT95]. Dies ist im vorliegen­
den Fall durch Satz 8.3 gewährleistet. Darüber hinaus gibt es eine große Zahl von empirischen 
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Studien, die spezielle Probleme der restringierten Optimierung aufzeigen, wie zum Beispiel das 
"Zickzacklaufen" von Suchverfahren im Falle spitz zulaufender Ecken des zulässigen Gebie­
tes [Spe93]. Zur Vermeidung derartiger Probleme wurde in den letzten Jahren durch Einführung 
entsprechender Vorteilsfunktionen und Vertrauensbereiche ein großer Fortschritt erzielt [BT95]. 

Die Entwicklung einer Konvergenztheorie für das oben entwickelte modifizierte Levenberg­
Marquardt-Verfahren würde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. In der praktischen Anwendung 
ist jedoch die Konvergenz gegen einen Kuhn-Tucker-Punkt überprüfbar. Zudem ist die Form des 
durch die Nebenbedingungen bei Markierungssystemen definierten zulässigen Gebietes erfah­
rungsgemäß nicht stark entartet, so daß keine Zickzacklauf-Probleme entstehen könnten. In der 
praktischen Anwendung des Verfahrens bei realistisch großen Stoffwechselnetzwerken trat Kon­
vergenz schon nach etwa 10 - 20 Iterationsschritten ein [Sie96]. Dabei sind auch Situationen mit 
Konvergenz auf dem Rand des zulässigen Gebietes aufgetreten. 



Kapitel 11 

Statistische Auswertung 

Aus statistischer Sicht wird die Kleinste-Quadrate-Schätzung als Regressionsanalyse bezeich­
net [BW88, SW89]. Sie hat nicht nur das Ziel, eine Flußschätzung durchzuführen, sondern vor 
allem auch Aussagen über die Güte dieser Schätzung zu machen. Dabei interessieren besonders 
nachfolgende Fragestellungen, die anschließend in diesem Kapitel behandelt werden.! Die zi­
tierte Literatur nennt jeweils Beispiele aus dem Bereich der Stoffflußanalyse: 

• Untersuchung des Einflusses der Flußparameter auf die gemessenen Größen, d.h. Berech­
nung der Output-Sensitivitäten des Modells [CB83, Lee93, CFGC95, CB95, Wie96a]. 

Quantifiziemng des Einflusses einzßlner Meßwerte auf den berechneten Flußschätzer, d.h. 
von 

• Berechnung von Gütemaßen für die erhaltene Flußschätzung, insbesondere des Erwar­
tungswertes und der Kovarianzmatrix des Flußschätzers [RB85, KCS93, Wie96a]. 

• Quantifizierung der Bestimmtheit der Schätzung, d.h. Berechnung von Konfidenzberei­
chen für die erhaltene Flußschätzung. 

• Aufdeckung von Modellfehlern, die dazu führen, daß sich die gemessenen Daten nicht 
durch die gegebene Modellstruktur beschreiben lassen [RB85, WGKF+92, RDC+95] 
[FR95]. 

e Ermittlung redundanter Meßwerte, d.h. solcher Meßwerte, deren Information ganz oder 
zum großen Teil bereits in anderen Meßwerten enthalten ist [Va191, HRHH+94, Wie95a]. 

.. Identifizierung von Ausreißern unter den Meßwerten, d.h. solcher Daten, die systemati­
sche Verzerrungen aufweisen oder die Normalverteilungsannahme verletzen. 

11 Versuchsplanung im Sinne der Bestimmung weiterer Meßgrößen, die - falls verfügbar -
die Güte des Schätzers verbessern würde.2 

1 Ausführliche Darstellungen der vorgestellten Methoden finden sich in [BKW80, Paz86, eR88, Arn90, paz93]. 
2R; sei darauf hingewiesen, daß die in Abschnitt 2.5 vorgestellte Entkopplungstechnik (Definition 2.6) die 

nachträgliche Vermessung ausgewählter Pools erlaubt, ohne den Fermentationslaufwiederholen zu müssen. 

171 
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11.1 Linearisierung nichtlinearer Modelle 

11.1.1 Zur Problematik biometrischer Methoden 

Angesicht dieser Vielfalt an Fragestellungen ist allerdings einschränkend zu beachten, daß nie 
alle diese Fragen zugleich mit exakten statistischen Methoden beantwortet werden können. Dies 
liegt darin begründet, daß derselbe Datensatz mit statistischen Methoden in der Regel nicht mehr­
fach "befragt" werden darf. Eine Aussage, die aufgrund einer statistischen Analyse gemacht 
wird, verwendet stets einen Teil der im Datensatz enthaltenen Information. Dieser steht - in 
gewissem Sinne - für weitere Analysen nicht mehr zur Verfügung. 

Das Hauptproblem einer Regressionsanalyse in der Praxis besteht stets in der Gültigkeit der 
zugrundliegenden Voraussetzung, daß das betrachtete nichtlineare Regressionsmodell (vgl. De­
finition 10.3) 

1] = F (8) + g mit g = N (O,~) 

korrekt ist. Im Kontext biologischer Experimente (vgl. auch Kapitel 2) muß aus verschiedenen 
Gründen jedoch ganz im Gegenteil davon ausgegangen werden, daß dies nicht der Fall ist, denn 

1. die Modellfunktion beschreibt die komplexen realen Zusammenhänge nur näherungswei­
se (Modellfehler). 

2. die Meßwerte weisen häufig systematische Verzerrungen auf, d.h. für den Erwartungswert 
der Residuen gilt E g =f:. O. 

3. die Kovarianzmatrix ::E der Meßfehler ist nur approximativ bestimmbar bzw. ist ein Er­
fahrungswert 

4. Meßfehler ist normalverteilt. 

Vom strengen statistischen Standpunkt aus gesehen, stellen diese Einflüsse zusammengenom­
men (wovon meist auszugehen ist) die erzielten statistischen Ergebnisse grundsätzlich in Frage. 
In der Praxis führen die genannten Effekte in der Regel zu einer Verschlechterung der berech­
neten Gütemaße. Statistische Ansätze, die eine der vier oben genannten Ausnahmen zulassen, 
sind für hochdimensionale nichtlineare Modelle nicht praktikabel. 3 

Trotzdem sollten diese Argumente nicht zu einer völligen Verwerfung des statistischen An­
satzes führen. Vielmehr stellen statistische Methoden heute die einzigen verfügbaren und ausge­
reiften Werkzeuge dar, die eine quantifizierte Bewertung von Regressionsergebnissen ermögli­
chen. Die erzielten Resultate müssen jedoch mit Sachverstand und Systemkenntnis interpretiert 
werden. Die Anwendung statistischer Verfahren in der Biologie stellt somit niemals eine wert­
freie Interpretation der Meßergebnisse dar. Vielmehr liegt die sorgfältige und nachvollziehbare 
Auswertung des Datenmaterials stets in der Verantwortung des Modellierers. Darüber hinaus 
muß der Anwender in die Lage versetzt werden, die erzielten Ergebnisse nachzuvollziehen. In 
der Regel interessiert dabei vor allem die Größenordnung der aufgrund der Analyse ermittelten 
Gütemaße und weniger die genauen Zahlenwerte. Dies wird in Kapitel 12 noch im einzelnen zu 
diskutieren sein. 

Schließlich sei auf einen wichtiger Unterschied zwischen einer Regressionsanalyse im ex­
perimentellen Umfeld und einer statistischen Analyse anhand nicht reproduzierbarer Datensätze 
(z.B. in der Medizin) hingewiesen. Im letzteren Fall müssen höchste Ansprüche an die Signifi­
kanz der gemachten Aussagen gestellt werden, während im experimentellen Kontext ein Folge­
experiment unter verbesserten Bedingungen die erzielten Aussagen erhärten kann. Aus diesem 

3Verwiesen sei auf nichtparametrische oder robuste statistische Verfahren [Hub81, BD93]. 
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Grunde wird in dieser Arbeit stets das Konfidenzniveau von 90% als zufriedenstellend erachtet 
und nicht wie vielfach verwendet das 95%- oder gar 99%-Niveau. 

11.1.2 Der Linearisierungsansatz 

Für lineare statistische Modelle mit normalverteilten Zufallsgrößen können alle eingangs ge­
nannten Probleme unter Rückgriff auf Methoden der Linearen Algebra explizit beantwortet wer­
den (vgl. auch [VS93, HHHR +94, HRHH+94]), während für nichtlineare Modellstrukturen oder 
nicht-normalverteilte Größen explizite (d.h. durch Formeln beschreibbare) Aussagen kaum noch 
zu gewinnen sind. Aus diesem Grunde wird in der Praxis meist versucht, lineare Approximatio­
nen für die betrachteten Systeme zu finden, um darauf die Ergebnisse der linearen statistischen 
Regressionstheorie anzuwenden. 

Definition 11.1 (lineares statistisches Modell) Ein lineares statistisches Modell ist gegeben 
durch 

'r/ = A . e + c mit c = N (0, :E) 

Dabei sind die Systemmatrix A und die Kovarianzmatrix :E bekannt.4 Es wird zusätzlich vor­
ausgesetzt, daß dirn 'r/ 2 dirn 8 gilt und A maximalen Rang hat.5 

Die Linearisierung eines allgemeinen nichtlinearen Modells 

'r/ = F (8) + c mit 

gemäß Definition 10.3 geht nun wie folgt vor. Zunächst wird der entsprechende Kleinste-Quadrate­
ScMtzer 6 für den Parametervektor e berechnet, also (vgl. Abb. 11.1a) 

emin 1117 F' (8) II~ e 

Unter der Annahme, daß der Schätzer "nahe genug" am wahren Wert 8* des Parametervektors 
liegt, kann dann das nichtlineare Modell approximativ durch seine Taylor-Entwicklung erster 
Ordnung im Punkte 0 ersetzt werden [Paz93] (vgl. Abb. 11.1b): 

A 8F A A 

'r/ ~ F (8) + 88 (8) . (8 - 8) + c 

Dies ist bereits ein lineares statistisches Modell 

c - N (O,:E) 

mit ~'r/ - 'r/ - F (0) + ~~ (0) . 0 (11.1) 

A = ~~ (0) 

4Vielfach findet man anstelle von Il im Regressionsmodell den Term (1'2 • Il, wobei (1' ein zu schätzender Skalie­
rungsfaktorist. Wenn alle Messungen mit demselben Meßinstrument gewonnen wurden und apriori nichts über den 
Meßfehler bekannt ist, so kann hiermit zugleich der Parametervektor e und der Standardmeßfehler (1' geschätzt wer­
den [Am90]. Bezogen auf die experimentelle Praxis ist es jedoch eher unrealistisch anzunehmen, daß das Größen­
verhältnis der Meßfehler (gegeben durch Il) bekannt ist, nicht aber deren absolute Werte (gegeben durch (1'2 • Il). 
Bezogen auf die Stofffiußanalyse kann die Fehlercharakteristik der Instrumente auf grund von Messungen mit stan­
dardisierten Proben im voraus ermittelt werden. 

5Die Theorie der linearen Regression umfaßt auch den entarteten Fall, daß A nicht Maximalrang hat 
(vgl. [paz93]). Eine solche Rangdefizienz weist auf ein unvollständig bestimmtes Modell hin (Nichtidentifizier­
barkeit). In der Praxis sollte diese Fragestellung besser vor einer Regressionsanalyse untersucht werden. Wird die 
Regressionsanalyse - wie nachfolgend beschrieben - mit Hilfe einer Singulärwertzerlegung durchgeführt, so sind 
Rangdefizienzen ferner numerisch leicht feststellbar [LH74]. 
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Wie sofort ersichtlich ist (vgl. auch Abb. 11.1b), liefert die KQ-Schätzung, angewandt auf 
das bzgl. Ä8 lineare Modell (11.1), das Ergebnis 6ß = 0 (vgl. auch Abb. 11.1b). Der Übergang 
zur Linearisierung führt also nicht zu methodisch bedingten Inkonsistenzen. 
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Abbildung 11.1: a) Nichtlineare Regression als Abstandsminimierung, d.h. als Projektion auf die 
ErwartungsfIäche des Modells. b) Linearisierung als Ersetzung der durch das Modell beschrie~ 

aU~~'VHL!<U.vU'JHv im durch den LHAHHL"V' 

Der Linearisierungsansatz ist nicht unproblematisch und sollte daher mit Vorsicht angewen~ 
det werden (vgl. dazu Abb. 11.1). Die Schwierigkeit liegt darin, die Gültigkeit der gewählten 
linearen Approximation innerhalb der statistischen Schwankungsbreite der Meßwerte zu verifi­
zieren. Entscheidend ist dabei das Größenverhältnis zwischen dem Bereich um 8*, in dem die 
Linearisierung hinreichend gut ist und dem Bereich, in dem die Messung statistisch schwankt. 
Kritisch sind somit stark nichtlineare Modelle oder große Fehlereinflüsse. In jedem Fall trägt der 
entstehende Linearisierungsfehler weiter zur Verzerrung der erzielten statistischen Resultate bei. 
Solche Effekte werden in der nichtlinearen Statistik studiert [paz93]. In Bezug auf Markierungs­
experimente wird hierauf in Abschnitt 11.3 noch detaillierter eingegangen. 

11.2 Lineare Regressionsanalyse 

11.2.1 Eigenschaften linearer KQ-Schätzer 

Die grundlegenden Resultate der linearen Regressionsanalyse sollen nun kurz zusammengefaßt 
werden (vgl. [Arn90]). Zunächst wird die Verteilung des Schätzers durch den nachfolgenden 
Satz charakterisiert.6 Daraus ergibt sich bereits eine Antwort auf einige der eingangs gestellten 
Fragen. 

6Man beachte, daß :E als bekannt angenommen wird. Damit ändern sich einige Verteilungsaussagen leicht ge­
genüber der Standardliteratur (vgl. [Paz93]). 
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Satz 11.1 (Verteilung des linearen KQ-Schätzers) Gegeben sei ein lineares Regressionsmo­
dell 'fJ = A· e + c mit c = N (0, !l) gemäß Definition 11.1, und e* sei der (unbekannte) wahre 
Parametervektor. Dann gilt: 

1. Der KQ-Schätzer jUr das lineare Modell ist gegeben durch 

e = (AT !l-l At1 • AT !l-lry 

2. e ist unverzerrt und gemäß N (e*, Cov (e)) verteilt mit der Kovarianzmatrix 

Cov e = (AT!l-l At1 . 

3. e ist (in gewissem Sinne) der beste lineare unverzerrte Schätzer jUr e (Gauß-Markov­
Theorem). 

4. Ein Konfidenzbereich jUr e zum Konfidenzniveau (1 - ß) ist gegeben durch 7 

Conf e (1 - ß) = {e I IIA(e - e)ll~ < X~ime (1- ß) } 

= {e I (8 - 8)T [Cov 8rl (8 - 8) < X~ime (1 - ß) } 

5. Ein Konfidenzbereich jUr eine einzelne Komponente Si zum Konfidenzniveau (1 - ß) ist 
gegeben durch das Intervall 

6. Ein kritischer Bereich für den Test der Hypothese, daß die Daten durch das Modell be­
schreibbar sind, ist gegeben durch 

7. Die Korrelationsmatrix 

ist eine entlang den Koordinatenachsen reskalierte Kovarianzmatrix. 

Offenbar hat das durch den Satz gegebene Konfidenzgebiet Confe (1 - ß) die Gestalt ei­
nes mehrdimensionalen Ellipsoids (vgl. Abb. 11.2a). Der entsprechende Ellipsoid zur Korrela­
tionsmatrix wird von einem Kubus eingeschlossen, so daß die geometrische Form des Ellipsoids 
aufgrund der skalierten Achsen einfacher bewertet werden kann (vgl. Abb. 11.2b). 

Im Hinblick auf den Test der Beschreibungsgüte des Modells (Punkt 6 des obigen Satzes) sei 
jedoch auf die Aussagen aus dem einleitenden Abschnitt verwiesen. Dieser Test scheitert auf­
grund der dort vorgestellten Einwände häufig bei biologischen Datensätzen (vgl. auch Abschnitt 
12.2), was die dort skizzierten Ursachen haben kann. 

7 X~ bezeichnet die Chi-Quadrat-Verteilung mit m Freiheitsgraden. 
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a) b) 8zfVar" 
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Abbildung 11.2: a) Elliptisches 40%-Konfidenzgebiet (für ß = 0.4 gilt gerade X~ (1 - ß) = 1) 
für einen zweidimensionalen Schätzer e. Ein Gebiet mit 90%-Konfidenz ist um den Faktor 2.14 
größer, ein Gebiet mit 95% um den Faktor 2.44. b) Durch die Korrelationsmatrix definiertes res­
kaliertes Konfidenzgebiet. Die Stärke der Korrelation ist an der Abweichung von der Kreisform 
ablesbar. 

11.2.2 Sensitivitätsmaße 

Zu den wichtigsten Maßzahlen für die praktische Analyse von Regressionsmodellen [eH88] 
gehören die Sensitivität der Modellvorhersage gegenüber Variationen der Parameter (Output­
Sensitivität) und die Sensitivität des berechneten Parameterschätzers gegenüber Variationen der 
Meßdaten (Parameter-Sensitivität). Beide Maße können zur Ermittlung von Haupteinflußfakto­

rljff~-

Definition 11.2 (Output-Sensitivität, Parameter-Sensitivität) Gegeben sei ein 
nichtlineares Regressionsmodell 'Tl = F (8) + e; mit e; = N (0, :E). Die Output-Sensitivität des 
Modells an der Stelle e ist gegeben durch 

Sens ~ = ~~ (8) 

Die Parameter-Sensitivität des KQ-Schätzers e ('Tl) bei vorliegenden Meßdaten ?] ist gegeben 
durch 

Offenbar ist die Output-Sensitivitätsmatrix gerade die Systemmatrix des linearisierten Mo­
dells (vgl. Gleichung (11.1)). Für ein lineares Modell folgt dann unmittelbar nach Satz 11.1 der 

Satz 11.2 (Output-Sensitivität und Parameter-Sensitivität eines linearen Modells) Sei ein 
lineares Regressionsmodell gegeben durch 'Tl = A . 8 + e; mit e; = N (0, :E). Dann gilt un­
abhängigvomParameterschätzer e bzw. dem Meßvektor 'Tl: 

Sens~ = A 

Sens~ = (AT~-lAtl.AT:E-l 
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Die Output-Sensitivität legt in dieser Situation also bereits alle statistischen Eigenschaften des 
Schätzers fest. Im nichtlinearen Fall ist diese Aussage jedoch nur noch approximativ richtig: 

Satz 11.3 (Parameter-Sensitivität nichtlinearer Regressionsmodelle) Gegeben sei ein nicht­
lineares Regressionsmodell '" = F (8 )+c mit c = N (0, yj). Dann ist die Parameter-Sensitivität 
gegeben durch 

Beweis: 

Ergibt sich aus einer impliziten Differentiation der bestimmenden Gleichung für den 
KQ-Schätzer: 

c::::J 

[ 
"] T ßF" '" - F (8 ("')) yj-l - (8 ("')) = 0 ß8 

Der Term ~~ (8) (ry - F (8)), der die Differenz zum linearisierten Modell repräsentiert, 
ist schon aus Kapitel 10 bekannt (vgl. Gleichung (10.9». Er stellt gerade den Approximations­
fehler der Gauß-Newton-Approximation für die zweite Ableitung der Fehlerquadratsumme dar. 
Wie dort beschrieben, wird dieser Term bei kleinen Modellfehlern als vemachlässigbar ange­
sehen. In der Praxis wird die Parameter-Sensitivität daher aufgrund der Linearisierung (11.1) 
mit Hilfe von Satz 11.2 approximiert.8 Zusammenfassend kann gesagt werden, daß die gesamte 

niehtlinearen 
Sensitivitätsmatrix und der Kovarianzmatrix des Meßfehlers enthalten ist. 

11.2.3 Skalierung von Sensitivitäts- und Kovarianzmatrizen 

Sensitivitätsmatrizen sind in der Praxis nicht leicht zu interpretieren, weil die Größenordnungen 
ihrer Einträge nicht miteinander vergleichbar sind. In der Literatur finden sich daher verschie­
dene Vorschläge für gewichtete Sensitivitäten der allgemeinen Form 

mit gewissen Konstanten Pi und Sj. Damit können sowohl die Funktionswerte als auch die Pa­
rameterwerte größenordnungsmäßig reskaliert werden. Der bekannteste Ansatz ist die Verwen­
dung relativer Sensitivitäten a~~//~. (z.B. in der Metabolie Control Theory [Red88]). Relative 

J J 
Skalen sind jedoch bekanntermaßen dann problematisch, wenn Werte nahe Null zu erwarten 
sind. In der Praxis muß eine adäquate Wahl der Skalierungsfaktoren also vom Anwender ge­
troffen werden. 

Aus statistischer Sicht ist ein unmittelbar durch die Modellformulierungvorgegebener Ska­
lierungsansatz tragfähiger. Dabei sollte die Skalierung den durch die Fehlerquadratsumme ge­
gebenen tatsächlichen Einfluß der Meßwerte auf den KQ-Schätzer wiederspiegeln. Die entspre-

chende Gewichtung für den Meßvektor '" ist gegeben durch ~l • "', denn diese Skalierung 

SEin differentialgeometrischer Ansatz, der auch Terme zweiter Ordnung berücksichtigt, wird in [Paz93] 
beschrieben. 
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entkoppelt und normiert die Meßwerte. Das Resultat der Skalierung ist dann N (0, 1)-verteilt. 
Anders ausgedrückt wird das lineare Modell 

mit e = N (O,:E) 

mittels der Zuordnungen 

- ~1 
A=y:E ·A 

transformiert in das reskalierte lineare Modell 

mit t = N (0,1) 

Die entsprechenden reskalierten statistischen Kenngrößen sind 

Sens~ = Ä (11.2) 

In diesem reskalierten Modell sind also alle Meßfehler unabhängig und größenordnungsmäßig 
direkt vergleichbar. Allerdings ist fi bei allgemeinem :E ein "künstlicher" Meßfehler, der nicht 
mehr physikalisch interpretierbar ist. Im Falle der Stoffflußanalyse wird :E jedoch als Diago­
nalmatrix gewählt (vgl. Abschnitt 6.2), so daß bzgl. der Interpretation der Sensitivitäten keine 
Schwierigkeiten auftreten. 

Eine entsprechende system immanente Skalierung für den Parametervektor e gibt es nicht, 
weil e selbst keine Zufallsvariable ist. Ein möglicher Ansatz wäre, nach erfolgter Schätzung 

durch 8 die Matrix ~ Cov (8) ~ 1 zur Skalierung zu verwenden. Damit ergeben die ,,"<n,ti "Cd 

lichen Transfonnationen 

Zusammen mit den Gleichungen (11.2) entsteht das bzgl. der Meßwerte und Parameter reska­
lierte lineare Modell 

mit den Kenngrößen 

Sens 7J. = A e 

mit 

~ =T 
Sens~ = A 

'TI 

t= N(0,1) 

cove = 1 

Dieses Ergebnis hat für die praktische Anwendung keine Ausage mehr, da e ein "künstlicher" 
Parametervektor mit nicht mehr physikalisch interpretierbaren Größen ist. Die für den Anwen­
der relevante Information ist dagegen in der Systemmatrix Ä enthalten. Im nichtlinearen Fall 
sind darüber hinaus zwei verschiedene Datensätze nicht mehr im Vergleich auswertbar, da sie 
zu unterschiedlichen Transformationen der Systemmatrix führen. 

Die Transformation zeigt jedoch einen anderen Effekt, der für die nichtlineare Anwendung 
von großer Bedeutung ist: Eine Parameter-Reskalierung kann grundsätzlich die Gütemaße der 
Schätzung verändern. Insbesondere kann bei nichtlinearen Modellen nach "günstigen" Reska­
lierungen des Parameterraums gesucht werden [Paz93]. Eine solche Reskalierung wird in Ab­
schnitt 11.3 diskutiert. 

Zusammenfassend gilt, daß eine geeignete Größenskalierung im Parameterraum wenn über­
haupt stets vom Anwender vorgenommen werden muß. Auf der Output-Seite wird das Modell 

dagegen nachfolgend stets mit ~1 reskaliert. 
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11.2.4 Numerische Analyse von Sensitivitäts- und Kovarianzmatrizen 

Die vorangehenden Abschnitte (insbesondere Satz 11.2) betonen die Bedeutung der Output-Sen­
sitivitätsmatrix als Grundlage für alle weiteren statistischen Analysen. Für die numerische Im­
plementierung der entsprechenden Rechenoperationen ist die Singulärwertzerlegung von zen­
traler Bedeutung [LH74, PFTV88]. 

Definition 11.3 (Singulärwertzerlegung, Singulärwerte) Eine Singulärwertzerlegung einer 
Matrix A mit rowdim A ~ coldim A ist eine Faktorisierung der Gestalt 

mit orthonormalen Matrizen U, V und einer Diagonalmatrix 

D = diag (dI, dz, . .. , dcoldimA) 

mit d1 2:: dz ~ ... 2:: dcoldimA' Die Einträge von D heißen die Singulärwerte von A. Im Fall 
rowdim A ~ coldim A ist die Definition entsprechend auf AT anzuwenden. 

Es kann gezeigt werden, daß eine solche Zerlegung stets existiert und eindeutig ist. Ferner 
kann sie in kleinen und mittleren Dimensionen (bis etwa 100) numerisch stabil berechnet werden 
[LH74, DHB94]. Ein solches Verfahren ist in allen Standard-Numerikpaketen für die Lineare Al­
gebra (z.B. LlNPAK, LAPAK [Don79, Hag88]) implementiert. Die Anwendung auf das lineare 
Regressionsmodell ist unmittelbar klar [PFrV88]: 

gressionsmodell rJ = ·8+ {3; mit e; N (0, :E) und eine ,Singulärwertzerlegung 
U· (D O)T. V T der reskalierten Systemmatrix gegeben. Dann gilt: 

1. Die Quadrate der Singulärwerte von ~l A sind die Eigenwerte von AT :E-1 A, und 
die Spaltenvektoren von V sind die zugehörigen (normierten) Eigenvektoren. 

2. Der Quotient aus dem größten und dem kleinsten Singulärwert ist ein Maß für die nu­
merische Kondition von JlJl A. Diese Matrix hat genau dann Maximalrang, wenn die 
Diagonale von D voll besetzt ist. 

3. Der KQ-Schätzer ist gegeben durch e = V (D-1 0) UT ~l f/ und damit auch die 
Parameter-Sensitivität. 

4. Cov e = VD-2 VT. 

5. Die Spalten von V geben die Richtung der Hauptachsen des in Satz 11.1 beschriebenen 
ellipsoiden Konfidenzgebiets Conf e (1- ß) an, die reziproken Singulärwerte ihre Längen. 

Hierzu einige Anmerkungen: 

1. In der Praxis muß bei schlechter Konditionierung von einer Entartung von A ausgegangen 
werden, d.h. der Rang ist im Bereich der numerischen Genauigkeit nicht mehr maximal. 
Die Rangdefizienz entspricht der Zahl der in diesem Sinne sehr kleinen Singulärwerte. Mit 
Hilfe der Singulärwertzerlegung kann auch in dieser Situation eine Regressionsschätzung 
durchgeführt werden [LH74, paz93]. 
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2. Aus den berechneten Hauptachsen kann unmittelbar die genaue geometrische Beschrei­
bung des Parameter-Konfidenzbereichs abgelesen werden (Abb. 11.2a). Dabei sind nur die 
längsten Achsen von Interesse, da diese für die Unbestimmtheit der Parameterschätzung 
hauptsächlich verantwortlich sind. Die schwer zu schätzenden Parameter sind dann durch 
große Koordinateneinträge in den längsten Achsen gekennzeichnet. 

3. Oft sind viele Koordinateneinträge einer langen Hauptachse sehr klein im Verhältnis zu 
den großen Einträgen, d.h. die Achse hat das Besetzungsmuster 

(0, ... , 0,*, 0, ... , 0,*, 0, ... ) 

mit * » 0. Eine solche Achse trägt in starkem Maße zu den Konfidenzintervallen der 
durch * markierten Parameter bei. Zudem kann in diesem Fall auf eine Korrelation zwi­
schen diesen Parametern geschlossen werden (vgl. Abb. 11.2). Kommen mehrere Achsen 
mit dem gleichen Besetzungsmuster vor, so spannen diese einen Unterraum auf, an dem 
sich der Konfidenzellipsoid ausrichtet. 

Findet man beispielsweise in einem dreidimensionalen Parameterraum eine einzige lange 
Achse mit dem Muster (*,0,0) vor, so hat der Ellipsoid eine Spindelform und richtet sich 
an der ersten Achse aus. Findet man zwei lange Achsen mit dem Muster (*, *,0), so liegt 
eine Linsenform ausgerichtet an den beiden ersten Koordinatenachsen vor. 

4. Die Korrelationsmatrix Corr (e) ist für die Analyse des Konfidenzbereichs nur einge­
schränkt nutzbringend. Bekanntermaßen charakterisieren Einträge nahe ±1 eine Entar­
tung des Kovarianzellipsoids (Abb. 11.2b). Jededoch gilt dies nur für die Spindelform, 

wenn 
zwei Einträge hat Liegen mehrere lange Achsen mit gleichem Muster vor, so treten zwar 
deutliche Korrelationen auf, jedoch liegen diese nicht mehr bei ±1, da sich die gegensei~ 
tige Abhängigkeit auf mehr als zwei Parameter verteilt. 

5. Bei Vorliegen großer Korrelationen oder allgemeiner beim Vorliegen mehrer langer Ach­
sen mit gleichem Besetzungsmuster kann die Parameter-Sensitivitätsmatrixherangezogen 
werden, um gemeinsame Einflußfaktoren der korrelierten Parameter zu ermitteln. Meist 
tritt der Fall auf, daß n der Parameter gemeinsam im wesentlichen durch m < n der Meß­
werte beeinflußt werden und nur schwach durch weitere Parameter. Diese Haupteinfluß­
faktoren können dann bestimmt werden und darüber hinaus kann nach zusätzlichen Meß­
werten gesucht werden, welche den gemeinsamen Einfluß entkoppeln. 

11.2.5 Redundanzanalyse 

In der Praxis liegen meist mehr Meßwerte als Parameter vor, d.h. dirn rJ > dirn e. Bei einem 
linearen Modell mit einer Maximalrangmatrix A müssen folglich dirn rJ - dirn e Meßwerte 
redundant sein. Allerdings ist es falsch, von den redundanten Meßgrößen zu sprechen, da die 
Redundanz über alle einzelnen Meßwerte rJi "verteilt" ist. Dies wird durch eine sogenannte Red­
undanzmatrix [HHHR+94] präzisiert: 

Definition 11.4 (Redundanzmatrix) Eine Redundanzmatrix Rfür ein lineares Modell'l} = A· 
E> + e mit e = N (0, E) ist eine Matrix mit rang R = dirn rJ - dirn E> Zeilen, für die gilt 

R·A=O. 



11.2. UNBARE REGRESSIONSANALYSE 181 

Im Falle einer fehlerfreien Messung rt (d.h. c = 0) ist also R . rt = R . A . 0 = O. Un­
ter Berücksichtigung des Meßrauschens kann ein redundanter Wert zwar keine zusätzliche In­
formation zur Bestimmung der zu schätzenden Parameter liefern, jedoch die Genauigkeit der 
Schätzung erhöhen. Wie man leicht nachrechnet, erlaubt die Singulärwertzerlegung eine effizi­
ente Berechnung von Redundanzbeziehungen: 

Satz 11.5 (Konstruktion von Redundanzbeziehungen) Seien ein lineares Regressionsmodell 
rt = A· 0 +c mitc = N (O,:E) und eine Singulärwertzerlegung ...nJl. A = U· (D O)T. V T 

der reskalierten Systemmatrix gegeben. Dann ist eine Redundanzmatrix zu A gegeben durch die 
dirn rt - dirn 0-zeilige Matrix 

R=05.(~ ~ ).UT 

dim e dirn 'li-dirn e 

Für die Praxis der nichtlinearen Regression ist diese Form der Redundanzanalyse jedoch 
kaum einsetzbar, weil die Systemmatrix Aals Linearisierung einer nichtlinearen Funktion F 
von e abhängt und damit apriori nicht gegeben ist. Das Konzept der Redundanzanalyse kann 
jedoch in speziellen Situationen auf den nichtlinearen Fall erweitert werden (vgl. dazu [Wie95a, 
Wie96a] und die Ausführungen in Abschnitt 4.3). 

11.2.6 Ausreillererkennung 

gewichtet die Fehlerquadratsumme 
Einz.elne Meßwerte haben dann eine besonders große die Fehlerquadratsum~ 
me, so daß in der Folge angenommen werden muß, daß das Modell die Daten nicht adäquat 
schreibt (vgl. Satz 11.1). Eine andere Sichtweise stellt der Versuch dar, Ausreißerwerte zu iden­
tifizieren und aus dem Datensatz zu entfernen [Him78]. 

Der in [HRHH+94] durchgeführte Ansatz nutzt hierzu die nach Satz 11.5 konstruierten Red­
undanzrelationen. Dabei wird versucht, sowohl das Problem der Erkennung von Ausreißermes­
sungen als auch der Erkennung von Modellfehlern zu behandeln. Dazu wird konkret die bekann­
te Normalverteilungvon R·rt = R·c zur Formulierung eines x2-Tests herangezogen. Zu diesem 
Zweck wird ein Modell im Vergleich zu einem um einen Ausreißerkandidaten reduzierten Mo­
dell getestet. 

11.2.7 Versuchsplanung 

Im Falle der Stoffflußanalyse ist ein wesentliches Element der Versuchsplanung die Auffindung 
solcher Meßgrößen, die möglichst viel Information über den Parametervektor enthalten. Dabei 
ist zu berücksichtigen, daß bei der in Abschnitt 2.5 beschriebenen Entkopplungsmethode durch­
aus nachträgliche Markierungsmessungen zu einem bereits durchgeführten Experiment gemacht 
werden können. Für das Modell bedeutet dies die Hinzunahme weiterer Meßgleichungen. 

Wird angenommen, daß der aufgrund des vorhandenen Datensatzes rt geschätzte Parameter 
e ("1) dem wahren Parameter schon recht nahe kommt, so kann hypothetisch die Auswirkung ei­
ner Erweiterung des Meßvektors zu rt' untersucht werden. Wenn sich der Flußschätzer hierdurch 
nicht wesentlich ändert, also e (rt) ~ e ("1') gilt, kann die entsprechend zu erwartende Kova­
rianzmatrix Cov e ("1') näherungsweise berechnet werden. Daraus läßt sich ablesen, inwieweit 
eine entsprechende Messung die statistische Güte des Schätzers verbessern würde. Der Aufwand 
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einer zusätzlichen Messung lohnt sich nur, wenn eine wesentliche Verbesserung zu erwarten ist. 
Dazu wird ein Vergleichsmaß für Kovarianzmatrizen benötigt. 

Als Informationsmaß wird in der Versuchsplanung meist die sogenannte Fisher-Information 
verwendet [Paz86, Mun89]. Diese ist proportional zur Fläche des Konfidenzellipsoids 

aus Satz 11.1. Da diese Fläche wiederum proportional zur Determinante von Cov e ist, eignet 
sich letztere als Maßzahl zum Vergleich von Kovarianzmatrizen [TWWB96]. Es sollte gelten 

det Cov e (1]) « det Cov e (1]') 

damit sich eine zusätzliche Messung lohnt. In der Praxis ergibt sich die Fisher-Information bis 
auf einen konstanten Faktor sofort aus dem Produkt der Singulärwerte der Systemmatrix. Die 
Versuchsplanung läuft also auf eine Simulationsstudie auf der Basis bereits gemessener Daten 
hinaus. 

11.3 Ein Beispielsystem 

In diesem Abschnitt wird anhand eines einfachen Beispiels untersucht, inwieweit der vorge­
stellte Linearisierungsansatz für die Flußschätzung zu zufriedenstelIenden Ergebnissen führt. 
Es wird sich dabei zeigen; daß die Ajlwendung der Linearisierung bei der Schätzung von Aus-

liefern während 
wird in [WG96b, WSGM96] 

hender analysiert. 

Abbildung 11.3: Beispielnetzwerk zur Veranschaulichung der statistischen Eigenschaften der 
Flußschätzung. Links: Metabolit-Netzwerk. Rechts: C-Atom-Netzwerk. Die Flüsse v1, v3, v4 
werden als unidirektional angenommen. Der Fluß v1 und die Markierungsanteile in 8#1, C#1 
sind meßbar. Das Substrat ist auf dem ersten C-Atom markiert. 



11.3. BIN BEISPIELSYSTBM 183 

11.3.1 Ein Modellsystem 

Als Beispiel wird das in Abb.11.3 dargestellte einfache Netzwerk betrachtet. Es wurde so gewählt, 
daß ein Austauschfluß auftritt und zugleich eine zweidimensionale graphische Darstellung der 
Lösungsgleichungen möglich ist. Die Netzwerkstruktur ist gegeben durch: 

v1: A > B v3: B > C 
#ab > #ab; #ab > #ba; 

v2: B > C v4: C > D 
#ab > #ab; #ab > #ab; 

Es wird angenommen, daß die Reaktion v3 unidirektional ist, während v2 in beiden Rich­
tungen abläuft. Die Substrataufnahme v1 und die Produktexkretion v4 sind nach den grundsätz­
lichen Annahmen aus Definition 3.5 unidirektional: 

vi = 0 vr = 0 

Aufgrund dieser Annahmen und der stöchiometrischen Gleichungen 

B: v( 
C: v-7 4 

können nun die Flußvariablen vt und v: eliminiert werden: 

v: - vr+ 
v: = v( - v;+ + vr 

chungen sind gegeben durch: 

8#1 : 0 = v(A l -v;+ BI +vt"Cl -v:;+ B l 

8#2 : 0 - v(A2 -viB2 +vt"C2 -v:;+ B2 

C#1 : 0 - viBl -vt"Cl +v:;+ B2 

C#2: 0 - viB2 -vt"C2 +v:;+ Bl 
-v:Cl 
-v:C2 

Die Eingangsmarkierung des Systems sei der Einfachheit halber vorgegeben mit 

11.3.2 Explizite Lösungen 

(11.3) 

(11.4) 

(11.5) 

Da im Beispiel drei freie Flüsse zu schätzen sind, müssen mindestens drei Meßwerte gegeben 
sein. Durch Addition von Gleichungen im Gleichungssystem (11.5) erhält man sofort die Markie­
rungs-Erhaltungsgleichungen 

aus denen hervorgeht, daß bl mit b2 und Cl mit C2 redundant ist. Da ferner nach Gleichung (11.4) 
. die beiden extrazellulären Flüsse vr+ und v: übereinstimmen, ist eine Flußschätzung nur auf der 
Basis einer Messung von vr+ , bl) Cl zu erreichen. Die Meßgleichungen seien also: 

w = (1 . . . -1 . . .). v + c.w und y = (~ : i :). x + c.y 
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Da in dem Beispiel die Zahl der Parameter mit der der Meßwerte übereinstimmt, entspricht der 
KQ-Schätzer genau der expliziten Lösung von Gleichung (11.5) bzgl. der Flüsse vi und vt. 
Die Lösung des Flußschätzproblems ist also explizit gegeben durch die Gleichungen [Wie95a] 

vt -
v-4 = 2 

I-B, 
I-BI-C2 
C2-B, 
l-2B1 

(11.6) 

wobei für die Variablen vt+, bl , Cl die entsprechenden verrauschten Meßwerte einzusetzen sind. 
Andererseits ist die Lösung der Bilanzgleichungen bzgl. des Markierungszustands gegeben 

durch: 
B -v22_2vt+v~ v;-2-vt 

1 - -2vt2_3vt+2v;:tvt2-vt 

G -vt2-vt+v;:t vt2- v;+ 
1 - -2vt2_3vt+2v;:tvt2-vt 

(11.7) 

Von nun an wird zur Vereinfachung 
v(= 1 

angenommen, da vt+ nach Satz 7.3 lediglich die Skala für die Größenordnung der Flüsse vorgibt. 

y 0 
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4.0 h 
V

XC 

2 
2.0 

.... 0.0 
-4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 

V net 
2 

1.0 

1 

0.5 

0.0 J,.---....... -_____ __ 
0.50 1.00 

Abbildung 11.4: Definitions- und Bildbereichereich der Abbildung "Y0<p : (v~et, v~ch) --t (bl , Cl) 

für das Beispielnetzwerk aus Abb. 11.3. Es ist vt+ = 1 angenommen. 

11.3.3 Realisierbare Markierungszustände 

Analog zur Behandlung des Beispiels in Abschnitt 5.2 wird für die graphische Darstellung der 
Zusammenhänge zunächst das (v~et, v~Ch)-Koordinatensystem betrachtet. Wenn"Y die durch die 
Gleichungen (11.7) und (11.6) festgelegte Bijektion zwischen Flüssen und Markierungsanteilen 
und <p die Flußkoordinaten-Transformation entsprechend Satz 5.4 ist, so ergibt sich die Bijektion 

(vnet Vxch) 2 , 2 
1-1 
f---t 



11.3. EIN BBISPIELSYSTEM 185 

Die zulässigen Flüsse (also der Definitionsbereich von "I 0 <p) sind dann aufgrund von Gleichung 
(11.4) charakterisiert durch: 

o < v xch 
- 2 und vnet < 1 2 -

Die realisierbaren und asymptotisch realisierbaren (bI, Cl) - Markierungen (also der Bildbereich 
von 10 <p) ergeben sich als das durch 

1 
bl > -- 2' 

festgelegte Dreieck (vgl. Abb. 11.4). Die asymptotische Grenze für v~ch -+ 00 ist die durch bl = 
Cl bestimmte Dreiecksseite. 

·4 -3 

wahrer 
90%-8e­

reich 

lineari­
sierter 

90%-8e­
reich 

W6-- ---1,1---

·2 -1 

ynet 
2 

o 1 

Abbildung 11.5: Verteilung des Flußschätzers im Beispiel aus Abb. 11.3 (v( = 1). Gezeigt ist 
jeweils der 90%-Aufenthaltsbereich des Schätzers e bei bekanntem wahren Wert von v~et und 
v~ch. Zugrundegelegt ist dabei ein Meßfehler mit Standardabweichung 0.008 für bl und Cl. Im 
Vergleich dargestellt sind die elliptischen 90%-Konfidenzbereiche der Linearisierung des Mo­
dells um die wahren Werte von v~et und V~ch. 

11.3.4 Exakte Verteilung des Schätzers 

Bezeichnen Cl bzw. C2 die (unabhängigen) Meßfehler der Messung von bl bzw. bl, so ist offenbar 

(11.8) 
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der zugehörige KQ-Schätzer der intrazellulären Flüsse. 

Es wird nun eine Meßgenauigkeit von 0.008 (Standardabweichung) für die Messung der 
bei den Markierungsanteile zugrundegelegt. Damit liegt die Markierungsmessung mit (1 - ß)­
prozentiger Wahrscheinlichkeit in dem Kreis [Arn90] (vgl. Abb. 11.2) 

mit dem Mittelpunkt (bl , Cl)' Folglich liegt der Flußschätzer mit derselben Wahrscheinlichkeit 
in dem Gebiet 

Dies liefert eine exakte quantitative Vorstellung von der wahren Verteilung des Schätzers. Abbil­
dung 11.5 stellt die 90%-Verteilungsbereiche für einige repräsentative Punkte im ( v~et, v~Ch)Raum 
dar. Es wird deutlich, daß mit Ausnahme der extremen Situation zweier im Verhältnis zu vt+ 
großen Flüsse v~et, V~Ch die N ettofiußrate v~et mit vertretbar großen Konfidenzintervallen schätz­
bar ist. Dagegen ist die Schätzung großer Austauschfiüsse nur innerhalb weiter Bereiche möglich. 
Diese Bereiche haben eine unsymmetrische Lage in Bezug auf den wahren Wert. 

Die Flußkoordinatentransformation <p entkoppelt also den (relativ) gut bestimmbaren Net~ 
tofluß von dem schlecht bestimmbaren Austauschfluß. Dies ist ein weiterer Beleg für die Vorteile 
der alternativen Koordinatendarstellung. Der Austauschfluß ist dagegen in der Regel nur inner~ 
halb einer Größenordnung schätzbar. Immerhin sind damit unidirektionale Flüsse unterscheidbar 
von schwach und stark austauschenden Reaktionen. Diese Unterscheidung ist für die praktische 
Anwendung wichtiger als die Kenntnis exakter Zahlenwerte. Die aus dem Beispiel hergeleiteten 

weiteres die 
Erfahnmg z-eigt jedoch, daß das Beispiel wichtige Aspekte veranschaulicht. 

11.3.5 Linearisierungsergebnisse 

Die erzielten exakten Ergebnisse bzgl. der Verteilung des Schätzers im (v~et, v~Ch)-Raum sollen 
nun mit den Ergebnissen eines Linearisierungsansatzes verglichen werden. Dabei wird das Re­
gressionsmodell direkt im (v~et, v~Ch)-Raum um den wahren Wert der Flüsse linearisiert. 

Die Linearisierung der Funktion I o<p ist anhand der expliziten Formeln (11. 7) und (11.6) zu 
berechnen. Die daraus nach Satz 11.1 bestimmten Konfidenzbereiche bei Linearisierung um den 
wahren Wert zeigt Abbildung 11.5. Im Vergleich zu den in derselben Abbildung dargestellten 
exakten Bereichen wird sofort deutlich, daß 

1. die Linearisierung bzgl. der Nettoflußraten im allgemeinen zulässig ist, während sie 

2. bzgl. großer Austauschflüsse zu stark verzerrten Resultaten führt. Es kommt dann zu einer 
Überschätzung des Konfidenzgebietes nach unten und einer Unterschätzung nach oben.9 

Offenbar ist die durch die Linearisierung hervorgerufene statistische Verzerrung sehr ungünstig 
für die Bestimmung der Größenordnung von Austauschflüssen. 

9Derartige Diskrepanzen sind auch von anderen nichtlinearen statistischen Modellen bekannt 
(vgl. z.B. [BW88]). 
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Abbildung 11.6: a) Abhängigkeit des Markierungsanteils Cl im Beispielnetzwerk aus Abb. 11.3 
vom Austauschfluß v~ch für vfet = 1, v2et = -2.5. Dazu der Vergleich des wahren 90%­
Aufenthaltsbereichs des Austauschflußschätzers mit seiner Linearisierung. Für den Meßfeh­
ler von Cl ist ein Standardabweichung von 0.012 angenommen. Dies entspricht dem Radius 
der zweidimensionalen Aufenthaltsbereiche in Abbildung 11.5. b) Analoge Darstellung für das 
V~Ch[O,1 t Koordinatensystem. 
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11.3.6 Nichtlineare Parameterreskalierung 

Die Ursache des offenbar großen Approximationsfehlers soll hier noch einmal in einer eindi­
mensionalen Perspektive dargestellt werden. Dazu wird der durch Messung direkt zugängliche 
Nettofluß mit viel = -2.5 ebenfalls als bekannt angenommen und der Meßwert bl entfällt. Die 
Standardabweichung des Meßwertes für Cl wird zur Kompensation etwas größer angenommen 
(vgl. Abb. 11.5 und Abb. 11.6). In dieser Situation zeigt Abbildung 11.6a die Abhängigkeit des 
Markierungsanteils Cl vom Austauschfluß v~ch. Es ergibt sich das allgemein in Satz 8.4 bewie­
sene asymptotische Verhalten. 

Bei hohen Austauschflüssen hat V~ch praktisch keine Wirkung mehr auf die betroffenen Mar­
kierungsanteile, d.h. die Output-Sensitivität 8eI! 8v2ch tendiert gegen Null. Die Linearisierung 
ersetzt daher den Verlauf der Kurve durch eine annähernd waagerechte Tangente, so daß die 
Parameter-Sensitivität und zugleich die geschätzte Varianz mit v2ch -+ 00 gegen Unendlich lau­
fen. 

Die Auswirkung der Linearisierung auf die Bestimmung der Größe und Lage der Konfiden­
zintervalle kann nun leicht an der graphischen Darstellung aus Abbildung 11.6a abgelesen wer­
den. Wird der Wert auf der Ordinate innerhalb der durch den Meßfehler gegebenen Grenzen vari­
iert, so können die zugehörigen Austauschflüsse auf der Abszisse abgelesen werden. Ausgehend 
von der nichtlinearen Originalkurve ergibt sich dann auf der Abszisse ein unsymmetrischer Be­
reich, der auf der linken Seite des geschätzten Flusses wesentlich kürzer ist als auf der rechten. 
Im Extremfall erstreckt sich dieser Bereich nach rechts bis ins Unendliche. 

Im Vergleich dazu liefert der Linearisierungsansatz stets symmetrische Konfidenzintervalle, 
die links bis in den negativen Bereich hineinreichen können, aber rechts immer endlich sind. Wie 
Abbildung 11.6a zeigt, führt die Linearisienmg für große V~ch also zu einer ufu.'"'Ulässig weiten 

wenn klein 
Linearisierung und Original kurve annähernd überein. 10 

Im Vergleich zur Linearisierung im v~ch-Raum illustriert die Abbildung 11.6b dieselbe Vor­
gehensweise im v~ch[O,ltRaum, d.h. nach einer nichtlinearen Parameter-Reskalierung (vgl. De­
finition 5.3 und 5.4). Die graphische Auftragung zeigt, daß die Ableitung im Punkt v~ch[O,l] = 
1 # v~ch = 00 jetzt von Null verschieden ist, der oben beschriebene Effekt verschwinden­
der Sensitivitäten tritt hier also nicht mehr auf. Entsprechend sind nichtlineare und !inearisierte 
Konfidenzintervalle in wesentlich besserer Übereinstimmung. 

Für die Anwendung muß im Anschluß allerdings noch das bzgl. V~ch[O,l] ermittelte Konfi­
denzgebiet mit Hilfe von <p[O,I] in den v~ch-Raum zurücktransformiert werden: 

(vxch[O,l] _ 0') (vxch[O,l] + 0') 
vx

2
ch[O,l] E [VX

2
ch[O,1] _ 0', vx

2
ch[O,1] + 0'] tP[O,ll vxch E [ 2 2 ] 

2 1 _ (V~Ch[O,ll _ 0')' 1 _ (V~ch[O,l] + 0') 

Dabei ist 0' die jeweils ermittelte Größe des symmetrischen Vertrauensintervalls für V~Ch[O,l] (vgl. 
Satz 11.1). Es entsteht offenbar ein unsymmetrisches Konfidenzintervall für V~Ch, das der wahren 
Verteilung wesentlich näher kommt als das auf einer Linearisierung im v~ch-Raum beruhende 
symmetrische Intervall. 

11.3.7 Zur Wahl einer nichtlinearen Reskalierung 

Allgemein kann die Frage gestellt werden, ob die Konfidenzbereichsschätzung durch nichtlinea­
re Reskalierung im Parameterraum verbessert werden kann [Paz93]. Das Beispiel verdeutlicht 

l°In der Tenninologie der nichtlinearen Statistik gibt die sogenannteParameter-Effekt-Krümmung ein gutes Maß 
für die Güte eines Linearisierungsansatzes. Für große v~ch tendiert diese Krümmung gegen unendlich [Piiz93]. 
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jedoch, daß die Frage in dieser Weise schlecht gestellt ist, denn es gibt im Beispiel eine triviale 
nichtlineare Reskalierung des Parameterraums, die das Modell vollständig linear macht, nämlich 
(1 0 <Pt! (vgl. Gleichung (11.8». Die neuen Parameter des Modells sind dann ganz einfach b! 
und Cl, und die Modellfunktion ist die Identität! 

Dies zeigt, daß eine nichtlineare Parameter-Reskalierung für die Praxis eine wichtige Bedin­
gung erfüllen muß: Das Ergebnis der Reskalierung muß bei Rücktransformation in den Origi­
nalraum praktisch interpretierbar bleiben, d.h. durch wenige Maßzahlen, deren Bedeutung an­
schaulich verstanden werden kann, repräsentierbar sein. Aus diesem Grunde können im wesent­
lichen nur solche Transformationen verwendet werden, die auf jeder Koordinate getrennt arbei­
ten. Deshalb ist im Beispiel eine Transformation, die lediglich die Austauschfiuß-Koordinate 
linearisiert, nicht möglich. Eine solche Transformation müßte nämlich auch von v2et abhängen 
(vgl. Abb. 5.5). Die gefundene [0, l]-Reskalierung ist also eine gute Wahl für die praktische 
Anwendung. 

11.3.8 Praktische Vorgehensweise 

Zusammenfassend wird bei der praktischen statistischen Auswertung von Markierungsexperi­
menten der folgende Weg beschritten: 

1. Die Parameteranpassung und anschließende linearisierte Analyse erfolgt im kompaktifi­
zierten (ynet, yxch[O,11)_Raum. 

2. Der resultierende linearisierte Konfidenzbereich wird in den (ynet, yxch) -Raum zurücktrans-

3. Treten zu große Konfidenzbereiche auf, so muß geprüft werden, ob dies grundsätzlich an 
einer nicht ausreichenden Meßinformation liegt. Dabei helfen die Analysemethoden für 
lineare Modelle aus Abschnitt 11.2 und die in [Wie95a, Wie96a] vorgestellten algebrai­
schen Methoden. 

4. Darüber hinaus können nichtlineare Methoden zur Vertrauensbereichsschätzung für ein­
zelne Parameter eingesetzt werden. Dazu gehören Monte-Carlo-Simulationsmethoden 
(vgl. hierzu [MöI95]) oder nichtlinear definierte Konfidenzbereiche [Har64, Sun78, paz93]. 
Die praktische Umsetzung derartiger Ansätze ist allerdings nur für niedrige Parameterdi­
mensionen sinnvoll und erfordert hohe Rechenaufwände sowie geeignete Visualisierungs­
techniken [Sco92, MöI95]. 

11.4 Regression unter Nebenbedingungen 

11.4.1 Restringierte KQ-Schätzung 

Bisher wurde das Problem der Ungleichheits-Nebenbedingungen bei der Flußschätzung nicht 
berücksichtigt. Vielmehr wurde davon ausgegangen, daß sich der Parameter 8 im Raum frei 
bewegen kann. Eine statistische Theorie für Probleme mit Ungleichheits-Nebenbedingungen 

h (8) > 0 
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ist allerdings kaum entwickelt. Hier soll das Problem kurz für ein (bzgl. der Meßwerte skalier­
tes) einparametriges lineares Modell mit einer einzigen linearen Nebenbedingung angeschnitten 
werden (a ist hier ein Vektor, e ein Skalar): 

77 = aT • e + c 
e ~ b 

mit c=N(O,l) 

Der Einfachheit halber sei zudem Ilall = 1. In der unrestringierten Situation ist dann der KQ­
Schätzer nach Satz 11.1 gegeben durch 

e = Ilall-2 aT 
• 77 = aT 

• 77 . 

Dies Abbildung projiziert den Punkt 77 orthogonal auf die durch a bestimmte Ursprungsgerade 
und ennittelt dann die zugehörige eindimensionale Koordinate e (vgl. auch Abb. 11.7). 

Die Erweiterung auf den unrestringierten Fall ist unmittelbar klar: Falls ein Punkt 77 einen 
Wert e < b liefert, so ist e = b der im Sinne kleinster Quadrate nächstgelegene Parameter 
(Abb. 11.7a). Der restringierte KQ-Schätzer lautet also: 

e = { Ilall-2 
aT 

. 77 falls b:::; Ilall-2 
a

T 
. 77 (11.9) 

b sonst 

c) 

b .. 1 b 

rJ 1 
8* 

b+1 b+2 

11 1 

8 

Abbildung 11.7: a) Restringierte KQ-Schätzung für ein einfaches lineares Modell mit dirn e = 1 
und dirn 77 = 2 sowie einer einzelnen linearen Nebenbedingung. b) KQ-Schätzer für verschie­
dene Meßwerte. c) Verteilung des Schätzers. 

11.4.2 Verteilung des restringierten KQ-Schätzers 

Aus der expliziten Formel (11.9) für den restringierten KQ-Schätzer ergibt sich sofort dessen 
Verteilung. Es handelt sich um eine "abgeschnittene" Normalverteilung (Abb. 11.7b). Nimmt 
man an, daß e* der wahre Wert des Parameters ist, so folgt mit 

p= P(N(O,l) > b) 



11.4. REGRESSION UNTER NEBENBEDINGUNGEN 191 

daß die Dichte der Verteilung von e gegeben ist durch: 

Hierbei ist iN (e*,l) die NormalverteilungsdiChte mit Erwartungswert 8* und Varianz Eins und 
6b die Punktmasse Eins auf b. 

Ein auf der Basis dieser Verteilung bestimmter Konfidenzbereich ist stets kleiner als das 
durch unrestringierte Schätzung erhaltene Gebiet. Im Extremfall eines Meßpunktes rt für den 
gilt Ilall-2 aT • rt « b schrumpft dieser Bereich sogar auf die einpunktige Menge {b} zusam­
men. In dieser Situation muß allerdings untersucht werden, ob die Modellannahme für rt korrekt 
war, d.h. es ist zu testen, ob rt dem auf den Rand eingeschränkten Modell 

genügt. Hierzu kann wieder ein X2-Test herangezogen werden. 

11.4.3 Anwendung auf die Flußanalyse 

Aufgrund des Beispiels zeigt sich, daß der restringierte KQ-Schätzer stets "dichter" am wahren 
Wert liegt als der entsprechende unrestringierte Schätzer. Folglich führt die Übertragung stati­
stischer Methoden aus der unrestringierten Theorie im Vergleich zur restringierten Theorie stets 
zu einer Überschätzung des exakten Konfidenzgebietes. Für die praktische Anwendung ist die­
ses Ergebnis vorteilhaft, denn die aus der unrestringierten Theorie erhaltenen Resultate sind auf 
jeden Fall richtig, wenn sie auch bei vollständiger Ausnutzung der Modellinformation noch ver-

l'roblcmstellung mathematischen die-
ser Arbeit übersteigt. wird die unrestringierte Theorie ohne 

Es kann auch ohne Berechnung der exakten Verteilungen leicht gezeigt werden, daß die oben 
für das Beispiel erzielten Resultate auch für höhere Dimensionen sowie im nichtlinearen Fall zu­
treffen. Stets erhält man durch "Beschneidung" eines unrestringierten Gebietes ein restringiertes 
Konfidenzgebiet. 

Für den Fall, daß der Parameterschätzer auf dem Rand des physikalisch realisierbaren Ge­
bietes liegt, muß untersucht werden, ob dies durch die Hypothese eines Meßfehlers noch erklärt 
werden kann. Dazu genügt die Festsetzung dieses Parameters (d.h. die Einschränkung des Mo­
dells auf den Rand) und eine erneute statistische Analyse. 



Kapitel 12 

Beispielauswertung eines 
Markierungsexperiments 

Das abschließende Kapitel befaßt sich mit der Auswertung eines experimentellen Datensatzes, 
der bei Corynebacterium glutamicum gemessen wurde. Dieser Organismus ist ein industriell ein­
gesetzter Aminosäureproduzent. Verschiedene Mutanten produzieren unter anderem Glutamat, 
Lysin, Isoleucin, Valin, Histidin und Threonin [Eik93, EG96]. Da für die Wirtschaftlichkeit der 
Aminosäureproduktion bereits geringe Verbesserungen der Ausbeute große Auswirkungen zei­
gen, wurde der Stofffiuß in C. glutamicum in den letzten Jahren von vielen verschiedenen Ar­
beitsgruppen untersucht [ISNY+91, VS93, Dom93, Ho194, CB94, SSGM+95, RMGGK95]. Der 
Jülicher Stamm C. glutamicum MH20-22B ist ein Lysin-Produzent, der bei dem ersten der hier 
diskutierten etwa 20 % der aufgenommenen Glucose, Moleküle als Lysin ausschied. 

Hauptteil dieses befaßt sich mit statistischen eines Datensatzes aus 
einem isotopisch stationären Experiment. 

Nach der Auswertung dieses Experiments wird es einem instationären Experiment gegenüber­
gestellt, das in einem innerhalb des NMR-Gerätes betriebenen Bioreaktor bei hoher Zelldich­
te durchgeführt wurde. Bereits eine grobe Inspektion der Daten und ihr Vergleich mit den in 
Kapitel 9 vorgestellten Simulationsergebnissen wird zeigen, daß die instationäre Kohlenstoff­
Markierungsanreicherung im Zentralstoffwechsel schnell wachsender Mikroorganismen selbst 
mit einer derart aufwendigen Anordnung kaum zugänglich ist. 

12.1 Stoflllußanalyse bei Corynebacterium glutamicum 

Der hier vorgestellte Datensatz wurde mit Hilfe der in Kapitel 2 beschriebenen experimentel­
len Entkopplungstechnik (Definition 2.6) produziert, d.h. die extrazellulären Flußdaten sind mit 
Hilfe von Standard-Meßinstrumenten in einer stabilen kontinuierlichen Kultur gemessen, woge­
gen die Markierungsmeßdaten nach Erreichen eines annähernd isotopisch stationären Zustands 
aus dem Hydrolysat verschiedener Zellkomponenten gewonnen wurden. Seit seiner ersten Pu­
blikation in [MGWE+ 96] konnte der Datensatz noch durch die aus der DNAlRNA-Fraktion ge­
wonnenen Meßwerte des Ribose-5-phosphat-Pools vervollständigt werden. Es zeigt sich, daß 
dadurch die geschätzten Nettoflüsse im Vergleich zu [MGWE+96] fast unbeeinflußt geblieben 
sind, jedoch verbessert sich die statistische Qualität der Austauschfluß-Schätzung. 

Dieser Abschnitt konzentriert sich zunächst auf die Vorstellung des Datenmaterials und des 
Ergebnisses der Parameteranpassung. Bzgl. der experimentellen Details sei auf die ausführliche 
Darstellung in [Mar94, MGWE+96] verwiesen. Im folgenden Abschnitt wird dann erstmals die 

192 
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statistische Qualität der Fluß schätzung diskutiert. Weitere Ausführungen hierzu finden sich in 
[WSGM96]. 

freie Nettoflüsse unidirektio-

Glu 

/ \ / naler Fluß 

w~111111~/ RiSP 
GIu6P "I Ru5P Xy5P 

gly 21 c. "J:.w 4 

+. 57P GA3P 

PPW6 

GA 

~ Fum 

Abbildung 12.1: Metabolisches Netzwerk und Flußnamen bei C. glutamicum. Freie Nettoflüsse 
und als unidirektional angenommenen Reaktionsschritte sind markiert. 

12.1.1 Das metabolische Netzwerk 

Das der Modellierung zugrundeliegende metabolische Netzwerk ist das Resultat eines lang an­
dauernden und intensiven Diskussionsprozesses zwischen den beteiligten Experimentatoren und 
Modellierern, der hier im Detail nicht wiedergegeben werden kann. Es ist in Abbildung 12.1 dar-
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gestellt und entspricht im wesentlichen der Darstellung in Abbildung 1.2 (vgl. auch Tabelle 3.2 
und 3.3). Jedoch wurden folgende Veränderungen vorgenommen: 

1. Die drei Pentose-5-phosphat-Pools im Pentosephosphatweg wurden - wie in der Litera­
tur üblich (vgl. [Wo085]) - als in schnellem Austausch befindlich angenommen, d.h. die 
Reaktionsschritte PPW2 und PPW3 in Tabelle 3.2 entfallen. 

2. Für die Scrambling-Reaktionen im Citratzyklus wird grundsätzlich ein 50%-Scrambling 
angenommen, denn bei Prokaryonten sind bisher keine gegenteiligen Befunde bekannt 
(vgl. dazu die Diskussion in Kapitel 3.2 und Abb. 3.3). 

3. Die Netzwerkformulierung aus Abbildung 1.2 enthält drei anaplerotische Reaktionsschrit­
te, von denen zwei möglicherweise bidirektional ablaufen [VaI91]. Diese werden durch die 
PEP-Carboxylase, die PEP-Carboxykinase und das Malat-Enzym katalysiert. Sogar ein 
viertes Enzym wird vermutet [TMT79]. Eine erste numerische Analyse zeigte jedoch, daß 
die Output-Sensitivitätsmatrix bei Einbeziehung aller drei Reaktionsschritte singulär wird, 
d.h. eine linear unabhängige Schätzung der anaplerotischen Flüsse ist nicht möglich. Eine 
algebraische Analyse dieses Systemabschnitts in [Wie96a] zeigte dann, daß eine Zusam­
menfassung des PEP- und Pyr-pools einerseits und des Mal- und OA-Pools andererseits 
die übrigen Flußschätzungen nicht beeinfiußt. Daher wird hier eine einzige bidirektionale 
anaplerotische Reaktion zwischen den j eweiligen zusammengefaßten Pools angenommen. 

4. Die Lysinproduktion erfolgt in C. glutamicum auf zwei verschiedenen Wegen, wovon der 
eine einen ScrambIing-Schritt involviert [SSK+91], Dies führt zu einer Unterscheidbar-

(vgL i\hschnitt 1.2)0 
b bezeichnet. 

5. Im Citratzyklus wurden die linearen Sequenzen CZ4-CZ5-CZ6 (C02-Abspaltung) und 
CZ? -CZ8 (Scrambling) zusammengefaßt. Stellvertretend für die erste Sequenz steht CZ4 
und für die zweite CZ? 

6. Reaktionen, bei denen Moleküle gespalten werden, wurden als unidirektional angenom­
men, wenn die Rückreaktion aus thermodynamischen Gründen als unwahrscheinlich an­
gesehen wird. Dies ist im Einzelfall zu diskutieren. Beispielsweise kommt es im anaplero­
tischen Abschnitt zu einer CO2-Refixierung, wogegen der oxidative Pentosephosphatweg 
PPW1 als irreversibel angesehen wird. 

7. Ein zellextemer C02-Pool im Medium wurde hinzugenommen, um die Refixierung adä­
quat beschreiben zu können. 

12.1.2 Freie Flüsse und extrazelluläre Flußdaten 

Es liegt nahe, den Glucose-Aufnahmeschritt Infl, die Gesamt-Lysin-Produktion über beide We­
ge und alle Biomasseabflüsse als freie Flüsse zu definieren, da alle diese Flüsse direkt gemessen 
werden können. In Bezug auf die Nettoflüsse verbleiben dann drei Freiheitsgrade, die durch in­
trazelluläre Flüsse repräsentiert werden müssen (vgl. Definition 6.3). Dies sind die für die Stoff­
flußanalyse eigentlich interessanten Flüsse. Folgende Netto-Flüsse erweisen sich als linear un­
abhängig von den bereits angenommenen freien Flüssen: 
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Fluß Meßwert Geschätzter Angenommener Relative 
[%] Wert [%] Meßfehler Abweichung 

Substrataufnahme: 
injl 100.0 98.7 2.000 -0.63 
Biomasseabflüsse: 
glu6pefjl 1.3 1.3 0.026 0.04 
jru6pefjl 0.5 0.5 0.010 0.01 
gapefjl 0.9 0.9 0.018 0.02 
pyrefjll 18.0 18.0 0.360 0.37 
pyrefjl2 23.0 23.1 0.460 0.15 
e4pefjl 1.8 1.8 0.036 0.06 
ri5pefjll 1.0 1.0 0.020 0.05 
ri5pefjl2 4.9 4.9 0.098 0.21 
akgefjll 7.0 7.0 0.140 0.07 
akgefjl2 1.2 1.2 0.024 0.01 
oaaefjl 11.6 11.6 0.232 0.17 
Produktbildung: 
lyseffl 18.3 18.5 0.370 0.40 
co2effl 275.1 239.0 13.800 -2.62 

Tabelle 12.1: Extrazelluläre Flüsse, gemessen in einer kontinuierlichen Kultur von C. glutami­
cum MH20-22B. Alle Werte wurden auf eine Substrataufnahmerate von 100% entsprechend 
1.49 mmol/(gTM. h) normiert. Die Flüsse pyreffl2' e4peffl and lyseffll sind an eine CO2-Bildung 
gekoppelt, während ri5peffll und ri5peffl2 CO2 refixieren. Die Metabolit-Abkürzungen sind aus 

VU'"H"!UMAUM. Alle 2% bis den 
Meßwert mit 5%. Rechts zum Vergleich die Abwei~ 
chung des Meßwerts vom Schätzer relativ zum angenommenen Meßfehler. 

der Pentosephosphatweg-N etto-Zufluß 
der Netto-Fluß des zweiten Lysin-Produktionssschritts 
der Glyoxylatzyklus-Netto-Fluß 

PP»1.et
, 

asnet 
Ib , 

gozIr· 

Austauschflüsse werden angenommen für die meisten Reaktionen der Glykolyse und alle Re­
aktionen des Pentosephosphatwegs mit Ausnahme des CO2-Abspaltungsschritts PPW1 des oxi­
dativen Pentosephosphatwegs. Ebenso ist der zusammengefaßte anaplerotische Schritt bidirek­
tional, während im Citratzyklus nur der nicht an eine CO2-Abspaltung gekoppelte Schritt einen 
Austausch hat. Zusammenfassend sind die freien Austauschflüsse gegeben durch: 

die Glykolyse-Austauschflüsse gl~ch[O,l], gIIsCh[O,l] , 

die Pentosephosphatweg-Austauschflüsse pp~ch[O,l] ,pp%ch[O,l] ,pp~Ch[O,l], 
den anaplerotischen Austauschfluß arlch[O,l] , 

den Citratzyklus-Austauschfluß C~ch[O,l]. 

Das Experiment wurde unter für die Lysin-Produktion günstigen Bedingungen bei einer 
Durchflußrate von 0.1 h -1 durchgeführt. Das Substrat war [1-13]C-markierte Glucose. Unter die­
sen Bedingungen betrug die Substrataufnahmerate 1.49 mmol/(g· h) (bezogen auf die Biotrocken­
masse). Dieser Wert wird nachfolgend auf 100% gesetzt, um die Interpretation der Daten zu er­
leichtern. Die einzelnen Biomasseabflüsse wurden auf der Grundlage der Biomassezusammen­
setzung nach [NIS90] berechnet (vgl. dazu die Ausführungen in Abschnitt 2.1). Die Flußmes­
sungen werden als unabhängig mit den in Tabelle 12.1 angegebenen Standardabweichungen an-
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genommen (vgl. dazu auch die Ausführungen in Abschnitt 6.2). Die statistischen Daten in dieser 
Tabelle werden in einem nachfolgenden Abschnitt diskutiert. 

C-Atom Meßwert Geschätzter Angenommener Relative 
[%] Wert [%] Meßfehler [%] Abweichung 

riSPl 12.6 12.5 0.2 -0.14 
ri5P2 2.9 2.8 0.5 -0.28 
ri5P3 2.1 2.3 2.0 0.11 
riSp4 1.5 2.1 0.5 1.28 
ri5P5 19.3 18.4 1.3 -0.67 
e4Pl 2.0 3.0 1.0 1.01 
e4p2 3.6 2.1 1.0 -1.49 
e4P3 2.0 1.9 1.0 -0.08 
e4p4 16.7 15.5 2.0 -0.59 
gapl 2.9 2.9 0.2 -0.11 
gap2 2.6 2.5 0.1 -0.60 
gap3 26.7 26.4 0.2 -1.65 
pyr2 3.0 2.7 1.0 -0.33 
pyr3 26.4 26.3 0.5 -0.20 
akg2 24.1 22.5 0.3 -5.10 
akg3 11.1 9.7 0.5 -2.78 
akg4 28.1 26.3 0.6 -2.95 
oaa2 7.6 9.7 2.0 1.05 
oaa3 22.5 2.0 0.81 
oaa4 16.8 17.3 2. 0.17 
lys: 6.8 7.1 0.2 1.36 
lys3 21.9 23.9 0.3 6.78 
lys4 18.9 17.3 1.0 -1.63 
lys5 22.2 24.9 1.0 2.69 
lyss 5.6 5.3 0.3 -1.00 
co2l 23.0 21.6 0.4 -4.16 

Tabelle 12.2: Aus Proteinhydrolysat bzw. RNAIDNA bestimmte Markierungsanteile in einzel­
nen C-Atom-Positionen von C. glutamicum. Der angenommene Meßfehler hängt von der Qua­
lität der erzeugten NMR -Spektren ab. Markiertes CO2 wurde massenspektroskopisch gemessen. 
Rechts zum Vergleich das Resultat der Parameterschätzung und die Abweichung des Meßwerts 
vom Schätzer relativ zum angenommenen Meßfehler. 

12.1.3 Marlderungsdaten 

Die Biomasse wurde nach drei Verweilzeiten (also 30 h) abgeemtet. Für die Auswaschungskor­
rektur gemäß Satz 2.1 muß die Zeit Tl bis zum Erreichen des isotopisch stationären Zustands 
in den intrazellulären Intermediaten abgeschätzt werden. Dabei ist zu bedenken, daß in C. glu­
tamicum ein extrem großer Glutamat-Pool mit Konzentrationen von über 100 mmol!l vorliegt 
[Sch95]. Dieser verzögert aufgrund seiner Pufferwirkung das Erreichen des isotopisch stationä­
ren Zustands. Aufgrund der in Abbildung 12.6 dargestellten instationären Meßdaten wird (pes­
simistisch) die Zeitdauer bis zum Erreichen des isotopisch stationären Zustands mit Tl = 4h an-



12.1. STOFFFLUSSANALYSE BEI CORYNEBACTERIUM GLUTAMICUM 

{ 

}; 

MEASUREMENTS : = 
{ 

}; 

Glu6P_Efflux:= 1.3 +- 0.09; 
Fru6P_Efflux:= 0.5 +- 0.04; 
GA3P~fflux := 0.9 +- 0.02; 

}; 

POOLS := 
{ 

Ru5P := 
{ 

}; 

}; 

MEASUREMENT : = 

{ 
LABEL := 
{ 

} 

#1 := 12.6 +- 0.2; 
#2 := 2.9 +- 0.5; 
#3 := 2.1 +- 2.0; 
#4 := 1.5 +- 0.5; 
#5 := 19.3 +- 1.3; 
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Abbildung 12.2: Erweiterung der in Abbildung 9.2 dargestellten Simulatoreingabe für die Be­
reitstellung von Meßdaten und Standardabweichungen zur Parameterschätzung. Dargestellt sind 
exemplarisch die neu hinzukommenden Datenfelder in der hierarchischen Datenstruktur. 

genommen. Der entsprechende Korrekturfaktor liegt dann gemäß Satz 2.1 zwischen 1.05 und 
1.07. Die Korrektur führt also einen relativen Meßfehler von maximal 2% ein. 

Die aus dem Proteinhydrolysat und der RNAlDNA-Fraktion gewonnenen Metabolite erlaub­
ten die Er7ßugung qualitativ hochwertiger NMR-Spektren mit einer (durch den NMR-Experten 

belle 12.2 wiedergegebenen Werte stellen die noch nicht mit dem Faktor 1.05 korrigierten Roh­
daten dar. Diese Korrektur kann auf viel einfachere Weise berücksichtigt werden, indem die zu­
gefütterte markierte Glucose als nicht 100-prozentig markiert angenommen wird.1 Stattdessen 
wurde eine 95%-Markierung eingesetzt. 

Offenbar liegen alle Markierungsanteile unterhalb von 30%, einige weit darunter. Der durch 
die Auswaschungskorrektur eingeführte zusätzliche Fehler beträgt also maximal 0.02 . 30% = 
0.6%. Er kann also nur in wenigen Fällen in der Größenordnung der Genauigkeit der NMR­
Messung liegen. Die statistischen Daten der Parameteranpassung werden in einem nachfolgen­
den Abschnitt diskutiert. 

Dem Mikrobiologen fallen auf den ersten Blick die zum Teil großen Markierungsanreiche­
rungen im Pentosephosphatweg auf. Dies ist deshalb ungewöhnlich, weil das erste C-Atom der 
Glucose - also das markierte C-Atom -beim Übergang von Glucose-6-phosphat in den Pento­
sephosphatweg als CO2 abgespalten wird. Würden alle Reaktionsschritte unidirektional ablau­
fen, so könnte daher überhaupt keine Markierung in den Pentosephosphatweg gelangen. Dies 
beweist bereits ohne weitere Analyse der Daten die Existenz bidirektionaler Reaktionsschritte. 

12.1.4 Parameterschätzung 

Bereits in Kapitel 9.2 wurde ein Textformat vorgestellt, daß die Eingabe eines metabolischen 
Netzwerks und der entsprechenden Simulationsparameter gestattet. Dieses Format ermöglicht 

lFs sei darauf hingewiesen, daß auch die übrigen C-Atom-Positionen stets mit der natürlichen Häufigkeit des 
13C-Isotops von 1.13% angereichert sind, was entsprechend berücksichtigt wurde. Vollkommen unmarkierte C­
Atom-Pools kommen also real nicht vor. 
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Abbildung 12.3: Geschätzte intrazelluläre Stoffflüsse in C. glutamicum. Wurden Austausch­
flüsse angenommen, so sind die geschätzten Werte jeweils im unteren Rahmen angegeben. 
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Abbildung 12.4: Geschätzte Standard-Vertrauens bereiche für die geschätzten freien Flüsse in 
C. glutamicum. Bei den Austauschflüssen treten unsymmetrische Intervalle auf (vgl. Abb. 12.3). 
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auch die Eingabe der gemessenen Werte als Grundlage für die Parameterschätzung. Abbildung 
12.2 zeigt exemplarisch wie die Meßdaten in das hierarchische Eingabeformat eingeordnet wer­
den. 

Auf der Grundlage der so bereitgestellten Meßdaten findet der in Abschnitt 10.3 beschriebe­
ne Optimierungsalgorithmus ein Optimum der Fehlerquadratsumme nach etwa 10-20 Schritten 
[Sie96]. Wiederholtes Neustarten mit verschiedenen Ausgangswerten liefert reproduzierbare Er­
gebnisse, d.h. es kann von der Auffindung eines globalen Optimums ausgegangen werden. Fer­
ner wurde ausgehend vom gefundenen Optimum eine Einzelvariation jedes Parameters durch­
geführt, die jeweils ein deutlich ausgeprägtes, wenn auch oft breites, Optimum zeigte [Sie96]. 

Die aufgrund des Datensatzes geschätzten Nettoflüsse und Austauschflüsse zeigen die Ta­
bellen 12.1 (für die direkt meßbaren Flüsse) und 12.3 (für die übrigen freien Flüsse) sowie die 
Abbildung 12.3. Hervorzuheben ist die gute Reproduktion aller Markierungsanteile in Glyko­
lyse und Pentosephosphatweg, die weder mit dem Modell unidirektionaler Flüsse im Pentose­
phosphatweg noch mit einem schnellen Markierungsgleichgewicht bzgl. der Reaktionen PPW4, 
PPW5 und PPW6 erklärt werden kann (vgl. dazu die Ausführungen in Abschnitt 9.2, insbeson­
dere Abbildung 9.5). 

Statistische Analyse 

Zur statistischen Analyse des Anpassungsergebnisses werden nun die in Kapitel 11 beschriebe­
nen statistischen Methoden (insbesondere der nichtlineare Reskalierungsansatz aus Abbildung 
11.6) angewendet. Das Konfidenzniveau für die nachfolgenden Analysen ist stets das für Re­
gressionsanalysen mit mittleren Anforderungen an die Signifikanz der Ergebnisse üblicherweise 

Fluß 

ppwiet 

goziet 

asnet 
Ib 

gly~C 

glrr,ch 

PPW4
ch 

PPWsch 

PPWs
ch 

arxch 
1 

CZ~ch 

Wert [%] 
65.3 

1.2 
4.7 

313.2 
14.6 
84.2 

5.7 
11.0 
30.4 

3.2 

zum 
Nettofluß 

9.9 
0.1 
4.4 
0.3 
0.6 
0.8 
0.1 

Standardintervall 
[53, 78] 
[0, 5] 
[3, 6] 
[59, 00] 
[ 0, 77] 
[51,137] 
[ 0, 18] 
[ 4, 19] 
[14, 53] 
[ 0, 15] 

LU). 

Tabelle 12.3: Geschätzte nicht direkt meßbare freie Netto- und Austauschflüsse (relativ zur Sub­
strataufnahme von 100%) und deren aus dem (vnet, vxch[O,ll)_ Raum rücktransformierte Standard­
abweichungen. Zur Einschätzung der Größenordnung ist zudem das Verhältnis zum jeweiligen 
Nettofluß angegeben. 

12.2.1 Vertrauens bereiche für Netto- und Austauschftüsse 

Man kann zeigen, daß bei einem direkt meßbaren Nettofluß die geschätzte Standardabweichung 
des geschätzten Flusses nicht größer sein kann als die vorgegebene Standardabweichung des 
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Meßfehlers. Dies ist unmittelbar einsichtig, denn durch weitere Meßwerte kann die Informati­
on über diesen direkt meßbaren Fluß höchstens verbessert werden. Aus diesem Grunde sind in 
Tabelle 12.1 die geschätzten Standardabweichungen nicht mit angegeben, denn sie decken sich 
bei fast allen Flüssen genau mit den vorgegebenen Meßfehler-Standardabweichungen oder sind 
sogar geringfügig kleiner. Die Analyse der Parameter-Korrelationsmatrix und der Hauptachsen 
der Kovarianzmatrix (hier nicht in vollem Umfang reproduziert) zeigt ferner, daß die direkt ge­
messenen Flüsse völlig unabhängig von den übrigen freien Flüssen geschätzt werden. 

Tabelle 12.3 und Abbildung 12.3 stellt nun die auf der Basis der Linearisierung des Mo­
dells berechneten Vertrauensintervalle für die nicht direkt meßbaren Netto- und Austauschflüsse 
zusammen. Bei diesen im wesentlichen durch die Markierungsmessungen bestimmten Flüssen 
zeigt sich eine deutlich größere Unbestimmtheit wie schon aufgrund der Beispielstudien in Ab­
schnitt 11.3 zu erwarten war (vgl. Abb. 11.5). 

Zur Bestimmung eines 90%-Konfidenzintervalls für einzelne Flüsse sind die tabellierten Wer­
te gemäß Satz 11.1 mit v'x~ (0.9) = 1.64 zu multiplizieren. Soll jedoch ein simultanes 90%­
Konfidenzgebiet für alle Flüsse zugleich bestimmt werden, so ist stattdessen der Faktor 
v'xis (0.9) = 4.8 zu wählen. Dies zeigt, daß die Anwendung strenger statistischer Gütema­
Be zu extrem großen Vertrauensbereichen führt, die auf der Basis von Simulationsstudien nicht 
realistisch erscheinen. Da dies vor allem die schlecht bestimmten Flüsse betrifft, erscheint ei­
ne separate Analyse dieser Flüsse sinnvoller zu sein, denn bei sehr großen Konfidenzintervallen 
kann nicht mehr davon ausgegangen werden, daß der Linearisierungsansatz adäquat ist (vgl. Ab­
schnitt 11.1). 

Die geschätzten intrazellulären Austauschflüsse werden nach der in Abschnitt 11.3 beschrie­
benen Reskalierungsmethode durch Linearisierung im (vnet, v xch[O,11)_Raum und anschließende 

in (ynet, yXCh)_Raum bestimmt (vgL auch Abb. 11.6). Dabei 
Vertrauensbereiche, die in Tabelle lind Abbildung 12.4 dargestellt sind. 

Bei Interpretation Werte hilft das Verhältnis zum jeweiligen Nettofiuß. 
Auch hier sind nur die Standardintervalle wiedergegeben, die für eine 90%-Konfidenz noch 

mit etwa dem Faktor zwei vergrößert werden müssen. Trotzdem zeigt sich, daß die Austausch­
flüsse innerhalb weiter Grenzen bestimmt sind, die zumindest eine Aussage über ihre Größen­
ordnung relativ zum entsprechenden Nettofluß zulassen. Die Auswertung zeigt, daß der Fluß 
pp~ch einen sehr hohen Austausch hat, während die Austauschflüsse PPWsch,PPWsch und ar~ch 
den Nettoflüssen vergleichbar sind und cZrch nahezu verschwindet. Hervorzuheben ist, daß da­
mit erstmals eine quantitative Aussage über Austauschflüsse im Pentosephosphatweg gemacht 
werden konnte. 

Über die Glykolyseflüsse gl~Ch und glrsch kann aufgrund der großen Vertrauensbereiche nur 
eine ungefähre quantitative Aussage gemacht werden. Diese Vertrauensbereiche sind so groß, 
daß die Brauchbarkeit der Linearisierung zweifelhaft ist. Diese Flüsse sollten daher als unbe­
stimmt angesehen werden. Zur untersuchen ist nun, in wie weit sich diese Unbestimmtheit auf 
die übrigen Flußschätzungen auswirkt. 

12.2.2 Korrelationsanalyse 

Mit dem Ziel der Analyse von Abhängigkeiten zwischen den geschätzten Parametern wird nun 
die Parameter-Korrelationsmatrixaus Satz 11.1 herangezogen. Diese (23 x 23)-Matrix kann hier 
aus Platzgründen nicht vollständig reproduziert werden. Stattdessen beschränkt sich die Ana­
lyse auf schlecht bestimmte Netto- und Austauschflüsse. Alle übrigen (zur besseren Übersicht 
hier nicht aufgeführten) Korrelationen liegen unterhalb von 0.2, sind also unbedeutend. Die der­
art reduzierte Korrelationsmatrix zeigt Tabelle 12.4. Folgende Feststellungen können getroffen 
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ppW,let gÖ';chLU,l J ppw~chLU,lJ ppw~chLU,lJ ppw~chLU,lJ gozllet arxchLO,lJ gÖ'~ChLO,lj cZ7 
ppwfe, 1.00 0.98 -0.30 0.50 
gÖ'~ch[0,1 ] 0.98 1.00 -0.26 0.44 
ppw~cnLU,lj 1.00 -0.36 0.26 
ppw~ch[0,1] -0.30 -0.26 -0.36 1.00 -0.97 -0.20 

xch[0,1] 0.50 0.44 0.26 -0.97 1.00 ppws 
gozfe, 1.00 0.43 -0.48 -0.39 

xch[0,1] 0.43 1.00 -0.95 0.39 ar1 
Ö'xch[0,1] -0.48 -0.95 1.00 -0.38 g .5 

~ch[0,1] -0.20 -0.39 0.39 -0.38 1.00 

Tabelle 12.4: Korrelationsmatrix für freie intrazelluläre Netto- und Austauschflüsse. Wiederge­
geben sind aus Gründen der Übersichtlichkeit nur Korrelationen größer als 0.2. 

werden: 

1. Es sind deutlich drei Gruppen von Flüssen unterscheidbar, derart daß innerhalb der Grup­
pen deutlich von Null verschiedene Korrelationen auftreten, während die Gruppen unter­
einander nahezu unkorreliert sind. Jede Gruppe besteht aus Flüssen, die im Stoffwechsel­
netzwerk eng benachbarten sind: 

1. 
2. 
3. 

Einstieg in den Pentosephosphatweg ppw1et , gl~ch[O,l] 
Austauschflüsse im Pentosephosphatweg . pp~ch[O,l],pp~ch[O,l],pp~ch[O,l] 
Reaktionen nahe dem oder im Citratzyklus gozrt, at1ch[O,l], gl,tsch[O,l], CZ1 

2 0 Mit Ausnahmen treten Korrelationen auf, die auf eine mögliche lineare Abhäng" 
igkeit zwischen eiu7..elnen Flußschätzungen hinweisen. Ausnahmen bilden die Korrelatio­
nen zwischen ppw'let und gl~ch[O,l] (0.98), zwischen ppW~Ch[O,11 und pp~Ch[O,11 (-0.97) sowie 
zwischen ar~ch[O,l] und gly~chtO,lJ (-0.95). Jedoch ist keine dieser Korrelationen exakt gleich 
1.00 oder -1.00, so daß grundSätzlich keine modellbedingten Nichtidentifizierbarkeiten 
von Flüssen vorliegen. 

3. Eine hohe Korrelation sagt zunächst nichts über die Bestimmtheit von Parametern aus, 
denn erst in Verbindung mit der Größe des jeweiligen Vertrauensbereichs wird die Größen­
skala für den Konfidenzellipsoid festgelegt. Dieser kann zwar stark entartet sein, d.h. einen 
linearen Unterraum approximieren, jedoch spielt dies nur bei großen Ellipsoiden eine Rol­
le. Kritisch sind in dieser Hinsicht also nur die unbestimmten Austauschflüsse gl~Ch[O,l] 
und gl,tsch[O,l]. 

12.2.3 Hauptachsenanalyse 

Wie in Abschnitt 11.2 erläutert, ist die Korrelationsmatrix für eine tiefergehende Analyse der 
Bestimmtheit von Parametern wenig geeignet, da sie gegenseitige Abhängigkeiten von mehr als 
zwei Parametern nicht zuverlässig aufdeckt. Insbesondere betrifft dies die wichtige Frage nach 
den mit den unbestimmten Austauschflüssen gl~ch[O,l] und gl,tsch[O,l] stark korrelierten Flüssen 
ppw1et und at1ch[O,l]. Denn die Unbestimmtheit der ersteren wirkt sich über die Korrelation auch 
auf die beiden letztgenannten Flüsse aus. Dies kann nun durch eine Hauptachsenanalyse genauer 
quantifiziert werden. Die längsten auftretenden Hauptachsen des Standard-Konfidenzellipsoids 
zeigt die Tabelle 12.5. Folgendes ist feststellbar: 
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Fluß Achsenlänge 
0.256 0.206 0.085 0.058 0.032 0.019 0.016 0.001 

gly~cnLu,lj 0.94 
ppw;et 0.30 -0.27 -0.44 
pp~ChLU,lj 0.79 -0.61 
ppl1{ch[O, 1] -0.53 -0.66 
pp~ch[O,l] 0.28 0.40 
gozi

et -0.24 -0.31 ar.ch[O,l] 
1 0.34 -0.87 0.27 

gZy~ch[O,l] -0.93 -0.30 
d ch[O,l] 

7 0.91 -0.23 
infFet -0.32 -0.75 
asnet 

lb 0.92 

Tabelle 12.5: Die längsten Hauptachsen des Parameter-Konfidenzellipsoids skaliert auf die ein­
fache Standardabweichung. Zur besseren Übersicht sind jeweils nur die längsten Hauptachsen 
wiedergegeben. Zudem sind die Gruppe aus Tabelle 12.4 hervorgehoben. 

1. In der Tat zeigt sich die normierte längste Hauptachse des Konfidenzellipsoids bereits zu 
99% durch die beiden Einträge zum Austauschfiuß gl~ch[O,l] (nämlich 0.94) und zum Net­
tofluß PPWlet (nämlich 0.30) bestimmt. Die Unbestimmtheit von gl~ch[O,l] überträgt sich 

, m~ 

anderen freien Nettoflüssen weniger gute Bestimmtheit von PPWi"t. !formern ist 
Fluß in akzeptablen Grenzen festgelegt. 

2. Ein völlig analoger Effekt ergibt sich bei den Flüssen gZ/sch[O,l] und arth[O,l]. Hier ist die 
zweitlängste Achse dafür verantwortlich, daß sich die Unbestimmtheit des ersten Flusses 
abgeschwächt auf den zweiten überträgt. Wiederum ist dies ausreichend für eine akzepta­
ble Bestimmung von ar1ch[O,l]. 

3. Alle weiteren Hauptachsen sind bereits um mindestens den Faktor vier kürzer als die bei­
den längsten Achsen, so daß keine großen Unbestimmtheiten mehr durch sie hervorgeru­
fen werden können. Deutlich zu erkennen ist, daß die dritte und vierte Achse einen lin­
senförmigen Konfidenzbereich in dem durch pp~Ch[O,l], ppl1{Ch[O,l] und pp~ch[O,l] erzeug-

ten Raum aufspannen. Analoges gilt für die dritte Gruppe von korrelierten Flüssen. 

Der Nettofiuß ppw~et und der Austauschfiuß ar1ch[O,l] sind also durchaus aus den Daten schätz­
bar. Jedoch ist die hierfür zur Verfügung stehende Information äußerst gering, woraus die großen 
Konfidenzintervalle resultieren. Aufgrund von Simulationsstudien, die das globale nichtlinea­
re Verhalten des Systems untersuchen sollten, zeigte sich ferner, daß der gemessene Markie­
rungszustand nur mit einem hohen Austauschfiuß gly~ch[O,l] erklärt werden kann. Da gly~ch[O,l] 
im geschätzten Zustand des Systems zudem nur einen äußerst geringen Einfluß auf den Markie­
rungszustand des Systems hat, ist zumindest der Nettofluß ppw;et mit akzeptabler Güte schätzbar. 
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Meßwert Flußschätzer 
gl~Ch[O,l] ppw;.et gIYsCh [O,l] at1ch[O,l] pp~ch[O,l] pp~ch[O,l] pp%ch[O,l] 

ri5pz 0.32 0.29 
ri5P5 . . 0.42 0.11 
e4P4 0.21 0.23 
gapl 0.19 0.20 0.22 0.25 
pyrz 0.10 0.10 . 
akg3 0.12 0.14 
lyss 0.10 
Gesamt-
Sensit. 0.59 0.19 0.71 0.27 0.16 0.17 0.10 

Tabelle 12.6: Parameter-Sensitivitäten für die Flüsse mit den größten geschätzten Vertrauens­
bereichen. Alle Sensitivitäten sind gemäß Gleichung (11.2) durch die Standardabweichungen 
der Meßwerte skaliert und sodann zum besseren Vergleich auf die Gesamtsumme 1.0 pro Fluß 
normiert. Die absolute Gesamtsensitivität der Spalte ist darunter angegeben. Ferner wurden zur 
besseren Übersicht nur Werte größer als 0.1 aufgeführt. 

12.2.4 Sensitivitätsanalyse 

Ein Ziel zukünftiger Experimente muß sein, die korrelierten Schätzwerte gl~ch[O,l] und ppw;.et so­
'Nie gly~ch[O,l] und ar~ch[O,l] durch Bereitstellung weiterer Meßinformation zu entkoppeln und da-

:L;U Meß~ 

werte die Flüsse nlit den größten Vertrauensbereichen bestimmen. wird die I'arameter-
Sensitivitätsmatrix herangezogen, die in Tabelle 12.6 wiedergegeben ist. 

Folgendes kann festgestellt werden: 

1. Die stark korrelierten Flüsse sind im wesentlichen durch die gleichen intrazellulären Mar­
kierungsanteile bestimmt. Konkret gilt: 

gly~Ch[O,l] ,ppw;.et 

glyxch[O,l] arxch[O,l] 
5 'l 

pp~ch[O,l], pp»'sch[O,l] , pp~Ch[O,l] 

sind stark bestimmt durch ri5 Pz, gapl 
sind stark bestimmt durch pyrz, akg3, lyss 
sind stark bestimmt durch ri5p5' e4p 4' gapl 

2. Bei gl~ch[O,l] undppw;.et, gl,Vsch[O,l] und at1ch[O,l] sowie pp~ch[O,l] undpp%ch[O,l] sind die je­
weiligen skalierten Sensitivitäten annähernd gleich. Dies erklärt die entsprechenden hohen 
Korrelation in Tabelle 12.4, denn die Meßwerte enthalten jeweils annähernd die gleiche 
Information über die korrelierten Parameter. 

Das Datenmaterial enthält also nur sehr wenig Information zur Unterscheidung der stark kor­
relierten Flüsse. Ein Vorschlag für ein Experiment zur Verbesserung der Schätzgüte wird im 
übernächsten Abschnitt diskutiert. 

12.2.5 Anpassungsgüte und Ausreißertest 

Der Xz-Test für die Beschreibbarkeit der Daten durch das Modell kommt bei einem 90%-Konfi­
denzniveau zu einem negativen Ergebnis. Die Quadratsumme ist 137, während der Test lediglich 
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X~7 (0.9) = 25 zuläßt (vgl. Tabelle 12.2). Hierzu können verschiedene Erklärungsansätze vor­
geschlagen werden: 

1. Mit Ausnahme der CO2-Messung stimmen die Schätzwerte für die direkt gemessenen Net­
to-Flüsse fast genau mit den Meßwerten überein. Große Abweichungen bei der CO2 -Mes­
sung jedoch sind nichts ungewöhnliches, da die CO2-Messung empfindlich vom Kohlen­
säuregleichgewicht im Medium abhängt (vgl. auch [ZS95]). 

2. Dagegen weisen die extrem großen Ausreißer in einzelnen C-Atom-Positionen von Lysin 
und a-Ketoglutarat möglicherweise auf systematische Fehler hin, zumal die übrigen Mar­
kierungsanteile der C-Atome in diesen Stoffen besser reproduziert werden. Ein Blick auf 
Tabelle 12.2 zeigt, daß der weitaus größte Beitrag zur Quadratsumme durch die Meßwer­
te von lys3 (mit 46.2), akg2 (mit 26.0) und C021 (mit 17.6) gegeben ist. Durch Streichen 
dieser Werte würde die Quadratsumme bereits auf 47.2 reduziert. 

3. Ganz allgemein ist die Anpassungsgüte des Modells im Bereich des Pentosephosphatwe­
ges und der Glykolyse weitaus besser als die im Citratzyklus. Bei Beschränkung auf die er­
sten beiden Wege wäre der X2-Test (mit einem entsprechend geringeren Freiheitsgrad) er­
folgreich. Dies wirft die Frage nach systematischen Fehlern im Citratzyklus-Bereich auf. 
Eine erste Hypothese wäre die, daß die Auswaschungskorrektur (Satz 2.1) falsch gewählt 
wurde, denn die Markierung im Zyklus wird während der isotopisch instationären Phase 
von der Glutamat-Markierung dominiert (vgl. auch Abschnitt 12.3 und Abb.12.6). Insbe­
sondere ist der a-Ketoglutarat-Pool unmittelbar mit dem Glutamat-Pool verbunden. Da­
gegen ist die Rückwirkung des Glutamat-Pools auf den "entfernten" Zuckerstoffwechsel 

verschiedene Stoffwechselwege unterschiedlich gewählte 
nahe~ 

4. Die Genauigkeit für die Lysin-Messung ist möglicherweise zu eng vorgegeben. Hier kommt 
es zu einer starken Peak-Überlagerung der Lys#3-, Lys#4- und Lys#5-Peaks, die die Aus­
wertung des Spektrums erschwert [WMWG95, MöI95]. 

5. Eine generelle Ursache für die zu große Quadratsumme kann in einer Überschätzung der 
Güte der Meßdaten liegen. Bereits eine Korrektur der Meßfehler-Standardabweichungen 
in Tabelle 12.1 und 12.2 um den Faktor 1.5 würde die Quadratsumme um den Faktor 1.52 = 
2.25 verringern. Werden zusätzlich die Ausreißer gestrichen, so ist der X2- Test bereits pas­
siert. Dann sind jedoch auch die Standardabweichungen aller geschätzten Parameter um 
den Faktor 1.5 zu vergrößern. 

An dieser Stelle wird klar, warum exakte statistische Verfahren bei den oben diskutierten 
Problemen nicht weiterhelfen können. Einzelne der Hypothesen könnten zwar eventuell mit dem 
vorhandenen Datenmaterial statistisch getestet werden, nicht aber alle zugleich, was die Resul­
tate für die Praxis fragwürdig machen würde. Die oben diskutierten möglichen Fehlerquellen 
sollten vielmehr als Anregungen für eine nachfolgende experimentelle Überprüfung verstanden 
werden. 

12.2.6 Versuchsplanung 

Im Anschluß an die oben durchgeführte Sensitivitätsanalyse wird deutlich, daß eine verbesserte 
Information über der Pentosephosphatweg-Fluß ppw;.et wünschenswert wäre. Die Bestimmung 
weiterer Markierungsdaten ist hier nicht mehr denkbar, da bereits alle Vorläufermetabolite für 
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Komponenten der Biomasse ausgeschöpft wurden. Rückwirkend betrachtet, hat jedoch die Hin­
zunahme der Markierungen des Ru5P-Pools im Vergleich zu [MGWE+96] bereits die statisti­
sche Qualität des Ergebnisses entscheidend verbessert. 

Zur experimentellen Gewinnung weiterer Information kann jedoch ein anderer Weg beschrit­
ten werden. Hierfür ist die im PPW1-Schritt erfolgende COz-Abspaltung nutzbar. Offenbar reicht 
dafür jedoch die 13C-Information nicht aus. Es kann aber versucht werden, mit Hilfe weiterer 
Tracer eine Diskriminierung zu erreichen (vgl. dazu auch [RKBY94]). 

Hierfür bietet sich beispielsweise eine 14C-Markierung an, um eine Unterscheidung des im 
Pentosephosphatweg freigesetzten COz vom übrigen COz zu erreichen. Da eine Radioaktivitäts­
messung um Größenordnungen sensitiver ist als eine NMR-Messung, genügt die Zugabe von 
14C-Glucose in äußerst geringen Mengen. Die Markierung sollte allerdings auf einem der C­
Atome 4-6 liegen, denn dieser Teil des Substrats passiert den Pentosephosphatweg auch im Falle 
von Austauschreaktionen völlig unverändert (vgl. Abb. 9.5). Das freigesetzte 14COZ muß dann 
aus einem der anderen Stoffwechselwege stammen. Damit kann der PPW1-Schritt möglicher­
weise von den übrigen Schritten diskriminiert werden. 

Eine weitere Idee besteht darin, einen neuen Meßwert in der Glykolyse einzubringen. Dies 
gelingt z.B., wenn Fructose-6-Phosphat als Vorläufer-Metabolit der Zellwandsynthese vermes­
sen wird. Dazu ist eine neue analytische Methode zur präparativen Gewinnung von Fructose-6-
Phosphat zu entwickeln, was derzeit bearbeitet wird. 

12.3 Ein instationäres Markierungsexperiment 

Isotopisch instationäre in dieser Arbeit nur am Rande berück> 
sichtigL Diskussion eines derartigen Experiments erfolgt daher an nur unter 
dem Aspekt einer groben Abschätzung der so erzielbaren Informationsmenge im Vergleich zum 
oben durchgeführten stationären Ansatz. 

12.3.1 Experimentelle Bedingungen 

Die in Abbildung 12.6 dargestellten Daten wurden in dem in Jülich entwickelten Hydrozyklon­
reaktor mit Biomasse-Verweilzeitentkopplung gemessen [Har95]. Dabei wird die Biomasse mit 
Hilfe eines Filtrationsmoduls im Reaktor zurückgehalten. Lediglich über einen kleinen "Bleed­
Strom" kann sie den Reaktor verlassen (vgl. dazu Abb. 12.5). Der Hydrozyklonreaktor erlaubt 
den Betrieb einer Hochzelldichtefermentation innerhalb des Magnetkerns eines NMR-Gerätes 
(vgl. auch Abb. 2.8, die den Vorläufer des wesentlich aufwendigeren Hydrozyklonreaktors zeigt), 
also eine wirkliche In-vivo-Beobachtung des Systems. So können stabile physiologische Bedin­
gungen bei gleichzeitiger Verstärkung des NMR-Signals erreicht werden. 

Das Experiment wurde mit dem bereits oben beschriebenen Stamm C. glutamicum MH20-
22B durchgeführt. Allerdings ist die Wachstumsrate der Biomasse jetzt um den Faktor 10 kleiner. 
Als Substrat wurde diesmal [6_13C]-Glucose verwendet. Da bei einer verweilzeitentkoppelten 
Kultur der erforderliche Durchfluß des Substrats um ein vielfaches höher ist als der Durchfluß 
der Biomasse, müssen Substratmengen eingesetzt werden, die einem zehnfach größeren Reaktor 
entsprechen. Die damit verbundenen Kosten führten bei dem diskutierten Experiment zu einer 
Beendigung der Zufuhr markierter Glucose noch vor dem Erreichen eines isotopisch stationären 
Zustands (vgl. Abb. 12.6). 

Die in Abbildung 12.6 gezeigten zeitlichen Verläufe geben alle unter diesen Bedingungen im 
NMR -Gerät detektierbaren Markierungen wieder. Es zeigt sich, daß selbst bei hohen Zelldichten 
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Abbildung 12.5: Schemazeichnung eines Bioreaktors mit Verweilzeitentkopplung. Die Biomas­
se wird mittels eines Filtrationsmoduls im Reaktor zurückgehalten. Ihre Verweilzeit wird durch 
den Bleed-Strom bestimmt, während Substrate und Produkte als Filtrat abgetrennt werden. 

ausschließlich die stark konzentrierten Metabolite einer Beobachtung zugänglich sind. In diesem 
Fall sind dies Lactat, Glutamat, Succinat und Lysin, wobei lediglich der Glutamat-Pool ein rein 
intrazellulärer Pool ist. Alle übrigen Pools setzen sich aus intrazellulären Konzentrationen und 
aus im Medium akkumulierten Stoffen zusammen, da die Versuchsanordnung die Messung der 
Konzentrationen dieser Stoffe nur für den gesamten Reaktor erlaubt. 

soll nun eine grobe Abschätzung des Verhältnisses zwischen dem Substratzufluß in die Zellen 
und den intrazellulären Poolgrößen in Glykolyse und Pentosephosphatweg durchgeführt wer­
den. Die während des Experiments erreichte Biomassekonzentration betrug 25 g/l. Die mit einer 
Konzentration von 125 g/l zugeführte Glucose wurde nahezu vollständig verbraucht. Dabei be­
trug die Verweilzeit der Biomasse 100 h, die des Substrats 20 h. Folglich setzten 25 g Biomasse 
innerhalb einer Stunde etwa 6 g Glucose (entsprechend 30 mmol) um. 

Da mit dem NMR-Gerät erst ab einer gewissen Poolgröße ein auswertbares Signal erzeugt 
werden kann, ist davon auszugehen, daß alle intrazellulären Pools (außer den oben genannten) in 
einer Konzentration von weniger als 40 mmol/l vorliegen. Wahrscheinlich sind aber wesentlich 
kleinere Werte. Die nachfolgenden Überlegungen gelten zunächst für den Zuckerstoffwechsel, 
für den Poolgrößen von 1 mmol/l angenommen werden. Das intrazelluläre Volumen der Zellen 
beträgt etwa 0.0021/g [Sch95], d.h. nur etwa 5% des Reaktorvolumens sind mit Biomasse gefüllt. 
Die intrazellulären Poolgrößen bezogen auf den Gesamtreaktor betragen also schätzungsweise 
0.05 mmol/l. Diese Pools werden nun pro Stunde von den oben errechneten 30 mmol Substrat 
durchflossen. 

Das Verhältnis 30/0.05 = 600 entspricht recht genau dem Verhältnis bei der in Kapitel 9.2 
vorgestellten instationären Simulation (vgl. Abb. 1.4). Demgemäß wäre zu erwarten, daß der in­
trazelluläre isotopisch stationäre Zustand (zumindest im Zuckerstoffwechsel) bereits nach eini­
gen Minuten erreicht ist. Dagegen zeigen die gemessenen Daten des instationären Experiments, 
daß der isotopisch stationäre Zustand des Gesamtsystems frühestens nach 2 Stunden zu erwarten 
ist. Dies steht im Widerspruch zu der soeben ermittelten Zeitkonstante. 

Zur Erklärung dieser Diskrepanz muß bedacht werden, daß das Medium im Vergleich zum 
intrazellulären Raum der Zellen eine 20-fach höhere Kapazität hat. Die Zeitkonstante der Mar-
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Abbildung 12.6: Zeitverläufe des Markierungsaufbaus bei einem instationären In-vivo­
Markierungsexperiment, durchgeführt innerhalb eines NMR-Reaktors mit Verweilzeitent­
kopplung (aus [Har9S]). Während des gekennzeichneten Zeitraums wurde [6_13C]-Glucose 
zugeführt. 
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kierungsanreicherung im Medium ist also etwa um diesen Faktor größer als die entsprechende 
Zeitkonstante für das intrazelluläre System. Das in Abbildung 12.6 dargestellte Verhalten des 
Systems beruht also in erster Linie auf der Akkumulation des markierten Materials im Medi­
um. Diese Erklärung ist mit den gemessenen Daten gut vereinbar. Eine inzwischen durchgeführ­
te Simulationsstudie mit angenommenen intrazellulären Flüssen konnte dieses Ergebnis genau 
bestätigen. 

Die obigen Überlegungen treffen auf den Citratzyklus nur bedingt zu, denn der große in­
trazelluläre Glutamat-Pool (160 mmol/l intrazellulär, entsprechend 8 mmol/l bezogen auf den 
Reaktorinhalt) verzögert das Erreichen des intrazellulären isotopisch stationären Zustands. Das 
Glutamat-Signal ist also im wesentlichen die einzige auswertbare Information über das intrazel­
luläre instationäre Markierungsverhalten. Aus den übrigen Signalen läßt sich dagegen im Grun­
de nur der isotopisch stationäre intrazelluläre Zustand rekonstruieren. 

12.4 Vergleich der experimentellen Ansätze 

Das instationäre In-vivo-Experiment im Magnetkern des NMR-Geräts zeigt deutlich die Pro­
blematik solcher Markierungsexperimente bei schnell wachsenden Milaoorganismen. Eine Be­
obachtung des instationären Zustands in einer größeren Anzahl intrazellulärer Pools im NMR­
Gerät bei einer 13C-Markierung ist nach dem derzeitigen Stand der Technik wohl nur mit aufkon­
zentrierten Zellen möglich, wobei gemäß den Ausführungen in Kapitel 2.3 ein wohl definierter 
physiologischer Zustand nicht gewährleistet werden kann.2 

Die auf den isotopisch stationären Zustand angewendete Entkopplungsmethode (Definition 
2.6) liefert dagegen eine ungleich höhere Informationsmenge, wobei zusätzlich auf die Bestim-

mit diesem Ansatz erstmals auch der Markierungszustand schwach intrazellulärer 
Pools indirekt einer Messung zugänglich geworden, wodurch - wie oben gezeigt~· auch die 
bisher nicht mögliche Quantifizierung von Austauschflüssen im Pentosephosphatweg gelingt. 
Dieser wurde bei den meisten bisher durchgeführten Markierungsstudien zu einem einzigen un­
idirektionalen Schritt zusammengefaßt [PSMC93, STM+94]. 

2Dies stellt nicht die Anwendung eines In-vivo-NMR-Reaktors für metabolisch instationäre 31P-Experimente 
in Frage [GSPW+91, WG96a]. 



Kapitel 13 

Schlußdiskussion und Ausblicke 

Diese Arbeit schließt mit einer kurzen Diskussion der erzielten Ergebnisse in Hinblick auf die 
allgemeine Problematik der Modellbildung in den biologischen Disziplinen. Dabei wird dar­
auf verzichtet, eine detaillierte Zusammenfassung der Einzelergebnisse bzgl. der Modellierung, 
Analyse, Simulation und Auswertung von Markierungsexperimenten zu bieten - diese werden 
in den einzelnen Kapiteln ohnehin ausführlich dokumentiert. Vielmehr soll gefragt werden, wel­
chen Beitrag diese Arbeit zur Theoretischen Biologie leistet, d.h. welche Fortschritte die hier ent­
wickelten theoretischen Konzepte für die praktische biologische Anwendung erbringen können. 

13 .. 1 Biologische Resultate 

in 12 
die neu entwickelte experimentelle Methode in Kombination mit den vorgestellten Analysewerk­
zeugen zu wichtigen stoffwechselphysiologischen Erkenntnissen führen kann, die derzeit mit 
anderen Methoden nicht erzielbar sind. Eine umfassende und detaillierte Analyse der biologi­
schen Resultate des beschriebenen stationären Experiments ist nicht die Aufgabe dieser Arbeit. 
Hierzu sei verwiesen auf [Mar94, MGWE+96]. An dieser Stelle sollen nur die wichtigsten Er­
gebnisse skizziert werden. 

Aufgrund der Ausführungen in Abschnitt 12.2 kann davon ausgegangen werden, daß die 
geschätzten Werte jeweils im Rahmen der ermittelten Genauigkeit ein korrektes Bild der intra­
zellulären Verhältnisse geben. Selbst unter der Voraussetzung, daß die berechneten Werte zum 
Teil große Ungenauigkeiten aufweisen, sind die nachfolgenden Schlüsse zulässig: 

1. Die Bestimmung der Nettoflüsse im Zentralstoffwechsel von C. glutamicum gelang an­
hand von Markierungs- und extrazellulären Flußdaten auch ohne Rückgriff auf Energie­
bilanzen. Zusätzlich konnte die Existenz von Austauschflüssen gezeigt und deren Größen­
ordnung geschätzt werden. Insbesondere beim Pentosephosphatweg zeigte sich, daß hin­
sichtlich der Austauschflüsse weder von Unidirektionalität noch von einem schnellen 
Gleichgewicht (vgl. dazu auch [FCA +93]) gesprochen werden kann. Dies folgt im übri­
gen bereits aus der Tatsache, daß nach Abbildung 9.5 in diesem Fall die Markierungen in 
Ri5P#1 und Ri5P#2 übereinstimmen müßten, was offenbar nicht zutrifft. 

2. Die sich aus der Flußbestimmung ergebende NADPH-Bilanz zeigt, daß dieses Redukti­
onsäquivalent im Überschuß produziert wird [MGWE+ 96]. Es folgt, daß ein bisher unbe­
kannter Verbraucher existieren muß. Im Gegensatz dazu wurde für die Flußbestimmung 
in [VaI91] eine ausgewogene NADPH-Bilanz dem Modell zugrundegelegt. 

210 
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3. Wie bereits in anderen Arbeiten gezeigt [HBS81, CMCM+94], deutet der Austauschfluß 
im anaplerotischen Abschnitt auf einen Futile Cycle hin. Die Bedeutung solcher energie­
verbrauchenden Schritte ist bis heute nicht hinreichend geklärt. 

13.2 Austauschftüsse 

Besonderes Gewicht wurde in dieser Arbeit auf die modell mäßige Beschreibung von Austausch­
flüssen und die Analyse ihrer Auswirkungen auf das metabolische Markierungssystem gelegt. 
Das ausgewertete Experiment zeigt deutlich die Relevanz dieses Konzeptes auf. Obwohl ein 
Austauschfluß ohne weitere Untersuchungen auf enzymkinetischer und thermodynamischer Ebe­
ne nicht genauer verstanden werden kann, wird bereits jetzt ein verändertes Verständnis der zel­
lulären Regulation nahe gelegt. 

Offenbar kann man sich den Metabolismus nicht als ein hochgradig gerichtetes System von 
Stoffflüssen vorstellen. Vielmehr sind viele Reaktionsschritte in beide Richtungen durchlässig, 
so daß eine Stoffverteilung über benachbarte Pools mit vergleichbarem Energieniveau stattfin­
det. Diese Vorstellung ist aus thermodynamischer Sicht nicht neu, jedoch gehen Modellansätze 
zur Beschreibung der zellulären Regulation eher von einer "hydrodynamischen" Vorstellung ei­
nes Flusses aus. 

Inwieweit sich aus einer veränderten Sichtweise der zellulären Regulation auch alternative 
Modellansätze entwickeln lassen, kann hier nicht mehr diskutiert werden (vgl. auch [WD87]). 
Weitere Modellierungsstudien sollen in der Folge untersuchen, welche Zusammenhänge zwi­
schen Austauschflüssen und enzymkinetischen Mechanismen bestehen. 

Ein zentraler Gegenstand dieser Arbeit war die Entwicklung eines allgemeinen Modellierungs­
ansatzes, der insbesondere die Auswirkungen von Austauschflüssen in vollem Umfang berück­
sichtigt. Besonderes Gewicht wurde dabei auf eine sorgfältige Dokumentation der Modellannah­
men gelegt. Hat sich das daraus für die Stoffflußanalyse bei C. glutamicum resultierende Modell 
auch weitgehend bei der Analyse der Experimente bewährt, so traten doch auch viele Fragen auf, 
die aus einer Differenz zwischen Modell und Meßwerten resultieren. Anhand eines Vergleichs 
mit einer einfacheren Methode zur Flußbestimmung wird im folgenden deutlich, daß es gerade­
zu ein Anliegen einer Modellierung sein muß, solche Unstimmigkeiten hervorzurufen. 

Die in der Literatur stark dominierende Methode zur Flußbestimmung aus Markierungsdaten 
beruht auf der Lösung von Markierungs-Bilanzgleichungen für einzelne C-Atom-Pools 
[WHK+82, WK84, Szy95]. Dabei werden-methodenbedingt-starke Vereinfachungen des me­
tabolischen Netzwerks vorgenommen. Insbesondere können nicht in großem Umfang Austausch­
flüsse berücksichtigt werden, es sei denn, es werden schnelle Gleichgewichte angenommen. 

Als Beispiel sei eine häufig verwendete Vorgehensweise zur Bestimmung des Pentosephos­
phatweg-Flusses ppwiet anhand der GA3P#3-Markierung herangezogen. Dabei wird die gesam­
te Glykolyse zu einem unidirektionalen Reaktionsschritt 

Gly: Glu > GA3P + GA3P 
#ABCDEF > #CBA + #DEF 

zusammengefaßt und ebenso der Pentosephosphatweg zu einem einzigen unidirektionalen Schritt 
[pSMC93, STM+94] (der einen Glykolyseschritt hinzunimmt): 
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PPW: Glu +Glu +Glu > 
#ABCDEF +#abcdef +#UVWXYZ> 

C02 +C02 +C02+ GA3P +GA3P +GA3P +GA3P +GA3P 
#A +#a +#U + #bCB +#DEF +#cWV +#def +#XYZ 

Unter Zugrundelegung dieses Modells bleibt der Pentosephosphatweg bei einer [1_13C]-Mar­
kierung völlig unmarkiert und die Markierung aus Glu#1 fließt zu 100% nach GA3P#3. Aller­
dings kommt mit jedem markierten GA3P-Molekül auch ein unmarkiertes hinzu, da die Reakti­
on Gly4 den Metaboliten Fru 16BP in zwei GA3P-Moleküle aufspaltet, von denen nur das eine 
eine Markierung trägt. Die Bilanz für den GA3P#3-Pool ist folglich 

ppwnet 1 - 2 ga3p3 
glynet = 5 ga3p3 

1 . glynet = ga3p3 . (2 glynet + 5 ppwnet ) ===} (13.1) 

so daß das Flußverhältnis unmittelbar aus der GA3P#3-Markierung bestimmt werden kann. 
GA3P#3 wird darüber hinaus häufig erst über den Umweg des Glutamat-Pools unter weiteren 
Unidirektionalitätsannahmen gemessen. 

Bezüglich des vorliegenden Datensatzes ist zu beachten, daß der obige Fluß ppwnet aufgrund 
der trimolekularen Reaktionsgleichung mit dem gedrittelten Fluß von ppw;.et im vorangehen­
den Modell verglichen werden muß. Ferner muß berücksichtigt werden, daß aufgrund der Aus­
waschungskorrektur nur eine 95-prozentig markierte Glucose zugrunde gelegt wird (vgl. die 
Ausführungen in Abschnitt 12.1). Dann folgt aus den oben präsentierten Meßdaten: 

ppw~et = 95 - 2·26.7 = 0.93 
glynet 5/3.26.7 

mit dem in dieser Arbeit entwickelten, komplexen Modell ermittelte Wert ist jedoch 2.08. 
Damit wird deutlich, in welchem Umfang die Modellannahmen bei identischem Datensatz das 
Ergebnis der Flußanalyse beeinflussen können. 

Erstaunlich ist, daß bzgl. des Ergebnisses im Falle der Rechnung mit Hilfe von Gleichung 
13.1 keinerlei statistische Probleme auftreten, denn bei Messung nur einer Größe können Un­
stimmigkeiten zwischen Meßdaten nicht auftreten. Das Resultat hat daher - trotz der in großem 
Umfang vorgenommenen Modellvereinfachungen - den Anschein der Zuverlässigkeit, woge­
gen der Einsatz komplexer Modelle - wie oben gezeigt - viele Fragen aufwirft. 

Im einem wissenschaftstheoretischen Kontext kann dies nur positiv bewertet werden, denn 
das komplexe Modell ermöglicht die kritische Diskussion der berechneten Ergebnisse einerseits 
und der Meß- und Modellfehler andererseits. Zudem sind die erzielten Resultate aufgrund red­
undanter Information in einem gewissen Ausmaß überprütbar. Dies entspricht einer auch die 
Möglichkeit einer Modellfalsifikation berücksichtigenden Vorgehensweise [Pop84]. 

13.4 Einsatz mathematischer Methoden 

Die in dieser Arbeit bereitgestellten mathematischen Werkzeuge zur Analyse, Simulation und 
Auswertung von Markierungsexperimenten können vom biologischen Anwender in aller Regel 
nicht mehr in allen Einzelheiten nachvollzogen werden. Jedoch sollte dies den Einsatz fortge­
schrittener mathematischer Methoden nicht ausschließen. Vielmehr hat diese Arbeit gezeigt, daß 
die Entwicklung zuverlässiger numerischer Verfahren die Voraussetzung für die umfassende, 
methodenbewußte und statistisch zuverlässige (soweit für biologische Systeme sinnvoll) Aus­
wertung der Experimente darstellt. 
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Das Jülicher Stofffiußanalyseprojekt legt dabei besonderen Wert auf eine adäquate Behand­
lung von Austauschflüssen. Dies wurde erst durch die in dieser Arbeit vorgestellten numerischen 
Methoden, die auch große Austauschflüsse numerisch stabil behandeln können, ermöglicht. Ins­
besondere zeigt das Anwendungsbeispiel, daß dies bei Markierungsexperimenten eine Notwen­
digkeit darstellt. Die hier dargestellten numerischen Methoden sind erstmalig in der Lage, die 
C-Atom-Bilanzgleichungen einschließlich der verschiedenen Nebenbedingungen allgemein zu 
behandeln. 

Die zukünftige Herausforderung liegt in der numerischen Behandlung von Isotopomeren­
Systemen zur Simulation und Auswertung stationärer Experimente mit Multiplett-Messungen. 
Die ersten Grundlagen hierfür wurden bereits in Kapitel 8 gelegt. Wie dort gezeigt wurde, besteht 
der entscheidende Unterschied zwischen den C-Atom- und Isotopomeren-Bilanzgleichungssys­
ternen darin, daß letztere nichtlinear bzgl. der Markierungsvariablen sind. Daher lassen sich die 
Isotopomeren-Bilanzgleichungen nicht mehr mit Methoden der linearen Algebra lösen. Viel­
mehr sind iterative Verfahren zur Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme erforderlich. Das in 
Abschnitt 8.1 beschriebene einfache Euler-Verfahren ist hierfür nur bedingt einsetzbar. Insbe­
sondere im Falle großer Austauschflüsse treten die analogen Probleme wie beim linearen C­
Atom-Bilanzgleichungssystem auf (vgl. Abschnitt 8.2), d.h. das entsprechende nichtlineare Diff­
erentialgleichungssystem (4.34) wird dann steif. Folglich benötigt jedes an einem Differential­
gleichungslöser angelehnte Verfahren unvertretbar lange Rechenzeiten bis zum Erreichen des 
stationären Punktes. 

Es ist abzusehen, daß sich die in Abschnitt 8.2 eingeführte Vorkonditionierung des linea­
ren Gleichungssystems auf Isotopomeren-Systeme verallgemeinern läßt. Schließlich beruht die 
Vorkonditionierung im Grunde auf einer Linearkombination von Bilanzgleichungen (vgl. das 

Die also die Multiplikation der 
stemmatrizen mit einer Transformationsmatrix von links, läßt sich daher unrnittelbar auch auf 
die Isotopomeren-Transitionsrnatrizen übertragen. Es ist zu erwarten, daß die derart vorkondi· 
tionierten Isotopomeren-Bilanzgleichungssysterne problemlos numerisch lösbar sind. Zur Be­
rechnung der Ableitungen nach den Flüssen gemäß Satz 8.2 muß dann ein sehr großes lineares 
Gleichungssystem gelöst werden, das ebenfalls analog zu Satz 8.3 vorkonditionierbar ist. 

Schwieriger ist die Erweiterung des in Kapitel 10 beschriebenen Optimierungsalgorithmus 
zur Parameteranpassung. Zunächst kann das Optimierungsproblem aus Definition 10.2 vollkom­
men analog auf Isotopomeren-Systeme übertragen werden, indem darin Gleichung (4.29) durch 
Gleichung (4.30) ersetzt wird. Die Vereinfachung des Problems gemäß Satz 10.1 ist aber nicht 
mehr ohne weiteres möglich, da eine explizite Lösung der Isotopomeren-Bilanzen, etwa in Form 
der Abbildung r aus Satz 7.3, nicht möglich ist. Trotzdem kann r und dessen Ableitungen in je­
dem Schritt des Optimierungs algorithmus wie oben beschrieben iterativ berechnet werden, was 
allerdings zu hohen Rechenzeiten führen wird. 

Daher sollte ein alternativer Ansatz entwickelt werden, der das Problem aus Definition 10.2 
von vorn herein als ein nichtlineares Optimierungsproblem unter nichtlinearen Nebenbedingun­
gen auffaßt. Zu seiner Lösung können erneut die Konzepte der Sequentiellen Quadratischen Pro­
grammierung (vgl. Abschnitt 10.2) herangezogen werden. Zur Behandlung der nichtlinearen 
Gleichheits-Nebenbedingungen, also der Bilanzgleichungen, muß die oben beschriebene Vor­
konditionierung geeignet in das Verfahren integriert werden. Andernfalls ist das Optimierungs­
problem ebenso schlecht konditioniert wie das in ihm enthaltene nichtlineare Gleichungssystem. 
Von großem Interesse wird sein, ob Isotopomeren-Markierungsexperimente genau wir C-Atom­
Markierungsexperimente mit einer vertretbaren Rechenzeit auswertbar sind, so daß ein interak­
tives Arbeiten ermöglicht wird. 
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13.5 Versuchsplanung 

Wie in den Kapiteln 11 und 12 gezeigt, ermöglichen statistische Methoden eine detaillierte Ana­
lyse des Informationsgehaltes von Meßdaten in Bezug auf Bestimmung von intrazellulären Flüs­
sen. Diese Methoden können auch zum Entwurf solcher Experimente eingesetzt werden, die eine 
optimale Parameterinformation liefern. Da das Experiment bei vorgegebenen Flüssen nur wenig 
beeinflußt werden kann, gibt es hierzu grundsätzlich nur die beiden nachfolgenden Möglichkei­
ten. In jedem Fall muß apriori eine Flußverteilung angenommen werden, in der Hoffnung, daß 
die später im Experiment auftretende Verteilung nicht allzu stark hiervon abweicht: 

1. Die Markierung des Substrates kann vom Experimentator frei gewählt werden (vgl. Abb. 
1.3). Dabei sind nicht nur Substrate denkbar, die zu nahezu 100% aus einem einzigen Iso­
topomer bestehen, sonder auch Mischungen aus mehreren solchen Substraten. Mit Metho­
den der nichtlinearen Versuchsplanung kann nun versucht werden, eine Zusammensetzung 
des Substrates so zu berechnen, daß ein kleiner Parameter-Konfidenzellipsoid entsteht. 
Schließlich kann auch eine Versuchsplanung für Experimente durchgeführt werden, bei 
denen zugleich 13C_ und 14C-Isotope eingesetzt werden. 

2. Unter dem Gesichtspunkt der Arbeitsersparnis ist auch die Art und Anzahl der durchzu­
führenden Messungen von Bedeutung. Zwar erfordert die Vermessung der Aminosäuren 
im wesentlichen nur einen Arbeitsgang, die Gewinnung weiterer Markierungsinformati­
on aus RNA/DNA oder Zellwandbestandteilen erfordert dagegen die Entwicklung spezifi­
scher quantitativer Aufreinigungsmethoden. Hier kann aufgrund einer Sensitivitätsanaly­
se im voraus entschieden werden, ob sich die Aufwand für die Gewinnung weiterer Mar­
kierungsanteile lohnt 

Erneut ist die Frage von großem Interesse, ob sich generell durch die Hinzunahme von Iso­
topomeren-Meßdaten ein wesentlicher Informationszuwachs einstellt. Grundsätzlich muß dies 
nicht gelten, denn in dieser Arbeit wurde sowohl ein Beispiel für einen Informationszuwachs 
(Abb. 1.7) als auch eines für gleichbleib ende Information (Abb. 3.1) vorgestellt. Realistisch kom­
plexe Systeme sind allerdings kaum noch algebraisch wie in Kapitel 4 behandelbar, sondern 
müssen auf numerischem Wege mit Hilfe von Simulationsstudien untersucht werden. 

Die in der Vergangenheit publizierten Beispiele haben hier wenig Aussagekraft, da sie mei­
stens auf nur auf der Vermessung eines einzigen Metabolit-Pools beruhen. Mit der in Jülich ent­
wickelten experimentellen Methode steht jedoch erstmals eine derartige Menge von Markie­
rungsdaten zur Verfügung, daß erst die nächsten Jahren zeigen werden, wann Isotopomeren­
Meßdaten zusätzliche Flüsse bestimmbar machen oder zumindest die statistische Qualität der 
Flußschätzung deutlich verbessern. Ist dies der Fall, so stellt sich das Problem der optimalen 
Versuchsplanung erneut für Isotopomerensysteme. 
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