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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Strukturbildung

Strukturen sind ein iiberall in der Natur zu beobachtendes Phinomen, und ihre Entstehung zu
verstehen ist eine grofie Herausforderung an die Naturwissenschaften. In der Physik wird ver-
sucht, an einfachen experimentellen und theoretischen Systemen den Mechanismus der Struk-
turbildung zu verstehen. Dabei ist es natiirlich unméglich, so komplexe Strukturen wie die
Streifen eines Zebras zu verstehen, denn biologische Strukturen dieser Art sind durch Evoluti-
on selektiert und dadurch teilweise genetisch festgelegt. In einfachen Experimenten sind diese
komplexen biologischen Strukturen daher sicher nicht reproduzierbar. Trotzdem sind die Phy-
sik und ihre benachbarten Gebiete in der Lage, viele in der Natur vorkommende Strukturen

Abb. 1.1: Wolkenstraflen {iber der
Negev-Wiiste in Israel. Das Bild
entstand wahrend der Deutsch-
Israelischen Winterschule {iber
Musterbildung, Turbulenz und
Biologie im Frithjahr 1995 am
Weizmann-Institut in Rehovot.
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wie z.B. die in Abb. 1.1 gezeigten Wolkenstraen oder Eiskristalle zu beschreiben und einfache
Erkldrungen und Modelle fiir ihre Entstehung zu liefern. Die untersuchten strukturbildenden
Systeme befinden sich alle aufierhalb des thermischen Gleichgewichts und sind offene Systeme
mit einem standigen Energiedurchflul. Durch diesen Energieflul ist das System in der Lage,
einen strukturierten Zustand aufzubauen und aufrecht zu erhalten. Die Bewegungsgleichun-
gen dieser Systeme sind, sofern sie iiberhaupt bekannt sind, immer nichtlinear. Im einfachsten
Fall entsteht dabei aus einem homogenen Grundzustand eine rdumliche Struktur, die sehr oft
periodisch ist. Der Ubergang findet im allgemeinen an einem scharfen Wert eines Kontrollpa-
rameters statt, der ein Ma8 fiir die dem System zugefiihrte Energie ist. Physikalische Beispiele
fiir strukturbildende Systeme dieser Art sind eine Fliissigkeit zwischen zwei rotierenden Zy-
lindern (Taylor-Vortex-Flow), Konvektionsstrukturen in einer von unten geheizten Fliissigkeit
(Rayleigh-Bénard-Konvektion), Elektrokonvektion in nematischen Fliissigkristallen, gerichte-
te Erstarrung (Dendriten) oder chemische Reaktions-Diffusions-Systeme (Turing-Strukturen).
Das Verstdndnis der Strukturbildung und ihrer Dynamik in diesen Systemen fernab vom
thermischen Gleichgewicht ist in den letzten Jahren durch eine Vielzahl von aufregenden

experimentellen und theoretischen Arbeiten vorangebracht worden [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9].

1.2 Inhomogenititen

Die Entstehung von Wolkenstrafien kann in der Natur offensichtlich nicht experimentell un-
tersucht werden. Der wesentliche Mechanismus kann allerdings sehr wohl an der Rayleigh-
Bénard-Konvektion im Labor studiert werden. Bei der Ubertragung von Naturphinomenen
in Laborexperimente werden die Rahmenbedingungen idealisiert, um sich auf die wesentli-
chen Eigenschaften des zu untersuchenden Mechanismus zu konzentrieren. Fiir die Rayleigh-
Bénard-Konvektion bedeutet dies z.B., daBl im Labor ideal glatte und gut wérmeleitende
Behilterwinde verwendet werden. Diese Annahmen sind eine Verfilschung des Naturphéno-
mens, in dem es sicherlich keine ebenen Begrenzungsflichen gibt. Diese Idealisierungen er-
moglichen dann eine einfache mathematische Beschreibung des Systems. Trotzdem haben die
Idealisierungen zwei entscheidende Konsequenzen auf die experimentellen Ergebnisse:

1) Die experimentellen Auflésungen werden im Laufe der Zeit immer besser. Einfliisse von
Rauhigkeiten an den Behilterwénden einer Konvektionszelle oder der Einflul von tempera-
turabhéngigen Stoffparametern werden dadurch detektiert, ohne dafl diese in den Modellen
zur Beschreibung des Systems enthalten sind. Des weiteren werden gerade in der thermi-
schen Konvektion die Konvektionszellen bei Verwendung von Gasen unter Hochdruck anstatt
einer herkémmlichen Flissigkeit wie Wasser immer flacher und die Anforderungen an die
Glattheit der Behélterwdnde immer hoher. Daraus entsteht die Herausforderung, den Einflufl
von Inhomogenititen an den Randern im Hinblick auf die Interpretation der experimentellen
Ergebnisse zu untersuchen.

2) Werden die Idealisierungen durch Inhomogenititen zerstdrt, kommt es zu Symme-




1.2. INHOMOGENITATEN 3

triebriichen. Diese kénnen die gesamte Dynamik eines Strukturbildungsprozesses beeinflus-
sen. Durch gezielte Untersuchungen der Auswirkungen von Inhomogenitdten kénnen neue
Strukturen und Dynamiken gefunden werden. Diese kénnen zur Klirung von experimentellen
Beobachtungen beitragen, bei denen die mit idealisierten Randbedingungen durchgefithrten

Beschreibungen versagen.

Neben dem von experimenteller Seite her motiviertem Interesse an den Auswirkungen
von Inhomogenitdten auf die Strukturbildung, k6nnen diese auch AnlaB# zu interessanten
theoretischen Fragestellungen sein. Es existieren eine ganze Reihe universeller Modelle fiir die
Strukturbildung, in denen die Auswirkungen von Inhomogenititen untersucht werden kénnen.
Diese kénnen dann auf verschiedenste reale System {ibertragen werden, deren Mechanismus
durch das Modell qualitativ beschrieben wird. In dieser Arbeit werden einige Modellrech-
nungen durchgefithrt. Der Blickwinkel bei allen Untersuchungen liegt dabei immer auf der

experimentellen Realisierbarkeit der gefundenen Effekte.

Ein wichtiges Merkmal von Inhomogenititen ist ihre relative Schwankung um einen Mit-
telwert, wobei diese Schwankungen im rdumlichen Mittel verschwinden. Diese Eigenschaft
besitzen stochastische, aber auch periodische Inhomogenititen. Letztere sind in vielerlei Hin-
sicht theoretisch leichter zu beschreiben. Wahrend die fiir stochastische Inhomogenitaten cha-
rakteristischen Lokalisierungseffekte [10] durch periodische Approximationen nur schlecht mo-
dellierbar sind, sind die Auswirkungen periodischer Inhomogenitaten auf die Strukturbildung
denen stochastischen Ursprungs im allgemeinen sehr dhnlich. Wegen des analytisch einfache-
ren Zugangs konzentrieren sich auch frithere Arbeiten auf periodische Modulationen, wie z.B.
die von Kelly und Pal zur thermischen Konvektion [11]. Andere Arbeiten zum Einflu8l periodi-
scher Inhomogenititen betonen mehr den Aspekt des Wellenzahlenwettstreits zwischen den
Periodizititen der Konvektionsstrukturen und der Modulation. Dabei kommt es in quasi ein-
dimensionalen Systemen zu interessanten kommensurablen/inkommensurablen Ubergéingen
[12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]. In zweidimensionalen Systemen werden durch diesen Wett-
streit interessante, neuartige Strukturen induziert [21, 22, 23]. Neben diesen statischen Effek-
ten kann es durch doppelperiodische Modulation zu dynamischen Effekten wie beispielsweise
driftenden Konvektionsrollen kommen [24]. Auch mit nichtperiodischen Inhomogenititen, in
Form von sogenannten Rampen, kommt es zu einer Reihe von statischen und dynamischen
Effekten, wie z.B. der Wellenldngenselektion und driftenden Mustern [25, 26, 25, 27, 28, 29]
bis hin zu chaotischem Verhalten [30].

Diese nur kleine und unvollstindige Aufzéhlung zeigt die vielseitigen Ansétze zur Un-
tersuchung von Inhomogenitdten. Diese Arbeit widmet sich zwei wesentlichen Typen von
Inhomogenitédten, wobei in einem Fall eine stationédre periodische Konvektionsstruktur durch
Inhomogenitéten induziertes raumzeitlich irreguléres Verhalten zeigt, und im anderen Fall die
Inhomogenitét gerade die Umkehrung, ndmlich das Einfrieren einer raumszeitlich komplexen

Struktur, bewirkt.
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1.3 Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit enthélt unterschiedliche Aspekte des Einflusses von Inhomogenititen auf Kon-
vektionsstrukturen. Die Anordnung der einzelnen Bereiche folgt einem einfachen Grundge-

danken:
Vom Einfachen zum Komplezen

Hier eine kurze Beschreibung der einzelnen Kapitel, charakterisiert nach der Lage des Wel-
lenvektors der Konvektionsstruktur q zu der Lage des Wellenvektors der periodischen Inho-

mogenitit k.

qllk

In Kapitel 2 werden am Beispiel der Rayleigh-Bénard-Konvektion eindimensionale Kon-
vektionsstrukturen behandelt. Durch langwellige, rdumlich periodische Modulation der Geo-
metrie der Rénder und der Temperaturprofile entsteht ein dynamisches Verhalten der sonst
stationdren Konvektionsrollen. Der dazu fithrende Mechanismus ist die Hopf-Bifurkation durch
frustrierte Drifts. Im nichtlinearen Bereich oberhalb der linearen Schwelle kann erstmals fiir
ein reales System nachgewiesen werden, dafl diese Dynamik zu oszillierenden, wandernden
und sich irregulédr verhaltenden Konvektionsstrukturen fithrt. Weiter wird eine Realisierung
der zu dieser Dynamik notigen Symmetriebriiche ohne Verinderung der Geometrie aber un-
ter Beriicksichtigung eines temperaturabhingigen Stoffparameters vorgestells. Abschlieflend
werden die wesentlichen Ergebnisse mit einem einfachen Modell zur thermischen Konvektion,

dem erweiterten Swift-Hohenberg-Modell, reproduziert.

qllkundq Lk

In Kapitel 3 wird mit der Elektrokonvektion in nematischen Fliissigkristallen ein weiteres
reales System vorgestellt, in dem es durch periodische Inhomogenitéten, hier ein Neigungs-
winkel des Direktors an den Zellwidnden, zu einem oszillatorischen Verhalten von Konvek-
tionsstrukturen kommt. Der im vorigen Kapitel am eindimensionalen System beschriebene
Mechanismus der Hopf-Bifurkation durch frustrierte Drifts fithrt in diesem zweidimensionalen
anisotropen System zu Orientierungsoszillationen, wenn die Wellenvektoren der Modulation

und der intrinsischen Rollenlésung senkrecht aufeinander stehen.

£(q, k) beliebig

In Kapitel 4 wird die thermische Konvektion in Zellen mit groflem Aspektverhéltnis
in zwei Raumrichtungen untersucht. Durch den weiteren rdumlichen Freiheitsgrad kénnen
komplexere Strukturen wie Hexagone entstehen. Die in diesem isotropen System auftreten-
den Strukturen werden gut durch das zweidimensionale Swift-Hohenberg-Modell beschrieben.
An diesem Modell und im Rahmen einer analytischen, schwach nichtlinearen Theorie wird
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der Ubergang zwischen Rollen und Hexagonen untersucht. Inhomogenititen werden durch
einen rumlich periodischen Kontrollparameter eingefithrt. Eine periodische Struktur weicht
in diesem isotropen System einer langwelligen Modulationen aus und der Wellenvektor der pe-
riodischen Struktur stellt sich senkrecht zum Modulationswellenvektor. Kurzwellige Modula-
tionen induzieren in bestimmten Parameterbereichen Rechteckstrukturen. Abschlieend wird
gezeigt, daff Rechteckstrukturen auch durch schwache intrinsische Anisotropie mit gleichzei-
tig gebrochener Up-Down-Symmetrie iiber einen vollig unerwarteten Mechanismus entstehen

konnen.

k , ,,chaotisches” g

In Kapitel 5 wird der Einflu von periodischen Inhomogenititen auf ein raumzeitlich
chaotisches System behandelt. Das untersuchte reale System ist die vor kurzem entdeckte
Spiralturbulenz in der Rayleigh-Bénard-Konvektion. Diese wird durch ein Swift-Hohenberg-
Modell mit angekoppeltem Wirbelfeld erfolgreich reproduziert. Rdumlich periodische Modu-
lation des Kontrollparameters fithrt zum Einfrieren der Spiralturbulenz in eine glasartige
Struktur mit kleinen lokalen Oszillationen in der sonst statischen Konvektionsstruktur. An-
schlieend werden noch neuartige Doménenstrukturen untersucht, welche nach Reduktion
der Modulationsstirke in Spiralstrafien miinden. Dariiber hinaus werden durch Simulation
dieses Modells ohne Modulation fiir lange Simulationszeiten in bisherigen Arbeiten iiberse-
hene Schwichen des Modells diskutiert, die aber fiir die Ergebnisse mit Modulation keine

wesentlichen Auswirkungen haben.

In Kapitel 6 werden einige im Rahmen von Modellen und mit analytischen Rechnungen
gefundene Ergebnisse durch Simulation der vollen dreidimensionalen Bewegungsgleichungen
fir die Rayleigh-Bénard-Konvektion iiberpriift. Die wesentlichen Ergebnisse der Modellrech-

nungen konnen dabei durch die volle Simulation bestétigt werden.

In Kapitel 7 werden die Auswirkungen von periodischen Inhomogenititen auf Konvek-

tionsstrukturen zusammengefafit.
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Kapitel 2
Eindimensionale Effekte

In diesem Kapitel wird mit der Rayleigh-Bénard-Konvektion ein strukturbildendes physika-
lisches System als Prototyp fiir die Bifurkation eines rdumlich homogenen Grundzustands in
eine rdumlich periodische Nichtgleichgewichtsstruktur vorgestellt. Das Kapitel gliedert sich in
vier Teile. Im ersten Abschnitt werden die makroskopischen Bewegungsgleichungen eingefiihrt,
die Randbedingungen definiert und dann detailliert die Amplitudengleichung zur Beschrei-
bung des schwach nichtlinearen Verhaltens abgeleitet, um ein Gefihl fiir die Operator- und
Projektionstechnik zu entwickeln. In den darauffolgenden Abschnitten werden diese Methoden
auf modifizierte Konvektionszellen angewandt.

Nach dieser eher didaktisch angelegten Hinleitung wird im zweiten Abschnitt das modu-
lierte Rayleigh-Bénard-System untersucht und eine oszitlatorische Verzweigung nachgewiesen,
die durch frustrierte Drifts induziert wird. Oberhalb weiterer sekundirer Verzweigungen tritt
dabei tiberraschend ein durch externe Modulationen erzwungenes raumzeitliches Chaos auf.
Die fiir die oszillatorische Verzweigung notige Veréinderung an der Geometrie der Konvek-
tionszelle kann allerdings vermieden werden, wenn Fliissigkeiten mit temperaturabhingigen
Stoffparametern verwendet werden, wie im dritten Abschnitt gezeigt wird. Als Vorschlag fiir
die Realisierung eines solchen Experimentes wird eine herkémmliche Rayleigh-Bénard-Zelle
mit planaren Behilterwdnden und rdumlich periodisch modulierten Temperaturen an der obe-
ren und unteren Platte untersucht, in der sich ein sogenanntes Nicht-Boussinesq-Fluid, hier
eine Fliissigkeit mit einem nichtlinearen Wirmeausdehnungsverhalten, befindet.

Die in der modulierten Rayleigh-Bénard-Konvektion gefundenen Effekte werden im letzten
Abschnitt durch ein einfaches Modell erfolgreich reprodusziert. Der Amplitudengleichungsme-
chanismus wird bei diesem erweiterten Swift-Hohenberg Modell einfach und kann vollstandig
analytisch durchgefiibrt werden [31]. Sowohl die oszillatorische Verzweigung als auch das
chaotische Verhalten werden im Modellsystem gefunden. Motiviert durch die mit dem Modell
reproduzierten Ergebnisse, werden in den folgenden Kapiteln weitere Phinomene in realen
Systemen durch symmetrieangepate Modelle untersucht. Des weiteren sind die aus dem Mo-
dell gewonnenen Ergebnisse charakteristisch fiir eine Klasse von Strukturbildungssystemen

7
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und von daher universeller und nicht auf ein spezielles strukturbildendes System wie die

Rayleigh-Bénard-Konvektion eingeschrinkt.

2.1 Rayleigh-Bénard-Konvektion

In Abb. 2.1 ist schematisch eine Rayleigh-Bénard-Konvektionszelle dargestellt [32, 33, 34, 35].
Eine Flissigkeit zwischen zwei planaren, parallelen Platten wird im Gravitationsfeld von unten
geheizt. Die Fliissigkeit im unteren Bereich dehnt sich aus und wird dadurch leichter als die
dariiber liegende kiihlere Fliissigkeit. Ein kleines Fliissigkeitselement an der unteren Platte ist
daher bestrebt aufzusteigen, ein kiihleres an der oberen Platte abzusinken. Die Viskositét, also
die Reibung bei der Bewegung eines relativen Fliissigkeitsvolumens, unterbindet allerdings den
Transport bei kleinen Temperaturdifferenzen zwischen den Platten. Daher wird die Warme
nur durch Diffusion von der unteren Platte zur oberen transportiert. Wird die Heizung an

Abb. 2.1:  Darstellung einer
einfachen Rayleigh-Bénard-
Konvektionszelle. Die untere
Platte wird gleichmiBig geheizt.
Uberschreitet die  Temperatur-
differenz AT einen  kritischen
Wert, setzt Konvektion in Form

von parallelen Konvektionsrol-
len mit einer Wellenzahl A, ein,
die in der Grb8enordnung der
Flissigkeitsschicht liegt.

der unteren Platte erhSht und iiberschreitet die Temperaturdifferenz zwischen den Platten
einen kritischen Wert, kann sich die Temperaturschichtung von kalter schwerer {iber leichter
warmer Fliissigkeit nicht mehr halten und es setzt Konvektion ein, um den Warmetransport
zu erhéhen. Diese organisiert sich in Form von parallelen Konvektionsrollen, zwischen denen
alternierend warme Fliissigkeit von unten aufsteigt und kalte Flissigkeit von oben absinkt.
Die Rollen haben dabei einen Durchmesser in der Gréfle der Schichtdicke, charakterisiert

durch die Wellenldnge A.

2.1.1 Bewegungsgleichungen

Fiir die theoretische Beschreibung der Bewegung der Flissigkeit in der Konvektionszelle
miissen einige idealisierende Annahmen gemacht werden. Der Einflufl der lateralen Wéinde
soll unberticksichtigt bleiben, daher wird die Zelle horizontal als unendlich ausgedehnt be-
trachtet. Des weiteren sollen die Begrenzungsplatten ideal wirmeleitend sein und somit eine
homogene Temperatur besitzen. Die Fliissigkeit wird als inkompressibel angenommen. Damit




2.1. RAYLEIGH-BENARD-KONVEKTION 9

ist das hier behandelte physikalische System eine von unten beheizte Flissigkeitsschicht der
Dicke d zwischen zwei parallelen, unendlich ausgedehnten Platten im Gravitationsfeld g. Die
raum- und zeitabhingigen Beschreibungsgrofen der Fliissigkeit sind die Temperatur T, die
Geschwindigkeit v, der Druck p und die Dichte p. Die untere Platte habe die Temperatur Ty,
die obere die Temperatur 7,. Das Koordinatensystem wird so gelegt, daf8 die y-Achse parallel
zu den Konvektionsrollen und damit das System translationsinvariant entlang dieser Achse
ist. Fir diesen Fall ist eine Beschreibung der Konvektion in Abhéngigkeit der Koordinaten
z und z hinreichend. Alle Stoffparameter der Flissigkeit sollen temperaturunabhingig sein,
d.h. es wird die Boussinesq-Approximation verwendet. Eine Ausnahme bildet die Dichte im

Auftriebsterm. Diese habe eine lineare Temperaturabhingigkeit
p=po(l—al—-Ty)), (2.1)

wobei a der lineare Ausdehnungskoeflizient und py die mittlere Dichte der Flissigkeit ist. Die
Temperatur Ty in der Zellenmitte ist durch die beiden Plattentemperaturen bestimmt:

T, 4T,

5 (2.2)

Ty

Die Bewegungsgleichungen folgen aus den Erhaltungssitzen von Masse, Impuls und Energie.

Die Massenerhaltung liefert die Kontinuititsgleichung:
ai;[) -+ V(py) == (), (23)

Die in der Fliissigkeit aufiretenden Geschwindigkeiten sind klein gegeniiber der Schallge-
schwindigkeit, so da Inkompressibilitdt der Fliissigkeit vorausgesetzt werden kann:

Op=0 = Vv=0. (2.4)
Dies erlaubt die Einfiilhrung eines skalaren Geschwindigkeitspotentials:
vy = 0,7, v, = —0z V. (2.5)

Die Impulsbilanz wird durch die Navier-Stokes-Gleichung einer inkompressiblen Flissigkeit

mit Viskositdt 7 beschrieben:
PO + p(vV)v = —Vp + pg + nV2v. (2.6)

Nach Einsetzen der Dichteentwicklung (2.1) in den Auftriebsterm pg ergeben sich folgende

skalare Gleichungen fiir den zweidimensionalen Fall:
1
8{03 + 'Uq;azvg; + 'Uzazva; = p'_O‘ (—aq;p + 77A'U;1;) 3 (2-73;)

1
Oy + V5050, + v, 0,0, = o (=0:p+nAvy) —g (1 ~ (T —Tnr)) . (2.7b)
0
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Der Druck kann durch partielle Ableitung der ersten Gleichung nach z und der zweiten nach
z sowie anschlieBender Addition der beiden Gleichungen eliminiert werden. Unter Beachtung

der Definition des Geschwindigkeitspotentials (2.5) folgt
AT + (0,08, — 8,08,) AT = vA%p — gad, T, (2.8)

wobei v = 7?0— die kinematische Viskositét ist. Die Wérmetransportgleichung folgt aus der
Energieerhaltung und lautet in der Boussinesg-Approximation fiir eine Fliissigkeit mit Tem-

peraturleitfahigkeit r:
OT + (vV)T = kAT, (2.9)

bzw. nach Einfiihren des Geschwindigkeitspotentials (2.5):
T + (8,00, — 0;98,)T = KAT. (2.10)

Durch Entdimensionalisierung der Gréfien mit

r = 2 d, (2.11a)
, &
b=t —, (2.11b)
v o= o g, (2.11c)
T o= 7 2.11
agd®’ (2.11d)
treten in den (leichungen noch zwei dimensionslose Konstanten anf:
v
agd®
R = ,i,, (T, — To). (2.12b)

Die Prandtl-Zahl P ist charakteristisch fiir die Materialeigenschaften der verwendeten Fliissig-

keit, und die Rayleigh-Zahl R ist das Ma# fiir die duflere treibende Kraft des Systems. Die
Bewegungsgleichungen lauten dann:

8AT + (8,10, — 8,¥8,) AT = P (A*T -4,T), (2.13a)

0T + (0,V0,; — 0,¥0,)T = AT. (2.13b)

In dimensionsloser Form ist die Rayleigh-Zahl einfach die Temperaturdifferenz
R=T,—1T,. (2.14)

Viele Experimente werden mit hochviskosen Fliissigkeiten, wie z.B. Wasser oder Ol, durch-
gefithrt. Diese besitzen eine grofie Prandtl-Zahl P, z.B. im Konvektionsexperiment von Wes-
freid et al., Ol mit P ~ 490 [36]. Die weiteren Rechnungen vereinfachen sich im Grenzfall




2.1. RAYLEIGH-BENARD-KONVEKTION 11

P — oo enorm, denn dann fillt die linke Seite der Bewegungsgleichung (2.13a) weg, und es
bleibt:

A% = 8,T, (2.15a)
AT = 8T+ (0,%8, — 0,%3,)T. (2.15b)

Dieser einfache Grenzfall trifft auf eine Reihe realer Fliissigkeiten zu und wird daher gerne in
einem ersten Schritt zur Berechnung der wesentlichen Effekte herangezogen. In dieser Arbeit
wird er in einzelnen Abschnitten aus Griinden der Ubersichtlichkeit verwendet (Abschnitt
2.3.2), im Rahmen der Amplitudengleichung wird allerdings der Einflul der Prandtl-Zahl
auch quantitativ untersucht (Abschnitt 2.2.6).

2.1.2 Randbedingungen

Zur theoretischen Beschreibung der Rayleigh-Bénard-Konvektion ist neben der Angabe der
Bewegungsgleichungen die Definition der Randbedingungen fiir die Feldgrofien an den Behil-
terwédnden notwendig. Die beiden Begrenzungsplatten sollen vertikal bei z = 0 und z = 1
liegen und sich horizontal in z unendlich ausdehnen, d.h. es existieren keine lateralen Begren-
zungswinde. Die Fliissigkeit kann die Platten nicht durchdringen. Daher muf die vertikale
Komponente der Geschwindigkeit an den Platten verschwinden, v,(z =0,1) = 0 = 9, ¥(z =
0,1) = 0. Das Geschwindigkeitspotential ist also in horizontaler Richtung an den Platten
homogen vnd kann durch die Freiheit der additiven Konstante eines Potentials an diesen zn
Null gewédhlt werden:

¥ =0 bei z=0,1. (2.16)
Fiir die horizontale Komponente der Geschwindigkeit werden zwei Arten von Randbedingun-

gen unterschieden:

1. Freie Randbedingungen: Die Fliissigkeit kann an den Platten entlanggleiten. Diese Rand-
bedingung ist zwar eigentlich unphysikalisch, aber rechentechnisch wesentlich einfacher
zu handhaben. Allerdings miissen die nichtdiagonalen Elemente des Spannungstensors

verschwinden, was bedeutet, daf
00+ 0gv, =0=> 02T =0 bei z=0,1. (2.17)
2. Feste Randbedingungen: Die Fliissigkeit haftet an den Platten. Fiir das Geschwindig-
keitspotential gilt in diesem Fall:
v, =0=0,=0 bei z=0,1. (2.18)
Beide Arten von Randbedingungen werden im weiteren parallel betrachtet. Die Temperatur
hat an den Platten folgende Werte:

T=T, bei z=1, T=T, bei z=0. (2.19a)
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2.1.3 Grundzustand

Wenn die Rayleigh-Zahl R unterhalb eines kritischen Wertes R, liegt, findet der Warme-
transport von der unteren zur oberen Platte nur durch Diffusion statt. Da dies ein linearer
ProzeB ist, schichtet sich kalte Fliissigkeit iiber warmer mit linearem Temperaturgradienten
zwischen der oberen und unteren Platte. Das Geschwindigkeitspotential mufl verschwinden,
da keine makroskopische Bewegung der Fliissigkeit vorliegt. Dieser Zustand wird als Grund-
oder Primérzustand bezeichnet, und die Felder werden mit einem Querstrich gekennzeichnet:

¥ = 0, (2.20a)
T, —zR. (2.20b)

=3
|

2.1.4 Prinzip der linearen Stabilitdtsanalyse

Bei der Losung der Bewegungsgleichungen (2.13) fiir die Randbedingungen aus Abschnitt
2.1.2 sind die ersten Fragen, bei welcher kritischen Rayleigh-Zahl R, die Verzweigung vom
Grundzustand in den Sekundirzustand stattfindet, und welche Wellenzahl ¢, die auftreten-
de Rollenstruktur hat. Eine Antwort darauf gibt die lineare Stabilitdtsanalyse des raumlich
homogenen Grundzustands gegen kleine inhomogene Stérungen [34]. Hierzu miissen die Be-
wegungsgleichungen (2.13) beziiglich kleiner Stérungen v(z, z,t) um den wirmeleitenden Zu-
stand (2.20) linearisiert werden. Die resultierenden linearen Gleichungen in den Stérungen

mit konstanten Koeflizienten kénnen mit dem Ansatz
v(z,2,t) = "I (2) + cc (2.21)

gelost werden. Besitzt der Eigenwert o = A+iw bei gegebenen Parametern wie der Wellenzahl
g und der Rayleigh-Zahl R einen positiven Realteil A, so ist der Grundzustand gegen diese
Stérung instabil, fiir A < 0 stabil. Die St6rungen kénnen nach ihrer Wachstumsrate A aufstei-
gend sortiert werden. Gegen die Stérung mit gréftem A wird der Grundzustand zuerst instabil.

3000

2500}

Abb. 2.2: Neutrale Kurve fiir die

Rayleigh-Bénard-Konvektion mit

festen Randbedingungen, berechnet

aus der linearen Stabilititsanalyse.

1500 L — Oberhalb der Kurve wachsen

1 2 3 4 5 6 Storungen an, unterhalb klingen sie
Wellenzahl g ab.

Rayleigh—-Zahl R

2000f

Les s i 1
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Verschwindet ihr Imaginirteil w, so ist die entstehende Struktur zeitlich stationér. Ist er von
Null verschieden, entstehen driftende Losungen, sind die beiden grofiten Eigenwerte komplex
konjugiert zueinander, kommt es zu einer sogenannten Hopf-Bifurkation und die Struktur ist
zeitlich oszillierend. Die neutrale Stabilitdt A(R,q) = 0 ist eine Bedingung zur Bestimmung
von R(q), der sogenannten neutralen Kurve. Fiir die Rayleigh-Bénard-Konvektion mit festen
Randbedingungen ist diese in Abb. 2.2 dargestellt. Das Minimum der neutralen Kurve liefert
die kleinste Rayleigh-Zahl R, fiir die eine Bifurkation in eine Struktur mit Wellenzahl ¢,
auftritt. Fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion liegt das Minimum von R(g) bei R, = 1708 und
g. = 3.116. Diese Werte sind universell fiir alle verwendeten Fliissigkeiten. Fir freie Rand-
bedingungen sind die Werte mit R, = 657 und ¢. = 2.21 etwas kleiner, konnen allerdings

analytisch berechnet werden.

2.1.5 Amplitudengleichung

Hat eine auf den Grundzustand addierte Stérung eine positive Wachstumsrate A, wiirde sie
in den linearen Bewegungsgleichungen unendlich anwachsen. Die nichtlinearen Terme in den
Bewegungsgleichungen sittigen allerdings dieses Wachstum, so daf8 sich eine Struktur mit
endlicher Amplitude einstellt. Uber die GroBe dieser Amplitude kann die lineare Stabilitéts-
analyse keine Aussage machen. In diesem Abschnitt wird eine Gleichung zur Beschreibung
des schwach nichtlinearen Verhaltens der Amplituden abgeleitet, die sogenannte Amplitu-
dengleichung, auch komplexe Ginzburg-Landau- oder Ordnungsparameter-Gleichung genannt
[37, 38]. Die Ableitung ist fiir freie Randbedingungen analytisch moglich, weil in diesem Fall
die z-Abhingigkeit U(z) durch eine einfache Sinusfunktion gelost wird. Fir feste Randbedin-
gungen kann eine Entwicklung der z-Abhéngigkeit des Geschwindigkeitspotentials in einem
speziellen Funktionensystem, das die Randbedingungen (2.18) erfiillt [34], vorgenommen oder,
wie es hier gemacht wird, die z-Abhingigkeit vollkommen numerisch behandelt werden. Das
Verfahren wird numerisch fiir beide Randbedingungen durchgefiihrt, was eine gute Fehler-
abschétzung zu den bekannten analytischen Ergebnissen fiir freie Randbedingungen erlaubt.

Das Konzept der Amplitudengleichungen in der Strukturbildung hat sich seit der Einfiih-
rung vor fast 30 Jahren [37, 38] als schlagkréftiges Instrument bewahrt [2]. Zuerst wurden die
Koeffizienten fiir freie Randbedingungen und unendliche Prandtl-Zahlen berechnet [39], dann
auch fiir feste Randbedingungen und endlicher Prandtl-Zahlen [40]. Die analytischen Werte
ihrer linearen Koeffizienten wie der Zeitskalierung 79 und der Kohéirenzlinge &y stimmen gut

mit entsprechenden Experimenten iiberein [36].

2.1.5.1 Ansatz

Das Temperaturfeld und das Geschwindigkeitspotential werden in den Grundzustand und

kleine St6rungen aufgespalten:

T(z,2,t) = T(z,z) +0O(z, 2, 1), (2.22a)
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U(z,2,t) = U(z, z) +®(z,2,1). (2.22b)
N, e’ Ntz sz’
Grundzustand Stérung

Die Felder © und ® beschreiben kleine Abweichungen vom Grundzustand. Sie werden also erst
aktiv, wenn die Rayleigh-Zahl den kritischen Wert {iberschritten hat, R > R.. Sie enthalten
dann die rdumlich periodische Struktur der Konvektionsrollen. Ihre Bewegungsgleichungen
ergeben sich durch Einsetzen des Ansatzes (2.22) in die Bewegungsgleichungen (2.15):

80 — A® + R3,® = — (9,88, — 0,85,) 0O, (2.23a)

Um die Struktur der Gleichungen zu verdeutlichen, werden beide Felder in einem Vektor

. [ ©
u-(q}), (2.24)

und die Bewegungsgleichung in Matrixform,

zusammengefalt,

My + LT = N (), (2.25)

geschrieben. Links stehen dabei die linearen Terme, rechts die nichtlinearen. Die linearen

Operatoren haben folgende Gestalt:

_ 3 1
c=| 78 B% ) (50 M = ) e
und die Nichtlinearitit lautet:
B (0,20, — 0,20,) A®

2.1.5.2 Trennung der Skalen

Die kleinste Rayleigh-Zahl R, bei der eine Verzweigung vom Grundzustand in den Konvekti-
onszustand erfolgt, liegt am Minimum der kritischen Kurve. Die dort entstehende Rollenstruk-
tur hat eine Wellenlénge ¢.. Die z-Abhingigkeit der Felder hat daher die Form (e'%* + cc).
Liegt die Rayleigh-Zahl R etwas oberhalb von R, kann ein ganzes Band von Wellenldngen
(gc—Agq- - g.+Aq) angeregt werden. Aus der Entwicklung der kritischen Kurve im Minimum,
1 8°R

Ag4 = 2%
i+3 dg?

OR
Oq

0

(Ag)?, (2.29)
ge

R(q. — Aqg) ::\Iisgi)/'*'

R

gc
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ist zu erkennen, daf das mégliche Wellenldngenband mit der Wurzel der Abweichung von der
Rayleigh-Zahl skaliert:

1 8°R 9
—R &= — . 2.
R—-R, 2 3¢ |, (Aq) (2.30)
Diese Abweichung wird in der dimensionslosen kleinen Gréfie
R - Rc
= 2.31
‘TR, (2.81)

gemessen und Kontrollparameter genannt. Da also Ag « €z ist, gilt fir die z-Abhingigkeit
der Felder: 1

i@ +Agz) _ (igem+eZ Q) — ilgea+QX) (2.32)
wobei @ von der Gré8enordnung eins ist. Die neue Ortsvariable

X = ¢tz (2.33)

variiert sehr viel langsamer als z. Das zeitliche Verhalten der Losung wird durch €*°t be-
schrieben, mit ¢ = A + 4w . Die kritische Kurve ist die Menge der Parameterkombinationen
von q und R, deren Wachstumsrate A gerade Null ist, A(g, R) = 0 . Da dies fiir alle ¢ gilt,
verschwindet auch die Ableitung nach ¢:

d\ 8  OAdR

e s sl s e, YT 2'34
dg  9q ' OR dg (2.34)
Im Minimum der kritischen Kurve,
dR
Ea-lqc =0, (2.35)
ist 0 = we. Die Entwicklung von w, im Minimum,
Ow 1 0%w
—Ag) = —| Agq+z | (Ag)? 2.36
w(ge — Ag) = w(ge) + 54|, e qc( q)*, (2.36)
We
vg Q
zeigt fiir das Zeitverhalten:
gl o (Wt A+ (MG _ gilwettuge? t4Qet) _ i(wet+v, Ti+OT) (2.37)
Hier wurden zwei Zeitvariablen,
1
T) = €2t, T = et, (2.38)

eingefiihrt, die wieder verglichen mit der Zeit ¢ langsam skalieren. Bei der hier vorliegenden
stationiren Verzweigung ist w, = 0 entlang der kritischen Kurve. Daher ist in deren Minimum

dwe Ow;  Ow.dR ?&Jﬁ

ZFe X7 4 THe Tt - 2.
- 9g ToRd -7 gl =0 (2.39)
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und eine explizite Zeitabhingigkeit von T entfillt. Dies ist bei den oszillatorischen Verzwei-
gungen in Systemen mit Modulationen in den néichsten Abschnitten nicht mehr gegeben.
Die Entwicklung der Loésung in der Nihe des kritischen Punktes erfolgt also sowohl zeitlich
als auch rdumlich auf langsamen Skalen. Es liegt daher nahe, die Lsung nach diesen Zeit-
skalen zu trennen. Dies geschieht, indem die Lésung am kritischen Punkt mit einer langsam

variierenden Amplitude versehen wird:
@z, 2,8, X, T) = A(X, T)e %" (2) + ce. (2.40)
Die z-Abhéngigkeit der Losung wird dabei nicht verdndert. Fiir freie Randbedingungen 148t

U(z) = ( sin(rz) ) . (2.41)

sin(7z)

sie sich sofort angeben:

Die Gleichung, die das Verhalten der Amplitude A(X,T) beschreibt, wird Amplituden-
gleichung genannt. Fiir ihre Herleitung wird die Lésung % nach dem kleinen Parameter €
entwickelt:

@ = €3iig + eily + €3y + -+ (2.42)

Diese Entwicklung wird in die Bewegungsgleichung (2.25) eingesetzt. Die schnellen Variablen
(z,t) werden als unabhingig von den langsamen Variablen (X,T) angenommen. Die auf die
schnellen Variablen wirkenden Operatoren in den Bewegungsgleichungen (2.25) wirken wegen

der Kettenregel auch auf die langsamen Variablen [41]:
0y — Oy -+ €28x, Oy — O + eOr. (2.43)

Daher kénnen die Operatoren auch nach Potenzen von e sortiert werden:

L = Lo+eili+elo+--, (2.44a)

N@ = eNy(@)+ e (Naalido) + Nap(ilo, @) + - (2.44b)

Sie haben folgende Form:
-28,0x  R.Ox —0% R.0;
Ly = ’ Ly = 252 292 |
Ox —48,A0x 0 —60205 —2020%
— 9p D08, — 8,800;) ©
Nl(u()) — . ( 0 0 ) 0 ,
# (02200, — 0, P00z) APy

(Ox @00, — 8,P90x) Op

£ [0x D004
—8,8¢ (3333}(@0 + 3223)(@0)
+20,200;0:0 o]
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(C%‘I’o@z - 8z‘1>03z) @l
+ (8:c@laz - 3;:@10:1:) @0
Nop(ty, Uy) =
2{{f0, ) [(0:200. — 8.200.) A

2
+ (85810, — 8,810;) A
Fiir die Rayleigh-Zahl gilt nach (2.31):

R=R.+¢€R, (2.45)

Die Bewegungsgleichung zerfillt in ein hierarchisches Gleichungssystem nach Potenzen von e:

€7 : (MO, + Lo)ilo = 0 (2.46a)
€: (M@t -+ ﬂo) i = ]\71 (’I_J:()) — L1y (2.46b)
€8 : (MO + Lo)ily = Nag(ily) — L1 — MBpily — Loty + Noy(ilo, @)  (2.46¢)

Die erste Gleichung beschreibt gerade die Struktur am Verzweigungspunkt @y und kann leicht
berechnet werden. Aus der zweiten Gleichung kann dann ; bestimmt werden. Die Berechnung
von Uy aus der dritten Gleichung ist nicht notig [41, 2]. Wie im néchsten Abschnitt gezeigt
wird, kann diese Gleichung auf die adjungierte Lésung von @y projiziert werden. Daraus folgt
dann eine Losbarkeitsbedingung fiir A(X,T).

2.1.5.3 Berechnung von iy

Da die Entwicklungen im vorherigen Abschnitt im Minimum der kritischen Kurve gemacht
wurden, stellt 4, gerade die stationdre Losung am kritischen Punkt dar. Fiir freie Randbedin-
gungen kann diese sofort angegeben werden. Da hier auch feste Randbedingungen betrachtet
werden, wird ein numerischer Algorithmus zur Berechnung herangezogen [42]. Die Struktur

ist zeitlich stationdr ist, so da lediglich
Loty =0 (2.47)

geldst werden muf. Dazu kann der zeit- und z-abhingige Anteil mit folgendem Ansatz abse-
pariert werden:
Oo(z,2,t) = Ape?e!®Oy(z) + cc, (2.48a)
Bo(z,2,t) = Apetd®dy(z) + cc. (2.48b)

Die komplexen partiellen Differentialgleichungen aus (2.23) werden mit folgenden neuen Va-
riablen
n,2 = Re Im (0y(z)), (2.49a)
ysa = Re, Im (8,0¢(z)), (2.49b)
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ys6 = Re,Im (2o(2)), (2.49c)
yrg = Re,Im (8,D0(2)), (2.49d)
yoi0 = Re,Im (82%0(2)), (2.49¢)
yiri2 = Re,Im (03®0(2)) (2.49f)

d.h. mit ungeradem Index fiir den Realteil und geradem Index fiir den Imaginirteil, in ein

System von einfachen partiellen Differentialgleichungen iiberfiihrt:

:y1 = ys, (2.50a) O.y1 = o, (2.50g)
O:y2 = Y4, (2.50b) O:y8 = Yo, (2.50h)
O3 = —qReys + 1, (2.50c) O:y9 = w1, (2.501)
8,94 = qecReys + 2y, (2.50d) O:y10 = Y12, (2.505)
8ys = ur, (2.50e) By11 = —qey2 — qrys + 2q°y(2.50k)
0.6 = Ys, (2.50f) 812 = qoy1 — doys + 2q2y10. (2.501)

Es kann nun eine Menge von Indizes der y;(z) angegeben werden, die die Randbedingungen

enthalten:

I'= {1,2,5,6,9,10} freie  Randbedingungen, (2.51a)
I's= {1,2,5,6,7,8} feste Randbedingungen. (2.51b)

Die Randbedingungen lauten dann:
y(0)=0, y(1)=0, Vi€l (2.52)

Die Gleichungen (2.50) stellen mit den Randbedingungen (2.51,2.52) ein Randwertproblem
dar. Dieses la88t sich aber durch eine einfache Annahme in ein Anfangswertproblem iiberfithr-
en. Die Startlésung an der unteren Platte bei z = 0 wird als Linearkombination von 12 linear

unabhingigen Vektoren dargestellt:
12
7(0) = a;i7;(0). (2.53)
g=1
Als Basissystem werden die zwolf Einheitsvektoren verwendet:
75(0) = €. (2.54)

Um die Randbedingungen (2.51,2.52) zu erfiillen, miissen die Koeffizienten der Einheitsvek-
toren, die in den Randbedingungen enthalten sind, verschwinden:

;=0 Vjel (2.55)
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Dadurch vereinfacht sich die Startldsung zu

7(0) = ) _ o;;(0). (2.56)

J¢l
Alle in dieser Startlésung enthaltenen Vektoren werden nun einzeln mit einem Runge-Kutta-
Verfahren bis z = 1 aufintegriert. Dies ist erlaubt, da £ ein linearer Operator ist. Die Losung

1) =Y o5f;(1). (2.57)

jel
Die Randbedingungen (2.51, 2.52) verlangen, da die in der Startlosung ausgeschlossenen
Vektoren auch an der oberen Platte ausgeschlossen werden miissen. Dies liefert ein Glei-

dort lautet dann:

chungssystem fiir die ;:
e (1) =0 Vel  (2.58)
h¢l
wobeil der hochgestellte Index das Element des entsprechenden Vektors bezeichnet. Dieses
homogene Gleichungssystem hat nur dann eine nichttriviale Losung, wenn die Determinante
verschwindet. Diese hingt noch von der Wellenzahl ¢ und der Rayleigh-Zahkl R ab. Bei vor-
gegebenen ¢ kann die Nullstelle der Determinante durch Variation von R berechnet werden.
Das liefert die kritische Kurve Ry(q). Die kritische Wellenzahl ist dann die Wellenzahl am
Minimum dieser Kurve, ¢; = min(Ro(q)).
Dieser Algorithmus wurde fir beide Randbedingungen durchgefiihrt und die kritischen

Werte auf 14 Stellen genau bestimmt:

frei : o = 2.2214414708 R, = 657.5113645 (2.59a)
fost : g = 3.1163235616 R, = 1707.7617771 (2.59b)

Die Werte fiir freie Randbedingungen lassen sich mit den analytisch exakt berechenbaren
Werten vergleichen. Eine Abweichung ergibt sich erst in der neunten Nachkommastelle.

2.1.5.4 Normierung von iy

Die nichttriviale Lésung des linearen Gleichungssystems (2.58) ist bis auf einen beliebigen
Faktor bestimmt. Bei den linearen Koeffizienten spielt dieser Faktor keine Rolle. Uber die
nichtlinearen Terme trigt er allerdings zur Skalierung der Amplitude Ay bei. Daher mufl
die aus dem Lésungsvektor resultierende Losung fiir @y normiert werden. Prinzipiell ist jede
Normierung méglich. Um aber den Bezug zu einer experimentell fafbaren Grofe zu erlauben,
soll das Betragsquadrat der Amplitude Ag proportional zum dimensionslosen konvektiven
Wirmestrom sein [40]:

= (u = 1)3- = [ Aof?, (2.60)
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Die dimensionslose Nusselt-Zahl ist definiert als
_ Gesamtwarmestrom (2.61)

Nuy= .
“ W armeleitungsstrom

Da sich der Gesamtwirmestrom aus einem wéirmeleitenden und konvektiven Anteil zusam-
mensetzt, entspricht Nu — 1 gerade dem Verhéltnis von konvektivem zu diffusivem Wirme-

strom. Die Berechnung erfolgt iiber die Dichtedefinition:
8T + V75 =0. (2.62)

Die Zeitableitung der Temperatur folgt aus der Energieerhaltung (2.9). Da nur inkompressible
Fliissigkeiten betrachtet werden und es im unendlich ausgedehnten System keinen horizontalen
Wairmestrom geben darf, gilt fiir den vertikalen Warmestrom:

Jz = —0; ¥ T — 0,T. (2.63)

&

Der stationire Warmestrom ergibt sich aus dem Grundzustand (2.20):
-stal.

Ja'® = R = const. (2.64)

Der konvektive Wiarmestrom berechnet sich aus dem Sekundirzustand:

g = _9,8 © - 8,0. (2.65)
In die Nusselt-Zahl gehen nicht die Strome selbst, sondern ihr Mittelwert durch eine Einheibs-
fldche,
o
o / do (—0,@ © — 8,0) = ig(PO* — 3%0), (2.66)
0
ein. Beide miissen noch vertikal mit
, 1
<>,= /dz, (2.67)
0

gemittelt werden. Dann ist

_ < S+ <G >0 < ig(Do0F — B%O) >,

Nu - =1+ 2.68
< Jstat. >:z:,z Rc ( )
Die Normierung fiir @y erfolgt in zwei Schritten. Zuerst wird iy auf 1 normiert,
1
/&:(t)?np — ,a'glt (2.69)

J< 18P +100P >,

dann so, daBl bei der Amplitudengleichung die Nusselt-Zahl richtig herauskommt:

R
— — —otmp C . 2'
0= "% \/ < ig(®00F — ©5600) > (2.70)
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2.1.5.5 Berechnung der adjungierten Losung a},

Das zu (2.47) adjungierte Problem,

clal =o, (2.71)
mit
~A -3
L= ® ], 2.72
(—Rcagc —A2> (2.72)

148t sich mit dem in Abschnitt 2.1.5.3 vorgestellten Algorithmus leicht 16sen. Mit dieser Losung
kann unter der Verwendung von

<a|ci>'> = (c'ap) (2.73)
bei der Skalarproduktbildung aus der Gleichung (2.46c) eine Lésbarkeitsbedingung fiir Ao
gewonnen werden, ohne @y selbst zu bestimmen:

(@10, 0)) = (@flcotiz) = (Lhafidz) = o. (2.74)

Diese Méglichkeit ist in der Mathematik unter dem Begriff Fredholmsche Alternative [43] be-
kannt und bedeutet hier, dafi Losungen zu den Gleichungen niedriger Potenzen in € nicht
durch Losungen in héheren Potenzen beeinfluflt werden diirfen, da die Losungsraume ortho-
gonal sein miissen. Die adjungierte Losung 'E/,'E braucht im Gegensatz zu % nicht normiert zu
werden, da sie nur bei der Skalarproduktbildung auftritt und sich die Koeffizienten aus Quo-
tienten von Skalarprodukten berechnen. Das Skalarprodukt zwischen zwei Funktionen a@(z, #)

und b(z, z) ist hier als

[ele} 1
<a|13'> = / dx / dz (a}by + aiby) (2.75)
—00 0

definiert. Da die z-Abhingigkeit bei den Funktionen nur in Termen von €%% mit n =
0,41, %2, ... auftritt, ergeben sich bei der Integration é-Funktionen. Es iiberleben dann nur
Skalarprodukte, bei denen sich die Exponentialterme €™%® im Integranden wegheben.

2.1.5.6 Berechnung von #;

Nachdem aus der Gleichung (2.46a) in der Ordnung €7 die Grundlosung @y berechnet wurde,
kann damit aus der folgenden Gleichung (2.46b) in Ordnung € der néchste Entwicklungsterm

von % bestimmt werden:
(M@t -+ ﬂo) 41 = N (’170) — Ly . (2.76)

Auf der rechten Seite tauchen dabei nur von @y abhéngige Terme auf. Da %y unabhingig von
t ist, entfillt die Zeitableitung auf der linken Seite. Die Terme der linken Seite ergeben eine
Summe von strukturell verschiedenen Termen in Abhingigkeit von z und Ay, jeweils versehen
mit einer z-abhingigen Funktion ﬁ(z), die aus der Aufintegration von @y berechnet werden
kann:

Loty = fi(z) |Ao|? + falz) 4269 + f3(2)0x Aoe™® + cc. (2.77)
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Die beiden ersten Terme stammen aus der Nichtlinearitit, der dritte vom linearen Operator.

Von daher muf %; folgende Struktur haben:
T = G (2) |Ao|? + §a(2) A2e"28" + G3(2)Bx Age™®® + cc. (2.78)

Die Berechnung der §;(z) erfolgt durch Koeffizientenvergleich:

(83 0 )guz) A,

0 &

—(—4¢2 + 82) i2g. R, ) }
( 12¢c z —(—4¢2 + 82)* 2(2) = hl2),

—(~¢; +92) igeRe ; .
%) = Z).
( Qe _(_qg _*_33)2 3(%) f3(2)

Alle drei Gleichungen sind von gleicher Form:
G4() = f12). (2.79)

Die partiellen Differentialgleichungen werden mit dem Ansatz (2.49) in ein System von par-

tiellen Differentialgleichungen umgeschrieben:
gi(z) = §(z). (2.80)
Aus dem Operator ¢ folgt dann die Ableitung:
G = 0,y(z). (2.81)
Die Losung setzt sich aus einem homogenen und einem inhomogenen Anteil zusammen:
Glz) = 7" (2) + §" (2). (2.82)

Das homogene System kann nach demselben Algorithmus wie in Abschnitt 2.1.5.3 gel6st
werden. Die homogene Losung wird an der unteren Platte als Linearkombination von Ein-
heitsvektoren geschrieben und diese werden einzeln bis zur oberen Platte aufintegriert:

7m(0) = Gg(z) = 0 = §*™(1). (2.83)

Dabei ergibt sich folgendes Gleichungssystem fiir die Koeffizienten des homogenen Anteils
von §(z):
S a1y =0 Vi el (2.84)
J1gl
Zur Berechnung der inhomogenen Losung wird der Startvektor 7™?(0) als Nullvektor ange-
‘nommen und die Inhomogenitit beim Aufintegrieren abgezogen:

-
P

F™(0) = Gd(z) — fz) = 0= F**(1). (2.85)
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Das Gleichungssystem fiir die Koeffizienten des inhomogenen Anteils von (%) lautet dann:

G TP (1) = P (1) Vi el (2.86)

J1¢l
Der homogene Anteil der Losung entspricht der Loésung @y und braucht daher nicht betrach-
tet zu werden. Bei der Loésung des Terms L)y ist die Losung des Gleichungssystems nicht
eindeutig, da die Matrix singuldr ist. Der frei wihlbare Parameter sorgt lediglich dafiir, da8
in der Losung Anteile enthalten sind, die bei der spateren Projektion auf ﬂ‘g herausfallen.
Daher wird dieser freie Parameter im folgenden immer zu Null gew#hlt. Technisch werden
die iiberbestimmten Gleichungen aus dem Gleichungssystem eliminiert und das reduzierte

System gelst.

2.1.5.7 Berechnung der Koeflizienten

Wie in Abschnitt 2.1.5.5 erwéhnt, folgt aus der Projektion der Gleichung (2.46¢) in Ordnung
¢z auf 1753 eine Lisbarkeitsbedingung fiir Ag. Da weder 4y noch @) von ¢ abhiingt, hat diese

Gleichung folgende Form:
,Coﬂ'z = Nza(ﬁo) -+ ]\721,(’170, ﬁl) - Clﬁl — MaTﬂo - ,Czﬂ'o. (2.87)

In die rechte Seite werden die Lésungen fiir ilp und 4 eingesetzt. Die dabei auftretenden
Terme werden auf ﬂ’g projiziert und liefern so Kounstanten, aus denen die Koeffizienten der

Amplitudengleichung berechnet werden konuen:

<ag|czao> = 1 do + 0% Ay,
<7751M3Tﬁ0> = ¢307Ao,
(@liNeal@)) = 0,
(1 Nan(T0, T)) = a0k Ao+ cs |Aof? Ao,

Bei der Berechnung von ]\72a(12'0) treten nur Terme oc A§8xAp und o« Agdx Aget?%® auf.
Diese sind in ihrer z-Abhéngigkeit orthogonal zu '&‘6, und ihr Skalarprodukt ist Null (siehe
auch Abschnitt 2.1.5.5). Die Konstante cs setzt sich ihrer Herkunft nach aus den Termen
o [Aolz und o< A2 von #; zusammen. Da auch alle komplex konjugierten Terme in den
Gleichungen enthalten sind, ergibt sich in beiden Féllen mit dem entsprechenden Teil aus 4y
ein Term o |Ap|? Apee?. Die durch Projektion entstandene Gleichung enthilt zwei identische
Amplitudengleichungen fiir Ag und Aj. Die Gleichung fiir Aj wird im weiteren nicht explizit
angegeben. Alle Terme zusammengefafit ergeben die Amplitudengleichung:

T00rAg = Ag + £20% Ao — go | Ao]* Ao. (2.88)
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Die Koeflizienten berechnen sich aus:

c3 9 Cotc cs
= 2 = = 2.89
70 Cl, §0 a1 ’ go Cl, ( )

und werden als Relaxationszeit, Kohdrenzlinge und nichtlinearer Koeflizient bezeichnet. Die
numerischen Werte lauten im Grenzfall unendlich grofier Prandtl-Zahlen (P — o0):

Tofrei =  0.06754745578, (2.90a) Tofest =  0.0508928347, (2.91a)
€2 i =  0.27018982305, (2.90b) €2 o =  0.1480344521, (2.91b)
gofrei = —0.50000000002, (2.90c) gofest = —0.6992747003. (2.91c)

Die Genauigkeit des Algorithmus 148t sich am besten an den Werten fiir freie Randbe-
dingungen ablesen, da diese auch analytisch berechnet werden konnen. Alle drei Konstanten
haben zu diesen Werten 7o = 527,{o = 355z, go = 3, einen Fehler kleiner als 1071, Die Werte
fiir die festen Randbedingungen stimmen sehr gut mit bekannten Rechnungen iiberein [40, 42].

2.1.5.8 Reskalierung der Amplitudengleichung

Die im letzten Abschnitt abgeleitete Amplitudengleichung (2.88) enthilt die von den langsa-
men Variablen abhéngige Amplitude A¢(X,T). Diese kann wieder auf die schnellen Variablen
z und ¢ reskaliert werden. Dazu wird die Umkehrung der Operatordefinition (2.43) verwendet:

1 1
Ay =¢€eA Ox = —50; Or=-0
o=ed Ox=-50; Op=-0
Damit lautet die Amplitudengleichung:
T00,A = €A+ £§02A — go |Af* A, (2.92)

2.2 Rayleigh-Bénard-Konvektion mit modulierten Rindern

Nachdem im vorherigen Abschnitt die Rayleigh-Bénard-Konvektion in einer Konvektionszelle
mit ideal planaren und wirmeleitenden Behélterwénden berechnet wurde, wird nun der Ein-
fluf von Inhomogenitdten an diesen Wénden auf die Konvektion untersucht. Es werden dabei
zwei unterschiedliche Quellen fiir die Inhomogenitéiten unterschieden, die aber auf jeden Fall
zeitunabhingig sein sollen: Zum einen kénnen die Begrenzungsplatten Rauhigkeiten enthal-
ten, d.h. es tritt eine Verdnderung in der Geometrie auf. Zum anderen miissen die Platten
nicht ideal wédrmeleitend sein, wodurch ein inhomogenes Temperaturprofil entstehen kann. In
beiden Fillen setzt aufgrund der Inhomogenitdten bereits im Grundzustand Konvektion ein,
die als Primérkonvektion bezeichnet wird [11, 44]. Im Fourierspektrum der Inhomogenitéiten
treten dann verschiedene Wellenldngen auf. Zur Untersuchung des Einflusses auf den Einsatz
der Konvektion sind aber vor allem jene Inhomogenititen einer bestimmten Wellenldnge Aps
relevant, die von der Groflenordnung der Wellenldnge der Konvektionsrollen A, oder gréfier
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sind. Uber sehr kurzwellige Stérungen wiirden die Konvektionsrollen schlicht hinwegmitteln
[10]. Im Bereich Apr & A; ist mit Resonanzeffekten zu rechnen [11, 15, 17, 45], die zu einer kom-
plizierten Wechselwirkung zwischen Primér- und Sekundarkonvektion fithren. Fiir langwellige
Modulationen separieren die Lingenskalen der beiden Konvektionen und kénnen getrennt be-
rechnet werden. Dabei beeinflufit die Primérkonvektion den Einsatz der Sekundérkonvektion,
erhilt diesen jedoch als scharfen Verzweigungspunkt, also perfekte Bifurkation. Daher werden

die folgenden Rechnungen im langwelligen Limes Apr > A, durchgefiihrt.

2.2.1 Geometrische Modulation

Die obere Platte der Konvektionszelle sei nun gewellt mit der Wellenldnge A\, wie in Abb. 2.3
skizziert. Geometrische Inhomogenitdten an beiden Platten wiirden im weiteren zu einer sehr
komplexen Koordinatentransformation fiihren, ohne daf qualitativ neue Effekte zu erwarten

wéren. Das Koordinatensystem wird so gelegt, dafl die Platten bei

z=0 (untere Platte) und z =14 Hy(z) (obere Platte) (2.93)

liegen. Der Modulationsterm hat die Form:
Hy(z) = Fy cos(nokz). (2.94)

Als Wellenzahl werden ganzzahlige Vieliache einer kleinen Wellenzahl k zugelassen. Die Be-
wegungsgleichungen (2.13) werden durch die Anderungen am Rand nicht beeinflufit. Bs wird
jedoch sehr schwierig, die Randbedingungen fiir das Geschwindigkeitspotential (2.17,2.18) an
der oberen Platte einzuhalten. Daher wird das ganze System der Koordinatentransformation

£=u = (2.95)

 TE I @) ‘

unterworfen. Die Platten liegen nun wieder planar bei 7 = 0 und = 1. Als Preis dafiir werden
die Operatoren in den Bewegungsgleichungen (2.13) durch die Transformation komplizierter.

obere Temperatur

‘ IF,

il Abb. 2.3: Modulationen an der
Rayleigh-Bénard-Zelle. Die obere
Platte ist mit Wellenldnge A und
Amplitude Fy gewellt. An der un-
teren und oberen Platte wird ei-
ne zusatzliche Heizung mit Wel-
lenldngen A; bzw. A; und entspre-
................................. IF2 chenden Amplituden F5 und Fy
2 S angebracht

untere Temperatur
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Fiir eine einfachere Schreibweise werden zwei Funktionen eingefiihrt:
1 1

@ =1 F Ho(€) L+ Fp cos(kE)’ (2.96a)
_ —8Ho(§) _ Fonok sin(nok€)
b = 1+ Ho(¢) = 1+ Fy cos(nok€)’ (2.96b)

In den neuen Koordinaten £ und n werden die Bewegungsgleichungen (2.13) umfangreicher
und sind in fithrender Ordnung der kleinen Wellenzahl & von der Form:
8 (7 +C*02+2nD 8 8,) T =
~((C9y) ¥ (@ +nD &) — (8 +1D 8,) W (C8,)) (88 + C? 62+ 20D 8 8,) ¥
+P (B +C* 0, +4nD 8 8, +2C%8; 07 +8C* D 905 +4C* D1 8:03) ¥

—P (8 +n D 8,) T + O(k?), (2.972)
8T = ~((C0) W (3 +1 D 8y) ~ (9 +n D 8,) U (C ;) )T
(0} +C? 82 + 20D 3 8,) T+ O(k?). (2.970)

Dabei sind schon alle Terme héherer Ordnung in k vernachldssigt worden. Dennoch ist es
technisch einfacher, viele Terme in den Bewegungsgleichungen zu behandeln, als komplizierte
Randbedingungen zu erfiillen. Der Umfang dieser Gleichungen macht aber auch klar, warum
die geometrische Modulation nur an einer Platte untersucht wird: Die gleichzeitige Koordi-
natentransformation von zwei krummlinigen Rindern wiirde die Anzahl der Terme in den
Gleichungen drastisch erhéhen. Diese Transformabion wurde in dem einfacheren Fall der frei-
en Konvektion in einem pordsen Medium bei resonanter Modulation ausgefiihrt und findet
sich in Ref. [18].

2.2.2 Modulation der Temperaturprofile

Die Modulation der Temperaturprofile schldgt sich lediglich in den Randbedingungen nieder.
Daher kénnen hier, anders als bei der geometrischen Modulation, beide Rdnder betrachtet

werden:
Tn=1) = To+Hi(§), (2.98a)
T(p=0) = T,+ Hy(¢). (2.98b)
Die beiden Modulationsterme
Hy(¢) = Fjcos(niké), (2.99a)
Hz(&) = By COS('I’szE), (2.99b)

enthalten wie die geometrische Modulation ganzzahlige Vorfaktoren n; und ng fiir die gemein-
same Wellenzahl k. Damit kénnen alle drei Modulationen in kommensurable Verhiltnisse ge-
setzt werden. Im Grunde wiirde die Betrachtung einer Temperaturmodulation ausreichen, fir
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die Behandlung von Nicht-Boussinesq-Fluiden werden jedoch beide bendtigt und deshalb in
die folgenden Betrachtungen aufgenommen. Die Randbedingungen fiir das Geschwindigkeits-
potential 4ndern sich durch die Temperaturmodulationen nicht. Somit ist nun mit den Bewe-
gungsgleichungen (2.97) und den Temperaturrandbedingungen (2.98) das System vollstindig
beschrieben, welches im weiteren niher untersucht wird.

2.2.3 Grundzustand

Durch die Modulationen ist bereits im Grundzustand eine schwache Konvektion auf der Ling-
enskala Apr = 27 /k zu beobachten. Im Limes grofler Modulationswellenléngen Aps kénnen die
Felder des Grundzustands 7 und ¥ nach Potenzen von ¥ < 1 entwickelt und analytisch
berechnet werden [44, 45]:

T(,n) = Tu+H(e)+n (Hi(6) - HB() - R) +O®K?), (2.1002)

Y(E,mn = "O‘IZ(Pl (M3 Ha(§) + (2.100D)
Po(n) (06 (H1(6) = Ha(6)) + D(E)(—R + Hy(€) — Ha(€))) O(k?).

Der Grundzustand ist in dieser Ordnung unabhingig von der Prandtl-Zahl. Die beiden Poly-

nome,
freie Randbedingungen feste Randbedingungen
L. 1 .
Pi(n) = 566("“577“‘ 3073 + 157), P(n) = T§6(5’72 — 109® + 59h), (2.101a)
1 1
Pn) = %(777—1077%3775), Py(n) = T2_0(2”2_3’73+"5)’ (2.101b)

sorgen dabei fiir die richtigen Anschlubedingungen des Geschwindigkeitspotentials und un-
terscheiden sich natiirlich fiir beide Randbedingungen.

2.2.4 Ableitung der Amplitudengleichung

Die Ableitung der Amplitudengleichung kann nach dem gleichen Prinzip wie fiir das unmo-
dulierte System aus Abschnitt 2.1.5 erfolgen. Allerdings miissen ein paar wesentliche Punkte
bei der Trennung der Skalen beachtet werden. Fir die Ortskoordinate wird die langsame
Lingenskala X eingefiihrt, und in der Zeit mufl nun auch die T7-Abhéngigkeit berticksichtigt
werden, da die Verzweigung oszillatorisch werden kann, d.h. w, % 0 in (2.39):

X =es¢, T, =eit, T=ct (2.102)

Dem entsprechend sind aufgrund der Kettenregel [41] folgende Ersetzungen fiir die Ableitung

vorzunehmen:
B — 8 +€30x, Oy — Oy + €28r, + €O (2.103)
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Der lineare Zeitoperator M (2.27) entwickelt sich nach den drei Zeitskalen ¢,7}7 und 7"
M8y = Mody + €7 (MoBq, + M18y) + € (MoBr + M181, + M2dy), (2.104)

wobei die explizite Form in Anhang B angegeben ist. Da die Modulationswellenlinge grof3
ist, liegen die Modulationsterme auf der langsamen Lingenskala. Damit die Modulationen an
den Réndern in einer Amplitudengleichung relevant werden, werden kleine Modulationsam-
plituden,

Fi=¢iF, = Hi(X)=e?Fcos(nikX) = ez H;(X), (2.105)
angenommen. Die F; sind dann von der Ordnung eins. Bei den spiteren Berechnungen zur
Amplitudengleichung und im Vergleich mit direkten Losungen [44] wird sich zeigen, da8 diese
Annahme sinnvoll und gerechtfertigt ist. Durch die Koordinatentransformation (2.95) wurden
die Bewegungsgleichungen sehr kompliziert. Mit der zusétzlichen Annahme kleiner Modula-
tionsamplituden werden viele Terme in (2.97) von héherer Ordnung und somit irrelevant fiir
die Amplitudengleichung. Dies erméglicht wieder eine einfache Operatorentwicklung und Pro-
jektion. Die Hilfsfunktionen (2.96) enthalten Modulationsterme im Nenner und werden in €

entwickelt:
= 1 . -
C(X) = —F———=1—€e3Hy(X)+eH(X)..., 2.106a
(X) T ) o(X) 0(X) ( )
pry = —OxHE) o (x) 4 SH(X)xHo(X) ... (2.106b)

Temperaturfeld und Geschwindigkeitspotential werden entsprechend (2.22) in Grund- und
Sekundérzustand aufgespalten. Hier muf jetzt der erweiterte Grundzustand (2.100), der un-
abhéngig von der Prandtl-Zahl, ist beachtet werden. Die Prandtl-Zahl-abhingigen Terme
sind insgesamt von hoherer Ordnung in €. Beide Felder werden wieder in einem Vektor @
(2.24) zusammengefaft, der aus einer langsam variierenden Amplitude A und einer schnellen

Ortsfunktion zusammengesetzt ist:
@z, z,t, X, T,T)) = A(X, T, T,)e%"t' T (z) + cc. (2.107)

Um Fehler zu vermeiden und Arbeit zu sparen, werden die nun folgenden Entwicklungen von
u in € (2.42) mit einem Computeralgebrasystem (MAPLE) [46] durchgefiihrt. Hier reicht es,
die Operatoren und Ansétze zu definieren und geschickt die verschiedenen Ordnungen in € zu
sammeln. In der symbolischen Schreibweise hat das Gleichungssystem in den verschiedenen

Hierarchien folgende Form:

€2 : (Mody + Lo)lo = 0 ‘ (2.108a)
€: (Moc% + [,0) U = ]\71 (ﬂo,ﬁo) — Lyilg — M10iig — MoaTlﬂo (2.108b)
€% ; (MoB; + Lo) s = Nag(do, o) + Nap(do, @1) + HoNao(@o, To) — L1 — Latlo

—MBriy — My O Gy — MOty — Mol &1 — M0y (2.108c)
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Die genaue Form der Operatoren ist aus Ubersichtsgriinden in Anhang B angegebenen. Der
lineare Operator Lo wird durch Modulationen nicht beriihrt, da diese von der Ordnung €z
sind. Die Losung der ersten Gleichung (2.108a) kann dann wie in Abschnitt 2.1.5.3 berechnet

und wie in 2.1.5.4 normiert werden:
oz, 2, X, T, T1) = Ag(X, T, T )&%y (z) + ce. (2.109)

In der zweiten Gleichung (2.108b) treten nun in £,%; Modulationsterme auf. Die Struktur

von % enthilt deshalb einen neuen, vierten Term:
@ = §1(2) |Ao|® + Fo(2) A2e8® + G3(2)0x Aoe'®® + Ga(2) HoApe™” + cc. (2.110)

AuBlerdem treten Terme auf, die von diesem Ansatz nicht geldst werden. Deshalb werden diese

als T1-Abhéngigkeit von Ag aufgefaft:
MoOn ty = — (1::?2 - E[l) LipTy — §5(Z).E[0Ao€iqcz, (2.111)

In Lidg tritt der Term oc HoAg auf. Dieser kann nicht mit dem Ansatz (2.110) aus Loyd;
erzeugt werden. Daher wird der Ansatz (2.110) eingesetzt und der unl6sbare Anteil in die T3-
Dynamik verlagert. In der analytischen Ableitung fiir freie Randbedingungen [47] ist dieser
Schritt problemlos durchfithrbar. Bei der numerischen Behandlung muf$ ein entsprechender
Anteil aus £, herausgezogen werden, so daf (2.110) die Gleichung (2.108b) 16st. Dieser
Anteil wird numerisch bestimmt und legt damit die Vektoren §s(z) und gs(z) fest. Fiir freie
Randbedingungen liefert dieser Algorithmus exakt dieselbe Zerlegung wie der analytische
Ansatz [47]. Die Losungen (2.109) und (2.110) fiir @y und @; kénnen nun in die letzte Gleichung
(2.108c) eingesetzt und auf die adjungierte Losung a}g projiziert werden. Dies liefert wieder
die Losbarkeitsbedingung fiir Ag. Die 7)-Abhingigkeit von #; in dieser Gleichung 148t sich
dabei wie folgt berechnen:

(ablModrit) = (@l Modr, (d5()0x Ao + Ga(2) Hodoe'™) ) (2.112)
<U$|M0§3 (2)€'%% B, Ox Ao + MoFa(2)e'®® Hyor, Ao> ,
<’l75$lM0§3 (Z)eiq°m> Ox 0, Ao + <17(T)|M0§4(z)eiq°x> Hoér, Ao.

Die Zeitableitung 07, 4¢ ist aus (2.111) bekannt. Dadurch treten weitere Terme in der Am-
plitudengleichung auf. Bei der Reskalierung der Amplitudengleichung mufl ebenfalls die 77-
Abhéngigkeit resubstituiert werden. Alles in allem treten nun 29 Konstanten durch die Pro-
jektionen auf, die zu neuen Termen mit Konstanten k; in der Amplitudengleichung fiihren.
In Anhang B sind das Projektionsschema und die Zusammensetzung der Konstanten ange-
geben. Die Amplitudengleichung hat in reskalierter Form (siche Abschnitt 2.1.5.8) schliefllich
folgendes Aussehen:

H,— H Hy, — H
004 = <6+k1H0+k2Hg+k3-ZE—l+k4H0—%—l>A (2.113)
c c
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Hy — Hy

H 8
Ot |y, £H2)z'A+ (kgH0+k9T> i A
C

H
+ <k58§ o+ ke R, R
+EOFA+ g A A

Alle Konstanten wurden auch fiir freie Randbedingungen analytisch bestimmt [47] und sind in
Tabelle 2.1 im Grenzfall unendlich grofler Prandtl-Zahlen fiir feste und freie Randbedingun-
gen zusammengefat. Die Prandtl-Zahl-Abhéngigkeit kann bis auf die nichtlineare Konstante
analytisch angegeben werden. Ihr Einfluf ist jedoch sehr gering und wird in einem spéteren
Abschnitt (2.2.6) diskutiert. Die Symmetrien in den Konstanten bei freien Randbedingungen
bleiben bei festen Randbedingungen erhalten. Insbesondere ist die gesamte Gleichung nur von
der Differenz der beiden Temperaturmodulationen (Hz — H;) abhingig.

Randbedingungen

frei (analytisch) | frei (analytisch) | frei (numerisch) | fest (numerisch)

To §;Zr-7 0.0675475 0.0675475 0.0508928
2 —5%; 0.2701898 0.2701899 0.1480345

g ﬂ% -0.5000000 -0.5000001 -0.6992747
k1 3 3.0000000 3.0000000 2.9999999
ko —% -2.3333333 -2.3333333 -1.4335770
ks 1 1.0000000 1.0000000 1.0000000
kg % 1.6666667 1.6666667 1.9891505
ks yazil 0.2117932 0.2117887 -0.2298986
ke 25 0.0117229 0.0117184 0.1922520
k| -5 -0.0117229 -0.0117228 -0.1922521
ks vaz 0.3001054 0.3001054 -0.0331828
ko —¥22 -0.3001054 -0.3001054 -0.3179035

Tabelle 2.1: Konstanten in der Amplitudengleichung im Grenzfall unendlich groer Prandtl-
Zahlen. Die nichtlineare Konstante hingt von der Normierung von g ab. Fir die Ableitung

der Konstanten k; sieche Anhang B.

2.2.5 Lineare Stabilitdtsanalyse
2,2.5.1 Lineare Stabilitdtsanalyse der Amplitudengleichung

Die Amplitudengleichung (2.113) beschreibt das nichtlineare Verhalten der Rollenlésung in
der Nihe der Verzweigung fiir kleine Amplituden und langwellige Modulationen. Ihr linea-
rer Anteil gibt Aufschluf éiber die Stabilitdt des Grundzustands A = 0. Da alle Koeffizi-
enten entweder konstant oder periodisch sind, ist die gesamte Gleichung periodisch in der
Modulationswellenzahl k. Daher kann fir die Lésung ein Floquet-Ansatz dhnlich dem aus
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der Festkorperphysik bekannten Bloch-Ansatz fiir die Elektronenwellenfunktionen im peri-
odischen Gitter [48] gemacht werden:

N
A(€,t) = et Z Aleiﬂci§ + cc, (2.114)
I=—N
wobei durch die Entwicklung in k/2 bei geradem N der subharmonische Lésungsraum einbe-
zogen wird. Dessen Lésungen sind periodisch in #/k, die des harmonischen Raums periodisch
in 2w/k. Da der Wachstumsparameter ¢ komplex sein kann, wird die komplex konjugierte
Losung addiert. Die Modulationsfunktionen H; werden als Exponentialfunktionen geschrie-

ben und die Gleichung mit

[ee]
/ dee=ir 0 (2.115)
—00

auf die Moden Iy projiziert. Dadurch entstehen zwei lineare Gleichungssysteme in den kon-
stanten Amplituden A; fiir den harmonischen und den subharmonischen Ansatz oder durch
entsprechendes Anordnen und Abschneiden an den Rindern zwei Bigenwertprobleme im Zeit-

entwicklungsparameter o:
Andn = ocAn,  mit Ay =(A_N, A-ni2, - AN), (2.116a)
A Ay, = oAy, mit Ay=(A_n+1, A_naz, ... AN_1). (2.116b)

Beide Matrizen A, und .4;, haben eine Bandstruktur, und aus dem Vorzeichen der Realteile
ihrer Bigenwerte kann abgelesen werden, ob die entsprechende Higenlosung anwichst (positiv)
oder abklingt (negativ). Werden die Figenwertspektren nach aufsteigendem Realteil sortiert,
geben die negativen Werte der beiden grofiten Realteile gerade die Schwellen ¢, fiir die Insta-
bilitdt an. Diese hingen natiirlich noch von den Modulationsamplituden, Wellenzahlen und
Phasenverschiebungen sowie der Wellenzahl @) der entstehenden Struktur ab, woraus sich
die kritischen Kurven ¢,(Q) berechnen lassen. An deren Minima liegen die Schwellen und
die Wellenzahlen der zuerst einsetzenden Konvektion. Sind die Imaginirteile w, der beiden
gréBten Eigenwerte komplex konjugiert, ist die Verzweigung oszillatorisch mit Frequenz w,.
Im anderen Fall entstehen driftende Losungen mit Driftgeschwindigkeit vp = we/Q., oder,
wenn der Imaginirteil ganz verschwindet, stationdre Strukturen.

Die Anzahl der Moden muf} relativ grof gewihlt werden. Bei der Berechnung der Phasen-
diagramme trat eine Konvergenz oberhalb N > 20 auf. Das Minimum der kritischen Kurve
liegt allerdings sehr nahe bei der kritischen Wellenzahl ), = 0, so daf§ auf eine zeitlich auf-
wendige Minimumberechnung der kritischen Kurven bei den meisten Rechnungen verzichtet

werden konnte.

2.2.5.2 Hopf-Bifurkation durch frustrierte Drifts

Im unmodulierten Fall ist die Verzweigung stets stationir [34]. Zwei Modulationen kénnen
zu driftenden Rollenldsungen fithren [24, 45, 44]. Dabei sind nahezu beliebige Kombinationen
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ng ng | Fy Fy I w2 w Randbedingung |
1 21005 0.1 T 0.002192 frei

2 1]005 0.1]«/2,37/2 | 0.002153 frei

2 3 (005 0.1]x/2,3r/2]|0.003105 frei

3 21005 01 T 0.002880 frei

1 21005 01 T 0.000965 fest

2 11005 0.1 «/2,37/2 | 0.000818 fest

2 3005 01/} 7n/2,37r/2 | 0.001247 fest

3 2005 0.1 T 0.001073 fest

Tabelle 2.2: Ubersicht der méglichen Wellenzahlkombinationen und Phasenverschiebungen fiir
das Auftreten einer Hopf-Bifurkation fiir das Wellenzahlverhaltnis 1:2 und 2:3 bei k = 0.2.
Wird die Temperaturmodulation H; an der oberen Platte statt Hy an der unteren Platte
verwendet, mufl beim 1:2 und 3:2 Verhiltnis die Phasenverschiebung (s um 7 verschoben

werden, alle anderen Werte bleiben gleich.

kommensurabler Wellenzahlen mit Phasenverschiebungen fiir die Temperaturmodulationen
wihlbar, wie bereits in Ref. [44] gezeigt wurde. Werden aber eine geometrische und eine
Temperaturmodulation in einem kommensurablen Verhélinis mit entsprechender Phasenver-
schiebung dem System aufgeprigt, kommt es zom Phinomen der Hopf-Bifurkation durch
frustrierte Drifts [49, 44, 50, 47, 31). Wihrend in den Arbeiten [44, 45, 47, 31] die linea-
re Stabilitdt fir das Wellenzahlverhiltnis ng/ny = 2/3 ausfithrlich diskutiert wurde, sollen
zusétzlich noch das experimentell eventuell einfacher zu realisierende Wellenzahlverhiltnis
1:2 und das nichtlineare Verhalten oberhalb der Schwelle behandelt werden. Eine Ubersicht,
bei welchen Wellenzahlkombinationen und Phasenverschiebungen die Hopf-Bifurkation durch
frustrierte Drifts auftritt, ist in Tabelle 2.2 gegeben. Die angegebenen Werte fiir die Hopf-
Frequenz beziehen sich dabei auf die Wellenzahl & = 0.2. Die Phasenwinkel miissen exakt bei
den angegebenen Werten liegen, weil bei genau diesen Werten ein Wechsel der beiden Eigen-
werte mit grofitem Realteil im Eigenwertspektrum stattfindet [45, 44]. Die Temperaturmo-
dulationen H; und Hj an der unteren bzw. oberen Platte treten in der Amplitudengleichung
(2.113) immer als Differenz auf. Wenn also statt Hy aus Tabelle 2.2 H; verwendet werden
soll, muf} die Phasenverschiebung (5 um 7 verschoben werden, was zu einem Vorzeichenwech-
sel im Modulationsterm fithrt. Dies ist nur fir das Wellenzahlverhiltnis ng/ng = 1/2 und
ng/ng = 3/2 relevant.

Die Verwendung einer Temperaturmodulation an der oberen oder unteren Platte ist also
dquivalent, wie auch schon bei der linearen Stabilitdtsanalyse der vollen Bewegungsgleichun-
gen [45, 44] gefunden wurde. Im folgenden werden Systeme mit festen Randbedingungen, geo-
metrischer Modulation der oberen Platte und Temperaturmodulation an der unteren Platte
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untersucht, um einen mdglichst einfachen Vorschlag fiir die Realisierung eines Experiments
zu machen.

Bei zwei Temperaturmodulationen Hy und Hy (Hy = 0) ist die Up-Down-(+n)-Symmetrie
in den Bewegungsgleichungen (2.97) nicht gebrochen, und es kommt nicht zum Phénomen der
Hopf-Verzweigung durch frustrierte Drifts [44]. Wenn allerdings z.B. durch Nicht-Boussinesg-
Effekte die Up-Down-Symmetrie gebrochen wird, kann eine Hopf-Verzweigung durch fru-
strierte Drifts auch mit zwei Temperaturmodulationen induziert werden, wie ausfiihrlich in
Abschnitt 2.3 diskutiert wird.

2.2.5.3 Phasendiagramime

Die oszillatorische Verzweigung in der Rayleigh-Bénard-Konvektion mit modulierten Réndern
tritt nur bei bestimmten Kombinationen der Parameter der Modulationsterme auf. Neben dem
richtigen Wellenzahlverhiltnis und entsprechender Phasenverschiebung nach Tab. 2.2 spielen
die gemeinsame Wellenzahl k und die Modulationsamplituden F; eine entscheidende Rolle.
Daher sollen in diesem Abschnitt die Parameter fiir eine Hopf-Bifurkation bestimmt werden.

Fir die Bewegungsgleichungen (2.97) kann ebenfalls eine lineare Stabilit4dtsanalyse durch-
gefithrt und die Phasendiagramme bestimmt werden [44]. Daher wird diese kurz vorgestellt
und im weiteren die Resultate beider Rechnungen verglichen.

Die lineare Stabilititsanalyse der vollen Bewegungsgleichungen basiert auf einer Moden-
zerlegung des Temperaturfeldes © und des Geschwindigkeitspotentials @ (2.155). Dabei wird
die £-Abhidngigkeit wegen der in k periodischen Koeffizienten nach Floquet mit N Moden
entwickelt. Die Entwicklung in 7 erfolgt fir © wegen der Randbedingungen in Np Sinusmo-
den. Fiir ® werden bei festen Randbedingungen die ersten Np Chandrasekhar-Funktionen
[34] und bei freien Réndern Sinusfunktionen verwendet. Der mit dem Reihenabbruch ver-
bundene Fehler 148t keine exakte Ubereinstimmung der Ergebnisse mit denen der linearen
Stabilitdtsanalyse der Amplitudengleichung erwarten.

Um die Ergebnisse der beiden linearen Stabilitdtsanalysen vergleichen zu kénnen, sollte
die Anzahl der Entwicklungsmoden in beiden Féllen gleich sein. Fiir die ¢-Entwicklung ist
dies kein Problem. Da die n-Abhingigkeit in der Amplitudengleichung exakt ist, tritt bei fe-
sten Randbedingungen durch die Approximation durch Chandrasekhar Funktionen ein Fehler
auf. Fiir die Vergleiche wurden N = 20 Moden in ¢ und N7 = Np = 5 Moden in 7 beriick-
sichtigt, also einige Moden mehr als in friitheren Rechnungen (45, 44]. Um die Rechenzeit
in einem realistischen Rahmen zu halten, wurde bei der linearen Stabilitdtsanalyse auf eine
Minimumsbestimmung der kritischen Kurve verzichtet und mit der kritischen Wellenzahl! des
unmodulierten Systems gerechnet, da in allen nachgepriiften Féillen das Minimum durch die
Modulationen nahezu unverschoben blieb.

Wie im letzten Abschnitt angedeutet, scheint ein experimentell einfach zugingliches Sy-
stem aus einer Rayleigh-Bénard-Zelle mit geometrisch modulierter oberer Platte und zusitz-
licher rdumlich periodischer Heizung an der unteren Platte zu bestehen. Im folgenden wird
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daher ein Wellenzahlverhiltnis von ng/nge = 2/1 gewihlt, wohingegen in Ref. [44] alternativ
das Verhiltnis ng/ng = 3/2 gewihlt wurde. Die Phasenverschiebung zwischen den beiden Mo-

dulationen fiir eine oszillatorische Verzweigung mufl nach Tab. 2.2 dann ¢y = /2 betragen.

0.005¢
: Abb. 2.4: Phasendiagramm in
der Amplitudenebene. Bei festem
k = 0.2 und einem Wellenzahl-
verhsltnis von ng/ne = 2/1 mit
Phasenverschiebung ¢y = w/2
kommt es bei einer geometrischen
Modulation mit Amplitude Fp
an der oberen Platte und einer
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Wenn die Wellenzahl bei k = 0.2 eingestellt wird, kommt es nur bei bestimmten Amplitu-
denstirken zur Hopi-Bifurkation., Dieser Bereich ist in der Fy — Fo—Amplibudenebene in Abb.
2.4 graugchattiert dargestellt. Fiir kleine Modulationsstirken verschwinden die Imaginiirteile
der beiden groBten Eigenwerte und die Verzweigung ist stationdr. Im grauschattierten Bereich
sind die beiden Eigenwerte komplex konjugiert, und die Verzweigung ist oszillatorisch. Bei
starker geometrischer Modulation ist eine nur ganz schwache Temperaturmodulation erfor-
derlich. Umgekehrt muB bei schwacher geometrischer Modulation die Temperaturmodulation
erheblich stirker sein. Die geometrische Modulation wirkt also wesentlich massiver, was auch
schon in Berechnungen der Driftgeschwindigkeiten in diesem System beobachtet wurde [44].

Die in Abb. 2.4 eingezeichneten Punkte sind die Ergebnisse der linearen Stabilitdtsanalyse
der vollen Bewegungsgleichungen. Sie stimmen sehr gut mit den Ergebnissen der Amplitu-
dengleichung iiberein. Fiir freie Randbedingungen sind die Abweichungen wesentlich kleiner
[31], weil die 7-Abhingigkeit bei freien Rindern in beiden Fillen durch Sinusfunktionen aus-
gedriickt werden kann. Bei festen Randbedingungen muf8 die exakte n-Abhéingigkeit in der
Amplitudengleichung durch Chandrasekhar-Funktionen im Ansatz bei den vollen Bewegungs-
gleichungen approximiert werden. Eine Erh6hung der 7-Modenzahl wiirde die Abweichungen
verkleinern, die Rechenzeit aber unvertretbar groff werden lassen.

Bei der Berechnung des Phasendiagramms in Abb. 2.4 wurde die Verzweigung mit niedrig-
ster Schwelle aus dem subharmonischem und harmonischem Losungsraum (2.116) untersucht.
Die Schwellen wurden auf einem senkrechten Schnitt bei Fy = 0.02 vom stationiren in den
oszillatorischen Bereich getrennt berechnet und sind in Abb. 2.5 dargestellt. Fir kleine Am-
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Abb. 2.5: Einsatzschwellen. Bei
fester Amplitude Fy = 0.02 der
geometrischen Modulation wur-
den Einsatzschwellen der har-
monischen (durchgezogene und
gestrichelte Linie) und subhar-
monischen Lésungen- (gepunkte-
te Linie) in Abhéngigkeit von
der Temperaturmodulation F;
| berechnet. Im Phasendiagramm
- in Abb. 2.4 entspricht dies ei-
1 nem senkrechten Schnitt vom sta-
tiondren in den oszillatorischen
g 0602 i 0604 S Bereich. Am Ko.dimeflsion-Zwe?-
. r Punkt (CTP) wird die Verzwei-
Amplitude F2 / Rc gung oszillatorisch (siehe Text).

—-0.0345

Schwelle ¢

—0.03455

plituden F5 hat die harmonische Lésung die niedrigste Schwelle (durchgezogene Linie) und
ist stationdr. Am Kodimension-Zwei-Punkt (CTP) schneidet der harmonische den subharmo-
nischen Ast (gepunktete Linie). Letzterer ist immer oszillatorisch, und seine Frequenz ist im
inneren Bild von 2.5 aufgetragen. Knapp oberhalb des CTP laufen die beiden harmonischen
Aste (durchgezogene und gesirichelte Linie) zusammen und bilden einen oszillatorischen Ast,
dessen Frequenz als durchgezogene Linie eingetragen ist. Der subharmonische Ast liegt knapp
unterhalb des oszillatorisch harmonischen Astes, wobei die Differenz in der Schwelle im Be-
reich 1073 liegt. Daher sind die entstehenden Strukturen dieser Bifurkation subharmonisch
[44]. Fiir grofere Amplituden wird die Schwelle der beiden Aste allerdings gleich, und es
kommt zu einer vierfachen Entartung im Eigenwertspektrum. Im inneren Bild von Abb. 2.5
sind die zu den oszillatorischen Asten gehdrenden Frequenzen dargestellt. Die subharmonische
Frequenz (gepunktete Linie) wichst fast linear mit der Amplitude, wihrend sich die harmoni-
sche Frequenz (durchgezogene Linie) wie die Wurzel der Amplitude am CTP entwickelt. Fiir
gréfere Amplituden laufen die Frequenzen wie die Schwellen selbst schnell zusammen, so daf
sie im schattierten Bereich des Phasendiagramms in Abb. 2.4 nicht zu unterscheiden sind.
Allerdings sind die Losungen in diesem Bereich dann vierfach entartet, was Konsequenzen
auf das nichtlineare Verhalten oberhalb der Schwelle hat, wie in den nichsten Abschnitten
gezeigt wird.

Wenn die Modulationswellenldnge Apr = 2#/k klein wird, mittelt das System quasi
iber die Modulationen hinweg [10]. Die Hopf-Bifurkation muf also fiir grofie Wellenzahlen
k verschwinden. Dies ist in Abb. 2.6 gezeigt, wo die geometrische Modulationsamplitude bei
Fy = 0.02 festgehalten und die Wellenzahl durchgestimmt wurde. Der grauschattierte Bereich
zeigt wieder an, bei welchen Modulationswellenzahlen und Temperaturmodulationen es zu ei-
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S Bei gleichen Parametern wie
E in Abb. 2.4, aber fester geome-

D | trischer Modulationsamplitude
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ner Hopf-Bifurkation kommt. Wie erwartet endet der Bereich recht steil, wenn die Wellenzahl

ansteigt.

2.2.6 Einflufl der Prandtl-Zahl

Wie schon bei der Ableitung in Abschnitt 2.2.4 angesprochen, sind die Konstanten der Am-
plitudengleichung (2.113) von der Prandtl-Zahl abhéngig. Die analytische Abhingigkeit fiir
alle linearen Koeffizienten ist in Anhang B angegeben. Mit dem verwendeten Algorithmus
kann auch die nichtlineare Konstante zu endlichen Prandtl-Zahlen berechnet werden. Zur
Untersuchung des Verhaltens bei endlichen Prandtl-Zahlen wurde in Abb. 2.7 das Phasendia-
gramm in der Fy — F>-Ebene fiir verschiedene Prandtl-Zahlen wie in Abb. 2.4 berechnet. Die
dazu verwendeten Konstanten stehen in Tabelle 2.3. Offensichtlich ist der Einflul nur qualita-
tiv und sehr schwach. Der grauschattierte Bereich kennzeichnet die Amplitudenverhéltnisse,
bei denen im Grenzfall unendlicher Prandtl-Zahlen eine Hopf-Bifurkation stattfindet. Dieser
wird bei abnehmenden Prandtl-Zahlen zu den angegebenen Kurven ausdehnt. Fiir sehr kleine
Prandtl-Zahlen sinken also die kritischen Amplituden fiir den Einsatz der Hopf-Bifurkation.

Die Prandtl-Zahl-Abhéngigkeit der Zeitkonstanten 79 und des nichtlinearen Koeflizienten go
kann mit Werten aus der Literatur verglichen werden [40]. Diese stimmen

. 1
7§ = 0.0508906 + 50.0260407  und 7 = 0.0508928 + %0.0260390 (2.117)

hervorragend iiberein. Dieser Wert wurde im realen Experiment mit Ol (P ~ 490) bestitigt
[36]. Eine Prandtl-Zahl-Abhéngigkeit des nichtlinearen Koeffizienten

L_ 0.0084—1—

3 = (2.118)

g&® = —0.6995 +0.0047
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P =100 P =7 (Wasser) P=1 P =07

70 | 0.0511532253 0.0546127032 0.0769319158 | 0.0880915221
21 0.1480344528 | 0.1480344528 0.1480344528 | 2.9999999774
g | -0.6992283696 | -0.6987708068 | -0.7028817905 | -0.7095236469
ky | 2.9999999774 | 2.9999999774 | 2.9999999774 | 2.9999999774
ko | -1.4791985078 | -2.0440288801 | -4.4670255537 | -5.2180989554
ks | 1.0000000000 1.0000000000 1.0000000000 | 1.0000000000
ks | 1.9839433698 1.7956665776 0.9880010137 | 0.7376432113
ks | -0.2296579871 | -0.2263597906 | -0.2020933022 | -0.1888334576
ke | 0.1909058484 | 0.1729870837 | 0.0563862161 | -0.0022897512
k7 | -0.1909058705 | -0.1729871057 | -0.0563862380 | 0.0022897294
ks | -0.0332946027 | -0.0346766697 | -0.0406054298 | -0.0424432094
ko | -0.3179406657 | -0.3184013547 | -0.3203776080 | -0.3209902013

Tabelle 2.3: Konstanten in der Amplitudengleichung fiir verschieden Prandtl-Zahlen.

kann hier nicht angegeben, sondern nur die numerischen Werte gegeniibergestellt werden:

P =100

P=17 g§*=—-0.69911
P=1 gkt=-0.70310
gb¥ = —0.70973

P =07

0.0031

r

/ R
c

o

o

=]

¥

95" = ~0.69945

go = —0.69923
go = —0.69877

go = —0.70288

go = —0.70952.
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Abb. 2.7: Phasendiagramm in der
Amplitudenebene fiir verschiede-
ne Prandtl-Zahlen. Die Parame-
ter sind identisch mit denen aus
Abb. 2.4. Im grauschattierten Be-
reich findet eine Hopf-Bifurkation
im Grenzfall unendlicher Prandtl-

0.04
Amplitude F

Zahlen statt, der sich bei abneh-

0.05
menden Prandtl-Zahlen zu den

angegebenen Kurven ausdehnt.
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Auch hier ist die Ubereinstimmung hervorragend. Diese Betrachtungen zeigen, da8 der hiufig
verwendete Grenzwert unendlich grofier Prandtl-Zahlen durchaus gerechtfertigt ist und sinn-

volle, nur qualitativ verschiedene, Aussagen liefert.

2.2.7 Schwach nichtlineares Lésungsverhalten

Die lineare Stabilitdtsanalyse liefert die Parameterkonfigurationen, in denen es zur Hopf-
Bifurkation kommt. Sie kann aber keine Aussage iiber das nichtlineare Verhalten oberhalb
der kritischen Rayleigh-Zahl machen. Dazu wird in diesem Abschnitt die Amplitudenglei-
chung (2.113) einschlielich des nichtlinearen Terms untersucht. Es ist eine interessante Fra-
ge, ob oberhalb der Hopf-Bifurkation Wanderwellen (TW - traveling waves) oder stehende
Wellen (SW - standing waves) bevorzugt werden, und ob die Verzweigung in diesen Zustand
super- oder subkritisch erfolgt. Bei der Konvektion in bindren Mischungen tritt in bestimm-
ten Parameterbereichen ebenfalls eine Hopf-Bifurkation auf, bei der Wanderwellen entstehen.
Allerdings ist die Verzweigung unstetig [51], wie bei der Berechnung der Amplitudengleichung
[62, 42] und aus direkten Simulationen [53, 54] gefunden wurde. Diese Eigenschaft schrinkt
die Anwendbarkeit von Amplitudengleichungen zur Beschreibung des nichtlinearen Verhaltens
von TW’s in bindren Mischungen drastisch ein. Ahnlich verhlt es sich in der Elektrokonvek-
tion in nematischen Flissigkristallen [55].

Der nichtlineare Koeffizient der Amplitudengleichung (2.113) wird durch die Modulatio-
nen nicht beeinfluflt und bleibt negativ, d.h. die Verzweigung ist stetig. Die Hopf-Bifurkation
durch frustrierte Drifts in TW oder SW wird daher stetig sein, und das stoérungstheoretische
Konzept der Amplitudengleichung bleibt anwendbar, im Gegensatz zu den obigen Beispielen
der bindren Mischungen und Elektrokonvektion in nematischen Fliissigkristallen. Die Ampli-
tudengleichung mit periodischen Koeflizienten (2.113) wird oberhalb einer Hopf-Verzweigung
auf Amplitudengleichungen mit konstanten Koeffizienten reduziert. Dabei werden die Bifur-
kationen auf dem subharmonischen und harmonischen Ast (sieche Abb. 2.5) zuerst getrennt
betrachtet. In einem weiteren Schritt werden die Gleichungen fiir die vierfach entartete Hopf-

Verzweigung abgeleitet und diskutiert,

2.2,7.1 Entartete Hopf-Bifurkation

Die lineare Losung der Amplitudengleichung (2.113) auf dem harmonischen Ast kann an der
Hopf-Bifurkation aus den Eigenfunktionen zu den beiden komplex konjugierten Eigenwerten

(A & wy) zusammengesetzt werden:
A(E,t) = By ePutiwnt pr(ey 1 By eQu—twmt po(g), (2.119)

In den Gleichungen fiir den subharmonischen Ast muf lediglich der Index H durch S ersetzt
werden. Die beiden Eigenfunktionen Flet,s(‘f) sind riumlich periodisch subharmonisch (S)
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bzw. harmonisch (H) zu den Modulationsfunktionen H;(¢):

N/2—1 21—k

S 4t (2.120a)
I=—N/2+1

N/2—1

S 4tk (2.120b)
I=—N/2+1

=
T
—~
KAas
p—
[

=)
T

&)
!

je nachdem ob die Hopf-Bifurkation auf dem subharmonischen oder harmonischen Ast be-
trachtet wird. Die Nullstellen der links- und rechts-laufenden Wanderwellen sind fiir die sub-
harmonische TW um 7/k und fir die harmonische TW um 27/k verschoben [31, 44] (siche
auch Abb. 2.8a ). Im Ortsraum stellt die Mode Big,s eine nach links laufende Wanderwelle
(LTW) und die Mode Byg,s eine nach rechts laufende Wanderwelle (RTW) dar.

Werden die Amplituden B ox,s als sich langsam im Ort und in der Zeit &ndernde Funk-
tionen aufgefait, so kann fiir diese ein System von zwei gekoppelten Amplitudengleichungen
abgeleitet werden [56, 2]. Dazu wird der Ansatz (2.119) in die Amplitudengleichung (2.113)
eingesetzt und auf die Eigenfunktionen F*/~ projiziert:

100:Bir = [v—itowg +E4(1 + cm)ag]B]_H — [goxr | Bz 1? +mg | Bow |?) Buw, (2.121a)
1700;Boy = [I/ — iToWH + é%—(l -+ Cm)ag]sz[ - [gQH’ I Boy |2 +7H | By |2] By, (2.121b)

Iiir das System des subharmonigchen Astes miissen wieder die Indizes H durch S ersetzt wer-
den. v ist der relative Abstand des Kontrollparameters von der Schwelle der Hopf-Bifurkation,
v = € — €. Da diese Schwelle im Minimum der kritischen Kurve liegt, verschwindet nach
(2.36) die Gruppengeschwindigkeit v,. Die linearen Koeflizienten, d.h. die Relaxationszeit o,
die Kohirenzlinge & und die lineare Frequenzdispersion c1 2, kénnen nach Standardformeln
[41, 57, 56] aus der kritischen Kurve der linearen Stabilitidtsanalyse berechnet werden:

1 s 1 8% 10 0w
o= o L0 __TOw 2.122
603_3%22 ' 0™ 2¢0Q2 | 2£5 0Q? ( )

Die nichtlinearen Koeflizienten gog,s und Kopplungskonstanten 77, werden numerisch aus
der Projektion bestimmt und sind in Tab. 2.4 angegeben. Beide zusammen beschreiben die
Stirke der nichtlinearen Wechselwirkung zwischen der LTW und RTW, In biniren Mischungen
und in der Elektrokonvektion stehen die beiden Koeffizienten in der Regel im Wettbewerb,
und nur eine Wanderwelle kann lokal iiberleben.

Losungen dieses Typs von gekoppelten Amplitudengleichungen (2.121) und ihre lineare
Stabilitdt sind in Ref. [58, 2] beschrieben. An dieser Stelle soll nur auf das Verhéltnis der
nichtlinearen Koeffizienten eingegangen werden. Auf beiden Asten ist der nichtlineare Koef-
fizient gor,s > 0, daher verzweigen die Wanderwellen in beiden Fillen superkritisch aus dem
Grundzustand. Zusétzlich ist das Verhédltnis ggs/v1s auf dem subharmonischen Ast, wie auch
das Verhiltnis gog /i auf dem harmonischen Ast fiir stirkere Modulation wesentlich gréfer
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als eins (siehe Tab. 2.4). Als Konsequenz koexistieren LTW und RTW in diesem System auf
beiden Ldsungsésten und bilden modulierte stehende Wellen. Dies wird durch numerische
Simulation der Amplitudengleichung (2.113) bestétigt, wie in Abb. 2.8a) zu sehen ist. Alle
nichtlinearen Koeflizienten sind reell, so da keine Benjamin-Feir dhnliche Resonanzphino-
mene erwartet werden. Der nichtlineare Koeflizient gos des subharmonischen Astes ist gréfer

als der des harmonischen Astes.

2.2.7.2 Vierfach entartete Hopf-Bifurkation

In Abb. 2.5 sind beide Schwellen oberhalb des Kodimension-Zwei-Punktes (CTP) oszillato-
risch, also existieren sowohl auf dem harmonischen wie auf dem subharmonischen Ast ent-
artete Eigenwerte. Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dafi dort in beiden Fillen stehende
Wellen bevorzugt werden. Wenn die Realteile der beiden komplex konjugierten Eigenwertpaa-
re zusammenlaufen, stellt sich die Frage, ob bei dieser vierfach entarteten Hopf-Bifurkation
die subharmonischen und harmonischen stehenden Wellen koexistieren kénnen. Zur Beantwor-
tung dieser Frage wird ein System von nun vier gekoppelten Amplitudengleichungen nach dem
Schema des vorigen Abschnitts abgeleitet. Der Ansatz fiir die Amplitudengleichung (2.113)
setzt sich aus den harmonischen und subharmonischen Eigenfunktionen F;*I" s(€) (2.120) zu-

sammen:

AleY) = Big TN B () 4 Bielemia)t g () (2.123)

B 8(>\hr=%-iw,vjy)t FI;(O 4+ Bg}le(AH—-iwﬂ)t F};(g)

Im Inneren der Abb. 2.5 sind die Frequenzen wg s in Abhéngigkeit von der Temperaturmo-
dulation F» dargestellt. Fiir mittlere Modulationsstirken ist die subharmonische Frequenz
ws gerade doppelt so grofl wie die harmonische wg. Fiir grofiere Amplituden F5 laufen die
beiden Kurven zusammen, und die Frequenzen werden gleich, Es konnen fir das nichtlineare
Verhalten drei verschiedene Fille fiir die Frequenzen in Betracht gezogen werden. Im ersten
Fall ist wg # wy, im zweiten wg = 2wy und im dritten ist ws = wy. In allen drei Féllen
ergeben sich durch die Projektionen Amplitudengleichungen mit unterschiedlicher Anzahl von
nichtlinearen Termen.

Eine vierfach entartete Hopf-Bifurkation wurde bereits in der Elektrokonvektion unter-
sucht. Die entsprechenden vier Gleichungen wurden in [59] vorgestellt und das nichtlineare
Verhalten in [60] untersucht, wohl unter Vernachlissigung der rdumlichen Freiheitgrade. Fiir
die modulierte Rayleigh-Bénard-Konvektion kénnen durch Einsetzen des Ansatzes (2.123) in
die Amplitudengleichung (2.113) und Projektion auf die Eigenfunktionen im Fall ws = wgy
die vier folgenden gekoppelten Amplitudengleichungen abgeleitet werden:

1790:B1g = [V —iTpws + §§(l + iCLg)ag — gos | Bis |2 —s | B |2 } Bis (2.124a)

- [’YZS | Buz |* +as | Bawr ° ] Bis — v4Bas Bin By — ¥5 By Bis — Y6 Bas Bur Bar
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Raum | Koeff. Amplitude Fy = 0.02

F2 = 0.004 (CTP) Fz = 0.0046 (w,g ~ 20);[) Fz =0.05 (ws ~ wH)

sub gos 4.88010 + 0.00000:z 4.87921 + 0.00000% 4.16260 + 0.00000%

harmo- | 75 0.25532 + 0.00000¢ 0.25669 + 0.00000¢ 1.50702 + 0.00000¢

nisch Y25 5.09930 4 0.00000¢ 7.49251 + 0.00000% 8.31645 + 0.00000:

Y35 | 4.91624 4 0.000004 2.52263 + 0.00000% 1.51578 4 0.00000¢

gor | 2.50477 4+ 0.00000¢ 3.156367 + 0.00000¢ 4.15386 4 0.00000¢

harmo- | i | 5.00602 4 0.00000¢ 3.70784 + 0.00000¢ 1.52452 + 0.00000¢

nisch Yorr | 5.09930 + 0.00000¢ 7.49251 + 0.00000¢ 8.31645 + 0.000007

var | 4.91624 + 0.00000¢ 2.52263 + 0.00000% 1.51578 + 0.00000:

Kopp- Y4 - — 0.00000 + 1.515743
lungs- ¥s - — —2.79631 + 3.07758¢

terme Yo — 0.84370 + 0.48978:¢ 1.12181 + 1.01932¢

Tabelle 2.4: Nichtlineare Koeffizienten und Kopplungsparamter der Amplitudengleichungen
(2.124) berechnet durch Projektion auf die Eigenfunktionen. Parameter: k = 0.2,n¢ = 2,ng =

1,(p2 =’/T/2.

100, Bas = [V — imows + E2(1 + ic15)02 — gos | Bas |2 —y1s | Bus |° ] Bas (2.124b)
—~ [ | B 17 435 | Bowr 17 | Bos — 1 Bis By Bawr — 15 B3y Bis ~ ¥6Bis Bur Bos
0B = |v = irown +EH(L+ i)l — gon | Bur [P =t | Bon j By (2.124¢)
= :'Y?H | Bis |* +va | Bas |2_ By — 74B1s Bis Borr — ¥5Bis Bl — Y6B1sBas Bay
100 Bayr = |v— imowp + E2(L + icirr)O% — gogr | Bogr 12—y | Bu 2 ] Bor (2.124d)
- t’Y3H | Bis |* +var | Bos lz: Boy — 14BisBas Bur — 5 B3 By — ¥6B1s Bas Bl

Im speziellen Fall wg = 2wp sind 4 = <y5 = 0 und die nichtlinearen Kopplungen zwischen den
Gleichungen sind dhnlich wie in Ref. [8, 61]. Fir wg # 2wy und wg # wy verschwindet zusétz-
lich der Kopplungsparameter -yg. Die nichtlinearen Koeflizienten und Kopplungsterme waren
in den fritheren Arbeiten [59, 60] freie unbekannte Konstanten, wohingegen sie hier unmit-
telbar mit der Amplitudengleichung (2.113) und der beschriebenen Projektionstechnik direkt
aus den Bewegungsgleichungen als Funktion der Modulationsterme berechenbar sind. In Tab.
2.4 sind fiir die drei oben diskutierten charakteristischen Parametersétze alle Koeffizienten
angegeben.

Im letzten Abschnitt war zu sehen, da oberhalb der Hopf-Verzweigung auf dem har-
monischen wie auf dem subharmonischen Ast stehende Wellen bevorzugt werden. Das Glei-
chungssystem (2.124) zusammen mit den Werten fiir die nichtlinearen Koeffizienten aus Tab.
2.4 erlaubt nun die Bestimmung der bevorzugten stehenden Welle oberhalb einer vierfach
entarteten Verzweigung. Hierzu wird Big = Bgs und By = Bog gesetzt und die beiden
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gekoppelten Gleichungen fiir Big g berechnet:

100:Bis = [v —imowe+ 202 — (915 + 115) | Bis |*1Bis

—[yes + Yss + 72 +¥s + 6] | Buxr |? Bis, (2.125a)
1B = [V —irowe+ €507 — (gur +vmr) | Bur ) Bu
—[Yorr + Yarr + 74 + 75 + %] | Bis |* Bua, - (2.125b)

Diese Amplitudengleichungen beschreiben die stehenden Wellen auf dem harmonischen und
subharmonischen Ast. Die Kreuzkopplungskonstanten yos z 75,7 + Y4 +7¥5 + haben in bei-
den Gleichungen denselben Wert und die Verhiltnisse (g1s +v1s)/ (vas, ir +vas, 7 + 74 +75 +7s)
sind kleiner eins. Daher kommt es zum Wettbewerb beider stehenden Wellen und nur eine
davon ist stabil. Der nichtlineare Koeflizient der subharmonischen stehenden Welle gis + 75
ist in allen drei Féllen in Tab. 2.4 kleiner der der harmonischen stehenden Welle, g1z + 711
und daher ist die subharmonische die stabilere von beiden. Knapp oberhalb der Schwelle der
vierfach entarteten Hopf-Bifurkation werden immer subharmonisch modulierte stehende Wel-
len erwartet. Die direkte numerische Simulation der Amplitudengleichung (2.113) bestétigt
dieses storungstheoretische Resultat eindeutig unmittelbar oberhalb der Schwelle, wobei aber
mit anwachsendem Kontrollparameter sehr schnell eine Mischung beider stehenden Wellen
feststellbar ist. In diesem Bereich ist dann die Modenanalyse (2.124) nicht mehr anwendbar.

2.2.7.3 Komplexes Konvektionsverhalten und Wanderwellen

Die Amplitudengleichung (2.113) zeigt oberhalb der oszillatorischen Verzweigung, d.h. in den
grauschattierten Flichen der Phasendiagramme in Abb.2.4 und 2.6, ein reichhaltiges Losungs-
verhalten. Einige typische Beispiele sind in Abb.2.8 dargestellt, in der die zeitliche Entwicklung
des realen Felds

@€, n, 1) = A, 1) Uy (n) + ce (2.126)

als Funktion der Zeit aufgetragen ist. Die n-Abhéngigkeit ist in der Amplitudengleichung
nicht explizit enthalten. Sie steckt implizit in den Koeffizienten, die sich deshalb auch fiir
feste und freie Randbedingungen unterscheiden. Daher ist die Berechnung der Zeitentwicklung
einfacher, da es ein eindimensionales System ist. Das reale Feld u(¢,¢) ist nach (2.40) mit der
Amplitudengleichung verbunden. Die Verzweigung ist fiir konstantes A(¢,t) immer stationdr,
d.h. w = 0. Die Dynamik des Systems kommt iiber die Zeitabhingigkeit der Amplitude ins
Spiel. Werden die Felder nur in der Zellenmitte betrachtet, entfsllt die -Abhingigkeit, so dal
aus dem Vektor @ eine skalare Grofle wird. u(¢,t) entspricht dann sowohl dem Temperaturfeld
© als auch dem Geschwindigkeitspotential ® in der Zellenmitte. Die Kurven von u(¢) wurden
mit zunehmender Zeit nach oben verschoben hintereinander dargestellt und schattiert. Die
Amplitudengleichung (2.113) wurde mit einem einfachen Euler-Verfahren aufintegriert. Zur
Analyse des zeitlichen Verhaltens reichte eine Diskretisierung von 128 Punkten im Ort fiir ein
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System der Liange L = 4rn/k. Die verwendete Systemlinge ist also subharmonisch bzgl. der

Modulationswellenzahl k.

-

Zei

Raum - Raum -

Abb. 2.8: Nichtlineare Losungen der Amplitudengleichung (2.113) im Ortsraum mit periodischen Rand-
bedingungen. In a) bei € = —0.1 stehende Wellen (SW), in b) bei € = 0.05 zeitlich anharmonisches
Verhalten der stehenden Wellen, in ¢) bei € = 0.072 zeitlich komplexes Verhalten und in d) beie = 0.17
Wanderwellen (TW). In a) und b) wurde bis ¢ = 10000 in c) bis ¢ = 30000 und in d) bis ¢ = 100000 si-
muliert. Modulation: np = 2,12 = 1,k = ¢./16 & 0.2, Fy = 0.05, F; = 0.01/R%, o = ©/2. Zur besseren
Auflssung des Felds u(¢,t) im Ortsraum wurde auf einem Gitter mit 320 Stiitzstellen gerechnet.

Das System wurde fiir eine geometrische Modulation mit 79 = 2 an der unteren Platte
und einer Temperaturmodulation mit ny = 1 simuliert. Fiir die Parameter & = 0.2, Fy = 0.05,
Fy = 0.01R. und ¢y = w/2 tritt als Ergebnis der linearen Stabilitidtsanalyse bei g, = 3.12682
und R, = 1525.58 eine Hopf-Bifurkation mit w, = 0.0000856 auf. Fiir die Amplitudengleichung
liegt damit die Einsatzschwelle fiir die oszillatorische Verzweigung bei ¢, = —0.107.

Knapp oberhalb dieser kritischen Schwelle kommt es zu einer Uberlagerung von modulier-
ten links- (LT'W) und rechtslaufenden Wellen (RTW), die zusammen als modulierte stehende
Wellen (SW) erscheinen, wie in Abb.2.8 bei € = —0.1 zu sehen ist. Die modulierten LTW und
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RTW bewirken Gebiete mit kleinen Konvektionsamplituden. Mit zunehmendem Kontroll-
parameter wird der Einflul der Modulationen schwicher und die zeitliche Oszillation wird
anharmonischer, siehe b) bei ¢ = 0.05. Fiir noch grofilere Werte ¢ = 0.072 in c) entstehen in
der zeitlichen Entwicklung verschieden lange, stationére Intervalle. Deutlicher ist das anhar-
monische Verhalten in Abb. 2.9 zu sehen, in der fir die drei Parametersitze aus Abb.2.8 a)-c)
das Feld u(¢ = 0,t) an einem festen Ortspunkt iiber einen Zeitbereich von ¢ = 30000 darge-
stellt ist. Die Verteilung der Linge der Intervalle zwischen zwei Nulldurchgingen u(¢ = 0,¢)
von positiv nach negativ ist Inhalt des nichsten Abschnitts, in dem gezeigt wird, da8 es sich

in ¢) um ein irregulires Verhalten handelt.

Abb. 2.9: Zeitverhalten eines
Ortspunktes. In c) ist das Zeit-
verhalten des Ortspunktes u(¢ =
0,t) aus der Simulation in Abb.
2.8 ¢) bei € = 0.072 im chaoti-
schen Bereich zu sehen. In a) wur-
de bei € = —0.1 dieser Punkt an
der Schwelle und . in b) bei ¢ =

) 0.05 im anharmonischen Bereich
Zeit t dargestellt.

Die stehenden Wellen in Abb.2.8a) direkt oberhalb der Schwellen scheinen zwei rdumliche
Perioden zu enthalten, wodurch sie bei einer Systemlinge von L = 4x/k harmonisch bzgl.
der Wellenzahl k wiren. In Abb. 2.10 ist das zeitliche Verhalten der Losung bei £ = 0 und
¢ = 2w/k dargestellt. Die deutlich zu erkennende Phasenverschiebung zwischen den beiden
Kurven belegt eindeutig, dal die Lésung nicht harmonisch, sondern wie durch die storungs-
theoretischen Uberlegungen vorhergesagt subharmonisch bzgl. k ist. Eine harmonische Losung
hat eine Periodizitat von 27/k und miiite daher an beiden Punkten in Phase laufen. Die
Ursache fiir das nur leicht verschiedene riumliche Erscheinungsbild der harmonischen und
subharmonischen Losungen liegt in der rdumlichen Struktur ihrer Eigenfunktionen, welche
in Abb. 2.11 dargestellt sind. Die Gebiete der maximalen Amplituden der subharmonischen
LTW in a) und der RTW b) liegen gerade in den Bereichen, in denen die andere Eigenfunkti-
on eine schwach ausgeprigte Amplitude hat. Die Uberlagerung beider Eigenfunktionen fiihrt
dann zu den stehenden Wellen.

Auf den ersten Blick scheinen diese Eigenfunktionen in Abb. 2.11 a) und b) zwei réumliche
Perioden auf der Lange 47/k zu besitzen. Werden sie allerdings um £ — £ + 27 /k verschoben
werden, sind sie nicht zur Deckung zu bringen. Im Vergleich der subharmonischen RTW in b)
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0.3 I i e L E schiebung zeigt deutlich, daf die
2000 4000 6000 8000 Losung subharmonisch bzgl. der

Zeit t Wellenzahl k ist.

zu der harmonischen RTW in ¢) wird dies deutlicher. Wahrend die harmonische RTW an den
um 27r/k verschobenen gestrichelten Hilfslinien, gleiche Phase hat, ist in der subharmonischen
RTW ein Phasensprung zu erkennen.

Die irreguldren Lésungen aus Abb.2.8c) sind ebenfalls subharmonisch, wie in der Dar-
stellung der ortsabhingigen Amplitude A(§) in Abb. 2.12 zu sehen ist. Die Gesamtlosung
ist aber bei diesen Kontrollparameterwerten schon eine Superposition von harmonischen und
subharmonischen Anteilen. Das Verhalten des Amplitudenquadrats in b) wirkt harmonisch,

Real- und Imaginir-Teil zeigen allerdings gleichermafien subharmonisches Verhalten.

Knapp oberhalb von e = 0.072 bricht das irregulire Verhalten wmusammen. In der Am-

Abb. 2.11: Eigenfunktionen im
Ortsraum. In a) und b) sind
die subharmonischen Eigenfunk-

a)

tionen im Ortsraum dargestellt,
die dort links (LTW) und rechts
(RTW) laufende Wellen sind. In
c) ist die RTW der harmo-
nischen L&sung zum Vergleich

O O

b)

eingezeichnet. Die gestrichelten
Hilfslinien verbinden die Extre-
ma, an denen deutlich die Pha-

Eigenfunktion u(g)

senverschiebung in den subhar-
monischen Eigenfunktionen zu
sehen ist. Parameter: Fy =
0.02,F, = 0.005n0/nys =
2/1, 02 = 7/2,k = q./16 = 0.2.
Systemlénge L = 4n/k
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Abb. 2.12: Darstellung der
ortsabhangigen Amplitude A(¢)
fiir die chaotische Lgsung bei
€ = 0.07. Real- und Imaginérteil
zeigen deutlich subharmonisches
Verhalten mit harmonischen
Anteilen. Letzteres ist deutlicher
in b) fiir das Betragsquadrat der
Amplitude zu sehen. Dargestellt
ist die Systemlinge L = 4w/k.
Modulation: np = 2,12 = 1,k =
g:/16 =~ 0.2,F, = 0.05,F, =
0.01R., s = /2.
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plitudengleichung (2.113) dominiert nun der Kontrollparameter gegeniiber den Modulations-
termen, und es scheinen stationire Konvektionsrollen zu entstehen. Auf langen Zeitskalen
ist allerdings zu erkennen, da8 es sich um Wanderwellen (TW) mit sehr langer Oszillations-
frequenz handelt, wie in Abb.2.8d) fiir ¢ = 0.17 zu sehen ist. Zu beachten ist dabei, daf
die Zeitskala in d) mit ¢ = 10° um einen Faktor 10 grofer ist als in a) und b). In Abb.
2.13 wurde die Oszillationsfrequenz zu verschiedenen Werten des Kontrollparameters gemes-
sen. Die Simulation in Abb.2.8d) wurde gerade im Minimum dieser Kurve durchgefiihrt, um
moglichst kurze Simulationszeiten einhalten zu konnen. Fir wachsenden Kontrollparameter
wichst auch die Oszillationsfrequenz und fiir sehr grofie Werte treten stationére Konvektions-
rollen auf. Die Entstehung von Wanderwellen oberhalb des chaotischen Regimes ist in diesem
rdumlich periodischen System erstaunlich, denn die Ausbildung einer Wanderwelle verlangt
einen spontanen Symmetriebruch, also ejne Entscheidung zwischen den gleichberechtigten

6
*10 f
0.75F ' ]

Abb. 2.13:  Periodenléngen
der Wanderwellen (TW). Fiir
Kontrollparameter ¢ 2 0.072

~

bricht das irregulére Verhalten

Periodenldnge T
[
3

zusammen, und es entste-
hen Wanderwellen mit langen
b > L L N . L 1 Periodenlangen. Modulation:
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 ng = 2,ny = L,k = 02,F =
Kontrollparameter € 0.05, Fy = 0.01/RZ, 3 = /2.
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a) \
5000Fs ;-
=
o ’ Abb. 2.14: Intervallingen in den
5 i . drei Bereichen. Uber einen lan-
c_g OFMWWMW """ gen Zeitraum wurden die Inter-
2 1800§ ] vallingen At flir drei verschie-
= £ =0.05 dene Werte des Kontrollparame-
b) 1600¢ E ters bestimmt und als Punkte
14005_ €= —0.1 _ for'tlaufend eingezeichnet. Modu-
E . RS E lation: ng = 2,ms = 1L,k =
0 1000 2000 2./16 ~ 0.2,Fy = 0.05F =
Intervallnummer 0.01/R%, 5 = w/2.
LTW und RTW,

Der essentielle Unterschied zwischen den vier Losungen in Abb.2.8 ist ihr zeitliches Ver-
halten. Zur Charakterisierung dieses Verhaltens werden die Zeitintervalle A¢ zwischen den
Vorzeichenwechsel von positiv nach negativ des Felds u(¢ = 0,¢) an einem festen Punkt
bestimmt. In Abb, 2.8 ist die Verteilung der Intervallingen zu gleichen Parametern wie in
Abb.2.8 a)-c) dargestellt. Direkt an der Schwelle existiert eine feste Intervallinge, zu erkennen
an der horizontalen Linie in b). Fiir anwachsende Kontrollparameter beginnt die Intervallinge
um einen festen Mittelwert zu oszillieren, wie an den oberen Punkten in b) zu sehen ist, wobei
die Oszillationsamplitude wie der Mittelwert mit steigendem e gréfler werden. Das oszillato-
rische Verhalten der Intervallingen deutet auf ein multiperiodisches oder quasiperiodisches
Verhalten hin. Im Fourierspektrum zu diesen Parametern in Abb. 2.15 b) sind in der Tat eine
Reihe von Frequenzen mit endlicher Amplitude angeregt.

Fir Werte des Kontrollparameters im Bereich ¢ = 0.07 sind die Intervallingen unre-
gelmifBig verteilt, wie fiir eine kleine Anzahl in Abb. 2.14 a) zu sehen ist. Dieses irregulire
Verhalten wird in Abb. 2.16 a) durch einen sehr viel lingeren Simulationslauf bestatigt. Der
Mittelwert aus 12500 aufgezeichneten Intervallingen ist A¢ = 2781, wobei sich die Simulation
iiber eine Zeit von ¢ = 3.5 107 erstreckt. Die gefundenen Zeitintervalle unterscheiden sich. Bei-
spielsweise wurde wahrend der Simulation ein Intervall der Linge At = 2851.924 gefunden.
Uber die gesamte Simulationszeit wurden als nichste Nachbarn zu dieser Linge zwei Interval-
le mit At = 2849.944 und At = 2853.084 gefunden. Die Differenz zwischen den benachbarten
Werten ist wesentlich gréfer als die zeitliche Auflésung von dt = 0.0254 als Integrationsschritt
im Euler-Verfahren. Das Verhalten von u(¢, t) ist offensichtlich aperiodisch.

Zu den Simulationen aus Abb. 2.14 sind in Abb. 2.15 die Fourierspektren der zeitlichen
Entwicklung eines festen Punktes u(¢ = 0,t) dargestellt. Fir ¢ = 0.05 scheinen die mit
grofler Amplitude angeregten Frequenzen dquidistant zu sein. Dies ist allerdings nicht der Fall.
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Zusitzliche Frequenzen zwischen diesen sind angeregt, was auf ein quasiperiodisches Verhalten
von 4 (¢ = 0,t) hindeutet. Diese Beobachtung wird durch die zerfallende Korrelation zwischen
den Intervallingen unterstiitzt.

Fiir € = 0.07 zeigen die Fourierspektren in Abb. 2.15 a) und 2.16 b) eine Anzahl von
dquidistant liegenden angeregten Frequenzen. Allerdings sind eine Reihe von starken Peaks
zwischen diesen zu erkennen. Die in der Intervallingenverteilung in Abb. 2.16 b) zu beob-
achtenden Strukturen haben ihre Ursache méglicherweise in den &quidistanten Peaks. Die
starke Streuung und nicht vorhandene Wiederholung der At-Werte moégen als Ursache die
nicht dquidistant liegenden Peaks im Fourierspektrum haben. Dies unterstiitzt die Annahme,
daB das zeitliche Verhalten von u(¢ = 0,t) quasiperiodisch oder sogar chaotisch ist.

Das Verhéltnis zweier aufeinanderfolgender Intervallingen aus Abb. 2.16 kann in einem
zweidimensionalen Koordinatensystem eingetragen werden. Der so erhaltene Poincaré-Schnitt
ist in Abb. 2.17 zu sehen. Die deutlich zu erkennenden Spiralbahnen deuten auf ein quasi-
periodisches Verhalten zwischen zwei Frequenzen, deutliche Unregelméfigkeiten sowie die
Ausdehnung in der Fliche eher auf ein chaotisches Verhalten hin. In einem dreidimensionalen
Poincaré-Schnitt ist das chaotische Verhalten deutlicher zu beobachten. In Abb. 2.18 wurden
die Verhiltnisse dreier aufeinderfolgender Geschwindigkeitsbetrige beim Vorzeichenwechsel
des Felds u(¢ = 0,t) von positiv nach negativ aus demselben Lauf berechnet und als Punkte
eingetragen. Die dreidimensionale Ausdehnung des so erhaltenen Gebildes legt den Schlufl auf
eine chaotische Bewegung nahe,.

Mit zunehmendem Kontrollparameter ¢ werden die Intervallingen At tiber einen immer
gréBer werdenden Bereich gestreut, wie schon an den drei Beispielen in Abb. 2.14 zua sehen
ist. Daher liegt es nahe, den Bereich der Intervallingen als Maf} fiir die Komplexitdt der
Dynamik aufzufassen. In Abb. 2.19 wurde dieser Bereich fiir eine groie Anzahl dquidistant
liegender Werte des Kontrollparameters bestimmt. Aus der konstanten Intervallinge bei klei-

a

—

Abb. 2.15: Fourierspektren von
u(é = 0,t) zu gleichen Para-
metern wie in Abb. 2.14. Auf-
genommen wurde das u(z = 0)
£ zu 2'% Zeiten im Abstand von
60F . - 005 dt = 75.0103, d.h. Schwingun-
: ] gen des Feldes wurden mit ca.
40? ] 25 Punkten aufgeltst. Dargestellt
_ ] sind die Amplitudenbetrige der
: ersten 4096 Fourier-Moden, also
o) : : : . y L ein Viertel des Spektrums. a) be-
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 sieht sich auf den chaotischen, b)

Fourier-Mode auf den anharmonischen Bereich.

Amplitude
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Abb. 2.16: Verldngerter Lauf zu Abb. 2.14 a). Im oberen Bild sind 12.500 Intervallingen im Zeitbereich
bis t = 3.5 107 registriert worden. Die mittlere Intervallsnge ist 2781. Die Punkte liegen nicht dicht,
insbesondere konnte keine Periodizitét festgestellt werden. Beispiel: Die Intervallange 2851.924 taucht
im gesamten Datensatz nur einmal auf. Die nichsten Nachbarn sind 2849.944 und 2853.084. Die Diffe-
renz zwischen diesen Werten {iberschreitet bei weitem den Zeitschritt der Integration von dt = 0.02541.
Im unteren Bild sind die Amplituden der ersten 2!* Moden der Fouriertransformation mit 2'® Punk-
ten dargestellt. Die Mefipunkte wurden alle dt = 93.76 aufgenommen, um die kurzen Oszillationen des
u~Felds mit etwa 20 Punkten auflésen zu konnen. Das fiir die Fourieranalyse ausgewertete Zeitintervall
ist also t = 2.45 107.

nen € wichst kontinuierlich ein immer breiter werdendes Band von Intervallingen heraus.
Diese liegen allerdings bei den endlichen Simulationszeiten nicht dichi, wie in Abb. 2.16 zu
sehen und bereits diskutiert wurde. Der Ubergang vom anharmonischen zum chaotischen Ge-
biet kann mit dieser Darstellung nicht exakt bestimmt und definiert werden. Offensichtlich
ist allerdings, daf es keine Art von Periodenverdopplung in diesem System gibt.
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_Z 5000}
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) ]
€ 4000} ]
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(g ] . P .
5 a000k 1 Abb. 2.17: Poincaré-Schnitt
= ] fiir aufeinanderfolgende Inter-
vallangen. Fiir alle Intervallingen
2000¢ 1 aus Abb. 2.16 wurde das Verhslt-
................ nis zweler aufeinanderfolgender

“2000 3000 4000 5000 6000 . o -
Intervalléngen in ein zweidi-

mensionales Koordinatensystem

Intervalldange At .
n eingetragen.
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Abb. 2.18: Poincaré-Schnitt. In
dem langen Lauf aus Abb. 2.16
wurde die Geschwindigkeit v, =
Oiun (6 = 0,t) an den Stellen
des Vorzeichenwechsels von posi-
tiv nach negativ berechnet, und
die Verhiltnisse der Geschwindig-
keiten an drei aufeinanderfolgen-
den Nullstellen in einem dreidi-
mensionalen Koordinatensystem
eingezeichnet.

2.2.7.4 Raumzeitliche Dynamik in einem lingeren System

Fiir ein lingeres System, etwa vierfacher Linge 4L mit L = 4x /k, stellt sich die Frage, ob die
Lésungen einfach eine rdumlich periodische Fortsetzung des kurzen Systems der Lange L sind,
oder ob sich w(€,%) an verschiedenen Punkten im Abstand von L unabhéngig voneinander in
der Zeit entwickelt. Knapp oberhalb der Schwelle werden riumlich kohirente, regelmafige
stehende Wellen beobachtet. Bleibt also die Korrelation im Ort bei Erhthung des Kontrollpa-
rameters erhalten? Zur Beantwortung dieser Frage wurde ein System der Lénge 4L simuliert
und die zeitliche Entwicklung des Felds (£, ¢) und den Orten §; = 0, & = L, {3 = 2L und

4000 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
Z L ]
o 3000 =
(@] - ]
C L ]
< [ A
2 F ]
Qo ]
£ 2000f .
: cmhcrr\'\o\""SCh
harmonisch ]
TN IR T ST TR AWV S ST R

1000 -0.10 -0.05 0 0.05

Kontrollparameter €

Abb. 2.19: Intervallingen At fiir
verschiedene Werte von €. Bei je-
dem Wert wurde die Dynamik
{iber eine Zeit von ¢t = 10° ana-
lysiert. Der anharmonische Be-
reich entwickelt sich kontinuier-
lich aus dem harmonischen, insbe-
sondere findet keine Periodenver-
dopplung statt. Modulation: ng =
2,n9 = L,k = ¢q./16 = 0.2,Fp =
0.05,F, =0.01/RL, 0y = w/2.
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Abb. 2.20: Raumzeitlich komple-
xe Losung. In einem System vier-
facher Linge sind die einzelnen
Bereiche unkorreliert. In einem
Zeitbereich von t = 5 x 107 wur-
den an vier dquidistanten Stel-
len die Intervallingen bestimmt

Intervalldnge At

und mit verschiedenen Symbo-
len eingezeichnet. Kontrollpara-
meter: ¢ = 0.072. Modulati-
on: np = 2,m = Lk =
g./16 =~ 0.2,F5 = 0.05,F;
0.01/R.,p2 = m/2. Systemlénge
4L = 167/k mit einer Auflésung
Intervalinummer von 512 Punkten.

1l

€4 = 3L, aufgezeichnet. Fiir ¢ = 0.072 wurde aus einer koh&renten Struktur gestartet und
die Intervallingen an den vier Ortspunkten bestimmt. Die Verteilung der Intervallinge ist in
Abb. 2.20 mit verschiedenen Symbolen fiir die vier Punkte dargestellt. An jedem Punkt ist
die Verteilung unregelméBig wie in dem kurzen System, insbesondere ist keinerlei Korrelation
zwischen den vier Symbolen zu erkennen. Die Fourierspekiren fiir (£ = 0,¢) an den vier
Punkten in Abb. 2.21 unterscheiden sich ebenfalls deutlich. Die unterschiedliche Dynamik an
den vier Punkten basiert also nicht auf einer Phasenverschiebung zwischen den zeitlichen Ent-

wicklungen an den vier Punkten, da die Amplituden der einzelnen Frequenzen in den Spektren
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T 101 T TTT

{ o
gl ]H

‘. mmwmmwmm e .,mmwwm.

102— c) 3L _— d) 4L : Abb. 2.21: Fourierspektren des

- 1 langen Systems aus Abb. 2.20.
Dargestellt sind die Amplituden-
M 1 betrage des ersten Viertels der
i I ] Spektren, die aus 20000 Aufzeich-

o T JRfl (N nungen des u-Felds an den vier

IR s s .,..m..;.,muuﬁMIimM Punkten im Abstand von 2w/k

1000 2000 1000 2000 {iber eine Zeit von t = 5 % 10° be-
Fourier-Mode Fourier-Mode rechnet wurder.
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Abb. 2.22: Synchronisation. Gest-
artet wurde aus der raumzeitlich
komplexen Losung aus Abb. 2.20

N
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mit gleichen Parametern bis auf
einen verkleinerten Kontrollpara-
meter von € = 0.070. Das komple-
xe Verhalten 16st sich auf und die

Intervalldnge At

2800 "
Schwingungen an den vier Punkte
synchronisieren sich. Dabei sind

2700" i . i die benachbarten Punkte um je-
0 500 1000 1500 weils ein halbe Schwingungsperi-
Intervallnummer ode phasenverschoben.

unterschiedlich sind. Die Intervallingenverteilung und die Fourierspektren deuten darauf hin,
daB es in der modulierten thermischen Konvektion raumzeitlich komplexes Losungsverhal-
ten gibt. Dadurch wird dieses reale System sehr attraktiv, denn es gibt zwar viele Modelle,
die raumzeitliches Chaos zeigen, aber wenig reale Systeme. Dieses System erlaubt zusétzlich
iiber die Modulationsparameter einen kontrollierten Zugang zur Untersuchung von zeitlich

komplexem sowie raumzeitlich komplexem Losungsverhalten.

Wird der Kontrollparameter aus der raumzeitlich komplexen Losung in Abb. 2.20 auf
€ = 0.07 gesenkt, kommt es zu einer rdumlichen Synchronisation, wie an der Intervallingen-
verteilung in Abb. 2.22 zu sehen ist. Fiir ¢ = 0.072 war die Lésung periodisch zur Systemlédnge
4L. Bei Verringerung auf € = 0.07 tritt eine Oszillation in der Intervallinge auf. Dabei stellt
sich eine Periodizitit von 2L ein, d.h. die Intervallingen bei £ = 0 und ¢ = 2L schwingen
mit gleicher Frequenz, bei £ = L und ¢ = 3L ebenfalls gleich aber zu den anderen beiden
Orten um eine halbe Periodizitdt phasenverschoben. Diese Synchronisation ist allerdings nicht
perfekt, denn die Schwankungen der Intervallingen an den einzelnen Orten liegen in einem
groBeren Bereich als dem durch die Zeitauflésung vorgegebenen Intervall von df = 0.02541.

Oberhalb der raumzeitlich komplexen Ldsungen existieren wie im kurzen System stabi-
le Wanderwellen. In Abhingigkeit von den Startbedingungen kénnen allerdings interessante
lokalisierte, wandernde Stérungen beobachtet werden, wie in Abb. 2.24 gezeigt ist. Zwischen
den modulierten stationdren Bereichen liuft eine oszillatorische Stérung durch das gesamte
System. Auf den ersten Blick sieht dieser propagierende Puls wie eine ,solitory mode“ aus,
wie sie in der gerichteten Erstarrung beobachtet wird [62, 63, 64, 65, 66]. Wie bereits erwihnt,
158t sich die Gesamtlosung als Uberlagerung eines symmetrischen us (€ + 27/k,t) = us(€, t)
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und eines antisymmetrischen u, (€ + 27/k,t) = —uq(€,t) Anteils auffassen:
u(§,t) = Cs(§,t) us(€,1) + Calé,t) ual(, ). (2.127)

Wenn C,(¢,t) Pulscharakter besitzt, wird aufgrund der Phasendynamik erwartet, da8 dieser
Puls propagiert [64, 65]. Dieser Mechanismus fiir parititsbrechende Pulse scheint in diesem
Beispiel zur Anwendung zu kommen. Um dieses zu verdeutlichen, kénnen die einzelnen Anteile

der Lisungen iiber

Us(€t) = (ul€,t) +u(€ +2n/k,1))/2 (2.128)
Ual€st) = (ulg,?) —u(€ +2n/k,1))/2 (2.129)

berechnet werden. Diese Transformation erlaubt keine exakte Trennung der Lésung u(€,t) in
einen symmetrischen und antisymmetrischen Anteil, weil u(£,¢) nicht perfekt periodisch in
47 [k ist. Diese Zerlegung zeigt allerdings die wesentlichen Charakteristika des propagierenden
Pulses. Die raumzeitlichen Entwicklungen von uso(€,t) sind in Abb. 2.24 dargestellt. Diese
Zerlegung zeigt deutlich, dafl der propagierende Puls antisymmetrisch bzgl. der Verschiebung
& — €+ 2n/k ist, sich durch die symmetrische harmonische Losung bewegt, genau wie in
anderen Beispielen beobachtet wird [62, 21].

0 1 2 Raum|[L] 3 4

Abb. 2.23: Soliton. Dargestellt ist das u-Feld in einem System der Liange 4L = 16x/k. Die Minima sind
schwarz, die Maxima, sind weif} gefarbt. Deutlich ist zu sehen, wie eine Stérung in der sonst stationéren
Struktur, zu erkennen an den parallelen Streifen, {iber die subharmonischen Periodizitétslingen L wie
ein Soliton hinweg lauft. Zeit: t = 50000. Kontrollparameter: ¢ = 0.075. Modulation: ng = 2,ny =
1,k =q./16 = 0.2, Fy = 0.05, F, = 0.01/R}, 2 = w/2. Auflosung: 4L = 167 /k mit 512 Punkten.
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0 1 2

Raum [L]

Abb. 2.24: Trennung von a) antisymmetrischer und b) symmetrischer Losung aus der Zeitentwicklung
in 2.23

2.2.7.5 Verhalten der Nusselt-Zahl

Zur Charakterisierung des chaotischen Verhaltens wurden in den vorigen Abschnitten iiber-
wiegend die Vorzeichenwechsel im u-Feld von positiv nach negativ an einem festen Ortspunkt
berechnet und die sich daraus ergebenden Zeitintervalle untersucht. Experimentell ist diese
MeBgrofle schwer zu realisieren. Geeigneter sind globale skalare Mefigrofien wie die experi-
mentell zugingliche Nusselt-Zahl oder der konvektive Warmestrom. Allerdings erlauben diese
nicht die Untersuchung des raumzeitlichen Chaos, sondern liefern im allgemeinen nur ein Rau-
schen um einen Mittelwert [67]. Trotzdem werden diese Groflen hier kurz vorgestellt, weil sie
einen guten Vergleich zu Modellrechnungen erméglichen und in einem spiteren Kapitel bei
der Untersuchung der Spiralturbulenz (Kap. 5) eine wichtige Rolle spielen. Die theoretische
Berechnung dieser Gréfien ist in einer modulierten Rayleigh-Bénard-Zelle nicht trivial [68]. In
dieser Arbeit werden sie mit Ndherungen um das unmodulierte System abgeleitet. Der dabei
entstehende Fehler hat sicher keine Auswirkungen auf die qualitativen Effekte, die in dieser

Arbeit im Vordergrund stehen.
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Die Nusselt-Zahl (2.61) und der dimensionslose konvektive Warmestrom (2.60) lassen sich
aus dem Feld (2.126) berechnen. Der Zusammenhang der in @ enthaltenen Gréfien © und @
folgt bei konstantem z leicht aus der Bewegungsgleichung (2.23a):

o=_ifs (2.130)
q
Das skalare Feld w kann mit dem Geschwindigkeitspotential identifiziert werden, v = ®. Dann

ergibt sich fiir den konvektiven Warmestrom aus (2.65):
7 = ~8;® © — 0,0 = R®* = Ru’. (2.131)

Nun ist die £-Abhangigkeit von u nicht so trivial, wie hier mit konstantem A angenommen.
Da in den Wirmestrom aber nur die iiber ein Flichenelement gemittelten Werte eingehen,
kann zur Berechnung v einfach aufintegriert werden. Fir den dimensionslosen konvektiven

Wirmestrom gilt dann,

L
i) =+ a7 [auieo, (2.132)
0
bzw. fiir die Nusselt-Zahl L
Nu—1= %/d& u?(€). (2.133)
0

Diese Zusammenhinge werden spiter bei der Diskussion des Swift-Hohenberg-Modells noch
einmal benotigt. Das Zeitverhalten der Nusseli-Zahl im oszillatorischen Bereich ist in Abb.
2.25 dargestellt. In a) bei € = —0.1 oszilliert die Nusselt-Zahl vollkommmen harmonisch. Mit
zunehmendem Kontrollparameter wird das Verhalten anharmonisch, d.h. die Periodizitét be-
leibt erhalten, aber die Form der Schwingung wird unregelméBiger, wie in b) bei ¢ = 0.065. Fiir

a) 107
0.650
"

3 L
= 0'625_ Abb. 2.25: Zeitverhalten der
Nusselt-Zahl. Fiir kleine ¢ =
b) i —0.1 in a) knapp oberhalb
0.240F der Schwelle ist die Verzwei-
— F gung oszillatorisch und har-
; : monisch. Mit wachsendem e
Z 0.235} wird die Losung immer an-
] harmonischer, in b) bei € =
ST Lieatsn s Lisaaiinon Lo s Laeains ] 0.065, bevor sie kurz vor

0 1000 2000 3000 4000 5000 dem Ubergang sogar chao-
Zeit 1 tisch wird.
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noch gréflere Werte des Kontrollparameters zeigt die Nusselt-Zahl ein chaotisches Verhalten,
auf das aus Platzgriinden an dieser Stelle allerdings nicht weiter eingegangen wird.

2.2.7.6 Experimentelle Realisierbarkeit

Die Intervalldngen im chaotischen Bereich liegen in der Gréfenordnung von £ =~ 2000. Es stellt
sich die berechtigte Frage, ob diese Zeiten in einem Experiment iiberhaupt realisierbar sind.
Im Konvektionsexperiment von Wesfreid et al. [36] wurde eine Zelle mit 18cm Lénge, 3cm
Breite und 0.6cm Hohe verwendet. An einem Ol mit Prandtl-Zahl P = 490 wurden die linearen
Koeflizienten der Amplitudengleichung experimentell bestitigt. Die vertikale Diffusionszeit in
diesem System betrug d/x = 320s, woraus sich eine Relaxationszeit

o = _cﬁl + 1.954P _
Kk 38.442P

ergibt. Die Simulationen der Amplitudengleichung wurden in Einheiten der Relaxationszeit 7o
durchgefiihrt. Damit wiirde die Beobachtung eines Intervalls in Realzeit etwa neun Stunden
dauern. Im Experiment von Ciliberto et al. [69], mit einer 2 mm hohen runden Zelle mit 72
mm Radius und einer Prandtl-Zahl P = 5.81 ist die vertikale Diffusionszeit d?/r = 1237s und
somit 79 = 64.4s, was die Zeit auf 38 Stunden erh6ht. Die Analyse eines chaotischen Systems
ist auf dieser Zeitskala absolut unmdglich. In den letzten Jahren wurden allerdings Rayleigh-
Bénard-Fxperimente in flachen grofien Zellen mit Gasen unter Hochdruck durchgefiihrt. Bei
dem Hxperiment von Bodenschatz et al. [70] ist die Zelle nur noch 0.5 mm dick. Dadurch
sinkt die vertikale Diffusionszeit auf d?/k = 0.8s. Gase unter Hochdruck haben ein kleine
Prandtl-Zahl von ungeféhr eins, daher ist 79 = 0.06s. Die daraus folgende reale Intervallinge
von etwa 120s 148t in diesem Experiment also durchaus die Untersuchung des chaotischen

165 (2.134)

Systems zu.

2.3 Nicht-Boussinesq-Effekt und Temperaturmodulationen

2.3.1 Einleitung

Fiir das Auftreten der Hopf-Bifurkation durch frustrierte Drifts in der Rayleigh-Bénard-
Konvektion wurden durch eine geometrische Modulation des Randes und einer Modulation
des Temperaturfelds an einer der beiden Platten die kontinuierliche Translationssymmetrie in
x-Richtung und die Up-Down-Symmetrie in z-Richtung gebrochen. Zwei Temperaturmodula-
tionen alleine fithren zu keiner Brechung der Up-Down-Symmetrie in den Bewegungsgleichun-
gen. Allerdings erscheint es von experimenteller Seite her einfacher, die Geometrie der Zelle
nicht zu verdndern und nur mit Temperaturmodulationen zu arbeiten. Wie kann dann aber
die Up-Down-Symmetrie gebrochen werden? Ein Vorschlag dazu ist die Temperaturabhingig-
keit der Stoffparameter zu beriicksichtigen, also mit sogenannten Nicht-Boussinesq-Fluiden
zu arbeiten. Dieser Idee wird in diesem Abschnitt nachgegangen. Es wird eine Flissigkeit wie
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z.B. Wasser in der Nihe der Anomalie bei etwa 4° C betrachtet, wo die Dichte nicht mehr
linear mit einem Temperaturanstieg sinkst, sondern ein quadratischer Ausdehnungskoeffizient
auftritt. Fiir dieses System wird durch eine lineare Stabilititsanalyse der Bewegungsgleichun-
gen nachgewiesen, daB die erste Bifurkation oszillatorisch werden kann. In einem zweiten
Schritt wird fiir das schwach nichtlineare Verhalten eine Amplitudengleichung abgeleitet, die
in ihrem linearen Verhalten die Hopf-Bifurkation bestitigt. Beim quantitativen Vergleich der
beiden linearen Stabilitdtsanalysen treten Abweichungen auf, die durch die Starke der zu ver-
wendenden Temperaturmodulationen und der somit verbundenen Verletzung der Annahme
kleiner Amplituden bei der Ableitung der Amplitudengleichung verstindlich sind. Oberhalb
der Hopf-Bifurkation wird das Lésungsverhalten mit zunehmendem Kontrollparameter anhar-
monischer, bevor stationire Losungen enstehen. Ein Parametersatz fiir diesen Bereich wird
angegeben, das Szenario kann aus Platzgriinden allerdings nicht in der Ausfiihrlichkeit des

geometrisch modulierten Systems diskutiert werden.

2.3.2 Bewegungsgleichung und Randbedingungen

Die Ableitung der Bewegungsgleichungen &ndert sich nur geringfiigig unter Beachtung eines
nichtquadratischen Ausdehnungskoeflizienten §. Dieser tritt zusitzlich in der Dichteentwick-

lung (2.1) auf:
p=po(l—c(T—Tn) =BT —Tar)*+---). (2.135)

Da diese lediglich in den Aufiriebsterm eingeht, erscheint nur in der Navier-Stokes Gleichung

ein dichteabhingiger Term:
AT + (8,00, — 8,¥8,) A¥ = vA%) — gad, T — 298(T — Tar)0,T. (2.136)

In entdimensionalisierter Form (2.11) wird der Einflul des quadratischen Ausdehnungskoeffi-

zienten durch die dimensionslose Grofle [71]
V= 'g(Tu —T) (2.137)
beschrieben. Die erweiterten Bewegungsgleichungen
O AT + (8,90, — 0, V8,) AT = P (AZ\I! - 8,T — %(T - TM)&ET> , (2.138a)
0T + (0, %0, — 0, ¥0,)T = AT (2.138b)

enthalten nun explizit die Rayleigh-Zahl und die Temperatur in der Zellenmitte:

T 1
e T, + =R. (2.139)

R=T,—-1T, und T 5 = 5

Der EinfluB der Prandtl-Zahl wurde ausfithrlich in Abschnitt 2.2.6 diskutiert. Dort wurde
gezeigt, daf ihr EinfluB sehr gering und nur qualitativer Natur ist. Daher wird die lineare
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Stabilitdtsanalyse im Grenzfall unendlich groSer Prandtl-Zahlen berechnet. Die Bewegungs-

gleichungen vereinfachen sich dann zu:

Ay = 8,7 —~ (1 - 2—(1-’—};&’0 0, T, (2.140a)
AT = 8T+ (0,¥8; — 0,9.0,)T. (2.140b)

Bei der Ableitung der Amplitudengleichung werden wieder endliche Prandtl-Zahlen beriick-
sichtigt. Die Randbedingungen des Geschwindigkeitspotentials und des Temperaturfeldes dn-
dern sich nicht gegeniiber dem letzten Abschnitt. Es werden freie (2.17) und feste Rinder
(2.18) sowie Temperaturmodulationen H; und Hy an der unteren und oberen Platte (2.99)

beriicksichtigt.

2.3.3 Grundzustand

Durch die Temperaturmodulationen wird bereits bei beliebigen Rayleigh-Zahlen ein Grund-
fluB angeworfen. Dieser PrimérfluB, T und ¥, soll nun berechnet werden. Der Primérzustand
muf} natiirlich die Bewegungsgleichungen (2.140) erfiillen. Da die Modulationswellenlingen

grof sind, konnen die Felder in dem kleinen Parameter k entwickelt
T(z,z) = T%x,2)+kT(z,2) + O®K?), (2.141a)
U(x,z) = Tz, 2) +k Tz, 2) + OK?), (2.141Db)
und wegen der in &k periodischen Koeffizienten in den Bewegungsgleichungen nach Fourier

zerlegt werden:

N

Tz, 2) = Y. T (2) €M, (2.142a)
l=—N
N 3

lz,z) = Y TP (z) ™= (2.142b)
l=—N

Dadurch entsteht ein Gleichungssystem in den verschieden Ordnungen von k, aus dem suk-
zessiv unter Beachtung der Randbedingungen der Primirzustand berechnet werden kann. In
Ordnung O(kP) liefern die Bewegungsgleichungen (2.140)
Ot ¥0(z,2) = 0, (2.143a)
92 T%xz,2z) = 0. (2.143b)

Diese kénnen leicht in z integriert werden:

z,2) = c1 +coz 4322 +ca?®, (2.144a)
T(z,z) = c1 +coz. (2.144b)
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Sowohl bei festen als auch bei freien Randbedingungen verschwindet ¥° und eine Ableitung

davon an den Rindern bei z = 0 und z = 1. Damit ist

¥0(z,2) = 0. (2.145)

Die Randbedingungen fiir das Temperaturfeld enthalten in dieser Ordnung die Modulations-
terme:

T%z,1) = T,+ Hi(z), (2.146a)

T%z,0) = T, + Hy(x), (2.146b)

die bei der Integration in z beachtet werden miissen:
T%x,z) =T, + Hy(z) — z (R + Hy(z) — Hy(x)). (2.147)
Die néchste Ordnung O(k) der Bewegungsgleichungen (2.140) liefert:

(6$H2 — 2(8,Hy — ale)) (1 _ »7<1 - %(R 4 Hy —#(R+Hy — fh)))) (2.148a)

kO2Tt = 9,9%9,T° — 8,0°9,T°. (2.148b)

kot ot

Wegen (2.145) ist
T (z,2) =0. (2.149)

Die erste Gleichung von (2.148a) muf nach Potenzen von z sortiert und anschliefend integriert

werden. Da Terme bis zur sweiten Ordoung in z auftauchen, besteht die Ldsung aus drei

Termen: s
Uz, 2) = Y My(z)P;(2). (2.150)
i=1
dabei stehen in M; die zu 2°, in M, die zu 2! und in M3 die zu 22 gehérenden Terme:
H.
Mi(z) = O:Hy(1+9(1+ 272)), (2.151a)
H,— H H.
My(s) = —290:H(1+ Z—R—l) — (8, Hy — 0, Hy) (1 + (1 + 27;-)), (2.151b)
H, — H
Ms(z) = 27(8,Ha— 8,H)) (1 + ——272—-1) (2.151c)

Die z-abhingigen Faktoren P; werden durch die Randbedingungen des Geschwindigkeitspo-
tentials festgelegt:

freie Randbedingungen feste Randbedingungen
1 1
P (z) = 725 (802 — 602° + 302*) Pi(z) = —7—2—0(30z2 — 602% 4 302%Y2.152a)
1 1
Py(z) = 7-2-5(14z — 2023 + 62°) Py(z) = 7—26(12:42 —182% 4 62°) (2.152b)
1 1
Py(z) = %(4z —52% 4 2%) Ps(z) = 7—26(3z2 —422 +2%  (2.152)
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Der Priméirzustand lautet bis zur Ordnung O(k) zusammengefafit:

T(z,2) = T,+Hy—z(R+Hy— Hy), (2.153a)
3

U(z,2) = Y Mi(z)P(2). (2.153b)
=1

2.3.4 Lineare Stabilitdtsanalyse
2.3.4.1 Eigenwertproblem

Mit dem Ansatz (2.22) wurden die Felder in einen Grundzustand T und @, dessen Berechnung
im vorigen Abschnitt erfolgte, und kleine Stérungen © und @ zerlegt. Diese Ansatz wird in

die Bewegungsgleichungen (2.140) eingesetzt und linearisiert:

A% = 8,0+ 7%-? (c’)sz — 4(0;Hy — 0,H1))© (2.154a)
H Hy—H
+y (1 + 2(—52 —#(1 + -?—R——l))) 8,0,
3
80 = AO - M;(z)d,Pi(2)0:,0 — (R+ Hz — H,)0,® (2.154b)
i=1

- (c%Hz — 2(8Hy — Gle)) 8,8.

Diese zwei Differentialgleichungen in ® und © separieren in den Variablen z,z und ¢. Daher

bietet sich folgender Lésungsansatz an:
N Mp
P(z,z,t) = esttie Z Z Py € frn(2) + cc (2.155a)
l=—Nm=1
N Mr
O(z,z,t) = etTu® Z Z T} m €% sin(mmz) + cc. (2.155b)
l=—Nm=1

Die z-Abhingigkeit fir ® muf fiir die zwei moéglichen Randbedingungen unterschiedlich an-
gesetzt werden. Fir freie Randbedingungen ist ein einfacher Ansatz mit Sinusfunktionen
moglich:

fm(n) = sin(mmn), (2.156)
fiir feste Randbedingungen werden die Chandrasekhar-Funktionen benutzt [34):
cosh(An (2 — 1)) _ c08(Am(z — )

de, 2.157
Jm(2) cosh(3Am) cos(5Am) m gerade ( 2)
inh(u (z — L - !
fm(z) = sSim. .(/‘mgé 5)) _ Sln(,.umr 7)) m ungerade, (2.157b)
sinh(him) | sin(hen)
deren Konstanten die Bedingungen
1
tanh(-z—/\m)—!—tan(—;—/\m) = 0 (2.158a)

coth(%#m) + cot(%um) -0 (2.158b)
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erfiillen. Nach Einsetzen des Separationsansatzes (2.155) in die linearisierten Bewegungsglei-

chungen, kann die erste Gleichung (2.154a) mit

oo 1 .
/ dx / dz e ™ fin, () (2.159)
-0 0
auf die ® Moden, die zweite (2.154b) mit
oo 1 .
/ dz / dz e~ * sin(monz) (2.160)
-00 0

auf die © Moden projiziert werden. Dies erfolgt in zwei Schritten. Zuerst wird die z-Integration
ausgefithrt. Mit den in Anhang D angegebenen Konstanten enthalten die Bewegungsgleichun-
gen fiir die Stérungen (2.154) nur noch x-abhingige Terme:

20
(1008 + 260,02 + a )@ = (fsk00s + Y (k0 Ha = fot, (9 Ho — 0 H1 )
Hy — Hl

. ))0:)© (2.161a)

H
+y(fse, (1 + z—ﬁz) + 28, (1 +
3
088, @ = (sskoag + 884,02 — Z M; (:v)ssp,.ax)
i=1

+( = sty (R + Hp — H1)0, — (st 0 Ha — SE., (0 H — 9,H1)) )@ (2.161b)

Diese Gleichungen miissen nun noch auf die x-Moden projiziert werden. Da dieses zur Kopp-
lung einzelner Moden fiihrt, und aufierdem eine zeitaufwendige Arbeit ist, wird ein Compu-
teralgebra Programm (MAPLE) |46] fiir diese Aufgabe herangezogen. Werden die x-Hnbwick-

lungskoeffizienten zu einer z-Mode m in Vektoren

P m,N Tm,N
= , 6m= (2.162)
Pm,.. N Tm,—N
abgelegt, und diese Vektoren in
gt 6!
= umd 6=| (2.163)
é‘MP (:jMT
zusammengefafit, dann fithrt (2.161) auf zwei Matrizengleichungen:
A% = i4y6 (2.164a)
o = B6+iB,® (2.164b)

Die beiden Imaginirkonstanten ¢ resultieren dabei aus ungeraden Anzahlen von partiellen

Ableitungen nach x. Durch die Phasenwinkel ¢; werden wegen
1 ; , .
Hi(z) = F;cos (nskz + ;) = 3 Fy (efnakatwi) o gmilnikotii))

1 . = —ineka
= 3 (efmike iy 4 ginika fixy (2.165)
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die Amplituden komplex:
F; = Fie" = Fy(cos @; + isin ;). (2.166)

Dadurch werden auch die Matrizen Aj, B; und Bs komplex. Die erste Gleichung (2.164a) kann
nach ® aufgelést und in die zweite eingesetzt werden. Dies fithrt auf ein lineares Eigenwert-
problem:

06 =6 (2.167)

Die Matrix C besteht dabei, getrennt nach Real- und Imaginirteil, aus:

¢ = BM _ B A1 AD 4 BD 471 AD (2.168a)
c® = BY_ N At AW — B AT AL (2.168b)

Das Eigenwertproblem (2.167) kann nun numerisch gelést werden und ergibt ein zu den Pa-

rametern gehorendes Eigenwertspektrum:
On = Ap +iwp, mit n=1.Mp(2N +1) (2.169)

Dabei wird die Rayleigh-Zahl R so variiert, dal ein Eigenwert einen verschwindenden Real-
teil hat, alle anderen aber einen negativen. Die so bestimmte Rayleigh-Zahl ist die kritische
Rayleigh-Zahl R, zu den gegebenen Parametern. Der Imaginirteil des Eigenwerts mit Re-
alteil Null gibt an, ob es sich um eine stationire (v = 0) oder driftende Lésung (w # 0)
handelt. Haben zwel Eigenwerte verschwindenden Realteil, und sind diese komplex konju-
giert, dann handelt es sich um eine mit Frequenz w zeitlich oszillierende Lésung, also eine
Hopf-Bifurkation.

2.3.4.2 Konvergenaztest

Alle weiteren Rechnungen werden bei festen Randbedingungen durchgefiithrt. Die Probleme
bei der Festlegung der Anzahl der Moden bei der linearen Stabilitdtsanalyse wurde schon in
Abschnitt 2.2.5.3 fir das geometrisch modulierte System diskutiert. Hier liegen keine Ver-
gleichsdaten aus der linearen Stabilitdtsanalyse der Amplitudengleichung vor. Daher wird zur
Bestimmung der notwendigen Anzahl der Moden ein spezieller Zustand fiir verschiedene An-
zahlen von Moden gerechnet und bestimmst, wann der Zustand konvergent ist. Die Anzahl der
Moden in z wurde auf My = Mp = b festgelegt. Fiir ny = 1,np = 2, F] = F» = 0.05R, k =
0.2,7 =0.2 und ¢y = 7 kommt es zu einer Hopf-Bifurkation. In Abb. 2.26 sind die kritische
Wellenzahl, die kritische Rayleigh-Zahl und die benéttigte CPU-Zeit zur Berechnung des Mini-
mums der kritischen Kurve auf einer IBM SP2 dargestellt. Ab etwa 9 Moden in x ist auch die
Wellenzahl ¢, konvergent, so dafl dieser Wert fiir alle weiteren Rechnungen verwendet wurde.
Ein Erhohung der Moden in z bringt keine weitere Genauigkeit, wie bei der geometrischen

Modulation schon gezeigt wurde.
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1624 kg~ senstes”
feste Parameterkonfiguration, ny; =
1822F E Lng = 2, = Fy = 0.05R,k =
1500 _ 0.2,7 = 0.2 und @3 = 7 bei festen
Randbedingungen, wurde bei einer
o 1618F _ E Modenzahl in z mit M7 = Mp =5
1516 n : das Minimum der neutralen Kurve
berechnet. Aufgetragen sind die kri-
1saE T tische Rayleigh-Zahl R, und die kri-
1234567 8 9101112131415 tische Wellenldnge ¢. im Minimum
der neutralen Kurve sowie die CPU
Moden in x Zeit auf einer IBM SP2.

Die Anzahl der Moden in z darf nicht beliebig hoch gewé#hlt werden. Der langwellige
Grenzfall fiir die Modulationen sorgt fiir eine Trennung der Zeitskalen des Priméar- und Se-
kund&rzustands. Aufilerdem wurde durch g, > k Resonanzeffekte vermieden. Allerdings wer-
den in dem Reihenansatz (2.155) Wellenzahlen bis zu N kmax(ni,ng) beriicksichtigt. Fiir
beliebig grofe N kann es dann zu Resonanztermen mit g, kommen, die in der Rechnung nicht

enthalten sind.

2.3.4.3 Phasendiagramme

Fiir jede Parameterkonfiguration kann untersucht werden, auf welche Weise der Primirzu-
stand in den Sekundirzustand verzweigt. Dazu wird fiir jede Parameterkonfiguration das
Minimum der kritischen Kurve bestimmt. Die Verschiebung des Minimums von der kriti-
schen Wellenzahl des unmodulierten Systems ist allerdings gering, so dafl bei der Berech-
nung der Phasendiagramme die kritischen Kurve bei g, ausgewertet wurde. Sind die beiden
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groBten Eigenwerte aus dem Spektrum an diesem Wert dabei komplex konjugiert, liegt eine
oszillatorische Bifurkation vor. Durch Variation zweier Parameter kann so ein zweidimensio-
nales Phasendiagramm berechnet werden. Das Wellenzahlverh&ltnis ist in allen Rechnungen
ni/ne = 1/2, bei einer Phasenverschiebung von ¢y und ¢; = 0. Wie bei der geometrischen
Modulation tritt eine Hopf-Bifurkation auch bei 2:3 Wellenzahlverhiltnissen auf, die aber
keine qualitativ neuen Ergebnisse liefern und daher hier nicht diskutiert werden.

0.08

c

Abb. 2.27: Phasendiagramm in
der F1 — F5 - Ebene. Bei fester
Wellenzahl k = 0.2 mit ny/ne =
1/2 und s = 7 sind fiir die Am-
plituden der Temperaturmodula-

0.07t

0.06t stationar tionen an den Platten kritische

Starken notig, um die Verzwei-
gung statt stationdr (weil) oszil-

Modulationsstérke F, /R

latorisch (schattiert) werden zu

lassen. Der notwendige quadra-

0.0 ‘ ‘ ( (
50 0.02 0.04 0.06 f0'08 0.10 tische Ausdehnungskoeffizient ist
Modulationsstarke F, /R v =0.01.

In Abb. 2.27 ist das Phasendiagramm in der Ebene der Modulationsstirken dargestellt.
Fir kleine Amplituden ist die Verzweigung stationdr, fiir groflere wird sie oszillatorisch.

Den Einflul des quadratischen Entwicklungsterms « in der Dichteentwicklung auf das
Bifurkationsverhalten zeigt Abb. 2.28. Fiir v = 0 tritt eine stationdre Verzweigung auf, Fir
v # 0 tritt oberhalb einer bestimmten Schwelle fiir die Modulationsamplituden eine Hopf
Bifurkation auf.

2.3.5 Schwach nichtlineares Verhalten

Zur Beschreibung des schwach nichtlinearen Verhaltens kann wie fiir das geometrisch modu-
lierte System eine Amplitudengleichung abgeleitet werden. Diese enthilt wesentlich weniger
Terme und gibt in ihrem linearen Verhalten die Ergebnisse des letzten Abschnitts qualitativ
richtig wieder. Dariiber hinaus wird auch dieses System oberhalb der Hopf-Verzweigung im-
mer anharmonischer, bis bei es sehr grofien Werten des Kontrollparameters wieder stationsr

wird.

2.3.5.1 Ableitung der Amplitudengleichung

Die Ableitung der Amplitudengleichung erfolgt nach demselben Algorithmus wie fiir das
geometrisch modulierte System in Abschnitt 2.2.4. Deshalb wird dieser hier nicht mehr be-
schrieben, sondern lediglich die Abweichungen diskutiert. Als wichtigster Punkt entfillt die
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% 0.04 der y— F; = F5 - Ebene. Auch fir

§ den quadratischen Ausdehnungs-

2 0.02 koeffizienten v ist zum Errei-

§ ) stationar chen der Hopf-Bifurkation durch

§ frustrierte Drifts eine kritische
Stirke notwendig (grauschattier-

5P

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 ter Bereich). Die Wellenzahl ist
quadratischer Ausdehnungkoeffizient y k = 0.2 mit ny /ng = 2/1.

Koordinatentransformation, was ja die Ausgangsmotivation fiir die Behandlung des Rayleigh-
Bénard-Systems in planarer Geometrie mit zwei Temperaturmodulationen war. Der lineare
Zeitoperator M braucht deshalb nicht mehr in ¢ entwickelt werden. Der quadratische Aus-
dehnungskoeffizient ist klein und wird in Ordnung €% bei der Ableitung beriicksichtigt:

v = €i7. (2.170)

Dadurch tritt im nichtlinearen Operator der Ordnung ¢ in der zweiten Komponente von Teil
Nog(iip) (2.44b) ein + -abhingiger Term auf,
12y

=27 948,00, 2.171
5. 00000 (2.171)

der aber im weiteren keine Konsequenzen auf die Amplitudengleichung hat, da nichtlinea-
re Terme von (o, dp) bei der Projektion auf 12’8 entfallen. Weiterhin entfillt der von der
geometrischen Modulation Hy abhinge Teil in Ny, (@). Aus der Entwicklung der linearen
Operatoren in Anhang B fallen die von der geometrischen Modulation Hy abhéngigen Terme
heraus, dafiir miissen die durch « neu entstehenden beriicksichtigt werden:

L1 = Lio+ (He— H1)Lip +7L14

Ly = Lo+ (Hy—H1)Llop +0x HiLoc + OxHalog + ¥Lai (2.172)
2% - 2 -
+1—%;H1£2j + -R—CHQ,CQIC

mit

0 0
Ly = ( (1-248, 0 ) , (2.173a)
( 0 0 ) , (2.173b)
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Loj = ( ° 0), (2.173¢c)

z0; 0

0 0
Lo = . 2,173d
" ((l—z)&c O) (2.1734)
Die Skalarprodukte dieser Operatoren sind fiir feste und freie Randbedingungen identisch:
<ﬁ3'cwao> =0 (2.174a)

Atlooa) = L
<u0|£2zuo> = = (2.174b)

il ey = ——
(ab|easio) = T (2.174c)
<ag[52kao> =0 (2.174d)

(2.174e)

In der Amplitudengleichung tritt lediglich ein vom quadratischen Ausdehnungskoeflizienten

abhéngiger never Term auf:

Hy— H; Hy + Hy L Bsz Oz Ho

R, oy R, ) 1A ]1’6( R, R, )

—%’—fﬁ +£2024 — go |A]? A. (2.175)
(]

Die Konstanten sind in Tabelle 2.1 angegeben, wobei hier der besseren Ubersicht wegen kg = 1

To0A = A(e +

+i0;4 ky

und ky = —kg explizit in die Gleichung eingesetst wurden, die damit nur noch zwei von den
Randbedingungen abhéngige Konstanten enthilt. Die Amplitudengleichung des geometrisch
modulierten Systems (2.113) ist nur von der Differenz der Temperaturmodulationen Hg —
H, abhéngig. Diese Symmetrie ist durch den Nicht-Boussinesq-Term in Gleichung (2.175)
offensichtlich gebrochen.

2.3.5.2 Lineare Stabilitdtsanalyse

Die lineare Stabilitdtsanalyse der Amplitudengleichung wurde ausfiihrlich in Abschnitt 2.2.5.1
fir das geometrisch modulierte System vorgestellt. Unter Beachtung des zusétzlichen -y-
abhingigen Terms in der Amplitudengleichung (2.175) kann das dort beschriebene Verfahren
auf dieses System voll iibertragen werden. Das Phasendiagramm in der F; — F>-Ebene aus
Abb. 2.27 wurde mit gleichen Parametern aus der Amplitudengleichung berechnet und ist
in Abb. 2.29 dargestellt. Die Modulationsstirken der Temperaturmodulation an der unteren
Platte Fy miissen bei gleichem F; an der unteren Platte um fast einen Faktor zwei hoher
als in Abb 2.27 gewdhlt werden, um eine Hopf-Bifurkation zu erhalten. Gleiches gilt fiir den
Einflul des quadratischen Ausdehnungskoeffizienten in Abb. 2.30.

Die durch zwei Temperaturmodulationen erzeugten Drifts haben eine um Faktor 1000
niedrigere Driftgeschwindigkeit, als Drifts aus einer geometrischen und einer Temperatur-
modulation bei gleichen Amplituden [45, 44]. D.h. eine geometrische Modulation greift viel
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B Abb. 2.29: Phasendiagramm in
-_"g_ der F| — Fy - Ebene. Die linea-
£ re Stabilititsanalyse der Ampli-
< 0N stationar
tudengleichung liefert ein qualita-
tiv gleiches Verhalten wie die li-
::::::::: N R

1 sl vy a e vty Y.
0 0.02 0.04 0.06 0.08 040 Deare Stabilitdtsanalyse der vol-

Amplitude F, / Rr len Beweg?ngsglelchungen. Para-
1T e meter wie in Abb 2.27.

stérker in das Konvektionsverhalten ein, als eine Temperaturmodulation. Die Modulationsam-
plituden zur Erzeugung der Hopf-Bifurkation durch frustrierte Drifts mit zwei Temperatur-
modulationen und unter Brechung der Up-Down-Symmetrie durch Nicht-Boussinesq-Fluide
miissen daher wesentlich groler sein, als bei einem geometrisch modulierten System. Damit
ist die Annahme kleiner Modulationsamplituden bei der Ableitung der Amplitudengleichung
allerdings verletzt, und die Amplitudengleichung nur noch niherungsweise giiltig, was die
in diesem Abschnitt beobachieten Abweichungen erklirt. Einen zusétzlichen Einfluff kénnte
die Vernachldssigung weiterer y-abhéngiger Terme durch die Skalierong -y = 63155/ enthalten.
Durch entsprechende Vernachlissigung dieser Terme in der linearen Stabilitdtsanalyse der
vollen Bewegungsgleichung wurde nachgewiesen, dafl diese Terme nicht entscheidend fiir die
Abweichungen sind.
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rameter wurden wie in Abb 2.28
quadratischer Ausdehungskoeffizient gewahlt.
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2.3.56.3 Nichtlineares Verhalten

Das nichtlineare Verhalten wird durch drei Kurven eines Punktes u({§ = 0,¢) im Ortsraum
in Abb. 2,31 gut beschrieben (vgl. Abb. 2.9). Mit den angegebenen Parametern sagt die li-
neare Stabilitdtsanalyse der Amplitudengleichung eine Hopf-Verzweigung bei e, = —0.0877
voraus. Knapp oberhalb dieser Schwelle ist die Losung, wie in a) zu sehen ist, oszillatorisch.
Sie oszilliert harmonisch in einem sehr grofen Bereich fiir den Kontrollparameter bis € ~ 1.6.
Dariiber hinaus dndert sie ihre Form, wie in b) bei € = 1.83 zu sehen ist. In diesem Bereich
sind die Amplituden der Losungen um 10* groBer, als an der Schwelle. Sie wird bei € = 1.839
in ¢) véllig anharmonisch, bevor sie fiir ¢ > 1.84 in Wanderwellen mit sehr langen Perioden
iibergeht. Die Analysen der Poincaré-Schnitte zeigen allerdings ein immer noch periodisches
Verhalten. Trotzdem ist nicht auszuschliefen, daf es fiir andere Parameterkombinationen in
diesem System zu einem dem geometrisch modulierten System &hnlichen chaotischen Verhal-

ten kommen kann.

a)« 107" 1f ;

O: Y Abb. 2.31: Nichtlineares Verhal-
"15—::::::::::'::::::::}::::::::::::'::::::{:::::::::_: ten an einem Ortspunkt. Die Am-
b) = 1; _ plitudengleichung wurde auf 128
E‘D OF W mww W WU\ W_ Stiitzstellen mit den Parametern
=2 Fy = 0.03, F, = 0.12, y = 0.01 ,
| ettt bbbttt 7 /02 = 1/2, K = ¢o/16 ~ 2 und

C) 1 E R .
N { 2 = w simuliert. In a) bei € =
of /VJ wL M —0.08 knapp oberhalb der Schwel-
\Aﬂ/ ] le ist Losung oszillierend, &ndert
Sl | ST ~wd  in b) bei € = 1.83 ihre Form und

70000 20000 30000 40000
Zeit t

wird bei ¢ = 1.839 vollig anhar-
monisch.

2.4 Das eindimensionale Swift-Hohenberg-Modell

2.4.1 Motivation

In den vorherigen Abschnitten hat sich gezeigt, dafl das schwach nichtlineare Verhalten der
Rayleigh-Bénard-Konvektion sehr gut mit der Amplitudengleichung beschrieben werden kann.
Diese ist wiederum universell fiir die Art der Bifurkation, hier von einem rdumlich homogenen
Grundzustand in einen rdumlich periodischen Zustand oder in Verbindung mit Modulatio-
nen von einem riumlich periodischen Grundzustand in einen oszillatorischen Sekundirzu-
stand. Andere strukturbildende Systeme, wie z.B. eine Fliissigkeit zwischen zwei rotierenden
Zylindern (Taylor-Cuette) oder auch chemische Reaktions—Diffusionssysteme liefern fir die
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Beschreibung der Bifurkation eine Amplitudengleichung von gleicher Struktur aber anderen
Koeffizienten. Es stellt sich nun die Frage, ob nicht durch ein Modell mit denkbar einfachem
Grundzustand, d.h. » = 0, dieser Strukturbildungsprozess beschrieben werden kann. Und in
der Tat existiert eine einfache eindimensionale reelle Bewegungsgleichung fiir das Feld u(z, ¢),
das die Bifurkation in einen riumlich periodischen Zustand beschreibt und bei der schwach
nichtlinearen Beschreibung auf die gleiche Amplitudengleichung wie bei der Rayleigh-Bénard-
Konvektion fithrt. Dies ist das Swift-Hohenberg-Modell, im weiteren mit SH-Modell bezeich-

net.

2.4.2 Modell und Amplitudengleichung

Das eindimensionale SH-Modell beschreibt die Bifurkation eines Systems mit Grundzustand
u = 0 in eine rdumlich periodische Struktur und hat folgende Bewegungsgleichung [39]:

Ou = eu — (g3 + 6§)2 u — ud, (2.176)

Es besitzt alle Charakteristika der aus der Rayleigh-Bénard-Konvektion bekannten Verzwei-
gung, d.h. eine definierte Wellenzahl ¢y der Struktur, Translationsinvarianz und eine nichtli-
neare Sittigung des Amplitudenwachstums. Wie bereits erwihnt, kann fiir dieses System eine
Amplitudengleichung nach demselben Schema wie im vorigen Abschnitt abgeleitet werden.
Hine explizite Ableitung fiir das zweidimensionale System ist in Abschnitt 4.1.5.1 gegeben.
Im eindimensionalen System hat sie die Form:

Oy A = A+ 4g202A — 3| AP A, (2.177)
Die Relaxationskonstante 79 ist reskaliert, die Kohirenzlinge ist &y = 2qp. Das SH-Modell
kann so skaliert werden, da8 die Koeffizienten der Amplitudengleichung zu denen der Rayleigh-
Bénard-Konvektion passen [2]. Daher dient es als einfaches Modellsystem fiir qualitative Un-

tersuchungen in der Strukturbildung, wie z.B. stochastische Einfliisse auf den Kontrollpara-
meter sowie der Einfluf von thermischen Fluktuationen [10].

2.4.3 Hopf-Bifurkation durch frustrierte Drifts

Kommt es auch im SH-Modell zu einer oszillatorischen Verzweigung, wenn driftende Lésungen
in verschiedenen Bereichen aufeinander zulaufen? Die Antwort ist ja, und dieser Effekt 148t
sich im SH-Modell viel einfacher und analytisch zeigen.

2.4.3.1 Driftende Losungen

Das SH-Modell (2.176) verzweigt in eine rdumlich periodische Struktur:

u(z,t) = A" 4+ cc. (2.178)
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Wird diese Losung in die Bewegungsgleichung eingesetzt, begrenzt der nichtlineare Term das
Wachstum der Amplitude:

A= g (2.179)

Eine nach links oder rechts laufende Struktur hat die Form
u(z, t) = A0ETY Y 4 oo (2.180)

wobei die Richtung durch das Vorzeichen und die Geschwindigkeit durch den Betrag der
Driftgeschwindigkeit v bestimmt wird. Diese Ldsung erfiillt aber nicht die Bewegungsgleichung
(2.176). Der durch die Zeitableitung entstehende Term kann allerdings durch einen Driftterm

im Modell eliminiert werden:
Ou = eu + (q§+8§)2u+vamu—u3. (2.181)

Zur Erinnerung, in der Rayleigh-Bénard-Konvektion waren alleine zwei Modulationen nétig,
um driftende Losungen zu erzeugen. Hier geniigt ein einzelner Term in der Modellgleichung.

2.4.3.2 Réaumlich periodisch modulierte Drifts

Durch eine geschickte Wahl der Wellenzahlverhiltnisse der Modulationen in der Rayleigh-
Bénard-Konvektion entstehen Bereiche unterschiedlich driftender Lésungen und die Verzwei-
gung wird bei geeigneter Phasenverschiebung oszillatorisch. Im SH-Modell ist die Driftrich-
tung durch das Vorzeichen der Driftgeschwindigkeit festgelegt. Wird diese réumlich periodisch
moduliert,
Oyu = eu+ (gf +8§)2u+ M (z)0u — v, (2.182)
mit
M (z) = 2G cos(kz), (2.183)
entsteht dieselbe Situation. In diesem Modell ist die kontinuierliche Translationsinvarianz in
eine diskrete Translationsinvarianz gebrochen und es ist Grundlage fiir die weiteren Untersu-

chungen.

2.4.3.3 Amplitudengleichungen

Fir das Modell (2.182) kann eine Amplitudengleichung abgeleitet werden [47]. Die Modula-
tionswellenléinge 27 /k soll wieder groB gegen die Wellenldnge der Struktur 27 /¢go sein. Dann

ist k& klein und skaliert mit dem Kontrollparameter:

k = €3k, (2.184)

wobei k£ dann wieder von der Ordnung eins ist. Fiir die Amplitude der Modulation werden
zwei Fille unterschieden, Wenn G « € ist, lautet die Amplitudengleichung:

A = eA+4g202A +igoM(z)A — 3]A]2A (A1), (2.185)
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Wird der Modulationsterm eine Ordnung niedriger bei der Ableitung der Amplitudenglei-
chung beachtet, d.h.G e%, tritt im Modulationsterm eine zusitzliche Ortsableitung auf:

A= €A+ 4GP A+ igM(x)A+ M(z)d, A —3|APA  (A2). (2.186)

Beide Terme treten auch in der Amplitudengleichung der Rayleigh-Bénard-Konvektion mit
modulierten Réndern (2.113) auf.

2.4.3.4 Lineare Stabilititsanalyse

Eine Aussage iiber die Art der Verzweigung liefert nun wieder die lineare Stabilitdtsanalyse.
Am SH-Modell sowie den beiden Amplitudengleichungen (A1) und (A2) kann ein qualitatives

Ergebnis analytisch mit einem Zweimodenansatz,
u, A = e’ (F.,_ei(q"'k)”c + F_ei(q_k)‘”) + ce. (2.187)

gewonnen werden [47]. Wird dieser in die Gleichungen eingesetzt, kann die Wachstumsrate

berechnet werden:

orsy = €—4k? —k*+/16k6 — G2 (1 — k2), (2.188a)
ora = e—4k?++/-G2 (2.188b)
o1z = €—4k2+£/k?2 G2, (2.188c)

In allen drei Féllen kommi es zu einer Hopf-Bifarkation durch frugtrierte Drifts. In der Am-
plitudengleichung (A1) setzt diese fiir beliebig kleine Amplituden ein. In den anderen beiden
Gleichungen existiert eine Schwelle fiir den Einsatz. In der Rayleigh-Bénard-Konvektion wur-
de auf die Ableitung der Amplitudengleichungen mit den Modulationstermen in Ordnung e
verzichtet, weil dort keine oszillatorische Verzweigung auftritt [47]. Hier reicht diese Ordnung
zur Beschreibung des qualitativen Verhaltens aus und die Amplitudengleichung (Al) wird
im néchsten Kapitel zur Beschreibung zweidimensionaler Effekte herangezogen. Die Analy-
se der Amplitudengleichung bringt am SH-Modell keinen wesentlichen Vorteil, weil die Be-
wegungsgleichung von &hnlicher Struktur und Komplexitét ist. Daher werden alle weiteren
Untersuchungen direkt am SH-Modell durchgefiihrt.

Der Zweimodenansatz (2.187) liefert nur die Wachstumsraten fiir die erste ungerade Mo-
de. Der Losungsraum ist fiir die geraden und ungeraden Moden jedoch unterschiedlich. Die
geraden Moden sind harmonisch zur Modulationswellenzahl, d.h. sie dndern ihr Vorzeichen
nicht bei Verschiebung um eine Wellenlénge, up(z) = up(z +7/k). Im Gegensatz dazu bilden
die ungeraden Moden den subharmonischen Losungsraum mit us(z) = —us(z + w/k). Zur
Berechnung der kritischen Kontrollparameter € auf der neutralen Kurve bei Min (Re(o) = 0)

werden alle Moden beriicksichtigt,

N
u = e7e'® Z Fekl2 4 ¢, (2.189)
[=—N
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1 Abb. 2.32: Bei fester Modulationswel-
1 lenzahl k = 0.125 wurden die kri-
1 tischen Werte des Kontrollparameters
¢ in Abhéngigkeit von der Modulati-

onsamplitude G berechnet. Die Strich-
1 Punkt-Linie ist die Schwelle der sub-
1 harmonischen Losungen. Diese Ver-
1 zweigung ist immer oszillatorisch, wo-
hingegen die harmonischen Losungen
R __.] erst stationdr, durchgezogene Linie,
&'01 0.02 0.03 dann oszillatorisch, gestrichelte Linie,

Modulationsstarke G verzweigen.

0.03

c

0.02r

Schwelle ¢

0.01¢

mit —k/2 < ¢ — go < k/2 und die Losungsrdume getrennt berechnet. In Abb. 2.32 sind die
Aste der Schwellen bei festem % = 0.125 in Abhingigkeit der Modulationsstirke dargestellt.
Die harmonische Losung ist erst stationdr (durchgezogene Linie) und wird bei einer kritischen
Modulationsamplitude oszillatorisch (gestrichelte Linie). Die dritte Linie ist die Schwelle fiir
die subharmonischen Lésungen, die immer oszillatorisch sind. Zur Berechnung wurden N = 10
Moden benutzt. Am Schnittpunkt der Kurven bei Gorp = 0.0207 liegt ein Kodimension-Zwei-
Punkt (CTP) vor. Dort sind beide Losungsdste instabil und die Nichtlinearitét entscheidet,

welcher Losungsraum gewihlt wird. Das nichtlineare Verhalten wird im nichsten Abschnitt

besprochen.

2.4.4 Simulation der Bewegungsgleichung

Im Gegensatz zur Rayleigh-Bénard-Konvektion ist beim SH-Modell die Bewegungsgleichung
vom Aufwand her genauso einfach zu simulieren, wie die Amplitudengleichung. Daher werden
in diesem Abschnitt die Lésungsmethode und die MefigréBen fiir die Bewegungsgleichungen
vorgestellt, die sich dann in einem spéteren Kapitel leicht auf ein zweidimensionales System

erweitern lassen.

2.4.4.1 Die Spektralmethode

Die Berechnung der zeitlichen Entwicklung der Losung des SH-Modells (2.182) erfolgt in
dieser Arbeit nach einer Pseudo-Spektralmethode [72]. Dabei wird der lineare Anteil im Fou-
rierraum und der nichtlineare Anteil im Ortsraum gelost. Die Zeitintegration der linearen
Terme kann dann analytisch ausgefithrt werden, die Integration der nichtlinearen Terme er-
folgt mit einem expliziten Euler-Schritt zweiter Ordnung (Adam-Bashforth, siche Anhang A).
Der Modulationsterm M (z)0zu wird als Nichtlinearitit behandelt und im Ortsraum geldst.
Zur skalaren Beschreibung der Strukturen und als MeBgrofle fiir Experimente wurden
in der Rayleigh-Bénard-Konvektion die Nusselt-Zahl Nu und der dimensionslose konvektive
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Wirmestrom 5 betrachtet. Beide GréBen lassen sich durch die Spektralmethode ohne viel
Avufwand im Fourierraum berechnen (Anhang C).

Durch die fir die Spektralmethode notwendigen periodischen Randbedingungen kommt
es zu keiner Wellenlingenselektion auf Grund der Systemlinge L [73], es stellt sich vielmehr

immer eine Rollenstruktur mit g = go ein.

2.4.4.2 Nichtlineares Verhalten

Die Simulation der Bewegungsgleichungen erlaubt eine direkte Beobachtung des nichtlinearen
Verhaltens, Abb. 2.33. Die Lésungen u(z, t) werden mit laufender Zeit hintereinander gezeich-
net und geben so einen optisch guten Eindruck der Dynamik. Oberhalb der Schwelle in a)
oszilliert das Feld. Allerdings tritt keine so starke Lokalisierung wie bei der Rayleigh-Bénard-
Konvektion auf (vgl. Abb. 2.19). Trotzdem sind die Bereiche der links- und rechtslaufenden
Wellenziige zu erkennen. Fiir gréfere Kontrollparameter werden auch hier die Lésungen im
Zeitverhalten anharmonischer. Die Dynamik des Systems 148t sich gut an der Nusselt-Zahl
beobachten, Abb. 2.34. Knapp oberhalb der Schwelle oszilliert diese harmonisch, wie in a) fiir
G = 0.03 mit € = 0.025 zu sehen ist. Allerdings relaxiert das System erst langsam nach etwa,
t = 5000 in diesen Zustand. Wird der Kontrollparameter wie in b) auf € = 0.350 erhoht, ist
das Verhalten anharmonischer, Fiir noch gré8ere Werte wie z.B. € = 0.5 bifurkiert das System
in einen stationdren Zustand mit konstanter Nusselt-Zahl. Das Verhalten der Nusselt-Zahl im
SH-Modell in Abb. 2.34 ist qualitativ ahnlich zu dem in der Rayleigh-Bénard-Konvektion in
Abb. 2.25.

a) € = 0.025 ( harmonisch ) b) ¢ = 0.350 ( anharmonisch )

Zeit—>

Raum — Raum —

Abb. 2.33: Nichtlineares Losungsverhalten. Dargestellt ist das reelle Feld u(z,t). Die Systemlénge
entspricht der doppelten Modulationswellenldnge L = w/k, k¥ = 0.125 . Bei a) ¢ = 0.025 und G =
0.03 knapp oberhalb des kritischen Kontrollparameters ist die Verzweigung oszillatorisch. Fiir grofie
Kontrollparameter b) e = 0.350 wird das Verhalten anharmonischer.
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a2
) o0
I
g Abb. 2.34: Zeitverhalten der
0.125 Nusselt-Zahl. Knapp oberhalb
Lo der Schwelle in a) bei € = 0.025
b) 0.22} oszilliert die Nusselt-Zahl harmo-
nisch. Dieses Verhalten wird fiir
Y : grofere ¢ = 0.350 in b) immer
é’ E anharmonischer, bis sich schliefi-
.18k lich ein stationdrer Zustand mit
: ] konstanter Nusselt-Zahl einstellt.
0 10 200 300 400 500 pie Modulationsamplitude ist in
Zeit t allen Fillen G = 0.03.

2.4.5 Chaotische Lésungen

In der Rayleigh-Bénard-Konvektion wurde bei groien Kontrollparametern kurz vor der Ver-
zweigung in die stationdre Losung ein chaotisches Verhalten beobachtet (siehe Abb. 2.5). Im
SH-Modell ist dieses Verhalten nicht zu beobachten. Grund dafiir kann sein, daff zur Erzeu-
gung von driftenden Liésungen in der Rayleigh-Bénard-Konvektion zwei Modulationen nétig
waren, die sich gegeunseitig beeinflussen und so zum chaotischen Verhalten fithren kénnen. Zur
Brzeugung dieses ,, Wettbewerbs“ in dem SH-Modell liegi es nahe, den periodischen Modula-

tionsterm (2.183) durch einen doppelperiodischen Modulationsterm zu ersetzen:
M(z) = 2G cos(2kz + @) + 2G5 cos(3kz + p2). (2.190)

Durch geeignete Wahl konnte so im SH Modell ein chaotisches Verhalten erzeugt werden [47].
Die Analyse des Chaos, z.B. durch Zeitreihenanalyse, Poincaré Schnitte und Bestimmung der
Attraktordimension, gestaltet sich in diesem Modell wegen der schnelleren Dynamik und der
reellen Bewegungsgleichung einfacher als in der Rayleigh-Bénard-Konvektion.




Kapitel 3

Zweldimensionale Effekte im

anisotropen System

3.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden drei unterschiedliche Aspekte in der Strukturbildung verbunden:

1.) In der Elektrokonvektion in nematischen Flissigkristallen wurde in jiingsten Arbeiten
sowohl theoretisch [74, 59, 75] als auch experimentell [74, 76] gezeigt, daBl eine Neigung des
Direktors an den Behélterwinden [77] die Reflexionssymmetrie in der Flissigkristallebene
bricht und zu driftenden periodischen Rollenstrukturen fithrt.

2.) Raumlich variierende Drifts kénnen, wie im vorigen Kapitel an der eindimensionalen
Rayleigh-Bénard-Konvektion gezeigt, iiber eine Hopf-Bifurkation durch frustrierte Drifts zu
zeitabhingigen Strukturen fiihren.

3.) Wenn die an den Behilterwénden angebrachten Elektroden nicht homogen sind, son-
dern Bereiche mit unterschiedlichen Randbedingungen und somit unterschiedlichen Struktu-
ren entstehen, kann es zu interessanten Wechselwirkung zwischen den Strukturen in benach-
barten Bereichen kommen [14, 78].

Der technologische Stand in der Flissigkristallanzeigetechnik [79] und neue optische Me-
thoden zum Ausrichten des Direktors [80, 81] erdffnen die Méglichkeit, nematische Fliissig-
kristallanzeigen statt mit einem homogenen Neigungswinkel des Direktors an den Zellwénden
mit einem rdumlich modulierten Neigungswinkel zu bauen. Diese Situation wird an dieser
Stelle theoretisch untersucht. Ein riumlich periodisch modulierter Neigungswinkel des Direk-
tors an den Zellwidnden bricht die Translationssymmetrie und lokal die Reflexionssymmetrie
in der Zelle. Daher werden auch in diesem System iiber die Hopf-Bifurkation durch frustrierte
Drifts zeitabhingige Strukturen erwartet, wenn der Neigungswinkel eine bestimmte Gréfie
iberschreitet. Dieser Schlufl basiert auf der Untersuchung einer symmetricangepafiten Ampli-
tudengleichung. Da in diesem System der Wellenvektor der Modulation und der Wellenvektor
der Rollenstruktur des anisotropen Systems nicht unbedingt parallel liegen miissen, kann es
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zu neuartigen Orientierungsoszillationen der Rollenstruktur kommen.

Die in diesem Kapitel durchgefiihrten Untersuchungen sind unabhéngig von einem spe-
ziellen technisch realisierbaren System. Es wird lediglich ein anisotropes strukturbildendes
System mit gebrochener Translations- und lokal gebrochener Reflexions-Symmetrie voraus-
gesetzt. Damit allerdings ein realer Bezug zu einem Experiment vorhanden ist, werden die
Untersuchungen immer in Hinblick auf die Realisierbarkeit durch die Elektrokonvektion in
nematischen Flissigkristallen mit Neigungswinkel des Direktors an den Platten diskutiert
(siche Abb. 3.1 - 3.3).

3.2 Elektrokonvektion mit Pretilt

Elektrokonvektion mit Neigungswinkel des Direktors an den Platten Elektrokonvektion in
nematischen Flissigkristallen ist ein gut verstandenes Strukturbildungssystem [77, 9, 8, 82].
Der Versuchsaufbau ist dhnlich dem der Rayleigh-Bénard-Konvektion (Abb. 2.1), nur mit
dem Unterschied da8 statt einer Fliissigkeit ein nematischer Fliissigkristall die Zelle fiillt und
statt einer Heizung von unten eine Wechselspannung angelegt wird. Uberschreitet diese einen
kritischen Wert, so entstehen Konvektionsstrukturen, wie in Abb. 3.1 angedeutet. Der Nemat
ist anisotrop und besitzt ein Orientierungsfeld, den Direktor n (n = —n). In den am hiufigsten
untersuchten Systemen liegt dieser am Rand parallel zu den Platten. In diesem Fall fithrt die
erste Instabilitdt zu gewShnlich stationiren, rdumlich periodischen Konvektionsrollen.

Bin Neigungswinkel zwischen dem Direktor und einer der beiden Begrenzungsplatten,
wie in Abb. 3.2 angedeutes, ist fir die Funkiionsweise kommerzieller Flissigkristallanzeigen
unerldBlich [79]. Der Einflufl des Neigungswinkels auf die Strukturbildung wurde allerdings
erst kiirzlich untersucht [74, 59, 75, 76]. Durch einen homogenen Neigungswinkel € entlang

Abb. 3.1: Schematische Darstellung einer Elektrokonvektionszelle, die mit einem nematischen Fliissig-
kristall gefiillt ist. Der Direktor n ist durch die dunklen Balken angedeutet. Ohne angelegte Spannung
V ist die Richtung des Direktors in der Zelle homogen und wegen der Fixierung an den Platten
parallel zur x-Achse. Wenn die angelegte Wechselspannung einen kritischen Wert {iberschreitet, setzt
Konvektion ein, und der Direktor wird periodisch aus der parallelen Lage ausgelenkt.
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Abb. 3.2: Wenn der Direktor an den Platten nicht mehr parallel adjustiert wird, sondern, wie ange-
zeigt, in einem Winkel £6 anliegt, kommt es zu einer Bewegung der Konvektionsrollen. Sie driften in
Abhéngigkeit vom Vorzeichen des Winkels § nach links oder rechts. Die Driftgeschwindigkeit hingt
vom Betrag des Winkels ab. Die leichten Verdrehungen des Direktors durch die Konvektion sind in
dieser Abbildung nicht zu sehen.

der Begrenzungsplatten ist, wie in Abb. 3.2 zu sehen, die Spiegelsymmetrie entlang der x-
Achse gebrochen. Als Konsequenz davon bewegen sich die Konvektionsrollen entlang der
x-Achse, wie theoretisch vorhergesagt [74, 59, 75] und experimentell bestétigt wurde [76)].
Die Driftgeschwindigkeit wird dabei in der Richtung vom Vorzeichen und in der Stirke vom
Betrag des Neigungswinkels # bestimmt.

Was passiert nun, wenn dieser Neigungswinkel nicht homogen an den Platten verteilt ist?

Wirken sich Inhomogenitaten an den Platten auf die Lage des Direktors aus? Diese Fragestel-

Abb. 3.3; Der Neigungswinkel 6
des Direktors an den Platten aus
Abb. 3.2 wurde fiir die Driftbewe-

f e S gung als homogen angenommen.
X e N 0. In dieser Abbildung sind zwei Bei-
spiele fiir eine inhomogene Ver-

b) SPPE PP PPPL =~ S SEPPRPPPed teilung der Direktorneigung dar-

g g g gt g i i gyt g S g i G g B i g g g g

Ay Ry Sy g S Sy oy Ry Sy Sy \N\\\N\\\\\Ny

gestellt: in a) periodisch in x-
Richtung und in b) periodisch in
/;;,g’;;;;,’; e < PP et 7 y-Richtung. In den einzelnen Be-

W i g g g g it g g g g g G gt G g g o g g g D . . . . .
reichen mit gleicher Direktornei-

S ey e ey By oy Sy oy g Ry My Ay iy S Sy Sy Sy Sy Sy
oy M g S Sy Sy Ry Sy oy Sy Sy Sy B Sy Sy My S oy Sy Sy Sy Sy Sy Sy

Cny Sy Sy Sy Sy oy oy Ny Sy My Sy Wiy Sy g Sy g Sy Mg Wy vy Mg Sy Sy By
Sy Sy gy Sy By Sy g Sy g oy Wy Mg g Wiy Mgy Rty vy Ny g 3
y A .~ R r i iy ity gung entstehen lokale driftende
: /ﬁ'f‘o’é—’#o’f—’ﬂfﬂf—’—’&'f—’f'—’—’—’fy Konvektionsrollen, deren Drift-
S g o G P P P P P P . . .
kbl bl el sttt richtungen durch die Pfeile ange-
X deutet sind.




78 KAPITEL 3. 2D EFFEKTE IM ANISOTROPEN SYSTEM

lungen sollen hier anhand zweier experimentell realisierbarer Situationen untersucht werden.
Stochastische Inhomogenititen, also auch eine stochastische Verteilung des Pretiltwinkels, ver-
schwinden im Mittel, deswegen liegt es nahe, als Ndherung die Verteilung des Neigungswinkels
riumlich periodisch zu variieren. Dazu kénnen in diesem anisotropen System im einfachsten
Fall zwei Situationen unterschieden werden, die in Abb. 3.3 dargestellt sind. Werden die Plat-
ten so prépariert, daB8 der Neigungswinkel 6 wie in a) sein Vorzeichen in Streifen parallel zur
y-Achse &ndert, werden die Spiegelsymmetrie und die kontinuierliche Translationsinvarianz
entlang der x-Achse des Systems gebrochen. Im zweiten Fall b) werden die Streifen parallel
zur x-Achse prépariert, wodurch dann die kontinuierliche Translationsinvarianz in y-Richtung
gebrochen ist. Beide Modifikationen fithren zu unterschiedlichem Verhalten des Systems.

3.3 Modellgleichung

Die durch den rdumlich periodisch variierenden Neigungswinkel des Direktors an den Platten
auftretenden Effekte sollen hier nur qualitativ untersucht werden. Daher werden auch nicht
die Bewegungsgleichungen der Elektrokonvektion in einem nematischen Flissigkristall 77, 83]
mit diesen Randbedingungen geldst. Vielmehr soll das System auf dem Niveau des im vorigen
Kapitel vorgestellten Amplitudengleichungsformalismus behandelt werden. Die Bifurkation
der Rollenlésung in der Elektrokonvektion ist superkritisch und kann durch eine einfache
Amplitudengleichung beschrieben werden [84]. Die Rollen kénnen dabei normal orientiert zu
den Begrenzungswénden oder schrig dazu liegen, wie theoretisch gezeigt |85] und experimen-
tell bestétigt wurde [86]. Fiir normal orientierte Konvektionsrollen kann die Struktur, wie aus

der Rayleigh-Bénard-Konvektion bekannt, formal in folgender Form geschrieben werden:
U(z,y, 2,t) = [A(x, y, )% 4 cc] Uo(2,qc) - (3.1)

Auch hier beschreiben die Komponenten von #(z,y, z,t) die physikalischen Gréfen wie das
Geschwindigkeitspotential, das angelegte elektrische Feld und die Direktorauslenkung der
Struktur und @y(z,q.) die Variation der Felder in z-Richtung durch den Fliissigkristall. Die
Struktur hat eine kritische Wellenzahl g; = 27/ (siche Abb. 3.1). Die Amplitudengleichung
beschreibt die Dynamik der Einhiillenden A(z, y, £) der periodischen Struktur (3.1) und lautet

in reskalierter Form [84]:
O A =eA+AA— | A A (3.2)

Wie im vorherigen Kapitel soll A nur langsam auf der typischen Lingenskala A = 27/, variie-
ren. Es handelt sich sich also wieder um einen Strukturbildungsprozef aus einem homogenen
Grundzustand in eine rdumlich periodische Struktur. Daher ist diese Amplitudengleichung von
gleicher Struktur wie die des eindimensionalen Swift-Hohenberg-Modells (2.177). Lediglich die
Kohérenzléinge und der lineare Glattungsterm ist anders, weil hier ein zweidimensionales Ani-
sotropes System vorliegt. In Abschnitt 2.4.3 wurde die Konsequenz einer driftenden Lisung
auf die Amplitudengleichung diskutiert. In Gleichung (2.185) tritt ein zusétzlicher Driftterm
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igoM (z)A auf. Dieser wird nun in das Modell eingebaut, um den durch die Neigung des
‘Direktors am Rand erzeugten driftenden Losungen gerecht zu werden:

WA =eA+iM(z,y)A+AA—| AP A (3.3)
Der Modulationsterm kann analog zu Abb, 3.3 in zwei Richtungen wirken:

M(z) = 2G cos(kz), (3.4a)
M(y) = 2G cos(ky) . (3.4b)

Damit die Modulation auf die Einhiillende wirkt, mufl ¥ < ¢, sein. Der Losungsraum von
(3.3) zerféllt wie im eindimensionalen Fall in harmonische und subharmonische Losungen

(siche Abschnitt 2.4.3).

3.4 Schwellen und Eigenlsungen

Der Modulationsterm M(z,y) beeinfluBt bereits die erste Bifurkation vom Grundzustand
% = A = 0. Wie im vorigen Kapitel ausfithrlich gezeigt, kann sich diese in Abhingigkeit von
der Modulationsstirke G von einer stationiren in eine Hopf-Bifurkation dndern.

Im homogenen Grenzfall, d.h. M(z,y) = 0, wird der lineare Teil der Amplitudengleichung

(3.3) durch
A= FeO'tvI»i(I{m-J,’Ly) (3‘5)

gelost. Die Bedingung fiir neutrale Stabilitdt, Re(o) = 0, liefert einen Ausdruck fiir die neu-

trale Fliche,
e(K,L) = K? + L? (3.6)

Diese trennt den Bereich, in dem der Zustand A = 0 linear stabil ist, von dem Bereich, in dem
kleine Stérungen anwachsen. Die neutrale Fliche hat offensichtlich ein absolutes Minimum
bet Ko = Lo = 0 mit e(Ky,Ly) = ¢ = 0. Die Verzweigung erfolgt also bei ¢ = 0 in eine
Struktur mit Wellenldnge ¢ = q..

Die Diskussion der linearen Stabilitat der Amplitudengleichung (3.3) ist dquivalent fiir die
beiden Modulationsterme aus (3.4). Daher wird nur der Modulationsterm (3.4b) behandels,
fiir (3.4a) miissen dann z und y in den entsprechenden Formeln geéndert werden. Mit einer
Modulation in y-Richtung kann die Amplitudengleichung wegen der periodischen Koeffizien-
ten mit einem Floquet-Bloch-Ansatz fiir die Amplitude gel6st werden:

N
Az, y,t) = estTilKatLy) Z Ay exp(ilky/2) + cc. (3.7
l=—N

Dies fiihrt wieder auf ein lineares Eigenwertproblem, das numerisch behandelt werden muS.
Fiir kleine G kénnen die Schwellen durch eine systematische Stérungsentwicklung gewonnen
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Abb. 3.4: Kritische Schwellen des
Kontrollparameters in Abhéngigkeit
von der Modulationsstérke fiir die har-
monischen (durchgezogene Linie) und
die subharmonischen Lésungen (gestri-
chelte Linie). Fiir Modulationsstarken
unterhalb des Kodimension-Zwei-
Punktes Gorp ist die Verzweigung
erst stationdr, bei Uberschreiten der
] gestrichelten Kurve dann oszillato-
Qb= L NI e ] risch. Die gepunkteten Linien sind
0 0.01 0.02 0.03 0.04 Ergebnisse der vollen numerischen

Modulationsamplitude G linearen Stabilitdtsanalyse.
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werden. Da die Ergebnisse qualitativen Charakter haben, wird diese hier kurz vorgestellt
und auf die numerische Behandlung verzichtet. Die Amplitudengleichung (3.3) wird mit dem
Ansatz

A=¢"*B, mit o=Atiw (3.8)

in eine Gleichung fiir B transformiert. Sei  ein kleiner Entwicklungsparameter, so kann fiir
kleine Modulationsamplituden G = §G eine Stérungsentwicklung vorgenommen werden:

e(6,k) = V) + eV (k)+ 67D (k) + ... (3.9a)
w(t k) = §wD(k)+62w® (k) +... (3.9b)
B(z) = Bo(z)+8B1(z)+ 6% Ba(z) +... (3.9¢)

Wird die Gleichung fiir B(z) nach Potenzen von ¢ sortiert, so ergeben sich durch Koeffizi-

entenvergleich in den Ordnungen 6! und 62 Losbarkeitsbedingungen fiir die Schwellen des

Kontrollparameters ¢ und die Oszillationsfrequenzen w. Fiir die harmonischen Losungen ist
2G?

€h =g+ 0@GY, w,=0, (3.10)

und fiir die subharmonischen Lésungen ergibt sich:

GZ
€ :k2/4+§ﬁ+0(G4), ws = G +0(G®). (3.11)

Die Schwellen sind fiir zwei verschiedene Werte der Modulationswellenzahl in Abb. 3.4 fiir
k =1/4 und in Abb. 3.5 fiir k¥ = 1/8 dargestellt. Die harmonischen Lésungen (durchgezogene
Linien) verzweigen stationir, bei den subharmonischen Losungen (gestrichelte Linien) kommt
es zur Hopf-Bifurkation. Beide Linien treffen sich bei einer speziellen Modulationsstirke
Gerp, an dem ein Kodimension-Zwei-Punkt (CTP) vorliegt. Fir G > Gerp = kz\/m
ist die Verzweigung immer oszillatorisch mit einer Hopf-Frequenz w von der Ordnung der
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Modulationsstérke G' . Links vom CTP ist die Schwelle der harmonischen Lésung kleiner als
die der subharmonischen, ¢, < €5, daher ist die Verzweigung zunichst stationar.

In beiden Bildern sind die Kurven der numerischen linearen Stabilitdtsanalyse gepunktet
eingezeichnet. Es wurden 20 Moden beriicksichtigt und jeweils die Schwellen der harmonischen
und subharmonischen Anteile aus dem Ansatz (3.7) bestimmt. Bis etwa G =~ G¢rp stimmt die
analytische Rechnung gut mit der vollen numerischen Rechnung iiberein. Die Abweichungen
bei der harmonischen Losung ist dabei deutlich gréfier als bei der subharmonischen Losung,.
Fir grofie Modulationsstirken wird auch der harmonische Ast oszillatorisch. Dies ist in der
analytischen Rechnung nicht enthalten, da es zu einem Zusammenlaufen der beiden Eigen-
werte der zwei kleinsten Moden kommt, die dann komplex konjugiert werden. In Abb. 3.5 ist
dieser Punkt aber am Knick der gepunkteten unteren Linie zu erkennen.

0.03

C

0.02 Abb. 3.5: Kritische Schwellen des Kon-

trollparameters wie in Abb. 3.4, je-
doch fiir eine langwelligere Modula-
tion mit £ = 1/8. Diese verschiebt
den Kodimension-Zwei-Punkt (CTP)
weit nach links zu kleineren Modula-
tionsstirken. Gleichzeitig werden die
Modulationsamplitude G Schwellen deutlich erniedrigt.

Schwelle &

0.01

0 “0.03

Fiir kleinere k = 1/8, wie in Abb. 3.5 zu sehen ist, wird der Kodimension-Zwei-Punkt
(CTP ) weit nach links zu kleineren Modulationsstarken verschoben. Gleichzeitig werden
die Schwellen deutlich erniedrigt. Dadurch kann bei einer kleinen Schwelle mit einer grofie-
ren Amplitude moduliert werden, was die Oszillationsfrequenz erhéht, die notwendige lange
Kohirenzlinge durch kleine Kontrollparameter aber erhils.

Die harmonischen und subharmonischen Losungen der Amplitudengleichung (3.3) haben
nach Riicktransformation iiber (3.1) im Ortsraum folgende Gestalt:

ap = Ao [cos(ch) + %g cos(ky) sin(g.z) + O(Gz)] (2, 4c), (3.12a)
4 = [Al cos(g y) cos(get + wet) + Az sin(g y) cos(gcx — wet) + O(G’)] to(2,q:). (3.12b)

Die Amplituden A; sind konstant und w, = G. Die subharmonische Losung ist eine Uberla-
gerung zweier entgegenlaufender Wanderwellen. Ihr zeitliches Verhalten zeigt Orientierungs-
oszillationen, die in Abb. 3.8 dargestellt und im néchsten Abschnitt ausfiihrlicher diskutiert

werden.
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M(y) G=0.03 . k=1/4

Abb. 3.6: Schnappschiisse der Konvektionsstrukturen. Durch die Modulation in y-Richtung laufen die
Konvektionsrollen in den Maxima der Modulation (rechte Spitzen in der Modulationskurve M(y)) nach
links, in den Minima nach rechts. In den ersten fiinf Bildern ist die erste Halbperiode der Dynamik
dargestellt. Die Konvektionsrollen schieben sich nicht aneinander vorbei, sondern neigen sich in allen
Bereichen gleich und wechseln bei Umkehrung der Neigungsrichtung die Partner an jeder zweiten Null-
stelle der Modulation. In der zweiten Halbperiode wechseln sie die Partner an den anderen Nullstellen

der Modulation, wie in Bild 6 zu sehen ist.

Die lineare Losung der Amplitudengleichung (3.3) mit einer Modulation M (z) aus (3.4a)
kénnen durch einfaches Ersetzen von y durch x erhalten werden. Dadurch wird das System
quasi eindimensional und es verhilt sich wie das Swift-Hohenberg-Modell aus Abschnitt 2.4.3.

3.5 Nichtlineare Lésungen

Aufgrund der kubischen Nichtlinearitit in der Amplitudengleichung (3.2) ist sowohl die har-
monische als auch die subharmonische Bifurkation stetig, also superkritisch. Da die Nicht-
linearitdt in der modulierten Amplitudengleichung (3.3) durch den Modulationsterm nicht
beeinflufit wird, bleiben die Verzweigungen stetig.

Im nichtlinearen Regime wechselwirken die links- und rechtslaufenden subharmonischen
linearen Liésungen (3.12b) und es entstehen Orientierungsoszillationen eines periodischen Rol-
lenmusters. Diese Dynamik wurde durch Simulation der Amplitudengleichung in den Abb.
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M(y)  G=0.01 g = 0.008 k=1/8

Abb. 3.7: Das Szenario in Abb. 3.6 ist hier fiir eine langwelligere Modulation dargestellt. Bei glei-
chen Parametern fiiv die Modulationsstirke G und den Kontrollparameter ¢ wiirde es zu einer ein-
fachen Driftbewegung in den horizontalen Streifen kommen. Durch eine kleinere Modulationsstirke
kann der Kontroilparameter aber stark gesenkt werden (sieche Abb. 3.5). Dadurch vergréert sich die
Kohérenzlénge und es kommt wieder zu Orientierungsoszillationen.

3.6 und 3.7 zu sechs verschiedenen Zeitpunkten fiir zwei unterschiedliche Modulationswel-
lenlingen dargestellt. Die ersten fiinf Bilder sind jeweils eine zeitliche Abfolge der ersten
Halbperiode. Die nach links geneigten parallelen Rollen wechseln an jeder zweiten Nullstelle
der links dargestellten Modulation M (y) ihre Partner und neigen sich nach rechts. Im sech-
sten Bild ist zu sehen, daf in der zweiten Halbperiode dieser Wechsel gerade bei den anderen
Nullstellen von M (y) stattfindet. Die Bewegung ist also subharmonisch zur Modulationswel-

lenlénge.

Bei einer langwelligeren Modulation, wie in Abb. 3.7 mit k = 1/8, ist zu beachten, daf§
der CTP zu kleinen Modulationsstirken und Schwellen verschoben ist. Bei grofien Modula-
tionsstirken, z.B. im Bereich des CTP bei k¥ = 1/4 in Abb. 3.6, liegen dann die Schwellen
fiir den oszillatorischen Einsatz sehr hoch. Dieser verkleinert allerdings die Kohirenzlinge
im System. Es kommt so zu keiner Wechselwirkung zwischen den linearen Wanderwellen,
und diese schieben sich in ihren Bereichen mit unterschiedlichen Driftrichtungen parallel an-
einander vorbei. Dabei wechseln sie stindig an den Nullstellen der Modulation die Partner,
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M(y) G =0.03 lineare Losung k=1/4

Abb. 3.8; Die Orientierungsoszillationen sind schon in den linearen Lisungen (3.12b) enthalten. Das-
gestellt sind Schnappschiisse nach dem gleichen Schema wie in Abb. 3.6. Die Modulationswellenzahl

hat hier keinen Einflufl auf die Dynamik.

die Bewegung ist also harmonisch zur Modulationswellenlinge. Wird eine kleinere Modula-
tionswellenldnge knapp oberhalb des CTP und somit auch ein kleinerer Kontrollparameter
gewihlt, reicht die Kohdrenzlinge wieder aus, und es kommt zu Orientierungsoszillationen.

Interessant ist auch die zeitliche Entwicklung der analytischen, linearen subharmonischen
Losungen (3.12b), dargestellt in Abb. 3.8, die qualitativ gut mit der numerischen Losung
iibereinstimmt.

Die nichtlinearen Simulationen wurden knapp oberhalb der Schwellen fiir den subhar-
monischen Ast in Abb. 3.4 und 3.5 gewonnen. Fiir groflere Werte des Kontrollparameters ¢
existiert ein kritischer Wert €7 (k), der von der Wellenzahl der Modulation %k abhéngt, bei
dem der Einflul des Modulationsterms fiir eine oszillatorische Verzweigung zu gering ist. Das
System verzweigt dann oberhalb von €y;7(k) in eine stationdre Losung.

Wie schon erwéhnt, verhéls sich das System bei Modulation in z-Richtung quasi eindimen-
sional und somit wie das eindimensionale Swift-Hohenberg-Modell. Daher ist auch in diesem
System bei komplexerer Modulierung, z.B. durch Uberlagerung harmonischer Modulationen
mit verschiedenen Wellenzahlen, ein chaotisches Verhalten zu erwarten (siehe Abschnitt 2.4.5
und [47]).
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3.6 Zusammenfassung

Basierend auf einer Modellrechnung wurde ein Experiment vorgeschlagen, in dem zum er-
sten Mal Orientierungsoszillationen eines Rollenmusters beobachtet werden kénnen. Die Mo-
dellgleichung (3.3) wurde durch ein spezielles Design einer Elektrokonvektionszelle motiviert
(siche Abb. 3.1 und Abb. 3.2). Allerdings tritt diese Amplitudengleichung in dhnlicher Form
bei der Behandlung gekoppelter van der Pol Oszillatoren mit ausreichend starker Kopplung
und nicht zu sehr verschiedenen Amplituden auf [87]. Daher kann spekuliert werden, ob sich
Phénomene aus der reichhaltigen Literatur dieses Gebietes durch die hier vorgeschlagenen
Experimente modellieren lassen. Durch doppelperiodische oder anharmonische Modulations-
terme M(z,y) sind auflerdem quasiperiodische und chaotische Dynamiken sehr wahrschein-
lich,

Wenn in einer Elektrokonvektionszelle fiir einen nematischen Flissigkristall der Neigungs-
winkel am Rand wie vorgeschlagen eingestellt werden kann, stellt sich die Frage, wie die
Driftgeschwindigkeit der Rollen durch externe Felder gesteuert werden kann. Durch ein ma-
gnetisches Feld in x-Richtung sollte die Driftgeschwindigkeit gesenkt werden [9, 8, 82, 59, 75],
was einer Reduktion der Modulationsamplitude G entspriche. Als eine andere Méglichkeit, G
zu verdndern, kann die Variation der angelegten Spannung an die Konvektionszelle in Betracht

gezogen werden [9, 8, 82, 88].
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Kapitel 4

Ziweidimensionale Effekte im

isotropen System

In den beiden vorangegangenen Kapiteln wurden Strukturbildungsprozesse aus einem rium-
lich homogenen oder einem durch externe Modulationen rdumlich periodisch gewordenen
Grundzustand behandelt. Die Konvektion, die sich aus diesen Grundzustinden entwickelte,
war entweder stationdr oder zeitabhingig. In beiden Systemen war die Richtung des Wellen-
vektors der Rollenstruktur eindeutig festgelegt, und zwar in der Rayleigh-Bénard-Konvektion
durch die Einschrinkung auf zwei Dimensionen und in der BElektrokonvektion durch die Aus-
richtung des Direktors an den Platten. Wird ein Rayleigh-Bénard-Experiment in einer Zelle
mit groflem Aspektverhiltnis in beiden Raumrichtungen durchgefiihrt, entstehen bei kleinen
Rayleigh-Zahlen parallele Konvektionsrollen. Die Lage des Wellenvektors ist allerdings in der
Ebene beliebig, solange Randeffekte klein bleiben. In diesem Kapitel wird an dem zweidimen-
sionalen Swift-Hohenberg-Modell der Einflufl von Inhomogenititen auf ein isotropes System
untersucht, welche die Rotations- und kontinuierliche Translations-Invarianz brechen.

Das Kapitel gliedert sich in drei Teile. Zuerst werden in einem technischen Abschnitt das
Modell, der Losungsalgorithmus und die relevanten physikalischen Gré8en vorgestellt. Dann
wird durch Simulationen und durch analytische Rechnungen im Rahmen der Amplituden-
gleichung der bei Nicht-Boussinesq Fluiden zu beobachtende Ubergang zwischen Rollen und
Hexagonen untersucht. Durch externe Modulationen wird neben der Rotations- auch die kon-
tinuierliche Translations-Invarianz gebrochen. Dadurch kann es zu v6llig neuen Strukturen wie
Rechtecken kommen, was im zweiten Abschnitt gezeigt wird. Diese externen Modulationen
treten als Inhomogenitéten im linearen Term des Modells auf. Die Brechung der Invarianzen
kann allerdings z.B. in chemischen Strukturbildungssystemen durch ein dufieres elektrisches
Feld erfolgen. Dies dufiert sich durch zusédtzliche lineare Terme im SH2D-Modell und ist Inhalt
des letzten Abschnitts.
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4.1 Das zweidimensionale Swift-Hohenberg-Modell

In der Rayleigh-Bénard-Konvektion werden bei Verwendung von Nicht-Boussinesq-Fluiden
(71, 35, 89, 69, 70, 90] oder unter dem Einfluf} eines externen zeitlich modulierten Tempe-
raturfelds [91] Hexagonmuster beobachtet. Diese Struktur kann nicht mehr wie die Rollen-
strukturen aus Kap. 2 in einem zweidimensionalen Koordinatensystem beschrieben werden.
Da die Losung der Bewegungsgleichungen fiir die dreidimensionale Konvektion sehr aufwen-
dig ist, wird gerne auf einfache Modelle zur Beschreibung der Dynamik zuriickgegriffen. In
diesem Abschnitt wird mit dem erweiterten zweidimensionalen Swift-Hohenberg-Modell ein
Modell zur Beschreibung von Hexagonstrukturen vorgestellt. Dieses Modell wird auch fiir an-
dere strukturbildende Systeme wie z.B. Turing-Strukturen in chemischen Reaktionen [92] oder
Faraday-Experimenten herangezogen [93]. Zuerst wird das Modell vorgestellt und dann die
Amplitudengleichungen fiir Rollen und Hexagone abgeleitet. Durch lineare Stabilitdtsunter-
suchungen wird der Ubergangsbereich zwischen den Strukturen berechnet und die Aussagen
mit Simulationen und Potentialberechnungen des Modells verglichen.

4.1.1 Bewegungsgleichung

Zur Beschreibung von Hexagonldsungen mufl das zweidimensionale Swift-Hohenberg-Modell
um einen quadratischen Term, der die Up-Down Symmetrie bricht, erweitert werden [94, 95):

Oyu = (6 - (Q’g + A)z) v+ bu? — ud, (4.1)

Im Vergleich zum eindimensionalen Modell (2.176) wird einfach die zweifache rdumliche Ab-
leitung nach z durch den Laplace-Operator ersetzt.

In der Originalversion [39] wurde das Swift-Hohenberg-Modell ohne quadratischen Term
zuerst als Modellsystem fiir Rollenlésungen in thermischer Konvektion vorgestellt, an dem der
Einfluf} von thermischen Fluktuationen auf die konvektive Instabilitdt studiert wurde. Da es
so skaliert werden kann, da8 es die Amplitudengleichung der Rayleigh-Bénard-Konvektion fiir
feste Randbedingungen wiedergibt [40], wurde ein Vergleich der Simulation des Modells mit
Experimenten in Systemen mit grofiem Aspektverhiltnis versucht [96]. Weitere Simulationen
[97] wurden zur Untersuchung von Fluktuationen [98] durchgefiibrt.

Starkes Interesse gab es am Ubergang von Rollen zu Hexagonen [99, 94, 69, 70], Keim-
bildung und Wachstum von Hexagonen [100] sowie Defekten im Ubergangsbereich [101]. Das
Anwachsen dieser Strukturen aus einer kohirenten Rollenstruktur mit kleinen Stérungen wur-
de mathematisch in [102] untersucht. Fiir einen grofen quadratischen Koeffizienten kénnen
Rollen und Hexagone gleichzeitig existieren [103, 104], wie in neuesten Experimenten beob-
achtet wurde [105]. Durch Variation der mittleren Temperatur kann nicht nur die Prandtl-
Zahl verindert werden. Es gibt Flissigkeiten, die in diesem Bereich einen Erster-Ordnung
Phaseniibergang vollziehen, z.B in einem Flissigkristall von der isotropen zur nematischen
Phase. In solchen Systemen existieren dann Hexagone, inverse Hexagone und Rollen [106].
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4.1.2 Simulation der Bewegungsgleichung

Fiir die Simulation der zeitlichen Entwicklung der SH-Gleichung (4.1) kann der eindimensio-
nale Pseudospektralalgorithmus aus Abschnitt 2.4.4.1 einfach auf zwei Dimensionen erweitert
werden. Dem diskreten zweidimensionalen Ortsraum fiir das u-Feld ist nun ein ebenfalls zwei-
dimensionales Bild im Fourierraum zugeordnet. Dabei sind die Fouriermoden rdumlich dis-
kretisiert. Die Darstellung einer absolut parallelen Rollenlésung im Fourierraum besteht aus
scharfen Peaks an zwei gegeniiberliegenden Punkten auf einem Kreis mit Radius gp. Durch die
Isotropie des Systems ist kein Punkt auf dem Kreis ausgezeichnet. Wegen der Diskretisierung
liegen die Moden einer bestimmten Rollenldsung allerdings nicht unbedingt auf diesem Kreis.
Dadurch wird die Isotropie des Systems beeinfluBit. Bei Verwendung von grofien Systemen mit
128 oder 256 Fouriermoden ist dieser Einfluf} allerdings zu vernachlissigen.

Wird die Simulation bei kleinen Werten fiir den Kontrollparameter ¢ fiir ein Boussinesg-
Fluid, also b = 0, mit kleinen Stérungen im u-Feld gestartet, bilden sich schnell Bereiche mit
parallelen Konvektionsrollen. Im allgemeinen werden mehrere Moden auf dem Kreis angeregt,
und es dauert sehr lange, bis sich ein Modenpaar durchsetzt, Fir grofere Werte des Kontroll-
parameters kann sich keine der Moden durchsetzen und es entstehen Labyrinthmuster (siehe
Abb. 5.9a).

Die Nusselt-Zahl Nu und der dimensionslose konvektive Wéarmestrom j kénnen analog

zur Rayleigh-Bénard-Konvektion berechnet werden (Anhang C).

4.1.3 Lineare Stabilitdtsanalyse

Im Nicht-Boussinesg-Fall b = 0 entsteht in der Simulation bei kleinen Werten des Kontrollpa-
rameters eine Rollenstruktur. Diese mufl nicht unbedingt die kritische Wellenzahl gy haben,
sondern ihre Wellenzah! liegt in einem mit zunehmendem Kontrollparameter breiter werden-
den Wellenzahlband. Dieses Band wird durch verschiedene Instabilitditen begrenzt, die sich
durch die Lage ihrer anwachsenden Moden im Fourierraum unterscheiden. Der Stabilitdtsbe-
reich wird Busse-Ballon genannt. In diesem Abschnitt spielen diese unterschiedlichen linearen
Stabilitidten keine entscheidende Rolle. Ausfithrliche Berechnungen der Stabilitdtsdiagramme
zum SH-Modell mit verschiedenen Formen des nichtlinearen Terms wurden bereits durch-
gefithrt [96, 107] und mit dem Busse-Ballon der thermischen Konvektion verglichen [108].
Im néchsten Kapitel werden die auftretenden Instabilitdten vorgestellt und der Busse-Ballon
auch fiir das hier behandelte System ausfiihrlich berechnet (siehe Abschnitt 5.3.2).

4.1.4 Das Potential

Die Bewegungsgleichung des zweidimensionales SH-Modells (4.1) kann als Losung eines Mi-
nimierungsproblems fiir ein Funktional F aufgefa8t werden. Dabei soll

F = /dx /dy flz,y,u) (4.2)
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minimiert werden. Da die Bewegungsgleichung weder einfache Ableitungen nach z noch nach

y enthdlt, ist die zugehoérige Funktionalableitung

iF_of_dof dof s
Su  Bu dvBuy dydu, )
=0 =0

die partielle Ableitung nach 4, woraus sich leicht

f(x,y,u)=-2- (—eu2+{(q3+v ) u} +§u4—§bu ) (4.4)
konstruieren 148t, um
0OF
Opu = ~5u (4.5)

zu erfiillen. Die Existenz des Funktionals F besagt, dal das System versuchen wird, denjeni-
gen Zustand anzunehmen, der das Funktional minimiert. Deshalb wird das SH-Modell auch
als Relaxationsmodell bezeichnet [109]. Insbesondere wird bei konkurrierenden Strukturen
diejenige mit dem kleineren Potential bevorzugt.

Das Potential F 148t sich wihrend der Simulation iber die Integration (4.2) leicht im
Ortsraum berechnen. Aber auch hier ist die Isotropie des Systems nur bei grofier Moden-
zahl gewdhrleistet, da iber eine rechteckige Fliche integriert wird, und diese Fliche zwei

Richtungen auszeichnet.

4.1.5 Ableitung der Amplitudengleichung

Die lineare Stabilitdtsanalyse macht Aussagen dariiber, in welchen Bereichen Lésungen in-
stabil werden. Das nichtlineare Verhalten in diesen Bereichen kann durch sie nicht bestimmt
werden, insbesondere kann keine Aussage iiber den Betrag der durch die nichtlinearen Terme
im Wachstum eingeschrinkten Moden gemacht werden. Diese Frage kann durch eine Entwick-
lung der langsamen Moden um den Grundzustand im Rahmen einer Mehrskalenanalyse, die
auf die Amplitudengleichung hinauslduft, oder durch direkte Simulation des Modells beant-
wortet werden. Die Ergebnisse der Amplitudengleichung stellen auch einen sehr guten Test fiir
die Numerik dar und schrinken durch ihre lineare Stabilitdtsanalyse wiederum den LOsungs-
raum erheblich ein, was die Parameterwahl bei der Simulation enorm erleichtert. Daher wird
hier zuerst sehr ausfithrlich auf die Amplitudengleichung und ihre Ergebnisse eingegangen.

4.1.5.1 Rollenmuster

Die einfachste raumlich periodische Struktur in den zweidimensionalen Konvektionsexperi-
menten sind parallele Rollen. Fiir diese wird in diesem Abschnitt die Amplitudengleichung
abgeleitet. Komplexere Strukturen wie Hexagone oder Rechtecke lassen sich dann als Uber-

lagerung von mehreren Rollenlésungen darstellen.
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Der Ubergang vom eindimensionalen zum zweidimensionalen SH-Modell erfolgte formell
durch Ersetzen der eindimensionalen Raumableitung durch den zweidimensionalen Gradien-
ten. Wird dieses auch fiir die eindimensionale Amplitudengleichung (2.177) gemacht, so ist
die daraus entstehende Amplitudengleichung nicht mehr isotrop. Daher wird nun zunichst
die Ableitung der zweidimensionalen Amplitudengleichung fiir die Rollenlésung vorgestellt.

Der lineare Anteil der SH-Gleichung (4.1),

b= (e = (@ + V), (4.6)
kann mit dem Ansatz
u = F60t+iqr, r = ( T ) , 0= A+iw, (47)
Yy

gelost werden. Fiir den Wachstumsparameter o gilt w = 0, da das Rollenmuster zeitlich
stationdr ist. Aus der Stabilitdtsgrenze A = 0 folgt dann die Dispersionsrelation:

e(a) = (¢ —a?)”. (4.8)

Das Minimum dieser Kurve liegt bei ¢ = 0 und |q| = go. Da das System rotationsinvariant ist,
darf eine beliebige Lage des Wellenvektors gewahlt werden. Liegt dieser parallel zur x-Achse,
d.h. die Rollen parallel zur y-Achse, so kann die Stabilitit der Losung mit folgendem Ansatz

. U K 1 ¢
-(3)+(2)

wobei K und L kleine Storungen sind. In die Dispersionsrelation (4.8) eingesetat,

ansgerechnet werden:

e(q) = 4q0 L% + 4Gi LK + 40 L* + 2L°K? + L* + K* (4.10)
folgt aus den fithrenden Termen, dafl

ex 42’ = [ x /2, (4.11)
€ x 43LK? = K o €Y/4, (4.12)

Die Zeit skaliert mit e¢. Es werden nun langsame Variablen zur Beschreibung der Dynamik der

Einhiillenden eingefiihrt:
T=cet, X=¢2g Y=el (4.13)

Durch diese Skalentrenung hat die Losung die Form:
u(z, t, X, Y, T) = A(X,Y, T)el02+wot) | ¢, (4.14)
Die Operatoren werden durch die Kettenregel erweitert:

8 = O +edr, O 0 +el0x, 8, — /4oy, (4.15)
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In y-Richtung entfillt die schnelle Ableitung, da die Rollen parallel zu ihr liegen. Der Einflufl
des quadratischen Koeffizienten b soll klein sein und wird mit € skaliert:

b= €/?. (4.16)
Mit der Entwicklung der Lésung nach dem Kontrollparameter:
u = ?ug + euy + ¥ %uy, (4.17)

folgt ein hierarchisches Gleichungssystem in den Ordnungen von e:

(a8 +02)%uo = 0 (4.18a)
(B+02)%u, = —2(g+02) (20,0x + 62) ug (4.18b)
(@ +02)°ur = ~2 (g8 +062) (20.0x + 0%) w (4.18¢c)

- (2 (‘13 +02) 0% + (20,0x + 353)2) up — Orup — ud + bul.

Da das Rollenmuster im Minimum der kritischen Kurve stationdr ist, entfallen sukzessiv alle
schnellen Zeitableitungen und damit wy = 0. Die erste Gleichung enthilt nur den linearen

Operator und hat die Lésung:

ug(z, X, Y, T) = Ap(X,Y, T)e*% 4 cc. (4.19)
Der zusitzliche Term in der zweiten Gleichung verschwindet wegen dieser Lisung und u
nimmt die gleiche Form wie ug an:

ui(z, X,Y,T) = A)(X,Y,T)e% + cc. (4.20)

Da der lineare Operator selbstadjungiert ist, folgt aus der Projektion der letzten Gleichung

auf uy eine Losbarkeitsbedingung fiir Ap:
0= — (ZZquX + 6}2,')2 Ag+ Ag — OrAg — 3|A0l2A0 (421)

Der Koeffizient vor dem nichtlinearen Term hingt dabei von der Normierung von ug ab. In
diesem Fall wurde .

< ug, Uy >= /dw upug = 1 (4.22)

00

gewihlt. Der quadratische Term liefert keinen Beitrag, weil daraus keine Terme o e®?0®
entstehen, die bei der Projektion erhalten blieben. Mit der Riickskalierung auf die schnellen
Variablen,

A(z,y,t) = €2 4o(X, Y, T), (4.23)
folgt die bekannte [2, 1] Amplitudengleichung:

B A = eA+ (2900, — i02)" A — 3| AP A. (4.24)
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Die Koeflizienten konnen durch geeignete Koordinatentransformationen bzw. Skalierung von
A zu eins werden. Darauf wird hier jedoch verzichtet, da ein direkter Vergleich zu den nume-
rischen Ergebnissen erwiinscht ist und deshalb in den dem System angepafBiten Koordinaten

gerechnet werden soll.

4.1.5.2 Vergleich mit der Simulation

Rollen parallel zur y-Achse werden durch
u(z,y) = 2F cos(qoz) (4.25)

beschrieben. Die reelle Amplitude 148t sich leicht aus (4.24) berechnen:

F= \/g (4.26)

da sowohl die zeitliche als auch die Ortsableitung nach y entfillt. Der dimensionslose konvek-

tive Wérmestrom (3.1) folgt aus einfacher analytischer Integration:
. 9 2
j=2F(1+4¢) = §e(1 +e€). (4.27)

Hier ergeben sich die ersten Probleme im Vergleich der numerischen Ergebnisse mit denen
der Amplitudengleichung. In der hier abgeleiteten Form ist der konvektive Wirmestrom un-
abhingig von dem Nicht-Boussinesq-Parameter b. Dies gilt sicher nicht fiir eine reales Expe-
riment, und auch der numerische Algorithmus zeigt eine deutliche Abhingigkeit, wie in Abb.
4.1 dargestellt. Eine Abhidngigkeit des Warmestroms vom Nicht-Boussinesq-Parameter b tritt
allerdings auf, wenn dieser in der Ableitung der Amplitudengleichung eine Ordnung héher
angenommen wird, also in (4.16) b = b gesetzt wird. In der Amplitudengleichung schligt

Abb. 4.1: Abhangigkeit des
konvektiven Wiarmestroms beim

j

g Rollenmuster von dem Nicht-
-% Boussinesq-Parameter b. Obwohl
g die Amplitudengleichung keine
' Abhiéngigkeit in dieser Ord-
= nung von b angibt, steigt der
§> Wiarmestrom  mit  zunehmen-
2 . . dem b. Die gestrichelte Kurve
g) Amplitudengleichung ist der Wéarmestrom aus der
é 014k N ‘ S . Amplitudengleichung fiir b ~ 1.
: 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 Gerechnet wurde auf einem 128

. , Punkt Gitter mit ' = 16 bei
Nicht-Boussinesq Parameter b =02
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sich dieses lediglich im nichtlinearen Koeflizienten nieder, der nun von b abhingt (siehe auch
[104]):

8
QA = €A+ (2qod; — z’c’?f,)z A~ (3 - %bz) |A2A. (4.28)
Der dimensionslose konvektive Warmestrom,
) 2

wéchst dann wie in der Simulation mit b und ist als gestrichelte Kurve in Abb. 4.1 eingezeich-
net. Fir die weiteren Ableitungen wird der Einfachheit halber mit der Amplitudengleichung

(4.24) weiter gerechnet und diese Diskrepanz ignoriert.

4.1.5.3 Hexagonmuster

Die Losung fiir Hexagone ist eine Uberlagerung von drei Rollenlésungen unter einem Winkel
von jeweils 27/3. Alle drei Wellenvektoren haben dabei den gleichen Betrag go. Wird einer der
drei Vektoren parallel zur x-Achse gewdhlt, so kann fiir die Lésung der SH-Gleichung (4.1)

g g { -1 g -1
CI1=<00>,C12=?O<\/§>>Q3=?0(_\/§)> (4.30)

folgende Uberlagerung angesetzt werden:

mit

w = A1t | Ageet 4 Azt BT e, (4.31)

Die Lage der Vektoren q; ist in Abb. 4.2 dargestellt. Die Ableitung der Amplitudengleichung
erfolgt in gleicher Weise wie in Abschnitt 4.1.5.1. Da sich jetzt aber die Losung aus einer Uber-
lagerung von einzelnen Losungen darstellt, wird die Gesamtlosung auf jede einzelne Losung

Abb. 4.2: Geometrie des Hexagonmusters und
die Lage der Wellenvektoren. Das Hexagon
entsteht aus einer Uberlagerung von drei Rol-
lenlgsungen im Winkel von jeweils 27/3.
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des adjungierten linearen Problems projiziert. Diese sind rdumlich homogen in der Amplitude,
und daher entfallen die Ortsableitungen. Es folgt ein partielles Differentialgleichungssystem

mit drei Gleichungen [110]:

841 = €Ay + 204545 — 3 (2]A2)? + 2| 457 + A4 ]%) Ay, (4.32a)
OiAy = €Ay + ZbAIAs -3 (2|A112 + 2|A3[2 + ]Aglz) A, (432b)
8iAs = eAs+20A7 A% — 3 (2|A1)? + 2|42 +]45]%) 4s. (4.32c)

Die Mischterme zwischen den Amplituden aus den nichtlinearen Termen durch einfaches
Ausmultiplizieren und Projektion zustande. Zu beachten ist dabei lediglich, daf sich wegen
a1 + g2 + g3 = 0 die Exponenten zum Teil eliminieren und somit in der Amplitudenglei-
chung auftauchen. Diese Gleichungen wurden schon friih fiir die Rayleigh-Bénard-Konvektion
abgeleitet [L11].

4.1.6 Stabilitdtsbereiche

Das im vorletzten Abschnitt abgeleitete Amplitudengleichungssystem erlaubt eine einfache
Abschitzung fiir die Stabilitidtsbereiche der einzelnen Muster. In beiden Féllen sind die Am-
plituden rdumlich konstant und die Amplitudengleichungen (4.32) kénnen mit reellen Ampli-

tuden geschrieben werden:

O Ay = €A +2bAyAs — 3 (243 + 247 + A7) Ay, (4.332)
Ohy = ehg+2bA1 Ay — 3 (2A7 + 245 + A]) Ao, (4.33b)
DAz = eAs+2bA1 Ay — 3 (247 + 245 + AJ) As. (4.33¢)

4.1.6.1 Stabilitit der Rollenmuster

Fiir ein Rollenmuster parallel zur y-Achse gilt:
Al =F Ay=0, A;=0. (4.34)

Das Differentialgleichungssystem reduziert sich also auf den eindimensionalen Fall, und die
Lisung ist:

u(z,y) = 2F cos(qoz), (4.35)
mit bekannter Amplitude (4.26) und konvektivem Wirmestrom (4.27). Es handelt sich also
um eine subkritische Verzweigung bei ¢ = 0.

Die Rollenlésung ist aber nicht fiir alle Werte des Kontrollparameters stabil. Mit einer
linearen Stabilitdtsanalyse kann der Bereich der stabilen Losungen bestimmt werden. Dazu
wird untersucht, bei welchen Werten des Kontrollparameters kleine Stérungen verschwinden
oder anwachsen. Zur Rollenlésung fiir die Rollen wird daher ein Stérterm addiert:

Al F 258
A= A, | =1 0 |+ a | (4.36)
As 0 a3
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In die Amplitudengleichung (4.33a) eingesetzt und in den kleinen Amplituden a; linearisiert,
folgt daraus ein homogenes lineares Gleichungssystem in den a;. Die Losbarkeit ist gegeben,
wenn von diesem die Determinante verschwindet:
€— A\ — 9F? 0 0
0 €—\—6F? 2bF? =0, (4.37)
0 2bF? €e—A—6F?
Auf der Stabilititsgrenze A = 0 und mit der Amplitude (4.26) kann der Grenzwert fiir den

Kontrollparameter berechnet werden:

4
€>e¢ mit € = §b2. (4.38)

4.1.6.2 Stabilitdt des Hexagonmusters

Das Hexagonmuster entsteht aus der Uberlagerung von drei gleichen Rollenmustern unter

einem Winkel von 27 /3. Dies ist gegeben, wenn
A.l = F, Az =F und Ag = F. (4.39)

Das reale Feld hat dann die Lésung

u(z,y) =28 S cos(kz; T 4 ky;y), (4.40)

Lo
=1

!

mit den Wellenvektoren aus (4.30). Die drei Amplitudengleichungen (4.33) haben somit eine

einheitliche Form:
O,F = ¢F — 15F® 4 2bF2, (4.41)

Fir den zeitlich stationdren Fall folgt:

F= % (b & /82 + 15¢) . (4.42)

Offensichtlich ist die Verzweigung hier subkritisch. Der Sattelknoten der Verzweigung liegt

bei 1
_ 12
€q = 15b . (4.43)
Im Bereich ¢, < € < 0 ist sowohl die Hexagonlésung als auch die Grundlésung v = 0 linear
stabil.
Wie bei der Rollenlésung muf auch hier die Stabilitéat der Losung tiberprift werden. Dazu

wird wieder ein Ansatz

A=| 4y |=| F |+]| ag | " (4.44)
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in die Amplitudengleichung (4.33) eingesetzt und linearisiert. Die Losbarkeitsbedingung lau-

tet:
€—\—21F2 2bF? —12F? 2bF? — 12F?

2bF? —12F? e¢— A —21F? 2bF? —12F? |=0. (4.45)
2bF? — 12F% 2bF% —12F? ¢— A —21F?
Mit der Amplitude (4.42) zeigt sich, daB die Hexagonlésung nur bis zu einem bestimmten
Wert fiir den Kontrollparameter stabil ist:
€ < €< €, mit eh:13—6
Bei der Berechnung des konvektiven Warmestroms muf iiber die ganze Grundfliche in-
tegriert werden. Da die Integration iiber die drei Richtungen q; dasselbe Ergebnis liefert,

b2 (4.46)

ist

. 6 2

j=6F (14 = r (b:l: N 15€> (1 +e). (4.47)
4.1.6.3 Vergleich mit der Simulation

Die Amplitudengleichungen (4.33) sind aus einer Stérungsrechnung gewonnen und haben
somit einen Giiltigkeitsbereich um den Entwicklungspunkt € = 0. Trotzdem sind die aus Am-
plitudengleichungen gewonnenen Resultate hiufig auch in einem Bereich fiir grofie € sinnvoll.
Daher wurde mit dem numerischen Algorithmus die SH-Gleichung fiir verschiedene Werte von
e gelost und mib den Aussagen der Amplitudengleichung verglichen. Dazu wurde die exakte
analytische Losung fiir Rollen und Hexagone dem Algorithmus als Startlésung vorgegeben
und die zeitliche Entwicklung bis zu einem konstanten Warmeflul beobachtet. In Abb. 4.3 ist
das Ergebnis dargestellt. Die Wéirmestrome fiir Rollen (Kreise) und fir Hexagone (Vierecke)
liegen in guter Ndherung auf den Kurven der Amplitudengleichung.

Die aus der Amplitudengleichung berechneten Stabilitdtsbereiche stimmen mit Experi-
menten nicht sehr gut tiberein [69, 70] und konnten nur mit phinomenologischen Argumenten

0.4

® Rollen
0.t @ Hexagone

Abb. 4.3: Vergleich der Simu-
lationsergebnisse mit den Aus-
sagen der Amplitudengleichung.
Die durchgezogenen Linien sind

die dimensionslosen konvektiven
Warmestrome aus der Amplitu-
] dengleichung, die Symbole Ergeb-
nisse der Simulation der Bewe-

0.11

0 0'902 gungsgleichung. Gerechnet wurde

04— 01 o'.p_é ' auf einem 128 Punkte Gitter mit
r h I' = 16 bei € = 0.2. Der Nicht-
Kontrollparameter € Boussinesq-Parameter ist b = 0.2.
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Abb. 4.4: Potential zu der Rech-
nung aus Abb. 4.3. Der Schnitt-
punkt der beiden Kurven liegt bei
etwa err =~ 0.06. Fiir kleinere €
haben die Hexagone ein kleineres
Potential und werden bevorzugt,
fiir gréfere € ist die Rollenldsung

-0.002}

Potential &

® Rollen

. glinstiger. Allerdings wird fiir

00040 Hexagone | €= er ~ —0.0033 das Poten-
3 . o ] tial fiir die Hexagone positiv, so

€ 0 €1 0.1 0.2 daf} die konduktive Losung bevor-

zugt wird. Der Nicht-Boussinesqg-

Kontrollparameter € Parameter ist b = 0.2,

beziiglich der Finite-Size Effekte angepaBt werden [112]. Eine bessere Ubereinstimmung wurde
durch Potentialrechnungen zur Amplitudengleichung erreicht [70]. Die sich daraus ergeben-
de Schranke er fiir den Stabilitdtsbereich der Hexagone gegeniiber dem konduktiven Bereich
und epv gegeniiber den Rollen 148t sich leicht aus den Potentialkurven in Abb. 4.4 ablesen.
Fir b = 0.2 ist ¢ = 0.0533, ¢, = 0.2133 und e = 0.06, d.h. €7+, bei dem das Potential
fir Rollen und Hexagone gleich ist, liegt im Uberlappungsbereich der Stabilitéitsbereiche fiir
Rollen und Hexagone, ¢, < err < ¢),. Auf einen quantitativen Vergleich mit den Experimen-
ten wird verzichtet, da einerseits der Schwerpunkt der Arbeit auf qualitativ neven Effekten
durch Inbomogenitdten liegt, andererseits die recht willkiirliche Anpassung der Parameter an
die Experimente keine gute Ubereinstimmung ergab und das Modell in diesem Punk$ nicht

iberstrapaziert werden sollte.

4.2 Externe rdumlich periodische Inhomogenititen

4.2.1 Finflufl des Driftterms

Fiir die eindimensionale Rayleigh-Bénard-Konvektion wurde sehr ausfithrlich das Auftreten
von driftenden Losungen, Hopf-Bifurkation durch frustrierte Drifts und chaotisches Losungs-
verhalten durch langwellige rdumlich periodische Modulation der Geometrie oder der Tem-
peraturprofile diskutiert. Im SH-Modell konnten diese Effekte durch Einbau eines einfachen
Driftterms realisiert werden (siehe Abschnitt 2.4.3). Im zweidimensionalen System treten die-
se Effekte nicht auf. Das System nutzt die ihm neu angebotene Freiheit im Ortsraum aus, und
stellt die Konvektionsrollen einfach senkrecht zur Modulationsrichtung. Durch einen langwel-
ligen Driftterm wird also die Rotationssymmetrie gebrochen und das System anisotrop. Es
tritt aber keine Dynamik auf, da durch das Ausweichen die Wellenldnge der intrinsischen
Struktur nicht in Wettstreit mit der aufgepriagten Wellenzahl tritt.
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4.2.2 Ré&umlich periodisch modulierter Kontrollparameter

Eine Wechselwirkung zwischen der intrinsischen Wellenlinge und einer aufgeprigten Wel-
lenlénge ist zu erwarten, wenn beide von der gleichen Gréenordnung sind. Im Fall des rdum-
lich periodisch modulierten Driftterms wurde diese Situation gerade vermieden, um Resonan-
zen auszuschlieffen und die Bifurkation scharf zu halten. In der Rayleigh-Bénard-Konvektion
wurden driftende Rollen z.B. durch zwei externe Modulationen im 1:2 Verhdltnis mit ent-
sprechender Phasenverschiebung erzeugt. Fiir die Modulation des Systems mit Modulati-
onswellenzahlen im Bereich der kritischen Wellenzahl ist eine viel einfachere experimentelle
Vorgehensweise denkbar. Werden, wie in Abb. 4.5 gezeigt, an der unteren Platte zusdtzliche

Abb. 4.5: R&umlich periodische
Modulation des Kontrollparame-
ters. In einem Rayleigh-Bénard-
Konvektionsexperiment kann die-
se z.B. durch zusitzliche Heiz-

M
y ‘E’ . ﬁ ? drahte in einem Abstand von Ays

realisiert werden.

Heizdrihte im Abstand von Ay = A, angebracht, entspricht dies einer einfachen raumlich pe-
riodischen Modulation des Temperaturprofils. Da die Rayleigh-Zah! direkt proportional zur
angelegten Temperaturdifferenz ist, kann diese Modulation im SH-Modell in einfachster Ord-
nung durch eine rdumlich periodische Modulation des Kontrollparameters erzeugt werden.
Daher wird das SH-Modell um einen linearen periodischen Modulationsterm erweitert:

Byu = (e — (@ +4) 2) u+ M(z,y)u — . (4.48)

Auf den Nicht-Boussinesq-Term wird in diesem Abschnitt verzichtet, d.h. b = 0. Fir den
Modulationsterm wird zundchst eine Richtung festgelegt:

M(z,y) = 2G cos(kz). (4.49)

Durch ihn werden die Rotationssymmetrie sowie die kontinuierliche Translationssymmetrie in

z-Richtung gebrochen.

4.2.2.1 Lineare Stabilitdt und Schwellen

Ohne Modulationsterm M(z,y) = 0 kann der lineare Anteil der Bewegungsgleichung (4.48)

durch den Ansatz
u(z,y) = FerttHam+ry) 4 o (4.50)
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geltst werden. Dies fiithrt wie in Abschnitt 4.1.5.1 fiir den linear stabilen Fall o = 0 auf einen

Ausdruck fiir die neutrale Fliche:
2
e(g,p) = (6 — ¢ —p%)". (4.51)

Dieses Paraboloid hat absolute Minima fiir g* + p? = ¢2, d.h. in der p — g—Ebene auf einem
Kreis mit Radius ¢o. Anders ausgedriickt kann sich die Rollenlésung in diesem isotropen
System in jeder beliebigen Lage anordnen. Diese Isotropie wird durch den Modulationsterm
(4.49) zerstort. Fiir die Berechnung der neutralen Fliche wird die Rollenlésung (4.50) nach

Floquet entwickelt:
N

u(z,y) = e’telle=tpy) Z Fetk/2z 4 e, (4.52)
l=—N
mit —k/2 < ¢ — go < k/2. Wie im eindimensionalen Fall muf die subharmonische Lésung
mit beriicksichtigt werden. Die numerisch berechnete neutrale Fliche fiir eine Modulation
mit Wellenzahl k¥ = 5/4 und Amplitude G = 0.15 ist in Abb. 4.6 dargestellt. Es werden vier
absolute Minima ausgezeichnet, die an den schwarzen Punkten in Abb, 4.6 berechnet wurden.
Diese liegen alle vier auf dem Kreis mit Radius go und haben in g-Richtung den Betrag der
halben Modulationswellenzahl, ¢ steht also in Resonanz mit der externen Modulation.
Einige Aussagen iiber den Einflu des Modulationsterms kénnen analytisch durch einfache
Modenanséitze gewonnen werden. Als erstes wird der Zwei-Moden-Ansatz

u(z,y) = etelt® (Bleipy - Bze“ipy) + ce (4.53)

Abb. 4.6: Neutrale Fliche mit
Modulationsterm. Eingezeichnet
sind die Hohenlinien der neu-
tralen Flache, d.h. die Flache
der Kontrollparameter, bei der
die Wachstumsrate des grofiten
Eigenwerts gerade Null ist. Die
Punkte sind die numerisch be-
stimmten Minima. Auf dem ge-
strichelte Kreis mit Radius gp lie-
gen die Vektoren des unmodulier-
= = — S ten Systems. Durch die Module-
0 k 1 tion werden vier Minima ausge-

2 zeichnet. Parameter: Wellenzahl
g k =5/4, G = 0.15, 8 Moden.
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untersucht, dem im Ortsraum ein durch Uberlagerung von zwei Rollenlésungen entstandenes
Rechteckmuster entspricht. Damit es zu einer Kopplung mit dem Modulationsterm kommt,

miissen die Bedingungen

q=k/2, p=4/a2 — k*/4, 0 <k < 2qo, (4.54)

erfiillt sein. In diesem Fall folgt fiir die Schwelle:

& =—a. (4.55)

Fir kleine Modulationswellenzahlen werden allerdings senkrecht zur Modulation stehende
Rollen bevorzugt. Deren Schwelle kann durch den Drei-Moden-Ansatz

u(z,y) = ey (Bo + BT+ BQe'““’) +ecc (4.56)

berechnet werden und lautet:
1
1 _ - 4 8 2
€ = 3 (k +VEk® 416G ) (4.57)

Fiir k* < G ist ¢+ < €5, was bedeutet, daff im Grenzfall & — 0 die Schwelle gegen —2@ strebt.
Diese analytischen Rechnungen werden durch die numerische Stabilitdtsanalyse bestétigt. In
Abb. 4.7 ist die Einsatzschwelle in Abhingigkeit von der Modulationswellenzahl dargestellt.
Das Plateau 1 < k < 2 entspricht gerade der Schwelle 5. Fiir kleine k lduft die Schwelle auf
das Minimum ¢, = —2@. Fir grofe Modulationswellenzahlen, also sehr kurzwellige Modula-

tion, mittelt sich die Modulation weg wnd die Schwelle nihert sich im Grenzfall der Schwelle

fiir das unmodulierte System bei ¢, = 0 [10].

4.2.2.2 Nichtlineare Strukturen

In Abschnitt 4.1.5.3 wurde das schwach nichtlineare Verhalten der Hexagone durch ein Ampli-
tudengleichungssystem aus der Uberlagerung von drei Rollenlésungen berechnet. Die Ergeb-

0

w’ -0.1

[¢D]

T G oo A . '

= Abb. 4.7: Einsatzschwelle in

S 02 1 Abhéngigkeit von der Modula-

» tionswellenzahl. Die Schwellen
wurden aus der numerischen
linearen Stabilitdtsanalyse mit

-0.35 05 1.0 15 20 25 30 N = 8 Moden bei einer Modu-

lationsamplitude von G = 0.15

Modulationswellenlénge k berechnet.
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nisse der linearen Stabilitidtsanalyse des vorigen Abschnitts legen nahe, die Rechteckldsung
als Uberlagerung von zwei Rollenlésungen anzusetzen:
u = A;UT 4 AgetdeT, (4.58)

Die Lage der beiden Wellenvektoren,

3

y

Abb. 4.8: Lage der Wellenvektoren bei dem
Rechteckmuster.

k/2 k/2
— , = , 4.59
qQ < ,_—-——qg_kz/4> a2 (_ ,—-——qg_kz/4) (4.59)
ist in Abb. 4.8 dargestellt. In der Ableitung der Amplitudengleichung wird die Modulations-

amplitude in der Ordnung € beriicksichtigt:
G = €G. (4.60)

Die Kopplungsterme bei den Hexagonen entstanden dadurch, daf sich alle drei Wellenvektoren
der einzelnen Rollen kompensierten. Durch den Modulationsterm kommt es auch bei den

Rechtecken zu Kopplungstermen, da

k .
k—q —q2=0, mit k=(0>. (4.61)

Daher lauten die zwei gekoppelten Amplitudengleichungen unter Vernachldssigung der rium-
lichen Ableitungen:
A1 = €A+ GA; -3 (2|A2,2 + |A1|2) Ay, (4.62&)
OtAs = edp+GAT -3 (21417 + |42%) 4s. (4.62b)
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Mit rdumlichen Ableitungen und unter Beachtung von Eckhaus-Instabilitdten wurden diese
Gleichungen fiir die Vorhersage von Rechtecklésungen in einem anisotropen System wie der
Elektrokonvektion aus Kapitel 3 abgeleitet [22, 23]. Fiir eine Rechteckstruktur sind beide
Amplituden gleich und reell, d.h. A; = Ay = F. Im stationdren Fall 1&8t sich dann aus den
Amplitudengleichungen sofort die Amplitude berechnen:

F=ivFa (4.63)

Offensichtlich ist die Losung nur fiir ¢ > —G definiert. Daher wird der Stabilitdtsbereich fiir
kleine Werte des Kontrollparameters durch

EaD = -G (464)

nach unten begrenzt. Mit dem Ansatz,

_ Al _ F a)
A_(Az)_(F>+(a2)e”, (4.65)

wird die Rechtecklosung auf Stabilitdt gegen die Rollenlésung untersucht. Linearisierung fiihrt

wieder auf eine Losbarkeitsdeterminante:

e—A—15F2 @G —12F?

G—12F? e—r—15p2 | =% (4.66)

Im neutral stabilen Fall und mit der bekannten Amplitude (4.63) folgt die Schwelle:
& =2G. (4.67)

Die lineare Stabilititsanalyse des Amplitudengleichungssystems (4.62) liefert ein Phasendia-

Abb. 4.9: Phasendiagramm der
®C) ' Rechtecke. Im Bereich zwischen
den beiden eingezeichneten Gera-
den sind die Rechtecke linear sta-
bil. Die Verzweigung in die Recht-
ecklosung erfolgt oberhalb von
G = —e. Fir groflere Werte des

0.5¢ Rollen

Rechtecke
[ ] a)

Kontrollparameters bei € > 2G
ist wieder die Rollenl6sung sta-
¢ bil. Die Punkte sind Ergebnisse
der Simulation. Die Strukturen an

Kontrollparameter €

konduktiv

~0% 0.1 A 0.2 0.3 den quadratischen Punkten sind
_ . in Abb. 4.10 dargestellt. Parame-
Modulationsstarke G ter: Wellenzahl k = 5/4, 8 Moden.
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gramm, das in Abb. 4.9 dargestellt ist. Die untere Gerade ist die Phasengrenze zur Grund-
losung u = 0, € = —G, die obere Gerade die Phasengrenze zu modulierten Rechtecken mit
Ay #£ Ay, e,',j = 2@G. Die runden Symbole sind die Schwellen aus der Simulation der Bewe-
gungsgleichung, bei denen die Rechtecke gerade noch stabil sind, bevor die Lésung ausstirbt,
also der konduktive Zustand einsetzt. An den quadratischen Symbolen im Phasendiagramm

a) e= 0.0 b) e= 035

. Abb. 4.10: Simulationen. An vier
C) g= 0.70 d) e= 0.50 (Zufallsstart) markanten Stellen im Phasendia-

: gramm aus Abb. 4.9 wurde das
SH2D-Modell simuliert. In a) bis
c) als Fortsetzung mit steigendem
Kontrollparameter, in d) mit klei-
nen Storungen im u-Feld. Para-
meter: Wellenzahl k = 5/4, G =
0.15. Simulation: 128x128 Punk-
te, dt = 0.5, Laufzeit a) bis c) je-
weils bis t=5000, d) bis t=500000.

wurden Simulationsldufe durchgefiibrt, deren Strukturen in Abb. 4.10 dargestellt sind. In a)
ist ein sauberes Rechteckmuster zu sehen. Ohne Modulation wiirde an dieser Stelle bei ¢ =0
- jede Losung aussterben. In b) ist knapp oberhalb der linearen Stabilitdtsgrenze zu sehen, daf§
sich eine der beiden Amplituden verstdrkt und sich dann bei weiterer Erh6hung des Kon-
trollparameters in ¢) als Rollenlésung etabliert. In d) wurde mit kleinen Stérungen im u-Feld
gestartet. Diesmal setzt sich die andere Amplitude durch, und es entstehen zur anderen Seite
geneigte Rollen. Die Neigung der Rollen ist durch die Modulationswellenzahl &, die die Lage
der Wellenvektoren (4.59) bestimmt, vorgegeben.

4.3 Schwache interne Anisotropie und gleichzeitig gebrochene
Up-Down Symmetrie
Die Brechung der Up-Down Symmetrie filhrt zur Entstehung von Hexagonstrukturen, die

in Abschnitt 4.1 ausfiihrlich diskutiert wurden. Im vorigen Abschnitt entstanden als Kon-
sequenz der Brechung der Rotations- und Translations-Invarianz Rechteckstrukturen. Eine
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interessante Frage ist nun, was passiert, wenn die Rotationssymmetrie gleichzeitig mit der
Up-Down Symmetrie gebrochen wird. Als Experiment wéare dazu eine rdumlich periodisch
modulierte Rayleigh-Bénard Zelle mit einem Nicht-Boussinesq-Fluid denkbar. Es gibt aller-
dings einfachere Systeme, bei denen die Rotationssymmetrie nicht extern gebrochen werden
muf, sondern die von Natur aus eine Anisotropie besitzen. Experimentelle Systeme, in denen
beide Symmetrien gleichzeitig gebrochen sind, sind z.B. chemische Reaktionen mit einem an-
gelegten elektrischen Feld [113, 114, 115] oder die in Kapitel 3 vorgestellte Elektrokonvektion
in Flissigkristallen im Nicht-Boussinesq-Bereich [116] oder mit einem , Pretilt“ des Direktors.

4.3.1 Modellgleichung

Durch den %2 Term wird die Up-Down Symmetrie im zweidimensionalen SH-Modell gebrochen
(siche Abschnitt 4.1). Die schwache Anisotropie wird im Modell durch kleine Terme im linea-
ren Operator realisiert. Von allen denkbaren méglichen Ergénzungen bis zur zweiten Ordnung
fallen eine ganze Reihe durch Reskalierung heraus, und es verbleiben zwei Zusatzterme [117]:

By = (e — (g5 + A)Z +2 (02 ~ azc')gagj’)) u + bu? — b, (4.68)

Fir b # 0 wird also die Up-Down Symmetrie, fiir ; # 0 die Rotationssymmetrie gebrochen.
Weitere nichtlineare Terme, wie sie z.B. in der Kuramuto-Sivashinski Gleichung [118, 119]
auftreten, kénnen auch zu einer Anisotropie des Systems filhren. Da hier allerdings nur die
qualitativen Aspekte des Wechselspiels der beiden Symmetriebrechungen untersucht werden,

wird das Modell so einfach wie moglich gehalten und auf weitere nichtlineare Terme verzichtet.

4.3.2 Schwellen

Durch die beiden Anisotropieterme wird die neutrale Fliche des Grundzustands v = 0 (4.51)
verdndert:

e0(9,0) = (a8 — &* — p?)* + 2010% + 2020%p%. (4.69)
Diese Flache hat fiir verschiedene Bereiche der Anisotropieterme unterschiedliche Minima und

Sattelpunkte. Im Fall ap = 0 ist:

o gs ps | €o(gs; ps) Art
o; <0 g —o1| 0 | 209 g2 — o? | globales Minimum
O<a <1 \/qg —a1 | 0| 2108 — o? Sattelpunkt
a; <0 0 do 0 Sattelpunkt
O<ay <1 0 4o 0 globales Minimum

Fir as > 0 werden die Sattelpunkte zu lokalen Minima, die globalen Minima zu Sattelpunk-
ten. Fiir den besonderen Fall —1 < ap < 0 und o > /(1 + ap) ist

2 2
2 o1 + oagf g o1(l+402) —ggon I,
— et T 20 = .70
% 1—(1+09)?’ Ps 1—(1+a9)? (470)
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und es tritt eine sogenannte Schrigrolleninstabilitdt (8, 9, 117, 85] auf.

4.3.3 Schwach nichtlineares Verhalten

Das Verhalten der periodischen Strukturen mit konstanter Amplitude in der Ndhe der Ein-

satzschwelle wird durch einen Dreimodenansatz,
U = AN + Ape" BT 4 A3e' BT, (4.71)

untersucht. Fiir die Lage der Wellenvektoren wird im Gegensatz zur reinen HexagonlGsung
(4.30) eine beliebige Wellenlidnge ¢ in = und eine leichte Abweichung L in den y-Komponenten

zugelassen,

[ g _4q ~1 _4q -1
QI—(O)>QZ—2<\/§(I+L))>Q3—2<_\/§(1+L))> (4.72)

was zu schwach deformierten Hexagonlésungen fiithrt [90]. Wird nur eine der Amplituden A;

angeregt, entsteht ein einfaches Rollenmuster.
Analog zu Abschnitt 4.1.5.3 kann ein gekoppeltes System von drei Amplitudengleichung
fiir die Bewegungsgleichung (4.69) abgeleitet werden:

8{5.{41 = 'I]aAl -+ ZbA;A; + f(A]_)Al, (473&)
OpAg = mphg -+ ZbA’iAg + f(Ag)As, (4.73b)
Ods = mpds + 204745 + f(As)4s, (4.73c)
mit den Abkiirzungen

FA) = 3|AP+6) 4P (4.74a)

J#i

2
e = €— (qg - qz) —201¢?, (4.74b)

2 2 2 4

m o= €— (qg - qz(l +3(1+ L)2)) - al%- - 39-282-(1 YL (4.74c)

Das SH-Modell ist ein Relaxationsmodell und besitzt ein Potential (sieche Abschnitt 4.1.4). Die
Amplitudengleichungen lassen sich ebenfalls als Zeitentwicklung eines Funktionals schreiben:

_ 0F3
Ohi = 5z (4.75)

wobei das dazugehorige Potential folgende Form hat:

Foo= g [do [ay] X 1AL m AP on( |4l + 4 ) (4.76)

1=1,2,3
—~2b( A1 Asds + AT A543) +6( | A1 [P (| 42 [P+ | 45 )+ | 42 2 45 2 )] .
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Fiir die reine Hexagonlésung mit ¢ = go und L = 0 sind alle drei Amplituden gleich grof§
A; = F, wie in Gleichung (4.42) gezeigt, und das Potential vereinfacht sich zu:
1 1
Fr=3 / dw / dy [GFZ - —2§F4+ %bF3 . (4.77)
Fiir n, # m haben die Amplitudengleichungen (4.73) weiterhin Losungen mit konstanten

Amplituden, die fiir A; € Az, A3 zu Rechteckstrukturen und fiir 4; > A», A3 zu deformierten
Hexagonstrukturen fithren (vgl. Abb 4.14).

4.3.4 Ergebnisse

Die Bifurkation der Hexagone ist, wie in Abb. 4.3 deutlich zu sehen, subkritisch. Daher hat
die Struktur bereits am Einsatzpunkt ¢, = 0 eine definierte Amplitude F = 2b% /15. Das dazu-
gehorige Potential (4.77) ist dort negativ und daher niedriger als fiir den konduktiven Zustand
F = 0. Die Bifurkation der Rollenlésung ist superkritisch, allerdings nur bis b > 28/39 [71, 69),
wovon hier allerdings immer ausgegangen wird. Daher verschwindet fiir die Rollenlésung das
Potential am Einsatzpunkt ¢, = 0, und Hexagonlosungen werden in einem begrenzten Bereich
um diesen herum bevorzugt. Fiir gréfiere € sinkt das Potential der Rollenlésung schneller als
das der Hexagonl6sung (siche Abb. 4.4) und oberhalb des Schnittpunktes bei ez wird die
Rollenlésung bevorzugt [70].

In anisotropen System, wie #.B. in der Hlektrokonvektion in planar ausgerichteten ne-
matischen Flissigkeiten [8, 9], werden keine Hexagonstrukturen beobachtet. Daher kann er-
wartet werden, daB in dem hier behandelten Modell (4.68) fiir starke Anisotropien oy die
Bildung von Hexagonen unterdriickt wird. Durch die Anisotropien wird das Potential der
Hexagonlésung Fy durch das Dreimodenpotential F3 ersetzt. Fir kleine ¢; verschiebt sich
der Bifurkationspunkt e7v zu kleineren Werten, und die Konstanten 7, und 7, sowie die Am-
plituden A; # Ay = A3 werden unterschiedlich.

Wenn fiir eine bestimmte Parameterkombination (e, as,b) das Potential F3 bei ¢, = 0
verschwindet, wird ey = 0, und somit werden oberhalb der Schwelle sofort Rollen bevorzugt.
Daher trennt die Linie, im Parameterraum (o, ag, b), fiir die F3 = 0 ist, den Bereich, in dem
Hexagone bevorzugt werden von dem, in dem Rollen die favorisierte Struktur sind, zumindest
in einem kleinen Bereich fiir e.

Wird der Anisotropieterm g = 0 festgehalten, kann aus der Bedingung F3 = 0 der kriti-
sche Wert fiir oy in Abhéngigkeit vom Nicht-Boussinesg-Parameter b berechnet werden. Die
beiden Kurven ¢ () sind in Abb. 4.11 dargestellt. Die grauschattierte Fliche zwischen ihnen
ist der Bereich, in dem die Dreimodenltsung fiir kleine ¢ bevorzugt wird. Wird b = 0.5 festge-
halten, kann auf gleiche Weise das Phasendiagramm in der «; — ag-Ebene gewonnen werden
(Abb. 4.12). AuBerhalb des schattierten Bereichs werden immer Einzelmodenlésungen der
Amplitudengleichung (4.73) bevorzugt. In den Rechnungen zu den Abb. 4.11-4.13 wurde das
Funktional 3 beziiglich der Wellenzahlen ¢ und L minimiert. Diese Minima lagen allerdings
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Abb. 4.11: Entlang der durchge-
zogenen Linie verschwindet das
Potential fiir die Drei-Moden-
Losung (4.76) F3 am Einsatz-
punkt bei €, = 0. Fiir die Parame-
terkombinationen der Anisotro-
pie a; und des Nicht-Boussinesqg-
Parameters b im grauschattierten
Bereich existiert ein begrenzter
Bereich fiir ¢, in dem die Drejmo-

0.02}

-0.02

denldsung bevorzugt wird. Im un-

schattierten Bereich ist immer die
Einmodenltsung dominant (o =

b 0).

0 T 025 050 075

immer sehr nahe bei ¢ = ¢p und L = 0, also den Wellenzahlen der reinen HexagonlGsung.

Abb. 4.13 zeigt die Variation des Amplitudenverhiltnisses A; /A = Az als Funktion von
oy bei festem b = 0.5. Die durchgezogene Kurve gehort zu ay = 0, die unterbrochene Kurve
zu ag = —2q;. Diese beiden Kurven geben einen Eindruck iiber das Verhiltnis A;/4s = A3
in einem senkrechten Schnitt durch die Fliche in Abb, 4.11 und einen fast diagonalen Schnitt
durch die Fliche in Abb. 4.12. An den dueren Rindern der Bereiche laufen die Amplituden

am deutlichsten auseinander.

In Abb. 4.14 sind einige Strukturen aus der Simulation der Modellgleichung (4.68) darge-
stellt. Die Dreimodenlésung der Amplitudengleichung (4.73) zeigt in a) Hexagone fir o =
oz = 0 und somit 4; = Ay = As, in b) deformierte Hexagone fir A; > Ay = Az und in c)
Rechtecke fiir A} < As = As. In allen Fillen wurden die Simulationen an der Schwelle e =0

0.06————————T———————T————————

0.03f

Abb. 4.12: Fir die Parame-
terkombination  (aj,a2) im
-: grauschattierten Bereich existiert
ein begrenzter Bereich fiir den
Kontrollparameter, in dem das
Potential das absolute Minimum
bei der Dreimodenldsung hat
&y (b=0.5).

010 _ -0.05 o0 0.05
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Abb. 4.13: Dargestellt ist das
Verhdltnis der  Amplituden
Ay /A2 5. Entlang der durchgezo-
genen Kurve ist ag = 0, entlang
der gestrichelten ist as = 2¢4.
1 (b=10.5)

bei b = 0.5 durchgefiihrt. Aus der Lage der Minima in der neutralen Fliche (4.69) ist zu sehen,
daB bei festem ag = 0 fir oy = 0.1 Rollen parallel zur x-Achse und fir oy = —0.1 Rollen
parallel zur y-Achse entstehen. Fiir Abb. 4.14d) wurde o; entlang der x-Achse, also im Bild
borizontal von links nach rechts, mit einer linearen Rampe von o5 = 0.1 vom linken Rand
abfallend bis ¢; = 0.0 in der Mitte und wieder ansteigend zum rechten Rand bis ¢ = 0.1
varilert, bei festem b = 0.5 und ¢ = 0.1. Dadurch werden am Rand horizontale Rollen, in
der Mitte aber Hexagone bevorzugt. Und in der Tat zeigt die Simulation eine nichttransiente
Koexistenz von Rollen und Hexagonen, dhnlich wie sie in Experimenten beobachtet wurden
[L20].

Rechteckstrukturen entstehen z.B. in thermischer Konvektion in planar ausgerichteten
Flissigkristallen [116, 121] oder unter externer rdumlicher Anregung [22]. Das schwach nicht-
lineare Verhalten dieser Systeme wird durch zwei gekoppelte Amplitudengleichungen,

A1 = el —c|AsP A1 + cal AP 4y, (4.78a)
8y = edy —c1|A1]PAz + co|Ao|* Ay, (4.78b)

beschrieben, die leicht aus (4.73) mit a; = @z = b = Az = 0 abgeleitet werden kénnen. Diese
Rechtecke sind allerdings nur stabil, wenn der Koeffizient des Kopplungsterms ¢; gréler als
der nichtlineare Koeflizient cg ist, ¢; > c¢o. Wenn fiir ein Strukturbildungssystem mit zwei
wechselwirkenden Moden die Amplitudengleichung berechnet wird, passiert es hiufig, da
c1 > ¢p wird. In diesem Fall ist dann die Zweimodenlésung instabil und nur eine Mode wird
iiberleben [111, 2]. In Abb. 4.14 b) ist das Ergebnis der Simulation zu den Parametern b = 0.5,
o1 = 0.05 und as = —0.094 gezeigt, bei dem es sich offensichtlich um ein Rechteckmuster
handelt, wie es aus typischer Uberlagerung von zwei Rollenlsungen erwartet wird. Allerdings
ist es das Resultat einer Dreimodenlésung mit zwei stark ausgeprigten Amplituden As = As
und einer stark geddmpften A;. Zusitzlich ist in diesem Beispiel ¢; = 6 > 3 = ¢3. Obwohl
die Stabilitdtsbedingung ¢; < co nicht erfiillt ist, werden Rechtecklésungen durch schwaches
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Abb. 4.14: Darstellung der réum-
lichen Strukturen der Dreimo-
denlGsung. Bei festem b = 0.5 und
e=0sindin a) beiag; =az =0
Hexagone, in b) bei o3 = 0.05 und
oz = —0.094 Rechtecke und in c)
bei a; = —0.022 und o = 0.02
deformierte Hexagone zu sehen.
In d) wurde bei € = 0.1 und ap =
0 der Anisotropieterm «; entlang
der horizontalen Achse durch eine
lineare Rampe mit Minimum in
der Zellenmitte variiert. Dadurch
entsteht eine Koexistenz von Rol-

len und Hexagonen.

Anregen einer dritten Mode A; favorisiert. In diesem Fall dient die Mode A; der Kopplung
der beiden starken Moden A9 und Ags.

Noch ein Wort zu den Rechteckstrukturen in der Rayleigh-Bénard-EKonvektion mit ei-
nem riumlich variierenden Kontrollparameter aus dem vorigen Abschnitt. Diese wurden auch
durch zwei gekoppelte Amplitudengleichungen (4.62) beschrieben, die ebenfalls nicht das Sta-
bilitdtskriterium ¢; < cq erfiillen. Hier liegt allerdings eine lineare Kopplung vor, die aus
der externen Modulation kommt, GA;. Ohne Modulation, d.h. G = 0, zerfallen die Recht-
eckldsungen sofort zu Rollen.

Es ist eine interessante Frage, ob die experimentell zu beobachtenden Rechtecklésungen
immer zu einer Zweimodenlésung gehéren, oder zu einer Dreimodenlésung mit einer schwach
ausgeprigten dritten Mode, wofiir allerdings eine gebrochene Up-Down-Symmetrie nétig ist.
Obwohl sich die Strukturen sehr &hnlich sehen (vgl. Abb. 4.14 b) mit Abb. 4.10 a) ), sind
die Mechanismen fiir ihre Entstehung sehr unterschiedlich. Dieser hier vorgestellte alternative
Zugang zu Rechteckstrukturen mag fiir Systeme relevant sein, in denen Rechtecke experi-
mentell beobachtet werden, Ab-Initio Rechnungen fiir das System aber instabile Rechtecke

vorhersagen.




Kapitel 5
Spiralturbulenz

Es war ein allgemeine akzeptierte und durch Experimente und theoretische Rechnungen
gestiltzte Aussage, dafl in einem weiten Bereich oberhalb des Einsatzpunkts der thermischen
Konvektion parallele Konvektionsrollen die bevorzugte stabile Konvektionsstruktur ist. In
jungsten Experimenten, in denen die horizontale Ausdehnung wesentlich gréfler als die verti-
kale Ausdehnung ist, also Experimente mit groflem Aspektverh&ltnis, wurde fir Flissigkeiten
oder Gasen unter Hochdruck mit kleinen Prandtl-Zahlen mit der Spiralturbulenz einer zweite
Konvektionsform gefunden, und zwar in Parameterbereichen, in denen gerade Konvektions-
rollen stabil sind. In dem entsprechenden Parameterbereich liegt eine Koexistenz von geraden
Rollen und der raumzeitlich komplexen Spiralturbulenz vor. Die Spiralturbulenz ist auch eine
Losung der Bewegungsgleichungen fir thermische Konvektion, wie durch ausgiebige Simula-
tionen gezeigt wurde. Wicht fiir die Spiralturbulenz ist der konvektive Ableitungsterm in der
Navier-Stokes Gleichung, dessen Wirkung bei groien Prandtl-Zahlen unterdriickt, fiir kleine
Prandtl-Zahlen aber fiir eine Kriimmung der Konvektionsrollen sorgt, und durch ein ausge-
dehntes Wirbelfeld, dem sogenannten Mean-Flow, die raumzeitlich komplexe Spiralturbulenz

anfacht.

Im ersten Abschnitt wird eine kurze Ubersicht der Experimente und theoretischen Arbei-
ten zur Spiralturbulenz gegeben. Im zweiten Abschnitt wird das Swift-Hohenberg Modell mit
angekoppeltem Mean-Flow vorgestellt, das in der Lage ist, die Spiralturbulenz zu reproduzie-
ren. Die lineare Stabilitdtsanalyse dieses Modells ist Inhalt des folgenden Abschnitts, in dem
der vollstandige ,, Busse-Ballon® fiir das Modell angegeben wird. Die Reproduktion der Spi-
ralturbulenz durch das Swift-Hohenberg Modell mit angekoppeltem Mean-Flow ist allerdings
nur auf mittleren Zeitskalen in Ubereinstimmung mit dem Experiment, wie im vierten Ab-
schnitt gezeigt wird. In den folgenden Abschnitten werden die Auswirkungen der Brechung der
Rotations- und kontinuierlichen Translationsinvarianz durch rdumlich periodische Modulati-
on des Kontrollparameters auf die Spiralturbulenz untersucht. Es tritt dabei der umgekehrte
Effekt wie in Kap. 2 auf. Dort sorgte die periodische Modulation fiir raumzeitliches Chaos,

hier wird durch die Modulation die Spiralturbulenz eingefroren.
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5.1 Ubersicht

5.1.1 Experimentelle Arbeiten

Beobachtet wurde die Spiralturbulenz zuerst in CO Konvektion mit grofiem Aspektverhaltnis
[122]. Konvektion in SFs erlaubt in der Ndhe des Gas-Fliissigkeitspunktes eine Variation
der Prandtl-Zahl durch die Wahl der mittleren Temperatur in der Konvektionszelle [123].
In diesem System wurde ebenfalls die Spiralturbulenz gefunden [123, 124] und fiir gréBere
Prandtl-Zahlen insbesondere Targetmuster beobachtet. Da auch bei groflen Prandtl-Zahlen
die Spiralturbulenz entstand, wurde als Ursache der Einflul des Mean-Flows abgeschwicht,
da dieser mit 1/P skaliert [125]. Daher wurden Nicht-Boussinesq Effekten eine grofie Rolle
zugeschrieben.

Die Spiralturbulenz erlangte allgemeines Interesse, da es als System fiir raumzeitliches
Chaos sowohl gut experimentell als auch theoretisch zugingig ist [126]. Durch zeitliches Mit-
teln der Strukturen in diesem System wurden geordnete rdumliche und zeitliche Mittelwerte
gefunden und eine Korrelation zwischen den Fluktuationen in der Struktur und im Wérme-
strom [127]. Der kritische Wert des Kontrollparameters ¢ fiir den Einsatz der Spiralturbulenz
sinkt mit zunehmendem Aspektverhéltnis T° [128].

Die Bewegung eines Targetmusters und der Ubergang in eine Rollenstruktur wurde in Ref.
[129] untersucht, wo durch zusétzliche Heizung der Rénder in zirkularer Geometrie Targets
entstehen, da durch das Heizen der Drang der Konvektionsrollen parallel zum Rand zu liegen
dem natiirlichen, d.h. senkrecht auf den Rindern, iberwiegt. ¥ir grofie Kontrollparameter
wurde hier bereits ein Ubergang in das Spiralchaos beobachtet. Ausfihrlich wurde auch die
Phasendynamik der Targetmuster in Ref. [130, 131] untersucht.

Neben den System mit grolem Aspektverhiltnis, in dem es durch den angeworfenen Mean-
Flow kein Potential mehr gibt, in dem sonst das System in einen Zustand minimaler Energie
relaxiert, vernichtet die Corioliskraft in einer rotierenden Konvektionszelle ebenfalls dieses
Potential und es kommt zu einem chaotisch dynamischen Verhalten [132]. Die dabei neu
auftretende Instabilitat ist die Kiippers-Lortz Instabilitidt. Sie diente vor dem Auftreten der
Spiralturbulenz als geeignetes System zur Analyse des Ubergangs einer kohirenten Struktur
in einen chaotischen Zustand. Da sich in der Natur die Konvektionsvorginge unter Einflufl
der erdeigenen Corioliskraft abspielen, wurde dieses System schon frith theoretisch untersucht
[133] und die Stabilitdtsbereiche berechnet [134].

5.1.2 Theoretische Arbeiten

Anfang der sechziger Jahre wurden erste Rechnungen zur Stabilitdt der in der Rayleigh-
Bénard Konvektion auftretenden Strukturen ausgefithrt. Das daraus resultierende Stabilitits-
diagramm wurde wegen der von ihm angestellten Analysen Busse-Ballon genannt. Neben der
Stabilitét der zweidimensionalen Rollenlésung [135] wurde auch der Ubergang von Rollen zu
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Hexagonen beschrieben [71]. Alle méglichen Instabilititen wurden zuerst fiir kleine Prandtl-
zahlen berechnet [136], dann durch Parametrisierung der Prandtl-Zahl der dreidimensionale
Busse-Ballon vorgestellt [133]. Die bei kleinen Prandtlzahlen am ehesten auftauchende Insta-
bilitds ist die Skewed-Varicose Instabilitat. Diese erhilt zwar die Rollenstruktur, &ndert aber
die Wellenzahl und kriimmt die Rollen.

Im Rahmen der Amplitudengleichung wurde ein vertikales Wirbelfeld erstmals in Ref.
[125] eingefiihrt, nachdem sie zuerst das Verhalten von Defekten untersucht hatten [137]. Mit
diesem konnte fiir kleine Prandtl-Zahlen und freie Randbedingungen die Skewed-Varicose
Instabilitdt nachgewiesen werden. Im Grenzfall grofler Prandtlzahlen gibt es keine vertikalen
Wirbel, der dazu nétige Term ( vVv ) fillt aus den Bewegungsgleichungen heraus, Daher
gibt es die Spiralturbulenz nur in Konvektion mit kleinen Prandtlzahlen.

Eine weitere Ableitung der Bewegungsgleichungen des Mean-Flow findet sich in Ref. [138],
der auch eine qualitative Diskussion fiir feste Randbedingungen durchfiihrt.

In einem kleinen System wurde schon vorher die durch den Mean-Flow angeworfene Dy-
namik bis hin zum Chaos untersucht, wobei fiir den Mean-Flow kiinstliche Randbedingungen
konstruiert wurden [139, 140].

Die Losung der vollen dreidimensionalen Navier-Stokes Gleichung mit Nachweis der Spi-
ralturbulenz gelang Decker,Pesch und Weber [141, 142].

5.1.3 Simulation durch das Switt-Hohenberg Modell

Im SH-Modell wurde schon vor der Entdeckung der Spiralturbulenz der Mean-Flow beriick-
sichtigt. In einer umfangreichen Arbeit wurden die Ansédtze aus den Amplitudengleichun-
gen [125, 138] in das SH-Modell umgesetzt und der Busse-Ballon fiir verschiedene Modelle
des Mean-Flow berechnet [107]. Am Einsatzpunkt der Konvektion fiir kleine Prandtl-Zahlen
(z.B. 0 = 0.7) wurde chaotisches Verhalten gefunden [143]. In all diesen Modellen hat der
Mean-Flow keine eigene Dynamik,

Zuerst wurde die Spiralturbulenz im SH-Modell von Xi und Gunton gefunden [144, 145].
In ihrem Modell hatten sie noch einen quadratischen Term fiir nicht Boussinesq Effekte, der
aber fiir die Entstehung der Spiralturbulenz nicht nétig ist, wie Bestehorn et al. zeigten [146]
und nachdriicklich betonten [147].

In Ref. [144, 145] entstehen Spiralen beim Ubergang von Hexagonen zu Rollen in zirkularer
Geometrie mit einem ,forced field“ zur Erzeugung geeigneter Randbedingungen. Ziel ist es,
die spontane Entstehung einer Spirale zu beobachten. Ohne den Hexagon-Parameter, d.h. den
quadratischen Term im SH-Modell, zerfallen die Spiralen in Targets.

Mit einer weiteren Arbeit wurde versucht, dem Mechanismus der Spiralturbulenz auf die
Spur zu kommen [148].

Die Dynamik der Labyrinthmuster, Bewegung der Defekte und Versetzungen in den Rol-
lenstrukturen wurden simuliert und mit der Cross-Newell Phasengleichung beschrieben [149].
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Im SH-Modell ist der Ubergang von Spiralen zu Targets vom Kopplungsparameter gy, des
Mean-Flow abhingig (g, < 10 Targets, sonst Spiralen) [150].

Cross versucht die Spiralturbulenz iiber Wellenvektorfrustration zu erkldren [150]). Dazu
integriert er die Phasengleichung auf.

Er untersuchte weiterhin das Coarsening, d.h. die Vergréberung in der zeitlichen Entwick-
lung der Spiralturbulenz. Er verwendet nur grofe Systeme ( 1024 Fouriermoden, n = 2048 ),
und rechnet diese mit einem Zeitschritt dt = 0.2 sehr schnell auf einer Cray C90 (1 sek pro
Iteration). Durch doppeltlogarithmische Auftragung der Breite der Strukturfunktion gegen
die Zeit erhélt er die kritischen Exponenten [151]. Im Gegensatz zu dieser Arbeit wird der
Mean-Flow adiabatisch angepafit, was die schnellere Rechenzeit erklirt [152]. In neusten Ex-
perimenten der Ubergang von Spiralen zu Hexagonen experimentell untersucht und mit dem

Swift-Hohenberg Modell reproduziert [153].

5.2 Modell

5.2.1 Beschreibung

Die Auswirkungen einer riumlich periodischen Modulation des Kontrollparameters auf die
Spiralturbulenz wird mit zweidimensionalen Swift-Hohenberg-Modell mit angekoppeltem Wir-
belfeld (Mean Flow) [144, 145, 146] und moduliertem Kontrollparameter untersucht:

O+ vVu = [e ~ (g6 + A)z -+ [\{i(x)] u— ud (5.1a)
[ =P(A=c?)] AL = gn|V(Au) x Vu] 2
= gm [(OoAu)(Byu) — (8yAu)(8zu)] (5.1b)

Das Wirbelfeld ( mit vertikaler Achse koppelt iiber die Wirbelgeschwindigkeit

v = ( —(');fg > (5.2)

an das Feld u, das der Temperatur in der Zellenmitte eines Konvektionsexperiments ent-
spricht. Die Konstante g, legt die Stérke der Koppelung fest, P ist die Prandtl-Zahl der
Fliissigkeit. Wenn die Bewegungsgleichung fiir den Mean-Flow durch die Prandtl-Zahl divi-
diert wird, ist sofort sichtbar, da$ sich fiir groie Prandtlzahlen die Dynamik des Mean-Flows
verlangsamt und die Ankopplung schwécher wird. Dies ist konform mit den experimentellen
Beobachtungen, daff die Spiralturbulenz nur bei kleinen Prandtlzahlen auftritt und wurde
schon bei der Herleitung der Mean-Flow-Gleichung explizit betont [125].

Mit der unbekannten Konstante ¢ konnen die Randbedingungen fiir das Fluid an den
Platten festgelegt werden. Der Term c?A( wirkt wie ein Dimpfungsterm in der Bewegungs-
gleichung fiir das Wirbelfeld. Fiir ¢ = 0 tritt keine Ddmpfung von Wirbeln in der  — y Ebene
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auf, d.h. diese haften oder reiben nicht an den Begrenzungsplatten, was freien Randbedin-
gungen entspricht. Mit zunehmenden ¢ werden die realen festen Randbedingungen simuliert,
d.h. die Wirbel werden in ihrer Bewegung von den Platten gebremst. Diese Grofie sollte den
Experimenten angepaft werden, da sie umgekehrt proportional zur Kohirenzlinge der Wir-
beldynamik ist, £ oc 1/c. In dieser Arbeit wird in Anlehnung an Experimente wie in vorherigen
Simulationen [148] ¢ = 2 fiir feste Randbedingungen gew#hlt.

Die Modulation des Kontrollparameters erfolgt in Richtung der x-Achse mit der Amplitude
G und der Wellenzahl &:

M(x) = 2G cos(kz). (6.3)

Fiir das Modell (5.1) existiert kein Potential. Als globale Mefgréfie wird der dimensionslose
konvektive Warmestrom betrachtet (siehe Anhang C).

5.2.2 Simulation der Bewegungsgleichungen

Im Gegensatz zum vorherigen Kapitel miissen nun zwei Differentialgleichungen simultan geldst
werden. Die linearen und nichtlinearen Terme der Bewegungsgleichungen (5.1) kénnen in £
und N zusammengefaBt werden:
Bu = Lyu+ Ny(u,Q), (5.42)
0¢ = L€+ Ne(u). (5.4b)
Eine Kopplung der Gleichungen findet nur im nichtlinearen Term stati. Im Fourierraum gehen
dann die linearen Operatoren in Faktoren iiber:
St = oub+ Nu(u, )s (5.5a)
8¢ = o¢+ Nelu). (5.5b)

E:(Q}) und ]\7:(]\:[“) (5.6)
¢ N¢

schreibt sich die Bewegungsgleichung symbolisch:

Mit den Vektoren

8d=8d+N mit s:(”o“ 0 ) (5.7)
o¢

Da die Matrix S wegen der Entkopplung der linearen Operatoren diagonal ist, 148t sie sich

einfach invertieren und insbesondere kann iiber den Ansatz

R e—aut 0 .
a = ( 0 e—o'(t ) a (58)

die Bewegungsgleichung vereinfacht werden:

—~gut =
Byl = ( ¢ 0 )N (5.9)

0 e—(f(t
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In dieser Form 148t sich der in Anhang A beschriebene Adam-Bashford Algorithmus auf die
beiden einzelnen Gleichungen anwenden. Der Nichtlineare Term héngt dann von beiden Fel-
dern v und ¢ ab. Er wird im Ortsraum berechnet und fouriertransformiert. Die Zeitintegration
ist fiir die linearen Operatoren im Fourierraum exakt und fiir die nichtlinearen Terme wird
ein expliziter Euler-Schritt zweiter Ordnung verwendet. Ohne die Entkopplung der linearen
Operatoren miiflte die Bewegungsgleichung iiber ein implizites Verfahren mit Invertierung der
Matrix S erfolgen. Die Nusselt-Zahl Nu und der dimensionslose konvektive Wéarmestrom j
kénnen analog zur Rayleigh-Bénard Konvektion berechnet werden (Anhang C)

5.3 Lineare Stabilitdtsanalyse

5.3.1 Theorie der linearen Stabilititsanalyse

In der Bewegungsgleichung fiir das Mean-Flow Feld ¢ (5.1b) koppelt das u Feld nur iiber
partielle Ableitungen in y an. Daher kann der Mean-Flow nicht an Strukturen angreifen, die
in y-Richtung konstant sind. Die einfachste Struktur, die dies erfiillt, sind Rollen parallel zur
y-Achse. In diesem Abschnitt wird die Stabilitit dieser Rollen untersucht.

5.3.1.1 Berechnung des Grundzustands

Zerst mufl der Grundzustand ug berechnet werden, wobei der Mean-Flow nicht angeworfen
wird, (o = 0. Dieser ist in z periodisch und wird mit Kosinusiunktionen angesetzt. Da der

nichtlineare Term wegen
cos®(gz) = 3 cos(gz) + cos(3¢z) (5.10)

im ungeraden Kosinusraum bleibt, geniigt ein Ansatz mit ungeraden Funktionen:

N
up(z) = Zan cos((2n — 1)qz). (5.11)

n=1

Dieser mufl die stationiire Bewegungsgleichung
0 = eug + (g2 +82) up — ud + M(z)uo (5.12)
erfiillen. Uber den Modulationsterm wird die Wellenzahl der Grundlésung eingestellt,
k = 2q. (5.13)
Als Startwert wird die analytische Einmodenlésung

a(l) = e~ (& —¢?)2 +g (5.14)

verwendet, und die ibrigen Koeffizienten numerisch bestimmt. Diese stimmen hervorragend
mit den Werten der Amplituden aus den Simulationen der vollen Bewegungsgleichungen (5.1)
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iberein. Es wurden einfache Rollenlésungen mit und ohne Modulation berechnet. Die Real-
teile der Amplituden des u-Feldes im Fourierraum entsprechen dabei den Koeflizienten der
Kosinusfunktionen des Grundzustands und stimmten bis auf neun Stellen hinter dem Komma

iiberein.

5.3.1.2 Lineare Stabilitit des Grundzustands

Diese Grundltsung up wird nun auf Stabilitit gegen kleine Stérungen v,z < o untersucht,

die zur Grundlésung addiert werden:

¥ = wug+v, (5.15a)
( = = (5.15b)

Dieser Ansatz wird in die Bewegungsgleichungen (5.1) eingesetzt und in v und z linearisiert:

Ov = —08yz0guo + ev — (gg + A)z v 4 M(x)v — 3udv, (5.16a)
Az = P (A -~ cz) Az + gm (Bgu(ﬁyv - 3mqu6yv) . (5.16b)

Die linearen Gleichungen haben periodische Koeffizienten in ¢, da sowoh! der Grundzustand
als auch die Modulation durch die Festlegung der Wellenzahl ( 5.13 ) in ¢ periodisch sind.
Deswegen konnen die Stérungen v und z mit den Wellenzahl K in x und L in y nach Floquet

entwickelt, sowie mit einem Wachstumsparameter o versehen werden:

N
v(z,y,t) = e tHillztLly) Z v,e™° + cc, (5.17a)
n=—N
N
2(z,y,t) = eotHilEat+Ly) Z 2, €7 4+ cc. (5.17b)
n=—N

Die Stérungen miissen reell bleiben. Mit v_,, = v;; und z_, = 2z stehen in der Summe nur
reelle Kosinusfunktionen. Die Addition der komplex konjugierten Terme zu der ersten Expo-
nentialfunktion ist formal nétig. Bei der Projektion auf die einzelnen Moden entstehen aber fiir
etUK2+Ly) yyei Lésungsraume mit identischen Eigenwerten. Der zweite Eigenraum gehort zu
den Stérungen mit negativen Wellenzahlen. Fiir die Stabilititsrechnungen reicht es daher aus,
sich auf einen der beiden Losungsrdume zu beschrinken. Diese Beschrinkung ist allerdings
nur zuldssig, wenn der Wachstumsparameter o reell bleibt, es also zu keinen driftenden Losun-
gen oder einer Hopf-Bifurkation kommt, was bei dieser linearen Stabilititsanalyse allerdings
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vorausgesetzt wird. Die Koeffizienten der Stérungen werden in einem Vektor gesammelt:

Ven

ol (5.18)

8y
I

Die linearisierten Bewegungsgleichungen (5.16) werden auf einzelnen Moden
e~ {Kz+Ly+n0ez) projiziert. Daraus ergibt sich ein 4N + 2 dimensionales Eigenwertproblem:

AZ = o, (5.19)

Je nach Vorzeichen von o klingen dann die Stérungen ab (o < 0) oder wachsen an (o > 0), was
Stabilitit bzw. Instabilitit der Grundlésung bedeutet. Fiir Re(o) = 0 koénnen die neutralen

Kurven €p(g) bestimmt werden.

5.3.1.3 Art der Instabilititen

Es werden in Abhéngigkeit von den Wellenzahlen K und L verschiedene Instabilititen unter-

sucht:

K <(qg—q) L=0 FEckhaus-Instabilitit
K=0 L K qy Zig-Zag-Instabilitit
K=0 L ~ gy Cross-Roll-Instabilitét
K < qq L <« qp Skewed-Varicose-Instabilitat

Abb. 5.1 zeigt die einzelnen Instabilitdten am Einsatzpunkt. Zur Berechnung wurde ein Rau-
schen auf die Startrollenlésung addiert. In a) ist die zu untersuchende Rollenlésung darge-
stellt. Die Eckhaus-Instabilitit bewirkt ein einfaches Einschieben oder Eliminieren einer oder
mehrerer Rollen und ist nicht dargestellt. Die Skewed-Varicose-Instabilitdt b) bewirkt eine
unterschiedliche Kriimmung der einzelnen Rollen (,gekriimmte Krampfadern®). Die Zig-Zag-
Instabilitdt knickt die Rollen gleichméafig.

In der g — ¢~ Ebene wird auf einem Gitter der Grundzustand und die dazugehdren-
den Wachstumsparameter der verschiedenen Instabilititen berechnet. Die Vorzeichenwechsel
werden durch Interpolation bestimmt und durch die Verbindung von diesen entstehen die
Stabilitatskurven. Der Wachstumsparameter ist der Eigenwert mit gréftem Realteil aus dem
Eigenwertproblem 5.19. Er ist von den Wellenzahlen K und L abhéngig. Da die Wellenzahl
anwachsen wird, welche die grofte Wachstumsrate besitzt wird diese beziiglich den Wellen-
zahlen maximiert. Bei der Skewed-Varicose-Instabilitdt ist dazu eine zweidimensionale, sonst

eine eindimensionale Extremumbestimmung notwendig. Zum Teil iiberlagern sich einzelne




5.3. LINEARE STABILITATSANALYSE 119

a) Rollen b) Skewed Varicose

Abb. 5.1: Bilder der einzelnen In-
stabilitaten: a) die Rollenldsung
in der Form, wie sie auf Stabi-
litdt untersucht wird. b) Skewed-
Varicose-Instabilitdst nach t =
850 bei ¢, = 1.0588,¢ = 0.05
und g, = 50. ¢) Cross-Roll-
Instabilitat nach ¢ = 37 bei ¢, =
1.118,¢ = 0.6 und g, = 50. d)
Zig-Zag-Instabilitdt nach ¢ = 850
bei g = 0.9441,¢ = 0.8 und g,, =
0.

c¢) Cross—Roll d) Zig-Zag

Instabilitdten, so daff das Verhalten des zweiten BEigenwerts mit beriicksichtigt werden muf
[107]. Durch geschickte Eingrenzung der Suchgebiete konnten die Stabilitdtskurven jedoch
sauber berechnet werden. Nur bei der Cross-Roll-Instabilitit wurde zum Teil K = ¢y gesetat,

ansonsten immer beziiglich der Wellenzahlen maximiert.

5.3.2 Stabilitit periodischer Losungen im SH-Modell

Als erster Test des Verfahrens kann die Stabilitdt des einfachen, unmodulierten SH-Modells
ohne Mean-Flow berechnet und mit bekannten Ergebnissen verglichen werden ([96]). Es zeigt
sich, dafl ein Ansatz von N = 3 Moden fiir die numerische Konvergenz ausreichend ist. Die
Kurven sind in Abb. 5.2 dargestellt. Es tritt keine Skewed-Varicose-Instabilitdt auf. Der Stabi-
litatsbereich wird durch die Zig-Zag-Instabilitit fiir ¢ < go und durch die Eckhaus-Instabilitét
fiir ¢ > qo begrenzt. Die Zig-Zag-Instabilitit sollte bei kleinen Wellenzahlen L auftreten. In
der Tat liegt das Maximum der Kurve Re[0ymqz](L) im Bereich des Vorzeichenwechsels bei
g ~ qo in der Ndhe von Null. Fiir kleiner werdende ¢ verschiebt sich das Maximum jedoch zu
groBieren Wellenzahlen. Dies hat eine Kollision mit dem Maximum der Cross-Roll-Instabilitat
zur Folge. Diese 148t sich am zweitgroften Eigenwert beobachten. Da eine Maximumberech-
nung in dem Bereich, wo die Maxima etwa gleich groB sind, duflerst aufwendig ist, wurde die
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09 1.0 11 12 18 14

Wellenzahl q

Abb. 5.2: Stabilitdtsdiagramm
des unmodulierten Swift-
Hohenberg Modells ohne Mean-
Flow. Im schraffierten Bereich
ist die Rollenlésung gegen alle
Stérungen stabil. Die Vorzeichen
kennzeichnen die Richtung des
Vorzeichwechsels des Realteils des
groften Eigenwerts. Eine Skewed-
Varicose-Instabilitdt tritt nicht
auf (ZZ - Zig-Zag-, E - Eckhaus-,
CR - Cross-Roll-Instabilitdt, N -
Neutrale Kurve).

Cross-Roll-Instabilitit bei festen L = go berechnet, Diese Instabilitdt ist fiir ¢ < gg allerdings
nicht beobachtbar, weil der Eigenwert der Zig-Zag-Instabilitdt immer grofler ist. Fiir ¢ > go
kann sie allerdings in der Simulation der Bewegungsgleichungen beobachtet werden, wenn mit

dem Kontrollparameter aus dem stabilen Bereich direkt unter die Hckhaus-Kurve gesprungen

wird.
1.2
1.0¢
[4%] L
‘Gh) E
B 0.8
£ A
©
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09 1.0 11 12 13 14

Wellenzahl q

Abb. 5.3: Die linke Zig-Zag-
Instabilitdtsgrenze  wird  fiir
ansteigende Werte der Kopp-
lungsstérke g, des Mean-Flows
aus der Bandmitte zu kleinen
Wellenzahlen verschoben (gleiche
Bezeichnungen wie in Abb. 5.2).
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5.3.3 Einflufl des Mean-Flow auf die Zig-Zag-Stabilitét

Wie in der Einleitung zum letzten Abschnitt bereits gesagt, sind Rollenlésungen stabile Losun-
gen des SH-Modells mit Mean-Flow. Einen direkten Ubergang zwischen ihnen und dem Spi-
ralchaos wurde fiir Wellenzahlen links neben der Bandmitte erwartet. Dort sollten die Rollen
auf Grund der Zig-Zag-Instabilitit eine Kriimmung erfahren, an die der Mean-Flow angreift.
Zur Uberraschung blieben die Rollenlésungen in allen Richtungen jedoch stabil.

Der Mean-Flow verschiebt also die Stabilitdtsgrenze der Zig-Zag-Instabilitdt nach links.
In Abb. 5.3 sind die Stabilitdtsbereiche fiir verschiedene Kopplungsstirken des Mean-Flows
dargestellt. Die linke Grenze wird dabei mit zunehmendem g,, immer weiter zu kleineren
Wellenzahlen verschoben, bis sie fast an die neutrale Kurve herankommt. Fiir die weiteren
Simulationen wurden wie in anderen Arbeiten [148, 150] meistens Kopplungsstérken von g,, =
50 verwendet, was bedeutet, dafl die Zig-Zag-Instabilitdt nicht mehr eine direkt beobachtbare

Instabilitat ist.

1_0' AR B T ML B A 7]
o

A e=03 ] Abb. 54: Kleinste stabile

> .
o’_ﬁ 0.9r _ _ 1  Wellenzahl gegen die Zig-Zag-
= ® Simulation ] Instabilitdt in  Abhdngigkeit
o : \ : von der Mean-Flow Kopplung
éi; 0.8t ] gm- Ohne  Mean-Flow  liegt
fo] ) diese in der Bandmitte, d.h.
= Qeig—zag = Go = 1. Fiir stérkere
1 Mean-Flow Kopplung wird sie
0.7~ e e T Lot nach links herausgeschoben. Die

0 2 4 6 80 100

Punkte sind Ergebnisse der Simu-
lation der Bewegungsgleichungen.

Mean Flow Kopplung g

Wie sich die Stabilititsgrenze der Zig-Zag-Instabilitdt bei einem festen Wert des Kon-
trollparameters mit immer stirker angekoppelten Mean-Flow verschiebt, ist in Abb. 5.4 dar-
gestellt, Ohne Mean-Flow liegt die kleinste Wellenzahl, bei der Rollen stabil bleiben, in der
Bandmitte bei .9z = go = 1. Fiir zunehmende Kopplungsstirke sinkt die Wellenzahl,
d.h. die Stabilitdtsgrenze wird nach links geschoben (siehe auch Abb. 5.3). Diese Kurve
wurde mit Simulationen der vollen Bewegungsgleichungen verglichen. Es wurde eine Rol-
lenl6sung mit Wellenzahl ¢, links von der Bandmitte berechnet, und Storungen mit Wellenzahl
qst = (gr,0..¢,/2) addiert. Wenn diese Abklingen, ist die Losung stabil, wenn sie anwachsen
instabil. Es geniigt nicht, die kleinste Mode in y-Richtung auf dem diskreten Gitter im Fou-
rierraum anzuregen, da die Zig-Zag-Instabilitidt nur in der Nihe der Stabilitdtsgrenze eine
langwellige Instabilitdt ist, weit weg von der Stabilitdtsgrenze aber ihr Stabilitdtsmaximum
zu groferen Wellenzahlen hin verschiebt (siehe Abschnitt 5.3.1.3). Die Ubereinstimmung der




122 KAPITEL 5. SPIRALTURBULENZ

1.4f
1.2
w E
g 1.0
D ]
g 0.8k Abb. 5.5: Stabilitdtsdiagramm
5 fiir eine gerade Rollenldsung
£ 06 bei g, = 50. Es tritt nun eine
_g ‘ Skewed-Varicose-Instabilitat
é 0.4F (SV) auf. Der stabile Bereich
wird nun von links durch die
0.2F ¥ i  Eckhaus und Skewed-Varicose-
2 E Instabilitdt und von rechts durch
ok

07 08 09 1.0 14 32 793 {4 die Cross-Roll-Instabilitst be-
schrankt (gleiche Bezeichnungen
Wellenzahl q wie in Abb. 5.2).

Ergebnisse zwischen linearer Stabilitdtsanalyse und Simulation der Bewegungsgleichungen ist

hervorragend.

5.3.4 Stabilitit periodischer Lésungen mit Mean-Flow

In Abb. 5.5 ist das Stabilititsdiagramm fiir g, = 50 dargestellt. Auf der rechten Seite tritt
nun eine Skewed-Varicose-Instabilitdt auf, die das stabile Gebiet fiir kleine Kontrollparameter
€ und ¢ > go beschriankt. Links der Bandmitte tritt sie nicht auf. Fir grofere ¢ begrenzt
die Cross-Roll-Instabilitdt den Stabilitdtsbereich nach rechts, nach links ist nun durch die
verschobene Zig-Zag- die Eckhaus-Instabilitit begrenzend.

Die Zig-Zag-Instabilitdt ist wie zu erwarten in der N#he der kritischen Wellenzahl die
begrenzende Instabilitit. Dies zeigt sich bei Vergr6B8erung des Ausschnitts fiir kleine ¢ in
Abb. 5.6.

Simulationen der vollen Bewegungsgleichungen bestétigen den Stabilitdtsbereich. Dazu
wurde ein numerischen Rauschen bei jedem Zeitschritt auf die Lésung addiert. Fir kleine
epsilon = 0.06,0.08 wurde rechts von ¢y bei g, = 1.0588 eine Skewed-Varicose-Instabilitit
beobachtet (Abb. 5.1 b) ). Fiir ein gréBeres € = 0.6 wurde bei ¢, = 1.118 eine Cross-Roll-
Instabilitit gefunden (Abb.5.1 c) ), bei kleineren Wellenzahlen ¢, = 1.0667,1.0625 blieben die
Rollen jedoch stabil.

Die Begrenzung durch Skewed-Varicose- und Eckhaus-Instabilitét fiir kleine € und
Prandtl-Zahl P = 0.71 existiert in gleicher Form in der Rayleigh-Bénard Konvektion [136],
auch unter Berticksichtigung des Mean-Flows [108]. Dort wurde aber die hier dominierende
Cross-Roll-Instabilitit nicht beobachtet, die aber im vollen Busse-Ballon enthalten ist [133].
Insgesamt ist ein quantitativer Vergleich zwischen den Stabilitdtsdiagrammen des SH-Modells
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mit Mean-Flow und dem der Rayleigh-Bénard Konvektion nicht anzustreben. Die lineare
Stabilititsanalyse dient im Rahmen dieser Arbeit nur zur Kontrolle der stabilen Bereiche der

Rollenlésung in der Spiralturbulenz.

5.3.5 Lineare Stabilitit mit Modulation

Die Modulation des Kontrollparameters (5.3) kann wie in Abschnitt 5.3.1.1 besprochen nur
mit der Wellenzahl & = 2¢ erfolgen. Wie beim Mean-Flow verschiebt sich die Zig-Zag-
Instabilitdt mit zunehmender Modulationsstirke weiter nach links. Sie behélt aber ihre Form
bei, d.h. zu zu jeder Modulationsstérke existiert eine kritische Wellenzahl qz;g—zag, so dafB fiir
alle ¢ < @uig—zag die Losung instabil wird (daher sind die Kurven hier nicht dargestellt). Wie
sich dies kritische Wellenzahl verhilt, ist in Abb. 5.7 dargestellt. Wieder konnten die Ergebnis-
se der linearen Stabilitdtsanalyse mit denen der Simulation bestétigt werden. Das vollsténdige
Stabilitatsdiagramm fiir G = 0.1 ist in Abb 5.8 dargestellt. Es tritt keine Skewed-Varicose-
Instabilitdt auf. Die begrenzenden Instabilitdten sind wie im unmodulierten Fall nach links
die Zig-Zag- und nach rechts die Eckhaus-Instabilités,

5.3.6 Lineare Stabilitidtsanalyse aus der vollen Numerik

Durch die Modulation oder durch geeignet préparierte Startlésungen existieren auch in dem
chaotischen System stationdre Losungen. Deren Stabilitdt soll in diesern Abschnitt numerisch
untersucht werden. Die Felder v und ( werden raumlich diskretisiert, und zwar auf einem qua-
dratischen Gitter der Gréfle N mit periodischen Randbedingungen. Fiir die Stabilitdtsanalyse
werden die einzelnen Ortspunkte der Felder zu einem eindimensionalen Vektor zusammenge-

0.20

o
-
[¢}]

Abb. 5.6: Ausschnitt aus dem Sta-
bilititsdiagramm bei g,, = 50
fiir kleine Wellenzahlen aus Abb.
5.5. Nahe der Bandmitte begren-
zen die Zig-Zag von links und die

Kontrollparameter ¢
o
=

o
o}
o1

Skewed-Varicose-Instabilitit von
rechts den stabilen Bereich. Fiir

groflere € sind die Eckhaus von

?o0 0.95 1.00 1.05 110 links und die Cross-Roll von
rechts die begrenzenden Instabi-

Wellenzahl g

litaten.
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faBt. Auf die stationdre Losung,
at(ﬁm Q:E)) =0, (520)

wird ein ein kleiner Storterm der Form

(@, (1)) =eMf,  f=const (5.21)

addiert:
d=idy+a, (=C+0. (5.22)

Die Modellgleichungen (5.1) kénnen in lineare und nichtlineare Anteile aufgespalten werden:

O = L+ Nu(#@,0) (5.23)
o¢ = L+ Ne(@) (5.24)

Die linearen Anteile sind in den Operatoren £ zusammengefa8t, die nichtlinearen Terme in
den Vektoren N. Im k-Raum werden aus den linearen Operatoren Matrizen:

1-0 """""" LA LI TrrTrEmmmmm N
1 Abb. 5.7: Kleinste stabile

] Wellenzahl gegen die Zig-Zag-
£=0.3 | Instabilitat in  Abhangigkeit
]  von der Modulationsstirke
G. Ohne Modulation liegt
diese in der Bandmitte, d.h.
Qzig—zag = Qo = 1. Fiir stérkere
Modulation wird sie wie durch
den Mean-Flow nach links
herausgeschoben. Dabei bleibt
in diesem Fall allerdings der
senkrechte Anstieg der Stabi-
0'50“ 0'_1 A O|2 0 013 ‘ 0.4 litdtskurve erhalten. Die Punkte

sind Ergebnisse der Simulation

Modulationsstérke G der Bewegungsgleichungen.

0.9

zig-zag

0.8 ® Simulation

0.7

Wellenzahl q_,
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1.4
1.2:.'.
1.05
0sl

0.6F Y

Kontrollparameter ¢

0.4

Abb. 5.8: Stabilitdtsdiagramm fiir
: ] eine gerade Rollenlésung bei G =
Of 1 0.1 und k = 2q. Es tritt keine
- 0.7 08 0'9 ) 11 12 1.3 1.4 Skewed-Varicose-Instabilitit auf

(gleiche Bezeichnungen wie in
Wellenzahl g Abb. 5.2).

0.2

Da die Stérterme @ und 5 1 klein sind, kénnen die nichtlinearen Vektoren nach Taylor ent-

wickelt werden:

Nyl + 41,60+ (1) = Nu(tho, (o) + Aty + B¢, (5.29)
C(ﬂ,'g 1) = N(do) + Cty (5.30)
(5.31)
mit den Jakobimabrizen:
or N
6{1‘ ! Uy o a&' NeN uUp
A = : : (5.32)
= (N+N) = (N+N)
L QJ_YJ‘IVT
i lug 8™ ™) |y
(1) = (1)
ot lug o ug
B = : : (5.33)
Z (N*N) = (N*N)
ON ON
6] NN
a¢ ug a¢ uo
o) o’
373(1) ug 56(N*N) uo
C = (5.34)
6ﬁ(N»(N) 6[:\f(N*N)
o e T ™ |y

Die stationdire Losung fillt somit aus dem Gleichungssystem (5.27) heraus, und es bleibt:

&ty = Lyt + At + BC) (5.35)
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8¢, = L+ Cin. (5.36)

Das Zusammenfassen der Vektoren der Felder zu einem Vektor & = (dy,¢;) fithrt auf ein

einfaches Eigenwertproblem:

A = DZ, (5.37)
mit der Matrix:
L,+4 | B
D=} 1. (5.38)
C | L¢

Die Eigenwerte dieser Matrix zeigen an, welche Fouriermode in den Feldern durch die Stérung
anwachsen oder abklingen.

Die Stérungen & sind natirlich komplex, da die gesamte Berechnung im Fourier-Raum
erfolgt. Rein reelle Storungen entsprechen daher Anregungen der Kosinusmoden, komplexe
denen der Sinusmoden. Die Matrix D enthilt im allgemeinen fiir beide Arten der Stérung
komplexe Werte, D(Z) = D, +1D;. Es kénnen also durch eine Storung im Kosinusraum Moden
im Sinusraum und umgekehrt angeregt werden. Daher werden die beiden Stérungen getrennt

betrachtet:

Az, = (D! +iD}) &, (5.392)
Xy = (DJF+iDIT) ;. (5.39b)

Wird die untere Gleichung (5.39b) durch 7 geteilt, konnen die Vektoren &; und &; zu einem
reellen Vektor zusammengefalt werden. Beim Aufstellen des Eigenwertproblems fir diesen

Vektor miissen die Einzelmatrizen wie folgt einsortiert werden:

— I I —
Al ) = DTH D;'I oy, (5.40)

Nur durch diese getrennte Analyse der Stérungsmoden liefert diese lineare Stabilitdtsanalyse
die rotationsinvariante Stabilitdt der Rollenlosung des einfachen SH-Modells.

5.4 Transientes Verhalten

Die bisherigen in Ref. [145, 150] zum Modell (5.1) durchgefiihrten Simulationen zeigen eine
sufriedenstellende Ubereinstimmung mit einigen Aspekten der experimentellen Untersuchun-
gen zum Spiralchaos. Allerdings werden die in diesem Kapitel diskutierten Resultate zeigen,
daf} die bisherigen Simulationen auf ein transientes Zeitfenster beschrinkt waren.

Cross und Tu untersuchten mit dem Swift-Hohenberg-Modell mit angekoppeltem Mean-
Flow die Defektdynamik im Spiralchaos der Rayleigh-Bénard Konvektion [150]. In Abb. 2
ihrer Arbeit stellen sie Simulationsergebnisse fiir vier verschiedene Parametersitze vor, die
hier erfolgreich fiir die angegebene Simulationszeit bis ¢ = 4000 reproduziert werden konnten,
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Abb. 5.9: Vergleichslauf zu Cross
[150]. Die Simulation der Glei-
chungen (5.1) ergibt bei € = 0.7,
P =1 ¢ = 2 und g, Spi-
ralchaos. Bei gedndertem Kopp-
lungsparameter g, = 10 tre-
ten in b) Zielscheibenmuster (Tar-
gets) auf, und bei noch kleine-
ren Werten g, ensteht in c) ei-
ne Labyrinthstruktur. In d) ist ei-
ne Struktur gezeigt, die sich un-
ter Beriicksichtigung eines mo-
difizierten nichtlinearen Terms
—0.2u% + 2.4(Vu)?V2u bei g, =
50 ergibt. Alle Laufe wurden bis
t = 4000 mit 128 Fouriermoden
und dem Aspektverhaltnis ' = 32
durchgefiihrt.

wie in Abb. 5.9 zu sehen ist. In a) ist die bei € = 0.7, P = 1, g;, = 50 und ¢* = 2 auftre-
tende Spiralturbulenz zu sehen. In b) sind die bei gednderten Kopplungsparameter g, = 10
auftretenden Zielscheibenmusiern (Targets) zu erkennen und bei noch kleinerem Kopplungs-
parameter g, = 2 werden in ¢) Labyrinthmuster beobachiet. Fiir das in d) gezeigte Musier
wurde die Gleichung wie in Ref.[150] mit einem modifizierten nichtlinearen Term der Form
—0.2u3 + 2.4(Vu)?V2u bei g, = 50 geldst. Alle vier in Abb.5.9 gezeigten Strukturen stimmen
hervorragend mit denen von Cross in Referenz [150] gezeigten Mustern iiberein.

Startend mit einer zufilligen Anfangsbedingung wurden die Gleichungen (5.1) in den
bisherigen Arbeiten bis zu den maximalen Zeiten ¢ = 4000 [150] bzw. ¢ = 6000 [145] simuliert.
Ob bei diesen Zeiten schon ein stationdres Verhalten des Spiralchaos eingesetzt hat, wurde
dabei nicht systematisch iiberpriift. Das zeitliche Verhalten des Wérmestroms j(¢) kann als
Ma3B fiir die Stationaritit dienen. Fluktuiert j(¢) um einen zeitunabhingigen Mittelwert, so
kann von einem stationiren Verhalten des Spiralchaos gesprochen werden. Ist 7(¢) im Mittel
anwachsend oder abnehmend, so liegt wohl keine Stationaritat vor.

Um dies zu iberpriifen wurde j(¢) fiir lingere Simulationszeiten als in den Arbeiten
[145, 150] untersucht. Startend von ,Random-Initial conditions“ wurde das System (5.1) fiir
die Parameter ¢ = 2, g, = 50 und € = 0.7 aufintegriert und 5(¢), wie in Abb. 5.11 gezeigt,
berechnet. Die in Abb. 5.11 gezeigten Daten zeigen sehr deutlich, daB j(¢) bei ¢ = 4000, bis zu
dieser Zeit wurde von Cross und Tu numerisch gerechnet, im Mittel noch anwéchst und erst
oberhalb von ¢ = 40000 in etwa davon gesprochen werden kann, da j(t) um einen Mittelwert
fluktuiert. Beim Vergleich der Struktur aus Abb.5.9a), wie sie von Cross berechnet wurde,
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Abb. 5.10: Fortsetzung des Spi-
ralchaos aus Abb. 5.9 a). Die
Spiralen werden mit zunehmen-
der Zeit grofler, aber sie rotie-
ren langsam weiter und der Zu-
stand friert nicht ein, wie dies bei
Systemen mit kleinerem Aspekt-
verhéltnis I' = 8 und I" = 16 der
Fall ist. Durch die stdndige Erzeu-
gung und Vernichtung kleinerer
Tochterspiralen (Defekte) bleibt
die Struktur allerdings weiterhin
dynamisch. Die Dynamik friert
aber nicht ein wie an der Drehung
der Spirale in c) und d) zu sehen
ist.

mit denen zu sehr viel spiteren Zeitpunkten der Simulation erhaltenen Strukturen, wie sie in

Abb. 5.10 zu sehen sind, werden erhebliche Unterschiede in den Strukturen deuslich. Offen-

sichtlich geht mit dem weiteren Anwachsen des Wiarmestroms §(¢) auch eine Vergréberung

der Muster einher.

Die in Abb.5.10b)-d) gezeigten Spiralen rotieren. Die Dynamik, welche die Fluktuati-
on in j(¢) verursacht, kommt durch die stindige Erzeugung und Vernichtung kleinerer in
Abb.5.10 zu sehenden Tochterspiralen zustande. Dieser dynamische Zustand erweist sich als
sehr bestdndig. Diese Spiralen haben aber einen wesentlich gréfieren Durchmesser als die in

Warmestrom |

......

20000

Zeit t

Abb. 5.11: Konvektiver Wirme-
strom zu Abb. 5.10. Der Warme-
strom steigt deutlich an, bis er
im Bereich der groflen Spiralen
stochastisch um einen Mittelwert
oszilliert. Die gepunktete Linie
zeigt, an welcher Stelle Cross und
Tu ihre Rechnungen durchgefiihrt
haben,
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Experimenten beobachteten Strukturen. Weitere Simulationen bei gleichen Parametern aber
bei drei verschiedenen Aspektverhiltnissen I' = 8,16, 64 zeigen die gleiche Tendenz zur Ver-
groberung der Strukturen. Bei I' = 8 wurde j(t) bei ¢ ~ 500 vollig zeitunabhéngig und das
Muster ist sogar eingefroren. Gleiches geschah fiir I' = 16 bei ¢ ~ 4500. Offensichtlich wéchst
mit zunehmenden Aspektverhéltnis die kritische Zeit an, bei welcher der Wirmestrom um
einen zeitunabhingigen Mittelwert zu fluktuieren beginnt. Beim gréflerem Aspektverhiltnis,
I' = 64, wurde diese Vergroberungstendenz auch beobachtet, allerdings hatte der Mittelwert
von j(t), wie aufgrund der Ergebnisse fiir die kleineren Systeme zu erwarten, bei der maxi-
malen Simulationszeit ¢ = 55000 noch nicht ein stationires Niveau erreicht.

In einer weiteren Arbeit [145] wurde vermutet, daf8 die zusitsliche Nichtlinearitét, bu?,
in GL (5.1) wichtig sei, um im Rahmen des erweiterten SH-Modells Spiralchaos zu erhalten.
Dieses konnte durch eigene Simulationen nicht bestétigt werden. Zwar ist fiir endliche Werte
von b die kritische Zeit, bei der der Warmestrom im Mittel weder wéchst noch fillt, gréBer
als bei b = 0, die Vergréberung findet aber ebenfalls statt. Wird alternativ fiir b # 0 mit einer
Struktur gestartet, wie sie in Abb. 5.10d) fiir b = 0 erhalten wurde, so wird unter Beriicksichti-
gung der Nichtlinearitit bu? kein Zerfallen der groben Strukturen in kleinskaligere Strukturen
beobachtet. Dieses ist ein zusitzlicher Beleg dafiir, dal dieser Term fiir die Spiralturbulenz
nicht entscheidend ist.

Das erweiterte SH-Modell ist offensichtlich ein instruktives Modell, das eine Reihe von
Hinsichten iiber die Spiralturbulenz erlaubt [150], aber die in diesem Abschnitt vorgestellten

Langzeitsimulationen weisen auf die Grenzen des Modells hin und sind eine Wairnung vor

Uberinterpretationen.

5.5 Domainenstrafien

Die bereits in Kap. 4.2 eingefiihrte rjumlich periodische Modulation des Kontrollparameters
bricht die kontinuierliche Translationsinvarianz und die Rotationsinvarianz. Wie sich diese
Symmetriebriiche auf die Spiralturbulenz im Swift-Modell mit angekoppeltem auswirken wird
in diesem Abschnitt beschrieben. Vorweg sei aber noch eine Motivation dieser Untersuchung
erldutert.

Beim gegenwértigen Stand der Untersuchungen zum Spiralchaos kann noch kein befrie-
digendes Bild vom Mechanismus, der zu diesem raumszeitlich komplexen Phénomen fiihrt,
gegeben werden. Wie oft in solchen Phasen des Suchens wird in der physikalischen Forschung
versucht, ein dufleres Feld einzufiithren, um das zu untersuchende Phinomen weiter zu cha-
rakterisieren. Daher wirkt es attraktiv, die Reaktion von Spiralchaos auf ein dufleren Feld zu
studieren, welches Symmetrien bricht. Zudem kénnte die hier untersuchte Modulation z.B.
durch eine Modulation des Temperaturfelds in der thermischen Konvektion realisiert werden
(siche Abb. 4.5).

In Abb. 5.12 wird fiir ein System mit kleinen Aspektverhiltnis von I' = 16 die Entste-
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Abb. 5.12: Entstehung der Dominenstralen. Gestartet wurde bei ¢ = 0 mit kleinen Stérungen im
u-Feld. Bei t = 500 wurde die Modulation mit k£ = 5/4¢p und G = 0.2 eingeschaltet. Die Simulationen
wurden mit einem Aspektverhéltnis von I' = 16 bei € = 0.5 und g, = 50 auf einem Gitter mit 64x64

Fouriermoden durchgefiihrt.

hung der Spiralturbulenz und die Auswirkungen der periodischen Modulation demonstriert.
Ausgehend von kleinen zufélligen Storungen im u-Feld bei ¢ = 0 entwickelt sich bis zur Zeit
t = 500 fiir ¢ = 0.5 und einem Kopplungsparameter g,, = 50 die Spiralturbulenz. Ab ¢ = 500
wird der Kontrollparameter rdumlich periodisch mit k¥ = 5/4¢gp und G = 0.2 moduliert. Die
Konvektionsrollen spiiren diese Modulation nach sehr kurzer Zeit, wie bei £ = 501 durch die
yRasterung® der Struktur zu erkennen ist. Die Spiraldynamik friert mit zunehmender Zeit ein,
wie zwischen ¢ = 2000 und ¢ = 3000 zu sehen ist. Es sind nur noch kleine lokale Oszillationen

in der Struktur zu beobachten.

In gréBeren System entstehen diese Doménenstrafien in dhnlicher zeitlicher Abfolge. In
Abb. 5.13 a) und c) sind zwei Schnappschiisse aus der Spiralturbulenz fiir I' = 32 und I' = 64
nach ¢ = 34000 zu sehen. Wenn fiir beide Beispiele der Kontrollparameter mit k = 5/4¢gp und
G = 0.2 raumlich periodisch moduliert wird, entstehen nach dem gleichen Mechanismus wie
in Abb. 5.12 Doménenstraen. Die Anzahl der im Bild waagerecht liegenden Streifen bringt
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Abb. 5.13: Spiralchaos und Doménenstralen. In a) Spiralturbulenz bei € = 0.7 und einer Mean-Flow
Ankopplung von g, = 50. In b) sind Domé&nen zu sehen die sich bei zusétzlicher Modulation mit
k = 5/4go und G = 0.2 aus a) entwickeln. Die Simulationen wurden mit einem Aspektverh&ltnis von
I' = 32 auf einem Gitter mit 128x128 Fouriermoden durchgefiihrt. Die Strukturen wurden bei t =
34000 aufgenommen. In ¢) und d) wurde mit den gleichen Parametern in einem doppelt so grofiem
System, I' = 64 und 256x256 Fouriermoden, simuliert.

eine neue bisher noch unverstandene Wellenldnge ins Spiel.

Wie in den in Abb. 5.13b) und d) zu sehenden Strukturen, beschrinkt sich die von der
Spiralturbulenz des unmodulierten Systems verbleibende Dynamik auf kleine lokale Oszilla-
tionen in horizontalen Doméinen. Diese kleinen Oszillationen erinnern an lokale Oszillationen
in Glisern. Die Wellenlinge ¢ des Feldes v in den Doménen in Abb. 5.13b) und d) ist in
Resonanz mit der dufieren Modulation ¢ = k/2 = 5/8¢y, und damit weit von der kritischen
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1 Abb. 5.14: Wirmestrom zu Abb.
0.25; _ 5.13 bei der Entwicklung der
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Wellenzah!l go entfernt, wihrend die Wellenzahl der horizontalen Streifen ungefdhr ¢y ent-
spricht. Dementsprechend ist die Amplitude des Feldes » im Bereich der horizontalen Streifen
in Abb. 5.13b) und d) (senkrecht zur Modulation) gréBer als in den Doménen.

Der Unterschied zwischen der Spiralturbulenz und den Doménenstraen in Abb. 5.13b)
und d) wird nochmals in den Wérmestrémen j deutlich, die in Abb. 5.14 gezeigt sind.

Der Wirmestrom 5 in den Doménen liegt deutlich unter dem der Spiralturbulenz. Die
untere Kurve-in Abb. 5.14 ist der Wérmestrom der Doménenstrafen, der sich wesentlich
ruhiger entwickelt als der chaotische Wérmestrom der Spiralturbulenz. Dies wird in einer
feineren Auflésung in einem spateren Zeitintervall in Abb. 5.15 noch deutlicher.

Die Erzeugung der Doménenstrafien durch die Modulation ist nicht auf eine spezielle
Wahl der Modulationsparameter k¥ und G beschrénkt. In Abb. 5.16 sind Domé#nenstraen zu
sehen, wie sie fiir verschiedene Modulationsstirken G bei festem k = 5/4¢p entstehen. Dabei
wurde die Simulation fiir jede Parameterkombination mit zufélligen Anfangsbedingungen neu

0.725

T
il N

0.700}

Waéarmestrom j

- Abb. 5.15: Wirmestrom zu Abb.
0.675 T 5.13 zu einem spéteren Zeitpunkt.
i Die untere Kurve gehoért wie-

"""" 22(')00 S 24600 o e der zur Doménenstraien in Abb.
5.13d) und die obere zum Spiral-
Zeitt chaos in Abb. 5.13c).
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Abb. 5.16: Doméanenstraflen. Bei fester Wellenzahl k = 5/4¢; mit zunehmender Modulationsstérke, a)
G =0.2,b) G =0.3,c) G =0.4und d) G = 0.5. Die Simulationen wurden mit einem Aspektverhiltnis
von [' = 32 bei € = 0.7 und g, = 50 auf einem Gitter mit 128x128 Fouriermoden durchgefiihrt. Die
Strukturen wurden bis ca. ¢ = 20000 aufgenommen.

Abb. 5.17: Dominenstrafien. Bei fester Modulationaamplitude G = 0.4 wurde die Modulationswellen-
zahl variiert: a) k = qo, b) k& = 9/8qo, ¢) k = 11/8¢p und d) k = 12/8¢s. Die Simulationen wurden
mit einem Aspektverhdltnis von I' = 32 bei € = 0.7 und g, = 50 auf einem Gitter mit 128x128
Fouriermoden durchgefiihst. Die Strukturen wurden bis ca. ¢ = 20000 aufgenommen.

gestartet. Die Breite der Doménenstrale nimmt mit zunehmender Modulationsstirke ab.

Wie in Abb.5.17 zu sehen, entstehen Domé&nenstraen fiir ganz verschiedene Werte der
Modulationswellenzahl k, solange die Modulationswellenzahl auf den Bereich ¢p < k& < 2¢o
beschrinkt bleibt. Fiir & > 2¢gy kommt des zu bekannten quasi eindimensionalen Phinomenen
wie den kommensurablen /inkommensurablen Ubergangen [14, 16], und fiir sehr kleine Modu-
lationswellenzahlen k < go stellt sich zwar die Periodizit&tsrichtung senkrecht zur Modulation
ein, aber es entstehen keine Dominenstraffen mehr.

Die Strukturen, wie sie in Abb. 5.13d), Abb.5.16a) und in Abb.5.16d) gezeigt sind, legen
die Vermutung nahe, dafl es sich dabei um durch Defekte ,,verunreinigte“ kohérente Struk-
turen handelt. Diese kohdrente Strukturen kénnten eine periodische Aneinanderreihung von
periodischen Strukturen sein, wobei die eine Struktur mit ihren Streifen parallel zu y-Achse
liegt und mit einer Wellenléinge ¢ = k/2 in Resonanz mit der Modulation steht, und die an-
dere Struktur mit ihren Streifen senkrecht zu Modulation mit Wellenzahl g = ¢¢ steht. Eine
derartige Struktur ist in Abb.5.18a) zu sehen.

Eine der bemerkenswerten Eigenschaften dieser analytischen Straflen ist, daf sie fiir ver-
schwindende Kopplungskonstanten g,, = 0 instabil sind und nur durch die Ankopplung von




134 KAPITEL 5. SPIRALTURBULENZ

Warmestrom j

Modulationstarke G

Abb. 5.18: Wirmestrdme beim
Zerfall der analytischen Straflen.
a) G = 0.2 analytische Straflen,
b) G = 0.07 Spiralstrafien c)
G = 0.06 Spiralchaos im Ansatz.
Der Warmestrom wurde tiber ¢t =
5000 gemittelt. Die Simulationen
wurden mit I' = 32 und k = 5/4qo
durchgefiihrt.

¢(r,t) stabilisiert werden. Denn im SH-Modell ohne Kopplung an ((r, t) korrespondiert zu den
beiden Bereichen in Abb.5.18a) ein unterschiedlicher Wert des Funktionals und der Zustand
mit dem niedrigsten Wert des Funktional gewinnt. In diesem Falle gewinnen die Streifen senk-
recht zur Modulation. Durch Ankopplung des Felds ((r,¢) wird aber das Potentialargument
ungiiltig. Diese analytische Strafe ist demnach eine durch das Wirbelfeld stabilisierte neue

kohirente Struktur,

Fine interessante Frage ist nun, ob sich aus dieser Struktur ein direkter Ubergang in die
Spiralturbulenz beobachten 148t. Denn moglicherweise 148t sich aus dem Typ der Instabilitét
der analytischen Strafie der Mechanismus der Spiralturbulenz besser aufkliren.
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Modulationstarke G

Abb. 5.19: Wirmestrome beim
Zexfall analytischer Straflen, wo-
bei die instabilen Bereiche ge-
geniiber Abb. 5.18 vergrofiert
wurden. a) G = 0.2 analytische
Strafien, b) G = 0.07 Spiralchaos.
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In Abb. 5.18 wird daher die Modulationsstidrke reduziert und der Wérmestrom iiber ein
Zeitintervall von ¢ = 5000 gemittelt. Im Bereich 0.076 < G < 0.2 sind diese analytischen
Strafilen stabil und der Warmestrom nimmt linear mit G ab. Aus diesen analytischen Stra-
Ben entwickeln sich fiir G = 0.07 die in Abb. 5.18b) gezeigten Spiralstrafien. Dabei sind nun
verschiedene beobachtete Szenarien méglich. Die zwischen den horizontalen Streifen einge-
schlossenen Spiralen frieren ein, oder in diesen Streifen entwickelt sich Spiralchaos, ohne da
die dazwischenliegenden Streifen in den lingsten Simulationen verdringt werden.

Interessant ist nun, dafl sowohl die senkrechten Streifen, wie auch die horizontalen Streifen
fiir sich genommen stabile Lésungen sind. Die Spiralen in den Spiralstrafien entwickeln sich
aus den Grenzbereichen, den Doménen heraus. Offensichtlich sind aber die Gebiete mit den
horizontalen Streifen, welche die Wellenzahl g ~ ¢go besitzen, wesentlich stabiler.

Erst bei weiterer Reduzierung, hier auf G = 0.06, 16sen sich die Spiralstrafien auf und die
Spiralturbulenz erobert wieder die gesamte Zelle, wie in Abb. 5.18c) im Anfangsstadium zu
erkennen ist. Die Wérmestrome j sind fiir die Strukturen in Abb. 5.18b) und Abb. 5.18c)
deutlich hoher als fiir die analytischen Strafilen. Das Drejeck in Abb. 5.18 entspricht dem
Wirmestrom der aus den zufilligen Anfangsbedingungen entstandenen Doménenstrafie, wie
sie in Abb. 5.13b) gezeigt ist. Die in Abb. 5.18¢) verbliebene Periodizitdt in vertikaler Rich-
tung, geht auf die periodische Anordnung der analytischen Straflen zuriick.

Ein interessanter freier Parameter dieser analytischen StraBen ist die relative Breite der
Doménen. Die Gebiete in den analytischen Straflen mit den senkrechten instabileren Streifen
konnen weiter ausgedehnt werden, so wie dies in Abb.5.19 zu sehen ist. Die analytische Strafie
ist bei Reduktion der Modulationsamplitude bis zu &hnlichen Werten von G stabil, aber es
entwickelt sich aus der analytischen Strafle direkt das Spiralchaos. Allerdings besitzen diese

Spiralen dann relativ grofien Durchmesser.
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Abb. 5.21: Wirmestrome beim
Zerfall der analytischen Straflen.
a) G = 0.2 analytische Strafien,
b) G = 0.1 eingeschlossene Oszil-
lationen, ¢} G = 0.2 Chaos bei
Random Start. In dieser Simula-

Warmestrom j

0.70y """ T2 tion wurde der Nicht-Boussinesq-
Term bu? mit b = 0.35 in das Mo-
Modulationstérke G dell mit aufgenommen.

Nach dieser Beobachtung sind analytische Strafien mit sehr schmalen Bereichen horizon-
taler Streifen ein Kandidat fiir einen direkten Ubergang, also eine Instabilitéit, in die Spiral-
turbulenz. Um eine derartige direkte Instabilitit ins Spiralchaos nachzuweisen, miissen noch
einige weitere aufwendige numerische Untersuchungen durchgefiithrt werden. Die Gebiete der
analytischen Straflen mit senkrechten instabileren Streifen konnen verkleinert werden, wie in
Abb.5.20 zu sehen ist. Die analytische Strafie ist bei Redukiion der Modulationsamplitude bis
zu dhnlichen Werten von G ~ 0.85 stabil, woraus sich durch weitere Reduktion von G die in
Abb.5.20b) gezeigten Strafien mit lokalen Oszillationen entwickeln. Diese bleiben dann auch
ohne Modulation G = 0 zur Uberraschung iiber sehr lange Zeiten stabil.

Werden diese Szenarien fiir die analytischen Straen und deren Destabilisierung durch
zusitzliche quadratische Nichtlinearitdten bu? verindert? Wie in Abb. 5.21 zu sehen ist, tre-
ten durch diese zusitzliche Nichtlinearitit keine qualitativen Anderungen ein, sondern nur
quantitative. Wird mit analytischen Strafien wie in Abb.5.18 gestartet, so bilden sich auch
hier bei Reduktion von G zuerst Spiralstraflen aus, aus denen erst bei weiterer Reduktion
von G Spiralchaos entsteht. Die in Abb. 5.21c) gezeigten Doménenstrafien unterscheiden sich
ebenfalls nicht wesentlich von denen fiir b6 = 0.

Abschlieflend kann hier angemerkt werden, dafl die Einfithrung des dufleren Felds, der
Modulation M (z), weitere interessante Phinomene zum Spiralchaos ergeben hat, deren wei-
tere Charakterisierung zum Verstdndnis von Spiralchaos hilfreich scheint. Wie im folgenden
Kapitel noch gezeigt wird, kénnen die Doménenstrafien auch in den Simulationen der vollen
Bewegungsgleichungen fiir thermische Konvektion mit periodisch moduliertem Temperatur-

feld an den Réndern gefunden werden.




Kapitel 6

Simulation der
Bewegungsgleichungen der
Rayleigh-Bénard-Konvektion

Einige der bisher durch Symmetrieiiberlegungen und Simulation von Modellen gewonnenen
Ergebnisse werden in diesem Kapitel durch eine Simulation der vollen dreidimensionalen Be-
wegungsgleichungen fiir die thermische Konvektion iiberpriift. Dazu gab es zweierlei Motiva-
tionen. Zum einen soll damit die Robustheit der im Rahmen von erweiterten Swift-Hohenberg-
Modellen untersuchten und vorhergesagten Phinomene untermauert werden, zum anderen soll
Relevanz fiir Experimente betont werden. Hierfiir wurde von Prof. Pesch freundlicherweise ein
Computerprogramm zur Losung der dreidimensionalen Bewegungsgleichungen [141, 142]zur

Abb. 6.1: Simulation der Bewegungsgleichungen. Aus kleinen Storungen entwickelt sich bei € = 0.1
nach 7 = 10000 in a) eine Rollenstruktur. Wird eine Modulation des Kontrollparameters mit k = 2q.
und G = 0.2 eingeschaltet, richten sich die Rollen nach 7 = 10000 in b) parallel zur Modulation aus,
wodurch die durch die Modulation aufgeprigte Vorzugsrichtung zum Vorschein kommt. Fiir k = 7/4¢q,
und G = 0.3 entstehen nach 7 = 20000 Rechteckstrukturen. Gerechnet wurde auf einem quadratischen

Gitter mit 128 Fouriermoden.
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B

Abb. 6.2: Simulation der Bewegungsgleichungen. Ohne Modulation entsteht bei € = 0.9 spontan die
Spiralturbulenz in a) nach 7 = 100000. Durch eine Modulation mit k = 7/8¢, und G = .45 entstehen
die Dominenstraflen. Gerechnet wurde auf einem quadratischen Gitter mit 128 Fouriermoden.

Verfiigung gestellt. Dieses wurde dann um die Modulationsterme erweitert und fiir die Ziele
dieser Arbeit angepaflt.

Alle Simulationen wurden bei kleinen Prandtl-Zahlen P = 1 mit einem Aspektverhdltnis
von I' = 32 auf einem Gitter mit 128x128 Fouriermoden durchgefiithrt. Ziel dieser Simulatio-
nen war die mit dem Swift-Hohenberg-Modell berechneten Rechtecke fiir Rayleigh-Bénard-
Konvektion zu bestétigen, und aulerdem das Einfrieren der Spiralturbulenz zu beobachten.

Fir Rayleigh-Zahlen ¢ = E:Rﬁ& & 1 spielen die sogenannten Mean-Flow Effekte in den
vollen Bewegungsgleichungen [125, 141] nur eine untergeordnete Rolle. Daher sind in diesem
Bereich die Resultate der Simulation mit denen des Swift-Hohenberg-Modells ohne Mean-Flow
(4.1) vergleichbar. Aus kleinen Stérungen in den Fouriermoden entwickelt sich bei € = 0.1 eine
nicht perfekte Rollenstruktur, wie in Abb. 6.1 a) zu sehen ist, und auch im Swift-Hohenberg-
Modell beobachtet wird. Fiir eine Modulationswellenzahl k = 2¢, mit Modulationsamplitude
G = 0.3 ist im wesentlichen die durch die Modulation induzierte Vorzugsrichtung sichtbar,
denn die Konvektionsrollen richten sich, wie in Abb. 6.1 b) gezeigt, parallel zur Modulation
aus. Die Amplitude T der Temperaturmodulation wird in Einheiten der kritischen Tempe-
raturdifferenz angegeben, G = T} /AT.. Fiir Modulationen mit k = 7/4q, entstehen nach den
gleichen Argumenten wie beim Swift-Hohenberg-Modell im Bereich —G < ¢ < 2G Rechtecke,
wie in Abb. 6.1 ¢) fiir G = 0.3 gezeigt.

Mean Flow Effekte werden in den vollen Bewegungsgleichungen erst bei grofieren Wer-
ten des Kontrollparameters ab € =~ 0.7 wichtig. Insbesondere bei kleinen Werten fiir die
Prandtl-Zahl P wird der EinfluB gro8. Daher werden fiir die Simulationen im Bereich der
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Spiralturbulenz P = 1 und ¢ = 0.9 gewéhlt. In Abb. 6.2 a) ist die Spiralturbulenz nach ei-
nem Zeitraum von 7 = 100000 dargestellt. Deutlich zu sehen ist, da§ die Spiralen trotz der
langen Simulationszeit klein bleiben, was experimentellen Beobachtungen entspricht [154].
Anschlieend wurde in der Simulation die Spiralturbulenz einer Modulation mit Modulati-
onsamplitude G = 0.45 und k = 7/4¢, ausgesetzt, um zu sehen, ob sich das gleiche Szenario
wie fiir das Swift-Hohenberg-Modell ergibt. Und in der Tat treten, wie in Abb. 6.2 b) gezeigt,
ghnliche, eingefrorene Strukturen mit langsamer Dynamik auf.

Die prisentierten Ergebnisse unterstreichen die Robustheit der durch Modellrechnun-
gen und vor allen durch stérungstheoretische Ansétze gewonnenen Ergebnisse eindrucksvoll.
Durch weitere Simulationen kénnen nun fiir Experimente weitergehende quantitative Resulta-
te vorhergesagt werden. Vergleiche mit weiteren experimentellen Resultaten aus den Gruppen
Steinberg (Weizmann Institut, Israel), Bodenschatz (Cornell University, USA) und Ahlers
(Santa Barbara, USA) lassen dann ein tieferes Verstdndnis der Spiralturbulenz erwarten.
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Kapitel 7
Zusammenfassung

Strukturbildung ist ein in fast allen Naturwissenschaften und in vielen technischen Prozes-
sen auftretendes Phinomen. Zur Untersuchung der Mechanismen werden in der Physik eine
Vielzahl von Experimenten durchgefithrt und Theorien entwickelt. In diesen Experimenten
und Theorien bleiben Inhomogenitidten an Randbedingungen meistens unbeachtet, um theo-
retische Beschreibungen méglichst einfach zu halten und in Experimenten wesentliche Effekte
voneinander zu trennen. Die Beachtung der in der Realitét immer vorhandenen Inhomoge-
nitdten kann allerdings fiir die Erkldrung des Strukturbildungsprozesses essentiell sein und
ihr gezielter Hinbau in Experimente zu vollig neven Strukturen fiihren. Daher wird in die-
ser Arbeit mit analytischen und numerischen Methoden untersucht, welche Auswirkungen
periodische Inhomogenititen auf die Strukfurbildung haben.

Aus der Vielzahl der Systeme, die eine Verzweigung in eine periodische Struktur zeigen,
wird konkret die Rayleigh-Bénard-Konvektion als einfaches und gut verstandenes Beispiel
untersucht. In einer von unten geheizten Fliissigkeitsschicht entstehen dabei aus der ruhen-
den Flissigkeit bei Uberschreiten ein kritischen Heiztemperatur Konvektionsrollen. Ansatz-
punkte fiir die Inhomogenitédten sind die Rauhigkeit und ungleichméBige Warmeleitung der
Begrenzungsplatten. Durch riumlich periodische Modulation der Geometrie der Zelle und
der Temperaturprofile konnen gezielt Inhomogenitéten eingebracht und ihre Auswirkungen
untersucht werden. Dabei wird erstmals fiir ein reales System gezeigt, wie durch die mit In-
homogenitdten verbundenen Symmetriebriiche raumzeitliches Chaos induziert wird. Die vor
kurzen erst entdeckte Spiralturbulenz in der Rayleigh-Bénard-Konvektion ist ein Beispiel fiir
einen chaotischen Strukturbildungsprozess. Fiir dieses System wird gerade die Umkehrung
demonstriert, indem durch Inhomogenitdten raumzeitliches Chaos einfriert und neuartige
Strukturen entstehen. Dariiber hinaus werden in der Arbeit neuartige, durch periodische In-
homogenititen hervorgerufene Orientierungsoszillationen vorgestellt und ein entsprechendes
realisierbares Experiment beschrieben, sowie ein unerwarteter Mechanismus diskutiert, der
zu rechteckigen Strukturen fithrt.

Durch langwellige rdumlich periodische Modulation der Geometrie einer Rayleigh-Bénard-
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Zelle oder der Temperaturprofile an den Begrenzungsplatten kann die Bifurkation aus einem
rdumlich homogenen Grundzustands in einen rdumlich periodischen Sekundérzustand oszil-
latorisch werden. Dieser Effekt wird Hopf-Bifurkation durch frustrierte Drifts genannt. Zur
Beschreibung des schwach nichtlinearen Verhaltens wird in dieser Arbeit eine Amplituden-
gleichung fiir das modulierte System abgeleitet, und ihre Koeflizienten sowohl fiir freie als
auch fiir realistische Randbedingungen berechnet. Durch lineare Stabilititsanalyse werden
aus dieser Amplitudengleichung die Parameterbereiche zur Entstehung der Hopf-Bifurkation
durch frustrierte Drifts bestimmt, welche qualitativ und quantitativ mit einer Analyse der
vollen Bewegungsgleichungen iibereinstimmen. Das nichtlineare Verhalten oberhalb der os-
zillatorischen Verzweigung wird durch eine Bifurkationsanalyse und numerische Simulation
der Amplitudengleichung untersucht. Die zeitlichen Oszillationen der Struktur werden dabei
mit zunehmendem Kontrollparameter immer anharmonischer, bis ein Bereich mit irreguléren
Lésungen erreicht wird und schliefllich Wanderwellen mit kleinen Geschwindigkeiten entste-
hen. Diese irreguliren Lésungen werden durch Bestimmung der Schwingungsintervalle, der
Fourierspektren und Poincaré-Schnitte charakterisiert. Durch Betrachtung verschiedener Sy-
stemlidngen wird nachgewiesen, daf raumszeitliches Chaos entstehen kann. Das diskutierte
Beispiel beschreibt erstmals ein reales System, in dem durch Inhomogenititen raumzeitlich
komplexes Lésungsverhalten induziert wird. Andere raumzeitlich komplexe Strukturbildungs-
vorgange unter dhnlichen inhomogenen Bedingungen kénnen die gleichen Ursachen haben, vor
allem wenn dieses Verhalten durch Beschreibungen mit idealisierenden Annahmen nicht er-
klari werden kann. Im Parameterbereich der Wanderwellen entsteht in diesem langen System
eine oszillatorische Stoérung, die wie ein Soliton durch die sonst stationiire periodische Struktur
lauft. In einem weiteren Schritt wird gezeigt, daB dhnliche raumzeitlich komplexe Strukturen
auftreten kénuen, wenn auf eine geometrische Modulation der Behilterwinde verzichtet wird,
statt dessen aber ein Nicht-Boussinesq-Fluid, hier eine Fliissigkeit mit einem quadratischen
Ausdehnungskoeflizienten, verwendet wird, was zu einer Brechung der Up-Down-Symmetrie
fiihrt. Die wesentlichen Resultate werden mit einem eindimensionalen Swift-Hohenberg Mo-
dell qualitativ reproduziert.

In der Elektrokonvektion in nematischen Fliissigkristallen kommt es durch einen homoge-
nen ,Pretilt“-Winkel des Direktors an den Begrenzungsplatten, welcher z.B. fiir die Funkti-
onsweise von Flissigkristallanzeigen essentiell ist, zu driftenden Konvektionsrollen. Fiir die-
ses anisotrope System wird ein symmetrieangepafites Modell fiir einen rdumlich periodisch
variierenden Pretiltwinkel vorgestellt. Sind die Wellenvektoren der Modulation und der Rol-
lenstruktur fiir eine experimentell realisierbare Versuchsanordnung parallel, verhélt sich das
System quasi eindimensional und es tritt eine Hopf-Bifurkation durch frustrierte Drifts auf.
Stehen die Wellenvektoren senkrecht aufeinander, werden bisher noch nicht beobachtete Ori-
entierungsoszillationen vorhergesagt.

In der Rayleigh-Bénard-Konvektion in ausgedehnten Konvektionszellen ist der Wellenvek-
tor der Konvektionsrollen in seiner Richtung nicht festgelegt. Diese System ist also rotations-




143

invariant. Durch eine zusétzliche periodische Heizung kann die Rotationssymmetrie und die
kontinuierliche Translationssymmetrie gebrochen werden. Auswirkungen einer solchen peri-
odischen Inhomogenitdt werden am zweidimensionalen Swift-Hohenberg-Modell untersucht.
Fiir Modulationswellenzahlen kleiner als die doppelte Wellenzahl der Rollenstruktur werden
durch analytische Rechnungen Rechteckstrukturen vorhergesagt, die in Ubereinstimmung mit
Simulationen des Modells stehen. Die experimentellen Parameter fiir die Rechteckstrukturen
werden angegeben. Das rotationsinvariante Swift-Hohenberg-Modell wird aber auch durch
kleine Zusatzterme im linearen Operator mit konstanten Koeffizienten schwach anisotrop. In
Verbindung mit Beitridgen, die die Up-Down-Symmetrie brechen, kommt es in diesem Sy-
stem durch einen neuartigen Mechanismus zu stabilen Rechtecklosungen. Der Mechanismus
ist moglicherweise fiir Systeme relevant, in denen zwar bei Experimenten Rechtecke gefun-
den werden, aber die theoretische Analyse der entsprechenden Bewegungsgleichungen unter
Aufrechterhaltung der Up-Down-Symmetrie fiir das Konvektionsfeld keine stabilen Recht-
ecke liefert. Ein Kandidat dafiir ist thermische Konvektion in planar orientierten nematischen
Fliissigkristallen.

Wie eingangs besprochen, kénnen langwellige rdumlich periodische Inhomogenitéten ei-
ne Dynamik bei rdumlich periodischen Strukturen induzieren. In dieser Arbeit wird fiir das
reale System der thermischen Konvektion erstmals die Umkehrung gezeigt: eine raumzeitlich
komplexe Struktur kann durch Inhomogenititen eingefroren werden und zu neuen Struktu-
ren mit hoher Symmetrie filhren. In der Rayleigh-Bénard-Konvektion bei grofien Rayleigh-
und kleinen Prandtl-Zahlen und in Zellen mit groffem Aspektverhaltnis tritt die sogenann-
te Spiralturbulenz auf. Die sonst parallelen Konvektionsrollen werden durch den bei grofien
Prandtl-Zahlen unterdriickten konvektiven Term in der Navier-Stokes-Gleichung gekriimmt.
Dadurch kommt es zu einer chaotischen Entstehung und Vernichtung von Spiralen in der Kon-
vektionszelle. Diese Spiralturbulenz und die parallelen Konvektionsrollen sind koexistierende
Attraktoren im Lésungsraum der Bewegungsgleichungen, wie sich zur allgemeinen Uberra-
schung in jiingsten Experimenten herausstellte. Die Dynamik wie auch diese Koexistenz wer-
den hier erfolgreich durch das zweidimensionale Swift-Hohenberg-Modell mit angekoppeltem
vertikalen Wirbelfeld mit einem pseudospektralen Algorithmus simuliert. Erstmals wird das
vollsténdige Stabilitdtsdiagramm, der sogenannte Busse-Ballon, fiir dieses System angegeben
und mit der Simulation verglichen.

Der Mechanismus, der zur Spiralturbulenz filhrt, ist noch weitgehend unverstanden. In
dieser Arbeit werden durch duflere symmetriebrechende Felder weitere Eigenschaften der Spi-
ralturbulenz charakterisiert. Die mit der periodischen Modulation des Kontrollparameters
einhergehende Brechung der Rotations- und der kontinuierliche Translationssymmetrie fiihrt
zu einem Einfrieren der Spiralturbulenz und zur Entstehung neuver Doménenstrukturen. Diese
in der Simulation beobachteten kohérenten Strukturen bestehen aus Bereichen senkrecht und
parallel zur Modulation liegender Konvektionsrollen, kénnen analytisch ohne Defekte erzeugt
werden und sind stabile Losungen des Swift-Hohenberg-Modells mit angekoppeltem Wirbel-
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feld. Bei abnehmender Modulationsstirke kommt es zu einem Schmelzen der parallel zur
Modulation liegenden Streifen. Allerdings schrinken die senkrecht zur Modulation stehenden
Rollen, die wesentlich stabiler sind, den Bewegungsraum dieser Dynamik ein, und es kann zu
SpiralstraBen kommen. Eine Erhéhung der Modulationsstédrke fiihrt nicht mehr zuriick in die
defektfreie, kohdrente Struktur, sondern in eine ungeordnete glasartige Struktur mit lokalen
Oszillationen.

Bei lingeren Simulationen des zweidimensionalen Swift-Hohenberg-Modells mit angekop-
peltem Wirbelfeld stellt sich eine bisher in der Literatur nicht erkannte Schwiche des Modells
heraus. Auf mittlerer Zeitskala weisen die Lésungen in ihren Eigenschaften groSe Ahnlich-
keiten mit den experimentell beobachteten Konvektionsstrukturen auf. Allerdings wird in
dieser Arbeit gezeigt, daf diese Ahnlichkeit nur in einem transienten Stadium besteht, und
dieses Modell im Langzeitverhalten zu grofile Spiralen als Losung bevorzugt. Dabei miissen
die Simulationen ungefihr zehnmal ldnger als in den bisherigen Arbeiten durchgefithrt wer-
den, um das Langzeitverhalten zu erreichen. Bei der zusitzlich durchgefithrten Simulation
der Bewegungsgleichungen fiir thermische Konvektion tritt diese Schwéche nicht auf und die
Ubereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen bleibt auch fiir sehr lange Simulationszei-
ten erhalten.

Die in dieser Arbeit gefundenen Auswirkungen von rdumlich periodischen Inhomoge-
nititen auf Konvektionsstrukturen wurden immer im Hinblick auf experimentell realisierbare
Systeme untersucht. Ans diesem Grund wurden einige Aspekte zur periodischen Modulation,
die vorwiegend auf Modellebene untersucht wurden, durch Simulation der Bewegungsgleichun-
gen fiir thermische Konvektion iiberpriife. In den durch die Modellrechnungen vorhergesagien
Parameterbereichen wurden in der Tat in der Simulation der vollen Bewegungsgleichungen
Rechtecke, Domé&nenstreifen und eingefrorenes Spiralchaos gefunden, was die Robustheit der
Phénomene und der Symmetrieargumente bestitigt. Experimente zum vorhergesagten raum-
zeitlichen Chaos unter periodischen, inhomogenen Bedingungen sind an der Duke-University /
North Carolina (USA) im Aufbau.




Anhang A

Adam-Bashforth-Algorithmus

Ein grofler Vorteil der Spektralmethoden ist, daf der lineare Anteil der Bewegungsgleichung
analytisch aufintegriert werden kann, was zu einer drastischen Vergrofierung der Zeitdiskreti-
sierung und somit zu einem enormen Geschwindigkeitsgewinn fithrt. Dies wird in diesem An-
hang anhand einer eindimensionalen Bewegungsgleichung fiir ein reales Feld u(z, t) erldutert.

Die Bewegungsgleichung wird in lineare und nichtlineare Terme aufgespalten:
Sru(z, t) = Lu + N (u,z,t) (1.1)

Nach Fouriertransformation,
1 OO
(g, t) = —— /d:v Mz, 1), (1.2)
2
ﬁ—oo

lautet die Bewegungsgleichung im g-Raum:
Ovii(g,t) = o()i + N (u, g, 1). (1.3)

Der nichtlineare Term N(u,q,t) wird im Ortsraum berechnet und numerisch mit einer FFT
transformiert. Der lineare Anteil geht in eine Multiplikation mit dem Polynom o(gq) iber.

Durch Einfithrung eines Hilfsfelds
4= e & 4 = e”'q, (1.4)
vereinfacht sich fiir dieses die Bewegungsgleichung zu
Bei(g,t) = e—”tA?(u, g, ). (1.5)

Diese Gleichung wird zeitlich diskretisiert und aufintegriert:

t+AL
4t + At) = 4(t) + / dt' e~ N'(#). (1.6)
t
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Die Zeitintegration {iber den nichtlinearen Anteil kann nicht exakt ausgefiihrt werden. Er
wird daher als konstant im Zeitintervall Af angenommen. Fir die Berechnung des nichtlinea-
ren Terms in der Mitte des Zeitintervalls wird ein expliziter Euler-Schritt zweiter Ordnung

verwendet:
At - At N (t) — N(t — At)
N(t+—2—) = N+~ A7
= EN(t)—-l-JV(t—At). (1.7)
2 2
Damit ist
t+AL A
alt+At) = / dt' e~ N t+7t)
t+AL
= t)+N( t+— /dt’ ot (1.8)

und die Zeitintegration kann analytisch ausgefiihrt werden:
~ N 1 —ot —-oAt
Gt + At) = aft) + e (1—e74%)
3 - 1~
<§N(t) - ;N(t ~ At)) : (1.9)
Nach Riicksubstitution des Hilfsfelds ergibt sich fiir die Zeitintegration im ¢-Raum:
1
a(t + At) = ea(t) + = (e72t — 1)
3 - 1~
(EN(t) — §J\/(t — At)) . (1.10)

Die gesamte Berechnung erfolgt also im g-Raum, lediglich die Berechnung der nichtlinearen

Terme erfolgt im Ortsraum.




Anhang B

Operatoren, Projektionen und

Konstanten

Dieser Anhang enthilt die Darstellung der Entwicklung der Operatoren, der notwendigen
Projektionen und die Zusammensetzung der Konstanten bei der Ableitung der Amplituden-
gleichung fiir die Rayleigh-Bénard-Konvektion mit geometrisch modulierter oberer Platte und
zusitzlichen Temperaturmodulationen. Die einzelnen Gréflen sind in Abschnitt 2.2 definiert.

B.1  Linearer Zeitoperator

MOy = Mody + €2 (MoBr, -+ M18y) + € (Modr + MyBpy + Mady) +- (2.1)
mit
Moy = ( (l) ;A ) ) (2.2a)
o= 20 ) 220)
My = 3 < 8 3HZ0? — z?;axﬁoagan ) ' (2:2c)
B.2 Linearer Operator
£=£o+e‘lz"£1+e£2+--- (2.3)
Terme der Ordnung €%:
Lo = ( ;f e ) (2.4)
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Terme der Ordnung e:

Ly =L+ (Hy— H)L1p + HolLse

Lo = _2a§ Be aX)
1 —-48§A
0 0
Ly = ,
. (0 : )
202 —R,
E].C = " ‘Rzag N
0 4024

8
z:

mit

Terme der Ordnung ¢

Lo = Log+ (Ho— H1)Lop + OxHi Lo+ Ox HalLloy
+HoLoe + f_fgl:zf + 3xf—foﬁzg + ﬂo(ﬁz — .Hl)ﬂzh

mit
3 R.0¢
£ a 3
’ < 0 —6020% — 2020% )
w- (22)
r 0, Pzag 70y
2 a,,PzagA B3P0 |
Log = 8,, (1- )0y
%(a,,(Pl — P)8:A—83(PL - P)o; |’
0
;C e = a 3
’ ( 0 80,62 ) *
3 —R.:0¢
far = ( 1005 — 69262 )
r _ 210¢ Oy + Oy Po RO 0
% —nd, 80¢02 + dnds 0y + (0, Py0 A — 83P50%)

0 —&
Lon = .
w= (070

(2.5)

(2.6a)
(2.6b)

(2.6¢)
(2.7)

(2.82)
(2.8b)
(2.8¢)
(2.8d)
(2.8¢)
(2.8f)

) , (2.8g)

(2.8h)

Dabei sind P; und P, die n-abhingigen Polynome (2.101). Die n-Ableitungen vor ihnen
beziehen sich nur auf die Polynome selbst und nicht iiber die Kettenregel auf die Argumente

der Operatoren.
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'B.3 Nichtlineare Terme
R (3, @) = ey (i) + % (Naa (o) + Noo(do, @) + Holao(do) ) + . (2.9)

Die ersten drei Terme, ]\71, Nga und ]\721, sind in Abschnitt 2.1.5.2 fiir den unmodulierten Fall

angegeben und dndern sich nicht. Neu ist der Anteil:

8O0 B0 — 8O0, B0 ) 2.10)

Noo(iZp) =
2¢(%o) ( 8, @0 (3372’85@0 + 6?‘1’0) — 30¢900,2®¢

B.4 Projektionen

In der folgenden Liste sind die verwendeten Konstanten, die dazugeh6renden Projektionen,
die analytischen Werte fiir freie Randbedingungen und die Terme der Amplitudengleichung,
in die sie mit eingehen, angegeben. Die Werte der Konstanten sind dabei auf die Konstante

cs3, d.h. den Faktor vor dem Term €A, normiert.

o = (@|M x|o?) = -3 o |AofP4

co = <"(T) Nog Ag> = 0 -+ |4o*40

c3 = <"I) £2a12‘0> = 1 - Ap (Normierung !)
eo = (| Laaiio) = X 5 924

s = <a’3 £2bﬁo> = AL (Hy— Hy)dx Ao
g = <"(T) ﬁzcﬂ'o> = L?R%%% = OxHiAp

cr = <":§ £2Cﬁo> = 1‘7{_—2—1%:3 - +0xHiA

cg = <"$ Ezd"0> = —%,Q-F%gﬁ —  OxHzAp

o = <*I, LZdao> =218, LayHyA

clo = <—}§ Lo "’o> = —%-2--97- —  HyOx Ay

el = <'}§ »C2f—'0> = -4 —  HiAg

c12 = <_'2; f»2g_'o> = —%S—% - OxHpAo

C15 = <ag L2 *0> — 821 1g Hyd,

cw = (@|Lwto) = - o Ho(Hy—Hi)do
c1y = <_'$ Moﬁo> = —g;% —  Ordp

c16 = <_'$ Mo_'o> = -3 = $0rdo
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c17 = <71'£ Moffseiqw> = 37”—217,%; —  Op x0x4p
as = (@[ Mogseiss) = 0 —  58n «x x4
cro = <ag Mleiqw> - 0 — 1 ((Hy — Hy)HoAo + H2Ay)
co0 = <a‘$ ﬁlbﬁo> = g - (H2— Hi)4o
co1 = < 73 Elaﬁseiq$> = —3 - 9% A
o = (@|wdse™) = 0 5 (H - Hi)ox4
C23 = < *ZS clc§3€iq$> = —i,rz:ié —  HgOxAp
Coq = <"$ £1a§4€iqw> = %?—"-S- —  HoOx A
o5 = (@ Lugsei®) = 0 = Ho(Hy ~ Hy) Ao
o6 = < aj £1c§4€iqm> = - - HjA
cor = <"$ Mo§46iqm> = £ = On o« HoAp
cs = (@ Mogue'™) = 0 ~ 10 o Hodo
Cog == <ﬁ$ §5eiqx> = 3 —  Hpdyp
B.5 Konstanten

Die Projektionen, die auf gleiche Terme in der Amplitudengleichung fithren, und die Terme die
aus der T;-Abhingigkeit sowie der Reskalierung resultieren, werden zu folgenden Konstanten

zusammengefaflt:
T = —& (15 + pc16) = = - %4
2= é (cq + c21) = 3—7% — BgA
g0 = & (a1 —c2) = -3 - |APA
ki = _61; a9 = 3 -  HoA
ko = ;15 (c11 + c26 + hocag) = ~1 —  HZA
ks = & c20 = % —  (Hy—Hp)A
ks = & (—c1a + co5 + hacao) = g - Ho(Hy—Hp)A
ks = o (c12 + peis + hacag +c2a) = Y2 211 - OeHoA
ks = & (co+ Her — hacao) = V2L 9HA
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kr = Els' (cs + %;-Cg + hicgo) = _@R%,Tgﬁ —  OcHyA
ks = % (cro0 + o3 +coa + hicge) = 23{? - HobA
ke = % (es5 + cog + hicag) = —zfiRLc - (Hy — H1)0:A

Fiir die bessere Ubersicht wurden dazu zwei Hilfsterme definiert:

1 1
= — — 2.
hy p (017 + P018> (2.11a)
he = 2 (em+ Lo (2.11b)
2 = o |cr+pos )

Bis auf den nichtlinearen Faktor go kann die Prandtl-Zahl Abhingigkeit der Konstanten di-
rekt abgelesen werden. Die in der Tabelle angegebenen Werte sind im Grenzfall P — oo
fiir freie Randbedingungen gerechnet. Die Rayleigh-Zah! tritt als reziproker Faktor bei allen
Temperaturmodulationstermen auf und wird aus den Konstanten herausgezogen und in die
Amplitudengleichung (2.113) geschrieben. Ebenso wurde die Imagindrkonstante ¢ zur Ver-
deutlichung der Struktur aus den Konstanten herausgezogen.
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Anhang C

Nusselt-Zahl und Warmestrom im
Swift-Hohenberg-Modell

Das Swift-Hohenberg-Modell kann so skaliert werden, daf§ das Feld u gerade den Feldern der
Rayleigh-Bénard-Konvektion in Zellenmitte, d.h. ohne z-Abhéngigkeit entspricht (2.103) [2].
Dann kénnen die physikalischen Gréfien wie der dimensionslose konvektive Warmestrom und
die Nusselt-Zahl wie in Abschnitt 2.2.7 berechnet werden.

j=(Nu- 1)£ = (1+¢)= /da: u?(w), (3.1)

wobel Nu die Nusselt-Zahl ist. Diese Integration ist bei der Simulation im Ortsraum nicht
exakt, sondern nur numerisch moglich und der numerische Fehler hdngt von der Auflésung
des Ortsraum ab. Bei der in dieser Arbeit verwendeten Spektralmethode steht zu jedem
Zeitschritt auch die Darstellung im Fourierraum zur Verfigung. Die Integration iber das
periodische Auswerteintervall kann im g-Raum exakt ausgefiihrt werden, und es liegt nahe,
diese wihrend der Zeitintegration dort zu berechnen. Das reelle Feld u(z) berechnet sich aus

den komplexen Fourierkoeffizienten a(k) iiber

| N .
KT
2
u(z) = N k____g , a(k)e™, (3.2)

wobei a(—k) = a*(k) gelten muf. Daher ergibt sich

! L 1 2 1 N/2—1 2
- - - 2 _ il 1\ Ltk
Nu-—1 L/dmu (z) 5 dz N Z a(k)e
[¢]

0 k=—N/2
1 N/2—-1 2 ‘
= 5 Z a(kl)a(kz)/dx gtlkrthe)z
k1,ke=—N/2 0
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1 N/2-1
= oxr 2 elmlalk)2ndl + ko)
kl)k2=—N/2
1 Nj2-1 1 N/2-1
= w2 oBelh) =g 2 B
h=-N/2 k=—N/2

einfach als Summe der Fourierkoeflizientenquadrate.
Diese Rechnung 148t sich einfach auf das zweidimensionale Swift-Hohenberg-Modell iibert-
ragen. Dort ist Die Nusselt-Zahl wie folgt definiert:

L: Ly
11 \
Ny—1=—— [dz [ dy v(z,y) (3.3)
I, I,
0 0

Die Berechnung ist hier genauso einfach wie im Eindimensionalen. Es ist lediglich zu beachten,
daB die Darstellung des realen Feldes u(z,y) nun durch eine 2D FFT geschieht:

Np/2-1 Ny-1

1 .
U’(w’y) —_ _sl_ Z Z ar(kz, ky)el(kx$+kyy)' (3'4)

N,
Y fp=—N, /2 ky=0

Mit der analogen Rechnung wie oben folgt dann:

ﬁ o1 M , .

Ny~ 1 = NI N? P lalks, ky)l” (3.5)
T Y ky=—Ng /2 ky=0

Die Nusselt-Zahl stellt somit eine besser zu berechnende Grofe dar als z.B. der Maximalwert

des u Felds, da die Fourierkoeffizienten alle exakt vorliegen, das Maximum aber durch eine

Interpolation auf dem grob aufgel6sten Ortsgitter berechnet werden muf. Der dimensionslose

konvektive Warmestrom berechnet sich dann nach (3.1).




Anhang D

Projektionsintegrale

In Abschnitt 2.3.4 wird die lineare Stabilitdtsanalyse der Bewegungsgleichungen der Rayleigh-
Bénard-Konvektion mit quadratischem Ausdehnungskoeffizienten und Temperaturmodulatio-
nen an beiden Platten berechunet. Bei der Elimination der z- Abhéngigkeit treten dabei folgende
Integrale bei der Projektion der Mode mg auf die Mode m auf:

1
¢ auf @ sf,, = / dzsin(monz) ¢ 20, fm(2)
0

1
Ry = /g 4 frna () ¢ Fu(2)

ﬁdz = /(;1 dzfmo(z) c dzzfm(z)

8Skq
1
£y = / 0 fimo () € 0 ()
0 $Sd,
© auf @
1 ) 88dy
fsg, = / dzfme (%) ¢ sin(mmz)
0
1 $Sp,
fsp, = / dzfmq(2) ¢ z sin(mnz)
0
® auf © SSpz
1
sfg, = / dzsin(momz) ¢ fm(?) SSps
0

1
sf,, = / dzsin(monz) ¢ 8, fm (%)
0

© auf

/01 dz sin(momz) ¢ sin(mmnz)

/0 l dz sin(mgmz) ¢ 82 sin(mmz)
/0 1 dz sin(momz) ¢ 82 sin(mnz)
/0 l dz sin(mowz) ¢ 8, P sin{(mnz)
/0 1 dzsin(mowz) ¢ 8, P sin(mnz)

1
/ dzsin(mowz) ¢ 8, P sin(mmz)
0

wobei ¢ eine beliebige z abhingige Funktion meint, und die P; die Polynome aus (2.101) sind.
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