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Abstract

In this PhD thesis diffusion of single particles and of lattice gases on arbitrary di-
mensional lattices is studied. Transitions of particles are allowed only between nearest
neighbour sites with disordered transition rates. In the case of lattice gas diffusion, transi-
tions to occupied sites are forbidden. No further interactions between lattice gas particles
are taken into account.

The aim of this thesis is a general analytical description of the single-particle and
collective or chemical diffusion coefficient for different kinds of disorder models. For this
purpose an effective medium theory for single-particle diffusion and symmetric transition
rates is generalized by introducing weighted symmetrized rates. Monte Carlo simulations
are performed to examine the validity of the approximations.

An exact result is found for the diffusion coefficient of single particles on a linear chain.
A first-passage time method is used to derive the diffusion coefficient. It is equivalent to a
linear response theory. A phenomenological theory for the collective diffusion coefficient,
introduced for example by metal physicists, is identified as an exact expression for an
infinite dimensional lattice.

The generalized effective medium theory is consistent with the results in one and in-
finite dimensions and summarizes all known exact results for the studied problems. It
becomes exact in the limits of very low and very large particle concentrations on linear
chains for arbitrary disorder models and is identical to a mean-field solution for interme-
diate concentrations in the random-trap model. For arbitrary concentrations it becomes
a better approximation with increasing dimension of the lattice.

Mussawisade and the author applied the generalized effective medium theory to a
model suggested by Limoge and Bocquet to describe the Arrhenian temperature depen-
dence of single-particle diffusion in amorphous substances. In more detail single-particle
and collective diffusion for the random-trap and the Miller-Abrahams model, of which
both are based on disordered site energies, are investigated. Because of the disordered
site energies they show a complicated behaviour of the collective diffusion coefficient as
a function of particle concentration. Of special interest is the exponential distribution of
site energies where collective diffusion is found even in the absence of a single-particle
diffusion coefficient.

The main effects that determine the behaviour of the collective diffusion are saturation
of lattice sites with very deep site energies at low particle concentrations and blocking
effects by occupied sites at large concentrations.
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Kapitel 1
Einleitung

Die statistische Physik beschaftigt sich mit komplexen Vielkérperproblemen unter Ver-
wendung statistischer Methoden. Dabei gelingt selbst die Losung einfach strukturierter
Modelle nur in bestimmten herausgehobenen Féllen [10], wie z. B. beim Ising-Modell [56]
fiir Teillchen, die zwei Zustande annehmen kénnen. Exakte Lésungen beschranken sich im
wesentlichen auf eindimensionale und teilweise auch zweidimensionale Systeme.

Als ein weiteres Modell, dessen Phasendiagramm noch nicht einmal vollstdndig qua-
litativ fiir Dimensionen gréfer eins bekannt ist, ist das Hubbard-Modell [45, 53, 59] fiir
korrelierte Fermi-Systeme mit einer rein lokalen Wechselwirkung zu nennen.

Sowohl beim Ising- als auch beim Hubbard-Modell ist allerdings ein qualitativer Zu-
gang iiber die Mittlere-Feld-Theorie méglich, der fiir zunehmende Dimensionalitét genauer
und schlieRlich bei unendlicher Dimension exakt wird [10, 104]. Bei der Mittlere-Feld-
Theorie wird die Nachbarschaft eines Teilchens durch ein statisches (Ising-Modell) bzw.
dynamisches (Hubbard-Modell) mittleres Feld ersetzt.

In dieser Arbeit werde ich fiir das Diffusionsproblem von einzelnen Teilchen und Git-
tergasen auf ungeordneten Gittern ebenfalls eine allgemeine Mittlere-Feld-Theorie her-
leiten. Im Zusammenhang mit diesen Diffusionsproblemen spricht man bei der Mittlere--
Feld-Theorie von einer Effektive-Medium-Theorie. Die behandelten Modellteilchen kénnen
sich beliebig ausgedehnt bewegen, mit der Einschrdnkung, dafl diese Bewegung auf einem
Gitter geschieht. Bei den Gittergasen wird im Gegensatz zu den einzelnen Teilchen die
Doppelbesetzung von Gitterpldtzen ausgeschlossen.

Beim Diffusionsproblem geht es dabei nicht um die Vorhersage eines Phasendiagram-
mes wie beim Ising- oder Hubbard-Modell, sondern um die Behandlung von Nichtgleichge-
wichtsphianomenen. Besonders schwierig sind solche Probleme in der statistischen Physik
dann, wenn sie mit Unordnung behaftet sind. Wenn ich entweder nur geordnete Gitter
oder Gleichgewichtseigenschaften untersuchen wiirde, dann wére die analytische Losung
einfach. Doch in dieser Arbeit soll gerade das dynamische Verhalten von Teilchen auf
Gittern mit Unordnung behandelt werden.

Auch bei den Teilchendiffusion auf Gittern ist eine exakte Lésung auf dem eindimen-
sionalen Gitter bei nicht wechselwirkenden Teilchen und auf dem unendlichdimensionalen
Gitter auch bei einer lokalen Wechselwirkung der Teilchen moglich. Diese exakten Lo-
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

sungen werden wichtig fiir die Herleitung und den Konsistenztest der Effektive-Medium-
Theorie sein. Denn auch an die Effektive-Medium-Theorie fiir die Teilchendiffusion auf
Gittern mufl die Forderung gestellt werden, daR sie fiir das unendlichdimensionale System
exakt wird.

Zwar werde ich fiir den endlichdimensionalen Bereich lediglich in einer Dimension
ein exaktes Resultat angeben kénnen. Jedoch kénnen in einer Reihe von Fallen eindi-
mensionale Losungen in hoheren Raumdimensionen verwendet werden, wenn némlich das
zugrundeliegende Modell eine eindimensionale Struktur hat. So ist das Transportproblem
von Teilchen durch ein héherdimensionales geordnetes Medium mit Grenzflachen ein ef-
fektiv eindimensionales Problem mit Stérstellen. Desweiteren lassen sich Losungen fiir
unendlichdimensionale Modelle dazu verwenden, mittlere Eigenschaften der entsprechen-
den niederdimensionalen Modelle zu beschreiben. Allerdings ist hierbei Vorsicht geboten.

Bei all meinen Uberlegungen wird es im Vordergrund stehen, die Teilchendiffusion auf
ungeordneten Gittern moglichst allgemein zu beschreiben, um generelle Eigenschaften
aufzuzeigen, die nicht von einem speziellen Unordnungsmodell abhingen, und diese ver-
standlich zu machen. Auf diese Weise soll das Universum an Unordnungsmodellen fiir die
Teilchen- und Gittergasdiffusion ein wenig strukturiert werden. Dies ist ein allgemeines
Bemiihen in der statistischen Physik.

Die Teilchen befinden sich bei der Diffusionsbewegung nur noch im zeitlichen Mittel
in ihrer Gleichgewichts- oder Ausgangslage, konnen sich aber durch eine Zufallsbewegung
beliebig weit davon entfernen. Diffusion kénnte man als quadratische Verschiebung oder
anschaulicher Ausschmierung pro Zeiteinheit auffassen. Verhalt sich die mittlere quadra-
tische Verschiebung der Teilchen proportional zur Zeit, dann spricht man von normaler
Diffusion und die Proportionalitdtskonstante ist gerade der Diffusionskoeffizient, dessen
Berechnung das konkrete Ziel dieser Dissertation ist. Dies wird nur dadurch schwierig,
daf ich Gitter mit Unordnung betrachte. Als hierfiir idealisierte Theorie kann man die
Random-Walk-Theorie anwenden [49].

Neben der normalen Diffusion gibt es noch beliebige andere Zusammenhénge zwischen
quadratischer Verschiebung und der Zeit, die man mit dem Begriff der anormalen Diffu-
sion umschreiben kann. Ich werde mich in dieser Arbeit auf die normale Diffusion von
Gittergasen beschrénken und den anormalen Fall nur am Rande streifen (Kapitel 9.3).

Das Modell der Teilchendiffusion auf Gittern, das ich im néchsten Kapitel naher er-
lautern werde, ist ein sehr allgemeines theoretisches Modell. Es findet die vielfaltigsten
Anwendungen, wobei fiir mich nur solche mit Unordnungsphédnomenen interessant sein
werden. Ein allgemeines Beispiel ist die Diffusion von Wasserstoff in Metallen [2, 3, 43,
79, 80, 94]. Unordnung tritt bei der Wasserstoff-Diffusion in ungeordneten Legierungen
[27, 28, 52, 136], in Metglasern [77, 78, 81, 82, 133] oder der Diffusion von Alkali-Io-
nen in Oxidglasern [82] auf. Weitere Beispiele sind der Ladungstransport in Mischoxiden
[21, 128, 129], die Diffusion von Adatomen auf inhomogenen Oberflichen [100] oder die
Superionenleitfahigkeit [92, 134].

Ich werde mich in dieser Arbeit auf die sogenannte kollektive Diffusion konzentrie-
ren, d. h. die Diffusion eines wechselwirkenden Gittergases von nicht markierten Teilchen
als Ganzes. Als einzige Wechselwirkung zwischen den Gittergasteilchen wird dabei eine
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nharte Kern“~-Wechselwirkung angenommen. Diese beinhaltet den Ausschluf der Doppel-
besetzung von Gitterplatzen. Bei dieser Art von Diffusion ist vor allem die Unordnung,
die im weitesten Sinne auf zuféllig verteilte Gitterplatzenergien basiert, interessant, denn
nur sie fiihrt zu einem nichttrivialen kollektiven Diffusionsverhalten des Gittergases, d. h.
einem Diffusionsverhalten, das sich von dem nichtwechselwirkender einzelner Teilchen un-
terscheidet. Letzteres wird Einteilchendiffusion genannt. Auch im wechselwirkenden Git-
tergas kann die Diffusionsbewegung einzelner Teilchen behandelt werden. Sie wird als
Tracer-Diffusion bezeichnet und ist schwieriger zu behandeln als die kollektive Diffusion,
da die Bewegungen einzelner Teilchen im Gittergas stark korreliert sind.

Im néchsten Kapitel werde ich das Modell zur Teilchendiffusion auf Gittern genauer
erldutern und auf verschiedene Modelle fiir ungeordnete Gitter sowie deren Bedeutung
fir die Teilchendiffusion eingehen. Desweiteren sollen die unterschiedlichen Diffusionsko-
effizienten beschrieben werden und einige bekannte exakte Losungen fiir sie Erwahnung
finden.

Im Kapitel 3 werden die verschiedenen Monte-Carlo-Simulationsmethoden fiir die ein-
zelnen Diffusionskoeffizienten vorgestellt. Dabei werde ich die Vor- und Nachteile der
verschiedenen Algorithmen beschreiben.

Das darauf folgende Kapitel 4 dient der Erlduterung eines phinomenologischen Re-
sultates fiir den kollektiven Diffusionskoeffizienten. Speziell werde ich dessen Einteilchen-
grenzwert untersuchen. Ein exaktes nicht triviales Resultat fiir die kollektive Diffusion ist
fir das sogenannte Richards-Modell [132] bekannt. Dies soll ebenfalls angegeben werden.
Das Richards-Modell fallt zwar als geordnetes Modell ein wenig aus dem Rahmen dieser
Arbeit, es erlaubt aber die Klirung von Eigenschaften des kollektiven Diffusionskoeffizi-
enten.

Das anschliefende Kapitel 5 iiber stationdre kollektive Zustande auf der linearen und
uniformen Kette mit nur einer Stoérstelle ist als Einschub zu verstehen. Es hat sich aus
Versuchen ergeben, einen analytischen Vielteilchenansatz zur Beschreibung der kollektiven
Diffusion in einer Dimension zu finden, was ich schlielich nicht weiter verfolgt habe. Dieses
Kapitel dient dazu, die Komplexitdt des Problems einer analytischen Beschreibung der
kollektiven Diffusion aufzuzeigen.

Im Kapitel 6 werde ich zwei analytische Ansédtze beschreiben, die zu einer exakten
Beschreibung der Einteilchendiffusion in einer Dimension fiihren. Ein Ansatz geht auf
Uberlegungen von Dieterich [38] zuriick, wihrend der zweite auf eigene Arbeiten beruht.

Schlieflich beginne ich mit dem néchsten Kapitel 7, den Weg zur allgemeinen Effektive-
Medium-Theorie fiir die Gittergasdiffusion darzustellen, indem zuerst eine allgemeine
Effektive-Medium-Theorie fiir die Einteilchendiffusion eingefiihrt und auf zwei Modelle
angewandt wird. Im Kapitel 8 wird diese Theorie dann auf Gittergase mit einer Harte--
Kern-Wechselwirkung verallgemeinert. Das Kapitel 9 umfafit Anwendungen.

Ich schliele diese Arbeit mit einer Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse.

Historisch stand am Anfang meiner Rechnungen eine Beschreibung der kollektiven
Diffusion fiir ein spezielles Modell mit reiner Unordnung in den Platzenergien (Random-
Trap-Modell). Fiir dieses spezielle Modell ist bereits der Grenzfall der Einteilchendiffusion
exakt bekannt gewesen. Der Ubergang zu einer generellen Unordnung fithrte dann zu ei-
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nem exakten Frgebnis fiir die Einteilchendiffusion in einer Dimension, das aquivalent zu
anderen Arbeiten [38, 91] ist. Eine Verallgemeinerung ergab daraufhin Resultate im Rah-
men der Effektive-Medium-Theorie fiir die Einteilchendiffusion in héheren Dimensionen
und schlieflich ein ganz allgemeines Ergebnis fiir die kollektive Diffusion in allen Dimen-

sionen.




Kapitel 2

Grundlagen der Teilchendiffusion auf
Gittern

2.1 Modellbeschreibung

Grundlage dieser Arbeit iiber Diffusion ist das Modell der Teilchendiffusion auf Gittern,
d. h. die Teilchen, deren Diffusionsverhalten analysiert werden soll, befinden sich auf ei-
nem raumlich fest vorgegebenen Gitter. Die rdumliche Struktur, auf der sich die Teilchen
bewegen konnen, bleibt damit zeitlich unverdndert. Von Gittergasdiffusion spreche ich,
wenn die Doppelbesetzung von Gitterplatzen ausgeschlossen ist, wenn also von einem
echten Vielteillchensystem die Rede sein kann. Die diffundierenden Gase konnen eine be-
liebige Konzentration haben. Von einem Gas kann in diesem Zusammenhang gesprochen
werden, weil die Teilchen eine langreichweitige und zufallsbestimmte Bewegung ausfiih-
ren und raumlich nicht lokalisiert sind. Die Gittergasteilchen kdnnen durch Spriinge von
Gitterpunkt zu Gitterpunkt eine Diffusionsbewegung ausfiihren.

Sicher ist dieses Modell eine mehr oder weniger starke Vereinfachung der Gegeben-
heiten in realen Systemen; es wird aber durchaus der Anspruch erhoben, dafl es in der
Lage ist, experimentelle Befunde naherungsweise zu beschreiben, d. h., daR es mindestens
qualitative Ergebnisse korrekt reproduzieren kann.

Wesentlich werden in dieser Arbeit die quantitative und qualitative Beschreibung der
Einfliissse von Unordnung auf das Diffusionsverhalten von Gittergasen sein. Realisiert wird
das Gittergasmodell mit Unordnung z. B. bei der Diffusion von Wasserstoff auf Zwischen-
gittern in ungeordneten Metallen, der Diffusion in nicht-stéchiometrischen Oxiden oder
der Interdiffusion in ungeordneten Legierungen (siche Referenzen in [69]).

In der Abbildung 2.1 wird das Gittergasdiffusionsmodell fiir den Fall eines einfach qua-
dratischen Gitters dargestellt. Die Dynamik des Gittergases wird durch zeitlich konstante
Ubergangsraten auf unbesetzte nichste Nachbarplitze bestimmt. Die Doppelbesetzung
von Gitterplatzen soll aufler bei der Behandlung einzelner unabhéngiger Teilchen aus-
geschlossen werden, d. h. bei den Gittergasteilchen handelt es sich um Fermi-Teilchen.
Andere als diese ,triviale Wechselwirkung werden nicht in Betracht gezogen. In expe-
rimentellen Systemen ist dies in der Regel eine starke Vereinfachung. Auch lassen sich
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in vielen Fallen Sprung-Wahrscheinlichkeiten zu iibernachsten Nachbarpldtzen oder iiber
noch gréfere Distanzen diskutieren. Ich will in dieser Arbeit wirklich nur das ,,einfachste
Gittergasmodell behandeln, um die Phanomene, die sich bei diesem Vielteilchensystem
mit Unordnung ergeben, klarer herausarbeiten zu kdnnen und zumindest gendhert auch

analytisch beschreiben zu kénnen.
U

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des Gittergasmodells fiir die Diffusion. Die aus-
gefiillten Kreise représentieren Teilchen. Fiir ein Teilchen sind die méglichen Spriinge zu
benachbarten Platzen durch Pfeile gekennzeichnet.

Fiir die Ubergangsraten der Teilchen auf nachste Nachbarplatze nehme ich ein Arrhe-
niusgesetz an. Dies besagt, dafl einem Sprung von einem Gitterplatz 7 zum Platz f' eine
positive Energiebarriere AFE; ; entgegensteht?, die durch eine thermische Anregung iiber-
wunden werden mufl. Die thermische Anregung wird dabei durch Phononen vermittelt.
Daher wird fiir die Ubergangsrate I'; ; von 4 nach f ein Exponentialgesetz angenommen

I';y =Toexp (—BAE; %), (2.1)

wobei (3 die inverse Temperatur 1/kpT ist und I’y die Bedeutung einer Versuchsfrequenz
hat, also ein generelles von der Temperatur unabhingiges MaR fiir die Ankopplung der
Gittergasteilchen an die Phononen ist. Bei der Annahme eines Arrheniusgesetzes wird
davon ausgegangen, daf die eigentlichen Spriinge instantan geschehen, d. h. die einziege
relevante Zeit ist die Wartezeit bis ein Sprung stattfindet. Die Betrachtung dieser Warte-
zeiten kann als analytischer Zugang dienen, was spéter noch gezeigt werden wird (Kapitel
3.1).

Von einem Arrhenius-Verhalten der Diffusion wird gesprochen, wenn sich auch der
Diffusionskoeflizient entsprechend dem Arrheniusgesetz verhalt, d. h. in einer logarithmi-
schen Auftragung gegen die inverse Temperatur ein lineares Verhalten zeigt.

Quantenmechanische Effekte wie das Tunneln von Teilchen durch die Energiebarrie-
ren, das bei sehr niedrigen Temperaturen eine Rolle spielen kénnte und zu komplizierteren
Ubergangsgesetzen fithren wiirde, werden bei einem einfachen Arrheniusgesetz vernachlés-
sigt. Weiterhin werde ich davon ausgehen, daR die Ubergangsraten zeitlich unversnderlich

1Hier steht 4 fiir ,initial® und f fiir ,final®.
2Dies ist genauer eine freie Energie, wenn das Volumen konstant gehalten wird bzw. eine freie Enthal-

pie, wenn der Druck konstant ist.
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sind. Insbesondere bedeutet dies, daR bei der Behandlung der Gittergasdiffusion keine
Abhangigkeiten der Raten von den Besetzungen der Gitterplitze existieren. Dies ist si-
cherlich eine Naherung, denn i. a. sollte es durchaus eine Riickkopplung der Besetzung von
Zwischengitterplatzen auf das zugrundeliegende Gitter geben. Die Approximation fester
Raten hat sich aber bewahrt [42].

Die Ubergangsraten der Form (2.1) werden in meiner Arbeit in der Regel als ungeord-
net verteilt angenommen. Dies gelingt durch eine zuféllige Verteilung der Energiebarrieren
AE; ; zwischen den Gitterpldtzen. Die Energieunordnung wird im Folgenden immer als
eingefroren, d. h. als zeitlich konstant, und fest vorgegeben vorausgesetzt. Bei der Deu-
tung von Experimenten besteht dagegen gerade in der Entschliisselung der Ubergangsra-
tenverteilung bzw. der Hipfmechanismen die eigentliche Schwierigkeit. Sind umgekehrt
allerdings die Wirkungen bestimmter Energieverteilungen auf das Diffusionsverhalten des
Gittergases bekannt, so sollte dies durchaus bei der Experimenterklérung hilfreich sein.

2.2 Grundlagen der analytischen Beschreibung

Die analytische Beschreibung der Gittergasdiffusion ist beim Vorhandensein von Unord-
nung sehr schwierig und exakt nur in wenigen Grenzfallen moglich. Wo im einzelnen exakte
Losungen gelingen, wird schon an den Grundgleichungen des Problems deutlich.

2.2.1 Einteilchendiffusion

Als erstes soll eine Gleichung fiir die Dynamik des Gittergases abgeleitet werden (siche
hierfiir z. B. [47]). Dabei will ich mich in diesem Kapitel auf die Betrachtung unabhéangi-
ger Teilchen beschranken. Hierdurch lassen sich einige grundlegende Uberlegungen klarer
darstellen.

Die Wahrscheinlichkeit, daR sich ein gegebenes Teilchen auf einem Gitterplatz ! zur
Zeit t, + 7 befindet, ist durch die Funktion P(f, tn + 7) bestimmt. Fiir diese Grofie mufl
bei einem angenommenen Markov-Prozefll gelten

P(Lta+7) =Y LpP(Fta), (2.2)
()

denn zur Zeit t, mufl sich daf Teilchen auf einem benachbarten Gitterplatz I’ befunden
haben. Die Summe in (2.3) geht iiber alle Nachbarplatze, was durch die spitzen Klam-
mern (.) angedeutet werden soll. Von Interesse fiir die Dynamik des Teilchens ist nun die
Anderung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Ort I'im Zeitintervall 7. Sie kann sich
lediglich durch Spriinge auf benachbarte Plitze verringern:

P(l,t, + TT) — P(l,t,) = [Fﬁ,fp(ﬁ> ta) — I‘f,f,P(l_; tn)} . (2.3)
{#)
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER TEILCHENDIFFUSION AUF GITTERN

Die Ubergangsraten T sind hier Ubergangswahrscheinlichkeiten pro Zeiteinheit 7. Wenn
man das Zeitintervall 7 sehr klein macht, dann geht der Differenzenquotient in (2.3) in
eine Ableitung iiber und es ergibt sich die sogenannte Mastergleichung

L p(i;t) = Y [P (B t) - TP (D)) (2.4

Eigentlich ist die verwendete Formulierung der Besetzungswahrscheinlichkeiten P (f t)
schon eine vereinfachte Darstellung, denn im Grunde handelt es sich um bedingte Wahr-
scheinlichkeiten, nédmlich die Besetzung am Ort [ zur Zeit ¢ unter der Bedingung, daf
sich das Tellchen zur Zeit t; am Ort lo aufgehalten hat, d. h. es miifite konsequenterweise
eine Anfangsbedingung mit angegeben werden [57]. Aus Griinden der Einfachheit und
Ubersichtlichkeit werde ich in der Regel darauf verzichten, ohne daR dies die Richtigkeit
meiner Rechnungen beeintrachtigen wird.

Zu beachten ist, dal die Mastergleichung nur dann giiltig ist, wenn nicht zwei oder
mehrere grundsatzlich verschiedene Transportmechanismen der Diffusionsbewegung zu-
grunde liegen [54]. Dies ist z. B. der Fall beim Transport durch porése Medien, wenn
zwel voneinander sehr verschiedene Verteilungen von Porengrofien vorliegen oder beim
Transport durch pordses Gestein, wenn der Hauptteil des Transports entlang von Brii-
chen geht. Letzteres Modell ist bei den Olgesellschaften sehr populir bei der Beschreibung
des Transports durch Gesteinsreservoire [31].

Bei der stationéren Losung der Mastergleichung erhili man eine Detailierte-Gleichge-
wicht-Bedingung zwischen beliebigen benachbarten Gitterplstzen I und I’

Fﬁ,fp(l',t) = Fl-:l-;P(l,t). (2.5)
Aus Griinden der Einfachheit beschranke ich mich jetzt auf den Fall der eindimensionalen
Mastergleichung und nehme eine uniforme Ubergangsrate T' auf dem Gitter an. Dann
fiihrt die Taylor-Entwicklung von (2.4) bis zum ersten nicht verschwindenden Glied zu

Lpt) = TIPUE+PL)—2P(1,8)

at
+ (ij(l 0 - 2P, t))
+ l(j;P(l t)+%P(l t))
—+ ]’

wobei a die in dieser Arbeit auf eins normierte Gitterkonstante ist. Der Ubergang zur
Kontinuumsbeschreibung, d. h. | — =, gelingt durch a — 0:
d

&
—P(2,t) =Ta’o—P(a,1). (2.6)
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Dies ist die Diffusionsgleichung in einer Dimension mit dem Einteilchen-Diffusionskoefli-
zienten Dy, der Form?®

D, =T'd®. (2.7)

Die Losung der Diffusionsgleichung ist bei der Anfangsbedingung P(z,0) = f(z) fiir
alle Zeiten ¢t > 0

P(z,t) = [ : de'G(z, t|z', 0) £ (') (2.8)

mit

Gz, tle' ') = (2 — o) ) . (2.9)

exp | ——=———F7
4 Dypt — ¥/ ( 4Dt — 1]

Die GroRe G(z,t|2’,t') ist die Losung fiir die Anfangsbedingungen f(z) = é(z — z’) bei
t=1¢.

Im Anhang A wird der von Ort und Zeit unabhéngige Einteilchen-Diffusionskoeffizient
unabhangig von der Dimension des Gitters iiber die Fourier-Transformation der Master-

gleichung (2.4) hergeleitet.
In (2.3) bzw. (2.4) sowie der Gleichung (2.6) ist T' die Ubergangsrate zwischen zwei
Platzen. Da z Nachbarplatze, wobei z die Koordinationszahl ist, vorhanden sein kénnen,

ist es zweckmaRig die folgende Normierung
zZIl=1 (210)

zugrunde zu legen. Hierdurch kann bei der Angabe der Diffusionskoeflizienten von trivialen
Faktoren durch Geometrieeffekte abgesehen werden.

Die Diffusionsgleichung (2.6) folgt auch aus dem ersten Fick’schen Gesetz, das den
Teilchenstrom J eines Gittergases der Konzentration ¢ verursacht durch einen Konzen-

trationsgradienten beschreibt:

dP

= —Dg—-. 2.11
‘] Pdm ( )
Wird auf diese Beziechung ndmlich die Kontinuititsgleichung
6P 4J
—+ = : 2.12
ot " 5e 0 ~ (2.12)

angewendet, so ergibt sich sofort wieder die Diffusionsgleichung.

3FEine mit dem {ibrigen deutschsprachigen Text konsistente Schreibweise wire natiirlich D.r statt
Dy, wobei ,sp“ fiir ,single particle“ steht. Ich mochte aber bei der Variablenbezeichnung durchgehend
englische Kiirzel verwenden, um mit sonstiger Literatur vergleichbare Bezeichnungen zu benutzen.
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2.2.2 Vielteilchendiffusion

Die im vorherigen Abschnitt beschriebene Einteilchendiffusion ist nicht Hauptgegenstand
dieser Arbeit, sondern vielmehr ein Grenzfall der Vielteilchendiffusion, der mein eigentli-
ches Interesse gilt. Spater werde ich allerdings den Vielteilchenfall doch stets auf exakte
oder approximative Weise auf den Fall einzelner, unabhangiger Teilchen zuriickfiihren.
Wie dies grundsatzlich moglich ist, soll schon hier beschrieben werden.

Die einzige Wechselwirkung, die die einzelnen Teilchen voneinander abhéngig macht,
soll, wie schon oben erwihnt, der AusschluR der Doppelbesetzung von Gitterplatzen sein.
Es handelt sich bei den Gittergasteilchen also um spinlose Fermi-Teilchen, die im thermo-
dynamischen Gleichgewicht der Fermi-Dirac-Statistik gehorchen. Damit ist die mittlere
Besetzung c; fiir einen Gitterplatz der Energie E; gegeben durch

1
T 1+ eap(B(E; — p))’

wobel i das chemische Potential ist. Diese ¢; werde ich im weiteren auch kurz als (ther-
mische) Besetzungsfakioren bezeichnen.

Befindet sich auf einem Gitter eine bestimmte Dichte an Teilchen, so sind die Besetzun-
gen verschiedener Platze keine unabhangigen statistischen Variablen mehr und man muf§
Verbundwahrscheinlichkeiten einfithren. Die Verbundwahrscheinlichkeit, dafl Platz [ und
I zur selben Zeit ¢t besetzt sind sei durch P(I,1,t) gegeben. Die Verbundwahrscheinlich-

keit, daR Platz [ besetzt ist und [/ unbesetzt, soll durch P(f, [;, t) beschrieben werden. Im
Folgenden werde ich bei diesen beiden Grofen von Zweipunktkorrelationsfunktionen oder
auch kurz Zweipunktfunktionen sprechen. Zwischen den beiden Korrelationsfunktionen

besteht die Beziehung

(2.13)

C,'(Ez')

-y

P(i,t) = P(LF,t) + P(I, ). (2.14)

Eigentlich ist es ein wenig unsauber auch im Fall der Vielteilchendiffusion Grofen der Form
P(.) zu verwenden, denn nun haben sie die Bedeutung einer Besetzung, die entweder 0
oder 1 ist. Im Einteilchenfall beschreibt die gleiche Grofie einen stochastischen Prozef des
betrachteten Teilchens, ist also an ein bestimmtes Teilchen gebunden. .

Die Relation (2.14) besagt gerade nur, dafl wenn der Platz ['besetzt ist, Platz I entwe-
der auch besetzt oder unbesetzt ist. Die Schwierigkeit in der Behandlung der Vielteilchen-
diffusion besteht darin, daR die Zweipunktkorrelationsfunktion i. a. nicht faktorisiert. Ein
trivialer Fall, bei dem eine Faktorisierung giiltig ist, ist das thermodynamische Gleichge-
wicht. Jedoch schon der allgemeine stationédre Fall 14fit keine Faktorisierung zu.

Die obige Einteilchen-Mastergleichung (2.4) lautet im Vielteilchenfall

d — - - 5
2Pty = 3 [TapP@, 1) - TP 1) (2.15)
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Die stationdre Losung dieser Gleichung liefert wieder eine Detailierte-Gleichgewicht-Re-
lation und zwar diesmal fiir den Vielteilchenfall:

-~ T

Fl7,fP(l/: l7t) = Pm—;P(f, lz;yt)~ (217)

Diese Relation gilt nicht nur im thermodynamischen Gleichgewicht, sondern allgemeiner
fiir beliebige stationdre Losungen.

Im Spezialfall symmetrischer Ubergangsraten Ly =Tar 18Rt sich (2.16) in die Form
einer Mastergleichung (2.4) fiir einzelne Teilchen bringen. Diese Transformation des Viel-
teilchenproblems in ein Einteilchenproblem hat Kutner [89] gefunden. Wenn die Vielteil-
chendynamik in eine Einteilchendynamik iibergeht, bedeutet dies insbesondere, dafl die
Diffusion des Gittergases unabhéngig von der Dichte der Teilchen ist! Den physikalischen
Grund hierfiir mochte ich im nachsten Kapitel erldutern.

2.3 Unordnungsmodelle

Wie schon erwihnt, ist die analytische Losung der allgemeinen Mastergleichung (2.15)
oder auch nur ihrer Einteilchenvariante (2.4) bei ,Unordnung® gleich welcher Art sehr
schwierig. Inwieweit iiberhaupt approximative oder exakte analytische Ansatze gefunden
werden konnen, hangt entscheidend von den speziellen Gegebenheiten des Unordnungs-
modells ab. Im Folgenden soll auf die verschiedenen denkbaren Modelle zur Unordnung
eingegangen werden und ihre Losbarkeit besprochen werden.

Im wesentlichen lassen sich zwei verschiedene Klassen von Unordnung unterscheiden:

e Die Pfade der diffundierenden Teilchen bilden keine geordnete Gitterstruktur, son-
dern sind topologisch ungeordnet.

e Es liegt dem Diffusionsproblem eine topologisch geordnete Gitterstruktur zugrun-
de, aber die Ubergangsraten zwischen verschiedenen Gitterplatzen sind ungeordnet

verteilt.

Die topologische Unordnung stellt sicher eine besondere Herausforderung dar. Sie soll aber
nicht Gegenstand dieser Arbeit sein. Experimentell ist sie z. B. in amorphen Substanzen
realisiert und hat deshalb fiir die Beschreibung vieler Experimente durchaus Bedeutung.
Praktisch wird aber stets versucht, die topologische Unordnung auf eine energetische zu
transformieren [78].

Hier sollen allein die ungeordneten Ubergangsraten von Interesse sein und zwar, wie
schon oben erwihnt, nur Ubergangsraten auf jeweils nichste Nachbarplitze. Ubergénge
auf weiter entfernte Nachbarplitze oder gar eine ungeordnete Verteilung von Sprungdi-
stanzen werden nicht zugelassen. Dann sind fiir diese Arbeit im wesentlichen vier Unord-
nungsmodelle von Belang, die in der Abb. 2.2 dargestellt sind.

Beim Random-Barrier-Modell (Abb. 2.2a) ) sind die Ubergangsraten symmetrisch,
d. h. Fz",ﬁ = Ipp Dadurch 14t sich, wie im vorherigen Kapitel 2.2.2 beschrieben, das
Vielteilchen- auf ein Einteilchenproblem zuriickfiihren. In diesem Modell sind die einzelnen
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b)

-
-

AT

d)

|-

Abbildung 2.2: Verschiedene Modelle fiir ungeordnete Ubergangsraten: a) Random--
Barrier-Modell mit symmetrischen Ubergangsraten, b) Random-Trap-Modell, bei dem
die Ubergangsraten richtungsunabhéngig sind, c) Modell mit véllig symmetrielosen Uber-
gangsraten und d) Perkolationsmodell, bei dem nur ein Teil der Gitterplatze zuginglich
ist; die durch weifle Kastchen gekennzeichneten Platze sind fiir Teilchen blockiert.

Gitterplatze nicht energetisch abgesenkt, lediglich die Sattelpunkte der Fnergieverteilung
haben unterschiedliche Niveaus. Im thermodynamischen Gleichgewicht ist das Gittergas
aul dem Gitter also gleichverteilt. Unterschiedliche Gitterplatze haben im Gleichgewicht
keine differierenden Besetzungswahrscheinlichkeiten. Dies ist der physikalische Grund da-
fiir, daf in diesem Modell bei der kollektiven Diffusion keine Vielteilcheneffekte auftreten.

L

N

Abbildung 2.3: Riicksprungkorrelationen im Random-Barrier-Modell.

Was dieses Modell in endlichen Dimensionen schwierig macht sind die Riicksprung-
korrelationen, die schon bei einzelnen Teilchen auf dem Gitter auftreten (Abb. 2.3). Die
Teilchen werden namlich stets bevorzugt in Richtung kleiner Barrieren springen. Hat ein
Gittergasteilchen einen Sprung von Gitterplatz f zum Platz ¢ ausgefiihrt, so miifite das
Teilchen fiir einen weiteren Sprung in die gleiche Richtung eine wesentlich hohere Bar-
riere iberwinden. Deshalb ist ein Riicksprung zum Platz f iiber die niedrigere Barriere
sehr viel wahrscheinlicher. Erhohte Barrieren haben eine riicktreibende Wirkung auf die

Gittergasteilchen!
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Die Riicksprungkorrelationen treten allgemein bei einer Barrierenunordnung auf und
nicht nur beim reinen Random-Barrier-Modell.

Ein praktisch gegenteiliges Modell ist das Random-Trap-Modell* (Abb. 2.2b) ), das
durch richtungsunabhingige Ubergangsraten 'y ausgezeichnet ist. Die Sattelpunkte der
Energieverteilung auf dem Gitter sind hier von konstanter Hohe und die Gitterplatzener-
gien unterschiedlich. Dies hat zur Folge, daf im Gleichgewicht die energetisch verschieden
stark abgesenkten Gitterplatze unterschiedliche Besetzungen aufweisen. Insbesondere sind
diese Besetzungen von der Dichte oder Konzentration ¢ des Gittergases abhéngig. Das ist
der physikalische Grund fiir die komplexen Vielteilcheneffekte beim Random-Trap-Modell.
Der Grenzfall einzelner Teilchen ist bei der Random-Trap-Unordnung allerdings einfacher
zu behandeln, weil die Richtungsunabhangigkeit der Ubergangsraten die Diffusion unab-
héngig von der Dimension des Gitters macht.

Allgemein kénnen die Raten in diesem Modell in der Form

T = exp (BE;) (2.18)

geschrieben werden, wobei Ej die negativ gezahlte Platzenergie ist. Im Einteilchenfall ist
die Besetzungswahrscheinlichkeit dieses Gitterplatzes im Gleichgewichtszustand®

= 1
peall) = 7 exp (=BEy) . (2.19)
Die Grofe Z bezeichnet die Zustandssumme, die die Form

Z =3 exp (—BE;) (2.20)
r

hat. Man erkennt, daR die Ubergangsraten (2.18) umgekehrt proportional zu den Gleich-
gewichtsbesetzungen (2.19) sind. Ich setze hier allgemein voraus, daf die Gleichgewichts-
besetzungen iiberhaupt existieren. Bei allen in dieser Arbeit behandelten Modellen ist
dies der Fall. Ein Gegenbeispiel ist das Sinai-Modell [142], bei dem die Platzenergie E;
einen Random-Walk beschreibt und keine feste Referenzenergie existiert.

In der Abb. 2.2¢) ist die Verteilung der Ubergangsraten véllig unsymmetrisch, d. h.
sowohl die Sattelpunkte als auch die Senken des Potentials auf dem Gitter sind zufal-
lig verteilt. Schrankt man diese Art der Unordnung dadurch ein wenig ein, indem man
keine Senken zulaflt, die sich auf einem hdheren Energieniveau befinden als irgendein Sat-
telpunkt der Energie, dann handelt es sich bei diesem Unordnungsmodell um eine reine
(unter Umsténden korrelierte) Kombination aus Random-Trap- und Random-Barrier-Mo-
dell. Ein solches Modell méchte ich im weiteren als kombiniertes Modell bezeichnen. Es
ist von Limoge und Bocquet [97] zur Interpretation des Diffusionsverhaltens von einzelnen
Teilchen in amorphen Materialien herangezogen worden. Obwohl diese Materialien unge-
ordnet sind, beobachtet man experimentell teilweise ein Arrhenius-Verhalten der Diffusi-
on, was auf eine relevante effektive Energiebarrierenhéhe hindeutet. Limoge und Bocquet
haben versucht, dies im Rahmen des kombinierten Modells zu erklaren (Kapitel 7.4).

4Als deutsche Entsprechung dieses Begriffes konnte ,Zufallsverteiltes Haftstellen-Modell“ dienen.
5Das Kiirzel ,eq“ steht fiir ,equilibrium®.
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Das vierte Modell (2.2d) ) beschreibt die Gittergasdiffusion auf einem Perkolationsgit-
ter (siehe hierzu [145]). Bei diesem Typ von Gitter sind nicht alle Platze fiir das Gittergas
zugdnglich, d. h. eine zufallig verteilte Dichte von Platzen ist permanent blockiert und le-
diglich ein Anteil p ist offen. Liegt dieser Anteil p unterhalb der Perkolationsschwelle p., so
existieren keine iiber das Gitter unendlich ausgedehnten Bereiche, auf denen sich die Teil-
chen bewegen kénnen. Damit ist keine langreichweitige Bewegung mehr méglich und die
Diffusion anormal. In diesem Fall einer blockierten Bewegung ist das Diffusionsverhalten
subdiffusiv. Insbesondere sind auf einem Perkolationsgitter die Ubergangsraten symme-
trisch, wodurch die Vielteilchenbewegung wieder einer Eichteilchendynamik entspricht.
Dies ist von Braun und Kehr [24] numerisch bestétigt worden.

Die oben aufgefithrten Grundmodelle lassen sich nach Belieben kombinieren und er-
génzen. Ein Modell, daR in dieser Arbeit ebenfalls ndher untersucht werden soll, ist das
sogenannte Miller-Abrahams-Modell [105]. Es ist von Miller und Abrahams zur Beschrei-
bung des Ladungstransportes in gedopten Halbleitern eingefiihrt worden. Allerdings bezog
sich ihr Modell auf Uberginge zwischen Zustanden mit unterschiedlichen Distanzen, so
daf auch die Ubergangsraten eine Langenabhangigkeit hatten. Da ich ihr Modell auf
nachste Nachbaribergange beschranke, entféllt die Langenabhangigkeit.

Im Miller-Abrahams-Modell werden lediglich Ubergénge zu energetisch hoheren Git-
terplétzen thermisch angeregt, wihrend Uberginge auf Plitze niedrigerer Energie mit
einer uniformen Rate gelingen (siehe Abb. 2.4). Die Ubergangsraten sind in diesem Fall

Abbildung 2.4: Potentialverlauf im Miller-Abrahams-Modell.

definiert durch

F.;,f _ {Po CXP(*,B(EJ! - E,)) fur E,' S Ef (221)
AN fir E; > Ef,

wobei E; die Energie des Startplatzes und E; die Energie des Zielplatzes des Uberganges

ist. Diese Wahl der Ubergangsraten geniigt eher der physikalischen Anschauung als die

oben besprochenen Grundmodelle.

Bei einem weiteren Unordnungsmodell, das von van den Broeck [25] mit dem Begriff
,In-Site-Randomness® umschrieben worden ist, sind die Ubergangsraten von allen Nach-
barplatzen zu einem Platz hin identisch. Dies wird in Abb. 2.5 fiir den Fall zweier unter-
schiedlicher Ubergangsraten illustriert. Es bildet sich die typische Doppelbarrierenstruktur
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Abbildung 2.5: Darstellung des Potentialverlaufes bei In-Site-Randomness der Ubergangs-
raten fiir den Fall von zwei unterschiedlichen Raten I' und I'<.

aus [151]. Dieses Modell ist speziell fiir die Leerstellendiffusion im Random-Trap-Modell
von Bedeutung (siehe Kapitel 2.5.3).

Allgemein ist es bei der Art der vorgestellten Unordnungsmodelle mit einer festen
Referenzenergie E,.s immer moglich, zwischen einem Trap- und einen Barrierenanteil der
Ubergangsrate T'; ; zu unterscheiden (sieche Abb. 2.6). Der Trapanteil If; = exp(—AE:y)
ergibt sich aus der (relativ zu Platz f) energetisch stirkeren Absenkung des Gitterplatzes
1. Er bildet den asymmetrischen Anteil der Rate. Der symmetrische Anteil ist der Bar-
rierenanteil I'Y, = exp(—Fj s), der in der zusétzlich zwischen Platz ¢ und f bestehenden
symmetrischen Energiebarriere begriindet ist. Die allgemeine Form einer Ubergangsrate
kann also in die Form

I.; = T.,IY (2.22)
= Fo €Xp (—(AE,',)! + E,',f)) (223)
gebracht werden.
Lis

Eis

1 £ Eref
=]

Abbildung 2.6: Allgemeine Zusammensetzung einer Ubergangsrate aus einem Trapanteil
AE; ¢ und einem Barrierenanteil F; ;.
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2.4 Energieverteilungen

Im Laufe meiner Simulationen und analytischen Rechnungen zur Diffusion von Gitterga-
sen auf ungeordneten Gittern habe ich eine Reihe unterschiedlicher Energieverteilungen
zur Generierung der Unordnung verwendet. Hierbei bezieht sich ,,Unordnung® im we-
sentlichen auf ungeordnete Gitterplatzenergien. Den Platzenergien werden stets negative
Energiewerte zugewiesen. Verteilungen von Barrierenhéhen kénnen entsprechend ausge-
wihlt werden. Bei den Barrieren ist lediglich zu beachten, dafl ihnen positive Energiewerte
zugewiesen werden.

Grundsétzlich kann man zwischen zwei unterschiedlichen Verteilungen unterscheiden,
namlich den diskreten und den kontinuierlichen. Als Beispiel fiir eine diskrete Verteilung
habe ich das sehr einfache sogenannte ungeordnete Zwei-Niveau-System, das aus nur zwei
unterschiedlichen Energieniveaus besteht, untersucht. Von mir behandelte kontinuierliche
Verteilungen sind die Gleich-, Normal- und Exponentialverteilung.

Beim ungeordneten Zwei-Niveau-System im Random-Trap-Modell gibt es Gitterplatze
zweier unterschiedlicher Arten, die normalen Gitterplitze und die Trap-Pldtze oder einfach
Traps. Die normalen Gitterplatze sind Platze mit hoherer Energie, die am einfachsten auf
null gesetzt wird, so daf die zugehdrige Ubergangsrate gleich der Versuchsfrequenz Iy ist.
Die Traps sind Plitze mit abgesenkter Energie E< < 0 und zugehériger Ubergangsrate
I'<. Dies wird in der Abb. 2.7 dargestellt.

Abbildung 2.7: Potentialverlauf fiir das ungeordnete Zwei-Niveau-System im Random--
Trap-Modell. Gitterplatze mit der Ubergangsrate I'g habe ich nur zur besseren Illustration

ebenfalls leicht abgesenkt dargestellt.

Das ungeordnete Zwei-Niveau-System ist somit durch die folgende Verteilung charak-

terisiert:
v(E)= (1~ c)8(E) + cd(E — E<). (2.24)

Die Gréfe ¢, ist die Trap-Konzentration und §(.) die §-Funktion.

Die kontinuierlichen Verteilungen sind in Abb. 2.8 illustriert. Unter diesen Verteilun-
gen ist die Gleichverteilung (Abb. 2.8a) ) die einfachste. Bei dieser Verteilung sind alle
Energien auf einem endlichen Energieintervall gleichwahrscheinlich:

(2.25)

% fir—-oc<E<O
0 sonst.
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2.4. ENERGIEVERTEILUNGEN

Diese Verteilung hat den Mittelwert ¢ /2 und die Varianz® o?/12.

a) 1 — b) 1
w05 - W o5l
> =
0 L 0
6 <4 2 0 6
E
¢) f d) 1 '
W o5l - W o5
& /\ &
0 S 0 4
6 -4 2 0 6 -4 -2 0
E E

Abbildung 2.8: Kontinuierliche Energieverteilungen fiir die Gitterplatzenergien: a) Gleich-
verteilung, b) Ezponentialverteilung, c) Normalverteilung und d) halbe Normalverteilung.

Eine weitere einfache Energieverteilung ist die Exponentialverteilung (Abb. 2.8b) ),
bei der die Gittergasdiffusion ein sehr interessantes Verhalten zeigt:

v(E) = 1 exp (E> : (2.26)

a g

Bei der exponentiellen Verteilung ist der Mittelwert o und die Varianz gleich 2.
Als letztes sei die Normalverteilung (Abb. 2.8¢c) und d) ) erwahnt:

W(E) = — exP(.—w—“@—z). (2.27)

2o 202

Die Normalverteilung hat den Mittelwert £ und die Varianz o?. Sie fallt wesentlich stirker
ab als die Exponentialverteilung und hat von den Resultaten der Gittergasdiffusion her
Ahnlichkeit mit der Gleichverteilung. Man kann die Normalverteilung als eine an den
Réandern aufgeweichte Gleichverteilung auffassen.

Allerdings tritt bei normalverteilten Gitterplatzenergien eine Schwierigkeit auf, da
diese Verteilung fiir Energiewerte von —oo bis +oo definiert ist, die Platzenergien aber

®Im Folgenden werde ich auch einfach von der Breite einer Verteilung reden, wenn ich deren Stan-
dardabweichung bzw. Wurzel aus der Varianz meine.
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immer negativ sein miissen. Man muf} den in den positiven Energiebereich hineinreichen-
den Schwanz der Verteilung abschneiden. Dann muf die Verteilung jedoch wieder normiert
werden. Dies gelingt auf verschiedene Weise. Zum einen kann man die Energiewerte, die
man im positiven Bereich abgeschnitten hat, auf null setzen. Dadurch ergibt sich die leicht
verdnderte Normalverteilung

W(E) = \/21_mfexp <—@—;§X>+(l—q)6(E) (2.28)
) o

Hierbei ist erf(.) die Fehlerfunktion:

erf(z) = \—/}_2-7; /_; exp (—%—2) de. (2.30)

Damit die neue Verteilung sich nicht wesentlich von der reinen Normalverteilung unter-
scheidet, wird man bemiiht sein, den Peak bei der Energie £ = 0 moglichst klein zu
halten, d. h. nur einen kleinen Teil (1 — g) der urspriinglichen Verteilung abzuschneiden
(siche Abb. 2.8c) ). Dazu wird die Normalverteilung allerdings entsprechend weit in den
negativen Energiebereich verschoben, was zumindest bei den Simulationen nicht unbe-
grenzt geschehen kann, denn kleinere Gitterplatzenergien verringern selbstverstandlich
auch die Gittergasdiffusionsbewegung. Bei meinen Rechnungen hat sich ¢ = 0.99, also ein
Abschneiden von 3% der Verteilung, als zweckméRig erwiesen.

Eine weitere Méglichkeit der Renormierung ist die Multiplikation eines Faktors 1/q
an die Verteilung. Hierdurch vermeidet man den Peak bei E = 0, wodurch die verénderte
Verteilung mehr Ahnlichkeit mit der urspriinglichen Normalverteilung erhalt:

V(B) =t exp (_@:_};)_2> (2.31)

q+/2ro 202

Dann 3Rt sich im Extremfall auch die sogenannte halbe Normalverteilung (Abb. 2.8d) )
behandeln, bei der man nur einen Ast der Verteilung benutzt. Dabei wird davon ausgegan-
gen, daR schon ein Ast der Normalverteilung die wesentlichen Eigenschaften der ganzen

Verteilung liefert.

2.5 Diffusionskoeflizienten

Wie komplex das Diffusionsproblem ist, wird leicht bei der Betrachtung der verschieden-
sten Definitionen von Diffusionskoeffizienten klar. In diesem Kapitel soll nur auf die fiir
meine Doktorarbeit wichtigsten eingegangen werden.
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2.5.1 Tracer-Diffusion

Bei der Tracer-Diffusion interessiert man sich fiir das Diffusionsverhalten von einzelnen
Gittergasteilchen. Man spricht in diesem Zusammenhang auch oft von Selbstdiffusion,
wenn die Dynamik der individuellen Teilchen vor einem Hintergrund gleichartiger Teil-
chen betrachtet wird. Bestimmt ist die Tracer-Diffusion iiber die mittlere quadratische
Verschiebung der Gittergasteilchen

1 &

(72(8)) = = D7 (1), (2.32)
NP 1=1

wobei N, die Anzahl der Teilchen auf dem Gitter ist. Die Definition des Tracer-Diffusi-

onskoeffizienten D, lautet damit

1,

Dt, = t]iyrgo ??,_CE T (t)), (233)
wobei d die Dimension des Gitters ist. Es wird in diesem Fall das Langzeitverhalten der
quadratische Verschiebung gemessen und in diesem Grenzfall ein linearer Zusammenhang
mit der Zeit postuliert. Das Kurzzeitverhalten kann hiervon durchaus verschieden sein.
Dies gilt insbesondere fiir ungeordnete Systeme [7]. Besteht dagegen fiir das Langzeitver-

halten der allgemeinere Zusammenhang
(72(t)) ~ ¢ (2.34)

und der Koeffizient o # 1, so spricht man von enormaler Diffusion. Ein Koeffizient o < 1
bedeutet subdiffusives Verhalten und ein Koeffizient o > 1 superdiffusives Verhalten der
quadratischen Verschiebung.

Bei der Diffusion einzelner Teilchen hat man es mit Random-Walkern zu tun, die
zumindest in geordneten Gittern einen Markov-ProzeR beschreiben, d. h. einen unkorre-
lierten Random-Walk. Bei einem wechselwirkenden Gittergas, und sei es auch nur eine
,harte Kern‘““Wechselwirkung durch den Ausschluff der Doppelbesetzung von Gitterplat-
zen, vollziehen die einzelnen Teilchen dagegen einen korrelierten Random-Walk, der kein
Markov-ProzeR mehr ist. Bei den Teilchenspriingen treten komplexe Riicksprungkorrela-
tionen als Gedéchniseffekt des Random Walkers auf.” Ist namlich ein Teilchen von Platz
1 auf Platz f gesprungen, dann ist sofort nach dem Sprung der Platz f unbesetzt und es
besteht eine erhchte Wahrscheinlichkeit fiir einen Sprung zuriick auf den Ausgangsplatz.
Diese Riicksprungkorrelationen machen eine analytische Behandlung der Tracer-Diffusi-
on sehr schwierig. Speziell gilt dies in ungeordneten Systemen. In dieser Arbeit wird das
Tracer-Problem von wechselwirkenden Gittergasen keinen breiten Raum einnehmen. Der
Grenzfall einzelner unabhangiger Teilchen fiir die Tracer-Diffusion eines Gittergases wird
allerdings von groferen Interesse sein. In diesem Fall ist auch ein analytischer Zugang

einfacher.

7Sie sind zum ersten mal von Bardeen und Herring zur Erklirung eines verringerten Tracer-Diffusi-
onskoeffizienten von radioaktiv markierten Metallteilchen in Metallsystemen mit Leerstellen postuliert

worden [11].
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Im Grenzfall einer sehr kleinen Konzentration ¢ des Gittergases ¢ — 0 ist die Tracer-
Diffusion identisch mit der Einteilchendiffusion und es gilt

Dy, = D, (2.35)

Der Einteilchen-Diffusionskoeffizient Ds, ist fiir verschiedene Félle exakt bekannt. Sie
werden im Kapitel 2.7 beschrieben.

2.5.2 Kollektive Diffusion

Bei der kollektiven Diffusion oder auch chemischen Diffusion® interessiert man sich nicht
mehr fiir das dynamische Verhalten einzelner Teilchen, sondern vielmehr fiir das des ge-
samten Gittergasensembles als Ganzes. Definiert ist der Diffusionskoeffizient fiir die kol-
lektive Diffusion wie der fiir einzelne Teilchen iiber das erste Fick’sche Gesetz (2.11).
Wie schon erwahnt (Kapitel 2.3), ist der kollektive Diffusionskoeflizient bei symmetri-
schen Ubergangsraten #quivalent zum Einteilchen-Diffusionskoeffizienten. Dies hat zuerst
Kutner [89] entdeckt. Er konnte auf diese Weise D..;® auf einem idealen Gitter mit der

uniformen Ubergangsrate T zu

Deon = T (2.36)

bestimmen. Es mag auf den ersten Blick verwunderlich wirken, dafl keine Konzentra-
tionsabhangigkeit der kollektiven Diffusion vorliegt, denn schlieRlich blockieren sich die
Gittergasteilchen zunehmend bei steigender Konzentration. Doch andererseits nehmen
auch mehr Teilchen an der Diffusionsbewegung teil, die reflektierend auf andere Teilchen
wirken, was den Diffusionskoeffizienten insgesamt konstant halt.

Es laRt sich an dieser Stelle auf einfache Weise eine Symmetrieeigenschaft des kol-
lektiven Diffusionskoeffizienten D, begriinden. Diese gilt fiir den Fall, daf De.u(c —
0) = Dcou(c — 1) erfillt ist. Dies bedeutet, daff sich in dem betreffenden Modell die
Diffusion einzelner Teilchen aquivalent zu der einzelner Leerstellen verhilt. Deshalb muf
Deon(c) im Teilchenbild gleich Deoi(1 — ¢) im Leerstellenbild® sein. D. h. der kollektive
Diffusionskoefhizient ist als Funktion von ¢ symmetrisch um ¢ = 0.5.

Es existieren mannigfaltige Moglichkeiten, den kollektiven Diffusionskoeffizienten zu
bestimmen. Hier sollen lediglich zwei sich unterscheidende Zugénge zu D..; besprochen

werden.

Bei der ersten Methode betrachtet man wie bei der Tracer-Diffusion die mittlere qua-
dratische Verschiebung, nun allerdings nicht mehr der einzelnen Teilchen, sondern des
Schwerpunktes des Gittergases. Dadurch ist erst einmal ein Schwerpunkts-Diffusionskoef-

8Ich habe auch die Bezeichnung ,,makroskopische Diffusion® in der Literatur gefunden.

®Das Kiirzel ,,coll“ steht fiir ,,collective diffusion®.
10Tm Leerstellenbild werden die unbesetzten Gitterplitze als Teilchen aufgefat und deren Diffusion

behandelt.
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fizient D.,, ' definiert:

- T 1 /32

Ny 2
mit (R2(t)) = N%,(Zﬁ(t)) : (2.38)

=1

Dieser Diffusionskoeflizient ist zuerst von Richards [132] eingefiihrt worden. Er ist davon
ausgegangen, dafl die Groe D.,, identisch mit dem kollektiven Diffusionskoeffizienten ist.
Zwerger*? hat dagegen analytisch gezeigt [156], daR dies nur bis auf einen rein thermody-
namischen Faktor korrekt ist. Es gilt ndmlich'®

Op
Deoyy = Be—Dem, 2.3
n=pPe dc (2.39)
wobel ¢ die mittlere Teilchenkonzentration ist. Kutner [90] hat diesen Zusammenhang
mit Monte Carlo-Simulationen bestétigt. In der Gleichung (2.39) kann die thermodyna-
mische GleichgewichtsgroRe du/dc leicht bestimmt werden, wenn man annimmst, daff die
Gittergasteilchen der Fermi-Statistik (2.13) gehorchen. Dann gilt némlich

0 1
¢= f_w BB (2.40)
wenn v(E;) die Platzencrgieverteilung ist. Damit folgt sofort
%~ [ dmu(B)exp (B(E: ~ 1) ( . ) (2.41)
o Jow 1+ exp (B(E; — p))
und wegen
1 = 1- ! (2.42)
1+ exp (B(E; — p))
- ffx(pﬂ (([fE’Ei - )))) (2.43)
schlieBlich
de
5o = Blall-e) (2.44)
o 1 (2.45)

de Ble(l —a))

1Dje Bezeichnung ,,cm® steht fiir ,centre of mass®.
127 werger spricht von ,bulk diffusion* statt ,centre-of-mass diffusion®.
13In der Dissertation von Pitzold [127] ist dieser Zusammenhang (dort Gleichung (3.4)) nicht korrekt

wiedergegeben worden.
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Die Klammern (.} sollen stets fiir die Unordnungsmittelung iiber alle indizierten Variablen

stehen.
Fiir mich wird also nur die folgende Form der Zwerger-Gleichung (2.39) von Bedeutung

sein:

Deot = Dem (2.46)

(ei(1—ci))
D. h. insbesondere fiir ideale Gitter, das sind Gitter mit einer uniformen Ubergangsrate
und allen Platzenergien auf einem Energieniveau,

1
i-a

Der kollektive Diffusionskoeffizient ist ebenfalls durch die Untersuchung des Verhal-
tens von Abweichungen vom Gleichgewicht zuginglich. Beispielsweise bestimmt er die
»Geschwindigkeit des Zerfalls eines Dichteprofils auf dem Gitter. Hier soll als Beispiel
das Kosinusprofil behandelt werden. Zur Zeit ¢ = 0 sei die Besetzung der Gitterplitze
gegeben durch

Dcoll = Dcm (247)

P(l_:t =0) =c+ dc(t =0)cos (I;:'i) . (2.48)

Die Grofe éc(t = 0) beschreibt dabei die Anfangsamplitude und k den Wellenvektor des
Profils. Es zerfsllt entsprechend der Diffusionsgleichung (2.6), die in mehreren Dimensio-

nen die Form

d — —
EZPU’ t) = Dot AP(L,t) (2.49)
hat. Wie man leicht einsieht, lautet die Losung fir das mit der Zeit zerfallende Kosi-

nusprofil
P([,t) = ¢+ 8c(t) cos (kl) . (2.50)

mit
dc(t) = de(t = 0) exp(—Deoutk *t). (2.51)

Wenn man also die zeitliche Anderung der Profilamplitude Sc(t) halblogarithmisch auf-
tragt, so erhalt man einen linearen Zusammenhang und kann der Steigung die Gréfie des
kollektiven Diffusionskoeffizienten entnehmen.

Zu beachten ist bei dieser Methode, daR der Wellenvektor stets klein genug gewahlt
wird, denn die Wellenldnge des Kosinusprofils mufl stets grofier sein als alle relevanten
Lingenskalen des Systems. Man will schlieflich das dynamische Verhalten auf grofien
Langenskalen untersuchen. Problematisch wird dies insbesondere auf Perkolationsgittern
[100, 145], wenn sich das System nahe der Perkolationsschwelle befindet. Dann werden
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namlich die relevanten Langenskalen, auf denen noch ein Zerfall des Dichteprofils mog-
lich ist, zunehmend grofer und bei der Perkolationsschwelle schlieflich unendlich. Der
Wellenvektor des Profils miifite also entsprechend beliebig klein werden.

Kollektiver und Tracer-Diffusionskoeflizient stehen miteinander in Beziehung. Ver-
nachléssigt man namlich alle Korrelationseffekte verursacht durch die im vorigen Kapitel
beschriebenen Riicksprungkorrelationen, dann ist der Diffusionskoeffizient der individu-
ellen Teilchenbewegung Dy, gleich dem der kollektiven Bewegung D.,; multipliziert mit
einem Blockierungsfaktor (1 — ¢), der die Blockierung eines Anteils ¢ der Gitterplitze
durch andere Teilchen beriicksichtigt. Dies fithrt zu

Dt,. = (1 — C)Dcoll- (252)

Insbesondere werden im Einteilchengrenzfall beide Diffusionskoeffizienten identisch, was
aber ohnehin klar ist.

Mit zunehmender Konzentration des Gittergases werden Korrelationseffekte wichtiger.
Es treten die schon erwahnten Riicksprungkorrelationen auf (siche Kapitel 2.5.1). Deshalb
muf die Gleichung (2.52) durch einen konzentrationsabhéngigen Korrelationsfaktor f(c)
ergdnzt werden, der zum ersten mal von Bardeen und Herring [11] im Grenzfall ¢ — 1

eingefiithrt worden ist:

Di» = (1 = ¢)f(¢) Deonr. (2.53)

Die Bestimmung des Korrelationsfaktors ist fiir beliebige Konzentrationen sehr schwie-
rig. Exakt 16sbar sind lediglich die Grenzfalle hoher und kleiner Teilchenkonzentration auf
einem idealen Gitter. Der Grenzwert fiir ¢ — 0 ist trivialerweise f = 1. Fiir ¢ — 1,d. h. im
Grenzfall eines fast vollen Gitters, auf dem sich nur noch einzelne Leerstellen unabhéngig
voneinander bewegen konnen'?, ist ebenfalls eine exakte Angabe der Grofe der Korrela-
tionen moglich. Dazu betrachtet man einen Random-Walker, der Austauschspriinge mit
den Tracer-Teilchen vollzieht {32, 30, 101]. Allgemein ist der Korrelationsfaktor in diesem
Fall bestimmt durch [32]

1 + {cos )
f= 1~ {(cos8) (2:54)
Hierbei bezeichnet (cos ) den mittleren Winkel zwischen aufeinander folgenden Spriingen,
der aufgrund der erhéhten Ricksprungwahrscheinlichkeit grofer als 90° ist, wodurch f
stets kleiner als eins wird.
Der Korrelationsfaktor hingt stark von der genauen Gitterstruktur ab und ist fiir
die verschiedensten Gittertypen berechnet worden [13, 85, 107]. Bei Montet [107] findet
man einen allgemeinen und einfach zu bestimmenden Naherungswert fiir Gitterstrukturen

14Tm Fall von ¢ — 1 will ich in Zukunft von Leerstellendiffusion sprechen und den zugehdrigen Diffusi-
onskoeflizienten mit D,, fiir ,single vacancy“ bezeichnen.
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mit der Koordinationszahl z und der am meisten gedffneten Struktur in der jeweiligen

Raumdimension?®.

f=1-2 (2.55)

z
Insbesondere geht der Korrelationsfaktor fiir ein Gitter mit unendlicher Koordinationszahl
gegen eins, d. h. die Korrelationseffekte verschwinden in diesem Fall. Der physikalische
Grund hierfur ist, da die einzelnen Gitterplatze bei unendlich vielen Nachbarplatzen eine
mittlere Umgebung ,;sehen”. Der mittlere Winkel zwischen aufeinander folgenden Spriin-
gen ist 90°, denn nur bei Parallelitdt zwischen den Spriingen ergibt sich eine Abweichung
vom rechten Winkel. Die Ubergangswahrscheinlichkeit zu einem bestimmten Nachbarplatz
- verringert sich mit 1/z, so dafl sich entsprechend auch die Korrelationseffekte vermindern.
Schon zwischen quadratischen und einfach kubischen Gittern lassen sich deutliche Unter-

schiede erkennen.
In der Tabelle 2.1 sind einige Korrelationsfaktoren, die fiir mich von Wichtigkeit sein

werden, aufgefiihrt.

| Gitterstruktur | —cosf | f |1-2/z]
planar honigwabenartig 1/2 1/3 1/3
quadratisch 0.36338023 | 0.46694219 1/2
einfach kubisch 0.209842 0.653109 2/3
hyperkubisch (d — oo) 0 1 1

Tabelle 2.1: Korrelationsfaktoren fiir hyperkubische Gitter.

Fiir allgemeine Konzentrationen des Gittergases kann keine exakte Aussage tiber den
Verlauf des Korrelationsfaktors f(c) gemacht werden. Nach meinen Kenntnissen sind
die ersten Simulationen zum konzentrationsabhéngigen Korrelationsfaktor von Bruin und
Murch [29] fiir einfach kubische Gitter durchgefiihrt worden. Ihr Interesse hat sich auf die
Defektdiffusion bei komplizierten Defektstrukturen bezogen. Bei kooperativen Sprungme-
chanismen haben sie auch negative Korrelationen beobachtet, d. h. einen Korrelations-
faktor grofier als eins. Weitere Simulationen zu f(c) existieren von Murch und Thorn fiir
Zwischengitterdiffusion in einfach kubischen Metallgittern [114], von Murch in fec-Git-
tern (Kohlenstoff-Diffusion in Urancarbid [109]) sowie ebenfalls fiir fcc-Gitter von Kehr,
Kutner und Binder, die Wartezeitverteilungen zur Berechnung von f(c) benutzt haben
[70]. Murch und Thorn [113] haben Simulationen auf dem zweidimensionalen Honigwa-
bengitter durchgefiihrt und ein beinahe lineares Verhalten des Korrelationsfaktors mit der
Konzentration gefunden. Kutner hat Simulationsdaten zum quadratischen Gitter erzeugt,
die in [68] verdffentlicht worden sind. Wieder findet man ein lineares Verhalten.

Die erste erfolgreiche Naherung fiir f(c) fiir den gesamten Konzentrationsbereich ist
von Sankey und Fedders [137] berechnet worden. Dazu haben sie eine komplexe Formulie-
rung der Tracer-Diffusion in Gittergasen iiber Diagramme eingefiithrt. Allerdings ist ihre

15Hierunter fallen z. B. die hyperkubischen Gitter.
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Theorie nicht vollig selbstkonsistent, was sich in einer leichten Abweichung des Grenz-
wertes f(c — 1) vom exakten Wert wiederspiegelt. Eine selbstkonsistente Behandlung ist
Nakazato und Kitahara [121] im Rahmen der Random-Walk-Theorie gelungen. Sie haben
eine allgemeine Losung fiir den Fall gefunden, daR dem Tracer eine andere Ubergangsrate
zugrunde gelegt wird, als den Hintergrund-Teilchen. Auf die hier behandelten Verhaltnisse
gleicher Raten fiir alle Teilchen reduziert lautet ihr Resultat, das eine sehr gute Ndherung

darstellt,

1+ {(cos 6)

fle) = 1+ 22_—_acc<cos ) (2.56)

Die GroRe (cos §) hat wieder die gleiche Bedeutung wie im Ausdruck (2.54) fir f(c — 1).
Wie es bei einer ,guten® Naherung sein sollte, ist (2.56) im Grenzfall ¢ — 1 dquivalent
mit dem exakten Resultat (2.54).

2.5.3 Leerstellendiffusion

Als letztes soll die Leerstellendiffusion bzw. der Leerstellen-Diffusionskoeffizient D,,'® be-
schrieben werden. Im Grunde genommen ist die Diffusion von Leerstellen nichts neues,
sondern vielmehr dquivalent zur Diffusion einzelner Teilchen. Sie bezieht sich auf den
Grenzfall der kollektiven Diffusion bei sehr groRen Gittergasdichten ¢ — 1. In diesem Fall
ist es notig vom Teuchenbild zum Leerstellenbild der Diffusionsbewegung iiberzugehen,
da die Diffusion durch die Dynamik der Leerstellen gepragt ist. Ich gehe auf diesen Spezi-
alfall nur deshalb gesondert ein, weil er fiir das Verstdndnis des Diffusionsverhaltens von
Gittergasen bei groflen Gittergaskonzentrationen wichtig ist.

Springt eine Leerstelle von Gitterplatz  auf Platz f, so bedeutet dies, daf ein Teilchen
in die umgekehrte Richtung springen muR. Die Ubergangsraten fiir die Leerstellendiffusion
'/ lauten deshalb

iy =T (2.57)

In der Abb. 2.9 ist der Ubergang von der Teilchen- zur Leerstellendiffusion am Beispiel
des ungeordneten Zwei-Niveau-Systems dargestellt.

In Unordnungsmodellen ohne Vielteilcheneffekte sind Einteilchen- und Leerstellendif-
fusion &quivalent, so z. B. fiir das Random-Barrier-Modell. Existiert aber ein konzentrati-
onsabhéngiger kollektiver Diffusionskoeffizient, dann sind die beiden Diffusionskoeffizien-
ten i. a. nicht identisch. Ein Beispiel hierfiir ist das Random-Trap-Modell, das ich in meiner
Diplomarbeit diesbeziiglich untersucht habe [73, 151]. Die Leerstelleniibergangsraten sind
in diesem Fall einfach durch die Platzenergie des Zielgitterplatzes bestimmt:

I =T, = exp(BEy). (2.58)

Wegen der Richtungsunabhingigkeit der Ubergangsraten im Random-Trap-Modell ergibt
sich fiir die Leerstellendiffusion die ,In-Site-Randomness* (Kapitel 2.3).

186Das Kiirzel ,sv* steht in diesem Fall fiir ,single vacancy®.
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r r I re

NN ()

Abbildung 2.9: Ubergang von der Teilchen- zur Leerstellendiffusion im ungeordneten Zwei-
Niveau-System bei ¢ — 1.

Das Miller-Abrahams-Modell wird dagegen beim Ubergang von der Teilchen- zur Leer-
stellendiffusion wieder auf ein Miller-Abrahams-Modell abgebildet. Lautet die Verteilung
der Gitterplatzenergien fiir die Einteilchendiffusion vy ,(E), so ergibt sich die Verteilung
fir die Leerstellendiffusion v, (F) leicht aus Gleichung (2.21) zu vg,(E) = vep(—E). Ist
also die Energieverteilung symmetrisch, dann ist die Diffusion von Leerstellen aquivalent
zur Diffusion von Teilchen. Dann folgt mit der in Kapitel 2.5.2 auf Seite 20 aufgezeigten
Symmetrieeigenschaft fiir die kollektive Diffusion in Abh#ngigkeit von der Gittergaskon-
zentration, daR der kollektive Diffusionskoeffizient im Miller-Abrahams-Modell mit einer
symmetrischen Energieverteilung eine symmetrische Funktion um ¢ = 0.5 ist.

2.6 Besetzungswahrscheinlichkeiten

In diesem Abschnitt méchte ich Méglichkeiten zur Berechnung der Besetzungswahrschein-
lichkeiten im thermodynamischen Gleichgewicht beschreiben. Diese werden sowohl fiir die
phénomenologischen Beschreibungen als auch innerhalb der Effektive-Medium-Theorie
bendtigt werden. Zwar ist dies kein Lehrbuch, aber dennoch werde ich der Vollstandigkeit
halber einige einfache Rechnungen ausfiihren.

Im Gittergas mit Ausschluf der Doppelbesetzung von Gitterplatzen gehorchen die
Gittergasteilchen, wie schon oben erwéhnt (Kapitel 2.2.2), der Fermi-Statistik:

1
) = T eap(B(E — ) (259)

Durch diese Gleichung kénnen die Besetzungen ¢; von Gitterpldtzen mit der Gitterplatz-
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energie E; noch nicht direkt berechnet werden, denn das chemische Potential p ist nicht
bekannt. Es ist fir ein Gittergas der Konzentration c implizit durch

1
I+ oxp (B(E: — 1))’

definiert. I. a. mufl diese Gleichung numerisch nach p aufgelost werden, was aber keine
Schwierigkeit bedeutet.

Ein spezieller Fall, in dem eine exakte Angabe der Besetzungswahrscheinlichkeiten
leicht mdoglich ist, ist das ungeordneten Zwei-Niveau-System, bei dem es lediglich zwei
unterschiedliche diskrete Energieniveaus gibt.

Eine genaue Beschreibung der Ableitung der Besetzungen findet man z. B. bei Patzold
[127, Seite 16ff]. Ich will die wesentlichen Punkte hier in einer einfacheren Darstellung kurz
rekapitulieren.

Nach der Definition des ungeordneten Zwei-Niveau-Systems in Kapitel 2.3 hat ein Teil
(1 — ¢;) der Gitterplatze die Energie £ = 0 und der iibrige Teil ¢, der Gitterplitze die
abgesenkte Energie E<. Die Teilchenkonzentration auf den normalen Plitzen mdchte ich
mit ¢; bezeichnen und die auf den Trap-Plitzen mit c;. Dann folgt fiir die Gesamtkon-

zentration ¢ des Gittergases

(2.60)

e= [ Om dE(E;)

c=(1—ct)er + ceen. (2.61)

Weiter ergibt die Anwendung der Detailierte-Gleichgewicht-Relation im Vielteilchenfall
(2.17)

ci(l —¢3) = ['cy(l — c1). (2.62)

Zur Bestimmung von ¢; und ¢, 16st man z. B. (2.61) nach ¢; auf, setzt das Ergebnis in
(2.62) ein und erhélt eine quadratische Gleichung fiir ¢,. Die Losung fiir ¢, muf§ schliefilich
nur noch in (2.61) zur Bestimmung von ¢; eingesetzt werden. Das Resultat lautet

1
c; = M[C~Ct_exp(—ﬁE<)—l+S:! (263)
1 1
cy = 2—ct[c+6t+exp(-—,3E<)——1_S} (2.64)

' ) ¢+ — 2ce 1 2
mit S = \)(c——ct) +2exp(_ﬂE<)_1+(exp(—-,5E<)‘“1) .

2.7 Exakte Resultate

Zum Schluf des einleitenden Kapitels méchte ich ohne Anspruch auf Vollstandigkeit ei-
nige exakt bekannte Resultate fiir den Diffusionskoeflizienten in ungeordneten Gittern
vorstellen. Alle exakten Losungen, die ich hier behandeln werde, beziehen sich auf Ein-

teilchenprobleme.
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Exakte Resultate sind in erster Linie fiir eindimensionale Gitter gefunden worden. Ein
Unordnungsmodell, das fiir alle Dimensionen exakt gelost ist, ist das Random-Trap-Modell
fiir hyperkubische Gitter. Der Diffusionskoeffizient lautet in diesem Fall

D,, = <-§—>—1 (2.65)

wobei alle Ubergangsraten ungleich Null sein miissen. Dieser Ausdruck ist zuerst von
Schroder [138] abgeleitet worden. Haus et al. [48] haben direkt aus der Mastergleichung
(2.4) gezeigt, daf das Resultat exakt ist, indem sie nachgewiesen haben, daf sich die
mittlere quadratische Verschiebung im Random-Trap-Modell fiir alle Zeiten strikt linear
verhédlt, wenn sich das System im Anfangszustand im Gleichgewicht befunden hat, und
die zugehorige Proportionalitdtskonstante berechnet haben. Die Form des Diffusionsko-
effizienten (2.65) gilt ganz allgemein fiir reine Trap-Modelle in beliebigen Dimensionen,
gleichgiiltig ob die Verteilung der Ubergangsraten véllig ungeordnet, in irgendeiner Form
korreliert ungeordnet oder geordnet erfolgt. Es muR lediglich eine Gleichverteilung der
Raten auf einer endlichen Langenskala vorliegen. Revathi und Balakrishnan [130] haben
spezielle Verteilungen von Ubergangsraten auf linearen Ketten behandelt. Sie haben obige
Form des Diffusionskoeflizient (2.65) fiir periodische Verteilungen bestatigt aber fiir den
Fall asymptotisch verschiedener Raten in den beiden Richtungen der Kette ein differie-
rendes Ergebnis berechnet.

Fir das eindimensionale Random-Barrier-Modell ist ebenfalls die exakte Form des

Alexander et al. haben in einem Ubersichtsartikel [1] die Losung beschrieben und auch
gezeigt, dafl sie dquivalent zum Resultat fir das Random-Trap-Modell (2.65) ist. Die
Aquivalenz der beiden Modelle in einer Dimension ist nicht verwunderlich, denn schlief-
lich miissen die diffundierenden Teilchen auf jeden Fall alle bei beiden Modellen vorkom-
menden Barrieren iiberwinden, um eine bestimmte Auslenkung aus der Ausgangslage zu
erreichen, und zwar unabhéngig davon, wie die Barrieren oder Raten verteilt sind (siehe
hierzu auch Abb. 2.2a) und b) ).

Das Random-Barrier-Modell kann auch auf Quadratgittern mit symmetrischer Vertei-
lung der Sattelpunktenergien wegen der Selbstdualitdt des Quadratgitters exakt berechnet
werden. Bernasconi et al. [14] haben dies im Rahmen ihrer Behandlung von ungeordneten
planaren Leiternetzwerken durchgefiihrt. Thr Resultat lautet

Dsé, = Ty exp (—ﬂE’) , (2.67)
wobei E der Mittelwert der symmetrischen Sattelpunktsenergieverteilung ist.

Ein weiteres Modell, das in einer Dimension exakt gelost worden ist [73, 151], ist durch
die In-Site-Randomness gegeben (vergleiche Abb. 2.5). Dieses Modell ist als Grenzfall der
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kollektiven Diffusion bei sehr groRen Gittergaskonzentrationen (¢ — 1) im Random-Trap-
Modell interessant. Der Diffusionskoeffizient ist in diesem Fall

D,y = (T3 <i}7>_2 | (2.68)

Die hier angegebenen exakten Lésungen des Einteilchen-Diffusionskoeflizienten in ein-
dimensionalen Unordnungsmodellen werden spater (Kapitel 6) zur Verifikation einer all-
gemeinen exakten Losung fiir eindimensionale Gitter von Interesse sein.
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Kapitel 3

Simulationsmethoden

Die Computerprogramme zur Simulation der Gittergasdiffusion, mit denen ich gearbei-
tet habe, sind urspriinglich von Patzold [126, 127] wiahrend seiner Doktorarbeit im [FF*
entwickelt worden. Im Laufe dieser Arbeit habe ich seine Programme allerdings erheblich
geandert und entsprechend den von mir untersuchten Modellen ergénzt. Die aktuell ver-
wendeten Programme enthalten aber immer noch einen Teil originalen Pétzold-Quellkode.

In diesem Kapitel mochte ich die verschiedenen Methoden zur Simulation der Diffu-
sion von Gittergasen einfiihren. Dabei werde ich im wesentlichen nur auf die Methoden
eingehen, die ich selber angewendet habe. Weitere Simulationsmethoden werde ich nur
kurz streifen.

Es soll in den folgenden Abschnitten auch auf spezielle Algorithmen fiir die verschie-
denen Rechenplattformen (sequentielle und parallele Rechner) eingegangen werden.

Die Vor- und Nachteile der einzelnen Simulationsmethoden sollen erlautert werden und
vor allem meine persénlichen Erfahrungen bei der teilweise extensiven Anwendung der
einzelnen Verfahren vorgestellt werden. Tatsachlich bin ich am Ende meiner Dissertation
zu der Meinung gelangt, die fiir die von mir behandelten Probleme optimale Methode
gefunden zu haben.

Allen verwendeten Algorithmen liegen Standard-Monte-Carlo-Verfahren zugrunde. Fiir
einen Uberblick der Monte-Carlo-Methoden sei auf das einfiihrende Werk von Binder und
Heermann [18] verwiesen. Einen umfassenden Uberblick von Computersimulationen in
der Physik liefert der entsprechende IFF-Ferienkurs-Band [55]. Speziell fiir Anwendun-
gen von Monte-Carlo-Verfahren zur Untersuchung von Diffusionsproblemen sei auf den
Ubersichtsartikel von Murch [112] verwiesen.

Die Algorithmen basieren auf der Simulation des Poisson-Prozesses, bei dem die War-
tezeiten Poisson-verteilt sind. Sie sind von der sogenannten Kawasaki-Spin-Austausch-
Dynamik [63, 64, 65] durch Binder im Rahmen seiner Behandlung der Phasenseparation
in bindren Systemen [16, 17] abgeleitet worden.

Im nachsten Kapitel soll das Monte-Carlo-Verfahren zur Simulation eines Poisson-Pro-

zesses abgeleitet werden.

LIFF: Institut fiir Festkdrperforschung
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3.1 Poisson-Prozefi und Standardalgorithmus

Zu Anfang mochte ich mich ohne Einschrankung der Allgemeinheit der Einfachheit halber
auf den Einteilchenfall beschranken und dann eine Verallgemeinerung auf viele durch den
Ausschluff der Doppelbesetzung nicht langer unabhéngige Teilchen durchfihren.

Wenn ein Random-Walker, d. h. ein Teilchen, zum Zeitpunkt 0 eine bestimmte Position
erreicht hat, dann liefert die Wartezestverteilung ¥ (t) die Verteilung der Zeitspannen von
0 bis ¢, die der Random-Walker warten muR, bis er zur Zeit ¢ einen Ubergang macht.
Solche Verteilungen sind von Montroll und Weiss [108] (siche auch [68, Seite 187ff. |)
in ihrer Behandlung des Random-Walk-Problems auf verschieden dimensionalen Gittern
eingefiihrt worden.

Bei einem Poisson-Prozeft, den ich als Grundlage fiir die Gittergasdynamik annehme,
entspricht die Wartezeitverteilung einer Poisson-Verteilung:

1 t
p(t) = —exp (—T) : (3.1)
Dabei ist 1/7 die Ubergangsrate zu einem Nachbarplatz und exp (—(¢/7)) die Wahrschein-
lichkeit, daR bis zur Zeit ¢ noch kein Ubergang stattgefunden hat, d. h. die ,,Uberlebens-
wahrscheinlichkeit“. Ausgeschrieben fiir eine ungeordnete Verteilung von Ubergangsraten
hat die Wartezeitverteilung folgende Gestalt:

’(ﬁ(t) = (i F.mt) exp {— (i ].-‘,"f) t} ) (32)
(£ &)

wobei z die Koordinationszahl ist. Die zugehorige Uberlebenswahrscheinlichkeit hat damit

die Form:
‘Il(t) = €Xp I:— (Zz: F;,f) t] . (33)
()

Sie hat diese Form fiir einen zeitkontinuierlichen Random-Walk, der durch die Masterglei-
chung (2.4) beschrieben wird.

Es mag an dieser Stelle einleuchtend erscheinen, bei einer Simulation direkt die Zeiten
fiir Ubergénge entsprechend der Wartezeitverteilung zu wahlen [93, 96]. Dieses Simulati-
onsverfahren ist von Kehr [66] untersucht worden, ohne daf er hierin irgendwelche Vorteile
gegeniiber der indirekten Simulation des Poisson-Prozesses feststellen konnte.

Bei der Standard-Monte-Carlo-Simulation der Gittergasdiffusion [66, 68] wird der
Poisson-Prozefl durch Sprungversuche simuliert. Es werden N, Teilchen auf dem Gitter
verteilt, wobei einzelne Platze auch doppelt besetzt sein konnen. Die einzelnen Gittergas-
teilchen sind ununterscheidbar.

Dazu definiere ich die normierte Gesamtiibergangswahrscheinlichkeit von einem Git-
terplatz 7 auf einen beliebigen Nachbarplatz

pi=) Tis (3.4)
()
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und die komplementire Wahrscheinlichkeit, daR kein Ubergang stattfindet,

Ein Monte-Carlo-Schritt besteht aus N, Sprungversuchen. Es wird also im Mittel bei
einem Monte-Carlo-Schritt fiir jedes Teilchen ein Sprungversuch durchgefiihrt, es konnen

aber auch mehrere oder keiner sein.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein bestimmtes Teilchen bei N, Auswahlen le-

diglich m mal gewahlt wird
Np—m
1 P
(1 - —) (3.6)

Ny

und die Gesamtwahrscheinlichkeit, dall das Teilchen m mal ausgewahlt wird und bei den
m Sprungversuchen nicht springt

N 1 Np—-m . m
N (1) LR (3.7)
ml(Np, — m)! Ny ) N,
Der Vorfaktor ergibt sich aus der Unabhéngigkeit der Gesamtwahrscheinlichkeit von der

Reihenfolge der Selektierungen und Sprungversuche.
Um die vollstindige Uberlebenswahrscheinlichkeit zu erhalten, ist es noch notwendig,

iiber alle moglichen Werte von m zu summieren:

L e —
- (1—1—%’)% (3.9)

Il

Np
(1 _ %)NP (3.10)
—  exp(—pi). (3.11)

Np—oo

Wie man jetzt einsieht, ist die zufallige Auswahl von Teilchen fiir Sprungversuche ein
wesentliches Element der Simulation.

Das obige Resultat (3.11) bezieht sich auf einen Monte-Carlo-Schritt. Das ist eine
Zeiteinheit. Fiir grofere Zeiten ¢t vermindert sich die Ubergangswahrscheinlichkeit um
einen entsprechenden Faktor im Exponenten und ich erhalte wieder die obige Form (3.3)
fiir diese Wahrscheinlichkeit.

Bei der Betrachtung der Vielteilchendiffusion wird entsprechend vorgegangen. Der ein-
zige Unterschied ist, daR bei der Gesamtiibergangswahrscheinlichkeit p; die Ubergangsra-
ten I'; ¢ jeweils mit Blockierungsfaktoren 1 — ¢; multipliziert werden miissen.

Soll die Tracer- und nicht nur die kollektive Diffusion simuliert werden, dann ist es
zusatzlich notwendig, die einzelnen Teilchen zu nummerieren, damit man deren Spur durch
das diffundierende Gittergas beobachten kann.
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Der gesamte Algorithmus zur Simulation des Poisson-Prozesses hat die im folgenden

symbolischen FORTRAN 90 Programm angedeutete Gestalt

DO realization_number = 1, number_of_realizations

distribute transition rates on the lattice
distribute particles on the lattice

equilibration of the system

DO step_number = 1, number_of Monte_Carlo_steps

DO particle = 1, N_p

choose randomly a particle on site I
choose randomly a direction for a transition to site F

! for many particle diffusion only
IF (site F is unoccupied) THEN

choose random probability for transition
IF (probability for transition < transition rate) THEN
transition of choosen particle from I to F
store data of tramsition
END IF
END IF
END DO !'loop over particles
measure some data of the diffusion process

END DO !loop over Monte Carlo steps

END DO !loop over different realizations of the system

Die Hauptschleife des Programms geht somit iiber verschiedene Realisierungen, d. h. hier
Initialisierungen des zu untersuchenden Systemmodells. Dadurch erdffnet sich eine Mdg-
lichkeit der trivialen Parallelisierung des Programms auf einem Parallelrechner. Denn die
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Parallelisierung kénnte man einfach dadurch erreichen, daff zu Beginn der Schleife iiber
die einzelnen Systemrealisierungen die voneinander unabhangigen Schleifendurchlaufe auf
verschiedene Prozessoren verteilt werden. Nach der vollstandigen Abarbeitung der Schleife
miifiten lediglich die Simulationsresultate von den einzelnen Prozessoren gesammelt und
gemittelt werden.

Wahrend meiner Dissertation habe ich wegen des zur Verfiigung stehenden relativ
instabil laufenden Parallelrechners vom Typ Intel Paragon XP/S 10 und der alternativ
zuganglichen sehr schnellen Workstations die Mdglichkeit zur einfachen Parallelisierung
nicht genutzt.

Ich méchte nun kurz den Lauf durch den oben skizzierten Algorithmus beschreiben:

Zu Beginn der Simulation einer Systemrealisierung muf dafl Gitter, auf dem die Git-
tergasdiffusion untersucht werden soll, initialisiert werden. Das heiflt, es werden jedem
Gitterplatz beziiglich jeder moglichen Ubergangsrichtung entsprechend dem ausgewahl-
ten Modell Ubergangsraten zugeordnet.

Darauf werden die Teilchen zufallig und gleichmaflig iiber das ganze Gitter verteilt.
Dabei sind zwei Fille zu unterscheiden:

e Bei der Simulation der Einteilchendiffusion wiirde man a priori lediglich ein einzelnes
Teilchen zuféllig auf dem Gitter positionieren. Dies ware aber ein auflerst zeitrau-
bendes Verfahren, da man sehr viele Systeme simulieren miifite, um das statistische
Mittel zu erhalten.

Deshalb wird ein Ensemble von Teilchen zufdllig auf dem Gitter verteilt. Ich habe
dabei stets N, < N gewahlt, wobei N die Anzahl der Gitterplatze ist.

e Bei der Vielteilchendiffusion mit Ausschlufi der Doppelbesetzung wird eine vorgege-
bene Konzentration des Gittergases gleichméfig oder entsprechend einem vorgege-
benen Profil auf dem Gitter verteilt.

Nach der Initialisierung des Gitters ist es notwendig, das Gittergas ins Gleichgewicht
zu bringen. Ich habe dies in einfacher Weise dadurch erreicht, daf vor dem eigentlichen
Start der Simulation des Diffusionsprozesses eine ausreichende Anzahl von Monte-Carlo-
Schritten der Gittergasdiffusion durchgefiihrt werden, allerdings ohne die zur Berechnung
der Diffusionskoeflizienten notwendigen Messungen durchzufiihren. Als Indikator fiir den
thermodynamischen Zustand des simulierten Systems wird die Gesamtenergie des Gitter-
gases aus den Platzenergien der von den Teilchen besetzten Platze berechnet. Die Equi-
librierung des Systems gelingt auch bei grofer Unordnung stets sehr schnell und scheint
unkritisch fiir die untersuchten Modelle zu sein.

Nach der Equilibrierung beginnt die eigentliche Simulation der Gittergasdiffusion, die
iber ausreichend viele Monte-Carlo-Schritte geht. Wieviele Monte-Carlo-Schritte nétig
sind, hangt stark vom zugrundeliegenden Unordnungsmodell ab und muf stets neu aus-
getestet werden. Ich habe mit Simulationszeiten von 10? bis 10° Monte-Carlo-Schritten
gearbeitet.

Jeder Monte-Carlo-Schritt besteht aus N, zufélligen Teilchenauswahlen fiir jeweils
einen Sprungversuch. Bei jedem Sprungversuch wird ebenfalls zuféllig eine Sprungrich-
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tung ausgewahlt. Dies bedeutet, dafl der Zielplatz fiir den Sprung zufallig bestimmt wird.
Bei der Vielteilchendiffusion mit Ausschluf der Doppelbesetzung ist es notwendig darauf
eine Abfrage in das Programm einzubauen, ob der Zielplatz besetzt ist. Bei der Einteil-
chendiffusion entfdllt dies. Wenn der Zielplatz unbesetzt ist, dann wird eine Zufallszahl
fiir die Sprungwahrscheinlichkeit bestimmt. Ist sie kleiner als die vorgegebene Sprungrate
zum Zielplatz, so wird der Sprung ausgefihrt.

Jeweils nach einer bestimmten Anzahl von Monte-Carlo-Schritten werden die Mefigrs-
Ren bestimmt, die zur Berechnung des Diffusionskoeflizienten benétigt werden. Welche
Gréfen dies im einzelnen sind, wird in den folgenden Abschnitten beschrieben.

3.2 Der vektorisierbare Algorithmus

In diesem Abschnitt méchte ich den vektorisierbaren Algorithmus von Patzold und weitere
von ihm verwendete Methoden zur Beschleunigung des Simulationsverfahrens beschreiben.

In seiner Dissertation hat Patzold? [127] versucht, Monte-Carlo-Simulationen zur Git-
tergasdiffusion auf Vektorrechnern zu implementieren. Der Grund fiir diese Bemiithungen
ist die zu der damaligen Zeit unbefriedigende Rechenleistung skalar arbeitender Computer
gewesen. Insbesondere haben die damaligen Workstations eine fiir Gittergasdiffusionspro-
bleme unbefriedigende Rechenleistung angeboten.

Bei der Einteilchendiffusion sind die Teilchenspriinge der einzelnen Teilchen zwar un-
abhéngig voneinander, jedoch verhindert schon die zuféllige Auswahl der Teilchen zur
Simulation des Poisson-Prozesses die Vektorisierung der innersten Schleife des Standardal-
gorithmus. Dagegen verhindert bei der Vielteilchendiffusion zusatzlich der Ausschluf der
Doppelbesetzung im Zusammenspiel mit der zufélligen Auswahl von Teilchen fiir Sprung-
versuche eine Vektorisierung, denn in diesem Fall sind die einzelnen Teilchenspriinge nicht
mehr unabhéngig voneinander. Springt z. B. ein bestimmtes Teilchen zur Zeit ¢ auf einen
Gitterplatz [, so darf natiirlich zur gleichen Zeit kein zweites Teilchen einen Sprungversuch
auf diesen Platz unternehmen. Die einzelnen Teilchenspriinge miissen explizit nacheinan-
der berechnet werden.

Die Patzold’sche Idee ist es gewesen, nur die Teilchen gleichzeitig springen zu lassen,
die einen geniigend grofen Abstand zueinander haben. Dazu muf eine geschickte Unter-
gitterstruktur eingefiihrt werden, so dafl simultane Teilchenspriinge auf einem Untergitter
ausgefiithrt werden kénnen. Damit weiterhin ein Poisson-ProzeR simuliert wird, ist es not-
wendig, die Untergitter zuféllig fiir Sprungversuche auszuwahlen. Ein Monte-Carlo-Schritt
unterteilt sich bei m Untergittern in m Untergitterwahlen. In einer Dimension reicht es
aus, dafl Gitter in drei Untergitter zu teilen, denn dann liegen zwischen zwei Teilchen
die simultan springen kénnen, mindestens zwei Gitterplatze. Es kann deshalb zu keinen
Konflikten wegen des Verbots der Doppelbesetzung kommen. Dies wird in der Abb. 3.1

verdeutlicht.

?In Pitzolds Dissertation ist im Anhang A der FORTRAN 77-Quellkode des vektorisierbaren Algo-
rithmus abgedruckt.
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Abbildung 3.1: Untergitterstruktur fiir den vektorisierbaren Algorithmus in d = 1. Die
Abb. a) bezieht sich auf den vektorisierten Algorithmus ohne Untergitter und Abb. b)
auf den Algorithmus nach Einfithrung der Untergitterstruktur. Es werden periodische
Randbedingungen verwendet. In a) ist angenommen worden, daff alle Teilchen simultan
bei einem Monte-Carlo-Schritt springen kénnen und zwar lediglich unter Beriicksichtigung
der Besetzung vor diesem Monte-Carlo-Schritt. Die méglichen Spriinge sind durch Pfeile
gekennzeichnet. An einer Stelle kann es in diesem Fall zu einem Konflikt mit dem Verbot
der Doppelbesetzung kommen. In Abb. b) kénnen nur Teilchen, die sich gemeinsam auf
einem der drei Untergitter befinden, gleichzeitig springen.

| ®
| ®

Patzold hat festgestellt, daR fiir héherdimensionale hyperkubische Gitter der Dimen-
sion d die Untergitterzahl mindestens 2d + 1 betragen muf. Es ist wichtig eine moglichst
kleine Anzahl von Untergittern zu nehmen, weil dann die Vektorlangen der gleichzeitig
ausgefithrten Rechenoperationen grofer werden, was die Rechengeschwindigkeit auf Vek-
torrechnern erhdht.

Es mufl an dieser Stelle auch Erwshnung finden, dafl der Vektoralgorithmus einen fiir
gewisse Probleme grofien Nachteil hat. Die innerste DO-Schleife im Algorithmus zur Si-
mulation des Poisson-Prozesses geht namlich iiber alle Teilchen auf dem gesamten Gitter.
Beim Vektoralgorithmus aber muf die innerste Schleife iiber alle Teilchen auf einem der
eingefithrten Untergitter gehen. Diese Teilchen auf einem Untergitter machen notwendi-
gerweise Uberginge zu anderen Untergittern. Thre absolute Zahl auf einem Untergitter ist
nicht konstant. Deshalb ist es leider notwendig, daf die innerste Schleife effektiv iiber alle
Plitze eines Untergitters geht®. Der Vektoralgorithmus ist gitterplatzorientiert im Gegen-
satz zum teilchenorientierten skalaren Algorithmus. Dies fithrt vornehmlich dann zu einer
geringeren Effizienz des Algorithmus, wenn sich insgesamt eine geringe Gittergaskonzen-
tration auf dem Gitter befindet.

Gewdhnlich werden fiir die Rénder des in einer Simulation immer endlichen Gitters pe-
riodische Randbedingungen angenommen, da sie physikalisch am natiirlichsten erscheinen.
Die Daten des Gitters werden dann in einem entsprechend der Gitterdimension dimensio-
nierten Feld abgelegt. Es konnen jedoch viele Abfragen wegen der Rénder im Algorithmus

3In der Programmierung des Vektoralgorithmus hat Patzold in einer extra DO-Schleife iiber alle Plitze
eines ausgewahlten Untergitters vor der eigentlichen Schleife iiber die Sprungversuche die Teilchenposi-
tionen auf dem Untergitter gesammelt, so daR die ,innerste® Schleife zumindest zum Teil doch tber alle

Teilchen auf einem Untergitter geht.
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gespart werden, wenn helikale Randbedingungen benutzt werden. Dann reichen ndmlich
unabhéngig von der Dimension des Gitters zwei Abfragen aus und zwar, ob ein Teilchen
sich nach einem Sprung auf einem Gitterplatz kleiner 1 oder grofler N befindet, wenn
die Platze von 1 bis N durchnummeriert werden. Bei helikalen Randbedingungen erfolgt
die Speicherung der Gitterdaten natirlicherweise in eindimensionalen Feldern. Durch das
Verwenden von eindimensionalen Feldern werden die Indexberechnungen einfacher. Des-
weiteren kann der Algorithmus auf diese Weise sehr flexibel fiir Anwendungen auf ver-
schieden dimensionalen Gittern gestaltet werden. Die helikalen Randbedingungen werden
fiir die Diffusion auf einem Quadratgitter in Abb. 3.2 veranschaulicht.

NN

...........

.......................................

N <1

Abbildung 3.2: Helikale Randbedingungen auf dem Quadratgitter. Die gestrichelte Linie
durch das Gitter beschreibt den Pfad, auf dem sich ein Teilchen bewegen kann. Das Gitter
hat insgesamt N Plitze. Von Platz 1 ist nach ,links"” ein Sprung auf den Platz N moglich
und von Platz N nach ,rechts ein Sprung auf den Platz 1.

Die genaueren Einzelheiten des Algorithmus werden vor allem dadurch bestimmt, wie
man den Diffusionskoeffizienten messen will und nicht zuletzt, welcher Diffusionskoeffizi-
enten iiberhaupt gemessen werden soll.

Fiir den Fall, daf die eigentliche MeRgrofie, die wiahrend der Monte-Carlo-Simulation
zu bestimmen ist, die mittlere quadratische Verschiebung der einzelnen Gittergasteilchen
oder des Gittergases als Ganzes, d. h. des Schwerpunktes des Gittergases, ist, hat sich Pat-
zold eine intelligente Bitarithmetik zur Beschleunigung des Algorithmus fiir das Rechnen
mit dem Verschiebungsfeld, das ich hier mit LX bezeichnen mdchte, hergeleitet.

Beim Standardalgorithmus wird die Verschiebung der Teilchen mit der Zeit in jeder
Raumrichtung in einem eigenen eindimensionalen Feld gespeichert, bzw. alle Raumrich-
tungen zusammen in einem entsprechend dem Gittertyp dimensionierten mehrdimensio-
nalen Feld. Bewegt sich ein Teilchen bei einem Sprung in eine bestimmte Raumrichtung,
so muf im Grunde genommen aber nur ein Bit verschoben, also addiert oder subtrahiert,
werden. Der iiberwiegende Teil des verwendeten Datenspeichers wird somit garnicht ver-
andert, muf aber trotzdem mit umkopiert werden, denn das Feld LX zur Speicherung der
Teilchenverschiebungen hat (im Vektoralgorithmus!) als Index die Gitterplatznummer und
nicht etwa die Nummer des gesprungenen Teilchens.

Moderne Rechnertypen, wie z. B. die DEC-Alpha-Workstations des IFF haben eine
64-Bit- Architektur, speichern Daten also in der Regel in 64-Bit-Woértern ab. Der iiber-
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wiegende Teil dieser 64-Bit-Worter fiir die Abspeicherung der Teilchenverschiebung wird
somit iiberhaupt nicht gedndert. Péatzold hat deshalb das gesamte Verschiebungsfeld in
einem Datenvektor gesammelt. Dieser Datenvektor besteht nunmehr aus Elementen, die
in einzelne Bitbereiche fiir die verschiedenen Sprungrichtungen unterteilt sind. Fiir den
Fall, daf die Gittergasdiffusion in dreidimensionalen Gittern simuliert werden soll, werden
die Elemente des Verschiebungsvektors in drei 20 Bit lange Untereinheiten geteilt. Nimmt
man an, daf alle Spriinge in eine Richtung erfolgen, so kommt es erst nach 2%2° = 1048576
erfolgreichen Spriingen zu einem Bit-Uberlauf. In Wirklichkeit wird es aber einen sehr
viel geringeren Uberschuff an erfolgreichen Spriingen in eine Richtung geben, weil sich
die meisten Spriinge effektiv durch solche mit entgegengesetzter Orientierung aufheben
und insgesamt nur 1/d Spriinge entlang einer Gitterachse erfolgen. Deshalb wird man im
Normalfall keine Uberlaufprobleme bekommen.

Wenn lediglich Rechner mit einer Datenverarbeitung geringerer Bandbreite zur Verfii-
gung stehen, dann miissen die einzelnen Bitbereiche entsprechend kleiner gewahlt werden.
Bei einer 32-Bit-Architektur wird entsprechend eine Einteilung in 10-Bit-Bereiche gewahlt.

Fir das Rechnen mit diesen speziellen Datenelementen ist auch eine spezielle Bi-
tarithmetik notwendig, die ich im Folgenden erldutern moéchte. Dabei werde ich davon
ausgehen, dafl ein Langwort in drei Kurzworter mit der Bit-Lénge L unterteilt wird. Wer-
den niederdimensionalere Probleme behandelt, so mufl an der Aufteilung in Kurzworter
nichts gedndert werden. Es werden bei der Simulation lediglich einige Bitbereiche nicht
beriicksichtigt. Bei hoherdimensionaleren Problemen ist eine Aufteilung in eine grofiere
Anzahl von Kurzwortern mit entsprechend kleinerer Lange notwendig. In der Regel sind
die behandelten Probleme aber héchstens dreidimensional.

Springt ein Teilchen in —z-Richtung, dann wird man im ersten Bit-Unterbereich eine
—1 addieren miissen. Dies bedeutet jedoch, dafl alle Bits gesetzt werden wiirden. Um das
zu verhindern, werden zu Beginn der Simulation die Bits L — 1, 2L — 1 und 3L — 1 auf
1 gesetzt.* Es werden nicht die Bits L, 2L und 3L ausgewihlt, weil die Bitnummerierung
bei 0 beginnt. Wenn nach dieser Initialisierung ein Sprung z. B. in —z-Richtung erfolgt,
dann muf eine 2¥ — 1 gespeichert werden, dann werden die Bits 0 bis L-2 auf 1 gesetzt
und Bit L-1 auf 0. Die Bits auf den Positionen nL — 1 haben also die Bedeutung von
Vorzeichenbits fiir die Kurzworter.

Allgemein wird zur Verschiebung bei einem Sprung in Richtung +7; der Wert 2
addiert bzw. subtrahiert, je nach Orientierung des Sprunges.

Bei der Berechnung der mittleren quadratischen Verschiebung aus dem Verschiebungs-
feld ist es zu Anfang notwendig, die Daten der Kurzwérter fiir die verschiedenen Rich-
tungen dem Verschiebungsfeld zu entnehmen. Dazu wird durch eine logische, bitweise
AND-Operation alles bis auf ein Kurzwort ausgeblendet. Das Kurzwort fiir die z-Richtung
erhalt man durch IAND(LX,2F — 1)5. Darauf wird das bei der Initialisierung gesetzte
Vorzeichenbit fiir das Kurzwort durch eine entsprechende Subtraktion zuriickgesetzt. Die
Kurzworter zu den weiteren Richtungen miissen erst verschoben werden und kénnen dann

(i-1)L

4Fiir die Abschitzung eines mdoglichen Uberlaufs ist also die Bit-Linge L — 1 entscheidend.
SIAND(i,j) ist eine vordefinierte FORTRAN 90-Funktion zur bitweisen ,,UND“-Operation der Integer-

Zahlen i und j.
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auf LX abgefragt werden. Fiir die y-Richtung ergibt sich IAND(ISHFT(LX,-L),2% —1)8.
Entsprechendes gilt fiir die z-Richtung. Darauf kann mit den Daten zu den Teilchenver-
schiebungen in die einzelnen Richtungen aus den Kurzwortern die mittlere quadratische
Verschiebung bestimmt werden.

Durch die Verwendung von Bitmanipulationsfunktionen konnte zu Patzolds Zeiten,
d. h. zur Zeit des FORTRAN 77-Standards die Portierbarkeit des Algorithmus auf ver-
schiedene Rechnerplattformen nicht gewéhrleistet werden. Jedoch hat eine Anpassung
des Programms an Spezialitaten verschiedener Rechner oder FORTRAN-Compiler keine
groke Anforderung dargestellt.

Pitzold hat bei seinen Rechnungen auf der CRAY X-MP des FZ Jiilich” eine Redu-
zierung der Rechenzeit in zwei Dimensionen von 16% und in drei Dimensionen von 20%
durch diese spezielle Bitarithmetik festgestellt. Der gesammte Vektoralgorithmus hat auf
der CRAY einen Vektorisierungsfaktor von 11.7 erreicht, d. h. das Programm ist vektori-
siert 11.7 mal schneller gewesen als skalar. Durch die Bitarithmetik und die Verwendung
helikaler Randbedingungen héngt die Geschwindigkeit der Programme nur noch gering
von der Dimension des simulierten Gitters ab, wenn die Gesamtzahl der Gitterplatze
konstant gehalten wird.

Der Vektoralgorithmus ist von Patzold ausgiebig getestet worden. Er konnte dessen
Stabilitat fiir einen grofen Bereich von Problemen nachweisen. Es gibt allerdings bestimm-
te Falle, in denen der Algorithmus zu falschen Resultaten fiithrt. Die Einschrankung in
der Anwendbarkeit ergibt sich aus der Einfiilhrung einer Untergitterstruktur. Ein Fall ist
der durch ein starkes Feld getriebene Teilchenstrom auf einer linearen Kette. Ist die Git-
tergaskonzentration kleiner als die inverse Zahl der Untergitter, dann sammeln sich nach
kurzer Zeit alle Teilchen in einem Untergitter und bewegen sich fortan simultan tber
die Kette. Dies widerspricht dem von analytischen Rechnungen von de Masi und Ferrari
vorhergesagten Verhalten [102].

Ein weiterer Fall, fiir den der Algorithmus fehlerhafte Ergebnisse erzeugt, liegt bei
der Bestimmung globaler Mittelwerte wie der mittleren quadratischen Verschiebung des
Teilchenschwerpunktes zur Bestimmung des Schwerpunkts-Diffusionskoeflizienten (Kapi-
tel 2.5.2) vor. Vermutlich werden durch die systematische Teilchenauswah!l durch die Un-
tergitterstruktur die Schwankungen solcher globaler Mittelwerte nicht korrekt bestimmt.

Fiir weitere Informationen zum Vektoralgorithmus méchte ich auf die Dissertation von
Patzold [127] verweisen.

Sowohl wahrend meiner gesamten Diplomarbeit [151] als auch in der ersten Phase
meiner Doktorarbeit habe ich alle Simulationen mit dem Vektoralgorithmus durchge-
fihrt. Mit der Anschaffung schneller Workstations vom Typ DEC-Alpha im IFF haben
mir aber schlieRlich auch sehr schnelle skalare Rechner zur mehr oder weniger freien
Verfiigung gestanden, so daR eine echte Alternative zu zentralen Grofrechnern wie dem
CRAY-Vektorrechner existierte. Deshalb habe ich den originalen Patzold’schen Vektoral-
gorithmus fiir skalare Rechner umgeschrieben. Dies bedeutet in erster Linie, daff ich die

SISHFT(i,shft) ist eine vordefinierte FORTRAN 90-Funktion zur Verschiebung der Integer-Zahl i

um shft Bitpositionen.
7FZ Jilich: Forschungszentrum Jiilich
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Strukturierung des Gitters in Untergitter beseitigt habe und im Quelltext dariiberhinaus
alle Details, die auf die Optimierung des Programms fiir Vektorrechner, wie z. B. die
Abfrage von Feldelementen in Schleifen, abgestimmt waren, gedndert habe.

Desweiteren habe ich den Quellkode auf die neue ISO-Norm FORTRAN 90 umge-
schrieben. Diese Norm erlaubt es, die von mir weiter verwendete Bitarithmetik vollstan-
dig portierbar zu implementieren. Auch die Speicherplatzverwaltung konnte dadurch fast
vollstdndig dynamisch organisiert werden, so daff das Programm flexibler gestaltet werden
konnte.

Weil ich sehr viele verschiedene Modelle behandelt habe und oft zeitlich simultan zu
mehreren unterschiedliche Modellen Simulationen durchgefiihrt habe, ist es fiir mich sehr
angenehm gewesen, das originale Programm sehr flexibel fiir sémtliche behandelte Model-
le zu gestalten, wobei die Modellauswahl einfach durch entsprechende Eingabeparameter
erfolgt. Hierdurch ist das Programm von in der urspriinglichen Pétzold’schen vektorisier-
baren Version von ca. 500 Zeilen bei sehr ausfiihrlicher Kommentierung auf ungefahr 1400
Zeilen angewachsen, ohne daf der zugrundeliegende Algorithmus komplexer geworden wi-
re.

Eine systematische Untersuchung der Effizienz meiner Neu- bzw. Umprogrammierung
habe ich nicht durchgefiihrt, sondern mich stets auf meine qualitativen Eindriicke bei den
Simulationen verlassen. Auf jeden Fall sollte der Vorteil durch die verwendete Bitarithme-
tik wegen der von mir durchgefiihrten Anderungen im Programm marginal geworden sein.
Ich habe sie aber dennoch im Programm behalten. Allgemein kann ich feststellen, daf ich
auf den skalar rechnenden Workstations Resultate mit wesentlich besserer Statistik und
auch sehr viel mehr Monte-Carlo-Schritten erzeugt habe, als zur Zeit meiner Simulationen
auf der CRAY X-MP des FZ Jiilich.

Sicherlich wiirde sich ein Vergleich zwischen modernen Workstations und der neuen
FZ Jilich-CRAY vom Typ T90 anders darstellen und zwar sehr viel giinstiger fiir den
Vektorrechner. Da aber im allgemeinen Workstations fiir die behandelten Probleme eine
ausreichende Rechenleistung zur Verfiigung stellen, macht es keinen Sinn, weiter teure

Supercomputer-Resourcen zu verbrauchen.

3.3 Berechnung der Diffusionskoeffizienten

In den folgenden Abschnitten werden die Spezialitdten des Algorithmus zur Simulation des
Poisson-Prozesses bei der Berechnung der verschiedenen Diffusionskoeffizienten erldutert.
Dabei kommen auch unterschiedliche Simulationsmethoden zur Sprache.

3.3.1 Tracer-Diffusion

Bei der Tracer-Diffusion, gleich ob Einteilchen- oder Vielteilchendiffusion mit Ausschluf
der Doppelbesetzung untersucht werden soll, reicht es aus, die mittlere quadratische Ver-
schiebung der Teilchen zu messen, was schon im vorherigen Kapitel erklért worden ist.
Die aus Kapitel 2.5.1 bekannte Formel zur Berechnung des Tracer-Diffusionskoeffizienten
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D,, lautet
Dy = lim —(7%(%)) (3.12)

mit der mittleren quadratischen Verschiebung

1 &
(72(t)) = — Y #E(2). (3.13)
Ny o
Es mufl das Langzeitverhalten der mittleren quadratischen Verschiebung der Gittergas-
teilchen untersucht werden. Dabei ist zu beachten, daff die Diffusion nicht selbstmittelnd
ist, d. h. durch sehr lange Simulationszeiten wird keine Mittelung erreicht, denn die Fluk-
tuationen der mittleren quadratischen Verschiebung nehmen mit der Zeit zu.

Es ist erforderlich bei den Simulationen festzustellen, wann das Langzeitverhalten
erreicht worden ist. Ich habe mich dabei einfach auf das Verhalten der mittleren quadra-
tischen Verschiebung mit der Zeit verlassen. Wenn mir dieses Verhalten qualitativ linear
erschienen ist, dann bin ich davon ausgegangen, dafl ich mit der Simulation das Langzeit-
verhalten erreicht habe. Wenn das Kurzzeitverhalten der Verschiebungsdaten qualitativ
offensichtlich nichtlinear gewesen ist, so habe ich es bei der Bestimmung des Diffusionsko-
effizienten nicht beriicksichtigt und nur die Daten fiir grole Zeiten verwendet. Wenn ich
mir nicht sicher gewesen bin, ob die Anzahl der Monte-Carlo-Schritte fiir das Erreichen des
Langzeitverhaltens ausgereicht hat, so habe ich Kontrollsimulationen mit einer erhohten
Anzahl an Monte-Carlo-Schritten durchgefiihrt. Wenn diese andere Ergebnisse, d. h. in
den von mir behandelten Modellen kleinere Diffusionskoeflizienten, ergeben haben, dann
sind die Simulationszeiten offenbar nicht ausreichend gewesen.

Der gemessene Diffusionskoeffizient ist fiir zu kleine Simulationszeiten oft gréfier als der
wirkliche Diffusionskoeflizient gewesen, weil die mittlere quadratische Verschiebung stets
eine nach unten gekriimmte, konvexe Funktion der Zeit ist, wenn sie denn iiberhaupt eine
Krimmung aufweist. In den iiberwiegenden Féllen hat die Verschiebung némlich keinen
Unterschied zwischen Kurz- und Langzeitverhalten aufgewiesen.

Avramov et al. [9] haben das zeitliche Verhalten der mittleren quadratischen Verschie-
bung mit der Zeit im Random-Barrier-Modell fiir Einteilchendiffusion naher untersucht
und einen klaren Ubergang vom Kurzzeitverhalten mit anormaler Diffusion zum Lang-
zeitverhalten entsprechend dem normalen, asymptotischen Diffusionskoeffizienten festge-
stellt. Dieser Ubergang hat sich mit sinkender Temperatur zu groferen Zeiten verschoben.
Dies bedeutet, dak er sich ebenfalls mit steigender Unordnung, d. h. gréfierer Breite der
Verteilungsfunktion der Barrieren, zu lingeren Zeiten verschieben wird: Je groRer die
Unordnung, desto langere Zeiten miissen simuliert werden.

Ich habe fiir die komplizierteren Unordnungsmodelle, fiir die ich die Tracer-Diffusion
einzelner Teilchen untersucht habe, keinen klaren Ubergang vom Kurz- zum Langzeitver-
halten festgestellt. Ebenfalls bei der Tracer-Diffusion von Gittergasen mit Ausschlufl der
Doppelbesetzung und Unordnung in den Ubergangsraten gibt es in der Regel einen mehr
oder weniger kontinuierlichen Ubergang vom Kurz- zum Langzeitverhalten. Systematische
Untersuchungen hierzu habe ich nicht durchgefiihrt.
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Fiir den Fall von Gittergasdiffusion mit Harter-Kern-Wechselwirkung auf Quadratgit-
tern und uniformen Ubergangsraten haben Beijeren und Kutner [12] eine logarithmische
Korrektur gefunden, indem sie das Langzeitverhalten der Geschwindigkeitsautokorrela-
tion untersucht haben. Diese Korrektur steht in Ubereinstimmung mit Vorhersagen der
Moden-Kopplungs-Theorie. In drei Dimensionen findet man dagegen eine Korrektur pro-
portional zu 1/+/2.

Um eine Mittelung des Tracer-Diffusionskoeflizienten iiber die Unordnung zu erreichen,
reicht es bei der Einteilchendiffusion aus, ein hinreichend grofies System zu simulieren
und darauf die Diffusion vieler zuféllig verteilter unabhéngiger Teilchen zu betrachten.
Nach den Gesetzen der mathematischen Statistik nehmen dann die Schwankungen des
gemessenen Diffusionskoeffizienten proportional zu 1/ \/ﬁp ab.

Bei der Simulation der Tracer-Diffusion von Gittergasen mit Ausschluf der Doppel-
besetzung von Gitterplatzen ist es notwendig, viele Systeme zu berechnen, um ein stati-
stisches Mittel des Diffusionskoeffizienten iiber die Unordnung zu erhalten.

Es lassen sich auch die im folgenden Kapitel beschriebenen Methoden zur Simulation
der kollektiven Diffusion auf die Simulation der Tracer-Diffusion iibertragen. Jedoch ist
die Methode, den Diffusionskoeflizienten iiber die mittlere quadratische Verschiebung zu
messen, die Standardmethode, die ich ausschliefilich angewandt habe. Sie sollte auch das
,natirlichste Verfahren sein.

3.3.2 Kollektive Diffusion

Fiir die Berechnung des kollektiven Diffusionskoeffizienten bei der Simulation des Poisson-
Prozesses bieten sich vielerlei Moglichkeiten an, von denen ich einen Ausschnitt in den
néchsten Abschnitten erlautern mochte. Generell sind es Abwandlungen bzw. Ergénzun-
gen der oben beschriebenen Monte-Carlo-Verfahren.

Feldmethode

Bei der Feldmethode wird ein dufleres Kraftfeld an das Gitter gelegt, das einen Drift der
Teilchen in Richtung der Kraft F verursacht. Dieses Verfahren ist von Murch und Thorn
[115] sowie von Braun und Kehr [24] verwendet worden, um die Giiltigkeit der Nernst--
Einstein-Relation fiir Perkolationsgitter numerisch zu verifizieren. Weiterhin haben Am-
baye und Kehr [4, 5] den Diffusionskoeffizienten—allerdings fiir einzelne Teilchen— neben
der iblichen Methode durch die Berechnung der mittleren quadratischen Verschiebung
auch iber die Beweglichkeit bestimmt, um die Giite von Effektive-Medium-Theorie und
Critical-Path-N#herung® fiir das Random-Barrier-Modell in kubischen Gittern zu priifen.

Die eigentliche ,Mefgrofe® ist bei dieser Methode die lineare mittlere Verschiebung
mit der Zeit. Durch sie 138t sich die mittlere, zeitunabhéngige Drlftgeschwmdlgkelt )
des Gittergases bestimmen, die tiber

510 (3.14)

8Die Effektive-Medium-Theorie und die Critical-Path-Naherung werden im Kapitel 7 niher erldutert.
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mit der Beweglichkeit B verkniipft ist. Diese Beweglichkeit steht wiederum iiber die
Nernst-Einstein-Relation mit dem kollektiven Diffusionskoeffizienten in Zusammenhang.
Fir ein Gittergas, wie ich es in dieser Arbeit behandele, lautet sie

Dcou = Be— (315)

wobel dp/de durch (2.45) zu

Ou 1
— = . 3.1
9 = Bla(l— o) (8.16)
bestimmt ist. Die obige Form der Nernst-Einstein-Relation ist von Kubo [88] ohne Beweis
aufgestellt worden. Murch [110, 111] hat gezeigt, daf sie exakt ist.
Die klassische Form der Nernst-Einstein-Relation bezieht sich auf den Fall vollstandig
unabhéngiger geladener Teilchen. Sie hat die Form

1
Deont Bﬁq’ (3.17)
wobei g die Ladung der Teilchen ist. Da fiir unabhéngige Teilchen ferner p = In(c)/@ gilt,
folgt (3.17) abgesehen von der bloflen Skalierungskonstante ¢ aus (3.15).

Die Kraft F wird im Gitter implementiert, indem die Ubergangsraten, die entsprechend
einem vorgegebenen Modell auf dem Gitter verteilt worden sind, modifiziert werden. In
die Richtung der Kraft werden die Raten um den multiplikativen Faktor b erhcht und in
die entgegengesetzte Richtung um b~! erniedrigt. Dies geschieht durch eine Verschiebung
des den Ubergangsraten zugrundeliegenden Potentialverlaufes im Gitter in Richtung des
Feldes, wie in Abb. 3.3 fiir den Fall eines Random-Barrier-Modells skizziert. Die neuen
Ubergangsraten nach Einfiihrung des Feldes in dessen Richtung lauten

I, = Doexp [—ﬁ (E,-,,-H - %)] mit a=1 (3.18)
= Fi—)i—}-lb- (319)

Der multiplikative Faktor b 1st somit
b=exp (’B§> . (3.20)

Die Ubergangsrate in entgegengesetzter Richtung ergibt sich entsprechend. Die Raten in
die anderen Richtungen senkrecht zum Feld werden nicht modifiziert.

Um Ubergangsraten grofer eins durch die Multiplikation mit den &-Faktoren zu ver-
meiden, werden sie auf (b+ b7') normiert.

Bei diesem Verfahren ist es notwendig, sehr kleine Felder anzulegen, um das Lineare-
Response-Verhalten nicht zu verlassen. Genaugenommen mufi man mehrere kleine Felder
fiir ein System simulieren, um dann den Diffusionskoeflizienten aus der Extrapolation
F — 0 zu berechnen.

Ich habe wihrend meiner Dissertation lediglich einige Tests mit diesem Verfahren
durchgefiihrt, es aber nicht zur ,,Datenproduktion” verwendet, weil ich dabei keine Vorteile
gegeniiber den in den folgenden Kapiteln beschriebenen Methoden gesehen habe.
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~

Abbildung 3.3: Potentialverlauf bei duflerem Feld F im Random-Barrier-Modell. Die Ubero

gangsraten in —F- -Richtung werden um den Faktor b verkleinert und die Raten in F-
Richtung um den gleichen Faktor vergrofiert.

Dichtegradientenmethode

Auch bei der Dichtegradientenmethode simuliert man die lineare Antwort eines Gitter-
gases, diesmal aber nicht auf ein duferes Feld, sondern auf einen Dichtegradienten in der
Verteilung des Teilchengases auf dem Gitter.

Die Dichtegradientenmethode ist von Bowker und King [22] bzw. Kutner [89] ein-
gefiihrt worden. Bowker und King haben als Anfangszustand eine Stufenfunktion der
Gittergaskonzentration auf dem Gitter verwendet, d. h. sie haben in einem Teil des Git-
ters die Konzentration gleich eins gesetzt und im ibrigen gleich null. Ihr Interesse hat der
Oberflachendiffusion von Adatomen gegolten. Kutner hat die von ihm gefundene Konstanz
des kollektiven Diffusionskoeffizienten als Funktion der Gittergaskonzentration auf einem
idealen Gitter benutzt, um die Simulationsmethode fiir ein periodisches Profil zu testen.
Pétzold [127] hat diese Simulationsmethode ebenfalls ausfithrlich bei seinen Gittergassi-
mulationen in ungeordneten Gittern mit dem von ihm entwickelten Vektoralgorithmus
verwendet. Dabei hat er das Gittergas in eine Richtung entsprechend dem vorgegebenen
Profil und in die iibrigen Richtungen uniform und entsprechend der Gleichgewichtsvertei-
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lung verteilt. Es ist deshalb nicht ndtig, zu Beginn der Simulation eine Equilibrierung des
Systems in Richtungen senkrecht zum Profil durchzufiihren.

Bei einem periodisches Profil ist der Zerfall des Konzentrationsgradienten schon in
Kapitel 2.5.2 berechnet und der sich daraus ergebene Wert fiir den kollektiven Diffusions-
koeffizienten bestimmt worden. Dort habe ich wie Patzold ein Kosinus-Profil behandelt.
Wenn man nichtlineare Effekte vernachléssigen kann, dann ist der Verlauf des Gradien-
tenzerfalls exponentiell.

Ich habe die von Péatzold entwickelten Programme in iiberarbeiteter Form wahrend
meiner Diplomarbeit [151] verwendet, um die kollektive Diffusion im Random-Trap-Mo-
dell zu untersuchen. Dabei bin ich auch ausfiihrlich auf die Problematik des Verfahrens
eingegangen (siche dazu auch Kapitel 2.5.2). Wéahrend des ersten Teils dieser Disserta-
tion habe ich weiterhin die Simulationen zur kollektiven Diffusion mit der Dichtegradi-
entenmethode durchgefiihrt, bin aber zum SchluR der Arbeit zur im nachsten Abschnitt
beschriebenen Schwerpunktsmethode iibergewechselt.

Die Zerfallszeit ist nach Gleichung (2.51) proportional zum Quadrat der Profilwellen-
lange. Deshalb sollte die Wellenlange so klein wie moglich gewéahlt werden. Andererseits
muf der Bedingung Rechnung getragen werden, dafl man sich im hydrodynamischen Li-
mes befindet, d. h. das die Fluktuationen im Gittergas auf Langenskalen, die nicht sehr
viel grofler als die Gitterkonstante sind, klein bleiben. Die Wellenldnge muf deshalb hin-
reichend grof sein, denn sonst wiirde das gemessene Diffusionsverhalten von der Dynamik
auf kleinen Clustern von Gitterpldtzen bestimmt, die in der Regel verschieden von der
auf groRen Lingenskalen ist. s lassen sich in Gittern mit ungeordneten Ubergangsraten
stets zusammenh&ngende kleine Cluster von Gitterplatzen mit {iberdurchschnittlich hohen
Ubergangsraten finden, die das Diffusionsverhalten zu Anfang der Simulation bestimmen
werden. Dieses Einlaufverhalten der Diffusion wird sich in den Simulationsergebnissen als
Abweichung vom exponentiellen Zerfall bemerkbar machen. Der Zerfall des Konzentra-
tionsprofils wird in diesem Bereich starker sein. Um das Einlaufverhalten zu verhindern
oder zu beschranken, muf eine grofle Wellenldnge des Profils gewahlt werden, denn dann
ist der Zerfall auf kleinen Clustern mit Langenskalen sehr viel kleiner als die Wellenldnge
irrelevant.

Den Grenzwert sehr grofer Wellenldngen des Profils kann man vergleichen mit dem
Grenzwert sehr grofler Simulationszeiten bei der Tracer-Diffusion. Beide Grenziibergiange
sind bei einem verdanderten Kurzeitverhalten des Gittergases notwendig.

Bei meinen Simulationen mit der Dichtegradientenmethode habe ich in der Regel Wel-
lenlangen von 50 bis 100 Gitterplatze verwendet. Insbesondere in einer Dimension, in der
Nichtlinearitiaten eine verstirkte Rolle zu spielen scheinen [151], habe ich auch gréRere
Wellenlangen bis 150 Platze benutzt.

Weiterhin muf beriicksichtigt werden, daf durch die Auflegung eines Konzentrations-
profils iiber der durchschnittlichen als Parameter der Simulation vorgegebenen Gitter-
gaskonzentration Bereiche mit unterschiedlicher Konzentration auf dem Gitter geschaffen
werden. Dies filhrt zu einer unterschiedlich schnellen Diffusion in ungeordneten Gittern,
in denen der Diffusionskoeffizient von der Konzentration abhangig ist, in den verschie-
denen Gitterbereichen. Deshalb muf die Anfangsamplitude des Profils in Abhéangigkeit
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von der Veranderlichkeit des Diffusionskoeflizienten von der Konzentration geniigend klein
gewdhlt werden. Wenn der Diffusionskoeflizient eine lineare Funktion der Konzentration
1st, dann sollte der Einfluf der gewahlten Amplitude in einem erweiterten Bereich uner-
heblich sein. Zu grofe Konzentrationsvariationen wiirden aber wieder nichtlineare Effekte
verursachen. Ich habe absolute Profilamplituden von 0.01 bis 0.1 verwendet. Die durch-
schnittliche Konzentration ¢ habe ich von null bis eins variiert.

Schwerpunktsmethode

Diese Simulationsmethode basiert auf den in Kapitel 2.5.2 dargestellten theoretischen
Uberlegungen. Sie stellt die natiirliche Fortsetzung des Simulationsverfahrens zur Bestim-
mung des Tracer-Diffusionskoeffizienten fiir die Untersuchung des kollektiven Verhaltens
eines Gittergases dar. '

Es taucht bei der Verwendung der Schwerpunktsmethode ein statistisches Problem auf.
Die statistische fluktuierende ,,MeRgroRe ist hier ndmlich nicht mehr die mittlere qua-
dratische Verschiebung eines Teilchens, sondern die mittlere quadratische Verschiebung
des gesamten Teilchenensembles. Die Varianz des berechneten Schwerpunkts-Diffusions-
koeflizienten ist deshalb umgekehrt proportional zur Anzahl der simulierten Systeme. Es
muf} also eine moglichst grole Zahl von Systemen simuliert werden, um hinreichend ge-
naue Ergebnisse zu erhalten. Andererseits diirfen die einzelnen Systeme im ungeordneten
Fall nicht zu klein gewahlt werden, damit die Systemparameter moglichst genau bei der
Realisierung des Systems in der Simulation wiedergegeben werden. Eine Mittelung des Dif-
fusionsverhaltens iiber Systemrealisierungen mit um die vorgegebenen Werte statistisch
schwankenden Systemparametern ergibt i. a. nicht das Diffusionsverhalten des gemittelten
Systems. Dies wiirde nur dann der Fall sein, wenn der Diffusionskoeflizient linear von den
Systemparametern abhdngen wiirde.

Im letzten Teil meiner Dissertation habe ich ausschlieflich die Schwerpunktsmethode
zur Simulation der kollektiven Diffusion benutzt, weil mir diese Methode am genauesten
erschienen ist. Insbesondere gilt dies fiir Systeme mit sehr starker Unordnung. Dann macht
sich nédmlich die ,Parameterfreiheit der Schwerpunktsmethode vorteilhalft bemerkbar.
Denn zur Berechnung der wirklichen Diffusionskoeflizienten ist es in diesem Fall ledig-
lich nétig, entsprechend lange Simulationszeiten zu verwenden. Das gilt zwar im Prinzip
auch fiir die Dichtegradientenmethode bzw. die Beweglichkeitsmessung iiber ein angeleg-
tes Feld, doch in den beiden letztgenannten Fillen muf die Simulationszeit zum Erreichen
des wirklichen Langzeitverhaltens auf indirekte Weise eingestellt werden. Bei der Dich-
tegradientenmethode gelingt dies iiber die Wahl einer entsprechend grofen Wellenlange
des Dichteprofils und bei der Beweglichkeitsmessung durch den Ubergang zu sehr kleinen
duReren Feldern.

Bei den von mir durchgefiihrten Simulationen mit der Schwerpunktsmethode habe ich
in der Regel Systemgrofen von ca. 1000 Gitterplatzen benutzt und bis zu 10® Systeme
zur statistischen Mittelung berechnet.
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3.4 Diffusion im pseudounendlichdimensionalen Gitter

Die verallgemeinerte Effektive-Medium-Theorie, die ich im Kapitel 7 fiir Einteilchendif-
fusion bzw. im Kapitel 8 fiir Gittergasdiffusion einfiihren werde, sollte dann exakt wer-
den, wenn Korrelationseffekte jedweder Art vernachlissigt werden konnen. Dies ist eine
allgemeine Forderung an mittlere-Feld-artige Naherungen. Korrelationen zwischen aufein-
ander folgenden Teilchenspriingen bzw. den Besetzungswahrscheinlichkeiten benachbar-
ter Gitterplatze sollten dann verschwinden, wenn Teilchen auf einem bestimmten Platz
eine gemittelte Umgebung ,sehen“. Dies sollte durch eine sehr hohe Koordinationszahl
erreicht werden kénnen und im Grenzfall eines unendlichdimensionalen Gitters exakt gel-
ten. Deshalb wire es wiinschenswert, wenn solche Systeme auch in Computersimulationen
untersucht werden konnten, um die Giite der effektiven Theorien in diesem Grenzfall zu
testen.

Leider steigt die Anzahl der Gitterplatze in den Systemen fiir Computersimulationen
exponentiell mit der Dimension des Gitters an. Analog verhélt sich die Laufzeit der Si-
mulation. Eine Verkleinerung der linearen Ausdehnung des Gitters kann dieses Verhalten
der Laufzeit lediglich begrenzt aufheben.

Es besteht deshalb die Notwendigkeit, die Gittergasdiffusion auf einem unendlichdi-
mensionalen Gitter auf eine andere Weise durchzufiihren als bei endlichen Dimensionen.

Fir d — oo bei hyperkubischen Gittern spielen die raumlichen Anordnungen der Git-
terplétze zueinander keine Rolle. Deswegen sollte es verniinftig sein, bei der Simulation die
relative Position der Platze zueinander vollig zu vernachléssigen. Ein Teilchen auf einem
bestimmten Gitterplatz kann dann nicht mehr nur auf benachbarte Platze springen, son-
dern auf alle anderen Pléatze, sofern die Sprungbedingungen dafiir erfillt sind. Wenn sich
die Ubergangsrate zwischen Start- und Zielplatz aus den beiden zugehérigen Platzener-
gien oder aus einer Energiebarriere zwischen den Platzen ergibt, dann muf sie fiir jeden
Sprungversuch neu berechnet werden. Alternativ wire es moglich die Ubergangsraten von
jedem Gitterplatz zu jedem anderen vor Beginn der Monte-Carlo-Simulation ein fiir alle
mal zu berechnen und zu speichern.

Im Prinzip ist die wirkliche Dimension des in der Simulation verwendeten Gitters ohne
Bedeutung. Ich habe aus Griinden der Einfachheit bei der Anwendung dieses Verfahrens
stets eindimensionale Gitter benutzt.

Wenn der Diffusionskoeffizient iiber die mittlere quadratische Verschiebung berechnet
werden soll, dann ist es ndtig, bei der Berechnung der Verschiebung bei einem Sprung, nur
dessen Richtung zu beriicksichtigen und die wirkliche Sprunglénge auf die Gitterkonstante
zu reduzieren.

Die Feldmethode und die Dichtegradientenmethode sind wegen ihrer inhérenten Ani-
sotropie fiir dieses Verfahren der Gittergasdiffusion in pseudounendlichdimensionalen Git-

tern nicht geeignet.
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Kapitel 4

Phanomenologische Ansatze und

Richards-Modell

In diesem Kapitel mochte ich auf einige phinomenologische Uberlegungen zum Diffusi-
onsproblem eingehen. Insbesondere soll eine erste Naherung fir den kollektiven Diffusi-
onskoeffizienten vorgestellt werden, die fiir meine eigenen analytischen Berechnungen als
korrelationsfreie N&herung einen Grenzfall beschreiben wird.

Desweiteren soll das generelle qualitative Verhalten des kollektiven Diffusionskoeffi-
zienten als Funktion der Gittergaskonzentration erldutert werden. Insbesondere sollen
battigungs- und Perkolationseffekte beschrieben werden.

Zum Schlufl dieses Kapitels méchte ich einige Worte iiber das Richards-Modell [132]
verlieren. Fiir dieses Modell ist der kollektive Diffusionskoeflizient in einer Dimension
exakt bekannt. Eine Aussage iiber das qualitative Verhalten der Diffusion in héheren
Dimensionen liefert die phanomenologische Naherung.

4.1 Phanomenologische Losungen der kollektiven Dif-
fusion

Die erste phanomenologische Beschreibung der kollektiven Diffusion ist von Oriani [124]
im Zusammenhang mit der Wasserstoffdiffusion in Stahl mit Haftstellen fiir Wasserstoff
gefunden worden. Das zugrundeliegende Modell ist ein ungeordnetes Zwei-Niveau-System
im Random-Trap-Modell. Eigentlich hat Oriani zusétzlich noch erhdhte Barrieren um die
Traps herum angenommen, doch effektiv hat er lediglich ein Trap-Modell berechnet. Bei
seinem ph&nomenologischen Ansatz nimmt er an, daR der kollektive Diffusionskoeflizient
im wesentlichen durch die Gittergasdiffusion auf dem ungestorten Gitter gegeben ist. Sein

Resultat DP™ lautet dann in meiner Notation

1—c¢)
Dphcno _T C1( t ) 4.1
coll 0(1 —e)ey + ol — ¢a)e y
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Zumindest ist der Grenzwert fiir ¢; — 0 korrekt. Doch wenn die Traps dquivalent zu den
normalen Plédtzen sind, dann ergibt sich schon ein vom theoretischen Resultat D.,;; = I'g
verschiedenes Ergebnis. Die Oriani-Naherung ist damit nicht zufriedenstellend.

Weitere frithe phénomenologische Losungsansitze findet man bei de Avillez et al. [8].
Dort sind auch Vergleiche mit experimentellen Daten der Sauerstoff-Diffusion in auf Niob
basierenden Legierungen durchgefiihrt worden. Ihnen gemeinsam ist allerdings, daf sie
nicht den richtigen exakt bekannten Einteilchengrenzwert des kollektiven Diffusionskoef-
fizienten liefern. Dies sollte aber eine Mindestforderung an eine ,korrekte phanomenolo-
gische Theorie sein. Solche Losungen sind von Brouwer {27] und Salomons [135] gefunden
worden. Brouwer et al. haben die Wasserstoft-Diffusion in Ti;_,V,-Legierungen untersucht
und dabei auch die mikroskopischen Verhaltnisse beriicksichtigt. Tatsdchlich war es gera-
de das Ziel von Brouwer et al., Informationen iiber die mikroskopischen Zusammenhinge
in einer Legierung iiber eine makroskopische Mefigrofe, ndmlich den kollektiven Diffusi-
onskoeffizienten, zu erhalten. Auch Salomons hat die Wasserstoff-Diffusion in Metallen
und Legierungen behandelt. Allerdings hat er seine phinomenologischen Uberlegungen
mit Monte-Carlo-Simulationen verglichen.

TIhren Uberlegungen liegt die Nernst-Einstein-Relation zugrunde. Sie beschreibt den
Zusammenhang zwischen kollektiven Diffusionskoeffizienten und der Mobilitdt B der Git-
tergasteilchen. Fir ein Gittergas, wie ich es in dieser Arbeit behandele, lautet sie auf
einem idealen Gitter

d,
Dot = Be=E, (4.2)
de
wobei dp/dc durch (2.45) zu
1
O ___ L1 (4.3)

dc ~ Ble(l—c))

gegeben ist und damit den Faktor 1/(8¢c(1 — ¢)) liefert. Die Beziehung (4.2) hat sehr viel
Ahnlichkeit mit der Relation zwischen Dooy und dem Schwerpunkts-Diffusionskoeffizienten
Dem (2.39), wenn man D.,, mit der Beweglichkeit identifiziert.

Fir die Beweglichkeit setzt man im idealen Gitter

B =To(l—c)B (4.4)

an. Die Beweglichkeit ist somit als Produkt der uniformen Ubergangsrate auf dem Gitter
und einem Blockierungsfaktor (1 — c) gegeben. Der Blockierungsfaktor berticksichtigt,
daR nur Uberginge auf unbesetzte nichste Nachbarplitze ausgefiihrt werden kénnen. Die
Gleichung (4.2) vereinfacht sich dadurch zu

pheno
coll

Das Ergebnis ist also dquivalent zum exakt bekannten Resultat (2.36).
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Fir ungeordnete Gitter haben die Autoren eine gemittelte Nernst-Einstein-Relation

angesetzt:

€no d
DI = (Bici) o (4.6)
Fiir den kinetischen , Beweglichkeitsfaktor” B; wird analog zum idealen Gitter
B; =(Tyt(1—¢4)); B (4.7)

angesetzt. Dies fiithrt zum allgemeinen phanomenologischen Ausdruck fir den kollektiven
Diffusionskoeflizienten

L pei(l—c4))

Dpheno — < f . 4.8
coll (c,(l . Cz‘)) ( )
Der Mittelwert im Z&hler ist, wenn [';; von ¢ und f abhéngt, ein zweidimensionales

Integral.

Die phanomenologische Gleichung (4.8) kann man auch mikroskopisch begriinden. Dies
ist von Brouwer, Salomons und Griessen [28] bei der Erklarung der Konzentrationsabhén-
gigkeit von Wasserstoff-Diffusion in Nb;_, V,-Legierungen durchgefiithrt worden. Sie haben
dazu den Teilchenstrom auf einem Gitter, der durch einen Konzentrationsgradienten indu-
ziert wird, betrachtet (Abb. 4.1). Unter Vernachldssigung aller Korrelationseffekte gelingt
dann die Ableitung des kollektiven Diffusionskoeffizienten. Diese Ableitung will ich nun

kurz beschreiben.

Abbildung 4.1: TeilchenfluR J durch ein reguldres Gitter. Die Darstellung beschreibt den
Flu® durch ein quadratisches Gitter, gibt aber die Verhaltnisse fiir ein allgemeines hyper-
kubisches Gitter wieder.

Fiir einen Teilchenstrom J gilt allgemein das erste Ficksche Gesetz (2.11). Es lautet
verallgemeinert fiir ein Gittergas in einem beliebig dimensionalen Gitter

J= —Dcouﬁc. (4.9)

Wie in der Abb. 4.1 angedeutet, soll der Konzentrationsgradient auf die z-Richtung be-
schrankt sein. Damit reduziert sich (4.9) auf einen eindimensionalen Zusammenhang:

J = ——Dcou&. (4.10)
Oz
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Der Strom J ist tiber eine Kontinuitdtsgleichung (2.12) mit der Mastergleichung (2.15)
verkniipft, kann also auch in Form einer Ratengleichung geschrieben werden. Sie beschreibt
den lokalen Fluf} durch eine Grenzfliche senkrecht zur z-Richtung und besteht aus N

Gitterplatzen:

N N
- a?%‘z— > [Tigei(z) (1= ¢s(e + da)) — Tiyeie + do) (1 — ¢4 (2))],
i=1 =1 (4.11)

wobei ¢; die Besetzungsfaktoren sind und a wieder die uniforme Gitterkonstante ist. Da
ich nur einen kleinen Konzentrationsgradienten betrachte, d. h. lediglich kleine Abwei-
chungen der Besetzungswahrscheinlichkeiten vom Gleichgewicht zulasse, und desweiteren
auch keine Korrelationseffekte beriicksichtigt werden sollen, faktorisieren die Zweipunkt-
korrelationsfunktionen und kénnen als Naherung durch Produkte der Gleichgewichts-Be-
setzungsfaktoren ersetzt werden.

Die Taylor-Entwicklung der Besetzungsfaktoren c¢;(z + dz) = c;(z) + 2% (z)de fiihrt
dann auf

Oc Oc; d¢;

= a——— le Lz [c, cicy — ci—;dw — ¢ + ¢icy — 2 de + %cfdm] )

(4.12)

Da, jetzt alle Faktoren c; Funktionen von @ sind, miissen die Argumente nicht mehr aus-
geschrieben werden. Eine Vereinfachung und anschliefendes Ausnutzen von dz = a fithrt

auf

(9Cf Bci ac,-
- —a— i o — Lica .
J a® ;1 L' ¢ G —dz + 5 dz 52 ! m:l (4.13)
1 X Oc; Ocy | Oc
= —g?—= . —cf)— — | —, 4.14
a N2 i%lrt’f {(1 cf) P G de | 6z ( 1 )
Der Vergleich mit (4.10) Liefert den kollektiven Diffusionskoeflizienten
» eno 50, 66
D2 = (Pusla = e 5 + Tisal ). (4.15)
Die Berechnung von %‘5: gelingt einfach durch Differentiation der Fermi-Funktion (2.59)
0 0 1
—(E) = — 4.16
55 = 5 (remE) (4:16)
(rmpa—y) eE-msZ @
= ex .
1+ exp(B(B:—p)) " PP de
1—¢ dp
2
= @=—Sg% 4.
c; . 7o ( 18)
dy
= o(l— g 4.
a(l — ) 7 (4.19)
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Mit diesem Ergebnis vereinfacht sich (4.15) zu
dy

DER™ = (Tis(1 = ep)eill — &) + Ty peics (1 = f)) = (4.20)
und mit der Detailierte-Gleichgewicht-Relation I'; jci(1 — ¢f) = Iy e4(1 — ¢;) folgt weiter
no d
DE = (Tige(l —ep) = Tipcd(l = ¢f) + Tpach(l - ci) ) d—’c‘ (4.21)
d
= (T; el — cf)>ﬁd—’; qe.d.. (4.22)

Kirchheim [77] hat im Zusammenhang mit der Wasserstoff-Diffusion in Legierungen
und amorphen Metallen ebenfalls eine phanomenologische Theorie der beschriebenen Art
behandelt. Durch eine kleine Ungenauigkeit ergibt sich ein zusatzlicher Faktor im Endre-
sultat, der sich aber bei sehr kleinen Konzentrationen nicht auswirks.

Milne et al.[106] haben das phdnomenologische Resultat (4.8) aus thermodynamischen
Uberlegungen hergeleitet. Sie haben die Oberflichendiffusion von Cs-Adatomen auf einer
Si(100)-Oberflache untersucht und dabei auch langreichweitige Wechselwirkungen beriick-
sichtigt.

Ahnliche Zusammenh#nge sind schon frither bei der Behandlung eines Teilchenstromes
auf einer uniformen Oberfliche im Rahmen des Gittergasmodells berechnet worden (siehe
z. B. [155], dort finden sich auch weitere Referenzen).

Wenn nicht schon in der Verteilung der Ubergangsraten Korrelationen vorhanden sind
wie z. B. im Miller-Abrahams-Modell, dann ist der einzige Effekt, der bei der phanomeno-
logischen Theorie beriicksichtigt wird und der eine Abhangigkeit des kollektiven Diffusi-
onskoeflizienten von der Konzentration des Gittergases erzeugt, die Besetzung energetisch
tiefliegender Gitterplitze analog der Fermi-Dirac-Statistik (2.13). Diese Sdttigung tiefer
Traps fithrt dazu, daR mit steigender Konzentration nur noch Gitterplatze mit zunehmen-
der Platzenergie zugénglich sind. Die beweglichen Gittergasteilchen findet man schlieR-
lich stets an der Fermi-Kante, die sich bei steigender Konzentration zu hoheren Energien
entlang der Gitterplatz-Energieverteilung verschiebt. Deshalb ist die phanomenologische
Formel eine monoton steigende Funktion von c.

Der Monotonie-Beweis gelingt einfach iiber eine kleine Umformung von (4.8). Damit
sie gelingt, ist es aber wichtig, daR die einzelnen Ubergangsraten unkorreliert sind, d. h.
Trap- und Barrierenanteil der Ubergangsrate seien unabhéngig voneinander verteilt. Dann
lassen sich die Ensemble-Mittelungen iiber den Trapanteil der Ubergangsrate I'Y und den
Barrierenanteil F?f (siche auch (2.22) in Kapitel 2.3) unabhangig voneinander ausfithren:

(Tis) = (T5;) (TF). (4.23)
Es folgt hieraus fiir (4.8)
pheno __ <Fi,fci(1 - Cj)>
Dcoll - (C,,(l _ Ci)> (424)

. <F;~I‘C,'(1 — Cf)>
= ) R

(4.25)
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Mit der Detailierte-Gleichgewicht-Relation I'Fe.(1 — ¢;) = [T ci(1 — ¢,) besziiglich 7 und
einen festen Referenzplatz r bzw. den Platzen f und r gilt weiter

IPelfe e
D — @%><@;£z&§> (4.26)

re,) dee)) (4.27)
5 )
wobei die Mittelung ({.)) iiber die um I'7 modifizierte Energieverteilung geht. Dies ist

zuldssig, weil die Ubergangsraten immer kleiner als eins sind.
Nun leitet man den Ausdruck fiir Di’:ﬁm einfach nach der Konzentration ¢ ab

iDphcno — d <PB >_____<<c,-)>2 (4'28)

2 = e\
= 20— e () — (e (a1 — e)))](4.29)

() ))Mq»«éw-(@ﬂf] (4.30)

. @) g (4.31)
()" {ei(1 — <))

Es reicht aus zu zeigen, daf ) > 0 gilt, weil der Vorfaktor auf jeden Fall positiv ist. Dazu

betrachtet man eine Art Schwarz’sche Ungleichung fiir Zufallsvariablen'. Sind « und y zwei

beliebige Zufallsvariablen, fiir die die Erwartungswerte (z?) und (y*) existieren, dann gilt

(2y)* < (=*)(w). (4-32)

Daraus folgt

——~
——
)

o)
~
S

S
S
(%)
DA
~
~
v

(8 s
= ()Y, qed. (4.34)

Ist es aber iiberhaupt physikalisch sinnvoll, daf der kollektive Diffusionskoeflizient auf
der ganzen Konzentrationsskala ansteigt? Fiir kleine Gittergaskonzentrationen ist ein sol-
ches Verhalten sicherlich verniinftig, denn in diesem Bereich kénnen die freien Teilchen,
d. h. die Teilchen an der mehr oder weniger aufgeweichten Fermi-Kante, die keine Traps
sattigen, eine wenig gestorte Diffusionsbewegung um die geséttigten tiefen Traps herum
vollfihren. Diese Argumentation ist aber nur in endlichen Dimensionen schliissig, da nim-
lich in einer Dimension® schon ein besetzter Trap ausreicht, um die Bewegung der iibrigen
Teilchen zu blockieren.

1Als Referenz sei auf Standardwerke der Wahrscheinlichkeitsrechnung verwiesen. Ich habe die Un-
gleichung einem Werk von Renyi [131] entnommen. Dort ist sie lediglich fiir diskrete Zufallsvariablen
formuliert. Eine Verallgemeinerung auf den kontinuierlichen Fall ist aber unproblematisch.
ZPerkolationsschwelle gleich eins.
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Wenn nun aber die Konzentration gréfer wird und ein zunehmender Teil der Plat-
zenergieverteilung besetzt wird, dann sollten Blockierungseffekte mehr EinfluR auf das
Diffusionsverhalten bekommen und schlieflich miifite der Diffusionskoeffizient wieder sin-
ken!

Ein fir alle ¢ steigender kollektiver Diffusionskoeffizient bedeutet, daf nicht einge-
fangene Teilchen immer einen nicht blockierten Pfad durch das Gitter finden kénnen.
Dies bedeutet eine Perkolationsschwelle p, = 0, was fiir ein unendlichdimensionales Gitter
charakteristisch ist.

Ohnehin sollte man annehmen kdnnen, dal die Vernachldssigung aller Korrelationen
gerade im unendlichdimensionalen Gitter erfiillt ist. Denn wenn jeder Gitterplatz eine
unendliche Anzahl von Nachbarplatzen hat und damit auch eine unbegrenzte Anzahl von
Sprungrichtungen, dann ,sehen Teilchen auf diesem Platz sozusagen nur eine mittlere
Umgebung, aber keine ausgezeichneten Platze.

Die Effektive-Medium-Theorie, die ich in Kapitel 8 entwickeln werde, wird als Grenzfall
fiir d — oo das phénomenologische Resultat (4.8) ergeben. Dies ist aber nicht iiberaschend,
sondern sollte vielmehr als ein erwartetes Resultat angesehen werden!

AbschlieRend soll noch der Einteilchengrenzwert von DP5™ untersucht werden, d. h.
der Grenzfall ¢ — 0. Dabei wird der Zusammenhang

1

l—e = 1- 4.35
T+ exp (B(B: — ) (4.35)
= ciexp (B(E; — p))
verwendet. Es ergibt sich fiir Dggmno
DR = Diy™(c—0) (4.36)
- L (4.37)
(ei)
(Tyz exp (—BE))
= ’ 4.38
(4.35) <exp (—ﬁE1)> ( )
_ (Lagpi) (4.39)
{p:)
wobei
pi = exp (—BE;) (4.40)

proportional zur Gleichgewichtsbesetzungswahrscheinlichkeit (2.19) des Gitterplatzes mit
der Energie F; ist. Die im Kapitel 2.3 auf Seite 13 angegebene Form der Gleichgewichts-
besetzung lautet ndmlich

Pea(d) = %eXP (—BE;). (4.41)
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Die Gréfe Z bezeichnet die Zustandssumme, die auf einem Gittersegment mit N Platzen
die Form

Z = i_v:exp (—BE;). (4.42)

hat. Daraus folgt die Relation
pi = Npeq(3).- (4.43)

Bei den normierten Besetzungsfaktoren p;/ (p;) ist zu beachten, daR sie nicht auf eins
normiert sind, sondern auf einem endlichem Gittersegment der Gréfe N betrachtet auf
N. .

Diese Besetzungsfaktoren p;, die die Form eines Boltzmann-Faktors haben, sind das
Einteilchenanalogon zu ¢;. Sie sind, wie in Kapitel 2.3 auf Seite 13 besprochen, gerade
invers proportional zum Trap-Anteil der Ubergangsrate (siehe (2.22)).

Ein entsprechendes Resultat fiir den Diffusionskoeffizienten findet man beim Leerstel-
lengrenzfall ¢ — 1. Bei der Leerstellendiffusion ist lediglich zu beachten, dafl die Gitter-
platzenergien ein anderes Vorzeichen haben.

Fiir das Random-Trap-Modell, in dem die Besetzungsfaktoren invers proportional zu
den Ubergangsraten fiir den gleichen Gitterplatz sind, ergibt sich das exakte Resultat
(2.65)

pre = (py”! (4.44)
- <111—>- . (4.45)

Somit laft sich im Random-Trap-Modell die Verringerung des Diffusionskoeflizienten als
Folge der erhohten Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir die Gitterplatze deuten.
Im reinem Random-Barrier-Modell findet man

DPhere — (T, 1) (4.46)

sp

Der Diffusionskoeffizient ist also durch die mittlere Ubergangsrate zu benachbarten Git-
terplatzen gegeben, was erst in hochdimensionalen Gittern als angemessene Naherung

angesehen werden darf.

4.2 Das Richards-Modell

Das Richards-Modell [132] ist ein reines Trap-Modell fir die lineare Kette—allerdings
ohne Unordnung. Richards hat im Zusammenhang mit der Superionen-Leitung ein Modell
postuliert, bei dem es nur zwei Gitterplatztypen gibt, die auf der Kette abwechselnd
verteilt sind. Dies wird in Abb. 4.2 illustriert. Insbesondere sind die Ubergangsraten auch
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N L L
NN Y OV

Abbildung 4.2: Illustration des Potentialverlaufes im Richards-Modell. Die Halfte
der Gitterplitze ist energetisch abgesenkt mit zugehdriger Ubergangsrate I'S =
exp (BE<), mit E< < 0. Der anderen Halfte der Plitze kann man die Rate I' = I'y = 1
zuordnen. Im unteren Teil der Abbildung ist das Richards-Modell fiir die Leerstellendif-

fusion dargestellt.

lokal bis auf eine Translation um einen Gitterplatz im Leerstellenbild gleich denen im
Teilchenbild verteilt. Dies ist eine Besonderheit dieses Modells®.

Richards ist in der Lage gewesen, fiir dieses Modell die Leitfahigkeit des Gittergases
exakt zu berechnen, wobei er angenommen hat, daf jedes Gittergasteilchen eine Ladung
g (hier gleich eins gesetzt) tragt. Die Harte-Kern-Wechselwirkung ist allerdings in seinem
Modell trotzdem als einzige Wechselwirkung zwischen den Teilchen angenommen worden.
Sein Resultat (Gleichung (42) in [132]) fiir die Leitfahigkeit o lautet in meiner Notation

o=T%1-¢) 1_P—_—L<( — ) (4.47)
= Cy Ci T T < Co C1 . .
Der allgemeine Zusammenhang zwischen der Leitfahigkeit und der Beweglichkeit B ist
oc=cqB, mitqg=1. (4.48)
Daraus folgt mit (4.2) und ¢, =1 —¢; = 0.5
d
Dt = B (4.49)
de

. 2F<C2(1—Cl) F+F<—F(02—c1)—{—F<(cZ——cl) (4 50)
C1(1—Cl)+62(1—-02) P+I‘< .
3Im Miller-Abrahams-Modell (Kapitel 2.3) findet man fiir symmetrische Verteilungen der Platzener-

gien zwar ebenfalls ein Leerstellenbild der Ubergangsratenverteilung, das dem Teilchenbild &hnlich ist,
aber bei diesem Modell gilt die Ubereinstimmung nur im Ensemble-Mittel. :
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und weiter mit dem detailierten Gleichgewicht (DG) ey (1 — ¢p) = I'ep(1 — ¢1)

9 T(1 — ¢)le; + I<(1 — ¢)I'<
Deot L < (1= cs)les + <( 1) Cz) (4.51)
<o T TR(1-c) F+T

9 <e(1—¢)+Te; +T2(1 —c)+T<e
DG - ( A=) = Ff( J 2) (4.52)
= < (M2 +r<z) +

1 -1

_ <1“_> _ (4.53)

Dies besagt aber gerade, dafl der kollektive Diffusionskoeffizient im Richards-Modell gleich
dem Einteilchen-Diffusionskoeflizienten ist, also keine Konzentrationsabhingigkeit der kol-
lektiven Diffusion existiert! In der Abb. 4.3 habe ich Simulationsergebnisse dazu aufge-
tragen.

0.6 l

0.4 | ]
g
0 o —0 o -
0.2 1
O Sabiid T e

0 0.5 1

C

Abbildung 4.3: Kollektiver Diffusionskoeffizient im Richards-Modell. Symbole geben Si-
mulationsdaten mit der Schwerpunktsmethode wieder (E< = —2 (¢), E< = —4 (+)). Die
Kurven reprasentieren das theoretische Resultat (4.53).

Gartner und Pites [44] haben dieses Modell ebenfalls innerhalb ihrer allgemeinen Ab-
schatzung von D,y als ein Beispiel behandelt, bei dem ihre Abschitzung exakt wird. Ihr
Ergebnis (Gleichung (4.3) in [44]) lautet in meiner Notation

ey (1 — cy)

(a—e2)2+c(l—c1) +ex(l —cg) (4.54)

-Dcoll =

Auch dieses Ergebnis 148t sich unter Ausnutzung des detailierten Gleichgewichtes natiir-
lich wieder auf die obige einfache Form (4.53) bringen*.

4Gartner und Pites haben dies entweder nicht gesehen oder interessierten sich einfach nicht fiir die
konkrete Gestalt des Diffusionskoeffizienten, da bei ihnen die Methodik der Abschitzung desselbigen im
Vordergrund gestanden hat.
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Soll das Richards-Modell auf hohere Dimensionen iibertragen werden, so ist bei der
Verteilung der Ubergangsraten zu beachten, daR Ubergénge zu benachbarten Gitterplat-
zen stets auf einen Platz der jeweils anderen Platzenergie gehen. Als Beispiel erhélt man
in zwei Dimensionen ein Schachbrettmuster wie in Abb. 4.4a).

a) b)

Abbildung 4.4: a) Richards-Modell in zwei Dimensionen. Die ,,schwarzen® und die , wei-
fien“ Gitterplatze gehoren zu je einer der beiden Platzenergien im Richards-Modell. b)
Richards-Modell in zwei Dimensionen mit einer eindimensionalen Struktur.

In héheren Dimensionen ist das Verhalten der kollektiven Diffusion verschieden vom
eindimensionalen Fall. Die Auswertung des phénomenologischen Resultates (4.8), das im
unendlichdimensionalen Gitter exakt sein sollte, fiir das Richards-Modell liefert unter
Ausnutzung des detailierten Gleichgewichts

Dpheno . 2I‘C1(1 - Cz)

= , 4.55
coll cai(l—c1)+ el —c) ( )

denn es sind nur Ubergénge zwischen nichtiquivalenten Gitterplatzen moglich. In der Abb.
4.5a) habe ich (4.55) aufgetragen und mit Simulationen im pseudounendlichdimensiona-
len Gitter verglichen. Die Simulationsdaten verifizieren das phanomenologische Ergebnis
fiir den unendlichdimensionalen Fall. In der gleichen Abbildung habe ich auch einige Si-
mulationen in zwei und drei Dimensionen wiedergegeben. Es ist klar erkennbar, daR der
kollektive Diffusionskoeffizient offenbar mit der Dimensionalitdt zunimmt und sich ein
zunehmend stdrkeres Maximum bei der Konzentration ¢ = 0.5 ausbildet. Die Symmetrie
um dieses Maximum ergibt sich aus der Aquivalenz von Teilchen- und Leerstellendiffusion
im Richards-Modell.

Der Einteilchen- bzw. Leerstellengrenzwert des kollektiven Diffusionskoeffizienten ist
fiir alle Dimensionen gleich, weil es sich um ein Trap-Modell handelt.

Es stellt sich die Frage, was sich fiir ein kollektiver Diffusionskoeflizient ergibt, wenn
man die Struktur des eindimensionalen Richards-Modells in eine zweite Dimension fort-
setzt, wie in Abb. 4.4b) geschehen. Die Einteilchendiffusion ist auf dieser Struktur gleich
der im originalen Richards-Modell. Leerstellen diffundieren in der verdnderten Struktur
aber anders. In Richtung der abgesenkten Gitterplatze werden sich auf den dazugehérigen
Platzreihen die aus Kapitel 2.3 bekannten Doppelbarrieren aufbauen. Die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit der Leerstellen in den Traps ist deshalb stark vermindert. Sie werden
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0.6 .

DcoII
D(:oII

Abbildung 4.5: Kollektiver Diffusionskoeflizient im Richards-Modell. Symbole geben Si-
mulationsdaten mit der Schwerpunktsmethode wieder (E< = -2 (¢), E< = —4 (+)). Die
Kurven reprasentieren theoretische Resultate: a) d = 2 (punktiert), d = 3 (gestrichelt),
d = oo (durchgezogen (4.55)) und b) d = 2 mit spezieller anisotroper Struktur nach Abb.

4.4b) (Kurven zu (4.56)).

bevorzugt entlang den Reihen mit normalen Platzen, die praktisch von Reihen fiir die
Leerstellendiffusion erhdhter Barrieren eingerahmt werden, eine schnelle Diffusion vollzie-
hen.

Wenn auch fiir die Vielteilchendiffusion in der anisotropen Version naherungsweise
davon ausgegangen wird, daR die beiden unterschiedlichen Richtungen unabhéngig von-
einander behandelt werden konnen, dann setzt sich der ,,Gesamtdiffusionskoeffizient” aus
den Beitragen der beiden Richtungen zusammen. In der einen Richtung erhélt man ein
eindimensionales Richards-Modell mit einem konzentrationsunabhéngigen Diffusionskoef-
fizienten und in der dazu senkrechten Richtung existieren jeweils fiir die Gitterplatzreihen
mit normalen und mit Trap-Plitzen uniforme Ubergangsraten. Deshalb sollte in dieser
Richtung die phdnomenologische Theorie anwendbar sein. Das Ergebnis fiir den iiber bei-
de Achsen im zweidimensionalen Gitter gemittelten Diffusionskoeflizienten lautet dann

Dphcno . 1 }.Fcl(l - Cl) + F<CZ(1 - CZ)

pheno 4.56
i %—I—I\% 2 61(1—‘61)-*—62(1—*02) ( )

In Abb. 4.5b) habe ich die Form von (4.56) im Vergleich zu Simulationsergebnissen
aufgetragen. Es ist zu erkennen, dafl der qualitative Verlauf des kollektiven Diffusionsko-
effizienten als Funktion der Konzentration zwar korrekt durch (4.56) wiedergegeben wird,
es aber quantitative Abweichungen gibt. Diese ergeben sich daraus, daff es zwar fiir die
Einteilchendiffusion méglich ist, das Diffusionsverhalten entlang der einzelnen Gitterach-
sen unabhingig voneinander zu berechnen, dies aber nicht auf die Vielteilchendiffusion
iibertragen werden kann.

Einschréankend muff zur obigen Behandlung des anisotropen Richards-Modells in zwei
Dimensionen bemerkt werden, dafi es eigentlich wenig Sinn macht, einen gemittelten Diffu-
sionskoeflizienten fiir die beiden Gitterachsen anzugeben. Vielmehr miifite man in diesem
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Fall einen zweidimensionalen Diffusionstensor betrachten, bei dem alle Elemente aufier
den Diagonalelementen gleich null sind. Die Diagonalelemente oder Eigenwerte des Diffu-
sionstensors wiirden sich hierbei unterscheiden. Die theoretische, approximative Form des

Tensors ist

-]

+2# 0
Deon = 0P< Tep(1—c1)4+T<cp(1—cp) ’ (457)

cr{l—cy)+ez(l—cz)

Es ist an dieser Stelle jedoch nur mein Ziel gewesen aufzueigen, daR bei der kollektiven
Diffusion die einzelnen Sprungrichtungen nicht unabhéngig voneinander betrachtet werden
koénnen. Deshalb sei hier die kleine Ungenauigkeit gestattet.

60




Kapitel 5

Die Lineare Kette

In diesem Kapitel mochte ich auf stationdre Teilchenfliisse von Gittergasen in einfachen
Modellen fiir die Verteilung von Ubergangsraten auf einer linearen Kette eingehen. Die
Diftusion auf der Kette sollte noch am ehesten einer theoretischen Behandlung zugénglich
sein. Es hat sich allerdings herausgestellt, daR auch schon stark eingeschrinkte Ketten-
modelle sehr schwierig werden.

Von speziellem Interesse sind stationdre Nichtgleichgewichtsprobleme in einem asym-
metrischen Modell, bei dem Ubergénge nur in eine ausgezeichnete Richtung erfolgen kén-
nen [95]. Denn solche Systeme zahlen zu den einfachsten stochastischen Nichtgleichge-
wichtsproblemen [144]. Sie stellen ein Beispiel fiir getriebene Diffusion dar [62]. Abgebil-
det werden kann dieses Problem auf die Hiipfleitfahigkeit [132], wobei die in diesem Fall
geladenen Teilchen von einem &uferen Feld getrieben werden, auf Vertex-Modelle [60],
Wachstumsprozesse [61, 87], Verkehrsfluf- oder Warteschlangenmodelle [76, 120] sowie
auf das Problem gerichteter Polymere in ungeordneten Systemen [58, 148]. Im wesent-
lichen sind Modelle untersucht worden, die einen DiffusionsprozeR mit zufalliger Wahl
der Teilchen fiir Uberginge zu benachbarten Plitzen beschreiben. Schiitz [139, 140] hat
dariiber hinaus ein Modell behandelt, in dem die Teilchenauswahl deterministisch erfolgt.

Die stationdre Losung der asymmetrischen Dynamik eines Gittergases auf einer idea-
len Kette einer beliebigen Léange ist exakt bekannt [34, 35, 103, 141]. Dabei ist die Losung
einfach fiir den Fall periodischer Randbedingungen [103], weil alle Konfigurationen die-
selbe Wahrscheinlichkeit haben. Fiir die sogenannten ,offenen“ Randbedingungen ist der
stationdre Zustand sehr viel komplizierter [141]. Offene Randbedingungen bedeuten, daf
Teilchen mit einer vorgegebenen Rate o an einem Ende der Kette hineingelangen und
mit einer zweiten Rate 3 die Kette am anderen Ende wieder verlassen konnen. Wenn die
Kette unendlich lang wird, dann wird der Fluf§ auf der Kette durch bestimmte Linien im
o — (3-Phasendiagramm nichtanalytisch, so daf unterschiedliche Phasen erkannt werden
konnen: eine Niedrigdichtephase, eine Hochdichtephase und eine Phase maximalen Flus-
ses [34, 35, 36, 86, 141]. Zeitabhéngige Grofen wie Korrelationsfunktionen im stationdren
Zustand sind fiir dieses Modell wesentlich schwieriger zu behandeln als die stationdren
Teilchenfliisse und Dichteprofile [140]. Eine Lésungsmoglichkeit bietet der Bethe-Ansatz

37, 46).
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Ich werde im wesentlichen Ketten behandeln, auf denen es einen einzigen Trap gibt. Die
Dynamik soll dabei der in dieser Arbeit behandelten Gittergasdiffusion entsprechen, d. h.
Teilchen koénnen sich in beide Richtungen fortbewegen. Sie sind somit Random-Walker
mit einer symmetrischen Dynamik.

Es wird sich herausstellen, daf selbst fiir ein solch einfaches Modell, die Zweipunktkor-
relationsfunktionen nicht auf einfache Weise berechenbar sind und eine exakte Lésung ver-
hindern. Die Dynamik des Gittergases ist sehr viel anders als im asymmetrischen Modell,
denn es kénnen nun Riickwertskorrelationen auftreten, die die Losung sehr viel schwieri-
ger machen als im asymmetrischen Fall. Phaseniibergéange werden im symmetrischen Fall
nicht beobachtet.

Ziel wird es sein, stationdre Zustande auf der Kette zu berechnen, wenn sich insgesamt
durch entsprechende Randbedingungen ein Konzentrationsgradient aufbaut. Das wird da-
durch erreicht, dafl an einem Ende der Kette Teilchen in sie hineinflieRen (Quelle) und
am anderen Ende wieder entnommen werden (Senke).

Dieses Problem ist bereits von Patzold [127, Kapitel 6] in seiner Dissertation ange-
gangen worden. Er hat exakte Lésungen von Kitahara und Kehr fiir sehr kurze Ketten,
d. h. N < 5 Platze, vorgestellt und sie mit eigenen Computersimulationen verglichen. Fiir
lange Ketten ist eine gendherte Teillosung vorgestellt worden.

Ich habe mich mit dem gleichen Problem beschéftigt, weil ich der Meinung gewesen
bin, daR hier ein moglicher Losungsansatz fiir die kollektive Diffusion in d = 1 liegen
konnte. Dies hat sich allerdings schnell zerschlagen.

Es ist mir lediglich gelungen, eine allgemeine approximative Losung zu entwickeln. In
dieser Losung wird Patzolds Teilldsung fiir lange Ketten enthalten sein. Sie wird fiir den
Fall exakt, daf der Trap sich an einem Ende der Kette befindet.

Dariiber hinaus habe ich ein Programm fiir Monte-Carlo-Simulationen eines Teilchen-
flusses durch eine lineare Kette geschrieben. Darin habe ich auch allgemeine Randbedin-
gungen fiir Anfang und Ende der Kette implementiert und die Simulationsergebnisse mit
den exakten (zur Uberpriifung des Algorithmus) bzw. den gendherten (zur Priifung der
Naherung) theoretischen Lésungen verglichen.

5.1 Einleitung

Zuerst soll die Kette naher definiert werden. Sie ist in Abb. 5.1 dargestellt. Ihre Lange
betragt L +1 Gitterplitze, die von 0 bis L durchnummeriert werden. Die Plétze 0 und N
definieren die Rander der Kette mit den vorgegebenen festen Besetzungswahrscheinlich-
keiten ¢; = P(0,t) = P(0) und ¢, = P(N,t) = P(N).

Auf einer beliebigen Position I, der Kette befindet sich ein Trap. Die Ubergangsrate
von normalen Gitterplatzen ist ' und vom Trap aus I'<. In den Rechnungen mit einem
Trap auf der Kette werde ich diese beiden Raten der einfacheren Schreibweise wegen auf
1 bzw. 4 = I'</I" skalieren. Uberginge von Platz 0 nach ,links* auf Platz -1 bzw. von L
nach ,rechts“ auf L + 1 sind nicht definiert.

Fiir den Fall, dafl ¢; = ¢, gilt, besteht auf der Kette ein Gleichgewichtszustand, der den
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< <

r r
: N NN (Te

0o 1 .. o 1 o L

Abbildung 5.1: Lineare Kette der Linge L mit einem einzelnem Trap mit der verkleinerten
Ubergangsrate I' an der Position /;. An den Réndern sind feste Teilchenkonzentrationen

¢ und ¢, vorgegeben.

trivialen Grenzfall des Problems darstellt, denn der Konzentrationsgradient verschwindet
und die Teilchenverteilung entspricht der Gleichgewichtsverteilung. Sie ist in Kapitel 2.6
exakt berechnet worden.

Wenn ¢; # ¢, und v = 1 gilt, dann 188t sich ebenfalls auf einfache Weise eine Losung
berechnen. Diese Rechnung ist zum Beispiel in Pitzolds Dissertation zu finden [127, Seite
53f]. Ich werde sie an dieser Stelle kurz rekapitulieren.

Der Ausgangspunkt der Rechnung ist die Mastergleichung (2.16), die bei einer idealen
Kette in die Einteilchenform iiberfithrt werden kann:

%P(l ) = T[PU-1,L6+PU+ 1,50 - (PAI=T,0+ P(LTFT,1)] (5.1)
G2 PP —1) - P(1—1,1,t) + P(L+1) — P(I,1+1,t)—

(2P(1) — P(I,1 - 1,8) — P(,1 +1,8))] (5.2)

= T[P(l—1,8)+ PO +1,8) — 2P(l,¢)]. (5.3)

In erster Linie bin ich hier am stationéren, zeitunabhéngigen Verhalten des Gittergases
interessiert. Die zeitliche Entwicklung des Auffiillvorganges der Kette mit dem Gitter-
gas bis zum stationdre Dichtegradient mdchte ich nicht behandeln. Deshalb sollen im
Folgenden die Besetzungswahrscheinlichkeiten P(l) ohne ausgeschriebenes Zeitargument
das stationdre Verhalten bezeichnen, wahrend die gleichen GroRen mit Zeitargument die
allgemeinen Besetzungen beschreiben.

Der im stationdren Zustand auf der gesamten Kettenlange konstante Strom J ist an

einer beliebigen Stelle
J=-I'(P(l)- P(I-1)). (5.4)

Daraus folgt sofort, daR die Steigung des Dichteprofils konstant ist und zwar gleich

C; — Cp
— (5.5)
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Daraus folgt die stationdre Konzentration fiir einen beliebigen Gitterplatz [

Ply=a - % (e —c). (5.6)
Kitahara et al. [84] haben fiir die ideale Kette auch das zeitliche Verhalten des Git-
tergases beim Auffiillen der Kette behandelt. Wenn zur Zeit ¢t = 0 die Kette vollstandig
unbesetzt ist und dann Quelle bzw. Senke an deren Enden eingeschaltet werden, dann
fiillt sie sich entsprechend einem Exponentialgesetz auf. Die Zeitkonstante ist invers pro-
portional zur Kettenlange.
Ebenso ist von Kitahara et al. [84] die Zweipunktkorrelationsfunktion P(I, ') fiir die
ideale Kette im stationiren Zustand berechnet worden. Die Platze [ und !’ sind nicht
notwendigerweise benachbart aber ungleich den Randplétzen. Ihr Ergebnis lautet

1
P —— (L= -D(ag—c (L —
W) = grplE-1-Da-e) el -1)
< [(L—U)(er = ) + en(L — 1)] + c’;*‘. (5.7)
Fir das Produkt der einzelnen Besetzungen haben sie
I+
P)P(l) =¢ —ala—e))—— + (a—c) (5.8)

L L?

berechnet. Die Stirke der Korrelationen ergibt sich daraus fiir den iibersichtlicheren Fall

g=1und ¢, =0

(L - 1)

Pl - P)P(l') = —

Dies bedeutet, daff zwischen den Besetzungen im stationdren Zustand eine abstofende
Korrelation besteht. Im Innern der Kette ist die Korrelation invers proportional zur Lan-
ge der Kette. Im Fall eines verschwindenden Dichtegradienten ¢ = ¢, faktorisiert die
Zweipunktkorrelationsfunktion (5.7) dagegen und die Korrelationen verschwinden.

Fiir hdherdimensionale Gitter (d > 3) hat Spohn [143] ebenfalls negative Korrelationen
gefunden. Sie sind proportional zum angelegten Dichtegradienten. Im Gegensatz zu den
hier vorgestellten eindimensionalen Fall sind sie invers proportional zum Abstand der
beiden Gitterplatze | — I', zerfallen also bei sehr groflem Platzabstand.

5.2 Trap am Kettenende

Die ideale Kette aus dem vorigen Abschnitt soll jetzt dadurch ein wenig komplexer ge-
staltet werden, daf sich an einem Ende ein Trap befindet. Damit koénnen Teilchen auf
der Kette zwar weiterhin mit der normalen Ubergangsrate I' = 1 diese am Trap-Ende
verlassen, aber nur mit einer verminderten Rate v = I'</I" auf die Kette gelangen.
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Dieses einfache Einzel-Trap-Modell 188t sich noch exakt 16sen. Dazu miissen die exak-
ten Losungen auf dem idealen inneren Teil der Kette und am Trap-Ende zusammenge-
bunden werden. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit befinde sich der Trap-Platz am

yrechten” Ende der Kette, d. h. [, = L.
Fiir die Gitterplatze 1,...,L — 1 ergibt sich analog zum vorigen Abschnitt ein kon-

stanter Dichtegradient der Form

[
L—-1

P(ly=¢ — (g — P(L —1)). (5.10)
Da die Konzentration am Platz L mit ¢, fest vorgegeben ist, faktorisiert die Zweipunkt-
korrelationsfunktion an diesem Ende, d. h. P(L—1, L) = P(L —1)c,. Die Mastergleichung
(5.3) fir P(L — 1) lautet deshalb im stationdren Fall

0=P(L-2)+v¢ +(L—v)P(L—1)e —2P(L —1). (5.11)

Die GroRe P(L—2)15Rt sich durch Auswerten von (5.10) fiir / = L—2in (5.11) eliminieren.
Nach entsprechendem Aufldsen lautet das Ergebnis fir P(L — 1).

1
P(L—1) = EA2 10

e (5.12)

Mit (5.10) und (5.12) ist das Dichteprofil im stationéren Fall vollsténdig definiert.

Eine exakte Losung ist in diesem Fall moglich gewesen, weil die Zweipunktkorrelati-
onsfunktion um den Trap herum faktorisiert werden kann und sich fiir den Rest der Kette
das Vielteilchenproblem auf ein Einteilchenproblem abbilden 158t.

Will man das Ergebnis fiir das Dichteprofil mit Computersimulationen vergleichen,
so stellt sich die Frage, wie die allgemeinen Randbedingungen der Kette mit den fest
vorgegebenen Konzentrationen auf den Plitzen 0 und L zu implementieren sind. Dies
gelingt durch die Einfiihrung effektiver Ubergangsraten fiir jene Plitze.

Alle Ubergangsraten innerhalb der Kette fiir die Platze 2 bis L —2 kénnen unverandert
gelassen werden. Die iibrigen effektiven Raten sind

I = al

Fif’g = (1 — Cl)r

I‘;ffz =T
ZE—LL—z =T
FCLfil,L = (1-¢)0
I, = ol<

Wenn bei der Simulation Sprungversuche von 0 nach -1 bzw. von L nach L+1 ausgewshlt
werden, dann werden sie einfach unberiicksichtigt gelassen und der néchste Sprungversuch
bestimmyt.
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Als Startprofil fiir die Besetzung der Kette verwende ich einen linearen Gradienten von
¢ fir Platz 0 bis ¢, fiir Platz L. Eine Alternative wire, die Kette bis auf die Rander zu
Beginn der Simulation unbesetzt zu lassen. Dann miifite allerdings auch der Auffiillprozef
simuliert werden, was die Simulationszeiten unnétig verldngern wiirde. Denn ich méchte
hier nur den stationdren Zustand der Kette behandeln, so daB die zeitliche Entwicklung
der Kettenbesetzung nicht von Interesse ist. Der Anfangszustand bei der Simulation sollte
deshalb dem stationdren Zustand mdglichst nahe kommen. Selbstverstandlich sollte daher
die Benutzung der analytischen Vorhersage fiir den stationdren Zustand als Anfangskon-
figuration am giinstigsten sein. Hiergegen hatte ich allerdings grundsatzliche Vorbehalte,
weil ich nicht das Ergebnis, das mir die Simulation liefern sollte, als Anfangszustand
vorgeben wollte.

Ansonsten entspricht der Algorithmus der in Kapitel 3.1 beschriebenen Simulation des
Poisson-Prozesses.

In der Abb. 5.2a) und b) werden fiir verschiedene Parameter Simulationsergebnisse
mit den analytischen Resultaten verglichen. Man erkennt im Rahmen der Streuung der
Simulationsdaten eine perfekte Ubereinstimmung, was nicht anders zu erwarten war.

a) b)
1 i T T T 1
0.8 A ] 0.8 t
= 06 B . - ] = 06 B
& 0.4 W - 04t
0.2 - 0.2
ol—r—r——— 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Abbildung 5.2: Dichteprofil auf einer Kette mit einem einzelnem Trap am ,rechten” En-
de. Die Lange der Kette betragt 100 Gitterplatze. Die durchgezogenen Kurven sind die
theoretischen Resultate ((5.10) und (5.12}) und die punktierten Kurven Simulationser-
gebnisse. a) ¢; = ¢, = 0.2, 0.5 und 0.8 sowie fiir jede Randkonzentration jeweils v = 0.01,
0.1 und 0.5. b) ¢; = 1 immer und ¢, = 0.2, 0.5 und 0.8 sowie fiir jedes ¢, v = 0.01 (untere
der drei Kurven), 0.1 (mittlere Kurve) und 0.5 (obere Kurve).

5.3 Trap innerhalb der Kette

Ist im vorigen Abschnitt der Trap auf der Kette an einem Ende positioniert gewesen,
so werde ich jetzt zum allgemeineren Fall eines Traps irgendwo im Innern der Kette

ibergehen.
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Dieses Problem ist meines Wissens noch immer ungeldst. Blender et al. [20] haben
die Diffusion von Teilchen durch eine Storstelle, die die Kette in zwei Hilften mit un-
terschiedlichen Ubergangsraten teilt, behandelt. Sie haben versucht, damit den globalen
zeitlichen Verlauf der Besetzung in Festkorpern mit Grenzflichen aus den atomistischen
Ubergangsraten abzuleiten. Billi et al. [15] haben ebenfalls ein Gittergasdiffusionsmodell
fiir den eindimensionalen Fall behandelt, wenn die Kette in einer Stérstelle in zwei Berei-
che unterteilt wird. Die beiden Teile unterscheiden sich in verschieden stark abgesenkten
Platzenergien. Sie interessierten sich ebenfalls fiir die zeitliche Entwicklung des Systems.
Zur gendherten Losung haben sie die Zweipunktkorrelationsfunktionen an der Stérstelle
faktorisiert. Sie haben eine Reduzierung des Teilchenstromes durch die Stérstelle nachge-
wiesen.

In der kurzen Ubersicht von Blender und Dieterich [19] wird unter anderen Modellen
auch auf das hier besprochene Problem eines Traps innerhalb einer Kette eingegangen.
Dabei gilt das Hauptaugenmerk der Widerstandsénderung durch eine Grenzfliche, die
als eine Stérstelle behandelt wird. Es werden in dieser Referenz allerdings nur qualitative
Argumente im Rahmen einer Faktorisierungsndherung diskutiert.

Ich werde nun eine approximative Losung herleiten. Sie gelingt dadurch, daR zwei Lo-
sungen fiir das Problem eines Traps am Kettenende miteinander verkniipft werden. Es
wird insofern eine Naherung sein, als daf um den Trap herum die Zweipunktkorrelati-
onsfunktionen faktorisiert werden miissen, was fiir Nichtgleichgewichtsbedingungen 1i. a.
nicht erfiillf ist.

Es befinde sich somit im Folgenden ein Trap an einem Platz [; irgendwo im Ket-
teninneren. Um mir lastige Fallunterscheidungen an den Kettenrdndern zu sparen, gelte
1 < Iy < L — 1. Die ausgeschlossenen Spezialfslle konnen mit leichten Anderungen analog
behandelt werden, bzw. sind bereits im vorigen Abschnitt behandelt worden.

Zuerst werde ich das Dichteprofil auf der ,linken” Seite des Traps berechnen. Auf den
Platzen 0 bis I; — 1 ist die Kette ideal, d. h. es ergibt sich in diesem Bereich analog zum
vorigen Abschnitt ein linearer Gradient:

l
li—1

Analog zum vorigen Abschnitt soll wieder die Konzentration von P(l, — 1) bestimmt
werden. Jetzt ergibt sich allerdings die Schwierigkeit, dafl die Besetzung des Traps nicht
fest vorgegeben ist. Die Zweipunktkorrelationsfunktionen um den Trap herum werden
deshalb fiir Nichtgleichgewichtsbedingungen nicht mehr faktorisierbar sein. Dies war aber
die Voraussetzung fiir die exakte Berechnung von P(l; — 1). Approximativ werde ich
annehmen, daR eine Faktorisierung moglich ist. Die mit dieser Naherung berechneten
Dichteprofile werde ich mit Simulationen vergleichen, um sie zu testen. Es ergibt sich in

dieser Faktorisierungsnaherung

(e — P(l, — 1)). (5.13)

P(l) =q

1:.1 e+ P

lefI_(l—"/)Pt,

P(l,—1) = (5.14)

wobei p, = P(l;) ist.

67




KAPITEL 5. DIE LINEARE KETTE

Die approximative Loésung der ,rechten” Seite der Kette fiir die Platze I; + 1 bis L
gelingt analog. Fiir die Platze [; + 1 bis L erhélt man den linearen Dichtegradienten

[-1;—1

T PE+1)—e) (5.15)

P(l)= P(l, +1) -

und fiir die Besetzung des Trap-Nachbarplatz

T + 1P
Pl +1) = 5=t : (5.16)
Zfi_ztlfi — (1 —=7)pe

Es ist nun notwendig, die Teillssungen fiir die beiden getrennten Bereiche der Kette
zusammenzufiigen, um die noch unbekannte Besetzung des Traps p; zu berechnen.

Ich weif} bereits, dak das Teilchenprofil zu beiden Seiten des Traps linear ist. Es wird
jetzt mein Ziel sein zu zeigen, daf auf beiden Seiten die Steigung dieses linearen Gradienten
gleich ist.

Als Ausgangspunkt werden die stationdren Losungen der Mastergleichungen der Form
(2.16) fiir die Platze I, — 1, I; und [; + 1 benutzt. Sie lauten

d%P(l:Lt):o

4 P(l,,t)=
o #PWIT b 1) Pl —1,0) 4 P(l+ 1) = P(le, b + 1)
LP(l+1,t)=0

Die Summe dieser drei Gleichungen fithrt zu

Somit kann als Lésungsansatz fiir p; die Gleichheit der beiden Steigungen ,rechts und
»links“ des Traps verwendet werden:

a—Pli=1) _Pit1l)—c, (5.21)

I,—1 - L-Il—1

Mit (5.14) und (5.16) folgt der Zusammenhang

c ,t+181+7pt f:llt—_fcr+’ypc c
l i -(1-1p _ e -(-vee (5.22)
;-1 L-1—-1 '

Diese Gleichung werde ich nicht sofort allgemein 16sen. Vielmehr werde ich zuerst einen
Spezialfall behandeln, der sehr viel einfacher als der allgemeine Fall ist.
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Dieser Spezialfall ist durch L = 2, definiert, d. h. der Trap liegt genau in der Mitte der
Kette. Dadurch erhalten die Nenner in den Quotienten in (5.22) eine wesentlich einfachere
Form. Ein Ausmultiplizieren der Nenner liefert

l; 1
< (lt_ 1 - (1 —'Y)Pt) - <lt'— lcl +’7Pt> =

(lt -1— ot m) & (lt E ;1= 7)1%) : (5.23)

In dieser Gleichung heben sich alle l;-Glieder auf und ich erhalte

0=c+ec —(1—9)pela+c) — 2vp;. (5.24)

Daraus folgt schlieflich fiir p,

1

= : 5.25
1=y + 557 (5:2%)

De

Man erkennt, daR die Besetzung des Traps unabhéngig von der Linge der Kette ist. Dies
hingt damit zusammen, daR bei der speziellen Symmetrie der Kette mit dem Trap in
der Mitte die Konzentration an diesem Platz unabhéngig von der Kettenlange ist und
lediglich von den Randkonzentrationen ¢; und ¢, abhéngt.

Wenn die Randkonzentrationen gleich sind, d. h. ¢4 = ¢, = ¢ gilt, dann liegt ein
Gleichgewichtszustand vor und p; sollte der Gleichgewichtsbesetzung entsprechen. Aus

(5.25) folgt in diesem Fall

Pt = A=t (5.26)

Zum Beweis hiervon benutzt man das detailierte Gleichgewicht zwischen Trap und nor-
malem Platz:

o(l—p) = p(l—c) (5.27)
=>c—pec = py(l—c) (5.28)
=P o= ATy (5-29)

= C_(-l——fYT*{*—’)’, q.e.d.. (5.30)

Pitzold [127] hat in seiner Dissertation einen ganz &hnlichen Zusammenhang! wie
(5.25) berechnet. Er hat dazu eine Teilkette aus drei Platzen mit dem Trap in der Mitte
betrachtet und diese kurze Kette fir sich behandelt. Daraus folgt, dafl samtliche Zwei-
punktkorrelationsfunktionen faktorisieren, da den beiden dufleren Platzen als Randbedin-
gung wieder fest vorgegebene Besetzungen zugeteilt werden. Die Plitze sind mit -1, 0 und

1Gleichung 6.84 auf Seite 63.
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1 durchnummeriert. Patzold hat einen Teilchenstrom durch die Kette betrachtet. Sein
Ausgangspunkt ist die Uberlegung, dafi der Strom J_; o zwischen den Plitzen -1 und 0
bzw. Jo,1 zwischen 0 und 1 im stationéren Zustand gegeben ist durch

Joe = P(=1)(1 = P(0)) =7 [P(0)(1 — P(-1))] (6.31)
Jog = [P(0)(1 - P(1))] - P(1)(1 - P(0)) (5.32)

und von gleicher Gréfe ist. Die Differenz aus (5.31) und (5.32) fithrt zu

P(~1)(1 - P(0)) + P(1)(1 — P(0)) — 7P(0) [2 — P(~1) = P(1)] = 0.
(5.33)

Das Auflosen dieser Gleichung nach p; = P(0) ergibt
1

L=7+ seerm?

Patzold hat (5.34) als Naherung fiir die Berechnung der Besetzung des Traps bei langen
Ketten verwendet, wenn die Werte fiir P(—1) und P(1) von Simulationen gegeben waren.
Fir einen nicht zu tiefen Trap (y = 0.2) hat er gute Ubereinstimmung von (5.34) mit
den Simulationen gefunden. Auch die Faktorisierung der Zweipunktfunktionen stimmt in
diesem Bereich gut mit seinen Simulationen iiberein.

Man erkennt, daR (5.34) der Spezialfall von (5.25) fiir eine Kette mit drei Platzen
ist, was zu erwarten war. Die Dreiplatznaherung fiir die Besetzung des Traps bei langen
Ketten ist aber sicherlich nur zuldssig, wenn sich der Trap ungefihr in der Kettenmitte
befindet, was ich im weiteren Verlauf dieses Kapitels noch zeigen werde.

Jetzt soll die allgemeine Losung von (5.22) fiir die Trap-Besetzung p; fiir eine beliebige
Trap-Position I; berechnet werden.

Mit den skalierten Randbesetzungen ¢ = ¢;/(li — 1) und & = ¢./(L — l; — 1) kann
(5.22) folgendermafien umgeschrieben werden:

Pt = (5.34)

1 . L

0::L—h_1ﬁ%;jgfﬂm+gﬁﬁith%—a—a (5.35)
=0 = f;%jgﬁfwwa(E§I—u_7pJ+
o m) (g - =) -

(@ +2) (ltl_t 1 (1- ’Y)Pt) (—L——I;:;—;l—:I —(1- 7)pt) (5.36)

2

=)+ (@t 8) (1 7)2} .

+{4am+amﬂl—ﬂ*(L_h—iﬂh—nﬁpt

I, . L—lI
_ 5.37
L—1 “L_1,—1 (5.37)
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mit
_ 1 Iy L1
H PR R A A (5.38)
1 Iy L—1
dr, = — - : 5.
mer L-,—1 4,—1 L-f—1 (5:39)
Zur Vereinfachung bendtige ich folgende Beziehungen
. 1 A L—1
— I — 1)1 — = -l — — - .
(L -1 —1)( — Lan a(lL—1;—1) (lt-l P L—lt—l) (5.40)
= o(l-2(L—1)) (5.41)
. 1 Iy L-—1
L—-1-1)(—-1)r = Ii—1 — - 42
(b= b=1)(k = 1)ar e (le )<L—lt—1 I~ 1 L—lt—l) (542)
= (1 2L). (5.43)
Die Addition dieser beiden Resultate liefert
a(l=2(L-0L)+c(1—2)=-2(c,(ls = 1) + (L —1; — 1)) — (er + ).
(5.44)
Weiterhin gilt
- Zt - L - lt
L—1,— 1)l — = :
( lt )(Zt 1) (C,.lt_l +ClL—-—lt——1) (5 45)
e(li—D)+all-lL—-1)+c +a.
Nach der Multiplikation von (5.37) mit (L — I;)(l; — 1) folgt mit (5.44) und (5.45)
L 2 1-—
0 = pr— 7+(T+C;+Cr)( ’7)pt+7’+c;+c,. (5.46)
mt 7 = ¢(li—1)+a(l—1—1) (5.47)
s = (L-2y+r(l-7)(1-) (5.48)
Wenn die Gleichung (5.46) in die Form
0=p; +pp:+4q (5.49)
gebracht wird, dann lauten die beiden mathematischen Losungen
pa = By g (5.50)
: 2 4
_ _p_. P
Pra = g 17 (5.51)
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a)

P()

0 A 1 i
0 20 40 60 80 100

Abbildung 5.3: Dichteprofil auf einer Kette mit einem einzelnen Trap in der Mitte. Die
durchgezogenen glatten Kurven sind die theoretischen Resultate (5.25) und die fluktuie-
renden Kurven Simulationsergebnisse. a) ¢ = 0.625, ¢, = 0.375 und v = 0.001, 0.01, 0.1
und 0.5 (kleinere y beziehen sich auf gréfiere Stufen beim Trap); b) ¢; = 0.75, ¢, = 0.25;

c)a=1,¢=0.
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a)
1
08 :
06 r .
&
04 | :
0.2 ]
0 1 L J L
0 20 40 60 80 100
|
b)
1
0.8
0.6 !-
0.4
02 | ™~
0 ' ! 1 '
0 20 40 60 80 100

Abbildung 5.4: Dichteprofil auf einer Kette mit einem einzelnen Trap an verschiedenen
Positionen. Die Kurven geben Simulationsergebnisse wieder. Die Randkonzentrationen
sind ¢; = 1 und ¢, = 0 sowie die Trap-Positionen [, = 1, 25, 50, 75, 89, 98 und 99 bei
L =100. a) v = 0.1; b) v = 0.01.
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Die Losung p:1 ist allerdings physikalisch unsinnig, da sie fiir v = 0 zu einer Trap--
Besetzung grofer eins fithrt. Deshalb ist die einzig relevante Losung p: 2. Sie fihrt fiir
v =0 zu p; = 1, was der Erwartung entspricht.

Ein Test von p;, fiir ¢; = ¢, = c ergibt mit Hilfe des Computer-Algebra-Programms
Maple V.3 die bekannte Gleichgewichtsbesetzung (5.26) fiir den Trap bzw. verschwindende
Dichtegradienten.

In der Abb. 5.3 sind fiir den Fall eines Traps in der Mitte der Kette (2/; = L) mit der
Lange L = 100 Simulationsergebnisse der analytischen Approximation (5.25) entgegenge-
stellt. Ich habe verschiedene Trap-Tiefen untersucht. Starker abgesenkte Trap-Energien
fiihren zu groReren Dichtestufen um den Trap herum. Im Extremfall eines unendlich tiefen
Traps wiirde die Dichte eine Stufenfunktion beschreiben. Der Verlauf des Dichteprofils ist
bei allen Trap-Tiefen punktsymmetrisch um den Trap, was in Ubereinstimmung mit den
analytischen Uberlegungen ( 5.3 auf Seite 68) ist.

Man erkennt, daff die analytische Naherung fiir sehr kleine und sehr grofie Trap-Tiefen
genauer wird. Im Grenzfall v — 1 einer idealen Kette ergibt sich ein lineares Dichteprofil
und die Naherung wird exakt. Ebenso ist sie beim Grenzfall ¥ — 0 eines unendlich tiefen
Traps exakt, weil dann der Trap permanent besetzt ist, womit die Trap-Besetzung fest
fiir alle Zeiten ist. Dadurch faktorisieren die Zweipunktfunktionen um den Trap herum,
was als einzige Annahme in meine analytische Approximation einfliefit.

Die Abb. 5.4 gibt Simulationsergebnisse fiir verschiedene Trap-Positionen auf der Ket-
te bei jeweils konstanter Trap-Tiefe wieder. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit habe ich in
diesem Fall darauf verzichtet, auch die theoretischen Ergebnisse aufzutragen. Auf einem
weiten Bereich fiir die Trap-Position sind die Steigungen der sich einstellenden stationéren
Dichteprofile mehr oder weniger gleich. Erst wenn sich der Trap nahe dem rechten Rand
mit der kleineren Teilchenbesetzung (¢, = 0) befindet, dann verandert sich die Profilstei-
gung deutlich. Sie wird grofer, denn die absolute Teilchendichte nimmt beim Trap-Platz
ab, so daR sich das Gittergas weniger stark vor dem Trap aufstauen kann. Im Grenz-
fall eines Traps auf dem rechten Rand wird das Profil linear zwischen ¢; und ¢, und das
Aufstauen der Teilchen vor dem Trap verschwindet véllig. In diesem Grenzfall wird die
approximative Theorie wieder exakt, denn dieser Fall entspricht dem im vorigen Kapitel
5.2 beschriebenen Sachverhalt, der analytisch exakt beschrieben worden ist.
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Kapitel 6

Exakte Losung der Einteilchendiffusion
in einer Dimension

Ziel dieser Arbeit ist die Beschreibung der Gittergasdiffusion in ungeordneten Gittern.
Dieses schwierige Problem ist i. a. nur approximativ zu lésen. Die Naherungslosung wird
eine verallgemeinerte Effektive-Medium-Theorie sein. Eine Verallgemeinerung wird es in
dem Sinne sein, daf eine bereits bekannte Effektive-Medium-Theorie fiir die Einteilchen-
diffusion im Random-Barrier-Modell auf die Gittergasdiffusion in einem allgemeinen Un-
ordnungsmodell verallgemeinert wird.

Die Verallgemeinerung einer Theorie fiir das Random-Barrier-Modell gelingt in Ana-
logie zu einer exakten allgemeinen Losung der Einteilchendiffusion (fiir d = 1 und d = o0)
bzw. einer gendherten Losung der Gittergasdiffusion in einer Dimension, die ich im Kapitel
8 besprechen werde.

Ausgangspunkt ist die exakte Losung fiir die Einteilchendiffusion in einer Dimensi-
on, die in diesem Kapitel beschrieben werden soll. Sie gelingt auf zwei unterschiedliche
Weisen, die ich beide vorstellen werde. Eine Verallgemeinerung dieser Losung erlaubt ei-
ne approximative Beschreibung der Einteilchendiffusion in héheren Dimensionen, die im
unendlichdimensionalen Fall exakt wird. Die Exaktheit fiir d = oo werde ich streng ma-
thematisch nicht zeigen. Ich werde sie lediglich mathematisch und physikalisch plausibel
machen.

Ein &lterer Losungsansatz fir eine allgemeine analytische Beschreibung der Einteil-
chendiffusion in einer Dimension stammt von Derrida [33]. Er hat den station&ren Zustand
auf einer Kette mit einer periodischen Verteilung der Ubergangsraten mit willkiirlicher
Periodenlénge berechnet. Daraus sind dann explizite Formeln fiir die mittlere Geschwin-
digkeit der Teilchen und den Diffusionskoeflizienten abgeleitet worden. In diese Ausdriicke
geht lediglich die Verteilung der Ubergangsraten ein. Derrida hat versucht Resultate fiir
den allgemeinen eindimensionalen Fall durch den Ubergang zu einer unendlichen Peri-
odenldnge zu erhalten. Allerdings ist dieser Grenziibergang nicht ganz unproblematisch,
so daf die recht komplexen Formeln Derrida’s fiir den Diffusionskoeffizient und die mitt-
lere Geschwindigkeit nur eine unbefriedigende Beschreibung darstellen.

Die beiden exakten Loésungen zur Einteilchendiffusion sind unabhéngig voneinander
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berechnet worden. Die erste Losung stammt von Dieterich [38] und gelingt iiber die Berech-
nung der Beweglichkeit im Rahmen einer linearen Response-Theorie. Sie ist ausfiihrlich
von Kutner [91] ausgearbeitet worden. Unabhingig davon habe ich iiber die sogenannte
»Mean-First-Passage-Time“ [73, 116] ein dquivalentes Resultat gefunden

Ich werde zuerst den Ansatz von Dieterich erldutern, wobei ich den Notizen von Kehr
[66] in leicht modifizierter Weise folge, und danach auf meinen Losungsweg eingehen.

6.1 Lineare Response-Theorie

Fiir diesen Ansatz wird eine Kraft an ein Ensemble unabhangiger Teilchen angelegt und
die linearisierte Antwort des Teilchenstromes darauf berechnet. Daraus erhélt man einen
Ausdruck fir die Beweglichkeit, die iiber die klassische Form der Nernst-Einstein-Relation
(3.17) bis auf einen Faktor gleich dem Diffusionskoeffizienten ist.
Ausgangspunkt der Rechnung ist die Einteilchen-Mastergleichung
d

d—tp(l, t) = Pl_l,lp(l -1, t) -+ F1+1’1P(l + 1,t) - (Fl,l—l -+ FI,I—H) P(l,t)
(6.1)

Bei diesem Ansatz mufl angenommen werden, dak ein Gleichgewichtszustand existiert,
d. h. eine Detailierte-Gleichgewicht-Relation der Form

Liit1Peq(!) = Digappeq (I + 1) ‘ (6.2)

mit nicht niher spezifizierten Gleichgewichtsbesetzungen peq(!) fiir die Gitterplatze exi-

stiert.
An das Gittergas wird eine Kraft F angelegt, die nach Kapitel 3.3.2 die Ubergangsraten

folgendermafen modifiziert:

F

Fl,l+1 — P1,1+1exp <éé—) (63)
F

iy = Tigagexp (—%) (6.4)

Die Gitterkonstante a ist hier wieder auf eins gesetzt worden. Mit diesen Raten ergibt
sich nach obiger Mastergleichung (6.1) ein lokaler FluB zwischen den Plitzen [ und I +1

Jl’[+1 = Pl’[_*.lp(l,t) - F[+1,1P(l + l,t) (65)

Im stationdren Fall wird dieser lokale Fluf unabhingig von I. Fiir dessen Berechnung
bestimme ich nun die lineare Response auf eine als klein angenommene Kraft. In der
linearen Response auf eine duRere Kraft weichen die stationdren Besetzungen P(I) mit
einem Term erster Ordnung in der Kraft von den Gleichgewichtsbesetzungen ab:

P(1) = peq(1)R(1) mit k(1) = 1 + O(F). (6.6)
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Damit folgt fiir den stationdren FluR J in linearer Response, in der auch (6.3) und (6.4)
bis zur ersten Ordnung in F entwickelt werden,

7 = Tussne® (1457 b0 = Pnapatt+1) (1= 5 )bty 1)
= Tip1pea(DA(l) — Tip1apea(l + DA(1+ 1) +
(Cyganpea(l) + Tossipeal + 1)) 25 (6.)
und mit dem detailierten Gleichgewicht (6.2) ergibt sich daraus
J =Tipp1peq(l) (R(1) — R(I + 1) + BF). (6.9)

An dieser Stelle ist es noch nétig, den Nichtgleichgewichtsbeitrag h(l) — k(I + 1) zu elimi-
nieren. Dazu wird eine Kette der Lange N mit periodischen Randbedingungen betrachtet
und Gleichung (6.9) iber diese Kette aufsummiert:

N 1

I=1 It 141Peq(!)
Wegen der Annahme periodischer Randbedingungen verschwindet der Term h; — hnyi.
Allerdings kann dieser Term auch bei anderen Randbedingungen vernachlassigt werden,
wenn man den Ubergang zu sehr langen Ketten N — oo macht, da er von der GréRen-
ordnung O(1) ist —im Gegensatz zu NSBF. Somit ergibt sich allgemein bei sehr grofem
N fiir den Strom

J=pF (li———l——)_l (6.11)
- N & Tiipeq(l) ) '

Weil die Einteilchendiffusion untersucht wird, ist die Teilchendichte auf dem Kettenseg-
ment 1/N und die durch die Kraft initiierte Geschwindigkeit des Teilchens im stationéren
Fall v = JN. Damit kann die zugehérige Beweglichkeit B = v/F bestimmt werden:

1 X 1 B
B = — ) —— . 6.12

P (N ; Fl,l+1NPeq(l)) ( )
Die Gleichgewichtsbestzungen kénnen mit (2.19) als

Pea(l) = Eg‘z}({;?ﬂ%). (6.13)

angegeben werden.
Mit den in Kapitel 4.1 auf Seite 54 eingefiihrten Besetzungsfaktoren p; = exp (-8 E))
ergibt sich dann im Limes N — oo folgender Diffusionskoeffizient

1 1\
D, =— . 6.14
? {p) <P1F1,z+1 > (6.14)

Dies ist das Ergebnis der linearen Response-Theorie fiir die Einteilchendiffusion.
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6.2 Mean-First-Passage-Time-Methode

Ich habe als Ansatz zur Berechnung des Einteilchen-Diffusionskoeflizienten in einer Di-
mension ein exaktes Resultat fiir die sogenannte Mean-First-Passage-Time fir Random-
Walker auf einer linearen Kette verwendet. Bei der Mean-First-Passage-Time handelt es
sich um die mittlere Zeit, die ein Random-Walker benétigt, um das erste mal von einen
Startplatz 0 bis zu einen Platz N auf der Kette zu gelangen. Ich beziehe mich dabei auf
Arbeiten von Murthy und Kehr {71, 116].

Die Idee dieses Ansatzes ist es, den Zusammenhang zwischen der mittleren Zeit, die
ein Walker bis zum Platz N benétigt, und N, der zuriickgelegten Distanz, zu bestimmen.
Der Koeflizient von O(N?) sollte gleich der inversen Diffusionskonstante sein, denn NZ
entspricht einer quadratischen Verschiebung. Weil ich eine mittlere Zeit behandele, wird es
sich dabei auch um die mittlere quadratische Verschiebung, die den Diffusionskoeffizient

bestimmt, handeln.

0o - e go] i f] e e N

Abbildung 6.1: Mean-First-Passage-Time-Problem eines Random-Walkers auf einer linea-
ren Kette. Die Zeichenerklarung findet sich im Text.

Die Form des von Murthy und Kehr behandelten Modells ist in Abb. 6.1 dargestellt.
Der Walker startet auf einem Platz 0 und kann von diesem Randplatz nur Spriinge in
Richtung der Kette machen. Auf den iibrigen Plétzen 1--.- N —1 innerhalb der Kette sind
Ubergsnge nach beiden Seiten mit den Raten I';i—1 bzw. I['; ;41 moglich. Der Platz N ist
vollstandig absorbierend.

In [116] haben Murthy und Kehr iiber das Kalkiil der Erzeugende-Funktionen fiir den
Random-Walk die Mean-First-Passage-Time £, 5 ausgerechnet. Ihr Ergebnis (Gleichung
(11) in [116]) lautet, umgeschrieben auf Ubergangsraten,

N-1 N-2 N-1 i
-~ ! Ligmn (6.15)
ico Thirr 2o Thik i=h+1 j=k+1 U'j+1

Diese allgemeine Bezichung gibt einen Zusammenhang zwischen ¢y y und den Ubergangs-
raten auf dem Kettensegment von 0 bis N an. Dabei ist es gleichgiiltig, wie die Raten auf
der Kette verteilt sind. Die Verteilung kann geordnet oder ungeordnet sein.
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6.2. MEAN-FIRST-PASSAGE-TIME-METHODE

In der obigen Gleichung (6.15) fiir Zox ist die quadratische Ordnung in N natiirlich
noch nicht zu erkennen. Insbesondere ist das Produkt H§=k 41 sehr stérend. Es ist deshalb
né6tig, die Gleichung wesentlich zu vereinfachen. Der Ansatz hierfiir ist wie schon bei der
linearen Response-Theorie eine Detailierte-Gleichgewicht-Relation. Ich werde sie an dieser
Stelle gleich mit den Besetzungsfaktoren p; = exp (—SE;) statt den Gleichgewichtsbeset-
zungen p.q(z) wie in (6.2) verwenden. Die Relation hat dann die Form

Ljit1pi = Lit1ipier- (6.16)

Wie zu erwarten gewesen ist, mull deswegen wie bei der linearen Response-Theorie ange-
nommen werden, daf ein Gleichgewichtszustand existiert.
Das Produkt JJ_;,, lautet ausgeschrieben

Crrre Traopsr  TicaiaTiia (6.17)

Lrtiete Titokets Lic1i Tiip

Die Orientierung der Raten ist in Zahler und Nenner entgegengesetzt. Wenn man mit Hilfe
des detailierten Gleichgewichts (6.16) die Orientierung der Raten im Z&hler umkehrt, dann
sollten sich die Raten bis auf Randterme wegkiirzen. Ich setze deshalb im Nenner

N
Ljjpn = e (6.18)
Pi
ein und erhalte fiir das Produkt
| A
pk k:lﬁhl‘ (6'19)
piliit1

Die gesamte Gleichung (6.15) wird damit zu

N-1 1 N-2 N-1

fov="3 v (6.20)

k=0 Fk»k+1 k=0 i=k+1 Pin’,i+1

Beim Diffusionsproblem ist nur das Langzeitverhalten von Interesse. Dieses korrespon-
diert selbstverstandlich mit dem Verhalten auf grofen Léngenskalen N >> 1. In (6.20) hat
der erste Summenterm die Ordnung O(N) und der zweite O(N?). Deshalb kann (6.20) fiir
sehr grofle N vereinfacht werden, indem der erste Summenterm vernachlassigt wird und
vom zweiten nur die Ordnung O(N?) beriicksichtigt wird. Ich erhalte bei gleichzeitiger

Unordnungsmittelung

(o) = 33 o ) (6.21)

2 Pin’,H—l

Bei dieser Vereinfachung ist zusétzlich angenommen worden, daR in (6.20) im zweiten
Summenterm die py und p;I'; ;41 maximal auf einer endlichen Langenskala korreliert sind.
Dann kann die Mittelung wie in (6.21) getrennt durchgefiihrt werden. Korrelationen auf
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endlichen Langenskalen sind unproblematisch, weil bei N — oo endlich viele Summenglie-
der vernachlassigt werden konnen. Raumlich unendlich ausgedehnte Korrelationen miissen
allerdings ausgeschlossen werden. Bei Korrelationen auf einer unendlichen Langenskala
macht die obige Formel fiir die Mean-F irst-Passage-Time ohnehin keinen Sinn mehr, weil
in diesem Fall alle Summen sowie (fo,5) divergieren und keine Aussagen mehr abgeleitet
werden koénnen. Bei langreichweitigen Korrelationen ist ein anderer Formalismus vonndten
[130].

Ein Beispiel fiir unendlich ausgedehnte Korrelationen der Unordnungsvariablen wéare
eine Kette, die an einer Stelle in zwei Bereiche unterteilt wird, die unterschiedlich stark
abgesenkte Platzenergien haben. Dieses Beispiel werde ich weiter unten besprechen.

Natiirlich muf weiterhin angenommen werden, dafl die Mittelwerte (p;) und <pi1‘fl,¢+1 >

iiberhaupt konvergieren. Dabei ist die Konvergenz von (p;) bereits vorausgesetzt worden,
weil sie dquivalent zur Existenz eines Gleichgewichtszustandes ist.

Wenn dariiber hinaus vorausgesetzt wird, daft <PiP:i+1> # 0 ist, dann kann der Diffu-
sionskoeflizient D, folgendermafen bestimmt werden ’

D= (o™ > (6.22)

pilsi

Der Fall eines divergierenden Mittelwertes <p,~>_1 ist ein trivialer Grenzfall, denn fiir die
Divergenz miifiten alle p; verschwinden oder, was dquivalent ist, alle Platzenergien gegen
—oo gehen. Dann waren die einzelnen Teilchen aber permanent gebunden und es gebe

keine Dynamik.
Zusammenfassend kann festgestellt werden, daR der wie in (6.22) bestimmte Diffusi-

onskoeffizient weder divergieren noch verschwinden darf, denn <p-1‘;1.~+1> und (p;) diirfen

nicht verschwinden bzw. < 1.
Pirs,t-{-l

Die Schwierigkeit ist an dieser Stelle, daR in (6.21) eine fiber die Unordnung der Uber-
gangsraten gemittelte Zeit, namlich die Mean-First-Passage-Time, mit einer nicht fluk-
tuierenden quadratischen Verschiebung N? verkniipft wird. Bei der Bestimmung des Dif-
fusionskoeffizienten (siche Gleichung (2.33), Kapitel 2.5.1 auf Seite 19) iiber die mittlere
quadratische Verschiebung ist dies aber gerade umgekehrt. Wobei die mittlere quadrati-
sche Verschiebung scharf wird, wenn iiber viele Teilchen oder Random-Walker wie bei der
Mean-First-Passage-Time gemittelt wird. Diese Nichtanalogie sollte dann ohne Bedeutung
sein, wenn (fo y) fiir groRe N scharf wird. Um diese Bedingung zu priifen, berechne ich
die mittleren Fluktuationen Afy n/ (fo,w) von fon, wobei die Standardabweichung At n
definiert ist als

> darf nicht divergieren.

Afon = \REE),N> — (B )?. (6.23)

Dabei kann (£ ) mit (6.20) und (6.22) zu

_ 1 1 1
(Fon)” "2 <F. > (pi) <,,,F, ” > N+ DZIN* + O(N?) (6.:24)
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bestimmt werden. Desweiteren ergibt sich

o - (B EE 2

k=0 FkJ=+1 k=0 i=k+1 PiFi,i+1

(Nf ! +Nf Nf fe >> (6.25)

oo Drpdr 150 i=k+1 piliit

N>»1 pi 1 O S \
- N®+ >D_ZN* + O(N?). 6.26
<Fi,i+1> <PiFi,i+1> 47 (N7) (6.26)

Damit folgt fiir At n/ (fo,n) bei N — oo

. pi 1 1 _ 1

AtO,N _ <Fi,i+z > <PiFi.i+1> B I‘i,i+1> <,01> <pi1‘.',i+1 > -1 .
= N7z, (6.27)
{to,w) "

Die relativen Fluktuationen der Mean-First-Passage-Time verschwinden also mit der Wur-
zel aus N. Damit ist der Ausdruck (6.22) fiir den Diffusionskoeffizienten korrekt und ich
habe das gleiche Resultat wie in der linearen Response-Theorie (6.14).

Abbildung 6.2: Zweigeteilte Kette mit langreichweitigen Korrelationen. Die Halfte der
Gitterplatze ist energetisch stirker abgesenkt (Ubergangsrate I';, Besetzungsfaktor p,)
als die andere (I'g, po).

Ich komme nun zu einem Fall, bei dem die obige Argumentation zur Bestimmung eines
Diffusionskoeflizienten der Form (6.22) nicht mehr zuléssig ist. Als Beispiel verwende ich
die in der Abb. 6.2 skizzierte Kette die in zwei Halften (I'g, po bzw. I'1, p1) geteilt ist. Es
handelt sich um ein Trap-Modell, bei dem zwischen zwei rdumlich getrennten Bereiche
mit jeweils gleichférmig abgesenkten Platzenergien unterschieden werden kann. Es gilt
deshalb (siche Kapitel 4.1 auf Seite 54)

Es muf bei diesem Modell mit langreichweitig korrelierten Ubergangsraten wieder von
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der urspriinglichen Formel (6.20) fiir die Mean-First-Passage-Time ausgegangen werden:

N-2 N-1
lov = Z Pk 1 O(N) (6.30)
k= +1 PiF‘,i-f-l
(6.28),(6.29) N 2 N
= Z Z pr + O(N (6.31)
k=0 1=k+

Man erkennt, da® sich die langreichweitigen Korrelationen in den Ubergangsraten in die-
sem Fall iberhaupt nicht ausgewirkt haben. Dies hangt mit der Richtungsunabhéngigkeit
der Raten im Trap-Modell zusammen.

Aus (6.31) kénnte man bei naiver Betrachtungsweise folgern, daf der Diffusionskoef-

fizient

D —-2(—1—+i>_1 (6.32)
TN, Iy '

lautet.
Revathi und Balakrishnan [130] haben dieses Problem naher untersucht und darauf

hingewiesen, dafl in diesem Fall der Diffusionskoeflfizient ortsabhangig wird und die Dif-
fusionsgleichung (2.6) die folgende Gestalt annimmt:

dP d d
—P . .
7 —(z,t) = - = (z,1) (6.33)
s a8t sich dann nicht linger ein eindeutiger globaler Diffusionskoeffizient definieren.
Revathi und Balakrishnan haben iiber eine andere Formulierung der Mean-First-Passage-
Time den globalen Diffusionskoeflizienten zu
1

DSPZE(

—D(z)

To -+ ]_"1) (6.34)

bestimmt. Uber die mittlere quadratische Verschiebung haben sie ein verandertes Resultat
erhalten, das aber ebenfalls im Widerspruch zu (6.32) steht. Der Grund fir die Wider-
spriiche zu (6.32) ist darin zu suchen, dafl das obige naive Vorgehen bei der Auswertung
von (6.31) nicht zuldssig ist. Denn wenn sich auf der Kette Korrelationen zwischen den
Ubergangsraten unendlich weit ausbreiten, dann muf auch die Formel fiir die Mean-First-
Passage-Time fiir unendlich grofe N ausgewertet werden. In diesem Grenzwert divergieren
aber £y y und die Summen in (6.31) und es kdnnen keine Aussagen mehr abgeleitet werden.

6.3 Anwendung auf verschiedene Modelle

In diesem Abschnitt moéchte ich das allgmeine Ergebnis (6.22) zuerst fiir verschiedene
bereits exakt geloste und in Kapitel 2.7 vorgestellte Unordnungsmodelle auswerten. An-
schlieRend werde ich den Einteilchen-Diffusionskoeflizienten fiir zwei meines Wissens noch
nicht exakt geloste Modelle mit (6.22) berechnen.
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6.3.1 Verifizierung bekannter Resultate

Die Lésung des Random-Barrier-Modells (2.66) erkennt man sofort, denn in diesem Modell
sind die einzelnen Gitterplatze nicht energetisch abgesenkt, d. h. p; = 1. Es folgt

i -1
Dyp = (p)7" 6.35
y = 07 (o) (639

1\ 7!
, 6.36
< L > (6:36)
was mit (2.66) tibereinstimmt.
Interessanter ist die Anwendung auf das Random-Trap-Modell, in dem zwischen Uber-
gangsrate I'; und Besetzungsfaktor p; nach dessen Definition in Kapitel 4.1 auf Seite 54

die Relation

I

T; = p;t (6.37)

gilt. Deshalb hebt sich in der Formel fiir D, die Rate mit dem wichtenden Besetzungs-
faktor weg und ich erhalte

Dy = (pi) ™" (6.38)

Diese Gleichung ist dquivalent zu (2.65), in der der Diffusionskoeffizient wie im Random-
Barrier-Modell als Mittel iiber die Ubergangsraten ausgedriickt wird.

Der Ausdruck (6.38) fiihrt auf eine andere Interpretation des Diffusionskoeflizienten im
Random-Trap-Modell, denn nach (6.38) wird die Diffusion nicht durch verkleinerte Raten
zu den Nachbarplatzen verringert, sondern durch die tiefere energetische Absenkung von
Gitterplatzen. Diese Interpretation veranschaulicht den grundséatzlichen Unterschied zum
Random-Barrier-Modell.

Ein drittes bereits in Kapitel 2.7 angegebenes Modell ist durch die In-Site-Randomness
gegeben. Dieses Modell kénnte man auch als Random-Trap-Modell aus ,Leerstellensicht”
bezeichnen. D. h. nicht die Raten von einem Platz ¢ zu allen Nachbarplatzen f sind von
gleicher Grofie, sondern umgekehrt die Raten von allen benachbarten Platzen zum Platz
¢ sind gleich. Deshalb folgt I'; = I'y und der Diffusionskoeffizient ist

Do = (ps)7" <Pi1£i,f >_1 (6.39)

R e

C2 <ri,.>_2 , (6.41)

was mit (2.68) tibereinstimmt. Bei diesem Modell ist bereits das urspriingliche exakte
Resultat iiber die Mean-First-Passage-Time berechnet worden [73, 151].
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DSV

Abbildung 6.3: Dy, als Funktion von ¢; im ungeordneten Zwei-Niveau-System fiir I'< =
0.1. Die Symbole reprasentieren Simulationsergebnisse und die durchgezogene Kurve die

Gleichung (2.68).

6.3.2 Anwendung auf eine geordnete Verteilung

Bei der Untersuchung der In-Site-Randomness im ungeordneten Zwei-Niveau-System habe
ich wahrend meiner Diplomarbeit [151] festgestellt, daR der Leerstellen-Diffusionskoeffizi-
ent D, fir sehr tiefe Traps bei einer Trap-Konzentration ¢; =~ 2/3 ein flaches Minimum
annimmt (sieche Abb. 6.3), denn in diesem Bereich bilden sich gerade maximal viele der
typischen Doppelbarrieren aus (sieche Kapitel 2.5.3). Dies ist neben [73, 151] auch in den
Konferenz-Verhandlungen [74] erldutert worden.

Der Diffusionskoeffizient lautet mit (2.68)

Dy = (6.42)

r<«r ﬁ(l’“)z

e 43
1 T (6.43)

Wie zu erkennen ist, wird die Diffusion im Grenzfall sehr tiefer Traps effektiv durch
Doppelbarrieren I'<* bestimmt.

Die Frage ist in diesem Fall, wie sich die Unordnung auf die GroRe des Leerstellen--
Diffusionskoeffizienten bei ¢; = 2/3 auswirkt. Zum Vergleich kann man ein geordnetes
Analogon betrachten, bei dem auf jeweils zwei Traps ein normaler Platz folgt (Abb. 6.4).
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Abbildung 6.4: Geordneter Potentialverlauf fiir die Leerstellendiffusion bei ¢; = 2/3 und
den beiden Ubergangsraten T' und I'<.

Mit der Abb. 6.4 und (6.22) folgt

Dy, = <pi>‘1< = >_1 (6.44)

ptI":f
- ! (6.45)
) Gy 3e)
or
S (6.46)
T
(2 + fz)
<\2
P 9(;%-)—. (6.47)

Dieses Ergebnis hat auch Kehr [66] durch Fourier-Transformation der Mastergleichung zu
der betreffenden Ratenverteilung erhalten.

Durch Vergleich von (6.43) und (6.47) folgt, daf der Diffusionskoeflizient fiir die un-
geordnete Verteilung bei sehr kleinen I' um den Faktor 3/4 kleiner ist als fiir die ent-
sprechende geordnete Verteilung der Ubergangsraten.

6.3.3 Anwendung auf das Miller- Abrahams-Modell

Ein Beispiel, das ich innerhalb dieser Arbeit als Test fiir das exakte Resultat des Einteil-
chen-Diffusionskoeffizienten Ds, in einer Dimension (6.22) herangezogen habe, ist das im
Kapitel 2.3 auf Seite 14 beschriebene Miller-Abrahams-Modell mit den Ubergangsraten

(2.21)

r —B(Fs— E;)) fir E;<E
T, = o exp (—B(E; )) ur > Ly (6.48)
Iy fir E; > Ef.
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Damit ergibt sich folgender Diffusionskoeffizient!

Dy = (pi)” < pi;i’f >_1 (6.49)

= (exp(—BE))™ i

<(exP (-BE;) { 11;2 exp (—B(Ey — Ei)) gﬁ g: § g’;« >—1> (6.50)

-1

- ercom (D on) mass) ) 0
= STo{exp (~0E)) ™ (exp (BE) s, (6:52)

Ich méchte im Folgenden die Formel (6.52) fiir einige Verteilungen der Platzenergien

anwenden.
Als erstes und einfachstes Beispiel berechne ich den Diffusionskoeffizienten fiir das

ungeordnete Zwei-Niveau-System (siehe Kapitel 2.4).

0.1

Psp

0.01 :

Abbildung 6.5: Einteilchen-Diffusionskoeflizient fiir das Miller- Abrahams-Modell mit dem
ungeordneten Zwei-Niveau-System in einer Dimension. Die durchgezogenen Kurven geben
das exakte Resultat (6.53) wieder und die Symbole reprasentieren die Computersimula-

tionen: I' = 0.1 (¢), 0.05 (+) und 0.01 (OJ).

Die Auswertung von (6.52) liefert

Lo

(CtlTlZ +{1-a) %) (ctzr< +2c(1—c)T+(1-c) I‘) ' (6.53)

Dy, =

1Urspriinglich habe ich den Diffusionskoeffizienten fiir das Miller-Abrahams-Modell direkt aus der
Mean-First-Passage-Time-Formel (6.15) ohne Ausnutzung einer Detailierte-Gleichgewicht-Relation abge-
leitet und selbstverstdndlich das zu (6.52) dquivalentes Resultat erhalten.
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In der Abb. 6.5 habe ich Dy, gegen die Trap-Konzentration c¢; aufgetragen. Wie es nicht
anders zu erwarten war, ist eine klare Ubereinstimmung zwischen Theorie und Compu-
tersimulation zu erkennen.

Der Diffusionskoeflizient wird fiir ¢; — 0, aber auch fir ¢, — 1, gleich eins, denn
auch bei ¢; = 1 sind alle Gitterplatze auf demselben Energielevel, so daf die Teilchen
keine Energiedifferenzen tiberwinden miissen. Der Koeflizient Dy, ist keine symmetrische
Funktion von ¢; mit einem Minimum bei ¢; = 0.5. Das Minimum ist vielmehr zu grofieren ¢,
verschoben. Dies hingt mit der Wichtung der Ubergangsraten in (6.22) zusammen, denn
die Gewichtsfaktoren p; verringern den Diffusionskoeffizienten relativ zur energetischen
Absenkung der Gitterplatze.

a) b)
1 1
0.1 0.1
3 o
[ ()]
0.01 0.01
0001 — ] 0.001 A
0 2 4 6 8 0 05 1 15 2
O O

Abbildung 6.6: Einteilchen-Diffusionskoeflizient fiir das Miller-Abrahams-Modell mit a)
Gleich- und b) Normalverteilung in einer Dimension als Funktion des Verteilungspara-
meters o der Verteilung. Die durchgezogenen Kurven geben das exakte Resultat (6.52)
wieder und die Symbole ¢ reprasentieren die Computersimulationen.

Als nachstes sollen zwei kontinuierliche Verteilungen der Platzenergien behandelt wer-
den, namlich die Gleich- und die Normalverteilung (sieche Kapitel 2.4). Diese beiden Ver-
teilungen unterscheiden sich nur wenig.

Fiir die Gleichverteilung ergibt sich mit (6.52)

Dy = STolexp (~0E)™ (e (855t 5 (6:54)
_ .;-ro [( /_ (: dE% exp(—ﬁE’)) < /_ i dE fE ’ dE’;li exp (ﬁE’))}_1 (6.55)
_ 321-1‘0 [(Fla(l—exp(—ﬁa))) ( / idE (é(l—exp(ﬁE))))]—l (6.56)
_ 1 (Bo)’
= 3lo (exp (—B0) — 1) (1 + (2 (1 - exp (B0)))) (6.57)

Das Resultat (6.57) ist in Abb. 6.6a) zusammen mit Simulationsergebnissen aufgetragen.
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Ich komme nun zu der Normalverteilung fiir die Platzenergien. Der Vorteil des Miller-
Abrahams-Modells ist hierbei, dafl die ganze und nicht eine abgeschnittene Normalvertei-
lung verwendet werden kann. Denn nach der Definition der Ubergangsraten im Miller-A-
brahams-Modell (6.48) sind nur die Differenzen der Platzenergien und nicht ihre absoluten
Werte von Belang.

Bei der Normalverteilung fiir die Platzenergien 18t sich die Integration in den Unord-
nungsmittelungen allerdings nicht mehr vollstdndig ausfiihren:

2
Dy = (em(-BE) e (BE)ps
2 o0 1 EZ

dE\/;T? exp ( 202) / \/2_770 exp ( Eﬂ) exp (BE' ))
/Oo dE\/zl_ﬂ-o« exp (~(—@-¥;~)~> exp (é%_f))
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Daraus ergibt sich der Diffusionskoeflizient

DSP—%exp( Bio 2 ( / dE

e (BB

In der Abb. 6.6b) habe ich (6.58) gegen Simulationsergebnisse aufgetragen. Man erkennt,
daR das theoretische Resultat mit dem Computerexperiment {ibereinstimmst. Die leichten
Abweichungen bei groflen ¢ sind auf nicht ausreichend lange Simulationszeiten zuriickzu-
fithren.

Interessant ist die Auswertung von (6.58) fiir S0 <« 1. Dies ist gerade der Grenzwert
grofer Unordnung. Die Fehlerfunktion in (6.58) wird in diesem Grenzfall zu

_ 2 f-- E
ef (2P )0 Hr B <O (6.59)
o 1, fir E>0
Daraus folgt der Diffusionskoeffizient
Dy, = Do exp (—f%07) . (6.60)
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Im Random-Trap-Modell hatte ich [151] fiir die Normalverteilung und die halbe Normal-
verteilung fiir den gleichen Grenzfall jeweils Diffusionskoeflizienten der Gréfie

1
Dy, =Ty exp <—§ﬂ202> (6.61)

bestimmt. Der Faktor 1/2 resultiert daraus, daf im Miller-Abrahams-Modell im Gegensatz
zum Random-Trap-Modell eine Differenz in der Energieverteilung ausgemessen wird und
nicht einfach eine bestimmte Energie fiir die Berechnung der Ubergangsrate entnommen
wird.?

Als letzte Anwendung der exakten Formel (6.52) fiir den Diffusionskoeflizienten im
eindimensionalen Miller-Abrahams-Modell werde ich die Exponentialverteilung (2.26) der
Platzenergien behandeln.

10 : T

1
7

0.1
0.01

0.001 :

0 0.5 f
o

Abbildung 6.7: Einteilchen-Diffusionskoeffizient fiir das Miller-Abrahams-Modell mit ei-
ner Exponentialverteilung in einer Dimension als Funktion der Breite ¢ der Verteilung.
Die durchgezogene Kurve gibt das exakte Resultat (6.62) wieder und die Symbole ¢ re-
prasentieren die Computersimulationen.

Der Diffusionskoeﬂizient berechnet sich zu

2 (oxp (~85)) (oxp (85" .5
Fz— ’ dE% exp (f) exp (— ,BE’))

( —}_exp (g) /Z dE% exp (g + ﬂE'))
= %1 —lﬂa 0 dE?} P <§> 1 +lﬂcr (1 —exP ((ﬁ + «%) E))

B %(1—ﬁ0)1(1+ﬂ0) (1 } 2+1ﬂ0> |

2Den gleichen Faktor 1/2 kann man auch dann wahrnehmen, wenn man in einer Stadt den Fahrplan
der U-Bahn nicht kennt und sich gleichzeitig die U-Bahnen nur im Mittel an den Fahrplan halten.

-1 _
D, =
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Daraus folgt fiir 8o # 1 der Diffusionskoeffizient
Bo
Dy =To(1—00) |1+ 5 ) (6.62)

Was aber geschieht bei Bo — 17 In diesem Grenzfall verschwindet der Diffusionskoef-
fizient und wiirde bei einer Auswertung der Formel (6.62) fiir S0 > 1 negativ werden,
was natiirlich unphysikalisch wire. Offenbar vollzieht sich bei fo = 1 ein Ubergang im
Diffusionsverhalten und der Ausdruck (6.62) wird fiir o > 1 unzuléssig.

Es sei an dieser Stelle schon erwahnt, daR fiir zu groRe Breiten o der Exponentialver-
teilung die Diffusion anormal wird und zwar subdiffusiv. Der Grund hierfir liegt darin,
daf diffundierende Teilchen bei groReren o zunehmend von energetisch sehr tiefen Gitter-
platzen eingefangen werden und sich nur noch gehindert bewegen kénnen. Genauer werde
ich diesen Sachverhalt spater in Kapitel 9.3 erldutern.

In der Abb. 6.7 habe ich das exakte Resultat (6.62) im Vergleich zu Simulationen
aufgetragen. Man erkennt bei ¢ — 1 eine deutliche Abweichung zwischen Theorie und Si-
mulation. Der Grund fiir diese Diskrepanz ist die bei o = 1 anormal werdende Diftusion,
die die Berechnung des Diffusionskoeffizienten aus Simulationsergebnissen der mittleren
quadratischen Verschiebung der Teilchen verfélscht.

Eine weitere Anwendung des exakten Resultates (6.22) ist von Mussawisade in Zu-
sammenarbeit mit mir [117, 119] fiir das kombinierte Modell (Kapitel 2.3 auf Seite 13)
durchgefithrt worden.

Die Ubergangsraten haben in diesem Modell die Form

F,',f = €Xp ([3(E1 - Ei’f)) . (663)

Diese Form der Ubergangsraten 158t sich in einen Trap- und einen Barrierenanteil faktori-
sieren. Folglich 1aRt sich auch der Diffusionskoeffizient als Produkt eines zu den Barrieren
gehorigen Koeffizienten D®P nach (6.36) und einen der Trap-Verteilung entsprechenden
Koeffizienten D' nach (6.38) schreiben:

1

RB nRT
Dep = 7 D D (6.64)

Der Vorfaktor 1/Ty muf aus Normierungsgriinden eingefiihrt werden.
Ich werde spater in Kapitel 7.4 noch einmal auf dieses Modell zuriickkommen und es

genauer erlautern.
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Kapitel 7

Effektive-Medium-Theorie fur
Einteilchendiffusion

Bevor ich zum eigentlichen Ziel dieser Arbeit, namlich der Gittergasdiffusion, komme,
werde ich eine allgemeine approximative Beschreibung der Einteilchendiftusion einfiithren.
Thre Verallgemeinerung wird im néchsten Kapitel zu einer analytischen Approximation

der Gittergasdiffusion fiihren.

Zuerst sollen einige Voriiberlegungen dazu gemacht werden, worauf sich eine allgemeine
Beschreibung stiitzen konnte. Allgemein soll sie insofern sein, als dafl die Diffusion in allen
zu den im Kapitel 2.3 beschriebenen Unordnungsklassen gehorigen Modellen durch eine

Theorie beschrieben werden soll.
Nach den Voriiberlegungen werde ich den Losungsansatz formulieren. Dieser wird die

Form einer Effektive-Medium-Theorie haben. SchlieRlich werde ich Anwendungen vorstel-

len.

7.1 Voriiberlegungen

In den vorangegangenen Kapiteln habe ich bereits zwei Losungen fiir die Einteilchendif-
fusion hergeleitet. Im vorigen Kapitel habe ich ein exaktes Resultat fiir den Diffusionsko-
effizienten in einer Dimension berechnet:

Doy = (pi)” <;§—f—> . (1)

Im Kapitel 4.1 iiber die ph&nomenologischen Losungen habe ich ein anderes Resultat
fiir den Fall, daf alle Korrelationseffekte zwischen aufeinander folgenden Teilchenspriingen

vernachlassigt werden kénnen, erhalten:
DE™ = (pi) ™ (pilig) - (7.2)

Dabei entspricht der Fall verschwindender Korrelationen der Situation in einem unendlich-
dimensionalen Gitter. Darin hat jeder Gitterplatz unendlich viele nichste Nachbarplatze
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und damit jedes Teilchen unendlich viele ,, Wahlméglichkeiten® fiir ein Ubergangsziel, so
daR eventuelle Korrelationen in einer bestimmten Ubergangsrichtung verschwinden.

Als ein Beispiel fiir die Diffusion in d = oo berechne ich den Diffusionskoeflizienten fiir
das ungeordnete Zwei-Niveau-System im Miller-Abrahams-Modell (Abb. 7.1).

1 _—
a
j
0.01 :
0 0.5 1
Cy

Abbildung 7.1: Einteilchen-Diffusionskoeffizient fiir das Miller-Abrahams-Modell mit dem
ungeordneten Zwei-Niveau-System in unendlicher Dimension. Die durchgezogenen Kurven
geben das exakte Resultat (7.3) wieder und die Symbole reprasentieren die Computersi-
mulationen im pseudounendlichdimensionalen Gitter: E< = —1 (o), -4 (+) und -8 (O).

Die Auswertung von (7.2) liefert mit den Miller-Abrahams-Raten (2.21)

, (l—ce)zflﬂ+20t(1—ct)%+cfflg
Dy =T 0 : - : (7.3)
(1—ct) o, T Cr<
Es ist in der Abb. 7.1 eine klare Ubereinstimmung zwischen Theorie und Computersimu-
lation zu erkennen.

Der Diffusionskoeffizient wird fiir die Trap-Konzentration ¢; — 0, aber auch fir ¢; — 1,
gleich eins, denn auch bei ¢; = 1 sind alle Gitterplatze auf demselben Energielevel, so dafl
die Teilchen keine Energiedifferenzen iiberwinden miissen. Der Koeflizient D, ist wie in
d = 1 (Kapitel 6.3.3 auf Seite 86) keine symmetrische Funktion von c¢; mit einem Mi-
nimum bei ¢; = 0.5. Das Minimum ist im unendlichdimensionalen Fall zu kleineren ¢
verschoben. Denn hier besteht stets ein Anteil von ¢; der Nachbarn eines Traps eben-
falls aus Trap-Platzen, so daf fiir groRere ¢, die Wahrscheinlichkeit einen Trap-Platz als
Sprungziel auszuwahlen steigt und damit auch die Wahrscheinlichkeit, daff der Ubergang
nicht thermisch angeregt werden mufi. Dies fithrt zu einem schnellen Anstieg des Diffusi-
onskoeflizienten mit der Trap-Konzentration.

Was die Resultate fiir den Diffusionskoeflizienten in d = 1 und in d = oo gemein-
sam haben, das ist die Form der Ubergangsraten, iiber die in ihnen gemittelt wird: Beide
Ausdriicke enthalten die vom Unordnungsmodell vorgegebenen Raten I'; f in einer gewich-
teten Form. Die Gewichte sind dabei die thermischen Besetzungsfaktoren p;, die propor-
tional zur Besetzungswahrscheinlichkeit des betreffenden Gitterplatzes sind. Es ist durch-
aus physikalisch einsichtig, daf iiber die effektiven durch Besetzungsfaktoren gewichteten
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Ubergangsraten gemittelt werden muR. Denn die Gewichtsfaktoren sind ein Maf dafiir,
wie wahrscheinlich sich das Teilchen auf dem betreffenden Gitterplatz befindet, d. h. wie
wahrscheinlich es mit den zugehdrigen Raten von diesem Platz auf benachbarte sprin-
gen mufl. Raten von energetisch tiefliegenden Plitzen werden somit ofters ,,angesprochen®
als Raten von Platzen mit hoherer Platzenergie, die deshalb auch mit einem kleineren
Gewichtsfaktor multipliziert werden.

Es fragt sich nun, wie man die Diffusion in Gittern endlicher Dimension d > 2 be-
schreiben kann. Es erscheint einleuchtend, die gewichteten und damit , physikalischen®
Ubergangsraten als Grundlage fiir eine allgemeine analytische Beschreibung zu machen.
Diese Raten haben die Eigenschaft, wegen des detailierten Gleichgewichts (6.16) symme-
trisch zu sein. Dieser Umstand wird noch von Bedeutung sein.

Zuerst mochte ich als eine Art Einfithrung, und um die Verbindung zwischen den
obigen Resultaten (7.1) und (7.2) fir d = 1 und d = oo zu schaffen, eine Primitivniherung
nullter Ordnung fiir ein beliebig d-dimensionales Gitter einfithren.

Primitiv wird diese Naherung insofern sein, als daff ich annehmen werde, daf alle
Ubergangsrichtungen unabhingig voneinander behandelt werden kénnen und die Teilchen
keine ,Umwege" iiber andere Richtungen nehmen kdnnen, um eine hohe Barriere fiir
einen Ubergang in eine bestimmte Richtung zu umgehen. Damit vernachlsssige ich einen
geometrieabhéngigen Faktor. Deshalb wird es eine Naherung nullter Ordnung sein.

Wenn die einzelnen Ubergangsrichtungen f von einem Gitterplatz ¢ aus als unabhéngig
voneinander behandelt werden kénnen, dann sollte die mittlere Wartezeit 7, wenn man
die gewichteten Ubergangsraten p;T'; ; zugrunde legt, fiir einen Ubergang gleich

1
S (7.4)

sein. Mit der allgemeinen Wartezeitverteilung (3.1) folgt

14 1
T = dt’ t' exp | —t'= —p:l, 7.5
/ > ,f ( d f2=:1 <Pi>p f) ( )
partielle Int. oo d It ,]- d
= / t' exp | — EZ (7.6)
0 f=1

1
_ | (7.7)
i %=1 Pl

Der Diffusionskoeflizient ist in einfachster Naherung unter Vernachlidssigung samtlicher
Korrelationseffekte zwischen den einzelnen Ubergingen gerade durch die inverse mittlere

Wartezeit gegeben:
1 1 -
D, = > : (7.8)
T e <5 Sf-1pilis

Man erkennt sofort, daff fiir d = 1 das exakte Resultat (7.1) wiedergegeben wird. Bei
d = oo hat die Mlttelung in (7.8) iiber die inversen gewichteten Ubergangsraten keinen
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Sinn mehr, weil schon durch —32‘}=1 pil'; ¢ eine Mittelung iiber die Raten vorgenommen
wird. Deswegen folgt (7.2) im unendlich dimensionalen Gitter. Allerdings gilt diese Ar-
gumentation nur, wenn man die urspriingliche Ubergangsrate ganz allgemein in einen
Barrieren- und einen Trap-Anteil faktorisieren kann. Wenn der Barrierenanteil von Start-
und Zielplatz des Sprunges abhingt, dann fiithrt der obige einfache Ansatz nicht zum
gewiinschten Ergebnis.

Zusammenfassend 188t sich feststellen, dafl offensichtlich die durch Besetzungsfakto-
ren gewichteten Ubergangsraten p;I; ; eine Méglichkeit fiir einen allgemeinen Ansatz zur
Beschreibung der Einteilchendiffusion in ungeordneten Gittern aufzeigen.

Die grundsatzliche Idee ist nun, eine allgemeine Theorie fiir die Berechnung der Einteil-
chen-Diffusionskoeffizienten in beliebig dimensionalen Gittern mit Barrierenunordnung,
auf die gewichteten, d. h. symmetriesierten, Raten zu erweitern. Hierdurch sollte sich eine
zumindest approximative Theorie fiir allgemeine Unordnungsmodelle im Rahmen des hier
behandelten Gittergasdiffusionsmodells ergeben.

Eine Abschétzung fiir den Diffusionskoeflizienten im Barrierenmodell ist die sogenann-
te Critical-Path-Niherung von Ambegaokar, Halperin und Langer [6].

Bei der Critical-Path-Naherung wird versucht, den Diffusionskoeffizienten D, durch
eine effektive, kritische Ubergangsrate DP abzuschétzen. Diese Rate ist die kleinste in ei-
nem , kritischen Pfad durch das gesamte Gitter, der aus den groften Raten auf dem Gitter
besteht (Abb. 7.2). Dazu werden nacheinander Raten ausgewahlt und zwar in absteigen-
der Gréfle bis ein Pfad durch das ganze Gitter entstanden ist. Die letzte ausgewahlte Rate
bestimmt dann die Abschétzung des Diffusionskoeffizienten (siche Abb. 7.2b) ).
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Abbildung 7.2: Critical-Path-Naherung: Es werden nacheinander Raten mit absteigender
GroRe auf dem Gitter ausgewahlt (a) bis ein Pfad durch das ganze Gitter entstanden ist
(b). Der Diffusionskoeffizient D, wird durch die letzte den Pfad schliefende Rate I';;

abgeschatzt.

Mathematisch ausgedriickt bedeutet diese Naherung
(7.9)

P _
Dy =

L.
1
mit ', gegeben durch p. = /1: dlMw(IY), (7.10)
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wobei p. die Bond-Perkolationsschwelle ist [145] und w(I") die Ratenverteilung. Auf die
Energieverteilung v(E) der BarrierenhShen oder Sattelpunktenergien E; ; bezogen, lautet
(7.9)

D® = Toexp(—E.) (7.11)
B,

mit E. gegeben durch p. = / dE'v(E"). (7.12)
0

Fir Quadratgitter mit symmetrischer Energieverteilung ist p. = 0.5 [145] und es ergibt
sich aus (7.11) sofort das exakte Ergebnis (2.67).

Im eindimensionalen Fall, fiir den die Critical-Path-Naherung allerdings nicht herge-
leitet worden ist, ist p. = 1 und D¢} wire durch das Minimum in w(I') bestimmt, was
inkonsistent mit dem exakten Resultat (7.1) ist und nur im Grenzfall sehr tiefer Tempe-
raturen eine angemessene Naherung ware.

Fiir den unendlichdimensionalen Fall gilt p. = 0 und D} wird gleich der maximalen
Rate aus w(I'), was wiederum inkonsistent mit der betreffenden exakten Losung (7.2) ist.

Es muf} an dieser Stelle jedoch Erwéhnung finden, daf die hier vorgestellte Critical-
Path-Naherung nur die einfachste dieser Form ist. Korrekturen sind von Tyc und Halperin
[149] bzw. von le Doussal [39] im Rahmen ihrer Berechnung der Leitfahigkeit bei zufalli-
gen Widerstandsnetzwerken mit grofler Unordnung bestimmt worden. Allgemein 14t sich
feststellen, daR der Amnsatz iber den Critical-Path speziell dann zu guten Ergebnissen
fithrt, wenn die Unordnung sehr grof ist.

In dieser Arbeit will ich aber gerade eine moglichst einfache und allgemeingiiltige Nahe-
rung verwenden. Dabel hangt die Allgemeinheit durchaus mit der Einfachheit zusammen.
Dariiberhinaus sollen die bekannten exakten Resultate fiir d = 1 (7.1) und d = oo (7.2)
korrekt wiedergegeben werden.

Die allgemeine, d. h. fiir alle Dimensionen hyperkubischer Gitter anwendbare, Nahe-
rung fiir symmetrische Ubergangsraten, die ich im weiteren zugrunde legen mdchte, ist
die sogenannte Effektive-Medium-Theorie ! ?. Bei dieser Naherung wird versucht, das un-
geordnete Gitter durch ein dazu konsistent bestimmtes Gitter mit uniformen effektiven

Ubergangsraten zu modellieren.

7.2 Effektive-Medium-Theorie

Die Effektive-Medium-Theorie ist von Webman [150] sowie Odagaki und Lax [123] fiir
die Behandlung der Hiipfleitfahigkeit auf Perkolationsgittern berechnet worden. Als wei-
teren Autor zu dieser Naherungstheorie muf Summerfield [146] genannt werden. Er hat
eine altere Arbeit von Kirkpatrick [83] zur Effektive-Medium-Theorie fiir die Leitfahigkeit

!Diese Niherung kann auch auf andere kompliziertere Gittertypen angewendet werden, aber ich méchte

mich hier auf hyperkubische Strukturen beschridnken.
2Das Aquivalent zur Niherung durch ein effektives Medium fiir das Ising- oder Hubbard-Modell ist

die Mittlere-Feld-Theorie (siehe Kapitel 1).
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in einem ungeordneten Widerstandsnetzwerk auf frequenzabhéngige Hiipfleitfahigkeiten
verallgemeinert.

Luck [99] hat eine systematische Stérungstheorie fiir die Leitfahigkeit in ungeordne-
ten Widerstandsnetzwerken fiir hyperkubische Gitterstrukturen in allen Dimensionen und
bei beliebigen Widerstandsverteilungen berechnet. Er konnte eine Ubereinstimmung der
Effektive-Medium-Theorie in der hier verwendeten Form mindestens bis zur dritten Ord-
nung mit seiner exakten Stérungstheorie nachweisen. Bei hohen Gitterdimensionen hat er
eine Abweichung der Ordnung 1/d® zu seiner Stérungstheorie bestimmt. Dies impliziert,
daft die Effektive-Medium-Theorie fiir d — oo exakt wird. Hintergrund seiner Arbeit ist
die quantitativ zu beantwortende Fragestellung gewesen, warum die Effektive-Medium-
Theorie sehr gute Ergebnisse bei der Beschreibung der Diffusion liefert.

Ambaye hat in Zusammenarbeit mit Kehr [4, 5] die Effektive-Medium-Theorie im Ver-
gleich zur Critical-Path-Naherung fiir eine Gleichverteilung im Random-Barrier-Modell
und d = 2, 3 untersucht und fiir nicht zu starke Unordnung wesentlich bessere Ergebnisse
mit der Effektive-Medium-Theorie erhalten.

Einen etwas alteren Uberblick der Effektive-Medium-Theorie findet sich bei Elliot et
al. [40]. Weitere Referenzen sind im Ubersichtsartikel von Haus und Kehr [49] angegeben.

Zur konsistenten Bestimmung eines effektiven Gitters oder Mediums wird ein Clu-
ster bestehend aus einer bestimmten Anzahl von Bonds, d. h. symmetrischen und unge-
ordneten Ubergangsraten, auf dem Gitter ausgewahlt. Fiir die iibrigen Bonds muf eine
zeitabhangige effektive Rate I'(¢) auf selbstkonsistente Weise bestimmt werden. Selbst-
konsistenz bedeutet an dieser Stelle, da die ,, Wirkung“ des effektiven Mediums gleich der
des eingebetteten Clusters als Stérung sein muf.

In dieser Arbeit soll die Effektive-Medium-Theorie in ihrer einfachsten Form Verwen-
dung finden. Diese beruht auf die Einbettung eines einzelnen Bonds in das effektive Gitter,

wie in Abb. 7.3.
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Abbildung 7.3: Effektive-Medium-Theorie durch Einbettung eines einzelnen Bonds I'y; in
ein effektives Medium I'(2).

Fiir das effektive Medium kann man eine verallgemeinerte Mastergleichung angeben:

——E [t) /dtT Y [B(@E,¢) - B )], (7.13)
”)
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wobei F (i: t) die Besetzungswahrscheinlichkeit eines Gitterplatzes ['im ungestorten effek-

tiven Medium ist. .
Das gleiche System mit dem eingebetteten Cluster fiihrt zu folgender Mastergleichung

d

— — t — -
Z[I‘W,Am (P, )~ PUO) [ atT(t —t) (P(F,¢) ~ P(L t’))] (7.14)
(@) i
mit App = {(1) ,Wems [und I/ Nachbarplidtze auf dem eingebettet Cluster sind(7.15)
’ ,sonst,

die das effektive Medium mit dem eingebetteten Stérungscluster verkniipft.

Durch Laplace- und Fourier-Transformation erhélt man aus (7.13) und (7.14) ein k-
neares Gleichungssystem fiir die Besetzungswahrscheinlichkeiten im eingebetteten Cluster
im Laplace-Raum. Dies 1afit sich z. B. nach P(0, s), wobei s die Frequenz aus der Laplace-
Transformation ist, und den E(l, s) fiir das Cluster auflésen.

Selbstkonsistent wird die Effektive-Medium-Theorie dadurch, dafl das Unordnungs-
mittel iiber die Besetzungen im eingebetteten Cluster gleich dem im effektiven Medium

eingestellt wird: _
(P(0,s)) = E(0, s). (7.16)

Man erhalt folgende Selbstkonsistenzbedingung [150] fir den Diffusionskoeffizienten D3
in der Effektive-Medium-Theorie

Demt . I‘\i i
E : = : 7.
<(d —1)Dgpt + Fi,f> % (7.17)

wenn man den Langzeitgrenzwert s — 0 betrachtet.

In Anhang C habe ich die Ableitung von (7.17) nach Kirkpatrick [83] fiir die Hiipfleit-
fahigkeiten in ungeordneten Widerstandsnetzwerken erldutert. Diese Ableitung ist nicht
vollstandig gleichrangig zu der oben vorgestellten Effektive-Medium-Theorie, da keine
Zeitabhangigkeit vorhanden ist. Diese ware erst in einem kombinierten Netzwerk aus Wi-
derstinden und Kondensatoren gegeben. Die obige Konsistenzbedingung (7.17) fiir den
Grenzfall s — 0 1aft sich jedoch auch in einem reinen Widerstandsnetzwerk bestimmen.
Die Widerstinde entsprechen den symmetrischen Ubergangsraten.

Fiir beliebige Dimensionen d kann (7.17) nicht unabhangig von der Verteilung der
Raten w(T') aufgeldst werden. Lediglich in zwei Grenzfallen ist eine Losung moglich. In

d = 1 findet man
p,—(L\" (7.18)
sp i Fi’f 3 *

was dquivalent zum exakten Resultat (2.66) ist. In einer Dimension fithrt die Effektive-
Medium-Theorie also auf ein exaktes Resultat. Auch fiir d — oo ist die Losung von
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(7.17) moglich, denn in diesem Fall kann der Nenner [(d — 1)Dg* + Ty 4] in (7.17) durch
[(d — 1) Dg] ersetzt werden. Dies fiihrt auf

D, = (T;y). (7.19)

Auch dieses Resultat ist konsistent mit der exakten Losung (7.2). Diese Feststellung ist
wichtig, da es eine Mindestforderung an eine Effektive-Medium-Theorie sein sollte, daf§
sie 1m korrelationsfreien Limes d — oo exakt wird.

Die Verallgemeinerung der Effektive-Medium-Theorie fiir das Random-Barrier-Modell
auf andere Unordnungsmodelle besteht nun darin, die gewichteten und symmetriesierten

Ubergangsraten
T = (p:) 7" pilig (7.20)

der exakten Lésungen (7.1) fiir d = 1 und (7.2) fiir d = oo anstelle der urspriinglichen
Raten I'; ; zu verwenden. Dann lautet obige Selbstkonsistenzbedingung (7.17)

Demt . Fﬁym
bl —, (7.21)
d — 1) Demt 4 IS
sp i,f

Diese generalisierte Form der Effektive-Medium-Theorie fiir die Diffusion einzelner
Teilchen bei einer weitgefafiten Form des zugrundeliegenden Unordnungsmodells werde
ich im néachsten Kapitel 8 auf die Gittergasdiffusion weiter verallgemeinern.

Im rvestlichen Teil dieses Kapitels werde ich die Abhangigkeit des Diffusionskoeffizi-
enten von der Dimensionalitdt des Gitters, auf dem die Diffusion stattfindet, besprechen
und anschlieRend eine Anwendung vorstellen.

7.3 Abhangigkeit der Diffusion von der Dimension

Im vorigen Abschnitt ist eine allgemeine Effektive-Medium-Theorie fiir beliebige Gitterdi-
mensionen eingefithrt worden. Interessant wire es zu wissen, wie der Diffusionskoeflizient
beim Festhalten aller iibrigen Parameter allein von der Dimensionalitit d des Gitters
abhidngt.

Beim Random-Trap-Modell existiert keine Richtungsabhangigkeit der Ubergangsraten,
was zu einem Diffusionskoeffizienten fiihrt, der unabhingig von der Dimension ist (Kapitel
2.7). Eine Abhéngigkeit von d ergibt sich erst, wenn die Raten im Unordnungsmodell eine
Richtungsabhingigkeit bekommen, d. h. wenn die Sattelpunktenergien ungeordnet sind.

Die beiden exakten Resultate fiir D,, (Kapitel 7.1) lauten

pil'i s
d=oco : DR =(p)" (piTss). (7.23)

d=1 : Dsp=<pi>“1< = >_1 (7.22)
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In Kapitel 4.1 auf Seite 53 habe ich eine Ungleichung (4.32) fiir zwei beliebige Zufallsva-
riablen z und y angegeben. Thre Form ist

(ey)[? < (=) (y?). (7.24)
Setzt man ¢ = ,/p;I'; y und y = 1/,/p;I'; 4, dann folgt daraus

1 <{pTs 1) <Pi1:-l‘i,_f> ~ (7.25)

Damit ist gezeigt, daRl der Diffusionskoeffizient fiir d = 1 stets kleiner als fiir d = oo
1st. Es stellt sich nun nur noch die Frage, wie er sich zwischen diesen beiden Grenzfillen
verhalt. Physikalisch ist es einsichtig, daR D,, eine monoton steigende Funktion von d
ist. Denn je groBer die Dimension des Gitters ist, desto mehr Wahlmoglichkeiten fiir
Ubergangsrichtungen stehen zur Verfiigung. Existiert eine Unordnung in den umliegenden
Sattelpunktenergien, dann kann mit steigender Koordinationszahl aus einer zunehmenden
Anzahl von Sattelpunktenergien das Minimum fiir die grofte Ubergangswahrscheinlichkeit
ausgewahlt werden. Dieser Idee folgt die ,primitive Naherung® (7.8) von D,,.

Es kann mathematisch plausibel gemacht werden, daf auch die allgemeine Effektive-
Medium-Theorie einen mit der Dimension monoton ansteigenden Diffusionskoeffizienten
ergibt. Dazu betrachtet man die Selbstkonsistenzbedingung (7.21) als implizite Funktion
F(d, Dgr*), deren Nullstellen Losungen fiir Dg® sind. Sie lautet somit

Demt - :[1§Yfm
F(d, DE™) = i, . 7.96
@03 = (7" )Dg r:,yf"‘> (7:26)

Fiir solche impliziten Funktionen gilt allgemein (siehe z. B. [26])

o .. 2F
‘6—stpt - "—;—D‘agim—F, (727)

wenn OF /0D # 0 ist. In diesem speziellen Fall berechnet man

0. < ((D:;,“t — 77 Demt > (7.98)

ad em sym 2
(d— 1) Dzt + T¥)
und
d— 1) Deot 4 T — (pemt — T (4 — 1

0 _p <(< ) Dyt + ToF) = (Pap ~ IO )

0D ((d - 1) Dgmt + TF")

drer
- < H - 2> (7.30)
((d—1) Dge + T

> 0. (7.31)
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Das Vorzeichen von %D:;m wird deshalb von

<((d _lic)rzcmtiy;ym> > | (7.32)

bestimmt. Diese Grofe ist der linken Seite in der Selbstkonsistenzbedingung (7.21) ahnlich;
mit dem Unterschied, daf in diesem Fall der Nenner quadriert wird. Dadurch werden
kleine Werte fiir Fsyfm in der Unordnungsmittelung stérker gewichtet als in (7.21). Da
die Mittelung in (7.21) insgesamt verschwindet, ist es mathematisch einsichtig, daR die
Mittelung in (7.32) auf einen positiven Wert fuhrt Damit ist mathematisch begriindet,
auch wenn kein strikter Beweis gefiihrt worden ist, daft auch die Effektive-Medium-Theorie
zu einer monoton steigenden Funktion D{** der Dimension fiihrt.

7.4 Anwendung auf das kombinierte Modell

Als Anwendung der allgemeinen Effektive-Medium-Theorie werde ich in diesem Abschnitt
das von Limoge und Bocquet [97, 98] vorgeschlagene kombinierte Modell® (siehe Kapi-
tel 2.3 auf Seite 13) behandeln. Diese Anwendung ist Gegenstand der Diplomarbeit von
Mussawisade [119]. Als weitere Referenzen sei auf [117, 118] verwiesen.

Die Motivation von Limoge und Bocquet fiir dieses Modell ist das Temperaturverhal-
ten des Diffusionskoeffizienten in amorphen Substanzen gewesen. Experimentelle Befunde
zeigen in solchen Materialien in der Regel ein Arrhenius-Verhalten, d. h. der Logarithmus
des Diffusionskoeffizienten ist eine lineare Funktion der inversen Temperatur 3. Vergleicht
man dieses Verhalten mit der Form des Arrheniusgesetzes (2.1), das i. a. den Diffusions-
prozessen in kondensierter Materie zugrunde gelegt wird, so deutet der Befund in amor-
phen Festkérpern auf eine wohldefinierte uniforme effektive Anregungsenergie fiir Teil-
cheniibergénge hin. Dies ist fiir einen vollig ungeordneten Festkdrper eine ungewdhnliche
Eigenschaft.

Im kombinierten Modell wird das Arrhenius-Verhalten auf sich kompensierende Ef-
fekte der ungeordneten Traps und Barrieren zuriickgefiihrt. Um dies zu verstehen, sollte
man sich erst einmal das Verhalten des Diffusionskoeflizienten im Arrhenius-Diagramm im
Random-Trap-Modell und im Random-Barrier-Modell vor Augen fithren. Im Arrhenius-
Diagramm wird gerade der Logarithmus des Diffusionskoeflizienten gegen die inverse Tem-
peratur aufgetragen.

Im Random-Trap-Modell beobachtet man im Arrhenius-Diagramm stets eine negative
Kriimmung des Diffusionskoeffizienten. Denn fiir tiefe Temperaturen halten sich Teilchen
vor allem in den tiefen Traps auf, so daf die effektive Anregungsenergie fiir Uberginge
grofer wird. Dies wird sehr schon durch die in dieser Arbeit eingefithrten gewichteten
Ubergangsraten veranschaulicht (Kapitel 6.3.1 auf Seite 83).

Dieses Verhalten ist genauer von Kehr [66] erklirt worden: Er hat die Ableitung von
In(Dsp) nach B betrachtet. Im Folgenden beschreibe ich diese Rechnung in leicht abgeén-

derter Form.

3Es besteht aus einer unkorrelierten Unordnung in den Gitterplatz- und Sattelpunktenergien.
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Mit der exakten Losung fiir D, im Random-Trap-Modell bei beliebiger Gitterdimen-
ston (2.65) ergibt sich fiir 81n(Ds,)/06

0 0
55 1(Dw) = 55 [0 (To) —In (exp (~BE.)) (7.33)
(E;exp (—BE:))
(exp (A E)) (734
— (E). (7.35)

Die Steigung im Arrhenius-Diagramm ist damit gleich der mittleren Energie des diffun-
dierenden Teilchens. Weil diese Energie mit sinkender Temperatur immer kleiner wird,
nimmt die negative Steigung von In(D,,) zu und man erhélt eine negative Kriimmung.

Im Random-Barrier-Modell beobachtet man dagegen stets eine positive Kriimmung im
Arrhenius-Diagramm fiir d > 2. In einer Dimension hat das exakte Resultat (2.66) fiir die-
ses Modell die gleiche Struktur wie im Random-Trap-Modell fiir beliebige Dimensionen.
Entsprechend findet man auch eine negative Kriimmung fir diesen Fall. Ein &hnliches Ver-
halten beobachtet man ebenfalls bei der Koordinationszahl 2 = 3. In zweidimensionalen
Quadratgittern (z = 4), die einen Grenzfall zu bilden scheinen, hat das exakte Resultat
fir den Diffusionskoeflizienten (2.67) bei symmetrischen Energieverteilungen die Form
eines Arrheniusgesetzes. Symmetrische Energieverteilungen fiihren deshalb in d = 2 zu
keiner Kriimmung im Arrhenius-Diagramm. Bei unsymmetrischen Verteilungen wie z. B.
der Exponentialverteilung [23] zeigt das Random-Barrier-Modell gleichwohl eine positive
Krimmung.

Im Random-Barrier-Fall 1aft sich kein analytisches Argument wie im Random-Trap-
Modell angeben, da hier der Diffusionskoeflizient allgemein nicht bekannt ist. In der Arbeit
[117] ist fiir dieses Modell aber ein physikalisches Argument angegeben worden. Es be-
ruht auf den Uberlegungen in der Critical-Path-Naherung (Kapitel 7.1 auf Seite 94). Bei
dieser Naherung ist der Diffusionskoeffizient durch einen kritischen Pfad bestehend aus
den gréften Ubergangsraten auf dem Gitter bestimmt. Der Koeffizient wird durch die
kleinste Rate in diesem kritischen Pfad abgeschatzt. Dies ist insbesondere bei sehr tiefen
Temperaturen eine angemessene Naherung. Bei gréReren Temperaturen (sinkendem f3)
werden fiir die Teilchen neben dem kritischen Perkolationspfad weitere Pfade ,zugang-
lich“. Diese enthalten kleinere Raten, so dafl das Minimum der ausgewahlten Raten—der
Flaschenhals fiir die Diffusionsbewegung—kleiner wird. Dies fiithrt zu einer Abnahme der
effektiven Anregungsenergie mit steigender Temperatur fiir die Diffusion und einer posi-
tiven Kriimmung im Arrhenius-Diagramm.

Es liegt der Gedanke nahe, dal in einem amorphen Festkdérper mit z > 4 eine kom-
binierte Unordnung in den Trap- und Barrierenenergien vorliegen kdnnte, die zu einer
Kompensation zwischen positiver Kriimmung durch die Barrierenunordnung und nega-
tiver Kriimmung durch die Trap-Unordnung fiithren kénnte und in der Folge zu einem
Arrhenius-Verhalten.

Die exakten Resultate (7.1) in d = 1 und (7.2) in d = oo fithren zu einer Faktorisierung
des Diffusionskoeffizienten DS)M im kombinierten Modell in einem Random-Trap-Anteil
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DE;,T und einen Random-Barrier- Anteil DZ‘)B:

1

DN = f;)-zyf;DTDS*},B. (7.36)
Der Faktor 1/T¢ muf aus Dimensionsgriinden eingefiigt werden. Die allgemeine Effek-
tive-Medium-Theorie fiihrt ebenfalls zu einer Faktorisiérung von Dg)M und zwar fiir alle
Dimensionen®. Es erscheint sehr plausibel, daff dies auch exakt gilt. Es ist eine offene
Frage, inwieweit mogliche Korrelationen zwischen Traps und Barrieren die Faktorisierung
verhindern. Nach der allgemeinen Effektive-Medium-Theorie sollten sie keine Rolle spie-
len. Diese Aussage ist in d = 1 und d = oo exakt. Es liegt die Vermutung nahe, daff solche
Korrelationen allgemein in beliebig dimensionalen Gittern keine Auswirkung haben soll-
ten. Eine Anisotropie in der Unordnungsrealisierung auf dem Gitter wiirde aber sicher die
Aussagen der allgemeinen Effektive-Medium-Theorie verfalschen, d. h. es muf in jedem
Fall trotz méglicher Korrelationen eine isotrope Unordnung vorherrschen.

Die von ihrer Struktur her ,inverse Form“ des exakten Resultates (7.19) im Random-
Barrier-Modell fiir d = oo zu der exakten Lésung (2.65) im Random-Trap-Modell fiir
beliebige d legte mir die Vermutung nahe, daf eine vollstdndige Kompensation der Effekte
von Barrieren und Traps in d = co —und zwar nur in diesem Grenzfall—méoglich ist.

Sei im Folgenden vg(FE) die Verteilung der Platzenergien und vp(E) die Verteilung
der Sattelpunktenergien oder Barrierenhéhen. Die Verteilung vr(E) sei auf das Intervall
[— Ecomb, 0] mit Feomp > 0 beschrankt. Die Gréfle Eomp kann somit einen beliebig grofien
Wert annehmen. Fiir ein Arrhenius-Verhalten von Dg)M muf gelten

Dy Dy’ = exp (= Eecom), (7.37)

wobei sich im Verlauf der folgenden Rechnung zeigen wird, daR die Wahl von FEcomp als
die effektive Anregungsenergie im kombinierten Modell korrekt ist.
Mit den exakten Lésungen (2.65) und (7.19) folgt aus (7.37)

Joo dEvg(E) exp (—PE)
ffoo dEvr(E)exp (-8B E)

Eine Division mit exp(—/f8Fcomp) und die Substitution £ = —E’ fithrt zu

c° dBvg(B) exp (BE) )
[P dBva(—B") exp (—f (B — B) - (739)

= exp (—ﬁEcomb) ) (7.38)

Mit einer zweiten Substitution Eeomp — E' = E" ergibt sich

Jo~ dEvp(E) exp (-BE)

= 7.40
fO-Ecomb dE"VT(E” _ Ecomb) exp (_IBEII) ( )

“Insbesondere liefert die allgemeine Effektive-Medium-Theorie in allen Dimensionen das exakte Er-
gebnis (2.65) fiir das Random-Trap-Modell.
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Diese Gleichung ist mit der Wahl
VB (E) = yr (E - Ecomb) mit 0 < E < Eeomp (7.41)

fiir die Verteilung der Sattelpunktenergien erfiillt. Um eine Kompensation zu erreichen
ist es also notwendig, die Verteilung v7(E) um den Wert E.omp fiir die Definition einer
entsprechend gewahlten Verteilung vg(E) zu verschieben. Dabei muf E.omp mindestens
die betragliche Grofie der minimalen Energie in vr(E) haben. Eine nichtbeschrénkte Ver-
teilung der Platzenergien 1aRt sich in d = oo deshalb nicht durch eine adaquat gewahlte
Verteilung vg(E) kompensieren.

Im unendlichdimensionalen Gitter kann man nach der obigen Rechnung also stets die
Energieverteilungen, wenn diese beschrankt sind, so zueinander einstellen, dafl es eine
vollstindige Kompensation gibt. Ein Beispiel findet sich in [118].

Wenn man die Faktorisierung (7.36) annimmt, dann miifte nach obiger Rechnung auch
bei einer endlichen Gitterdimension eine Losung wie in d = oo fiir das Random-Barrier-
Modell existieren, damit eine vollstdndige Kompensation erreicht wird. Dies erscheint aber
nicht plausibel, weil es mit den in Kapitel 7.3 angestellten Uberlegungen zur Abhingigkeit
des Diffusionskoeffizienten im Random-Barrier-Modell von der Dimension nicht vereinbar

ware.

In(D)

— ] 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1/T

Abbildung 7.4: Diffusionskoeffizient im Arrhenius-Diagramm fiir das Random-Trap-Mo-
dell (¢), Random-Barrier-Modell (+) und kombinierte Modell ([J) bei einer Normalvertei-
lung. Die Symbole reprasentieren Simulationen und die Kurven numerische Lésungen der
allgemeinen Effektive-Medium-Theorie (7.21). Der Boltzmann-Faktor kg ist gleich eins
gesetzt worden. Die einzelnen Parameter sind op = 4.0, E = 6.58 fiir d = 3 (durchgezo-
gene Kurve) und op ~ 1.74, E =~ 2.86 fiir d = 5 (gestrichelte Kurven) sowie or = 1.2,
E ~ —1.97 in beiden Fallen.

Mussawisade hat aber zeigen kénnen, daf in endlichen Dimensionen d > 2 durch eine
entsprechende Einstellung der Verteilungen v7(F) und vg(E) stets ein approximatives
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Arrhenius-Verhalten auf einem begrenzten Temperaturintervall® erreicht werden kann. Er
hat dazu die Gleichung (7.37) analytisch, approximativ oder numerisch gelést.

Mussawisade hat z. B. die Normalverteilung (2.31) mit ¢ = 0.05 fiir Platz- und Sattel-
punktenergien untersucht. Die Normalverteilung wird von Experimentatoren gerne als
Standard in amorphen Substanzen benutzt. Mussawisade hat die Verteilungen vy (E)
und vg(E) numerisch so einstellen kénnen, daf im kombinierten Modell ein ungeféhres
Arrhenius-Verhalten auftritt. In der Abb. 7.4 sind seine Ergebnisse fiir d = 3 und d = 5
aufgetragen Man erkennt eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Effektive-Medium-
Theorie und den Simulationen. Fiir das hier vorgestellte Beispiel liegen die beiden Kurven
fir das Random-Trap-Modell in den verschiedenen Dimensionen aufeinander, denn es sind
dieselben Parameter fiir die Energieverteilung verwendet worden. Die positive Kriimmung
fir das Random-Barrier-Modell ist in d = 5 grofler als in d = 3, was konsistent mit den
Uberlegungen zum Anstieg des Diffusionskoeffizienten mit der Dimension fiir Random-
Barrier-Modelle in Kapitel 7.3 ist. Mussawisade hat numerisch nachweisen kénnen, daf
das Arrhenius-Verhalten in d = 5 besser ist als in d = 3. Dies stimmt mit der oben ge-
auferten Vermutung iiberein, daff erst im unendlichdimensionalen Fall eine vollstdndige
Kompensation erreicht wird.

Als Fazit bleibt festzuhalten, dafl es zumindest zweifelhaft ist, ob das von Limoge und
Bocquet vorgeschlagene Modell zur Erklarung des allgemeinen experimentellen Befundes
eines Arrhenius-Verhaltens der Diffusion in amorphen Substanzen ausreichend ist. Denn es
ist nicht einsichtig, warum die Natur die Parameter der Energieverteilungen entsprechend
einstellen sollte, damit das Arrhenius-Verhalten erreicht wird. Auch sollte man beden-
ken, daR in amorpher Materie auch eine topologische Unordnung vorherrscht, die hier
nur vereinfacht durch die Annahme einer Normalverteilung fiir die Energien beriicksich-
tigt worden ist. Die Frage ist offen, inwieweit man wirklich die topologische Unordnung
beriicksichtigen muR.

Vermutlich ist der hier vorgestellte Ansatz fiir den DiffusionsprozeR schon garnicht
zuldssig, da man in amorpher Materie eher kollektive Phédnomene fiir die Dynamik un-
tersuchen muf. Diese kollektiven Prozesse konnten schon von ihrer Struktur her eine
Mittelung iiber die Unordnung enthalten.

7.5 Anwendung auf das Miller-Abrahams-Modell

Beim Miller-Abrahams-Modell (siche Kapitel 2.3 auf Seite 14) werden die Grenzen der
allgemeinen Effektive-Medium-Theorie deutlich.

5An dieser Stelle sollte darauf hingewiesen werden, daR in Experimenten stets nur ein begrenztes
Temperaturfenster zur Verfiigung steht (in der Regel deutlich unter 100 K). Gréfere Temperaturintervalle
werden durch auftretende Phaseniibergdnge verhindert. Der experimentelle Fakt des Arrhenius-Verhaltens
in amorphen Festkdrpern bezieht sich deshalb immer auf begrenzte Temperaturbereiche.
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Die gewichteten Ubergangsraten ergeben sich in diesem Fall zu

1 0€X - — L ir i
Loary = epopmy [ ooR (OB D) S B<E
1 [ Toexp((—BEy)) fir E;<E
B (pf){Foexp((~ﬂEj)) fiir E,->E,{. (7.43)

Die physikalische Idee der Wichtung der Ubergangsraten mit den Besetzungsfaktoren
ist, die Raten mit der Wahrscheinlichkeit zu wichten, mit der sie fiir Ubergangsversuche
ausgewahlt werden. Die gewichteten und symmetriesierten Raten bilden dann eine Art
effektives Random-Barrier-Modell. Im Miller-Abrahams-Modell kénnen die einzelnen Ra-
ten allerdings nicht in einen Trap- und einen Barrierenanteil faktorisiert werden. Wenn
dieses Modell durch die gewichteten Raten global in ein effektives Barrier-Modell iiber-
fithrt wird, dann wird hierdurch die lokale Struktur der Ratenverteilung véllig verandert.
Deshalb sollte in diesem Fall die Anwendung der allgemeinen Effektive-Medium-Theorie,
die schlieRlich auf die Beschreibung eines echten Random-Barrier-Modells basiert, zu gro-
Reren Fehlern als beim im vorigen Abschnitt behandelten kombinierten Modell, das einen
Prototyp fiir die Anwendung der allgemeinen Effektive-Medium-Theorie darstellt, fiihren.

Im Folgenden werde ich das Miller- Abrahams-Modell fiir das ungeordnete Zwei-Niveau-
System als diskrete Verteilung sowie fiir die Normal- und Exponentialverteilung untersu-

chen.

7.5.1 Ungeordnetes Zwei-Niveau-System

Beim ungeordneten Zwei-Niveau-System (2.24) treten zwei unterschiedliche symmetrie-
sierte Ubergangsraten auf:

= < 1>I‘0 mit der Wahrscheinlichkeit w; = (1 — ct)2 +2¢ (1 —¢;) (7.44)
pi
1 I : - : 2

r,= (o) T< mit der Wahrscheinlichkeit wy = (c;)” . (7.45)

Bei lediglich zwei unterschiedlichen Raten entspricht die Selbstkonsistenzbedingung
einer quadratischen Gleichung, deren einzige physikalisch sinnvolle Lésung lautet

1 /p? TL.Th p
emt _ T (L et £ 4
DS” F1V4+d~1 2 (7.46)

T + w,l
mit p = 1"—%?1”—21 P Y (7.47)

Die zweite mathematisch mogliche Lésung mit einem negativen Vorzeichen vor der Wurzel
fihrt fiir wy = 1 und T'; = 'y zu einen negativen Diffusionskoeflizienten, was natiirlich

physikalisch unsinnig ist.
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In der Abb. 7.5 habe ich einige Resultate fir d = 2 und d = 3 aufgetragen. Bei
kleinen Trap-Konzentrationen ¢, ist die Ubereinstimmung zwischen der Effektive-Medium-
Theorie und den Simulationen gut, denn in diesem Bereich ist das Miller-Abrahams-Mo-
dell dhnlich dem Random-Trap-Modell, das durch die Effektive-Medium-Theorie in allen
Dimensionen exakt beschrieben wird. Grofere Abweichungen sind bei steigendem c¢; zu
erkennen. Die Verschiebung des Minimums mit steigender Dimension hin zu kleineren
Trap-Konzentrationen ist stérker in den Simulationsergebnissen als in der theoretischen
Losung auszumachen®. Insgesamt steigt der Diffusionskoeffizient mit der Dimension, denn
auch im Miller-Abrahams-Modell existieren in héheren Dimensionen mehr Diffusionspfade
zur ,Auswahl” fiir die Ubergéinge zu anderen Gitterplitzen. Der qualitative Verlauf der
Theoriekurven ist korrekt.

a) b)
1 S D S 1
. =

: b ]
0.1 0.1 | Ser
% & :
o :
0.01 001 B\ .

0.001 0.001 .
0 0.5 1 0 0.5 1

Cy ¢y

Abbildung 7.5: Einteilchendiffusion fiir das Miller-Abrahams-Modell mit dem ungeordne-
ten Zwei-Niveau-System in a) zwei und b) drei Dimension. Die durchgezogenen Kurven
geben die Effektive-Medium-Theorie (7.46) wieder und die Symbole reprasentieren die
Simulationen: E< = —1 (o), —4 (+) und -8 (O).

7.5.2 Kontinuierliche Verteilungen

Fiir die Normalverteilung der Platzenergien (2.27) mit £ = 0 ergeben sich die in Abb. 7.6
dargestellten Kurven fiir a) d = 2 und b) d = 3.

Bei groRen Breiten o der Normalverteilung treten wie erwartet quantitative Abwei-
chungen der Theorie von den Simulationen auf. Wieder beobachtet man in d = 3 grofiere
Werte fir Dy, als in d = 2.

Fiir die Gleichverteilung erhdlt man ganz dhnliche Resultate.

Als letztes stelle ich in der Abb. 7.6¢c) Ergebnisse fiir die Exponentialverteilung der
Platzenergien dar. Wie schon in einer Dimension (Kapitel 6.3.3 auf Seite 89) verschwindet
D, fir o — 1 in der Effektive-Medium-Theorie. Die Simulationsergebnisse geben dieses
Verhalten nicht wieder, was an numerischen Schwierigkeiten liegt, denn bei ¢ — 1 befindet

6Siehe hierzu auch die exakten Grenzfille d = 1 ( Abb. 6.5) und d = oo (Abb. 7.1).
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Abbildung 7.6: Einteilchendiffusion fiir das Miller-Abrahams-Modell mit der Normalver-
teilung in a) zwei und b) drei Dimension sowie c¢) fiir die Exponentialverteilung in drei Di-
mensionen. Die durchgezogenen Kurven geben die Effektive-Medium-Theorie (7.21) wie-

der und die Symbole ¢ reprédsentieren die Simulationen.

sich ein Ubergang zur anormalen Diffusion. Dies werde ich spéter in Kapitel 9.3 genauer

erlautern.
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Kapitel 8

Effektive-Medium-Theorie fur
Gittergasdiffusion

Nachdem im vorigen Kapitel eine Effektive-Medium-Theorie fiir symmetrische Ubergangs-
raten in der Einteilchendiffusion durch die Einfiilhrung gewichteter Raten auf allgemeine
Unordnungsmodelle erweitert worden ist, soll in diesem Kapitel eine zweite Verallgemei-
nerung beschrieben werden. Das Ziel ist, auch die Gittergasdiffusion im Rahmen der
Effektive-Medium-Theorie beriicksichtigen zu kdnnen, d. h. es soll auch der kollektive
Diffusionskoeffizient durch diese approximative Theorie berechnet werden.

Dazu ist es notwendig, das Vielteilchenproblem Gittergasdiffusion durch eine effektive
Finteichendiffusion von unabhéangigen Teilchen zu ersetzen. Dies gelingt durch eine zweite
Néherung (neben der Effektive-Medium-Theorie an sich). Es ist damit auch klar, daf die
Abweichungen zwischen der Effektive-Medium-Theorie fiir die Gittergasdiffusion und den
Monte-Carlo-Simulationen hierzu grofier sein werden als bei der Einteilchendiffusion.

Die Verallgemeinerung der Effektive-Medium-Theorie auf Gittergase wird aber in je-
dem Fall eine Verbesserung der phénomenologischen Theorie in Kapitel 4.1 darstellen.

8.1 Voriiberlegungen

Schon in meiner Diplomarbeit [73, 74, 151] habe ich versucht, die Gittergasdiffusion zu-
mindest in einer Dimension analytisch zu beschreiben. Eine sehr grobe Naherung ist iber

einen Ansatz von Patzold [125] gelungen.

Pitzold hat die Mastergleichung fiir die Gittergasdiffusion (2.15) im eindimensionalen
Random-Trap-Modell in linearer Storungsordnung um die Gleichgewichtsbesetzungen ¢
entwickelt. Dies bedeutet fiir die zeitabhéngigen Besetzungswahrscheinlichkeiten

P(l,t) = ¢+ 6P(I,1) (8.1)
und fir die Zweipunktfunktionen
P(l, l', t) ~ cicp + Cz(SP(l’, t) + cu(gP(l, t). (8.2)
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8.1. VORUBERLEGUNGEN

Mit (8.1) und (8.2) 148t sich die Mastergleichung fiir Gittergase (2.15) in eine Masterglei-
chung der Form (2.4) fiir die Stérung §P(I,t) mit den effektiven oder Mittlere-Feld-Raten
cp

o =Tp— (8.3)

)

transformieren. Mit Hilfe der Formel (6.15) fiir die Mean-First-Passage-Time 148t sich
allein aus diesen Raten auch ohne Ausnutzung einer Detailierte-Gleichgewicht-Relation
ein Resultat fiir den kollektiven Diffusionskoeflizienten herleiten [66]. Das Endergebnis
lautet

pmt =<c,21“,>—1< . >_2. (8.4)

aly

Mit der Detailierte-Gleichgewicht-Relation I'je;(1 — ¢o) = T'oco(1l — ¢;) zu einem festen
Referenzplatz I = 0 folgt aus (8.4)

-1
R Crer 85)
Dieses Resultat ist dquivalent zu einer systematischen Mittlere-Feld-Theorie von Gartner
und Pitis [44]. Sie haben eine Rekursionsmethode angegeben, um eine abnehmende obere
Schranke fiir den kollektiven Diffusionskoeffizienten zu bestimmen. Die obige Naherung
(8.5) ist ihr erster Rekursionsschritt!.

Wegen der Giiltigkeit des detailierten Gleichgewichts kann (8.5) in die Form eines
Mittelwertes iiber symmetriesierte Ubergangsraten umgeschrieben werden:

mf 1 i
Dcoll = ﬁ_y_n; (86)

mit TP™ = =) (8.7)

Die I'}"™ sind ebenfalls wie die symmetriesierten Raten (7.20) fiir die Einteilchendiffu-
sion der physikalischen Anschauung entsprechend gewichtet. Einerseits werden sie mit
Gittergasbesetzungsfaktoren ¢; multipliziert. Diese sind ein Maf dafiir, wie oft eine Rate
ausgewahlt wird, d. h. wie relevant sie fiir die Gittergasdiffusion ist. Weiterhin werden die
Raten mit einem Blockierungsfaktor (1 — ¢i/) gewichtet, der die mogliche Besetzung von
Zielgitterplatzen der Uberginge beriicksichtigt.

Natiirlich springt einem beim Vergleich von (8.6) und dem phénomenologischen Re-
sultat (4.8) fiir ein korrelationsfreies oder unendlichdimensionales Gitter sofort die Ahn-
lichkeit dieser beiden Ausdriicke ins Auge. Sie haben zueinander die gleiche Beziehung

1An dieser Stelle méchte ich dem Referee von [73] fiir den Hinweis auf die Aquivalenz von (8.4) mit
der Mittlere-Feld-Theorie von Gartner und Pitis danken.
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wie die beiden entsprechenden Ausdriicke (7.1) (d = 1) und (7.2) (d = oo) fiir die Ein-
teilchendiffusion. Diese Symmetrie wird dann vollstdndig, wenn das Ergebnis (8.6) vom
Random-Trap-Modell auf ein generelles Unordnungsmodell verallgemeinert wird:

mf 1 -
Dcoll = F§)}m (88)
T e (1 —
mit T Losec(l = ¢s) (8.9)

(ci(l—c))

Zusammengefafit lauten nun die Ausdriicke fiir die Einteilchen- und die Gittergasdiffusion

d=1: D= <r_§“n‘> (8.10)
d=oo:  Dpfeu=(I?) (8.11)
mit
i
pm = Pois (8.12)

BT )
fiir Einteilchendiffusion und

sym __ P‘i,fci (1 - Cf)

) (8:13)

fir Gittergasdiffusion.
Véllig analog wie in der phanomenologischen Theorie (Kapitel 4.1 auf Seite 54) 158t

sich zeigen, daft der Einteilchen-Limes ¢ — 0 von D™ gleich dem exakten Resultat (8.10)
fir D, ist. Analog verhlt sich der Grenzwert ¢ — 1 von D&,

Im Kapitel 7.3 ist gezeigt worden, daR der Einteilchen-Diffusionskoeffizient in d = 1
stets kleiner als der in d = oo ist. Ein dquivalentes Resultat kann ebenfalls fiir die kollektive
Diffusion bestimmt werden.

Bei all den Analogien zum Einteilchenfall muf noch einmal darauf hingewiesen werden,
daf im Gegensatz zum Einteilchen-Diffusionskoeflizienten in d = 1 und d = oo bzw. dem
kollektiven Diffusionskoeffizienten in d = oo derselbe Diffusionskoeffizient (8.8) in d =1
nicht exakt ist. Er stellt vielmehr eine relativ grobe (Random-Trap-Modell) bis schlechte
(Miller-Abrahams-Modell) Néherung dar. Dabei ist (8.8) fiir das Random-Trap-Modell

eine obere Schranke.

8.2 Anwendung der Mittlere-Feld-Theorie der Gitter-
gasdiffusion in einer Dimension

In diesem Abschnitt soll anhand des Miller-Abrahams-Modells (siche Kapitel 2.3 auf Sei-
te 14) mit dem ungeordneten Zwei-Niveau-System kurz aufgezeigt werden, dafi die all-
gemeine Mittlere-Feld-Theorie (8.8) fiir die kollektive Diffusion in der Regel keine gute
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8.2. ANWENDUNG DER MITTLERE-FELD-THEORIE DER GITTERGASDIFFUSION IN
EINER DIMENSION

Niherung ist. Beispiele fiir das Random-Trap-Modell findet man in [73, 151]. Anwen-
dungen fiir dieses Modell liefern eine bessere Ubereinstimmung zwischen Simulation und
Mittlere-Feld-Theorie.

Die Auswertung von (8.8) fiir das Miller-Abrahams-Modell im ungeordneten Zwei-Ni-
veau-System liefert

D= = Ja(l—a)(l—c)+ca(l - ea)e™
(1-c)? cr(1 — cf) (1 = c) c? ]‘1
. (8.14
[Focl(l—cl) Toa(l—c) T TRai—c) | Toall o] &4
a) b)
1 f—t—o—o—o—¢ < E 1 —— ——— o —¢
; * ]
— 0-1 +++""*++,;_-: e 0.1-_ +++++++:
3 " 3 *
()] ()
0.01 t ] 0.01 ¢ ]
0.001 = 0001 === 8 ° ' ®
0 0.5 1 0 0.5 1
C C
C)
1 . 4 ’3’ W & |
0.1
5
£ 001
0.001
0.0001 '
0 0.5 1
C

Abbildung 8.1: Kollektive Diffusion fir das Miller-Abrahams-Modell mit dem ungeord-
neten Zwei-Niveau-System in einer Dimensionen und a) ¢; = 0.2, b) 0.8 und ¢) 0.5. Die
durchgezogenen Kurven geben die Gleichung (8.14) wieder und die Symbole reprasentieren
die Simulationen: E< = —1 (¢), —4 (+) und —8 (O).

In der Abb. 8.1a) bis c) ist (8.14) gegen Simulationsergebnisse aufgetragen. Die allge-
meine Mittlere-Feld-Theorie ist fiir das Miller-Abrahams-Modell offensichtlich keine ad-
dquate Ndherung.

Es ist also Vorsicht geboten mit dem Verallgemeinern! Einschrankend sollte man bei
diesem ,Fehlversuch“ allerdings bedenken, dafl der eindimensionale Fall der kollektiven
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Diffusion generell ein schwieriges Problem ist. In héheren Dimensionen wird die weiter
unten eingefithrte Naherung schnell genauer.

Im letzten Teil dieses Abschnitts mochte ich auf die in den obigen Abbildungen dar-
gestellte Physik eingehen.

Man beobachtet, daft die Kurven von Doy bei ¢; = 0.5 (Abb. 8.1¢) ) symmetrisch um
¢ = 0.5 sind. Denn in diesem Fall ist die zugrundeliegende Energieverteilung symmetrisch,
was mit dem im Kapitel 2.5.3 dargelegten Uberlegungen zu einer Symmetrie von Doy
fiihrt.

In Abb. 8.1 a) und b) sind zueinander spiegelsymmetrische Kurven enthalten. Denn
man kann den kollektiven Diffusionskoeflizienten auch als Funktion der Leerstellenkonzen-
tration unter Beriicksichtigung einer Leerstellendiffusion auffassen. Die dafiir in Betracht
zu ziehende Energieverteilung ergibt sich ebenfalls nach Kapitel 2.5.3 als die an £ = 0
gespiegelte urspriingliche Verteilung. Die in der Abb. 8.1b) (¢; = 0.8) zugrunde gelegte
Energieverteilung ergibt sich nunmehr gerade aus der Verteilung fiir Abb. 8.1a) (¢; = 0.2)
durch Spiegelung an F = 0, wodurch die Spiegelsymmetrie erklart ist.

8.3 Effektive-Medium-Theorie fiir Gittergase

Nach den bisherigen Darlegungen in diesem Kapitel ist natiirlich klar, wie die zweite
Verallgemeinerung der urspriinglich fiir die Einteilchendiffusion in einem Random-Barrier-
Modell berechneten Effektive-Medium-Theorie aussehen wird.

In Anlehnung an die Arbeit von Gartner und Pitis [44] bzw. die phinomenologische
Theorie (Kapitel 4.1) wird die Selbstkonsistenzbedingung zu

Degy —I2f"
2 =0 .15

coll

mit den symmetriesierten und gewichteten Raten

povm _ Digei (1= ¢f) (8.16)
! (ai(l—c))
verallgemeinert.

Entsprechend dem Vorgehen bei der Effektive-Medium-Theorie fiir Einteilchendiffusi-
on in Kapitel 7.2 auf Seite 97 kénnen wieder die bekannten Grenzfalle fiir d = 1 (Mittlere-
Feld-Theorie nach Gartner und Pitis) und d = oo (exaktes phanomenologisches Resultat)
aus (8.15) entnommen werden.

Im vorigen Abschnitt habe ich das eindimensionale Resultat dieser Effektive-Medium-
Theorie fiir die kollektive Diffusion auf das Miller-Abrahams-Modell angewendet und sehr
unbefriedigende Resultate erhalten. Deshalb kdnnte es zweifelhaft erscheinen, ob die hier
beschriebene Verallgemeinerung der Effektive-Medium-Theorie auf die kollektive Diffusi-
on iiberhaupt zuldssig ist. Deshalb soll noch einmal darauf hingewiesen werden, daft die
Verallgemeinerung die bekannten Naherungen enthélt und diese lediglich in eine allgemei-
nere Theorie einbettet. Das Miller-Abrahams-Modell ist in der Tat ein Extremfall fiir die
Diskrepanz zwischen Effektive-Medium-Theorie und Simulationsergebnissen.
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Pradestiniert ist diese allgemeine Theorie vor allem fiir Unordnungsmodelle, in denen
es eine Unordnung in den Platz- und Sattelpunktenergien (mit etwaigen Korrelationen)
gibt. In komplizierteren Unordnungsmodellen wie dem Miller-Abrahams-Modell darf die
hier vorgestellte allgemeine Effektive-Medium-Theorie nie naiv angewendet werden. Dies
gilt insbesondere fiir quantitative Aussagen, wahrend qualitative Eigenschaften fiir d > 1
in der Regel korrekt wiedergegeben werden sollten. Dies wird bei den Anwendungen im
nachsten Kapitel deutlich werden.

Eine wichtige Eigenschaft der allgemeinen Effektive-Medium-Theorie ist, daR sie im
korrelationsfreien Grenzfall, der durch das unendlichdimensionale Gitter gegeben ist, ex-
akt wird. Denn dies sollte eine Mindestforderung an eine Theorie sein, die versucht Kor-
relationseffekte approximativ zu beriicksichtigen.

8.4 Schlufiiiberlegung zum unendlichdimensionalen Git-
ter

Die Diftusion—sei es nun die Diffusion von einzelnen Teilchen oder Gittergasen—ist im
unendlichdimensionalen Gitter analytisch besonders angenehm zu behandeln, weil in die-
sem Grenzfall Korrelationseffekte verschwinden.

Ich habe nach der im Kapitel 3.4 beschriebenen Methode Simulationen zur Schwer-
punktsdiffusion in einem pseudounendlichdimensionalen Gitter durchgefiithrt. Dabei habe
ich festgestellt, das der gleichzeitig gemessene Tracer-Diffusionskoeffizient stets die gleiche
Grofe wie der Diffusionskoeffizient des Schwerpunktes hat.

Sind namlich die Ubergéinge der einzelnen Teilchen untereinander nicht korreliert, wie
es im unendlichdimensionalen Gitter der Fall ist, dann gilt

N, \? N
(Z ) =36, (8.7
=1 =1
denn beim Ausmultiplizieren des Quadrats auf der linken Seite von (8.17) heben sich
im Mittel alle Mischterme mit Beitrdgen von verschiedenen Teilchen weg, so daR nur die
Quadrate der Verschiebungen einzelner Teilchen auf der rechten Seite der Gleichung (8.17)
iibrig bleiben. Damit ist die Aquivalenz der Diffusionskoeffizienten einzelner Teilchen und
des Schwerpunktes des Teilchenensembles gezeigt.
Wenn aber Dy, = D, gilt, dann kann man iiber die Beziehung (2.39) zwischen D,
und dem exakten Resultat (4.8) fiir Doy ein Ergebnis fir den Tracer-Diffusionskoeflizi-

enten finden:

I; se;(1 —
Dtr — < ;fc (c Cf)) . (8.18)
Diese Gleichung ist bis auf den Blockierungsfaktor (1 — c¢s) das Gittergaséquivalent zu
Dy = (p:iT's5) / (pi). Fiir das Random-Trap-Modell folgt aus (8.18)
Lici
Dy, = iL>(1 — o). (8.19)

Cc
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Die Gleichung (2.53) gibt einen Zusammenhang zwischen Tracer- und kollektiver Dif-
fusion an. Hierbei tritt ein Korrelationsfaktor f(c) fiir die Tracer-Diffusion auf. Dieser
kann nun ebenfalls fiir den unendlichdimensionalen Fall bestimmt werden:

fle) = r@ﬁ’m (8.20)
{ei(l — )
o1 £ 1. (8.21)

Es ist iiberraschend, daR das Ergebnis nicht f(¢) = 1 ist. Eine physikalische Bedeutung ist
in (8.21) nicht zu entdecken. Offensichtlich ist die Beriicksichtigung des Blockierungsef-
fektes bei der Tracerdiffusion in (2.53) durch den Faktor (1 — ¢) zu sehr vereinfachend. Ich
méchte deshalb als neue Form von (2.53), die zu f(c) = 1 bei d = oo fiihrt, vorschlagen

p,, = ‘el =) () Do (8.22)

C

8.5 Schlufibemerkung zur Effektive-Medium-Theorie fiir
Gittergase

Zum Ende des Kapitels iiber die Verallgemeinerung der Effektive-Medium-Theorie auf die
kollektive Diffusion von Gittergasen mochte ich die Gelegenheit nutzen, eine Kurzzusam-
menfassung meiner Doktorarbeit in Form eines mathematischen Ausdruckes zu geben:

I‘;'fc,'! l—cy |

emt __
< Dl — —t—a) >:0_ (8.23)
(d

T sei(l—c
- )0zt + B
Alle von mir in dieser Arbeit durchgefiithrten analytischen Rechnungen zur Diffusion sind
in (8.23) enthalten. Insbesondere die fiir d = oo exakte phanomenologische Theorie fiir
Deon (4.8) und Dy, (4.39) sowie das exakte Einteilchenresultat fiir die Grenzwerte ¢ — 0
und ¢ — 1 (6.22) und die Mittlere-Feld-Theorie in Anlehnung an Gartner und Pitis fiir
Dcou md=1 (810)
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Kapitel 9

Anwendungen fiir verschiedene
Unordnungsmodelle

In diesem Kapitel soll die oben entwickelte Effektive-Medium-Theorie fiir die kollektive
Diffusion auf verschiedene Verteilungen der Platzenergien im Random-Trap- [74, 151,
152, 153, 154] und im Miller-Abrahams-Modell [75, 154] (siehe Kapitel 2.3) angewendet

werden.
Im einzelnen werde ich als diskrete Verteilung das ungeordnete Zwei-Niveau-System

[74, 151, 153, 154] und als kontinuierlich Verteilungen die Normal- [151, 153, 154] und die
Exponentialverteilung [74, 75, 152, 153, 154] untersuchen. Letztere fiihrt zu einem inter-
essanten Ubergang auf subdiffusiven Verhalten der Einteilchendiffusion bei hinreichend
kleinen Temperaturen.

Fiir das Random-Trap-Modell mit dem ungeordneten Zwei-Niveau-System finden sich
bereits Simulationsergebnisse in [72, 127]. Allerdings ist bei diesen Referenzen die Kon-
zentration der simulierten Gittergase verfalscht angegeben worden. Altere Rechnungen
mit weniger guter Statistik existieren von Mak et al. [100] im Rahmen ihrer Arbeit zur
Oberflachendiffusion auf inhomogenen Oberflachen.

Die beiden behandelten Unordnungsmodelle sollen beziiglich der verwendeten Energie-
verteilungen verglichen werden und Unterschiede und Gemeinsamkeiten aufgezeigt wer-

den.

9.1 Ungeordnetes Zwei-Niveau-System

Das ungeordnete Zwei-Niveau-System ist wegen seiner einfachen Struktur besonders in-
teressant. Bei dieser Verteilung lassen sich viele analytische Rechnungen durchfiihren, die

sonst nur numerisch zu erledigen sind.

9.1.1 Random-Trap-Modell

Im Random-Trap-Modell mit dem ungeordneten Zwei-Niveau-System als Energievertei-
lung muf man zwei generelle Falle unterscheiden. Zum einen den Fall einer , kleinen”
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Trap-Konzentration oder Defektdichte! und zum anderen einer ,,grofen® Trap-Konzentra-
tion. Der Ubergang von einer kleinen zu einer groRen Trap-Konzentration ergibt sich beim
Erreichen der Gréfe 1 — p., wobel p. die Platzperkolationsschwelle ist. Es ergeben sich in
den beiden Fallen vollig unterschiedliche Abhangigkeiten fiir D..; von der Konzentration.
Dies habe ich bereits sehr ausfithrlich in meiner Diplomarbeit [151] beschrieben.

Fir kleine ¢; < 1 — p. wird Do im Bereich ¢ < ¢ stark ansteigen, weil hier bei
steigender Gittergaskonzentration die Traps nach und nach mit Teilchen gesattigt wer-
den. Fiir weitere hinzukommende Teilchen nimmt deshalb die Wahrscheinlichkeit zu, daf
sie ,,schnell“ um die gesattigten Traps herum diffundieren kénnen ohne eingefangen zu
werden. Dies wird in den Abbildungen 9.1 a)—c) fiir ¢; = 0.2, verschiedene I'< und Git-
terdimensionen d = 2-5 verdeutlicht.

a)

Abbildung 9.1: Kollektive Diffusion im Random-Trap-Modell mit dem ungeordneten Zwei-
Niveau-System (¢; = 0.2) in verschiedenen Dimensionen (d = 2-5) und a) I'S = 0.1,
b) 0.01 und c) 0.001. Die durchgezogenen Kurven geben die Effektive-Medium-Theorie
(8.23) wieder und die gestrichelten die phénomenologische Theorie (9.3). Die Symbole
reprasentieren Simulationen (mit der Dichtegradientenmethode). Die Grenzwerte (*) bei

c — 1 geben die Resultate (9.1) fiir d # 2 und (9.2) fiir d = 2 wieder.

!Dies ist der fiir experimentelle Realisierungen relevante Fall.
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Fir den anderen Konzentrationsbereich ¢ > ¢; gelten ganzlich andere Verhaltnisse.
Bei hinreichend tiefen Traps E< < 0 sind in diesem Fall ndmlich alle Traps mehr oder
weniger permanent (je nach GréRe von E<) besetzt. Dann kann der verbleibende freie Teil
des Gittergases auf den normalen Gitterplitzen um die Traps herum diffundieren, was
selbstverstandlich nur bei ¢; < 1 — p. moglich ist. Dies entspricht der Diffusion auf einem
Perkolationsgitter (siche Kapitel 2.3 auf Seite 13). Da der kollektive Diffusionskoeffizient
in diesem Fall gleich dem Einteilchen-Diffusionskoeflizienten ist, liegt keine Abhangigkeit
von der Gittergaskonzentration vor. Dieses Verhalten der kollektiven Diffusion ist in Abb.
9.1 deutlich zu erkennen.

Fir den Diffusionskoeflizienten auf einem Perkolationsgitter, wie es bei ¢ > ¢; und
I'< — 0 vorliegt, existiert eine Naherung von Tahir-Kheli [147]. Sie lautet

"D, =T (1 - % + 0(c§)> , | (9.1)

wobei f der Korrelationsfaktor fiir die Tracer-Diffusion im Grenzfall ¢ — 1 (Kapitel 2.5.2
auf Seite 23) ist. Die Exaktheit von (9.1) in linearer Ordnung in ¢; ist von Nieuwenhuizen,
van Velthoven und Ernst [41, 122] in d = 2 nachgewiesen worden. Ihr Ergebnis zweiter
Ordnung ist

Dy, =T (1 — ? —0.8558¢7 + 0(cf)> : (9.2)

Diese Resultate fiir Perkolationsgitter werden durch die Simulationen gestiitzt (siehe auch
[24))

Bei Gittergaskonzentrationen, die nur wenig iiber ¢; liegen, kann der Diffusionskoeffi-
zient sogar durch ein Vertiefen der Traps vergrofert werden.

Die Abweichungen zwischen Effektive-Medium-Theorie (8.23)% und den Simulationen
steigen wie erwartet mit steigender Konzentration ¢ und sinkendem I'<, d. h. groferer Un-
ordnung. Fir ¢ — 0 wird der Grenzwert der Einteilchendiffusion korrekt wiedergegeben.

Das phénomenologische Resultat (4.8) fiir das ungeordnete Zwei-Niveau-System lautet

pheno __ (1 - Ct)clro + Q62P<

coll — (1 —ct)cl(l "‘Cl) +Ct62(1 _62) (1 - c)' (9'3)

D

In der Abb. 9.1 habe ich auch dieses Ergebnis der ph&nomenologischen Theorie aufge-
tragen. Fiir kleine ¢ ergibt die Effektive-Medium-Theorie eine wenig bessere Uberein-
stimmung mit den Simulationen. Bei grofen ¢ sind die Diskrepanzen beider analytischen
Naherungen zu den Simulationen von etwa gleicher Grofle. Sie werden bei ansteigender
Gitterdimension kleiner.

Fiir den Fall ¢; > 1 — p. existieren keine unendlich ausgedehnten Cluster normaler
Pliatze mehr und die Gittergasteilchen miissen bei ihrer langreichweitigen Bewegung, die

Die Selbstkonsistenzbedingung (8.23) ergibt fiir das ungeordnete Zwei-Niveau-System eine kubische
Gleichung.

117




KAPITEL 9. ANWENDUNGEN FUR VERSCHIEDENE UNORDNUNGSMODELLE

zur Bestimmung des Diffusionskoeffizienten betrachtet wird, auch Traps durchwandern.
Deshalb ist der Diffusionskoeflizient von der Gréfenordnung O(I'<). In der Abb. 9.2 habe
ich die ph&nomenologische und die Effektive-Medium-Theorie Simulationsergebnissen mit
der Schwerpunktsmethode gegeniibergestellt. Die Dichtegradientenmethode hat in dem
Fall hoher Trap-Dichten weniger stabile Ergebnisse erbracht und insbesondere das fiir
sehr kleine I'< ausgepragte Maximum nicht befriedigend wiedergegeben.

a) b)
1 : 1 .
0.1

—  0.01 —
3 3
2 0.001 = :

0.0001 0.0001 ! .

0 0.5 1

Abbildung 9.2: Kollektive Diffusion im Random-Trap-Modell mit dem ungeordneten Zwei-
Niveau-System fiir a) d = 2 und ¢; = 0.7 sowie b) d = 3 und ¢, = 0.75. Die durchge-
zogenen Kurven geben die Effektive-Medium-Theorie (8.23) wieder und die gestrichelten
die phénomenologische Theorie (9.3). Die Symbole reprisentieren Simulationen mit der
Schwerpunktsmethode mit I' = 0.1 (¢), 0.01 (+) und 0.001 (O).

Wie schon bei kleinen Trap-Dichten beobachtet man im Bereich ¢ < ¢; einen An-
stieg des Diffusionskoeflizienten, der allerdings in diesem Fall flacher ist. Fiir ¢ > ¢, fallt
Do dann aber wieder ab. Dies hangt mit dem Blockierungseffekt durch gesattigte Traps
zusammen. Insgesamt fallt D,y fir ¢ — 1 unter den Wert fiir ¢ — 0 ab, weil fir die Leer-
stellendiffusion im Random-Trap-Modell wieder die typischen Doppelbarrieren (siehe 2.3
auf Seite 14) auftreten, die die Diffusion starker einschranken. Bei ¢ = ¢; entsteht fiir sehr
kleine I'< ein ausgepragtes Maximum, das sowohl in den Simulationen als auch von der
Effektive-Medium-Theorie beschrieben wird. Bei ¢ = ¢; und sehr tiefen Traps sind diese
fast permanent besetzt und haben eine maximal abstofende Wirkung auf Teilchen, so dafl
deren Diffusion bei dieser Konzentration am grofiten ist.

Bei grofien Trap-Dichten versagt die phidnomenologische Theorie bis auf den Bereich
stark verdiinnter Gittergase, fiir den sie hergeleitet worden ist, véllig. Denn sie bertick-
sichtigt keine Perkolationseffekte, die hier wichtig werden. Die ph&nomenologische Theorie
beinhaltet nur die rein thermodynamischen Effekte, wie die Sattigung tiefer Traps.

Simulationen zur Tracer-Diffusion [127] zeigen bei hohen Trap-Dichten kein Maximum,
so daf sich fiir den Korrelationsfaktor der Tracer-Diffusion ein starkes Minimum bei ¢ = ¢;

ergeben sollte.
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9.1.2 Miller-Abrahams-Modell

Das Miller-Abrahams-Modell mit dem ungeordneten Zwei-Niveau-System verhalt sich
relativ dhnlich zum entsprechenden Random-Trap-Modell. Es treten hier allerdings be-
stimmte Symmetrien auf, die auf die spezielle Beziehung von Teilchen- zur Leerstellendif-
fusion im Miller-Abrahams-Modell (Kapitel 2.5.3 auf Seite 25) zuriickzufiihren sind.

In der Abb. 9.3 habe ich Ergebnisse der Effektive-Medium-Theorie mit Simulationen

fiir verschiedene Verteilungsparameter in d = 3 verglichen.

a) b)
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Abbildung 9.3: Kollektive Diffusion im Miller-Abrahams-Modell mit dem ungeordneten
Zwei-Niveau-System in d = 3 fiir a) ¢; = 0.2, b) 0.8 und c) 0.5. Die durchgezogenen Kurven
geben die Effektive-Medium-Theorie (8.23) wieder und die gestrichelten die phdnomenolo-
gische Theorie (9.4). Die Symbole reprasentieren Simulationen mit der Dichtegradienten-
methode mit E< = —1 (¢), —4 (+) und —8 (O). Die Grenzwerte () bei ¢ — 1 geben den
Grenzwert (9.1) wieder sowie (A) Simulationen zur entsprechenden Einteilchendiffusion.

Das phénomenologische Resultat (4.8) lautet in diesem Fall

(1 —c)?er(l —er) +2¢ (1 — ) ea(l — ea) + c2es(l — )
(1 —c)er(l —e1) + ceea(1l — c3) : (9.4)

h
Phene _ 1-\0

coll
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Wie man in der Abb. 9.3 erkennt, ist die ph&nomenologische Néherung im Miller-A-
brahams-Modell auch bei sehr verdiinnten Gittergasen nicht mehr zuldssig, Denn hangt
der Einteilchen-Limes von D.,; von der Gitterdimension ab, so liefert das Ergebnis fiir
d = oo ein vollig falsches Bild. Dieses Beispiel ist verschieden von einer Situation, in der
man den kollektiven Diffusionskoeffizienten in einen Trap-Anteil, der fiir die Konzentra-
tionsabhéngigkeit sorgt, und einen Barrier-Anteil, der eine Dimensionsabhangigkeit der
Diffusion zur Folge hat, aber keine Konzentrationsabhéngigkeit beinhaltet, faktorisieren
kann. Dann muf DP™ lediglich um einen Faktor korrigiert werden, um zumindest fiir
verdiinnte Gittergase die Diffusion korrekt beschreiben zu kénnen. Dieser Fall wére z. B.
im kombinierten Modell gegeben.

In der Abb. 9.3 kann man wieder wie schon in einer Dimension (Kapitel 7.5.1) die
Spiegelsymmetrie von D,y beziiglich ¢ fiir die Verteilungen mit ¢; = 0.2 (Abb. 9.3a) )
und ¢, = 0.8 (Abb. 9.3b) ) erkennen. Fiir die symmetrische Verteilung mit ¢; = 0.5 (Abb.
9.3c) ) ist Doy symmetrisch um ¢ = 0.5.

Bei kleinen bzw. groflen Trap-Konzentrationen, bei denen sich das Miller-Abrahams-
Modell shnlich dem Random-Trap-Modell verhlt, ist die Ubereinstimmung zwischen
Effektive-Medium-Theorie und den Simulationen bei kleinen ¢ bzw. die Diskrepanzen bei
groflen ¢ dhnlich zu dem, was man fiir das Random-Trap-Modell beobachten kann.

Insbesondere sind die Verhaltnisse bei ¢; = 0.2 und ¢ > ¢ bzw. bei ¢ = 0.8 und ¢ < ¢
wieder entsprechend einer Diffusion auf einem Perkolationsgitter, so daf fiir sehr kleine
['< der Grenzwert (9.1) angenommen wird.

Bei mittleren Trap-Konzentrationen versagt die Effektive-Medium-Theorie, weil in die-
sem Bereich die Eigenschaften des Miller-Abrahams-Modells zum Tragen kommen. Diese
kdénnen nur grob qualitativ durch die Effektive-Medium-Theorie beschrieben werden.

In der Abb. 9.4 habe ich die gleichen Energieverteilungen wie in Abb. 9.3 zugrunde
gelegt, nur daR diesmal ein unendlichdimensionales Gitter behandelt worden ist. In die-
sem Fall ist die phénomenologische Theorie d4quivalent zur Effektive-Medium-Theorie und
insbesondere exakt. Die Ubereinstimmung mit den Simulationsergebnissen im pseudoun-
endlichdimensionalen Gitter ist deutlich.

Qualitativ sind die Ergebnisse fiir d = oo im Gegensatz zum Random-Trap-Modell
gleich denen in niederen Dimensionen grofer eins. Man erkennt hier allerdings nicht analog
dem Verhalten in d = 3 einen Anstieg von D, mit abnehmenden E< fiir Konzentrationen
um ¢;. Dies hangt mit der Sattigung von Traps, die fiir kleinere E< starker permanent
wird, zusammen. Die damit verbundenden grofieren Blockierungseffekte wirken sich in
d = oo nicht aus.

Der Grenzwert (9.1) mit f = 1 fiir E< — —oo und ¢ > ¢; bei ¢; = 0.2 bzw. ¢ < ¢; bel
¢; = 0.8 i1st im unendlichdimensionalen Gitter exakt.

9.2 Normalverteilung

Die Normalverteilung wird gerne benutzt, wenn es um die Beschreibung der Diffusion in
amorphen Materialien geht. In amorphen Materialien hdngen die Ubergangsraten von vie-
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Abbildung 9.4: Kollektive Diffusion im Miller-Abrahams-Modell mit dem ungeordneten
Zwei-Niveau-System im unendlichdimensionalen Gitter fiir a) ¢, = 0.2, b) 0.8 und c¢)
0.5. Die durchgezogenen Kurven geben die phanomenologische Theorie (9.4) wieder. Die
Symbole reprasentieren Simulationen mit der Schwerpunktsmethode mit E< = —1 (o),
—4 (+) und —8 (O). Die Grenzwerte (*) bei ¢ — 0 bzw. 1 geben den Grenzwert (9.1)

wieder.

len unterschiedlichen Zufallsparametern ab, so daR die Annahme einer Normalverteilung
verniinftig erscheint. Dies wird durch experimentelle Befunde von z. B. Kirchheim [77]

gestiitzt.

9.2.1 Random-Trap-Modell

Ich verwende hier die Verteilung (2.28), die einer echten Normalverteilung &hnlich ist,
aber nur negative Energien liefert, mit ¢ = 0.99. In meiner Diplomarbeit [151] habe ich
nachweisen kdnnen, daf (2.28) mit ¢ = 0.99 zu denselben Ergebnissen wie eine vollstandige
Normalverteilung fiihrt.

In der Abb. 9.5 habe ich die Effektive-Medium-Theorie sowie die phdnomenologische
Theorie Simulationsergebnissen mit der Dichtegradientenmethode gegeniibergestellt.

Bei der Normalverteilung miissen Effektive-Medium-Theorie und das phanomenologi-
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sche Resultat numerisch berechnet werden.

a) b)

.o
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Abbildung 9.5: Kollektive Diffusion im Random-Trap-Modell mit der Normalverteilung in
a) d = 2 und b) d = 3. Die durchgezogenen Kurven geben die Effektive-Medium-Theorie
(8.23) wieder und die gestrichelten die phinomenologische Theorie (4.8). Die Symbole
reprasentieren Simulationen mit der Dichtegradientenmethode mit o = 0.1 (o), 0.5 (4),
1 (O) und 2 (x).

Bei der Normalverteilung existiert nicht mehr ein klar definierter Ubergang des Dif-
fusionskoeffizienten bei einer bestimmten Konzentration wie beim ungeordneten Zwei--
Niveau-System. Grundsatzlich treten aber die gleichen Effekte wie die Sattigung von Git-
terplatzen mit tiefen Platzenergien und damit ansteigendem Doy bei kleinen ¢ und die
zunehmende Blockierung der Diffusion durch mehr oder weniger permanent besetzte Git-
terplatze und deshalb sinkendem D.,; bei grofen ¢ auf. Diese Effekte verstarken sich bei
groReren Breiten o der Normalverteilung. Die Blockierungseffekte nehmen bei héheren
Dimensionen ab. Deshalb verschiebt sich auch das Maximum von D..; als Funktion von
¢ bei d = 3 im Vergleich zu d = 2 zu groferen c.

Die Effektive-Medium-Theorie ist in guter Ubereinstimmung mit den Simulationen bei
kleinen Konzentrationen, wéhrend bei groferen Konzentrationen Abweichungen auftreten.
Die phanomenologische Theorie ergibt wie erwartet nur bei stark verdiinnten Gittergasen
verniinftige Ergebnisse.

9.2.2 Miller-Abrahams-Modell

Im Miller-Abrahams-Modell kann die vollstindige Normalverteilung (2.27) mit £ = 0
verwendet werden, weil in diesem Fall nur Differenzen von Platzenergien von Bedeutung
sind und deshalb auch positive Werte zugelassen werden konnen.

Bei der numerischen Berechnung der Effektive-Medium-Theorie und der phanomeno-
logischen Theorie ist es allerdings erforderlich, die Energieverteilung hinreichend weit um
AEFE > 0 in den negativen Bereich zu verschieben, da sonst die positiven Energiewerte zu
Schwierigkeiten bei der Bestimmung des chemischen Potentials fiilhren. Der berechnete
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Diffusionskoeffizient muft dann durch einen entsprechenden Faktor exp(GAE) renormiert
werden.

In der Abb. 9.6 habe ich der Effektive-Medium-Theorie Simulationsergebnisse gegen-
ibergestellt.

b)

|:)coll

0.001

0.0001 1 : T 0.0001 '

Abbildung 9.6: Kollektive Diffusion im Miller-Abrahams-Modell mit der Normalverteilung
ina)d=2undb) d = 3. Die durchgezogenen Kurven geben die Effektive-Medium-Theorie
(8.23) wieder. Die Symbole reprasentieren Simulationen mit der Dichtegradientenmethode
mit o = 0.5 (¢), 1 (+) und 2 (O) und 4 (x). Die Symbole (A) stehen fiir Simulationen

zur entsprechenden FEinteilchendiffusion.

Die Resultate sind denen im Random-"Trap-Modell sehr 8hnlich. Der wesentliche Unter-
schied ist einzig, daf Do wie im ungeordneten Zwei-Niveau-System mit ¢; = 0.5 (Kapitel '
9.1.2) spiegelsymmetrisch um ¢ = 0.5 ist. Dies ist wieder eine Folge der Symmetrie der
Energieverteilung um E = 0.

Bei d = 2 und d = 3 sind die quantitativen Abweichungen der Effektive-Medium-
Theorie von den Simulationen etwa von gleicher Grofe.

9.3 Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung (2.26) ist besonders interessant, weil bei dieser Verteilung der
Einteilchen-Diffusionskoeffizient fiir o — 1 sowohl im Random-Trap-Modell als auch im
Miller-Abrahams-Modell (Kapitel 6.3.3 fiir d = 1 und Kapitel 7.5.2 fiir d = 3) verschwin-
det. Dieses Verhalten der Einteilchendiffusion ist damit zu begriinden, daf die Teilchen mit
einer ,groRen“ Wahrscheinlichkeit von Gitterplatzen mit einer beliebig tiefen Platzener-
gie eingefangen werden und am Diffusionsprozef nicht mehr teilnehmen. Zwar existieren
auch bei einer Normalverteilung Platze mit beliebig kleiner Platzenergie, jedoch mit einer
geringeren Dichte, da die Normalverteilung viel starker fiir E — —oo abfallt.

Fir die kollektive Diffusion findet man ein génzlich anderes Verhalten als fiir die
Einteilchendiffusion.
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Temperaturen oder grofer Unordnung. Die mittlere quadratische Verschiebung zeigt fiir
diesen Fall subdiffusives Verhalten [50, 51]

(7F2(t)) ~ t2/% (9.7)

mit dem Random-Walk-Exponenten

2 d>2.

1
%:{H},d—l 08)
«?

In der Abb. 9.7 habe ich Simulationen sowie die Effektive-Medium-Theorie und die
phanomenologische Theorie, die beide wie bei der Normalverteilung numerisch geldst wer-
den miissen, dargestellt.

Im Gegensatz zum Einteilchen-Diffusionskoeflizienten verschwindet der kollektive Dif-
fusionskoeffizient nicht bei a < 1. Der Grund hierfiir ist, daff die sehr tiefen Traps durch
einen Teil des Gittergases geséttigt werden und der verbleibende Rest eine normale Diffu-
sion beschreiben kann. Insgesamt fiihrt dies zu einer Existenz eines endlichen Wertes von
Doy fir das Gittergas.

In der Abb. 9.7 148t sich wie schon bei den vorherigen Beispiclen eine sehr gute Uber-
einstimmung zwischen Effektive-Medium-Theorie und den Simulationen fiir kleine ¢ und
eine weniger gute rein qualitative Ahnlichkeit bei grofen ¢ beobachten.

Bei sehr stark verdiinnten Gittergasen folgt Deu bei a < 1 einem Potenzgesetz in c,
das von der Effektive-Medium-Theorie korrekt wiedergegeben wird und damit natiirlich
auch mit der ph&nomenologischen Theorie iibereinstimmt.

Das Potenzgesetz fiir Doy 1aft sich durch einfache physikalische Argumente bestim-
men. Nach der oben angebrachten Begriindung fiir die Existenz einer kollektiven Diffusion
nehme ich an, daR der untere Anteil ¢ der Energieverteilung bis zu einer Energie E* durch
das Gittergas gesattigt wird und der Diffusionskoeffizient dann durch die Einteilchendif-
fusion auf einem Gitter mit dem verbleibenden Rest der Verteilung gegeben ist.

Die Energiegrenze E*, bis zu der die Exponentialverteilung angefiillt wird, ist durch

E* ‘
c= 1 exp (—E—> (9.9)
—~c0 O g
gegeben. Es folgt
E* = oln(c). (9.10)

Der kollektive Diffusionskoeffizient ergibt sich dann mit der eingeschrankten Exponenti-
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alverteilung von E* bis 0 zu

Det = D, (9.11)
o) [[° gLl (E)} -
= [ B dEF —exp | — (9.12)
1 o 1 -1
- T, {—/ dE exp <E (— —ﬁm (9.13)
o JE* 22
o1 Bo —1
= Toae (9.14)
< (-1— - 1) ga! (9.15)
a

Das Potenzgesetz (9.15)° ist ebenfalls in Abb. 9.7a2) und b2) aufgetragen. Es ist in seinem
Giiltigkeitsbereich konsistent mit den Simulationen und der in diesem Bereich quasiexak-
ten Effektive-Medium-Theorie.

9.3.2 Miller-Abrahams-Modell

Das Miller-Abrahams-Modell verhalt sich beziiglich der Exponentialverteilung der Platz-
energien sehr dhnlich zu dem Random-Trap-Modell. Wie schon in den Kapiteln 6.3.3 fir
d =1 und 7.5.2 fiir d = 3 gezeigt, verschwindet auch bei diesem Modell der Einteilchen-
Diffusionskoeffizient bei Bo = 1. Der Grund hierfiir ist darin zu suchen, daf das Diffu-
sionsverhalten bei der Exponentialverteilung durch die Gitterpldtze niedrigster Energie
bestimmt wird. Diese wirken aber im Miller-Abrahams-Modell effektiv wie ein Random-
Trap-Modell.

In der Abb. 9.8 habe ich die Effektive-Medium-Theorie und Simulationen einander
gegeniiber gestellt. Man erkennt eine gute quantitative Ubereinstimmung bei niedrigen
Konzentrationen und eine qualitative Ahnlichkeit bei grofen Konzentrationen.

Die phénomenologische Naherung versagt in diesem Fall vollig, weil sich bei der Expo-
nentialverteilung auswirkt, daf sie in Wahrheit eine Theorie fiir die Diffusion auf einem
unendlichdimensionalen Gitter ist. Zwar sagt diese Theorie ebenfalls ein Verschwinden
des Einteilchen-Diffusionskoeffizienten bei S0 = 1 voraus, aber fir B0 > 2 erhélt man
wieder einen endlichen positiven Wert fiir D,,. Denn mit zunehmender Breite der Ener-
gieverteilung steigt die Wahrscheinlichkeit fiir einen sehr tiefen Trap, unter den unendlich
vielen Nachbarpladtzen einen ebenfalls energetisch tiefliegenden Platz zu finden. Dorthin

ist dann ein Ubergang moglich.

9.4 Schlufibemerkung

Allgemein 1a8t sich feststellen, dafl die Effektive-Medium-Theorie generell fir kleine Git-
tergaskonzentrationen eine gute bis befriedigende Naherung ist. Bei grofen Konzentratio-

3In der Abb. 9.7 habe ich (9.14) verwendet, damit die Kurven des Potenzgesetzes nicht allzu sehr
verschoben zu den Simulationen und der Effektive-Medium-Theorie liegen.

126




9.4. SCHLUSSBEMERKUNG
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Abbildung 9.8: Kollektive Diffusion im Miller-Abrahams-Modell mit der Exponentialver-
teilung in a) d = 2 und b) d = 3. Die Abbildungen a2) und b2) sind die jeweiligen
logarithmischen Darstellungen von al) und bl). Die durchgezogenen Kurven geben die
Effektive-Medium-Theorie (8.23) wieder. Die kurzgestrichelten Kurven stellen das Potenz-
gesetz (9.14) dar. Die Symbole représentieren Simulationen mit der Dichtegradientenme-
thode mit o = 0.7 (0), 1 (+), 2 () und 4 (x).

nen ist sie in der Regel lediglich qualitativ korrekt.

Bei den behandelten Modellen ergibt die Effektive-Medium-Theorie bei grofer Kon-
zentration zu kleine Werte fiir D,,;;. Der Grund hierfiir konnte in den abstolenden Korre-
lationen zwischen den Gittergasteilchen (siehe Kapitel 5.1 auf Seite 64) in der kollektiven
Diffusion liegen, die bei der Effektive-Medium-Theorie vernachléssigt werden, die aber die
Diffusion verstirken sollten.

Ich mochte bezweifeln, daf es gelingen kdnnte, die Resultate dieser verallgemeinerten
Effektive-Medium-Theorie fiir die kollektive Diffusion durch echte Vielteilchentheorien
feldtheoretischer Art zu verbessern. Schon fiir einfache Modelle wie der Gittergasdynamik
auf einer linearen Kette mit einfachen Unordnungsmodellen (Kapitel 5) sind diese Ansitze
viel zu komplex. _

Einige interessante Gedankenginge haben sich in dieser Arbeit aus der Betrachtung
der Diffusion des Schwerpunktes des Gittergases ergeben. Vielleicht kann man sich der
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kollektiven Diffusion eines Gittergases auch dadurch nahern, daf man die Diffusion dessen
Schwerpunktes behandelt. Dabei muf mit dem Schwerpunkt wieder nur ein einzelnes
Quasiteilchen beriicksichtigt werden.
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Kapitel 10

Zusammenfassung

Die Diffusion von einzelnen Teilchen und Gittergasen auf beliebig dimensionierten Gittern
mit ungeordneten Ubergangsraten ist untersucht worden. Der Schwerpunkt lag auf der
Entwicklung einer allgemeinen Naherungstheorie fiir den kollektiven und Einteilchen-Dif-
fusionskoeffizienten. Diese allgemeine Naherung basiert auf einer Verallgemeinerung ei-
ner Effektive-Medium-Theorie fiir die Einteilchendiffusion in Gittern mit symmetrischen
Ubergangsraten. Verallgemeinert werden konnte diese bekannte Theorie durch die Ein-
fiihrung gewichteter Raten, die physikalisch zu begriinden sind und exakten Resultaten
bzw. Mittlere-Feld-Naherungen entnommen worden sind.

Auf der linearen Kette konnte ein exaktes Resultat fiir den Finteilchen-Diffusionskoef-
fizienten tiber einen Mean-First-Passage-Time-Ansatz bestimmt werden. Es ist dquivalent
zu dem Ergebnis einer Linearen-Response-Theorie zu diesem Problem. Eine phinomeno-
logische Theorie der kollektiven Diffusion ist als exaktes Ergebnis fiir das unendlichdi-
mensionale Gitter identifiziert worden.

Die verallgemeinerte Effektive-Medium-Theorie ist konsistent mit allen in dieser Arbeit
besprochenen exakten Resultaten. Insbesondere beschreibt sie sowohl die Einteilchendif-
fusion als auch die kollektive Diffusion in sehr hochdimensionalen Gittern exakt. Auf
linearen Ketten ergibt sie die exakten Ergebnisse fiir die Einteilchen- und Leerstellendif-
fusion. Beziiglich der kollektiven Diffusion entspricht sie auf der linearen Kette mit dem
Random-Trap-Modell einer bekannten Mittlere-Feld-Néherung.

Die verallgemeinerte Effektive-Medium-Theorie ist von Mussawisade und mir erfolg-
reich bei der analytischen Beschreibung eines von Limoge und Bocquet vorgeschlagenen
Modells zur Diffusion einzelner Teilchen in amorphen Materialien angewendet worden.
Es ging dabei um die Erklarung des Arrhenius-Verhaltens des Diffusionskoeffizienten, das
trotz der Unordnung in amorphen Materialien zu beobachten ist. Es konnte begriindet
werden, da8 nur bei einer unendlich grofien Koordinationszahl ein vollstandiges Arrhenius-
Verhalten auftreten kann.

Von mir sind ausfithrlich das Random-Trap- und das Miller-Abrahams-Modell mit
Hilfe der verallgemeinerten Effektive-Medium-Theorie und Monte-Carlo-Simulationen un-
tersucht worden. Beide Modelle basieren auf der Unordnung der Platzenergien auf dem
Gitter. Diese fithrt zu komplexen Vielteilcheneffekten in der kollektiven Diffusion. Fiir
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die Exponentialverteilung der Platzenergien konnte nachgewiesen werden, dafl trotz ver-
schwindenden Einteilchen-Diffusionskoeffizienten ein kollektiver Diffusionskoeffizient exi-
stiert. Insbesondere konnte ein Potenzgesetz fiir den kollektiven Diffusionskoeffizienten als
Funktion der Gittergaskonzentration gefunden und physikalisch begriindet werden.

Als entscheidende Effekte fiir das Verhalten der kollektiven Diffusion sind der Satti-
gungseffekt durch die Besetzung energetisch tiefliegender Gitterplatze bei kleinen Gitter-
gaskonzentrationen und die Blockierungseffekte durch hohe Dichten mehr oder weniger
permanent besetzter Gitterplatze bei grofen Gittergaskonzentrationen nachgewiesen wor-

den.
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Anhang A

Einteilchen-Diffusionskoeffizient fiir
ideale hyperkubische Gitter

In diesem Abschnitt soll der Einteilchen-Diffusionskoeffizient allgemein fiir hyperkubische,
ideale Gitter durch Fouriertransformation der entsprechenden Mastergleichung abgeleitet

werden (siche hierzu auch [67]).
Die Mastergleichung (2.4) hat in diesem Fall die Form

C%P It) r(};_;[ — P(i,t)] . (A.1)

Die Fouriertransformierte von P (l—: t) ist definiert durch
=Y exp (—ikl) P(L,¢). (A.2)
r
Eine Fouriertransformation der gesamten Mastergleichung (A.1) filhrt zu dem Ausdruck

& 2o () PO = TS enp (<iR]) [P(F0) - (1)

-

L
= Y | Y exp (—ik({— F)) exp (—ikl) P(F,t) — P(k,¢)
@ LT
P(k,t) = —A(k)P(k,t)
k) = DY [1 — exp (—le(f— ﬁ))]
(o
= 2T Z [1 — cos(k;a)].

i=1

Daraus folgt als Losung der Mastergleichung (A.1) im Fourierraum
B(k,t) = exp (—A(k)t) . (A.3)
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HYPERKUBISCHE GITTER

Die Riicktransformation gelingt durch
- 1 = -~ =
P(l;t) = 577 3 exp (ikD) P(k,1). (A.4)
k

Die zweimalige Ableitung der Fouriertransformierten im k-Raum liefert

& P(k,t) = — Y *exp (—ikl) P(L,t) (A.5)

und damit folgt fiir das mittlere Verschiebungsquadrat, wenn das Teilchen sich zur Zeit
t =0 am Ort 7= 0 befindet,

d
-2
=1

= — 2. 6(231' [—ZFatZ sin(k;a) exp (’”(A(E)t))}

il

o - =

(7*(8))

k=0

i=1

_ 3 [(—2I‘a2t§:cos(kia) exp (—(A(E)t))) +

=1 =1

( <2I‘at i sin(k,-a)) 2 exp (_(A(E)t))) ]

=1 k=0

= 2dl'a’t.
Daraus folgt der Einteilchen-Diffusionskoeflizient fiir alle hyperkubischen, idealen Gitter

D, = Td?, (A.6)

q-e. d..
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Anhang B

Begriindung des
Einteilchen-Diffusionskoeffizienten 1m

Trap-Modell

Es wird in diesem Kapitel nicht nur ein Ausdruck fiir den Diffusionskoeffizienten im
Random-Trap-Modell hergeleitet, sondern fiir das Trap-Modell allgemein, d. h. auf die Art
der Verteilung der Traps auf dem Gitter, sei sie nun geordnet oder ungeordnet, kommt es
nicht an, solange es keine unendlich ausgedehnten Gebiete der gleichen Dimension wie das
zugrundeliegende Gitter gibt, die voneinander verschiedene Verteilungen von Trap-Tiefen

aufweisen.
Die Gleichung zur Definition des Einteilchen-Diffusionskoeflizienten hat die Form (2.33)

.1,
Dyp = lim o (72(2))- (B.1)
Der Vektor # ist der Verschiebungsvektor nach n Ubergéngen in der Zeit ¢ mit Verschie-
bungsvektoren 7;. Ich kann also schreiben

n 2

7 = ( ;) (B.2)
t=1

= S w4+ Y A (B.3)

i=1 it

Aus der Richtungsunabhingigkeit der Ubergangsraten im Trap-Modell kann man folgern,
daR Uberginge in alle méglichen Richtungen gleichverteilt vorkommen. Hieraus kann man
weiter ableiten, daR auch zwischen aufeinander folgenden Ubergingen keine Korrelatio-
nen bestehen. Deshalb wird im Grenzfall n — oo die zweite Summe in (B.3) gegeniiber
der ersten beliebig klein werden, denn Summanden mit 7; L 7} verschwinden und fiir die
Verschiebungsvektoren in gleicher Richtung gilt, daf sie gleich hdufig parallel und antipar-
allel zueinander sind. Hierzu muf lediglich vorausgesetzt werden, dafl auf jedem unendlich
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TRAP-MODELL

ausgedehnten Teilgitter eine Ensemble-Mittelung die gleichen Ergebnisse ergibt. Ohne Be-
deutung ware es aber z. B., wenn auf einem quadratischen Gitter eine Streifenverteilung
von Trap-Tiefen vorliegen wiirde, d. h. eine Anisotropie bestehen wiirde. Dagegen wére
die Unterteilung des Quadratgitters in zwei sich voneinander unterscheidende Hélften im

Rahmen dieser Abhandlung nicht mehr zugelassen.
Vereinfacht kann man also schreiben

7 =, (B.4)

Ubergénge gelingen in der Zeit ¢. Damit folgt fiir den Diffusionskoeffizienten

D,y = <%—>1 (B.7)

q.e.d..
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Anhang C

Effektive-Medium-Theorie fur
Widerstandsnetzwerke

Zur Herleitung der Selbstkonsistenzbedingung der Effektive-Medium-Theorie fiir Wider-
standsnetzwerke wird ein Widerstand (Bond) aus dem ungeordneten Netzwerk in ein
effektives Netzwerk eingebettet (siche Abb. C.1a) ).

a) b)
Rm Io Io
Run A R A
R Ro m R A5 Ro
Ro B

Abbildung C.1: Effektive-Medium-Theorie durch Einbettung eines einzelnen Bonds Ry in
ein effektives Medium R,,.

Der eingebettete Widerstand, der entlang eines duferen Feldes ausgerichtet ist, ist
Ry. Pro Widerstandsreihe erhoht sich das Potential um U, im effektiven Netzwe;k der
Widerstande R,,. Es wird ein fiktiver Strom bei A in das Netzwerk gegeben und bei B
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wieder entnommen. Durch den Widerstand Ry gibt es eine Stérung in der sonst uniformen
Netzwerklosung. Diese Storung hat die Gréfe

Uy (Rm — Ro) = Io. (C.1)

Die zuséatzliche durch die Stérung hervorgerufene Spannung Uy soll jetzt berechnet werden.
Dazu sei R, 5 der Netzwerkwiderstand ohne R zwischen A und B (Abb. C.1b) ). Damit

ist Uy durch
Iy

Up=————. C.2
° RO + RAB ( )
bestimmt.
Fiir das reine effektive Netzwerk gilt
Rup = Ryp + Rn. (C.3)

Die Ableitung von R, bzw. Rap gelingt durch folgende Uberlegung: In Abb. C.1a) wird
der Strom zwischen A und B als Summe zweier Teilstréme aufgefafit. Der eine Strom wird
in A eingefiihrt und in alle Richtungen im Unendlichen entnommen und der zweite fliefit
gleichverteilt aus dem Unendlichen und tritt bei B aus. Durch jeden Bond, durch den der
Strom bei A und B tritt, hat er die Gréfe Ip/z, d. h. insgesamt ist der Fluff durch den
Bond AB gleich 21,/z. Daraus folgt das Widerstandsverhéltnis R p = (2/2)R,, in einem
reinen effektiven Medium und man erhalt weiterhin R),p = (2/2 — 1) Rp. Mit (C.1) und
(C.2) ergibt sich damit

U (Fom = Ro) (C.4)

Yo = (:—1) R+ Ro

Der effektive Widerstand R,, muf so eingestellt werden, daft die Stérung des Netzwerkes
durch R, aufgehoben wird. Es folgt die Selbstkonsistenzbedingung

<(d —RS ngRi R0>R0 =0 ~ (CH)

wobei iiber Ry gemittelt werden mufl. Diese Relation ist dquivalent zu (7.17).
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