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Kurzfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der Berechnung von nichtlinearen Transmissionseigenwer-
ten beim elastischen Streuproblem, welches eine wichtige Anwendung im Bereich der
zerstorungsfreien Werkstoffpriifung findet.

Die Operatoren, die zum Losen des Transmissionseigenwertproblems benétigt werden,
werden mit Hilfe der Randintegralgleichungsmethode aufgestellt. Als Zwischenschritt vor
der Berechnung der Transmissionseigenwerte werden auch die nichtlinearen Eigenwerte
der Matrizen der einzelnen Operatoren mit Hilfe des Beyn-Algorithmus bestimmt. Die
Kombination der Operatoren zum Losen des Transmissionseigenwertproblems mit dem
Beyn-Algorithmus orientiert sich an einem Paper von Cakoni und Kress.

Abschlielend wird die Effizienz der in Python implementierten Operatoren getestet und
mit den Ergebnissen anderer Losungsmethoden in Relation gesetzt.
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Glossar

In den folgenden Kapiteln werden folgende Bezeichnungen verwendet:

()f adjungierte Matrix

()T transponierte Matrix

a € R.y, eine Halbachse der Ellipse

A Matrix aus der Diskretisierung

Ap Konturintegral iiber I': Ay = 55 [ F(z)"'Vdz e Cmx¢
Ay, approximierte Variante von Ay

A; Konturintegral iiber I': A; = 5L [ 2F(2)"'Vdz e C™!
Ay, approximierte Variante von A,

b € R.g, eine Halbachse der Ellipse

b, Mittelpunkt der Kontur beim Beyn-Algorithmus

b, Radius der Kontur beim Beyn-Algorithmus

B lineares Eigenwertproblem, Matrix enthélt dieselben Eigenwerte wie F',
B = SAS~! € Ck**

c(p) einfache, geschlossene Kurve mit endlicher Lénge, die den Gebietsrand beschreibt.
Zudem miissen folgende Eigenschaften gelten: ¢(0) = ¢(27), ¢ € C?([0,27]) und

() #0 Vo €0, 27)

¢; eine Hilfskonstante, um die Fundamentallosung ®q(x,y) abzukiirzen: ¢; = %
¢y weitere Hilfskonstante, um die Fundamentallosung ®(x, y) abzukiirzen: ¢y = ﬁhr/;\(/\%%

cs Hilfskonstante, um die Traktion der Fundamentallosung [T, (®o(z,y))]" abzukiirzen:

_ 1
3 = 2w (A+2p)
C kompakte Teilmenge von €2, enthalt nur einfache Eigenwerte

d Vektor der rechten Seite im linearen Gleichungssystem

il



Glossar

D C R2?, untersuchtes Gebiet

0D Rand des Gebiets

D Randintegralgleichungsoperator mit & € {0,w}

DL, Doppelschichtpotentialansatz mit k& € {0, w}

en,j; Funktion zur Beschreibung der Eintrége in Matrix A

E zu losendes Integral fiir einen 2 x 2 Eintrag in Matrix A; aufgeteilt in £'t, B2, F?
und E??

« Randbedingung
« Hilfsfunktion
e holomorphe Funktion: f: Q — C

F' nichtlineares Eigenwertproblem: F(§)v =0, F: Q C C — C™*™
gj(s) Transformationsfunktion: o — Aj

G Matrix mit den Eintragen gi1, g12, go1 und goo:

G = grad, grad] [H{" (k,||lz — ylla) — H" (K, ||z — y]l2)]

h Index

Hél)(-) Hankel-Funktion 1. Art der Ordnung 0
Hl(l)(-) Hankel-Funktion 1. Art der Ordnung 1
¢ Index

i imaginédre Einheit

I Einheitsmatrix

7 Index

J; Jacobi-Determinante

k
o Anzahl Eigenwerte, k < m
o Wellenzahl, k =€ {0,w}

k, Wellenzahl der Longitudinalwelle: k2 = /\iz#

ks Wellenzahl der Transversalwelle: k2 = “’72

iv



¢ Index: k< /¢ <m

¢; Lagrange-Polynome

L Differentialoperator: L(u) = pAu + (A + p) grad div u + w?pu
m Dimension der Matrizen/Vektoren des Eigenwertproblems

M Hilfsmatrix

n Anzahl der diskretisierten Punkte auf dem Rand
np, Anzahl der Stiitzstellen auf der Kontur beim Beyn-Algorithmus
ny, Anzahl der Kollokationspunkte
ns Anzahl der Segmente A,

N () Nullraum von -

P(w) dyadisches Produkt

W'WT

P(W):W,WGRQ\{O}

p1 Faktor in der Produktregel bzw. Zahler in der Quotientenregel
p2 Faktor in der Produktregel bzw. Nenner in der Quotientenregel

¢; Stiitzpunkte: ¢; € {0, %, 1}

() Matrix, () = (_01 (1))

r Konstante, um Formeln abzukiirzen: r = |z| in Kapitel [1| bzw. r = ||z — y|2 in den
folgenden Kapiteln

R
» Referenzlosung

e holomorphe Funktion: R : U — C™*™
R(-) Bildraum von -
s Integrationsvariable
s; lineare Eigenvektoren von B
St Randintegralgleichungsoperator mit k& € {0, w}
SLy Einfachschichtpotentialansatz mit k € {0, w}

S Transformationsmatrix, S € C** mit det(S) # 0



Glossar

—n
=7

S, Speedup durch Parallelisierung, S,
tol,qni Rangtoleranz, tol,qn, > 0

T(f) Traktionsoperator: T'(f) = A div(f)v + 2u (v" grad) f + pdiv(Qf) Qv
T Ausfiihrungsdauer im seriellen Fall

T, Ausfithrungsdauer im parallelen Fall

u gestreutes Wellenfeld; mit Einfach- oder Doppelschichtansatz zu bestimmender Vektor

u, Longitudinalwelle mit Wellenzahl £,: u, = —kiggrad div u

us Transversalwelle mit Wellenzahl k,: us = u — u,
ug ein gestreutes Wellenfeld in Transmissionseigenwertproblem

uy weiteres gestreutes Wellenfeld in Transmissionseigenwertproblem
U Umgebung eines Eigenwertes £, U C Q2 bzw. U C C

Ui(y, z) Hilfsmatrix, um Formeln abzukiirzen:
Ui(y,x) = Aw(y)(y — o) "+ puly — 2)v(y)" +pv(y) " (y — o)1
Us(y, x) Hilfsmatrix, um Formeln abzukiirzen:
Us(y, @) = (A + 20 (y)(y — )"+ ply — 2)v(zy) " +pw(y) " (y — 2)(I - 4P(z —y))

v (Rechts-) Eigenvektor: v € C™ \ {0}

v; diskrete Punkte auf dem Rand
v; Mittelpunkte
v; Endpunkte

v, Kollokationspunkte:
v, Kollokationspunkte im Fall der konstanten Dichteapproximation
v, Kollokationspunkte im Fall der linearen Dichteapproximation

v, Kollokationspunkte im Fall der quadratischen Dichteapproximation
V' Matrix, deren Spalten die Rechtseigenvektoren enthalten, V € C™*¥
Vo Ergebnis der (abgeschnittenen) Singulérwertzerlegung
V Zufallsmatrix: V € C™*

w (Links-) Eigenvektor: w € C™ \ {0}

vi



W Matrix, deren Spalten die Linkseigenvektoren enthalten, W € C™**
WH Ergebnis der (abgeschnittenen) Singuldrwertzerlegung
x Punkt im R?

x1 1. Koordinate von z

z9 2. Koordinate von z

y Punkt im R?

y1 1. Koordinate von y

Yo 2. Koordinate von y

z Vektor der Dichten im linearen Gleichungssystem

a =T —U

B =x3—ys

v(¢) Parametrisierung der Kontur im Beyn-Algorithmus:

(@) = by + bee'? o € [0, 27)

I' Kontur, bei der keine Eigenwerte auf der Kontur liegen, sondern nur im Inneren,

I'cq
0 Toleranz bei den Singularitiaten im Integral
A; Segmentstiick des Randes
Aj Néherung eines Segments
en, Fehler: e, = [|u,, () — R||

0 Tangente an eine Funktion bzw. ein Gebiet

Kn

.. . _ En 1
. approximierte Konvergenzordnung: ,, = In <—’“> oy

c2ny, ) In(2)

A, 1 Lamé-Konstanten

A Diagonalmatrix, die die gesuchten nichtlinearen Eigenwerte enthilt, A € CF*¥
v nach aulen gerichtete Normale an eine Funktion bzw. ein Gebiet

¢ Eigenwert von F

7 Konstante

vii
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p Dichte des Objekts in der Navier-Gleichung

po Dichte des Objekts im Transmissionseigenwertproblem bzgl. wug
p1 Dichte des Objekts im Transmissionseigenwertproblem bzgl. 1,
p(F) Resolventenmenge von F: p(F) =Q\ o(F)

o Referenzintervall: o = [0, 1]

o; Elemente von >,

o(F) Spektrum von F

Yo Ergebnis der (abgeschnittenen) Singuldrwertzerlegung

¢ Winkel im Bogenmaf3

@, diskretisierte Winkel ¢; = Qﬁj , 7=0,....n

O (z,y) Fundamentallosung der Navier-Gleichung mit £ € {0,w}, Definition in Kapi-
tel 21

®,(r) Bestandteil von @, (z,y):

ik H Y (kyr) — ko HY (kyr)

4w? r

@Mzﬁ%WWﬂ+

®,(r) Bestandteil von ®,(z,y):

i

a(r) = 4w?

1
| E2HS (k) = K2 (ko) | + 5 | ReH () = kD (k)

1 unbekannte Dichte

U Fundamentallosung des Laplace-Operators: ¥(z,y) = In <m> , T FEY

w Frequenz bzw. in Kapitel [7] und Kapitel [§ der zu bestimmende Eigenwert
Q) Gebiet, Q C C

viii



1 Einleitung

In einem Teilgebiet der Werkstoffpriifung sollen Objekte zerstorungsfrei auf ihre innere
Struktur untersucht werden. Hierfiir lasst man ein Wellenfeld auf das zu untersuchende
Objekt treffen und versucht dann mit Hilfe des gestreuten Wellenfeldes Riickschliisse
auf die innere Struktur zu ziehen. Nutzt man dabei ein zeitharmonisches, elastisches
Wellenfeld, erhélt man ein elastisches Streuproblem.

14

oD 7 gestreutes u
—

—

—

—~
~

Abbildung 1.1: Einfallende Welle trifft auf das Objekt D mit Rand 0D und nach aufien
gerichteter Normale v. Es entsteht das gestreute Wellenfeld w.

Das gestreute, zweidimensionale Wellenfeld u besteht aus einer Uberlagerung von Lon-
gitudinalwellen w,

w2

A+ 2p

1
u, = ~12 grad div u mit Wellenzahl k:i =
P

und Transversalwellen wu,

(U2

us = u — u, mit Wellenzahl k2 = — .

Dabei ist w die Frequenz der Welle und A und g sind Lamé-Konstanten, die beschreiben
wie elastisch das Material ist. Fiir die Lamé-Konstanten miissen folgende Einschrankun-
gen gelten, damit die Navier-Gleichung streng elliptisch ist (vgl. [7, S. 297f.]):

pw>0und 2+ A >0.
Das elastische Streuproblem wird durch die Navier-Gleichung

pAu 4 (A + p) grad div u + w?pu =0 in D



1 Einleitung

und eine entsprechende Randbedingung, also durch ein elliptisches Randwertproblem,
beschrieben. Die Dichte des Objekts wird durch den Parameter p ausgedriickt. Beim sta-
tischen elastischen Streuproblem ist w = 0 und beim dynamischen Problem ist w # 0.
Um das Randwertproblem zu losen, kann man einen Einfach- oder Doppelschichtpoten-
tialansatz nutzen. Als Randbedingung wurde immer folgende Dirichlet-Randbedingung
verwendet:

u = f auf 9D .

Das Gebiet D C R? muss dabei immer ein einfach zusammenhingendes Gebiet sein.
Man kann sowohl Innen- als auch AuSenraumprobleme betrachten (siche Abb. [1.2).

a@ a@
Abbildung 1.2: Links: Beispiel fiir ein Innenraumproblem. Rechts: Beispiel fiir ein Au-

Benraumproblem

Bei einem Auflenraumproblem, d. h. das Gebiet R?\ D ist unbeschrinkt, muss u zusétz-
lich die Kupradze Ausstrahlungsbedingungen

: Ouy, . : dus . B _
Tlgg@ﬁ (E — zk:pup> =0, Tlirélo\/; < or —stus) =0, r=|z|

erfilllen. Diese Bedingungen kann man als Randbedingungen im Unendlichen interpre-
tieren und sie sichern die Eindeutigkeit der Losung.

Losungsansatz

Da unendlich grofie Gebiete D, wie sie beim Auflenraumproblem auftreten, nicht gut
diskretisiert werden konnen, eignen sich das Finite Differenzen oder Finite Elemente
Verfahren nicht zum Loésen des Problems. Stattdessen wird die Randintegralgleichungs-
methode verwendet, um das Problem zu losen. Bei der Randintegralgleichungsmethode
wird das Randwertproblem in eine Randintegralgleichung iiberfiihrt. Da der Rand im-
mer eine endliche Lange hat, kann er in jedem Fall diskretisiert werden. Aulerdem wird
somit die Komplexitat des Problems reduziert, da nun ein eindimensionales Problem
statt eines zweidimensionalen Problems vorliegt.



Eigenwertprobleme

Das finale Ziel der Arbeit ist das Losen des Transmissionseigenwertproblems:

pAug + (X + p) grad div ug + w?poug =0 in D,
pAuy + (X + p) grad div ug +w?pru; =0 in D,
ug = uy auf 9D,
T(ug) =T (uy) aufdD.

Dabei ist der Traktionsoperator 7' durch folgende Formel gegeben:

T(f)=Adiv(f)v + 2u (v grad) f + pdiv(Qf) Qv

-1 0

Mit Hilfe der inneren Transmissionseigenwerte kann bei einem homogenen Material die
Integritéit, d. h. die Unversehrtheit, eines Werkstoffes tiberpriift werden.

Um das Transmissionseigenwertproblem losen zu kénnen, miissen zuerst fiir die dyna-
mischen Operatoren die nichtlinearen Eigenwerte der Matrix, die beim Losen des Glei-
chungssystems zum Ermitteln der Dichten erstellt wird, mit Hilfe des Integrationsalgo-
rithmus von Beyn ermittelt werden. Diese Programme zur Eigenwertberechnung beim
Einfachschichtpotential und beim Doppelschichtpotential werden zuerst separat getestet.
Fiir die Losung des Transmissionseigenwertproblems werden die eben erwahnten Matri-
zen des Einfachschichtpotentialoperators und des Doppelschichtpotentialoperators mit-
einander kombiniert und die Eigenwerte dieser neuen Matrix bestimmt.

mit v normierter nach auflen gerichteter Normalenvektor auf 0D und @) = ( 0 1) .

Bekannte Losungsansatze

In den letzten Jahren wurde viel im Bereich der Berechnung von elastischen Transmissi-
onseigenwerten geforscht. Erste einzelne Paper zur numerischen Berechnung erschienen
2016 und besonders im letzten Jahr gab es viele Veroffentlichungen in diesem Themen-
gebiet.

Diese bisher erschienenen Veroffentlichungen kénnen in folgende vier Ansétze unterteilt
werden:

« Randintegralgleichungsmethoden:
— Numerische Berechnung von elastischen Streuproblemen in 2D (A.-C. Weger,
2018, [9])
 Finite Elemente Methoden (kurz: FEM):

— Computation of transmission eigenvalues for elastic waves (X. Ji & P. Li &
J. Sun, 2018, [5])

— A lowest order mixed finite element method for the elastic transmission ei-
genvalue problem (Y. Xi & X. Ji, 2018, [10])
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— A C°TP method of transmission eigenvalues for elastic waves (Y. Xi & X. Ji
& H. Geng, 2018 [11])

— Computation of interior elastic transmission eigenvalues using a conforming
finite element and the secant method (X. Ji & P. Li & J. Sun, 2020, [4])

— Mixed methods for the elastic transmission eigenvalue problem (Y. Yang &
J. Han & H. Bi & H. Li, 2020, [14])

— H2-conforming methods and two-grid discretizations for the elastic transmis-
sion eigenvalue problem (Y. Yang & J. Han & H. Bi, 2020, [13])

— Efficient methods of computing interior transmission eigenvalues for the elastic

waves (W.-C. Chang & W.-W. Lin & J.-N. Wang, 2020, [3])

A simple low-degree optimal finite element scheme for the elastic transmission
eigenvalue problem (Y. Xi & X. Ji & S. Zhang, 2021, [12])

 Inside Outside Duality Methode:
— Inside-outside duality method in inverse scattering theory (S. Peters, 2016,
8)
e Method of Fundamental Solutions (kurz: MFS):

— Elastic transmission eigenvalues and their computation via the method of
fundamental solution (A. Kleefeld & L. Pieronek, 2020, [6])

Ergebnisse / Tests

Alle Ergebnisse der numerischen Tests, d. h. die Ergebnisse der einzelnen Operatoren,
die Losungen der nichtlinearen Eigenwertprobleme und des Transmissionseigenwertpro-
blems, sollen jeweils mit den Ergebnissen von A.-C. Weger (vgl. [9]) verglichen werden.
Frau Weger hat das elastische Streuproblem ebenfalls mit der Randintegralgleichung
gelost, verwendet dabei jedoch eine einfachere Diskretisierung. Sie approximiert den
Gebietsrand linear und die Dichte konstant. Aufgrund einer genaueren Approximation
kann man erwarten, dass die Ergebnisse dieser Arbeit besser als die von Frau Weger
sind, d. h. das die Abweichungen zu Referenzlésungen geringer und die approximierten
Konvergenzordnungen von hoherer Ordnung sind.

Bei der Berechnung der Transmissionseigenwerte verwendet Frau Weger einen Ansatz,
bei dem die Traktion des Doppelschichtoperators Probleme verursacht. Durch einen
neuen Ansatz ohne die Traktion dieses Operators sollen die Ergebnisse der Eigenwert-
berechnung in dieser Arbeit ebenfalls verbessert werden.

Die berechneten Transmissionseigenwerte sollen zuséatzlich mit den Ergebnissen der Fini-
te Elemente Methoden in [5], [10] und [14] sowie den Werten der Method of Fundamental
Solutions aus [6] verglichen werden, um eine Aussage iiber die Effizienz der entwickelten
Operatoren treffen zu konnen.

Zusatzlich sollen die Operatoren in Python implementiert werden, um eine Parallelisie-
rung durchfiihren zu kénnen und somit die Rechenzeit gegeniiber den in Matlab imple-
mentierten Operatoren deutlich zu senken.



2 Randintegralgleichung und ihre
Diskretisierung

Randintegralgleichungen

Beim elastischen Streuproblem wird der Differentialoperator
L(u) = pAu + (A + p) grad div u + w?pu

mit konstanter Frequenz w verwendet. Die Fundamentallosung fiir den statischen Fall,
also w = 0, lautet

A3 A
d =——— "~ [+ —  _P(x—
mit ‘IJ(.Z'?y):lH <—) ) 515753/7
|z = yll2
w-w' 9
Pw) = 5, w € R*\ {0},
[l
und 7 = 2 x 2 Einheitsmatrix . (2.1)

Die Funktion ¥ ist die Fundamentallosung des Laplace-Operators und P ist das dyadi-

schen Produkt von w € R? \ {0} und der zugehérigen Transponierten w'.

Fiir den dynamischen Fall erhalt man die Fundamentallosung

Py (z,y) =

i i .
1 8 hslle =) o v, grad] [HYY (hslle = ylla) = HG" ke = yil2) | € €2

Hierbei ist H(()l) die Hankel-Funktion 1. Art der Ordnung 0 und ks und £, sind Wellen-

zahlen mit
2 2

w w
k> =" und k% = )
Ton oA+ 2p

Das Randwertproblem kann mit einem Einfach- (ESP) oder Doppelschichtpotentialan-
satz (DSP) gelost werden. Als Randwertproblem kann dabei entweder ein Auflenraum-
problem (AP) oder ein Innenraumproblem (IP) vorliegen. Somit erhélt man insgesamt
folgende vier Ansétze:
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ESP fiir AP:

u(z) = (SLith)(x) = / (e, y)(y) ds(y) . =€ R\D, k€ {0.0)

oD

mit unbekannter Dichte v

« ESP fir IP:

u(z) = (SLyv)(z) = / Bu(a,y)(y) ds(y) . z€ D, ke {0,w)

oD

mit unbekannter Dichte

« DSP fur AP:

u(z) = (DLgy)(z) = / [T( @iz, )] ¢(y)ds(y), = €R*\D, ke {0,w}

oD

mit unbekannter Dichte 1

« DSP fur IP:

u(x) = (DL (x) = / T, (@) ) ds(y) . 2D, ke (0.0}

oD

mit unbekannter Dichte .

In den Formeln des Doppelschichtoperators wird im Integral der Traktionsoperator T
beziiglich y spaltenweise auf die Fundamentallosung &, angewendet.
In dieser Arbeit werden nur der Einfachschichtpotentialansatz fiir Auflenraumprobleme
und der Doppelschichtpotentialansatz fiir Innenraumprobleme betrachtet.
Zunéchst muss man die Dichte 1) bestimmen und kann anschliefend die Losung u berech-
nen. Fiir die Berechnung der Dichte ¢) ndhert man x mit einer geeigneten Randbedingung
an den Rand 0D an.
Néhert man im Fall des Einfachschichtpotentialansatzes fiir das Aulenraumproblem x
unter der Randbedingung

u = f auf 0D

an den Rand 0D an, erhilt man folgende Randintegralgleichung 1. Art:

(Sev)(z) = f(z), z€0D, ke{0,w}

mit (Spt6)() = / Dy(z,y)(y) ds(y) . = €D, ke {0,w})

oD
Im Fall des Doppelschichtpotentialansatzes muss man, wenn man x unter der Randbe-
dingung
u= f auf 0D



an den Rand 0D annéhert, folgende Sprungrelation beachten
1
Do>x—xe€dD: ulx)= (Dy)(z) — §w(x) ,x € 0D

und erhalt dann die Randintegralgleichung 2. Art:

(D)(r) ~ 36(x) = f(x), w €D, ke {0.w)

it (D)) = | [1(@ule )] 6(w)dsty) 7€ 0D, ke {00},

oD

Diskretisierung

Die Diskretisierung wird am Beispiel des Einfachschichtpotentialansatzes erlautert.
Man méchte beim Einfachschichtpotentialansatz eine Randintegralgleichung der Form

(S () = /8 Bua)vly) ds(y) = @

l6sen. Um die Integralgleichung zu losen, muss der Gebietsrand 0D mit n Stiitzstellen
diskretisiert werden, wobei n eine gerade Anzahl sein muss. Der Gebietsrand muss eine
einfache, geschlossene Kurve ¢(¢) , ¢ € [0, 27] mit endlicher Lénge sein, fiir die zusatzlich
folgende Eigenschaften gelten:

c(0) = ¢(27), ¢ € C*([0,27]) und ¢(p) #0 V¢ € [0,27].

Im Folgenden wird fiir die Erklarung als Gebietsrand der Rand einer Ellipse verwendet.
Fiir andere Rénder funktioniert das Vorgehen analog.
Fir die Diskretisierung des Randes kann die Parameterform

_ (a cos(p)
c(p) = (b sin(gf)) , €0,2r], a,be Ry

gewédhlt werden. Die einzelnen Stiitzpunkte auf dem Rand lassen sich mit folgender
Formel bestimmen (vgl. Abb. [2.1):

Nun unterteilt man den Rand der Ellipse in ny = § Segmente A;.
Um die Notation im Folgenden zu vereinfachen, werden die Stiitzpunkte v; in folgende
Mengen unterteilt:

» Mittelpunkte v;, j=1,...,ng

o Endpunkte v;, j=1,...,n4



2 Randintegralgleichung und ihre Diskretisierung

U‘

J

Abbildung 2.1: Verteilung der v; auf dem Rand einer Ellipse

Ein Segment A; (vgl. Abb. 2.2)) startet somit im Endpunkt v; verlduft durch den Mit-
telpunkt 0; und endet im Endpunkt v;;;, indem auch das néchste Segment beginnt.
Hierbei muss man beachten, dass v, 11 = vy ist, also auch v, 11 = v;.

Uj+1

i + <Pi+1]
Abbildung 2.2: Ein Segment A; mit Néherung Aj

Das Randintegral kann dann auch als Summe der Integrale tiber die Segmente A; be-
schrieben werden und mittels der Segmentnéherung A; angenahert werden:

/(SD (7, y)Y(y) ds(y) = Z/ Oy (z, y)Y(y) ds(y)

Die Integralndaherung kann mit der Funktion g; : 0 = [0,1] — Aj auf ein Linienintegral
tiber [0,1] transformiert werden, wodurch unter dem Integral zusétzlich eine Jacobi-
Determinante .J;(s) dazukommt:

Dabei verkniipft g; die einzelnen Stiitzpunkte eines Segmentes mit Lagrange-Polynomen:

g;(s) = Z 95(qi) li(s) = vj £1(8) + vjp1 La(s) + vj42 L3(s)

mit ¢ =0, f4i(s)=(1-5)(2(1-s)-1),
qué, lo(s) = 4s(1 — s),
g3 =1, fl3(s) =s(2s—1).



Zuséatzlich wird die Dichte 1 approximiert, wobei drei verschiedene Ansétze verfolgt
werden:

a) konstante Interpolation:

¥(g;(s)) ~ ¥(0;)

b) lineare Interpolation:
U(g;(s)) = (1= 5) (@) + s9(Tj41)
¢) quadratische Interpolation:
P(g;(s)) = (1= 8)(2(1 = s) = () + 4s(1 = 5) (0;) + $(25 — 1) P(0j11) -

Die Dichte ist hier in allen drei Fallen unabhéngig von der Integrationsvariablen s.
Die vollstandige Randintegralgleichung fiir die drei verschiedenen Dichten lautet damit:

a) konstante Interpolation:

Ns

> [ B9 05) asts) (o) = ).

j=

b) lineare Interpolation:
> [ @ulegs(s)) (1= 9) 5(s) dste) (@)

+ 2 /0 O (, () s J(s) ds(s) ¥(0j11) = [f(z)

mit Ungs+1 = U1,

¢) quadratische Interpolation:
EAQ@MWWMWF@JM@M@WW
£30 [ Bulogy(s) 450 = 5) S (s) dste) )

+Z_S;/O Oy (x,gi(s)) s(2s — 1) J;(s) ds(s) ¥ (vj41) =~ f(x)

mit :Jnerl = ?)/1.



2 Randintegralgleichung und ihre Diskretisierung

Die Jacobi-Determinante J;(s) kann mit Hilfe der Ableitung der Funktion g; bestimmt
werden:

Ji(5) = 93(5) 12 = /1954 ()2 + [g}a(5)]?

wobei g} () = vy 6 (5) + vys1,1 £4(5) + vya £4(s)

und g;5(s) = vj2 1(8) + vjy1265(5) +vj12l5(s)

mit £ (s) = (4s — 3),
ly(s) = 4(1 —2s),
ly(s) = (4s —1).

Fir die verschiedenen Dichteapproximationen werden folgende Punkte als Kollokations-
punkte betrachtet:

a) @h,hzl,...,ns
b) 5h,h:1,...,ns
c) op, h=1,...,ngundv,, h=1,... ,ng,d. h.v,, h=1,...,n

Fordert man nun Gleichheit in den Kollokationspunkten, erhélt man fiir die Randinte-
gralgleichung z. B. im Fall der konstanten Dichte

2/0 Py, (0n, gj(5)) Jj(s) ds(s) ¥(v;) = f(vn).

Die Randintegralgleichung kann auch als lineares Gleichungssystem (kurz: LGS) aufge-
fasst werden. Da die Fundamentallosung @y (0p, g;(s)) eine 2 x 2 Matrix ist, steht hinter
jedem Eintrag in der Matrix A eine 2 x 2 Matrix. Die linearen Gleichungssysteme fiir
die drei Dichten setzen sich wie folgt zusammen:

o fir a): Mit Kollokationspunkt i und Gebietsabschnitt j ist

%.:<Q¢Ewm%@»%@ww@> E@g@m%@ﬁ%@ﬁb@v
TS @ (0n, (5)) Ji(s) ds(s) [y PR (0 g5(s)) Jj(s) ds(s)

und somit LGS:

e e e wl(ﬁl) fl(ﬁl)
o ) () || feli)
1o | o) | = | i) (22

Y2 (02) f2(02)

ens,l ens,Q e 6ns,ns . .

NS ~ ,
A € C2nsX2ns ~ / ~ P 1

z € C2ns d € C2ns

10



o fiir b): Mit Kollokationspunkt h, Gebietsabschnitt 7 und Lagrange-Basis-Typ i =
{1,2} mit 41(s) = (1 — s) und ly(s) = s ist

oo (foi DL (T, 95(5))£4(3) () ds(s)  fy BI2(n,g5(5))6s(5) I
PN O @y (5)6(3) () ds(s) -y 9T g(5))5(5) Jy(s) ds

Im LGS andert sich die Matrix A € C2s*2ns.

€1,1,1 + €e1n,2 €121t €1,1,2 s €1ns,1 T €1ng—1,2
€211+ €22 €221+ €212 s €21 T €20,-1,2
A= ] ) _ _ (2.3)
€ne 1l T Cnng2  Eng21 T Eni12 0 Engng 1 T Engn,—12

Im Vektor d und z werden nur die Kollokationspunkte v, durch v, ersetzt.

o fiir ¢): Mit Kollokationspunkt h, Gebietsabschnitt j und Lagrange-Basis-Typ i =
{1,2,3} mit £1(s) = (1 —5)(2(1 —s) — 1), la(s) = 4s(1 — s) und l5(s) = s(2s — 1)
ist

o (PR ()6() Ti(5)ds(s) OB, 0y(5))(5) Ty (5) (o)
7 o @i, g(9))i(s) Ji(s)ds(s) - fy @2 (vn, g5(s))li(s) J;
Da in diesen Fall n Kollokationspunkte verwendet werden, verdndern sich die Di-

mensionen: A € C?*>2n p € C? und z € C?*. Die Matrix A setzt sich hier
wie folgt zusammen:

A=
e11,1 teins €112 €21 te1s €122 o €11t €1p-13  €1n2
€211t €203 €212 €221 +t€213 €222 -+ €ap1t+t€p-13 E2p2
en11 tenn3 €nl2 €n21t€ni3z €n22 - €upnltE€rn-13 Enn2

(2.4)
Im Vektor d und z werden die Kollokationspunkte 0, durch v, ersetzt.

Die Dichte J, d. h. die Dichte ¥ in den Kollokationspunkten, kann durch das Losen des
linearen Gleichungssystems bestimmt werden.

Letztendlich kann dann das elastische Wellenfeld w z. B. im Fall der konstanten Dichte
folgendermaflen bestimmt werden:

Ns

u(r) =Y / Di(z.g5(5)) Ji(5) ds(s) ()

Jj=1

11






3 Statischer Fall

3.1 Einfachschichtpotentialansatz

Im statischen Fall ist der Kern der Integralgleichung die Fundamentallosung fiir den
statischen Fall mit w = 0, d. h. die Gleichung lautet nach der Diskretisierung

a) fiir die konstante Interpolation der Dichte:

S [ @ulng5() J(s) dsls) (i) = Flin), h= Lo

b) fir die lineare Interpolation der Dichte:
N 1
S [ @l () (1= 5) J(s) ds() w3
j=1

+2_;/0 Bo (T, 95(5)) 5 J3(s) ds(s) b(Trar) = F@n)s h=1,....ng

mit Ungs+1 = U1,

¢) fiir die quadratische Interpolation der Dichte:
> [ Balongs(6) (1= 9201 =5 = 1) S dsls) w3
+Z/O Bo(un, g3(s)) 4s(1 — ) J(s) ds(s) ¥(0;)

—l-z;/o Do (vn, gj(s)) s(2s — 1) J;(s) ds(s) ¥(Vj41) = f(vn), h=1,...,n

mit Hns+1 = ?)/1.

13



3 Statischer Fall

Die Fundamentallosung lautet hierbei

Do(r.y) = A+ 3u m( 1 )(1 0)
Y a2 e =l ) \0 1

A+ 1 1 (( (21 —4n)? (21 —y1) (22 — y2)>

drp(\+2p) [lz = yl3 \(w1 =) (w2 —w2) (22— 1p)*

“om () (0 7)
) o

1 <( (21 —y1)? (21— y1) (w2 — y2)>

IIx—yH% —yl)(332 —3/2) (33'2 —y2)2

+02

Bevor das Gleichungssystem nach 1 aufgelost werden kann, miissen die Integrale fiir h
Zeilen und j Segmente bzw. Spalten berechnet und an passender Stelle in die Matrix A
geschrieben werden.

Im Fall der konstanten Interpolation der Dichte muss das Integral

1
E:/ Qo (n, g;(s)) Ji(s)ds(s), h=1,...,ns, j=1,...,n,
0
berechnet werden, wobei aufgrund der 2 x 2 Matrizen in der Fundamentallésung vier

Integrale B, B2, E?! und E?? gelost werden. Diese Integrale berechnen sich folgender-
mafen:

E“=A<%me@»#@wh@

= (o oe (o) + o Sty ) s

IWZA@mm%@umM$>
[ = 9340 ne = gia(9)
—/0 2 [0n — g;(s)I3 B,
E”:A<%W%%(»%GWWQ
[t (0 = 909D Bhe — i)
_/0 2 [on — g;(5)]13 BB
E22 :/0 @2(7%;93( )) Ji(s) ds(s)
. 1 Gt TG R RV
_/o ( 11 g(“ On — g5(s )H2)+ * 0w — gi(s)13 ) sl

14



3.1 Einfachschichtpotentialansatz

Die Elemente £'2 und E?! sind identisch und miissen daher nur einmal berechnet werden.
Dies gilt auch bei der linearen und quadratischen Interpolation der Dichte.

Betrachtet man die lineare Interpolation miissen nun zwei verschiedene Integrale berech-
net werden:

B = [ @0ing() (1= 5) J(s) () wnd B = [ @0 g)) 5 1 (5) (o).

Die Integrale unterscheiden sich nur durch die Lagrange-Funktionen, mit denen multipli-
ziert wird. Sie unterscheiden sich vom Integral bei der konstanten Dichte nur durch die
anderen Kollokationspunkte und die Lagrange-Funktionen. Insgesamt erhalt man dann:

EP=A¢&%%@DO-@M@®@

= 1 c lo —1 c (%’l_gj’l(s))Q — 8)J;(s)ds(s

-, (e ()« = oo ) 095020,
EP=A¢ﬁ%w@DO—®M®®@

_ ' c (Un1 — 95,1(5)) (W2 — g52(5)) — ) T(s) ds(s

- [ (PR ) 0o s,
E?=A¢ﬁm@@»u<ﬂwﬂm@

e (Un,1 = g51(8)) (U2 — gj2(s)) ) T(s) ds(s

[ (o = ) s,
E?=A¢ﬂ%wﬁbﬂ—$ﬂﬂﬁ®

= 1 c lo —1 c (Eh’Q_gm(S))Q — 8)J;(s)ds(s

= [ (e () + @ ) (-9 4

und

15



3 Statischer Fall

- [ (oo () + = oo ) = e

: ( . (1 = 9,1(5) (B — gy2(5)
2 1o — g; ()13

/
B3 = / (On, gj(5)) s J;(s) ds(s)

(Una — 95.1(8))(On2 — g;2()) s
D 820 ) o))

) s,

(-
O3 (n, 95(s)) 5 J;(s) ds(s)
(

:/o evos (o) ﬂ”':i(()ﬁ) ) s ts)aste).

Bei der quadratischen Interpolation werden dann drei verschiedene Integrale berechnet:

Do(vn, g;(s)) (1 =) (2(1 = 5) = 1) Ji(s) ds(s) ,

Do (vp, g;(s)) 4s(1 — s) J;(s) ds(s) und

1

Do(vn, 95(5)) 5(25 — 1) Jy(s) ds(s).

&
I

&
I

$
I
S— — —

Die Integrale unterscheiden sich wieder nur durch die Lagrange-Funktionen, mit denen
multipliziert wird. Fiir E;, ¢ = 1,..., 3 erhilt man folgende Berechnungsvorschrift, wobei
4;(s) fiir die jeweilige Lagrange-Funktion steht, d. h. ¢;(s) = (1 — s)(2(1 — s) — 1),
lo(s) = 4s(1 —s) und l3(s) = s(2s — 1) :

16



3.2 Doppelschichtpotentialansatz

@”iA®ﬁww®DM$L@Nd®

_ 1 c1 lo —1 C (Uh’l_gj’l(s))Q i(S)Ji(s)as(s

'iA(lngm—%@m)+QHw—%@m:>”)%”d(”
zﬁzl¢w%mm&@@@®@

[ o nt = 95108))(Wn2 — 952(8) \ )3 7 drs

- (2 [on — 9, 5) B )£*>*(“1(“
w%3£®wm%@»mg%@ma@

[ o Ot = 950(8)(Wh2 = 952(8)) \ 5y 70 ds(s

‘A(Q lon = 5,513 )“)“’d”’
-WzA@%%MW&®%®®®

= 1 c lo —1 & (Uh’Q_gj’Z(s))z i(s) J;i(s)ds(s

‘iA<1ngm—%@m)+znm—%@@:>“>*“d<*

3.2 Doppelschichtpotentialansatz

Als Alternative zum Einfachschichtpotentialansatz kann man das Randwertproblem mit
einem Doppelschichtpotentialansatz 16sen und erhalt diese Randintegralgleichung:

(Do) = [ 1@l v0) dst)

o0

Der Traktionsoperator T" wird beschrieben durch

Ty(f) = Adiv(f)v + 21 (v grad) f + pdiv(Qf) Qv

mit v normierter, nach auffen gerichteter Normalenvektor auf 0D und @) = (_01 é) .

Nach der Diskretisierung erhélt man in diesem Fall:

a) fir die konstante Interpolation der Dichte:

ZS/O [Ty(q)0<ﬁhagj(s)))]—r JJ(S) d8(8> ¢(’IA}J) = f(ﬁh)a h = 17 sy Mgy

17



3 Statischer Fall

b) fiir die lineare Interpolation der Dichte:

> [ @G g DI (1) i) ds(s) 005

+§;Ar@@wm¢M@»rs@@>mwww@H>=f@w7h=1v~ms

mit v, 41 = vy,

c¢) fir die quadratische Interpolation der Dichte:

Z/O [T,(Po(vn, g ()] (1 = 5)(2(1 = 5) = 1) Jj(s) ds(s) (1))

J=1

+2Km@mwmmwm—$wm$W@>

+ Zl/o [Ty(q)o(vhagj(S)))]T s(2s — 1) J;(s) ds(s) ¥(0j41) = f(vn), h=1,...,n

mit :Jns-i-l = '171.
Zur Bestimmung der Néherungen der im Vektor z gespeicherten Dichten 1 muss in
diesem Fall allerdings das Gleichungssystem

<:|:%I+A)Z—d

gelost werden. Hierbei ben6tigt man —%I , wenn man sich beim Aufstellen der Randinte-
gralgleichung dem Rand von D von Innen her ndhert und %[ wenn man sich von Auflen
néhert. Im Folgenden wird jedoch nur der erste Fall mit —%] betrachtet.
Wendet man den Traktionsoperator spaltenweise auf die Fundamentallosung an, erhalt
man:
A+3 A

T (ol ) = oo s T¥ (@ 0) ) + ST (P — ).
Die Rechenregeln zur Berechnung von 7, (®¢(x, y)) wurden in der Arbeit von A.-C. Weger
ausfiihrlich dargestellt und bewiesen, vgl. [9, S. 25-28] wobei dort das dyadische Produkt
(s. Gleichung (2.1))) mit J(z — y) statt P(x — y) bezeichnet wird. Daher werden hier nur
die Rechenregeln und die abschlieSende Berechnung von T, (®(z,y)) aufgefiihrt.

Regel 1 Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f : (0,00) — C gilt:
T(f(llz = yll2)T)

:ﬂ%%fgﬁuwm@_yf+ﬂ@—ywmf+uwwwx—wﬂ
_ =l

T Ui(z,y) . (3.1)

18



3.2 Doppelschichtpotentialansatz

Regel 2 Fiir x € R? gilt:
T(x-z") =3 v(z) 2" +2uv(z) o' +px-vz) +pv(z) 2l . (3.2)

Nun kann T}, (V(||z — y||2)]) mit Hilfe der ersten Regel bestimmt werden, da

—

stetig differenzierbar ist mit

Man erhélt:

(0~ yla)) = )

- _m Mo(y)(y — )" + uly = 2)v(y) "+ pe(y) (y —2)1] .

Ul (ya IL’)

Um T, (P(z —y)) berechnen zu konnen, muss die Produktregel des Traktionsoperators
fiir eine Funktion f und eine Matrix M angewendet werden:

T(fM)=T(fI)M+ fT(M) .
Im Fall des dyadischen Produktes gilt

1

= und M = (z —y)(z —y)’
Iz —yl13

a? off
f (Oéﬁ 62
mit @ =2, —y;, B =123 —ypund ||z — y|3 = o* + B*.

T.(fI) kann mit Hilfe der ersten Regel und der Ableitung von f

1 , 2
f(r):ﬁa f(r):_ﬁ
bestimmt werden:
1 2 1
() e
|z —yll3 lz —yll3 Iz —yll2

:“MgagMwmm—yf+um—ywwf+uwwwx—wﬂ-

Wendet man die zweite Regel auf T'(M) an, folgt:

T ((z—y)(x—y)") = 3Av(z)(w—y) " +2uv(z)(z—y)  +p (c—y)v(z) +pv(z) (z—y)I .

19



3 Statischer Fall

Insgesamt gilt fiir T,(P(x — y)) somit:
2
Iz = yll3

1 . e
o=y BAv@E =)+ 2uv(@)l@ —y)

+p(x—yv() +pv(e) (@ —y)I].

T.(P(x —vy)) = Ur(z,y) (x —y)(z—y)"

_|_

Bringt man beide Teile nun noch auf den gleichen Nenner (vgl. [9, S. 30]), erhdlt man:

THP@—yDZHE%EE[@+2MV@X$—MT+M@—QWWF

+uv(z) (x —y)(I — 4P(x — y))]
1
= m Us(2,y) .

Die Rechenvorschriften fiir 7,,(V(||z — y||2)I) und T,(P(xz — y)) konnen zur Rechenvor-
schrift fiir 7,,(®o(z,y)) zusammengefasst werden:

Ty(Po(z,y)) =
B 1 A+ 3p
N ) ( |

—)Ty(P(w —))

Mo(y)(y—2)" + ply —2)v(y)"

ATp(A + 24 x—yl3
() (= )]+ T [+ 2y — )"

+u@—xwwf+uwwwy—@u>4pm—ym)

Kirzt man die Terme und fasst sie zusammen, so erhalt man:

,(00(2.9)) = 35— O - )"

—pu(y) (y — )] =2\ + pv(y)  (y — )Pz — y)] .

Man kann zeigen, dass folgende Gleichung gilt (Beweis: [9, S. 32]), wobei § dem Tangen-
tenvektor auf dem Rand 0D entspricht:

T

— u(y —z)v(y)

viy)ly—2)" = (y—2)v(y)" =0(y) (y - 2)Q mit v=Q0 = (—0;1) '

Setzt man diese Gleichung in der Rechnung von 7T, (®y(x,y)) ein, erhilt man:

T,(00(r.9)) = gy ) (= 1)Q = ()~ )1

— 2\ + p)v(y) ' (y — x)P(z —y)] .

20



3.2 Doppelschichtpotentialansatz

0¥ (z,y)
99 (y)

mit Hilfe der Ableitungen von g;(s) und der Jacobi-Determinante J; berechnet werden,
wobei

Die Normalenableitung % und die Tangentenableitung

von ¥(z,y) kénnen

Jj(s) = llg;(s)ll= = \/[9},1(8)]2 + 1952097 -
Man erhélt dann als Formeln fiir die Ableitungen:

(s) —g;1(s)
OU(r,y) (w1 —y0) D2 (- ) B

w(y) o —yll3
und
g5, 1( s) 95.2(5)
ov(x,y) _( — 1)~ — + (22 — o) 7
ot(y) ||l‘ —yll3

Somit ergibt sich T, (®¢(z,y)) insgesamt als:

1
2m(A +2p)

T,/ (. y)) = oV, y) 5‘”“/)) |

([mzuw)P(x—yﬂ R

Um die Integralgleichung zu losen, benétigt man allerdings die Transponierte von
T,(®o(x,y)). Beachtet man, dass die Transponierte einer Summe der Summe der einzel-
nen Transponierten entspricht und dass es sich bei den Normalen- und Tangentenablei-
tungen um skalare Werte handelt, erhalt man:

T, (@0, )] T = =~

_ OV (z,y) OV (z,y) )
2m(A +2p) '

(™4 200+ Pl =) 2] - ugrent)

Die Einheitsmatrix I und das dyadische Produkt P(x —y) sind symmetrische Matrizen,
daher miissen diese nicht transponiert werden und bei der Matrix Q gilt:

()R (e

Abschlieflend erhélt man damit:

([NI+2()\+/$)P(x—y)] aaLgU’y)+ Q%)

v(y)
= ¢5 ([M1+2(A+M)P(x—y)] %JF“Q%) ‘

e = 5

Im Fall der konstanten Interpolation der Dichte berechnen sich die vier Integrale dann
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3 Statischer Fall

folgendermaflen:

B = [ @ gy DT i) di)
o (0~ 021 (5))*] D005 ,
‘143(P+“A+mnm—%@m} 501g,(s)) )%“d(”
széuu%%%%@me@nmg

! . (Ong — 9,1(5)) (On2 — g5,2(5)) ] OV (0n, g;(s))
- 3(P“+” lon = 5,12 } 5(g(s))

O (0n, 95(3)) \ 1 (oY ds(s
Eﬂ34M@W%%@mTM$M@

! . (Ong — 9,1(5))(On2 — gj2(5)) ] OV (0, g;(s))
3(@“*” lon - 0,5) B } 5v{g,(s))

gD
ujﬁE@T>%Ud(%

£% = [ 1@ 05D T d)

= [l ([0 G | B e

Betrachtet man die lineare Interpolation, miissen nun zwei verschiedene Integrale be-
rechnet werden:

Fu= [ I @Gy (1= 5) J(s) ds(s) und

gaémm@%@m%aﬁMw

Die Integrale unterscheiden sich nur durch die Lagrange-Funktionen, mit denen multi-
pliziert wird. Fir E;, i = {1, 2}, erhalt man folgende Berechnungsvorschrift, wobei ¢;(s)
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3.2 Doppelschichtpotentialansatz

fir die jeweilige Lagrange-Funktion steht, d. h. ¢1(s) = (1 — s) und l5(s) = s :

B = / (T, (@ (T, g5 ()] T £i(5) T3 (5) ds(s)

<o (oo =S| ) s a

E;* = /0 [T,(@0 (@n, g5 ()] Lils) Jj(s) ds(s)

B lc (Un1 — 9j,1(5))(On2 — gj2(5)) | OV (Un, g;(s))
- [ ([2““‘) o = 5,12 } 505 (s))

) li(s) J;(s)ds(s),

OV (Un, g(s))
96(g;(s))

B = / (T, (@2 @, g5 ()] T £i(5) J5(5) ds(s)

e . (On1 — 95,1(5))(On2 — g5,2(5)) | OV (n, g5(s))
- [ e ([2“ ) o — 5,13 } 9(g(s))
OU(Eh. 9,(5))

G (5) ) s,

2 = / T, (@2 g, ()] s) T, (s) ds(s)

<[ (oo eS| ST o s a

+h

Bei der quadratischen Interpolation werden dann drei verschiedene Integrale berechnet:

B = [ @00 gi (DT (1= 9)(2(1 = 5) = 1) I ds).
Fa = [ [1(@o(un gy ()] 45(1 = 9) J(s) ds(s) und

By = [ I1@0(on,gs (D)) s(25 = 1) J(s) (o).

Die Integrale unterscheiden sich wieder nur durch die Lagrange-Funktionen, mit denen
multipliziert wird. Fir E;, ¢ = {1,2,3}, erhélt man folgende Berechnungsvorschrift,
wobei /;(s) fiir die jeweilige Lagrange-Funktion steht, d. h. ¢;(s) = (1 —s)(2(1 —s) — 1),
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3 Statischer Fall
ly(s) = 4s(1 — s) und l3(s) = s(2s — 1) :

BV = / T, (@8 (un, g5 ()] 6i(s) J5(5) ds(s)

[ (e ) o

B = / T, (@02 (om g, ()T ) J,(s) ds(s)

[ . (n1 — 95,1(8)) (Vn2 — gj2(s)) ] O (vp, g;(s))
‘/0 ’ ([2(““) lon — g;(5)113 ] v (g;(s))
5‘1’(% g;(s))

9(g;()) )&(s) Ji(s)ds(s),

E}' = /Ol[Ty(q’o (vh, 95(5)))] " Ci(s) J;(s) ds(s)
_ /lc ([2()\ + ) (vna — g51(s)) (Un2 — gj,2<3))] O (vr, g;(s))

|vn — g;(s)I3 v (g;(s))

) 49 ) dst),

OV (v, 9;(5))
" 06(9,(s))

B = / T, (2 (un, g; ()] 6i(s) Jj(5) ds(s)

o (o S5 ) it
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4 Dynamischer Fall

Beim dynamischen Fall kommt zusétzlich zum statischen Fall ein weiterer Term zum
Differentialoperator hinzu, der nun wie folgt aussieht:

L(u) = pAu+ (A + p) grad div u + w?pu .
Die Fundamentallosung lautet hierbei:

1
O, (z,y) = @Hgmux —ylla)]

i
+ o grad, grad] [H (e = ) — B Gy lz — o)
Die Funktion H(()l) ist die Hankel-Funktion 1. Art der Ordnung 0, ks und k, sind die
Wellenzahlen und [ ist wieder die 2 x 2 Einheitsmatrix. Die Wellenzahlen wurden durch
folgende Formeln beschrieben:

2 2
= und K= —
I A+ 20

Zunéchst wird nun bei der Darstellung der Fundamentallésung ®,,(z, y) die Anwendung
der Gradienten genauer untersucht und vereinfacht dargestellt.
Die doppelte Anwendung des Gradienten kann als Matrix dargestellt werden

02 0?
T 923 9110
grad, grad, = ( 52 xéz“) ,

0x10x2 8:1:%

sodass die Multiplikation mit der Differenz der Hankel-Funktionen als Matrixmultipli-
kation ausgedriickt und im Folgenden das Ergebnis als Matrix G bezeichnet werden
kann:

52 52
ox2 2107
G = ( oo ) [HD (k| = yllo) — HE (kyllz = y]l2)] - (4.1)

Ox10x9 d_acg

Fiir die Ableitungen der Hankel-Funktion Hél) nach z; und x5 erhélt man

0 ) k(r — 1) HY (Kl — yll2)
— HWY (Kl = =— und
Sl = yll) =P

9 L) k(2 — o) HY (Kl — yll2)
= HO (k|| = y2) = — ,
9, Ho (kllz — yll2) |z =yl
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4 Dynamischer Fall

wobei H{l) die Hankel-Funktion 1. Art der Ordnung 1 ist.
Mit Hilfe der Produktregel

(p1-p2) =L p2+ 1Dy

(@)' _ P ph
D2 12

konnen die zweiten Ableitungen bestimmt werden, wobei zur vereinfachten Notation
r = ||z — y||2 verwendet wird.
Fiir die zweite Ableitung nach x; erhalt man

o2 0 k@ -y B (k)
ale (k )= 0xy <_ r

R C R )

+k‘( r yl) H(l)(k‘)

und der Quotientenregel

k(s — y) 2 H{V (k) K1 — ) H (k) kHLY (kr)
r3 r? r
und analog fiir die zweite Ableitung nach x»

T g0 (ke = 2 (‘ Kz — o) Hy" (k””)>

03 014 r

_ 2k(xy — y2)2H1(1)(kr) k*(xy — y2)2H(()1)(k;7") B kJHfl)(kT)

r3 72 r
Bei den gemischten Ableitungen erhélt man unabhéngig von der Differenzierungsreihen-
folge dasselbe Ergebnis :

0 (0 g 2 0 (L Kai—y) B )
8%2 6’x1 axQ r

k(1 — y1) (@2 — y2) (kH" (k) — B (k1))

r2

k(zy — 1) (s — yo) HY (kr)
T3

+

2k(x1 — yo) (w2 — yo) HL (k) K21 — ) (22 — y2) HSV ()
73 r

_ 9 (_ b — o) HyY (kr)) _ 0 ( 0 Hél)(kr)) .

r 0x1 \ 0oy
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Zusammenfassend erhdlt man damit fir die Matrix G (vgl. Gleichung (4.1])) diese Ein-
trage:

k, HY (kyr) — ko HY (k) N (21— )2 [R2HS (kpr) — K2HS (kr) |

g1 =

r r2
2(x1 — )? [k HL" (ko) — kpH (" (k)]
+ p= ;
(w1 — 1) (w2 — o) [K2HS (k) — K2H (o))
g2 = g21 = 2
;
_ . (1) . (1)
2(x1 — y1) (w2 — o) [k H (kor) — kp H" (kyr) |
+ = ;
by HO (k) — ko HO (kyr) (w0 — y2)? [K2HS (k) — k2H (ko) ]
922 = + 3
T T
| 22— 1) [k HY (har) — by 1 (k) ]

r3
Zusétzlich kann die Matrix G mit Hilfe des dyadischen Produktes (s. Gleichung ([2.1]))
1 (z1 — y1)2 (1 — 1) (22 — yz))
Plr —y)= ———
=) |z —yl[3 (@’1 —y1)(z2 — ¥2) (22 — y2)?
und der Einheitsmatrix I weiter vereinfacht werden:

_ kafl)(ka) - ksH1(1)<ksT)

r

G I

2 (kY (kor) = by ()

+ k:f,Hél)(k‘pr) - k?Hél)(k:sr) + . P(x —vy).
Abschliefilend kann die Funktion ®,(x,y) mit r = ||z — y|| wie folgt zusammengefasst
werden:

: . (1) (1)
i) i k,H, " (kyr) — ksHy (ko)
P = —H, 1 1
w(x7y> 4M 0 (ks’/’) + 402 r

i

+ o [R2H (k) = BH (k) | Pz —y)
i M ()

+ 57y [ksHl (ksr) — kpHy (k:pr)} P(z —vy)

= By (r)] + Oo(r)P(z —y) . (4.2)
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4 Dynamischer Fall

4.1 Einfachschichtpotentialansatz

Im dynamischen Fall lautet die Gleichung nach der Diskretisierung:

a) fir die konstante Interpolation der Dichte:

> [ @ulings(s) Iy dsls) wlas) = F3) b=,

b) fir die lineare Interpolation der Dichte:

Ng

> [ @ulnais) (1= ) 1) dsts) 007

J=1

+Z/ w(Un, 9j(5)) s J;(s) ds(s) Y(Vj11) = f(vn), h=1,...,n,

mit v, 41 = vy,

¢) fir die quadratische Interpolation der Dichte:
Ns 1
> / Du(v,95(5)) (1= 5)(2(1 — ) — 1) Jy(s) ds(s) v(7)

+Z/o O, (vn, g;(5)) 4s(1 — 5) J;(s) ds(s) ¥(8;)

J=1

Ns

+21/0 D, (vn, g;(s)) s(2s — 1) J;(s) ds(s) Y(vj41) = f(vn), h=1,...,n

j=
mit fﬁns_;_l = :[],1.

Bevor das Gleichungssystem nach ¢ aufgelost werden kann, miissen die Integrale be-
rechnet und an passender Stelle in die Matrix A geschrieben werden.
Im Fall der konstanten Dichte muss das Integral

1
E:/ D, (0n, gj(s)) Ji(s)ds(s), h=1,...,n5, j=1,...,n,
0

berechnet werden,wobei aufgrund der 2 x 2 Matrix in der Fundamentallésung vier Inte-
grale EY E'? E? und E?? gelost werden. Diese vier Integrale bestimmen sich folgen-
dermaflen:
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4.1 Einfachschichtpotentialansatz

B = /0 O (0, g5(s)) Ji(s) ds(s)
= iE: Un, g;(s Oy (61, g: (s (On1 = 951(5))7 (s) ds(s
= [ B0 + Balinesy o) B ] i) aste,
B2 = [ 020n.0,9) J(5) ()
I A N R S AL O ) G S 221 C) N R
—/0 |:(D2( hagj( )) Hﬁh_gj<$)H% :| J]( )d ( )7
E21:/0 q)f)l(ﬁh,gj(s)) Jj(s) ds(s)
I A RN G Bl ALC) G et TEIC) B IR
—/0 |:(I)2( hag]< )) H@h_gj<S)H% 1 J]( )d ( )7
£% = [ 02(0.0:(5) Ji(5) ds(s)
= iE Un, gi (s Dy (O, g (s (On = g;2(5))" (s) ds(s
= [ @100, + Bt 22 | i) aste.

Die Elemente E'? und E?! sind identisch und miissen daher nur einmal berechnet werden.
Dies gilt auch im Fall der linearen und quadratischen Interpolation der Dichte.

Bei der linearen Dichte miissen nun die zwei Integrale

B = [ 0l g5(5)) (1= 9) Jy(5) ds(s) wnd By = [ @u(Gingy()) 5 (5) ds(o)

berechnet werden.

Die Integrale unterscheiden sich nur durch die Lagrange-Funktionen, mit denen multi-
pliziert wird. Fiir £;, i = {1, 2}, erhalt man folgende Berechnungsvorschrift, wobei ¢;(s)
fir die jeweilige Lagrange-Funktion steht, d. h. ¢1(s) = (1 — s) und #¢5(s) = s :

29



4 Dynamischer Fall

1S
A
=

I
7,

(O, g5(s)) Ci(s) Jj(s) ds(s)

€

&1 (Tn, 9;(5)) + Pa(Tn, g5 (s ))(ﬁ%’; — zj(ls(;lg } li(s) J;(s)ds(s),

1S
2
no
I
2

EG

(O, g5(s)) ti(s) Jj(s) ds(s)

@ Uhl_gjl( N@h2 =952 | 5y 7 0a) ds(s
B0 9y(9) A2 L 92D |43 5 s,

H (O, g5(s)) Ci(s) Jj(s) ds(s)

)

=

@ vhl—gjl( D@z = 952D | 4 706 ds(s
gy () 2N 2D ) ) s,

5 (U, g(s)) lils) Ji(s) ds(s)

s>
N
no

I
no

5
Il
o\o\o\o\o\o\o\.,o\

KA
=
Q?
=
S’

B
L
i
o

)+ a6 PR | 606) () s

Bei der quadratischen Interpolation werden dann drei verschiedene Integrale berechnet:

Dy (vn, g5(5)) (1= 5)(2(1 = s) = 1) J;(s) ds(s) ,

1

D, (vp, gj(s)) 4s(1 — s) J;(s) ds(s) und

1

@ (01, 95(5)) 5(25 — 1) Jj(s) dss).

&
I

&
I

$
Il
o— S— —

Die Integrale unterscheiden sich wieder nur durch die Lagrange-Funktionen, mit denen
multipliziert wird. Fur E;, ¢ = 1,...,3, erhidlt man folgende Berechnungsvorschrift,
wobei /;(s) fiir die jeweilige Lagrange-Funktion steht, d. h. ¢;(s) = (1 —s)(2(1 —s) — 1),
l(s) = 4s(1 — s) und £3(s) = s(2s — 1) :
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4.2 Doppelschichtpotentialansatz

o / B (vn, 05(5)) £i(s) J;(s) ds(s)

= iE Up, g;(S Dy (v, g;(s (Uh’l_gj’l(s))2 i(s) Jj(s)ds(s

= [ 816 + Batonay o) 2B 09 10) o)
B = / (v, 65(5)) bi(s) Jy(s) ds(s)

(= or () VL = 90 () (Wh2 — gia(s)) | g o

—/0 |:(I)2( hagj( )) th_gj<s)”% :| gl( )J]( )d ( )7
B = / 82 (0, 95(5)) Li(s) J;(5) ds(s)

[T or (s (et = 951(8) (Who = g2(8)) | )y gy

= [ [atonagy o Pt = B B2 g s
B2 = / $2(vy, 65(5)) Li(s) J;(5) ds(s)

= i Up, g;(S Dy (v, g;(s <Uh’2_gj’2(8))2 i(s) Jj(s)ds(s

= [ @100 + Bt i) 222 | 1) 1 05) o).

4.2 Doppelschichtpotentialansatz
Der Doppelschichtpotentialansatz zum Losen des Randwertproblems lautet:
(DL = [ 1@ )] 6(0)ds().
Der Traktionsoperator 17" wird beschrieben durch
T,(f) = A div(f)v + 21 (v grad) f + pdiv(Qf) Qv

mit v normierter, nach auflen gerichteter Normalenvektor auf 9D und @ = (_01 (1]) .

Nach der Diskretisierung erhalt man in diesem Fall:

a) fir die konstante Interpolation der Dichte:

3 / T, (@o(0n gD Ty(5) ds(s) 0(05) = f(on), h=1,....m,.,

Jj=1

b) fiir die lineare Interpolation der Dichte:

> [ 00T 0900 it )

+Z/O [T(@u(@n, g5 ()] 5 J(s) ds(s) ¥(Tjaa) = f(@), h=1,...,n
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4 Dynamischer Fall

mit v, 41 = vy,

¢) fir die quadratische Interpolation der Dichte:

j / oo i (IT (1= $)(2(1 = 5) — 1) Jy(s) ds(s) ¥(F)
+Z / (00, g5 ()] (1 = 5) Jj(s) ds(s) 0(5;)

+Z / o (0h g5 (DT 5(25 = 1) Jy(s) ds(s) (1) = f(on), h=1,....n

mit 5ns+1 = ?}/1.

Wendet man den Traktionsoperator auf die Fundamentallosung fiir den dynamischen

Fall (vgl. Gleichung auf Seite an, ergibt sich:
[T,(@u(a,y)]" = [T, (@1(le = yll2) DT + [T, (S2(llz — yll2)) Pz —y)]" .

Diese Berechnungsvorschrift kann mit Hilfe der Produktregel des Traktionsoperators fiir
eine Funktion f und eine Matrix M

T(fM)=T(fI)M + fT(M)

vereinfacht werden zu:

[Ty(@u(z,y)]" =Ty (21l = yll2) D] + [Ty (22l = yll2) 1) Pl — )]
+ ([l — yll2) [T, (P(x —5))]" .

Mit Hilfe von Regel 1 (vgl. Gleichung (3.1)) auf Seite |18])

T:(f(llx = yll2)D)

- H M) — o)+ ple — @)+ pr(a) (@~ )]

!
x J—
U=l
[l = yll2
kénnen die ersten beiden Summanden berechnet werden, indem man die Ableitungen
von ®; und ®5 bestimmt.
Fir die Ableitung der Hankel-Funktion 1. Art der Ordnung 0 bzw. 1 gilt:

OH (kz) W (9H1(1)(kx) o Hfl)(kx)
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4.2 Doppelschichtpotentialansatz

Mit Hilfe der Quotientenregel erhilt man die Ableitung von (fl, wobei r = ||z — y||2:
0dy(r) ik i [ 2ka1(1)(k:pr) ko HY (kyr)

— W) -
or 4p -t (ksr) 4w?r

r

—R2EO () + kiHé”(ky)]

und analog die Ableitung von ®,:

0%s(r) _ i | oy 2 g0 bpHy (kyr) = koL (ki)
or  2w?r [k V(kar) — kpHo *(kpr) +2 .,
+ 4— [k:3H1(1)(k5r) - kf;Hl(l)(kpr)] .
Insgesamt ergibt sich fiir den ersten Summanden
[Ty (1(r) 1)]T
@/

( )U1<y7 )

_ (ke gy SR H1 (hyr) — ko HYY (ki)
Ay 4w?r r

~ B2 (k) +k§Hé”<ksr>D Ur(y,2)"

und fir den zweiten Summanden
[T, (Po(r) I) P(x —y)]"
)

:<2wr

+-— 12 [k?'Hfl)(ksr) - kggfl)(kpr)D [Ui(y,z) Pz — )] .

Das Matrix-Produkt

[Uy(y,z) Pz —y)]"

SR H1 (hyr) — ko Hy (k)

K2HSD (kgr) — K2HY (kyr) + -

Ui (y, ) P(z —y)]"
lasst sich, da P(z — y) symmetrisch ist, wie folgt vereinfachen:
[Ui(y, ) P(x — y)]" = Pz —y) Ui(y,x) "

Der dritte Summand kann mit der bereits fiir den statischen Fall hergeleiteten Gleichung
[T,(P(z —y))]"
1 T T T T
=5 (A +20)r(y)y — o) +uly —2)r(zy) +ply) (y —2)( = 4P —y))]

2
1
2

r UZ(y7 x)T
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4 Dynamischer Fall

folgendermaflen bestimmt werden:

62(6) [1,(P(o = )T = 220 03,7
:%(%%[m#%w kﬂ(mﬂ
+ o [ )~ 28 ()] )Uala)”

Zusammengefasst erhélt man fiir die Anwendung des Traktionsoperators auf die Funda-
mentallésung;:

[T,(D,(z, )]
i, Tk HO () — ko HO (k)
_ <—EH (kar) — 4w2r{2 -

— RED (k) +k§Hé”<ksr>D Ur(y, )"

k, HY (kyr) — kHY (k)
r

-%(&ﬁ [H N(kor) — K2HS (kyr) + 272

+ V%ﬁ%mm—@ﬂpwﬁﬂ)P@—ynu%@T

17
+%(2i[kH (kor) =y H (k) |
+ o |k, Mﬂﬁkmm])yx%xﬂ

Da die Berechnungsvorschrift so umfanglich ist, wird statt der vollstdndigen Berech-
nungsvorschrift lediglich die Darstellung der jeweiligen vier Integrale angegeben.

Die vier Integrale E'', B2, E?! und E?? berechnen sich fiir die konstante Dichte folgen-
dermaflen:

B = [ @2 i) Ti(5)ds(o),
B2 = [ 0@ g 6D 46)as6),
- | (82 (50, g5 (T Ty () ds(s)
B2 = [ 020 )T 55)a56).
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4.2 Doppelschichtpotentialansatz

Bei der linearen Dichte miissen nun die zwei Integrale

B = [ 1@ gi (DT (1 =) J(s) ds(s) und

&:Am@ﬂ%%@m%%@m@

berechnet werden.

Die Integrale unterscheiden sich nur durch die Lagrange-Funktionen, mit denen multi-
pliziert wird. Fiir £;, ¢ = {1, 2}, erhalt man folgende Berechnungsvorschrift, wobei ¢;(s)
fir die jeweilige Lagrange-Funktion steht, d. h. ¢1(s) = (1 — s) und #5(s) = s :

B = [ @ G 6(5) T ds(s).
- | (2, (T ) Jy(5) ds(s).
Bt = [0 gD 605 46) ()
B2 = [ @26 66 5(6)ds(s).

Bei der quadratischen Interpolation werden dann drei verschiedene Integrale berechnet:

1
Bi= [ @u(ongy(s)) (1= 5)(2(1 = 5) = 1) J(s) ds(s),
0
1
By = / Do (vn, 95(s)) 45(1 = 5) J(s) ds(s) und
0
1
By = [ @ufon () s(25 1) Jy(s) ds(s).
0
Die Integrale unterscheiden sich wieder nur durch die Lagrange-Funktionen, mit denen
multipliziert wird. Fur E;, 7 = 1,...,3, erhidlt man folgende Berechnungsvorschrift,

wobei {;(s) fiir die jeweilige Lagrange-Funktion steht, d. h. ¢1(s) = (1 —s)(2(1 —s) — 1),
ly(s) =4s(1 —s) und l5(s) = s(2s — 1) :
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4 Dynamischer Fall

36

P = [ @2 s 6(5) ) ds(s).
B = [ @2 606) 5655
Bt = [ g DT 66 () st
- | (@2 o, g5 (DT 6(5) J5(5) s



5 Testen der vier Operatoren

Im Folgenden werden die vier Operatoren (Einfach- und Doppelschichtpotential jeweils
statisch und dynamisch) mit folgenden Approximationen in Python getestet:

(A) Rand quadratisch und Dichte konstant approximieren
(B) Rand quadratisch und Dichte linear approximieren
(C) Rand und Dichte quadratisch approximieren

Als Testgebiet wird zunéchst der Einheitskreis in Abschnitt und anschliefend eine
Ellipse in Abschnitt [5.2] betrachtet.

Das Testgebiet wird immer mit n Punkten diskretisiert und in ny, = § Gebietsstiicke A;
unterteilt.

In den Tabellen werden im Folgenden immer die Anzahl der Kollokationspunkte ny, der
Fehler und die approximierte Konvergenzordnung angegeben.

Als Referenzlosung R wird die Fundamentallosung im Punkt x ausgewertet, sodass der
Fehler wie folgt berechnet werden kann:

Enie = ||ung () — B[ .

Die approximierte Konvergenzordnung wird tiber folgende Formel definiert:

€ 1
=10 =" ) .
e = 1 () In(2)

Beim Einfachschichtpotentialansatz wird das Gleichungssystem

Skz=d, ke {0,w}

gelost, wobei die Matrix Sy, sich durch die Diskretisierung ergibt, der Vektor z die gesuch-
ten Dichten ¢ in den Kollokationspunkten beschreibt und der Vektor d enthalt die Werte
der in den Kollokationspunkten ausgewerteten Randbedingung (vgl. Matrixdarstellung

in Gleichung (2.2)), Gleichung (2.3) und Gleichung (2.4)). Fiir das AuBenraumproblem
wird dann der Punkt (5,5)" betrachtet und das gestreute Wellenfeld wie folgt bestimmt:

Up, () = (SLg2)(x) .

Beim Doppelschichtpotentialansatz wird ein Innenraumproblem mit dem Punkt (0.5,0.5)"
betrachtet und folgendes Gleichungssystem muss gelost werden:

1
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5 Testen der vier Operatoren

Zur Bestimmung des gestreuten Wellenfeldes wird die Gleichung
Un, () = (DLy2) ()

gelost.

Umgang mit Singularitaten

Bei den Einfachschichtpotentialen liegt eine logarithmische Singularitat im Integral vor
und bei den Doppelschichtpotentialen eine Singularitédt vom Typ %

Die numerische Integration wird mit der Funktion quad aus scipy.integrate durchgefiihrt.
Bei dieser Funktion kann tiber den Parameter points die Platzierung von Stiitzstellen
der Quadraturregel an den angegebenen Punkten verhindert werden. Da der Parameter
points nur die Wahl von Stiitzstellen im Integrationsbereich, aber nicht an den Grenzen,
beeinflusst, kann die Wahl von Stiitzstellen alternativ durch Addieren bzw. Subtrahieren
einer Toleranz 0 beeinflusst werden.

In der folgenden Tabelle wird der Umgang mit den Singularititen fiir die verschiedenen
Dichten bei den beiden Einfachschichtpotentialoperatoren und beim statischen Doppel-
schichtpotentialoperator beschrieben. Auflerdem wird unterschieden, an welchen Stellen
die Singularitdten auftreten. Fiir diese drei Operatoren wurden Singularitdten unabhan-
gig vom tatsdchlichen Vorliegen fiir alle Matrixeintrage angenommen.

Operator Dichte Stelle | Umgang

stat. ESP alle % nutze points

dynam. ESP | alle % nutze points
konstant % nutze points

stat. DSP linear, 011 Integriere von ¢ bis 1 — ¢ mit § = 107°
quadratisch | % und nutze auflerdem points fiir %

Tabelle 5.1: Umgang mit Singularitaten bei beiden ESP-Operatoren und beim statischen
DSP-Operator

In der folgenden Tabelle wird der Umgang mit den Singularititen fiir die verschiedenen
Dichten beim dynamischen Doppelschichtpotentialoperator beschrieben. Hier wurde ge-
nauer untersucht, an welchen Stellen die Singularitiaten fiir welche Kombination von
Zeilenindexen ¢ und Segmentindexen j auftreten. Zudem reicht es nicht mehr aus, den
Punkt % iiber den Parameter points auszuklammern, denn die Probleme treten auch fiir
Werte nahe % auf. Daher wird nun auch fiir diesen Punkt mit einer Toleranz d gearbeitet.
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5.1 Tests mit dem FEinheitskreis

Dichte Indexe Stelle | Umgang o
ig 1 —
i % Integral von 0 bis 5 — 9 5 = 10-5
konstant + Integral von % +0 bis 1
1# ] keine | Integral von 0 bis 1
i=37 0 Integral von ¢ bis 1 nE <80:5=10"°
linear i=(G+1)=n,|1 Integral von 0 bis 1 — ni>80:0=107°
sonst keine | Integral von 0 bis 1
1=7 0 Integral von ¢ bis 1
Integral 0bis 1 —6
quadra- | i=(j+1)=mn,| 31 Hregtal Yo B bIs 5 §=107°
. + Integral von % + 0 bis 1
tisch
i=(+2) =mns|1 Integral von 0 bis 1 —§
sonst keine | Integral von 0 bis 1

Tabelle 5.2: Umgang mit Singularitdten beim dynamischen DSP-Operator

5.1 Tests mit dem Einheitskreis

Fiir alle Tests wurde als Gebiet der Einheitskreis, d. h. a = 1 und b = 1, verwendet.
Fir die Lamé-Konstanten wurden folgende Werte gewahlt: 4 = 1, A = 1. Bei den
dynamischen Operatoren wurde zusétzlich w = 21/2 gesetzt.

Als Referenzlosung R fiir den statischen Einfachschichtpotentialansatz ergibt sich

po (18101 x 107
S\ 26526 %1072 )

Beim statischen Doppelschichtpotentialansatz liegt im Kreisinneren eine Singularitéit
vor, weswegen die Koordinaten um drei Einheiten nach links bzw. unten verschoben
werden. Die Referenzlosung lautet hier

R (—LOT4Tx 107
—\ 26526 x 1072 ) -

Als Referenzlosung fiir den dynamischen Einfachschichtpotentialansatz ergibt sich

R (L1702 107> 4 1.4015 x 10~%
—\ 7.0784 x 1073 — 4.1433 x 10731 )

Beim dynamischen Doppelschichtpotentialansatz liegt wieder im Kreisinneren eine Sin-
gularitat vor, weswegen die Koordinaten um drei Einheiten nach links bzw. unten ver-
schoben werden. Die Referenzlésung lautet hier

p o (10212 x 1073 + 1.1546 x 1074
76527 x 107% — 25817 x 1074 ) °
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5 Testen der vier Operatoren

Einfachschichtpotential - statisch

N Eny, Ry, N Eny, Ry, N Eny, Rny,

10 | 4.8010e-05 | 3.9153 10 | 3.4503e-05 | 3.8326 10 | 5.3954e-04 | 4.0848
20 | 3.1821e-06 | 3.4645 20 | 2.4218e-06 | 3.5179 20 | 3.1797e-05 | 4.0442
40 | 2.8826e-07 | 3.1739 40 | 2.1142e-07 | 3.2494 40 | 1.9274e-06 | 4.0257
80 | 3.1941e-08 | 3.0589 80 | 2.2232e-08 | 3.0927 80 | 1.1833e-07 | 4.0122
160 | 3.8329e-09 | 3.0212 160 | 2.6060e-09 | 3.0088 160 | 7.3334e-09 | 3.9571
320 | 4.7213e-10 320 | 3.2378e-10 320 | 4.7219e-10

Tabelle 5.3: Test statisches ESP fir Fall (A), (B) und (C)

Doppelschichtpotential - statisch

ng Eny, Ky, 423 Eny, Ry, ng Eny, Ky,

10 | 1.1301e-03 | 1.7795 10 | 1.0732e-03 | 1.9137 10 | 3.8108e-04 | 2.2575
20 | 3.2920e-04 | 1.1039 20 | 2.8485e-04 | 2.0418 20 | 7.9699e-05 | 3.2075
40 | 1.5316e-04 | 1.1287 40 | 6.9177e-05 | 2.0205 40 | 8.6277e-06 | 3.1183
80 | 7.0043e-05 | 1.0698 80 | 1.7051e-05 | 2.0232 80 | 9.9356e-07 | 4.5071
160 | 3.3368e-05 | 1.0364 160 | 4.1948e-06 | 2.0570 160 | 4.3695e-08 | -0.8031
320 | 1.6268e-05 320 | 1.0080e-06 320 | 7.6242e-08

Tabelle 5.4: Test statisches DSP fiir Fall (A), (B) und (C)

Einfachschichtpotential - dynamisch

ng Eny Ry, ng Eny Ky, ng Eny Ky,

10 | 1.1609e-03 | 3.2165 10 | 8.3938e-04 | 3.3021 10 | 3.6080e-04 | 4.4286
20 | 1.2489e-04 | 3.0487 20 | 8.5096e-05 | 3.0716 20 | 1.6754e-05 | 4.3157
40 | 1.5093e-05 | 3.0122 40 | 1.0122e-05 | 3.0183 40 | 8.4136e-07 | 4.1854
80 | 1.8708e-06 | 3.0032 80 | 1.2493e-06 | 3.0049 80 | 4.6242¢-08 | 4.0932
160 | 2.3332e-07 | 3.0009 160 | 1.5563e-07 | 3.0012 160 | 2.7094e-09 | 4.1818
320 | 2.9146e-08 320 | 1.9438e-08 320 | 1.4929e-10

40

Tabelle 5.5: Test dynamisches ESP fiir Fall (A), (B) und (C)




Doppelschichtpotential - dynamisch

5.2 Tests mit der Ellipse

Nk Eny Ry, ng Eny, Ry, ng Eny Ry,

10 | 2.7537e-03 | 1.5790 10 | 2.9618e-03 | 2.3023 10 | 5.5271e-03 | 4.8838
20 | 9.2170e-04 | 1.2004 20 | 6.0048e-04 | 2.0321 20 | 1.8721e-04 | 3.7637
40 | 4.0108e-04 | 1.0570 40 | 1.4682¢-04 | 1.7698 40 | 1.3784e-05 | 3.2295
80 | 1.9277e-04 | 1.0250 80 | 4.3055e-05 | 2.1961 80 | 1.4695e-06 | 3.3444
160 | 9.4727e-05 | 1.0210 160 | 9.3956e-06 | 1.7979 160 | 1.4469e-07 | 0.4729
320 | 4.6679e-05 320 | 2.7021e-06 320 | 1.0425e-07

Tabelle 5.6: Test dynamisches DSP fiir Fall (A), (B) und (C)

5.2 Tests mit der Ellipse

Fiir alle Tests wurde als Gebiet eine Ellipse mit den Parametern ¢ = 1.2 und b = 1
verwendet. Fiir die Lamé-Konstanten wurden wieder die Werte = 1 und A = 1 gewéhlt.
Bei den dynamischen Operatoren wurde zusitzlich w = 2v/2 gesetat.

Die Referenzlosungen entsprechen den Werten beim Einheitskreis.

Einfachschichtpotential - statisch

ng Enyg Rny, Nng Eng Rny, ng Eng Rny,

10 | 5.1490e-05 | 1.9876 10 | 1.5376e-04 | 2.9951 10 | 8.6446e-04 | 3.9390
20 | 1.2983e-05 | 2.7982 20 | 1.9286e-05 | 2.9099 20 | 5.6362¢-05 | 4.0672
40 | 1.8666e-06 | 2.9164 40 | 2.5662e-06 | 2.9506 40 | 3.3623e-06 | 4.0076
80 | 2.4724e-07 | 2.9616 80 | 3.3196e-07 | 2.9745 80 | 2.0904e-07 | 4.0028
160 | 3.1739e-08 | 2.9815 160 | 4.2235e-08 | 2.9960 160 | 1.3040e-08 | 3.9920
320 | 4.0185e-09 320 | 5.2940e-09 320 | 8.1950e-10

Tabelle 5.7: Test statisches ESP fiir Fall (A), (B) und (C)

Doppelschichtpotential - statisch

Ny Eny, Ry, Ny Eny, Ry, Ny Eny, Ry,

10 | 7.0758e-04 | 1.0093 10 | 1.3538e-03 | 2.1760 10 | 4.8284e-04 | 2.7251
20 | 3.5152e-04 | 1.3129 20 | 2.9958e-04 | 2.0212 20 | 7.3024e-05 | 3.1209
40 | 1.4149e-04 | 1.1535 40 | 7.3800e-05 | 2.0234 40 | 8.3945e-06 | 3.1575
80 | 6.3606e-05 | 1.0849 80 | 1.8153e-05 | 2.0251 80 | 9.4081e-07 | 4.6793
160 | 2.9986e-05 | 1.0448 160 | 4.4600e-06 | 2.0596 160 | 3.6719e-08 | -1.0513
320 | 1.4535e-05 320 | 1.0699e-06 320 | 7.6098e-08

Tabelle 5.8: Test statisches DSP fur Fall (A), (B) und (C)
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5 Testen der vier Operatoren

Einfachschichtpotential - dynamisch

T Eny, Ry, T Eny, Ry, T Eny, Ry,

10 | 5.3430e-03 | 3.4331 10 | 3.4381e-03 | 3.3572 10 | 1.3461e-03 | 4.3471
20 | 4.9468e-04 | 3.0672 20 | 3.3550e-04 | 3.0834 20 | 6.6138e-05 | 4.4290
40 | 5.9020e-05 | 3.0151 40 | 3.9582e-05 | 3.0197 40 | 3.0703e-06 | 4.1192
80 | 7.3008e-06 | 3.0037 80 | 4.8806e-06 | 3.0050 80 | 1.7667e-07 | 4.0406
160 | 9.1027e-07 | 3.0012 160 | 6.0796e-07 | 3.0011 160 | 1.0736e-08 | 4.0120
320 | 1.1369e-07 320 | 7.5939e-08 320 | 6.6546e-10

Tabelle 5.9: Test dynamisches ESP fur Fall (A), (B) und (C)

Doppelschichtpotential - dynamisch

Nk Eny, Ry, Nk Eny, Ry, Ng Eny, Ry,

10 | 4.2957e-03 | 1.4215 10 | 5.7382e-03 | 1.9592 10 | 1.0876e-02 | 5.5409
20 | 1.6037e-03 | 0.8873 20 | 1.4757e-03 | 1.9536 20 | 2.3360e-04 | 4.0122
40 | 8.6697e-04 | 0.9348 40 | 3.8096e-04 | 1.9937 40 | 1.4477e-05 | 3.2914
80 | 4.5352e-04 | 0.9619 80 | 9.5659e-05 | 1.9650 80 | 1.4786e-06 | 2.8726
160 | 2.3282e-04 | 0.9792 160 | 2.4501e-05 | 1.8712 160 | 2.0189e-07 | -1.0713
320 | 1.1810e-04 320 | 6.6975e-06 320 | 4.2424e-07

Tabelle 5.10: Test dynamisches DSP fiir Fall (A), (B) und (C)

5.3 Vergleich mit den Ergebnissen von A.-C. Weger

Frau Weger hat als Testgebiet nur den Kreis betrachtet. Hierbei erhielt sie folgende
approximative Konvergenzordnungen:

o Statisches Einfachschichtpotential: 2

» Statisches Doppelschichtpotential: 1

o Dynamisches Einfachschichtpotential: 2

o Dynamisches Doppelschichtpotential: 1

Die in dieser Arbeit ermittelten approximativen Konvergenzordnungen fiir den Kreis
werden in der folgenden Tabelle aufgefiihrt.
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5.3 Vergleich mit den Ergebnissen von A.-C. Weger

Dichten: Operatoren: | ESP | stat. DSP | dynam. ESP | dynam. DSP
konstant 3 1 3 1
linear 3 9 3 9
quadratisch 4 3 4 3

Tabelle 5.11: Approximative Konvergenzordnungen fiir den Kreis bzw. die Ellipse

Insgesamt konnte bei den Einfachschichtpotentialansatzen fiir alle drei Dichteapproxi-
mationen eine Verbesserung um mindestens eine Konvergenzordnung erzielt werden. Bei
den Doppelschichtpotentialansatzen wurde die Konvergenzordnung mit der quadrati-
schen Dichteapproximation um zwei Ordnungen und mit der linearer Dichteapproxi-
mation um eine Ordnung verbessert. Fiir die konstante Dichte erreicht man zumindest
dieselbe Konvergenzordnung.

Auflerdem kann man feststellen, dass die Konvergenzordnungen sich von der konstan-
ten Dichteapproximation hin zur quadratischen Dichteapproximation immer steigern.
Zumindest mit der quadratischen Dichte wurde in allen Fallen die gewiinschte Konver-
genzverbesserung erreicht.

Fir die Ellipse wurden dieselben approximierten Konvergenzordnungen (vgl. Tabel-
le erzielt. Allerdings sind die Konvergenzordnungen beim dynamischen Doppel-
schichtpotential fiir die Ellipse etwas schlechter als fiir den Kreis.

Zusatzlich erkennt man bei den Testfallen das Problem bei einer Implementierung mit
einer Toleranz . Man muss § mit steigender Anzahl von Kollokationspunkten n; immer
groffer wihlen. Zum Beispiel wurde § beim dynamischen Doppelschichtpotentialansatz
mit linearer Dichte fiir n;, = 160 bereits auf 6 = 1075 vergréBert und fiir n, = 320
miisste 0 wieder erhoht werden. Fir die quadratische Dichte beim dynamischen Dop-
pelschichtpotential lasst die deutlich reduzierte Konvergenzordnung von n; = 160 auf
nr = 320 beim Kreis vermuten, dass die Toleranz auf § = 10~* erhéht werden muss,
damit der Fehler weiterhin kleiner wird. Bei der Ellipse wéchst der Fehler von n; = 160
auf ng, = 320 sogar, daher muss hier auf jeden Fall § vergroBert werden.
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6 Beyn-Algorithmus

Das folgende Kapitel iiber den Beyn-Algorithmus basiert auf dem Paper von Beyn (vgl.
[1]). Eine dhnliche Erklarung findet man zudem in der Arbeit von A.-C. Weger (vgl. [9,
Kapitel 2.3]). Mit Hilfe des Beyn-Algorithmus kénnen nichtlineare Eigenwertprobleme
gelost werden.

6.1 Grundlegende Definitionen

Definition 6.1 (Nichtlineare Eigenwertproblem) Ein nichtlineares Eigenwertpro-
blem F': Q Cc C— C™™

F&v=0 mitveC"™, v#0

ist eine holomorphe Abbildung, d. h. dass die Komponenten von F in jedem Punkt in
komplex differenzierbar sind. Das Gebiet ) muss zusammenhdngend sein. Der Eigenwert
von F wird dann mit £ bezeichnet und v ist der (Rechts-) Eigenvektor.

Das Spektrum von F', d. h. die Menge aller Eigenwerte, wird im Folgenden mit o(F)
bezeichnet und die Resolventenmenge mit p(F') = Q\ o(F).
Im Folgenden werden nur einfache Eigenwerte untersucht.

Definition 6.2 (Einfache Eigenwerte) Der Figenwert £ ist einfach, falls

N(F(E)) = span{v}, v # 0, F'(€) ¢ R(F(E))

gilt, wobei N'(F(§)) den Nullraum von F an der Stelle £ beschreibt und R(F(§)) = {o €
C™:3Ju e C": F(§)u = o} das Bild von F an der Stelle £. Die Ableitung F' muss
komponentenweise verstanden werden.

Linkseigenvektor fiir einfache Eigenwerte konnen mit Hilfe der adjungierten Matrix F#
ermittelt werden.

Definition 6.3 (Linkseigenvektor) Sei  ein einfacher Eigenwert von F und v €
C™\ {0} der zugehirige Rechtseigenvektor. Beim Vektor w € C™ \ {0} handelt es sich
um einen Linkseigenvektor, falls

N(FE(&) = span{w}, w # 0 und w? F'(&)v # 0

gilt.
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6 Beyn-Algorithmus

Ohne Einschriankungen kénnen v und w so skaliert werden, dass
w? F'(€)v =1 (6.1)

gilt und auBerdem |[v|| =1 oder ||w| = 1.
Fir den Algorithmus bendtigt man getrennte Eigenwerte. Diese Eigenschaft stammt aus
[1, Theorem 2.2].

Satz 6.1 (Getrennte Eigenwerte) Sei I’ requldr. Das Spektrum von F besteht aus
isolierten Punkten, d. h. fir alle Eigenwerte £ € o(F) existiert eine Umgebung U C €,
sodass £ € U and U \ {&} C p(F).

6.2 Losungsansatz beim nichtlinearen Eigenwertproblem

In diesem Abschnitt soll das nichtlineare Eigenwertproblem in ein lineares Eigenwert-
problem tiberfiihrt werden.

Relevante Theoreme

Der Ausgangspunkt fiir die Umwandlung in ein lineares Eigenwertproblem ist Theorem
2.4 aus [1]:

Satz 6.2 Sei C' C Q) kompakt und enthalte nur einfache FEigenwerte &, von F fiir
n=1,..., k. Die zugehérigen Rechtseigenvektoren v, und Linkseigenvektoren w, erfillen
Gleichung . Dann existiert eine Umgebung U von C' in ) und eine holomorphe
Funktion R : U — C™ ™, sodass gilt:

k
F(,z)lzzz_l§ vl ¥ R(z), 2 e U\{6,....&). (6.2)

Satz 6.3 (Konturintegral) SeiT' C Q eine Kontur, dieT'No(F) = (0 erfillt, d. h. dass
keine Eigenwerte von F' auf ihr liegen. Zudem liegen die Figenwerte &,, n=1,... k,
im Inneren der Kontur I' und f : 2 — C sei eine holomorphe Funktion. Dann gilt:

L e = 3 fe vl (6.3)

2mi Jp
Die Integration muss hierbei komponentenweise durchgefihrt werden.

Der Beweis des letzten Satzes wurde in [9, S.15] aufgefithrt. Anhand von Gleichung (6.3))
aus dem letzten Satz kann man erkennen, dass die Informationen zu den Eigenwerten
und Eigenvektoren bereits in der Summe enthalten sind und daraus ermittelt werden
konnen.
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6.2 Loésungsansatz beim nichtlinearen Eigenwertproblem

Annahmen

Fiir den Rest des Kapitels wird angenommen, dass die Kontur I' £ Eigenwerte enthélt,
wobei mit der Dimension m des Problems k < m gelten soll. Die Spalten der Matri-
zen V€ C™* und W € C™** enthalten die Eigenvektoren v, und w,. Man erzeugt
eine Zufallsmatrix V € C™¢ mit k < ¢ < m, sodass W# V e CH die Bedingung
rank(WHV) = k erfiillt. Dies impliziert dann, dass rank(W) = k ist und man annehmen
kann, dass auch rank(V') = k gilt.

Umformung in ein lineares Problem

Verwendet man als holomorphe Funktionen fiir das Konturintegral aus Gleichung (6.3])
f(z) =1 fiir Ay sowie f(z) = z fir A; und multipliziert diese Gleichungen jeweils von
rechts mit V', so erhalt man:

k
1 —1y; HY, HY,
A= | F(2) Vdz =Y vwlV = VWV,

n=1

k
1 - - .
Ay =5= | 2F(2)7'Vdz =D LuawlV = VAWV
2mi r "

Die Diagonalmatrix A = diag(&;,...,&) € CFM** enthilt die gesuchten Eigenwerte.
Zudem sind Ay und A; € A(mee. Fir die Matrix Ay folgt aus der Eigenschaft, dass
rank(V) = k und rank(WH#V) = k gilt, dass auch rank(Ag) = k ist.

Wendet man eine (reduzierte) Singuldrwertzerlegung auf Ay an, so erhilt man
Ay = VWY = vz Wil
mit Vy € C™F 3y = diag(oy, ..., 01) € CP* und W, € C**. Fiir die Eigenwerte gilt
01> ...20.>0=041=... =0y,

da rank(Ap) = k ist. Beachtet man, dass die Spalten von V5 und Wy orthonormal sind,
dann gilt VHEVy = I}, und WHEW, = I,. Zusitzlich erhilt man aus den Rangbedingungen
R(V) = R(Ag) = R(Vp). Somit kann man eine Transformationsmatrix S € C*** mit
det(S) # 0 finden, sodass V = V(S gilt. Wendet man diese Transformationsmatrix auf
Ap an, erhilt man

Ay = VoSWHV = VynowiH

oder umgeformt
WHY = STWHV R W = sTis Wi (6.4)
Wendet man die Transformation auf A; an, ergibt sich

Ay = VAWHY = VoSAWHY
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6 Beyn-Algorithmus

Mit Hilfe von Gleichung (6.4) erhilt man
Ay = VoSASTIe Wi
oder umgeformt
SAS™! = VAW S,
BeCkxk

wobei man aufgrund von rank(Ag) = k ¥y invertieren kann. Da die Matrix B diagona-
lisierbar ist, hat sie dieselben Eigenwerte wie A und somit dieselben Eigenwerte wie F'.
Mit Matrix B wird nun ein lineares Eigenwertproblem beschrieben. Um dieses lineare
Eigenwertproblem l6sen zu kénnen, miissen die Konturintegrale Ay und A; numerisch
bestimmt werden, da B aus A; und der Singularwertzerlegung von Ag berechnet wird.

Numerische Berechnung der Konturintegrale

Man benétigt eine 2m-periodische Parametrisierung v der Kontur I' aus der Klasse C! in
der komplexen Ebene, d. h.

(¢ +27) = v(¢) Yo € R und v € C}(R,C) .

Auf der Kontur wéahlt man n, + 1 dquidistant verteilte Punkte

2r .
pj=—J, J=0,....m.
My
Die zwei Konturintegrale tiber I"
Ay = [ P(z)7d
= — z z
7 omi Jp ’
1 ~
Al = — ZF(Z)_1VdZ
27T1 T

konnen nun mit Hilfe der Parametrisierung v umgeschrieben werden zu

A== [ FOE) T (s,
A= [ AP T (sl

Diese Integrale konnen mit Hilfe der summierten Trapezregel approximiert werden, so-
dass man unter Beachtung von v(yg) = v(pn,) folgende Approximation erhalt:

ny—1

1 A
Ao~ Ao, = 72 3 FO(03) 7V (24).
=0

np—1

1 A
A Avn, = 72 3 (@) FO () 7V ()
=0
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6.2 Loésungsansatz beim nichtlinearen Eigenwertproblem

Zusammenfassung des Algorithmus

Insgesamt kann das nichtlineare Eigenwertproblem in folgenden Schritten geldst werden:

1.

2.

6.
7.

Index ¢ < m wéahlen
Zufallsmatrix V € Cm** erzeugen

App, und Ay, bestimmen

. Singuldrwertzerlegung Ag,, = VEW bestimmen

Rang Test, d. h. bestimme £k, fiir das gilt
o1 > ... > 0 >t0krank>ak+l ~...op=0

e Falls &k = ¢: erhohe ¢ und starte bei 1.

o Sonst: Vo=V (1:m,1:k), W =WH(1:0,1:k), 5y = diag(oy,. ..

B =V}A,,, WyX;" bestimmen

Eigenwerte und Eigenvektoren von B bestimmen

agk)

Die Rangtoleranz tol,q,; > 0 wird vorgegeben, da man im Allgemeinen nicht exakt den
Wert 0 fiir die Singularwerte o; ,7 > k von Ay, erhalten wird.

Die nichtlinearen Eigenvektoren konnen aus den linearen Eigenvektoren sq, ..

von B iber folgende Formel bestimmt werden:

Ui:%siu Z:]_,]C

.,SkECk

Der Aufwand des Algorithmus ergibt sich im Wesentlichen durch folgende Schritte:

3. Aopn, und Ay, bestimmen: Fir die Bestimmung von Ay, 16st man n; - £ linea-
re Gleichungssysteme, da ny, verschiedene Matrizen F'(y(p;)) und ¢ verschiedene
rechte Seiten behandelt werden. Die Losungen dieser Gleichungssysteme werden

4.

dann fiir die Berechnung von A, ,, genutzt.

Singulirwertzerlegung Ag,,, = VW bestimmen.

7. Eigenwerte und Eigenvektoren von B bestimmen
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[ Tests nichtlineares Eigenwertproblem

Man méchte die ersten Eigenwerte w fiir das folgende Randwertproblem

pAug + (A + ) grad div u +w?pu = 0 in D,
u=0 aufdD
bestimmen. Hierbei wird fiir die Dichte des Objekts p = 1 oder p = 4 vorgegeben.
Die Funktion u kann mittels eines Einfach- oder Doppelschichtpotentialansatzes be-
stimmt werden. Diese Anséitze konnen dann wieder mit Hilfe der Randintegralgleichungs-

methode gelost werden. Somit erhélt man dann folgende Matrizen fiir die die Eigenwerte
bestimmt werden sollen:

+ beim ESP-Ansatz: F(w) =S s, € C*"72m%,
e beim DSP-Ansatz: F(w) =D s, + %[an € CPwx2nk
Die Eigenwerte des nichtlinearen Eigenwertproblems (vgl. Definition 6.1)
Fw)v=0

sollen mit Hilfe des Algorithmus von Beyn berechnet werden.
Bei beiden Ansatzen werden die folgenden verschiedenen Approximationen verwendet:

(A) Rand quadratisch und Dichte konstant approximieren
(B) Rand quadratisch und Dichte linear approximieren
(C) Rand und Dichte quadratisch approximieren

Als Gebiet D wird zunéachst ein Einheitskreis, d. h. @ = b = 1, und anschliefend eine
Ellipse mit @ = 1.2 und b = 1 verwendet. Die Lamé-Konstanten werden auf A = 3 und
W= 2 gesetzt.

Als Kontur beim Beyn-Algorithmus wird ein Kreis mit Radius b, = 0.5 gewéhlt. Der
Mittelpunkt b,, unterscheidet sich in den verschiedenen Testféllen. Die Parametrisierung
hat dann die Form

v(t) = by, +0.5¢", t €[0,27) .

Die Kontur wird mit n;, = 24 Stiitzstellen diskretisiert und die Rangtoleranz auf tol,.,x =
10~ gesetzt.

Fiir die Herleitung der Berechnung der Referenzlosung R beim Einfachschichtpotential
siehe |9, S. 106] und fiir R beim Doppelschichtpotential [9, S. 109f.].
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7 'Tests nichtlineares Eigenwertproblem

Parallelisierung

Um die Rechenzeit zu verkiirzen, wurde im Beyn-Algorithmus die Berechnung der Matrix
der Einfach- bzw. Doppelschichtpotentialansitze parallelisiert. Diese Matrix musste ny
mal berechnet werden, da sie als Matrix F/(y(y;)) in die Berechnung von A, und A ,,
eingeht. Fiir die Parallelisierung wurde ein Prozesspool mit maximal vier Arbeitern
verwendet.

Der mit der Parallelisierung erzeugt Speedup kann mit folgender Formel bestimmt wer-
den, wobei 77 die Dauer der Ausfithrung im seriellen Fall beschreibt und 7}, die Dauer

im parallelen Fall:
T
Sp = —
p Tp
Der Speedup wird am Beispiel des Einfachschichtpotentials mit p = 1 und konstanter
Dichte (blaue Kurve) und des Doppelschichtpotentials mit p = 1 und linearer Dichte
(rote Kurve) dargestellt. Die Geschwindigkeiten wurden auf einem Rechner mit intel®

Core™i5 Prozessor mit 4 Kernen und 8 GB RAM gemessen.

s)

20 40 60 80

Abbildung 7.1: Speedup mit konstanter Dichte beim ESP (blau) und linearer Dichte
beim DSP (rot) in Abhéngigkeit der Anzahl an Kollokationspunkten ny

Art ng =10 | np =20 | np =40 | n = &80
konstant | 1.27 1.29 1.79 2.09
linear 2.96 3.13 3.19 3.07

Tabelle 7.1: Speedup mit konstanter Dichte beim ESP und linearer Dichte beim DSP

7.1 Tests mit dem Einheitskreis

Beim Mittelpunkt b, der Kontur und der Referenzlésung R werden fiir alle drei Dich-
teapproximationen folgende Werte unterschieden:
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1. ESP mit p =1: b,

[\]

3. DSP mit p = 1: b,
4. DSP mit p =4: b,

. ESP mit p =4: b,

=10, R =10.1377411

= 9.5, R =9.2807488

= 5.9, R = 5.6242030
=7, R ="7.1619097

7.1 Tests mit dem FEinheitskreis

In den Tabellen werden im Folgenden immer die Anzahl der Kollokationspunkte n; und
somit die Grofle der Matrix F', der nichtlineare Eigenwert w, der Fehler

e, = |un, (2) = R

und die approximierte Konvergenzordnung

angegeben.

€
K, = In [ —% )
6an

Einfachschichtpotential

1

In(2)

ng | w Eny Ko,

10 | 10.0402023 — 0.01580561 | 9.7526e-02 | 4.0449
g 20 | 10.1318326 — 0.0000131i | 5.9085e-03 | 3.1577
§ 40 | 10.1370790 — 0.0000002i | 6.6207e-04 | 3.0342
2180 | 10.1376603 — 0.0000000i | 8.0822¢-05 | 3.0067

160 | 10.1377310 — 0.00000001 | 1.0056e-05

10 | 10.0929206 — 0.00270781 | 4.4820e-02 | 3.6023
= | 20 | 10.1340507 — 0.00000521 | 3.6904e-03 | 3.0874
= | 40 | 10.1373069 — 0.0000001i | 4.3419e-04 | 3.0171
= 1 80 | 10.1376875 — 0.0000000i | 5.3633¢-05 | 3.0015

160 | 10.1377344 + 0.0000000i | 6.6972e-06
< | 10 | 10.1408851 — 0.00265201 | 3.1443e-03 | 2.3200
Z 120 | 10.1383708 — 0.0000039i | 6.2969e-04 | 3.7642
_%3 40 | 10.1377874 + 0.00000001 | 4.6345e-05 | 3.9227
I | 80 | 10.1377442 — 0.0000000i | 3.0560e-06 | 4.0038
< | 160 | 10.1377413 + 0.0000000i | 1.9050e-07

Tabelle 7.2: Test mit ESP fur Fall (A), (B) und (C), p=1
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7 'Tests nichtlineares Eigenwertproblem

ng | w Eng Ky
10 | 9.4038677 + 0.0519839i | 1.2326e-01 | 3.8217
§ 20 | 9.2720312 — 0.0000677i | 8.7176e-03 | 3.7263
g 40 | 9.2800901 — 0.0000003i | 6.5868e-04 | 3.1266
S 180 | 9.2806734 — 0.00000001 | 7.5420e-05 | 3.0306
160 | 9.2807396 — 0.0000000i | 9.2295e-06
10 | 9.3112126 — 0.02302241 | 3.0492e-02 | 2.8303
5 20 | 9.2764615 — 0.0000148i | 4.2873e-03 | 3.3695
S 140 | 9.2803340 — 0.0000001i | 4.1483e-04 | 3.0649
= 180 | 9.2806992 — 0.0000000i | 4.9572¢-05 | 3.0164
160 | 9.2807427 + 0.0000000i | 6.1265e-06
< 10 | 9.2974557 + 0.0134900i | 1.6717e-02 | 4.8590
2120 |9.2813248 — 0.0000962i | 5.7602e-04 | 3.7804
—;‘; 40 | 9.2807907 + 0.0000000i | 4.1919e-05 | 3.8966
T | 80 | 9.2807516 + 0.0000000i | 2.8146e-06 | 3.8547
S 160 | 9.2807490 — 0.0000000i | 1.9456e-07

Tabelle 7.3: Test mit ESP fir Fall (A), (B) und (C), p=4

Doppelschichtpotential

o4

ng | w Eny, Ky,
10 | 5.6312095 — 0.0978851i | 7.8572e-03 | 1.5624
% 20 | 5.6267405 — 0.0371781i | 2.6604e-03 | 1.2293
? 40 | 5.6253134 — 0.01655431 | 1.1347e-03 | 1.0984
2 | 80 | 5.6247275 — 0.0078427i | 5.2995e-04 | 1.0447
160 | 5.6244586 — 0.0038211i | 2.5689e-04
10 | 5.6287869 — 0.05545191 | 4.8571e-03 | 2.3654
= | 20 | 5.6251317 — 0.01304751 | 9.4387e-04 | 2.1231
S |40 | 5.6244188 — 0.0031718i | 2.1667e-04 | 2.1434
= 180 | 5.6242520 — 0.0008071i | 4.9044¢-05 | 1.8827
160 | 5.6242163 — 0.00019441 | 1.3349e-05
< | 10| 5.6391140 — 0.00667071 | 1.4915e-02 | 3.9508
2120 |5.6251674 — 0.00093301 | 9.6452e-04 | 3.9111
g 40 | 5.6242671 — 0.00010781 | 6.4116e-05 | 3.8568
T | 80 | 5.6242074 — 0.0000128i | 4.4253e-06 | 4.1775
<1 160 | 5.6242032 — 0.0000017i | 2.4456e-07
Tabelle 7.4: Test mit DSP fiir Fall (A), (B) und (C), p=1




7.2 Tests mit der Ellipse

ng | w Eng Ky,

10 | 7.0643014 — 0.00587861 | 9.7606e-02 | 7.9586
?g 20 | 7.1622694 — 0.02164401 | 3.9237e-04 | 1.5987
*(é 40 | 7.1620349 — 0.00787031 | 1.2955e-04 | 1.1970
2 | 80 | 7.1619653 — 0.0035581i | 5.6508e-05 | 1.0757

160 | 7.1619363 — 0.00171301 | 2.6809¢-05

10 | 7.1812762 — 0.01956811 | 1.9393e-02 | 6.8650
5 | 20 | 7.1620736 — 0.0059223i1 | 1.6637e-04 | 2.6007
& | 40 | 7.1619370 — 0.0014199i | 2.7428e-05 | 2.0663
=180 | 7.1619162 — 0.0003508i | 6.5488¢-06 | 2.2164

160 | 7.1619111 — 0.0000869i | 1.4154e-06
< | 10| 7.1646538 4- 0.00768041 | 2.7483e-03 | 1.1132
2120 | 7.1631801 + 0.0001131i | 1.2704e-03 | 4.1200
g 40 | 7.1619828 — 0.00003791 | 7.3057e-05 | 3.9755
I | 80 | 7.1619143 — 0.0000054i | 4.6409e-06 | 3.7181
< | 160 | 7.1619101 — 0.0000008i | 3.5264e-07

Tabelle 7.5: Test mit DSP fiir Fall (A), (B) und (C), p=4

Uberwiegend bestétigen die approximierten Konvergenzordnungen die beim Test der
Operatoren ermittelten Konvergenzordnungen. Nur die quadratischen Dichteapproxi-
mationen beim Einfachschichtpotential tendieren teilweise eher zu Ordnung 3 als zur
vorherigen Ordnung 4.

7.2 Tests mit der Ellipse

Im Vergleich zur Kreiskontur é&ndern sich die Werte der Halbachsen der Ellipse zu a = 1.2
und b = 1.0. Beim Mittelpunkt b,, der Kontur und der Referenzlosung R werden fiir alle
drei Dichteapproximationen folgende Werte unterschieden:

1. ESP mit p = 1: b,, =5, R = 5.0037474
2. ESP mit p =4: b, = 2.5, R = 25018737
3. DSP mit p=1:b,, =4, R = 4.0758864

4. DSP mit p =4: b,, = 2, R =2.0379432
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7 'Tests nichtlineares Eigenwertproblem

Einfachschichtpotential

o6

ne | w Eny, Ky,

10 | 4.9880841 — 0.00056361 | 1.5663e-02 | 3.3767
% 20 | 5.0022394 — 0.00000371 | 1.5080e-03 | 3.0612
g 40 | 5.0035667 — 0.00000011 | 1.8067e-04 | 3.0086
2 180 | 5.0037249 — 0.0000000i | 2.2450e-05 | 2.9808

160 | 5.0037446 — 0.0000000i | 2.8438e-06

10 | 4.9927563 — 0.00030161 | 1.0991e-02 | 3.4243
5 | 20 | 5.0027236 — 0.0000018i | 1.0238¢-03 | 3.0714
S 140 | 5.0036256 — 0.0000000i | 1.2179e-04 | 3.0082
=180 | 5.0037323 + 0.0000000i | 1.5138e-05 | 2.9905

160 | 5.0037455 — 0.00000001 | 1.9302¢-06
< | 10 | 5.0060467 — 0.00011161 | 2.2993e-03 | 3.0600
2120 | 5.0040231 — 0.0000000i | 2.7570e-04 | 3.7182
g 40 | 5.0037683 + 0.00000001 | 2.0947e-05 | 3.9036
T | 80 | 5.0037488 — 0.0000000i | 1.3997e-06 | 4.9639
< | 160 | 5.0037474 4 0.0000000i | 4.4846e-08

Tabelle 7.6: Test mit ESP fur Fall (A), (B) und (C), p=1

(O Eny, Ky,

10 | 2.4940417 — 0.00028221 | 7.8320e-03 | 3.3767
% 20 | 2.5011197 — 0.0000018i | 7.5402e-04 | 3.0610
? 40 | 2.5017834 — 0.0000000i | 9.0348e-05 | 3.0090
2 180 | 2.5018625 — 0.0000000i | 1.1223e-05 | 2.9710

160 | 2.5018723 4 0.00000001 | 1.4314e-06

10 | 2.4963778 — 0.00015081 | 5.4959e-03 | 3.4244
= | 20 | 2.5013618 — 0.00000091 | 5.1191e-04 | 3.0714
= |40 | 2.5018128 — 0.0000000i | 6.0900e-05 | 3.0073
= 180 | 2.5018661 + 0.0000000i | 7.5740e-06 | 2.9260

160 | 2.5018727 + 0.0000000i | 9.7061e-07
< | 10| 2.5030234 — 0.00005581 | 1.1497e-03 | 3.0602
2 120 | 2.5020115 — 0.0000000i | 1.3785e-04 | 3.7193
g 40 | 2.5018842 4 0.00000001 | 1.0466e-05 | 3.9087
T | 80 | 2.5018744 — 0.0000000i | 6.9687e-07 | 4.9307
<1160 | 2.5018737 — 0.0000000i | 2.2849¢-08

Tabelle 7.7: Test mit ESP fur Fall (A), (B) und (C), p =4




Doppelschichtpotential

7.2 Tests mit der Ellipse

N w Eny, Rng,

10 | 4.1548896 — 0.0875379i | 7.9925e-02 | 1.4236
?@ 20 | 4.1055591 — 0.0317429i1 | 2.9795e-02 | 1.2391
g 40 | 4.0884876 — 0.01329251 | 1.2623e-02 | 1.1355
2 | 80 | 4.0816278 — 0.0060234i | 5.7458e-03 | 1.0739

160 | 4.0786148 — 0.0028569i | 2.7294e-03

10 | 4.1568598 — 0.0939219i | 8.2034e-02 | 1.9989
= 20 4.0963514 — 0.02210601 | 2.0525e-02 | 2.0193
Z 140 | 4.0809458 — 0.0053426i | 5.0629e-03 | 2.0326
= 180 | 4.0771236 — 0.0013229i | 1.2374¢-03 | 1.9983

160 | 4.0761961 — 0.00032371 | 3.0976e-04
< | 10| 4.1267079 — 0.04080171 | 5.1023e-02 | 3.3464
Z 120 | 4.0809004 — 0.0043818i | 5.0164e-03 | 3.4553
fg 40 | 4.0763437 — 0.00044801 | 4.5735¢e-04 | 3.3440
I | 80 |4.0759314 — 0.00004991 | 4.5041e-05 | 3.1547
= | 160 | 4.0758915 — 0.0000061i | 5.0575¢-06

Tabelle 7.8: Test mit DSP fiir Fall (A), (B) und (C), p=1

ne | w Eny Ky,

10 | 2.0774448 — 0.0437689i | 3.9963e-02 | 1.4235
:&; 20 | 2.0527801 — 0.01587131 | 1.4898e-02 | 1.2388
g 40 | 2.0442451 — 0.0066466i1 | 6.3127e-03 | 1.1359
2 | 80 | 2.0408137 — 0.0030117i | 2.8727e-03 | 1.0726

160 | 2.0393086 — 0.0014294i | 1.3659e-03

10 | 2.0784301 — 0.0469599i | 4.1017e-02 | 1.9984
= | 20 | 2.0481791 — 0.0110524i | 1.0266e-02 | 2.0122
&[40 | 2.0404862 — 0.0026723i | 2.5448e-03 | 2.0163
= 180 | 2.0385722 — 0.0006469i | 6.2906e-04 | 2.0238

160 | 2.0380979 — 0.0001619i | 1.5472e-04
< | 10 | 2.0633539 — 0.02040091 | 2.5512e-02 | 3.3458
= 120 | 2.0404513 — 0.0021904i | 2.5093e-03 | 3.4559
_Cg 40 | 2.0381719 — 0.00022401 | 2.2868e-04 | 3.3420
I |80 | 2.0379658 — 0.00002501 | 2.2551e-05 | 3.2448
< 1160 | 2.0379456 — 0.0000031i | 2.3790e-06

Tabelle 7.9: Test mit DSP fiir Fall (A), (B) und (C), p =4

Hier gilt wieder wie beim Einheitskreis, dass die approximierten Konvergenzordnungen
die beim Test der Operatoren ermittelten Konvergenzordnungen meistens bestétigen.
Die Ausnahmen sind wieder die quadratischen Dichteapproximationen beim Einfach-
schichtpotential mit der Tendenz zur Ordnung 3 statt zur vorherigen Ordnung 4.
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7 'Tests nichtlineares Eigenwertproblem

7.3 Vergleich mit den Ergebnissen von A.-C. Weger

Die Vergleichswerte von Frau Weger findet man in |9, Kapitel 5.1]. Es werden die Ergeb-
nisse des Einfachschichtpotentials aus Beispiel 1 und die Ergebnisse des Doppelschicht-
potentials aus Beispiel 2 mit den in dieser Arbeit erhaltenen Werten verglichen. Bei
Beispiel 2 handelt es sich eigentlich um die Traktion des Einfachschichtpotentials. Da
dieser Operator aber der Transponierten des Doppelschichtpotentialoperators entspricht
und transponierte Operatoren dieselben Eigenwerte aufweisen, konnen die Ergebnisse
problemlos verglichen werden.

In der Arbeit von Frau Weger wurden mit den Eigenwerten ihre approximierten Kon-
vergenzordnungen (quadratisch fir das Einfachschichtpotential und linear fiir das Dop-
pelschichtpotential) bestatigt. Sie hat dabei wieder nur das Kreisgebiet untersucht.
Somit sind die hier erzielten Ergebnisse beim Einfachschichtpotential fiir alle drei Dichten
im Vergleich mit den Ergebnissen von Frau Weger genauer.

Beim Doppelschichtpotential sind die Ergebnisse fiir die konstante Dichte dhnlich und
die beiden anderen Dichteapproximationen liefern genauere Ergebnisse.
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8 Transmissionseigenwertproblem

8.1 Ansatz

Beim Transmissionseigenwertproblem sollen die Eigenwerte w fiir folgendes Randwert-
problem bestimmt werden:

(A + (X + ) grad div ug + w?poug =0 in D,
pAuy + (X + p) grad div ug +w?pru; =0 in D,
ug = uy auf 9D,
T(ug) =T (uy) auf dD.

Als Losungsansatz wird angelehnt an ein Paper von F. Cakoni und R. Kress ein Ope-
rator (vgl. [2, S. 7]) definiert, dessen Eigenwerte dann mit dem Algorithmus von Beyn
bestimmt werden konnen. Cakoni und Kress haben ihren Operator fiir akustische oder
elektromagnetische Transmissionseigenwertprobleme definiert.

Ubertragt man diesen Operator auf das elastische Transmissionseigenwertproblem, er-
hélt man .

1
_ T -1 T -1
F(w) = (31 +D] ) S, = (GI+DL ) Sl

Dabei werden die Integraloperatoren mit nj Stiitzstellen diskretisiert und [ ist eine
ng X ng Einheitsmatrix. Fir diesen Operator benotigt man einen Einfachschichtpotential-
ansatz und die Traktion des Einfachschichtpotentialansatzes, welche nicht implementiert
wurde. Daher kann die Losung des nichtlinearen Eigenwertproblems

F(w)v=0

nicht bestimmt werden.
Alternativ kann man den Operator F(w) transponieren und erhalt dann

=~ _ 1 _ 1
F(w) = Sw\l/pT (5] + Dw\/ﬁ) — Sw\l/pig (5]"‘ Dw\/pTJ) . (81)

In diesem Fall ben6tigt man einen Einfach- und einen Doppelschichtpotentialansatz, um
das nichtlinearen Eigenwertproblem

~

F(w)v=0

zu losen. Diese Operatoren wurden beide implementiert.
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8 Transmissionseigenwertproblem

Parallelisierung

Um die Rechenzeit zu verkiirzen, wurde dhnlich wie in Kapitel 7] im Beyn-Algorithmus
die Berechnung der Matrix F'(y(p;)) parallelisiert. Diese Matrix musste n, mal berechnet
werden und setzt sich aus vier Matrizen der Einfach- bzw. Doppelschichtpotentialansatze
zusammen, die entsprechend Gleichung kombiniert werden. Fiir die Parallelisierung
wurde ein Prozesspool mit maximal vier Arbeitern verwendet.

Der Speedup wird am Beispiel von Testfall 1 mit quadratischer Dichte (blaue Kurve)
dargestellt. Die Geschwindigkeiten wurden auf einem Rechner mit intel® Core™i5 Pro-
zessor mit 4 Kernen und 8 GB RAM gemessen.

3.14

3.12 | 2

3.1

3.08 |- :

3.06

20 40 60 80

Abbildung 8.1: Speedup mit quadratischer Dichte in Abhéngigkeit der Anzahl an Stiitz-
stellen ny

Art nE =10 | np =20 | n, =40 | n, = 80
quadratisch | 3.05 3.07 3.14 3.06

Tabelle 8.1: Speedup mit quadratischer Dichte

Um weitere Rechenzeit einzusparen, konnten zusétzlich z. B. die vier Matrizen, die
F(v(gj)) bilden, parallel aufgestellt werden.

8.2 Tests

In den folgenden Testfallen wird das Transmissionseigenwertproblem mit den Parame-
tern pg = 1 und p; = 4 untersucht. Beim Beyn-Algorithmus wird die Kontur immer
mit n, = 24 Stiitzstellen diskretisiert und die Rangtoleranz variiert. Die Vergleichswerte
werden alle mit der Method of Fundamental Solutions bestimmt.
In den folgenden Tabellen sind immer die Anzahl der Kollokationspunkte n; und somit
die Grofle der Matrix F', der nichtlineare Eigenwert w, der Fehler

ey, = [[un, (2) — R
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8.2 Tests

und die approximierte Konvergenzordnung

€ 1
o <) In(2)

angegeben.

Testfall 1

Fir die Parametrisierung des Beyn-Algorithmus wird ein Kreis mit Radius b, = 0.5
und Mittelpunkt b, = 4 gewahlt. Die Lamé-Konstanten werden auf 4 = 2 und A = 3
gesetzt. Als Gebiet D betrachtet man einen Einheitskreis a = b = 1. Der Vergleichswert
ist R = 4.1049075 + 0.0000001i. Hier wurde die Rangtoleranz auf tol,qn, = 10~* gesetzt.

ng

w

Enyg,

Rny,

10
20
40
80

konstant

4.1025353 — 0.02493491
4.1047124 — 0.00656181
4.1048681 — 0.00271091
4.1048914 — 0.00125961

2.2964e-03
1.8984e-04
3.8491e-05
1.5920e-05

3.5966
2.3022
1.2737

10
20
40
80

linear

4.1051967 — 0.01286001
4.1049240 — 0.00248401
4.1049085 — 0.00054771
4.1050335 — 0.00006041

3.0938e-04
1.7266e-05
1.0485e-06
1.2602e-04

4.1637
4.0373
-6.9188

10
20
40
80

quadratisch

4.1127600 — 0.00471031
4.1055655 — 0.00072321
4.1049491 — 0.00010171
4.1049076 — 0.00001351

7.8552¢-03
6.5806e-04
4.1632e-05
1.2631e-07

3.5774
3.9824
8.3646

Testfall 2

Tabelle 8.2: Testfall 1

Fir die Parametrisierung des Beyn-Algorithmus wird ein Kreis mit Radius b, = 0.5

und Mittelpunkt b,, = 1.7 gewdhlt. Die Lamé-Konstanten werden auf ;= 1 und \ = }l

16
gesetzt. Als Gebiet D betrachtet man einen Einheitskreis a = b = 0.5. Der Vergleichswert
ist R = 1.704638247023373. Hier wurde die Rangtoleranz fiir die konstante Dichte auf
tolyani = 1072 gesetzt und fiir die lineare und quadratische Dichte wurde tol,qn; = 1074

verwendet.
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8 Transmissionseigenwertproblem

U

W

Eng

10
20
40
80

konstant

1.7071158 — 0.0183102i
1.7041889 — 0.00298821
1.7045851 — 0.00102701
1.7045921 — 0.00042321

2.5758e-03
4.4670e-04
5.2793e-05
4.6070e-05

2.5276
3.0809
0.1965

10
20
40
80

linear

1.7046111 — 0.01278811
1.7043090 — 0.00230941
1.7045565 — 0.0005380i
i

2.0838e-05
3.2765¢-04
8.1676e-05

-3.9749
2.0042

10
20
40
80

quadratisch

1.7061237 — 0.0052839i
1.7048024 — 0.0001875i
1.7046515 — 0.00003191
1.7046392 — 0.00000471

1.4936e-03
1.6412e-04
1.3228e-05
9.6880e-07

3.1860
3.6331
3.7712

Testfall 3

Tabelle 8.3: Testfall 2

Fiir die Parametrisierung des Beyn-Algorithmus wird ein Kreis mit Radius b, = 0.1 und
Mittelpunkt b,, = 1.55 gewéhlt. Die Lamé-Konstanten werden auf p = 1—16 und A = }l
gesetzt. Als Gebiet D betrachtet man eine Ellipse mit a = 0.5 und b = 1. Der Vergleichs-
wert ist R = 1.565151107263. Hier wurde die Rangtoleranz fiir die konstante und lineare
Dichte auf tol,qn; = 1072 gesetzt und fiir die quadratische Dichte auf tol,q,, = 1071,

Ny

w

Enyg,

10
20
40
80

konstant

1.5095038 — 0.11872531
1.5524494 + 0.00227561
1.5630993 + 0.0006049i
1.5643291 + 0.00028484i

5.0985¢-02
1.2700e-02
2.0517e-03
8.2198e-04

2.0053
2.6299
1.3197

10
20
40
80

linear

1.5090687 — 0.01920871
1.5532895 + 0.0009569i
1.5631038 — 0.00143571
1.5645184 — 0.00021421

9.5960e-02
1.1861e-02
2.0466e-03
6.3273e-04

2.2381
2.5350
1.6936

10
20
40
80

quadratisch

1.5887462 — 0.04892831
1.5870264 — 0.02249241
1.5532390 — 0.01032011
1.5261917 + 0.00832111i

2.4348e-02
2.2035e-02
1.1878e-02
3.8937e-02

0.1440
0.8915
-1.7129
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8.3 Vergleich mit den Ergebnissen von A.-C. Weger

8.3 Vergleich mit den Ergebnissen von A.-C. Weger

Zunichst werden die Ergebnisse dieser Arbeit mit den Ergebnissen von Frau Weger
verglichen. Thre Werte wurden ebenfalls mit Hilfe der Randintegralgleichungsmethode
bestimmt. Die Vergleichswerte von Frau Weger zu Testfall 1 findet man in [9, Kapitel 5.2].
Sie verwendet einen anderen Operatoransatz und erzielt damit eine lineare approximierte
Konvergenzordnung.

In der folgenden Tabelle werden die ermittelten Eigenwerte gegeniibergestellt, wobei hier
nur der Realteil angegeben wird, da reelle Eigenwerte bestimmt werden sollen. Die Stel-
len, die mit der Referenzlosung w = 4.1049075 {ibereinstimmen, werden griin markiert.
Die Referenzlosung wurde mit der Method of Fundamental Solutions bestimmt.

ny | w konstant | w linear | w quadratisch | w Weger (konstant)
40 | 4.1048681 | 4.1049085 | 4.1049491 11151789
80 | 4.1048914 | 4.1050335 | 4.1049076 4.1075097

Tabelle 8.5: Vergleich der reellen Eigenwerte berechnet mit konstanter, linearer bzw.
quadratischer Dichte mit den Eigenwerten von Frau Weger

Mit der konstanten Dichteapproximation konnen leicht verbesserte Ergebnisse erzielt
werden. Fiir die lineare und quadratische Dichteapproximation erhélt man Konvergenz-
ordnung 4 und dementsprechend genauere Ergebnisse. Allerdings wirken sich im Fall der
linearen Dichte die Singularitidten diesmal schon bei n; = 80 aus und sorgen fiir einen
Anstieg des Fehlers.

8.4 Vergleich mit Ergebnissen anderer Ansatze

Es werden wieder die mit der Method of Fundamental Solutions (MFS) bestimmten
Eigenwerte (vgl. [6]) als korrekt angenommen und daher die damit tibereinstimmenden
Stellen griin markiert.

In den Papern [5], [6], [10] und [14] wurden Eigenwerte fiir einen Kreis mit Radius 0.5
und den Parametern pp =1, p1 =4, pu = % und A = i ermittelt. Diese sollen nun den
in dieser Arbeit ermittelten Werten gegeniibergestellt werden. In Tabelle werden die
Eigenwerte w; bis wg gelistet.

Die Werte fiir die konstante, lineare und quadratische Dichte wurden mit n; = 40 und
b, = 0.5 bestimmt. Fiir die konstante und quadratische Dichte wurde tol,q,;, = 10~
verwendet und im Fall der linearen Dichte wurde mit tol,qn, = 1072 gearbeitet.
FEM([5] rechnet mit h = g5, FEM[10] mit h = 75 und FEM([14] mit /4 ~ 0.03125.

Fiir wy sind die Ergebnisse der Arbeit vergleichbar mit den Finite Elemente Methoden.
Bei wy bis wg liefert die Berechnung mit konstanter und linearer Dichte vergleichbare
Werte wie die Finite Elemente Methoden und die Berechnungen mit quadratischer Dichte
ergeben deutlich bessere Werte. Die Berechnung mit quadratischer Dichte liefert bei wy
und w, sogar Werte, die nahe an den Ergebnissen der Method of Fundamental Solutions
liegen.
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w | konstant | linear quad. FEM ﬂ5ﬂ FEM ﬂlOﬂ FEM ﬂ14ﬂ MFS ﬂ6ﬂ
wy | 1.4520909 | 1.4504737 | 1.4520640 | 1.455078 | 1.451948 | 1.45248 1.451304028
wo | 1.7045851 | 1.7045565 | 1.7046515 | 1.709214 | 1.705370 | 1.706023 | 1.704638247

ws | 1.7044790 | 1.7045450 | 1.7046523 | 1.709214 1.706023
wyq | 1.9836762 | 1.9839103 | 1.9845345 | 1.989630 1.986143 | 1.984530256
ws | 1.9836756 | 1.9838397 | 1.9845346 | 1.989630 1.986143
we | 2.2665718 | 2.2671169 | 2.2690510 | 2.274992 2.270963 | 2.269112085

Tabelle 8.6: Vergleich der ersten sechs reellen Eigenwerte fiir den Kreis berechnet mit
konstanter, linearer bzw. quadratischer Dichte mit den Eigenwerten aus [5],

6. [10] un (13

Auflerdem wurden in Paper ﬂﬁ[] mit der Method of Fundamental Solutions die ersten vier
Eigenwerte fiir eine Ellipse mit a = 0.5 und b = 1 bestimmt. Die restlichen Parameter
entsprechen denen beim Kreis. Es wurde mit n; = 40 Kollokationspunkten und b, = 0.1
gerechnet. Fiir die Rangtoleranz wurde tol,q,, = 1072 verwendet.

w | konstant linear quad. MFS ﬂ6ﬂ

wy | 1.29353003 | 1.29450783 | 1.2965141 | 1.296728137
we | 1.29937896 | 1.30037863 | 1.3025813 | 1.302785&814
wsg | 1.5385104 | 1.53849489 | 1.54021729 | 1.540896035
wy | 1.56309923 | 1.56310407 | 1.56495787 | 1.565151107

Tabelle 8.7: Vergleich der ersten vier reellen Eigenwerte fiir die Ellipse berechnet mit
konstanter, linearer bzw. quadratischer Dichte mit den Eigenwerten aus @

Die Berechnungen der Eigenwerte bei der Ellipse sind ungenauer als die der Eigenwer-
te beim Kreis. Ob dies an den kleineren Eigenwerten liegt oder ob die Berechnung fiir
Ellipsen immer relativ ungenau sind, miisste in weiteren Tests, z. B. mit grofleren Ei-
genwerten, iiberpriift werden.
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Zusammenfassung

Das finale Ziel der Arbeit war das Bestimmen der Transmissionseigenwerte beim elasti-
schen Streuproblem. Die dafiir benétigten Operatoren wurden mit Hilfe der Randinte-
gralgleichungsmethode ermittelt.

Als Ansétze fiir die Randintegralgleichungsmethode wurden ein Einfach- und ein Doppel-
schichtpotentialansatz auf das Randwertproblem angewendet. Indem man diese Anséatze
unter Beachtung der jeweiligen Sprungrelation an den Rand des Gebietes annaherte,
erhielt man die Randintegralgleichungsmethoden. Dies wurde sowohl fiir das statische
als auch fiir das dynamische Streuproblem durchgefiihrt.

AnschlieBend wurde der Gebietsrand, das Randintegral und die unbekannte Dichte
diskretisiert. Die Dichte ¢) wurde dabei konstant, linear und quadratisch approximiert.
Danach konnte die Randintegralgleichung als lineares Gleichungssystem dargestellt wer-
den, wobei sich jeder Matrixeintrag aus einem Integral bzw. der Summe mehrerer Inte-
grale zusammensetzt. Das Gleichungssystem konnte dann nach der Dichte v aufgelost
werden und mit der Dichte konnte das gestreute Wellenfeld u, d. h. die Losung des
Randwertproblems, ermittelt werden.

Diese insgesamt 12 Operatoren (drei verschiedene Dichten, zwei Potentialansitze und
die Unterscheidung in statisches und dynamisches Streuproblem) wurden in Python
implementiert, wobei die Integrale in den Matrixeintragen mit der Funktion quad aus
scipy.integrate berechnet wurden.

Somit konnten die Operatoren getestet werden, indem das berechnete gestreute Wel-
lenfeld mit der jeweiligen Fundamentallosung verglichen wurde. Diese Tests wurden fiir
einen Einheitskreis und eine Ellipse durchgefiihrt. Die approximierten Konvergenzord-
nungen waren beim Einfachschichtpotential hoher als beim Doppelschichtpotential und
auBerdem steigerten sie sich von der konstanten Dichteapproximation hin zur quadra-
tischen. Die Konvergenzordnungen beim Kreis und der Ellipse unterschieden sich nicht
wesentlich. Insgesamt konnten die Konvergenzordnungen gegentiber der Arbeit von Frau
Weger [9] gesteigert werden. Die logarithmische Singularitdt beim Einfachschichtpoten-
tialansatz am Stiitzpunkt % konnte mit Hilfe des Parameters points vermieden werden,
da dieser die Wahl von % als Stiitzstelle vermeidet. Beim Doppelschichtpotentialansatz
konnen Singularitaten bei 0, % und 1 auftreten. Diese Stellen wurden durch die Wahl
einer Toleranz § ausgeklammert.

Im néchsten Schritt sollten nichtlineare Eigenwertprobleme mit dem Beyn-Algorithmus
gelost und mit Referenzlosungen aus der Method of Fundamental Solutions verglichen
werden. Dafiir wurden erst die Eigenwerte der Matrizen der Operatoren des dynami-
schen Streuproblems separat bestimmt, bevor die Operatoren kombiniert wurden, um
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9 Zusammenfassung und Ausblick

die Eigenwerte des Transmissionseigenwertproblems zu bestimmen.

Als Kontur fiir den Beyn-Algorithmus wurde dabei ein Kreis verwendet und die Matrizen
aus den Randintegralgleichungen wurden fiir einen Kreis und eine Ellipse aufgestellt. Da-
bei wurde die Dichte des Objekts auf p = 1 oder p = 4 gesetzt. Damit konnten, aufler in
einem Fall, die beim Testen der Operatoren ermittelten Konvergenzordnungen bestétigt
werden. Beim Einfachschichtpotential mit der quadratischen Dichteapproximation fiel
die Ordnung ab. Insgesamt wurden die Ergebnisse beim nichtlinearen Eigenwertproblem
im Vergleich zu den Ergebnissen von Frau Weger verbessert.

Abschlieffend wurden die Transmissionseigenwerte bestimmt, indem die Matrizen der
Einfach- und Doppelschichtoperatoren mit pg = 1 und p; = 4 angelehnt an ein Paper
von Cakoni und Kress (vgl. [2]) kombiniert und deren nichtlineare Eigenwerte bestimmt
wurden.

Die berechneten Eigenwerte waren im Vergleich zur Arbeit von Frau Weger deutlich
genauer. Im Vergleich mit den Finite Elemente Methoden aus [5], [10] und [14] erhélt
man fiir einen Kreis mit der konstanten und linearen Dichte vergleichbare Eigenwerte
und mit der quadratischen Dichte genauere. Fiir einige Eigenwerte erhielt man sogar
Eigenwerte, die sehr nahe an denen der Method of Fundamental Solutions lagen. Die
Eigenwerte fiir die Ellipse wurden ebenfalls mit der Method of Fundamental Solutions
verglichen. Hier stimmten jedoch meistens nur zwei bis drei Nachkommastellen iiberein.

Ausblick

Bei der Berechnung der Transmissionseigenwerte fiir die Ellipse muss mit weiteren Test-
fallen gepriift werden, ob man fiir groflere Eigenwerte oder andere Ellipsenparameter
genauere Eigenwerte berechnen kann.

Insgesamt sollten fiir alle Operatoren und Eigenwerte weitere Parameter getestet werden.
Auflerdem konnten noch andere Gebiete als der Kreis und die Ellipse untersucht werden.
Um fir die Doppelschichtpotentialoperatoren das Problem der notwendigen Vergrofie-
rung von ¢ bei steigender Anzahl an Kollokationspunkten n; zu vermeiden, konnte man
versuchen, die Singularitaten mittels Singularitdtensubtraktion zu beseitigen.

Im Bereich der Parallelisierung konnen noch weitere Codeabschnitte parallelisiert wer-
den. Die Berechnung von Ag,, und A; ,, konnte z. B. noch weiter beschleunigt werden,
indem auch das Losen des Gleichungssystems (Berechnung von F(v(yp;))™!) und die
Multiplikation parallelisiert werden. Zuséatzlich konnten auf einem Rechner mit mehr als
vier Kernen, die Anzahl der Arbeiter gesteigert werden.
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