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Zusammenfassung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde eine Software entwickelt, die die Struktur von
Porosen Transportschichten (PTLs) iiber ein kugelbasiertes Geometriemodell nachbilden
soll. PTLs werden bei der Produktion von Wasserstoff in Elektrolyseuren eingesetzt und
spielen dort eine wichtige Rolle beim Gas- und Wassertransport. Um die Leistungsfahigkeit
von Elektrolyseuren zu verbessern, sollen die Transportprozesse innerhalb einer PTL tiber
Transportsimulationen untersucht werden. Dabei sollen auch die nachgebildeten Struktu-
ren zum Einsatz kommen.

Das Programm erstellt Kugelpackungen aus Kugeln einer vorgegebenen Grolenverteilung.
Eingabeparameter sind die Dimension einer Kugelpackung, die Radienverteilung und ein
Uberlappungskriterium pyyeriap als Grenze fiir das maximale relative iiberlappende Volu-
men zwischen zwei Kugeln. Die Aufgabe in der vorliegenden Bachelorarbeit war es, die
Software zu erstellen, die in der Software angewendete Methodik zu beschreiben und die
mit der Software generierten Kugelpackungen zu untersuchen.

Das Generieren einer Kugelpackung erfolgt iiber einen Sedimentationsalgorithmus, der die
Kugeln nacheinander platziert. In den einzelnen Sedimentationsschritten werden zu einem
zufallig vorgegebenen Radius mogliche Kugelpositionen berechnet. Dabei kommt zunéchst
ein geometrisches Verfahren zur Berechnung einer beriihrenden Kugelposition und, falls
dies nicht moglich ist, ein Verfahren zur Berechnung einer tiberlappenden Kugelposition
zum Einsatz. Im Methodikteil der Arbeit wird der Sedimentationsalgorithmus erlautert
und die beiden Verfahren zur Berechnung einer Kugelposition beschrieben.

Bei der Untersuchung der generierten Kugelpackungen konnte festgestellt werden, dass die
Wahl des Uberlappungskriteriums Poverlap die Struktur der Kugelpackung verandert. Je
hoher poyeriap gewdhlt ist, desto mehr Kugeln werden in einer Kugelpackung platziert und
desto geringer ist die Porositéit der nachgebildeten Struktur. Zudem konnte gezeigt werden,
dass die Wahl von pyyeriqp die Richtungen zwischen direkt benachbarten Kugeln und somit
die Anordnung der Kugeln innerhalb der Kugelpackung verandert.
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1 Motivation

1.1 Einsatz von Porosen Transportschichten in
Elektrolyseuren

Bei der Elektrolyse wird durch den Einsatz von elektrischen Strom Wasserstoff produ-
ziert. Dafiir wird bei der sogenannten Polymer-Elektrolyt-Membran-Elektrolyse (PEM-
Elektrolyse) Wasser an einer fiir Protonen durchlissigen Membran aufgespalten. Neben
dieser Membran sind porose Transportschichten (porous transport layer, PTL) ein weite-
res Bauteil von Elektrolysezellen in der PEM-Elektrolyse. Die PTLs werden sowohl auf
der Anoden- als auch auf der Kathodenseite eingesetzt und spielen eine wichtige Rolle im
Gas-Wasser-Transport.

Auf der Anodenseite wird Wasser durch eine PTL zur Polymer-Elektrolyt-Membran hin-
transportiert. An der Membran wird das Wasser aufgespalten. Es entsteht Sauerstoff und
es werden jeweils vier Elektronen und Protonen freigesetzt. Der entstandene Sauerstoff
wird auf der Anodenseite aus der Zelle heraus transportiert. Die Protonen wandern durch
die protonendurchléassige Membran zur Kathodenseite. Dorthin gelangen zudem die Elek-
tronen durch den aufleren Stromkreis. Auf der Kathodenseite entsteht dann durch die
Reaktion der Protonen und Elektronen Wasserstoff [1].

Fiir eine kontinuierliche Wasserstoffproduktion muss die Membran stets gewéssert sein und
entstehende Gase miussen schnell abtransportiert werden. Fiir eine effiziente Elektrolyse
ist also eine gleichméflige Wasserversorgung und eine effiziente Gasabfuhr notig. Beide
Transportprozesse, Wasserzufuhr und Gasabfuhr, finden innerhalb einer PTL statt. Um
Elektrolyseure weiterzuentwicklen und ihre Leistungsfihigkeit zu optimieren, miissen die
Transportprozesse innerhalb der PTL betrachtet werden. Da die Struktur einer PTL die
Transportprozesse und somit auch die Elektrolyseleistung beeinflusst, werden die PTL und
Merkmale ihrer Struktur wie Porositit und Permeabilitiat Gegenstand wissenschaftlicher
Untersuchungen [2].

Eine porose Transportschicht besteht zum Beispiel aus gesintertem Titanpulver [1]. Der
Querschnitt einer PTL aus solch einem gesinterten Material ist in Abbildung darge-
stellt. Die Aufnahme ist mit einem Nano-CT-Gerét entstanden. Es ist eine pordse Struktur
aus kugelformigen Partikeln unterschiedlicher Grofie erkennbar. Dabei sind die Querschnit-
te der einzelnen Partikel nicht klar abgrenzbar, sondern iiberlappen sich. Der Partikeldurch-
messer liegt im pm-Bereich.
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Abbildung 1.1: Schnittbild eines Titan-Sinterkérpers mit einem Zeiss Xradia Nano-CT (Quelle:
Deepjyoti Borah, IEK-14).

1.2 Kugelbasiertes Geometriemodell

Im Rahmen des Software-Technik-Projekts (SWT-Projekt) [3] wurde ein Programm , Ku-
Pa 1¢ (Kugelpackung 1) zum Erzeugen einer Kugelpackung entwickelt, um ein irreguléres
kugelbasiertes Modell zu entwickeln, das in Kenngrofien wie der Porositidt mit der realen
PTL-Struktur iibereinstimmt. Uber dieses kugelbasierte Geometriemodell wurde versucht,
die Struktur einer gesinterten PTL nachzubilden. Das Programm kann Querschnitte durch
die generierte kugelbasierte Struktur als Schwarz-Weif-Bildserie generieren. Eine Bildserie
kann dann genutzt werden, um die Transportprozesse innerhalb eines Elektrolyseurs zu
simulieren.

Die iiber das SWT-Programm generierten Kugelpackungen sind mit Kugeln befillte qua-
derformige Rdume und bestehen aus Kugeln gleicher Grofle, die sich bertihren. Eine Kugel-
packung wird tiber einen Sedimentationsalgorithmus generiert. Ein ahnlicher Sedimentati-
onsalgorithmus wurde von A. Elsner [4] beschrieben. Zundchst wird eine Initialisierungs-
ebene erzeugt, in der die Kugeln in versetzten Gitterpositionen mit geringen Abstdnden
angeordnet werden. Die Kugeln dieser Initialisierungsebene werden aus ihren Gitterposi-
tionen heraus zuféllig in x-, y- und z-Richtung verschoben und bilden die unterste Schicht
der Kugelpackung. Uber der Initialisierungsebene entsteht dann eine Kugelpackung.

Das Fiillen des Raums mit Kugeln erfolgt in einzelnen Sedimentationsschritten. Um die
Schwerkraft nachzubilden, wird in jedem Schritt der Sedimentation eine Kugel an der nied-
rigsten moglichen Kugelposition der Kugelpackung platziert. Eine mogliche Kugelposition,
die auch als Pocket bezeichnet wird, ist ein Punkt innerhalb des quaderférmigen Raumes,
an dem eine neue Kugel so platziert werden kann, dass sie drei bereits platzierte Kugeln
beriihrt. Die Sedimentation endet, wenn der gesamte Raum mit Kugeln gefiillt ist.

Die iiber das SWT-Programm erzeugten Kugelpackungen weisen andere Porositaten auf,
als sie in realen PTLs aus gesintertem Titan ermittelt werden konnten [2]. Wéhrend die er-
mittelten Porositden realer Strukturen zwischen 26 und 34% lagen, weisen die generierten
Strukturen Porositaten von tiber 40% auf. Aufbauend auf das SWT-Projekt wurde daher
ein Postprocessing entwickelt, durch das die Kugeln einer Kugelpackung zuféllig vergro-
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Bert werden, bis eine gewiinschte Porositat erreicht wurde. Durch das zuféllige Vergrofiern
entsteht eine Uberlappung der sich urspriinglich berithrenden Kugeln einer Kugelpackung.
Zudem sind die Kugeln anschlieSfend unterschiedlich grofl. Beide Effekte sind dabei er-
wiinscht, denn anhand der Aufnahmen einer realen PTL (siche Abbildung ist zu
erkennen, dass die Partikel der pordsen Struktur von verschiedener Groéfle sind und sich
iiberlappen.

Eine mit dem SWT-Programm generierte Kugelpackung der Dimension 700x600x200 ist in
Abbildung dargestellt. Die Dimension orientiert sich dabei an der Grofe realer PTLs,
wie sie von D. Borah 2| untersucht wurden. Die Einheit der Dimensionen ist daher pm. Die
Kugeln sind entsprechend ihrer Radien eingefarbt. Vor dem zufilligen Vergroflern der ein-
zelnen Kugeln hatten alle Kugeln den Radius 10. Nach dem Vergroflern treten Kugelradien
etwa im Intervall [10; 15] auf. Insgesamt sind in einer mit diesen Parametern generierten
Kugelpackung ungefidhr 12.000 Kugeln enthalten. In der Abbildung [I.2a]ist die Unterseite
der Kugelpackung abgebildet. Die Gitterstruktur der Kugeln in der Initialisierungsebene
ist erkennbar. Die Kugeln der oberen Schichten scheinen hingegen zufillig angeordnet zu
sein (siche Abbildung [1.2D)).

Kugeldurchmesser
Kugeldurchmesser

(a) Unterseite der Kugelpackung. (b) Oberseite der Kugelpackung.

Abbildung 1.2: Kugelpackung der Dimension 700x600x200 pm?® mit Kugeln unterschiedlicher
Grofe erzeugt mit dem SWT-Programm und visualisiert in Paraview. Die Kugeln sind entspre-
chend der Grofle ihrer Radien eingefirbt.

Im Rahmen der Seminararbeit wurde tberprift, ob die Kugeln einer Kugelpackung
tatsachlich irreguldr angeordnet sind, indem die Verteilungen von Richtungen zwischen
den Mittelpunkten direkt benachbarter Kugeln untersucht wurden. Direkt benachbarte
Kugeln sind Kugeln, die sich beriithren oder tiberlappen. Es wurde angenommen, dass
eine irreguldre Anordnung von Kugeln innerhalb einer Kugelpackung bedeutet, dass die
Richtungen gleichmafBig verteilt sind. Da es in den untersuchten Samples jedoch Richtungen
gab, die besonders haufig innerhalb einer Kugelpackung auftraten, konnte eine irregulére
Anordnung im Sinne von gleichméfig verteilten Kugeln nicht bestatigt werden. Es traten
allerdings auch nicht ausschliefllich bestimmte Richtungen auf. Die Anordnung der Kugeln
konnte daher auch nicht als regular bewertet werden.

Zusatzlich konnte gezeigt werden, dass die Initialisierungsebene Einfluss auf die Richtungen
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in den untersten Schichten einer Kugelpackung hat. Es wurde aulerdem die Vermutung
aufgestellt, dass die Gitterstruktur der Kugeln in der Initialisierungsebene fiir das haufige
Auftreten bestimmter Richtungen in der gesamten Kugelpackung verantwortlich ist, da
die gleich groflen Kugeln schichtweise in die Liicken der Initialisierungsebene einsinken
und somit eine neue Kugelschicht bilden. Das Einsinken von Kugeln in eine Schicht konnte
insgesamt zu einer schichtweisen Anordnung der Kugeln iiber die gesamte Kugelpackung
fithren.

Vor dem Hintergrund des Anwendungskontextes erscheint es sinnvoll, ein weiteres kugelba-
siertes Geometriemodell ,KuPa 2 zu entwickeln, das mit Kugeln unterschiedlicher Grofie
arbeitet, denn es ist das Ziel, ein Modell zu entwickeln, das in Struktur und Merkmalen
wie der Porositdt mit einer realen PTL tbereinstimmt. Da Nano-CT-Aufnahmen einer
realen PTL-Struktur Partikel unterschiedlicher Grofie vermuten lassen, sollte das Modell
zur Nachbildung mit Kugeln verschiedener Grofle arbeiten.

1.3 Ziel und Aufbau der Arbeit

Es ist das Ziel, eine Software zur Erstellung von Kugelpackungen aus Kugeln unterschied-
licher Grofle zu entwickeln, um mit den Kugelpackungen die pordsen Strukturen von realen
PTLs nachzubilden. Generierte und reale Struktur sollen in Kenngrofien wie der Porositét
iibereinstimmen. Wéhrend bei der Vorgiangervariante ,KuPa 1¢ Kugeln gleicher Grofie
nach der Platzierung zuféllig vergroflert wurden, sollen die Kugeln nun bereits bei der
Platzierung unterschiedliche Radien haben. In der Regel sollen die Kugeln dabei so platziert
werden, dass sie einander beriihren.

Um eine iibereinstimmende Porositét von realer und nachgebildeter Struktur zu erreichen,
konnen die einzelnen Kugeln der Kugelpackung im Postprocessing zuféllig vergrofiert wer-
den, bis eine gewiinschte Porositat erreicht wird. Die Porositédt ® ist das Verhaltnis aus
Hohlraumvolumen Vy und dem Raumvolumen Vi des zu fillenden Korpers (siehe For-
mel . Durch das Vergroflern der einzelnen Kugeln sinkt das Hohlraumvolumen Vy und
somit auch die Porositat. Durch das Vergrofern der Kugeln tritt auflerdem der Nebeneffekt
auf, dass sich die Kugeln der Kugelpackung nicht mehr nur bertihren, sondern sich an ihren
Réandern auch tiberlappen.

Vi

o= -4
Vr

(1.1)
Vor dem Hintergrund, dass sich die Kugeln nach dem Vergréfiern im Postprocessing oh-
nehin iiberlappen, soll eine Uberlappung von Kugeln bereits beim Generieren der Kugel-
packung méglich sein, solange die Uberlappung eine festgelegte Toleranzgrenze nicht tiber-
schreitet. Die Platzierung von sich beriihrenden Kugeln soll dabei bevorzugt werden. Die
Moéglichkeit zur Platzierung von iiberlappenden Kugeln dient dem Abfangen einiger Félle,
in denen die Platzierung einer Kugel an einer bestimmten Position der Kugelpackung ohne
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Uberlappung nicht moglich wire. Fiir die Berechnung von beriihrenden und iiberlappenden
Kugelpositionen sind zwei verschiedene Verfahren notwendig.

In der vorliegenden Arbeit sollen nun die hinter der Software ,,KuPa 2° liegende Methodik
vorgestellt und die mithilfe der Software erstellten Kugelpackungen untersucht werden. Zu
Beginn wird dafiir der Sedimentationsalgorithmus zum Erstellen der Kugelpackung erlau-
tert, bei dem die einzelnen Kugeln nacheinander platziert werden. Anschliefend wird die
Berechnung einer Pocketposition beschrieben. Hierfiir werden ein geometrisches Verfah-
ren zur Berechnung einer bertihrenden Kugelposition und ein Verfahren zur Berechnung
einer iiberlappenden Kugelposition vorgestellt. AuSerdem wird beschrieben, wie die Uber-
lappung berechnet und als Entscheidungskriterium fiir die Auswahl von Kugelpositionen
genutzt wird. Es folgt eine Vorstellung moéglicher Sonderfélle, bei denen die Berechnung ei-
ner Kugelposition nicht oder nur iiber das Verfahren zur Berechnung einer iiberlappenden
Kugelposition moglich ist, sowie die Beschreibung der fiir die Kugelradien verwendeten
GroBenverteilungen.

Anschlielend sollen die mithilfe der entwickelten Software ,KuPa 2“ generierten Kugel-
packungen hinsichtlich ihrer Porositat und Struktur untersucht werden. Die Porositat soll
iiber das Pixelzdhlen in Schwarz-Wei-Bildserien bestimmt werden, die Querschnitte durch
eine Kugelpackung abbilden. Die Struktur der Kugelpackungen soll analysiert werden, in-
dem wie in der Seminararbeit [5] die Richtungen zwischen benachbarten Kugeln untersucht
werden. Zudem soll der Einfluss des Verfahrens zur Berechnung einer iiberlappenden Ku-
gelposition berechnet werden.
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Das Programm ,KuPa 2“ zum Erzeugen von Kugelpackungen aus Kugeln mit vorgege-
bener Groflenverteilung ist in drei Teilprogramme aufgeteilt. In der Initialisierung wird
eine Initialisierungsebene als unterste Ebene der Kugelpackung erstellt. Dieser erste Teil
konnte weitestgehend aus dem SWT-Programm [3] ,KuPa 1“ iibernommen werden. Im
zweiten Teil ist der Sedimentationsalgorithmus (siehe Kapitel zum Erzeugen der Ku-
gelpackung implementiert. Im Postprocessing, dem dritten Teil, kann die Porositdat der
Kugelpackung durch zufélliges Vergroflern der Kugeln angepasst werden. Zudem werden
Kugellisten und eine Schwarz-Wei-Bildserie, die Querschnitte durch die Kugelpackung
darstellt, als Ausgabedateien erzeugt. Die Initialisierung und das Postprocessing sind in
Java implementiert, der Sedimentationsalgorithmus in Python.

2.1 Sedimentationsalgorithmus

Im Programm ,KuPa 2“ zum Generieren einer Kugelpackung wird angelehnt an Elsner
[4] ein Sedimentationsalgorithmus genutzt. Hierbei wird ein meist quaderformiger Korper
schrittweise mit Kugeln befiillt. Das Prinzip dieses Algorithmus wurde bereits im Software-
Technik-Projekt (SWT-Projekt) [3] zum Erzeugen einer Kugelpackung aus gleichgrofien
und sich nicht iiberschneidenen Kugeln genutzt. Wie in Kapitel beschrieben, bildet die-
ses Programm , KuPa 1¢ die Vorarbeit fiir diese Bachelorarbeit. Aus dem SWT-Programm
konnte daher die Initialisierung weitestgehend tibernommen werden.

Bei der Initialisierung wird mit der sogenannten Initialisierungsebene eine unterste Schicht
aus Kugeln angelegt, die den Boden des zu fiillenden Korpers bilden soll. Wahrend Els-
ner beschreibt, dass die Kugeln der untersten Schicht zufillig platziert werden und sich
nicht {iberlappen, ist im entwickelten Programm eine Uberlappung méglich und die Kugeln
werden gitterformig angeordnet. Ausgehend von ihrer Gitterposition werden die Kugelmit-
telpunkte zufallig in x-, y- und z-Richtung verschoben.

Die Zufallsvariable R reprasentiert die verschiedenen Kugelradien, die einer vorgegebenen
Grofenverteilung folgen. Zur Berechnung der Abstdnde der Kugeln in der Gitterstruktur
wird der Erwartungswert E[R] der Kugelradien genutzt. Durch die Platzierung von Kugeln
mit Radien groer als E[R] sowie die zuféllige Verschiebung der Positionen ist es moglich,
dass sich Kugeln in der Initialisierungsebene iiberlappen. Da die Kugeln im Postprocessing
gegebenenfalls vergroflert werden, um eine vorgegebene Porositit zu erhalten, stellt eine
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Uberlappung von Kugeln eine bewusste Abweichung zum Algorithmus von Elsner dar. Wie
groB das von der Uberlappung betroffene Kugelvolumen ist, wird nicht iiberpriift. In der
Anwendung kann aber ein zusétzlicher Abstand der Kugeln in der Gitterstruktur relativ
zum Erwartungswert fiir den Kugelradius angegeben werden und somit Einfluss auf die
GroBenordnung der Uberlappung genommen werden.

Bei der Wahl des Abstandes zwischen den Gitterpositionen gilt es, einen Kompromiss aus
iiberlappenden Kugeln in der Initialisierungsebene und grofien Liicken zwischen den Kugeln
der Initialisierungsebene zu finden. Dass Kugeln der Initialisierungsebene sich tiberlappen,
tritt vor allem dann auf, wenn benachbarte Kugeln der Initialisierungsebene grofle Radien
haben. Zudem koénnen die Kugeln durch die zufillige Verschiebung der Positionen ndher
zusammenriicken. Ob dabei eine Grenze fiir eine maximale relative Uberlappung eingehal-
ten wird, wird nicht iiberpriift. Grofie Liicken in der Initialisierungsebene konnen hingegen
auftreten, wenn benachbarte Kugeln kleine Radien haben. Zudem kénnen die Kugeln sich
hier durch die zufillige Verschiebung der Positionen weiter voneinander entfernen.

In Abbildung[2.T]ist eine der generierten Initialisierungsebenen dargestellt. Die Kugeln sind
entsprechend ihrer Radien eingefarbt, die im dargestellten Beispiel einer Gleichverteilung
folgen. Sowohl eine Uberlappung zwischen mehreren Kugeln mit groBen Radien und weitere
Abstande zwischen Kugeln mit kleineren Radien sind erkennbar.

Abbildung 2.1: Initialisierungsebene aus Kugeln mit gleichverteilten Radien im Intervall [7; 10]
der Dimension 200x200.

Nach der Initialisierung werden schrittweise die einzelnen Kugeln platziert. Im von Elsner
beschriebenen Algorithmus folgen die Kugeln dabei den Richtungen eines Kraftfeldes, bis
sie eine stabile Position erreichen. Eine stabile Position liegt zum Beispiel vor, wenn die zu
platzierende Kugel des aktuellen Simulationsschritts mindestens drei bereits vorhandene
Kugeln bertihrt. Dieser Prozess soll an die Sedimentation erinnern.

Auch im entwickelten Programm werden die einzelnen Kugeln schrittweise platziert. Daftir
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gibt eine Zufallsvariable den Radius 7 der zu positionierenden Kugel vor. Die Zufallsvariable
folgt einer vorgegebenen Verteilung. Welche Verteilungen genutzt werden, wird in Kapitel
beschrieben. Unter allen moéglichen Positionen fiir eine neue Kugel wird die mit der
niedrigsten z-Koordinate ausgewahlt, um dort die Kugel mit dem Radius r zu platzieren.
Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis der gesamte Raum mit Kugeln befillt ist und
eine vollstandige Kugelpackung entstanden ist.

Fir die Positionierung einer Kugel wurde die Idee der stabilen Kugelposition von Elsner
iibernommen. Eine neue Kugel kann genau dort platziert werden, wo sie mindestens drei
bereits vorhandene Kugeln beriihrt. Das bedeutet, eine mogliche Kugelposition wird aus
drei bereits platzierten Kugeln und dem vorgegebenen Radius r berechnet. Dabei muss an
der berechneten Position eine Kugel mit Radius r genau so platziert werden konnen, dass
sie die drei bereits platzierten Kugeln jeweils bertihrt.

Aus Laufzeitgriinden sollen nicht in jedem Sedimentationsschritt fiir einen vorgegebenen
Radius r alle moglichen Kombinationen aus drei bereits platzierten Kugeln zu Berechnung
einer neuen Kugelposition durchgegangen werden. Weil zum Beispiel drei Kugeln zu weit
entfernt voneinander liegen, kommen nicht alle der Kombinationen fiir die Postionierung
einer neuen Kugel infrage. Die Positionierung von Kugeln basiert im Programm daher auf
sogenannten Pockets.

Der Begriff der Pocket wird angelehnt an die Beschreibung von Bennett [6] verwendet.
Bennett hat Kugelpackungen aus Kugeln gleicher Grofle konstruiert, indem einzelne Ku-
geln jeweils schrittweise an Positionen, an denen sie drei bereits platzierte Kugeln beriih-
ren, hinzugefiigt wurden. Definiert wird eine Pocket von ihm als ein Punkt, der von drei
Kugelmittelpunkten exakt einen Kugeldurchmesser entfernt liegt und zu allen weiteren
Kugelmittelpunkten einen Abstand von mindestens einem Kugeldurchmesser hat.

In der vorliegenden Arbeit wird der Begriff der Pocket auch fiir Kugelpackungen aus Kugeln
unterschiedlicher Grofle genutzt. Eine Pocket ist dabei ein moglicher Mittelpunkt fiir eine
neue Kugel mit vorgegebenen Radius 7, an dem die neue Kugel so platziert wird, dass sie
drei bereits platzierte Kugeln beriihrt. Sie ist somit eine mogliche Position fiir eine neue
Kugeln und lasst sich aus drei gegebenen Kugeln und dem Radius r berechnen. Um eine
Pocket zu berechnen, sind neben dem Radius r der neuen Kugel also genau drei bereits
platzierte Kugeln notig.

Kombinationen aus drei bereits platzierten Kugeln, die fiir die Positionierung einer neuen
Kugel, also der Berechnung einer Pocket, infrage kommen, werden in einer Pocketliste ge-
speichert. In jedem Sedimentationsschritt werden fiir einen vorgegebenen Radius r nur die
in der Pocketliste angegebenen Kombinationen durchgegangen. In Abhéngigkeit von der
Positionierung der drei Kugeln und dem vorgegebenen Radius ist eine Pocketberechnung
nicht immer moglich. Von den Pockets, die berechnet werden konnten, wird diejenige mit
der niedrigsten z-Koordinate ausgewahlt und an dieser Stelle die neue Kugel platziert.
Anschliefend wird die Pocketliste aktualisiert und der néchste Iterationsschritt startet.
Konnte mit dem vorgegebenen Radius keine Kugel platziert werden, startet der néachste
Sedimentationsschritt mit einem neuen Radius. Der Algorithmus endet, wenn die Pocketlis-
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te leer ist und somit keine weiteren Kugeln mehr platziert werden konnen. Der Rechenweg
zur Pocketberechnung wird in Kapitel beschrieben.

In der Pocketliste werden alle Kombinationen aus drei Kugeln gespeichert, die fiir die
Berechnung einer Pocket infrage kommen. Nach der Platzierung einer neuen Kugel mit
dem Radius r muss die Pocketliste aktualisiert werden. Die drei Kugeln, anhand derer die
Position der letzten neuen Kugel berechnet wurde, werden als mogliche Kombination fiir
eine Pocket geloscht. Gleichzeitig entstehen neue Kombinationen aus drei Kugeln fiir mog-
liche Kugelpositionen. An diesen neuen Kombinationen sind die neue Kugel und jeweils
zwei bereits platzierte Kugeln beteiligt. Um die Kombinationen zu ermitteln, die fiir eine
Pocketberechnung infrage kommen, werden alle Paare aus Kugeln durchgegangen, deren
Absténde zur neuen Kugel mit dem Radius r in x-, y- und z-Richtung jeweils kleiner sind,
als 3+ Tyaz + 7. Tmaz ist dabei der maximale Radius einer Kugel. Um die Léange der Pocket-
liste zu begrenzen, werden Kombinationen verworfen, deren berechnete Kugelposition zu
einem vorgegeben Radius r auBerhalb der Raumdimensionen liegt oder zu einer zu grofien
Uberlappung (siehe Kapitel mit einer der bereits platzierten Kugeln fiithrt.

Insgesamt ist die Laufzeitkomplexitdt des Algorithmus abhéngig von der Dimension des
Raumes und den Kugelradien. n,, n,, n, seien die Eingabegréfien fir die x-, y- und z-
Dimension der Kugelpackung in Relation zum Kugelradius. Die Laufzeitkomplexitat zur
Berechnung aller Kugeln in einer Kugelpackung liegt in O(n,)-O(n,)-O(n,) (siehe Formel
. Fiir jede Kugel in einer Kugelpackung muss zudem die gesamte Pocketliste durch-
gegangen werden. Die Laufzeit fiir das Durchgehen der Pocketliste fiir eine Kugel kann
abgeschétzt werden iiber O(n,) - O(n,) (siehe Formel 2.2)), denn die Lénge der Liste ist
vor allem abhéngig von der Grofle der Grundfliche der Kugelpackung. Die Gesamtlaufzeit
lisst sich dann als Produkt dieser Laufzeiten ausdriicken (siehe Formel [2.3)).

fAnzahlderKugeln = O(n:c) : O(”y) : O(”z) (21)
fAnzahlderPockets = O(n:r) ' O(”y)
fgesamt = fAnzahlderKugeln : fAnzahlderPockets = O(ni) : O(”Z) . O(nz) (23
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2.2 Berechnung der Pocketposition

2.2.1 Geometrisches Verfahren

Fiir die Platzierung einer neuen Kugel in der Kugelpackung miissen mogliche Positionen fiir
diese neue Kugel berechnet werden. Solche moéglichen Positionen werden Pockets genannt
und fiir eine neue Kugel mit vorgegebenen Radius r4 anhand von drei bereits platzierten
Kugeln berechnet. Die neue Kugel K, soll so positioniert werden, dass sie die drei bereits
platzierten Kugeln K, K5 und K3 jeweils beriihrt. /7, K5 und K3 miissen sich jedoch nicht
zwingend beriihren. Jede Kugel K; wird eindeutig beschrieben durch ihren Mittelpunkt
M; = (x;,y;,2;) im dreidimensionalen Raum und einen Radius r;.

Von allen bereits platzierten Kugeln eignen sich nicht alle Kombinationen aus drei Kugeln
zur Berechnung einer Pocket fiir den Radius r4. Ein Grund kann zum Beispiel die Posi-
tionierung dieser drei Kugeln zueinander sein, zum Beispiel wenn die drei Mittelpunkte
auf einer Geraden liegen. Ein weiterer Grund kénnen zu grofle Abstdnde zwischen K,
K5 und K3 sein. Zur Beschreibung des geometrischen Verfahrens wird angenommen, dass
die vier Radien und die drei Kugelpositionen von K;, Ky und K3 so gewéhlt sind, dass
eine Positionierung von K, mit vorgegebenen Radius r4 unter der Nebenbedingung, K,
bertihrt jeweils K, Ky und K3, moglich ist. Fiir die Falle, bei denen eine Platzierung
unter der Bedingung, K, beriihrt jeweils K7, Ky und K3, nicht moglich ist, wird auf das
spater beschriebene Verfahren zur Berechnung einer iiberlappenden Kugelposition und die
Darstellung verschiedener Sonderfille verwiesen (siehe Kapitel .

Gegeben sind fiir die Berechnung einer Pocket die Mittelpunkte M;, Ms; und M3 sowie
die Radien 71, o und r3 der drei bereits platzierten Kugeln und ein vorgegebener Radius
ry fir die neue Kugel, deren mogliche Position berechnet werden soll. Gesucht wird der
Mittelpunkt M, der neuen Kugel.

Abbildung 2.2: Kugelmittelpunkte M7, My, M3 und M, bilden eine Pyramide nach der Plat-
zierung einer neuen Kugel.

Ausgangspunkt des geometrischen Verfahrens ist die Uberlegung, dass nach einer Positio-

10
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nierung der Kugel K, im Raum ein allgemeines Tetraeder bzw. eine Pyramide als Kérper
mit vier Eckpunkten und insgesamt vier dreieckigen Seitenflichen entsteht (siehe Abbil-
dung . Die vier Kugelmittelpunkte M; bis M, bilden die Eckpunkte dieser Pyramide.
Die Kantenlédngen der Seitenfliche entsprechen dann den Abstdnden zwischen den jeweili-
gen Kugelmittelpunkten. Die Berechnung einer Pocket funktioniert genau dann, wenn sich
aus den Abstanden a, b und ¢ (siehe Formeln - und den addierten Radien o', ¢’
und ¢ (siehe Formeln — sechs Kantenlangen ergeben, aus denen sich eine Pyramide
bilden lasst. Zur Unterstiitzung der Beschreibung des geometrischen Verfahrens dienen die
Abbildungen - [2.8b] Dort werden die einzelnen Verfahrensschritte in aufeinander auf-
bauenden Teilabbildungen dargestellt. Im Anhang [B]sind die einzelnen Teilabbildungen in
aufbauender Reihenfolge erneut aufgefiihrt.

a = [[M, — A5 (2.4)
b= [|Ms — M| (2.5)
c = [|My — M;| (2.6)
a =ry+73 (2.7)
V=rs+r (2.8)
d=ry+m (2.9)

Abbildung 2.3: Geometrisches Verfahren - Visualisierung Pocketberechnung Teil 1: My, My
und M3 spannen die Grundfliche der Pyramide auf.

Die Mittelpunkte M;, Ms und M3 spannen eine Ebene F im dreidimensionalen Raum
auf und bilden die Grundfliche der Pyramide (siche Abbildung [2.3). In dieser Ebene E
liegt der Punkt Hy, von dem aus ein zu E senkrechter Vektor der Lange h zur Spitze der
Pyramide fiihrt. Die Spitze ist die gesuchte Position M, und A ist die Hohe der Pyramide
(siehe Abbildung . Das geometrische Verfahren funktioniert auch dann, wenn alle vier
Mittelpunkte in einer Ebene liegen, auch wenn die Punkte M; bis M, dann keine Pyramide
bilden. In diesem Fall betragt die Hohe der Pyramide Null.

11
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Abbildung 2.4: Pyramide mit den Kugelmittelpunkten M;, My, Ms und M, als Eckpunkte mit
der Hohe h.

Zur Berechnung von M, wird mit der Vorstellung gearbeitet, dass die Seitenflichen der
Pyramide so aufgeklappt sind, dass sie in der Ebene E liegen, in der auch die Grundfliche
der Pyramide liegt (siche Abbildung . Dabei sind die Positionen der Dreiecksspitzen
P41, Py, und P,3 nicht bekannt, dafiir aber alle Seitenléngen der aufgeklappten Dreiecke,
die den Kantenldngen der Pyramide entsprechen. Die Seitenlangen a, b und c lassen sich
als Abstédnde zwischen den Mittelpunkten M7, My und M3 berechnen (siche Formeln —
und bilden jeweils eine Grundlinie der drei aufgeklappten Seitenflichen, wahrend o,
b’ und ¢ die addierten Radien von K, mit jeweils einer der Kugeln K7, K; und K3 sind

(siehe Formeln [2.7]- 2.9).

MS.
o""‘..‘- a'
S R
a' . ’ . -
s y \‘
< ’
o . . s Pso
43 J + b
Cr +
r
’
] Y
A o 'IC
s
bl“ ". . ’
- 1
- ! .
8- = - /L ‘e
. a *
1\‘ ’ M2
’
‘u‘ A
b v' \
P

Abbildung 2.5: Geometrisches Verfahren - Visualisierung Pocketberechnung Teil 2: Grundflache
und drei aufgeklappte Seitenflichen der Pyramide.

Der néchste Schritt des Verfahrens wird fiir eine der drei aufgeklappten Seitenflichen be-

schrieben und bei der Berechnung fiir die anderen beiden Seitenflaichen analog ausgefiihrt.
Die Bezeichnungen der Linien und Punkte beziehen sich auf das Dreieck D; in Abbildung
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. Uber den Kosinussatz (siehe Formel [2.10)) kann fiir die aufgeklappte Seitenfliche an-

hand der drei Seitenlangen a, b’ und ¢’ der Winkel o zwischen der Grundlinie a des Dreiecks

und genau einer Seitenldnge berechnet werden.

o = (ZT’CCOS(

M3
’O'.‘.N~
' o% 4s .‘n.a
a', - ¢ -~
phg y \‘
@ ’
o . . . Pso
43 ’ s b
Cr +
’
’
] Y
A . 'l c
s
bl“ : . ’
Y ' ST
S . !
e U o
M1QG a >’ M
. of 2
o D1 v,
bl \/"C

(a) Winkel o im Dreieck D, tiber Kosinussatz

zu bestimmen.

a2+b/2_cl2
2-a-V

MS
»".‘.."'-
o° 5% ~.a
a' " 0 tea
L4 r A Y
o A
I
b ’ " °, P42
43 . b
Cr Y
[}
¥
" 24 1 C
' ’ y l’
b+ ' SR
. ! S o

(2.10)

(b) Sy als Schnittpunkt zwischen Hohe und
Grundlinie von Dj.

Abbildung 2.6: Geometrisches Verfahren - Visualisierung Pocketberechnung Teil 3 und 4.

In der Abbildung liegt der Winkel v am Punkt M. Dieser Punkt M, der Punkt Py,
und der Punkt S; bilden ein rechtwinkliges Dreieck (Abbildung[2.6b]), wobei die Seitenlénge
zwischen Pj; und S; der Hohe der aufgeklappten dreieckigen Seitenfliche der Pyramide
entspricht. S; liegt auf der Geraden der Grundlinie zwischen M; und M,. Mithilfe des
Kosinus fiir rechtwinklige Dreiecke kann die Seitenlange p,; zwischen S7 und M; bestimmt
werden (siehe Formel und anschlieffend die Position von S; (siehe Formel . Sy

und S3 (siehe Abbildung [2.7a und [2.7b)) kénnen analog bestimmt werden (siehe Formeln

P.1212.13 und R-15/2.16).

Ps1
Ps2

= cos(a) -

cos(B) -

ps3 = cos(y) - d

Sy = My + L.
|| M M|

Sy = M.

Sz =Mz + —=-"
|| M3 M|

|| My M|

M, My

M M;

(2.11)
(2.12)
(2.13)

(2.14)
(2.15)

(2.16)
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Abbildung 2.7: Geometrisches Verfahren - Visualisierung Pocketberechnung Teil 5 bis 8.

Sy, Sy und Ss sind jeweils der Aufpunkt einer Geraden (sieche Formeln - mit ei-
nem Richtungsvektor, der senkrecht zur Grundlinie des jeweiligen aufgeklappten Dreiecks
und in der Ebene F liegt (siehe Abbildung . Diese Geraden gi, g2 und g3 konnen je-
weils als Schnittgerade zwischen zwei Ebenen interpretiert werden (siehe Abbildung [2.7d)).
Die eine Ebene ist die Ebene E und in der anderen Ebene, die wiederum senkrecht zu F
steht, muss jeweils My liegen. Dies kann veranschaulicht werden, indem die aufgeklapp-
ten Seitenflichen der Pyramide solange eingeklappt werden, bis sich die drei Spitzen der
dreieckigen Seitenflichen beriithren. Der Punkt, an dem sich die Spitzen der Seitenflichen
bertihren, ist der gesuchte Punkt M,. Wahrend des Prozesses des Einklappens bewegen
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sich die Spitzen der Seitenflichen in der jeweiligen Ebene.

|

g1 - T = Sl + /\1 . (’fi X M1M2> (217)
ga T = SQ + >\2 . (7_?: X M2M3> (218)
gs = Sg + )\3 : (ﬁ X M1M3> (219)

Als néchstes wird der Schnittpunkt H, der drei Geraden ¢y, go und g3 bestimmt. Dieser
muss der LotfuBlpunkt der Pyramide sein, der in der Ebene E und senkrecht unterhalb der
Spitze der Pyramide liegt. Im Programm wird jedoch kein Schnittpunkt berechnet, sondern
ein LotfuBpunkt von windschiefen Geraden, da aufgrund der Floating-Point-Arithmetik
kein Schnittpunkt existieren muss, sondern die Geraden mit sehr geringem Abstand an-
einander vorbeilaufen kénnen.
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(a) M, als Mittelpunkt der neuen Kugel (b) Pyramide mit den Eckpunkten My, Mo,
senkrecht iiber H. M3 und My.

Abbildung 2.8: Geometrisches Verfahren - Visualisierung Pocketberechnung Teil 9 und 10.

Senkrecht tiber Hy muss M, liegen (siche Abbildung [2.8a)). Der Abstand von Hg und
M, entspricht der Hohe h der Pyramide. Die Hohe h wird iiber die Volumenformel des

allgemeinen Tetraeders von Leonhard Euler (siehe Formeln - [2.26)) bestimmt. Die
Position M, kann nun ausgehend tiber den Aufpunkt H, in Richtung des Normalenvektors

1 von E mit Abstand h bestimmt werden (sieche Formel 2.27)). M;, Ms, M3 und M, bilden
eine Pyramide (siehe Abbildung [2.8b)).

15



2 Methoden

fa=+ 2+ 4% —a® - a” (2.20)
fr=a*+d*+ &+ b= ? (2.21)
fo=a>+a?+b*+b% - —? (2.22)
5:a2'b2'02+a2‘b/2‘C/2+a/2'b2'cl2+(ll2'bl2'C2 (223)
1
V:E'\/@2'a/2'fa+b2'bl2'fb+c2'cl2'fc_5 (2.24)
1
A:Z-\/(a+b+c)-(—a+b+0)-(a—b+c)'(a+b—0) (2.25)
h:?"AV (2.26)
h
ml

Wenn h grofler 0 ist, stehen am Ende zwei verschiedene Positionen fiir M, in Abhéngigkeit
von der Richtung, von der aus ab H, gegangen wird, zur Auswahl. Der eine Punkt liegt
sozusagen oberhalb von F, der andere unterhalb. Im Programm wird immer der Punkt mit
der hoheren z-Koordinate ausgewahlt, da davon ausgegangen wird, dass die Kugelpackung
von unten nach oben befillt wird und die Kugelpackung dementsprechend nach oben
wachsen soll, nicht nach unten.

2.2.2 Verfahren zur Berechnung von iiberlappenden Kugelpositionen

Mit dem geometrischen Verfahren wurde bereits ein Verfahren zum Berechnen einer Pocket
anhand von drei bereits platzierten Kugeln K, K5 und K3 vorgestellt. Das geometrische
Verfahren berechnet die neue Kugelposition zu einem vorgegebenen Radius r4 unter der
Bedingung, dass die neue Kugel so platziert wird, dass sie Ky, Ky und K3 jeweils beriihrt.
Die Positionierung unter der Bedingung, K4 beriihrt K;, K5 und Kj, ist nicht moglich
(siche Kapitel , wenn der in Formel beschriebene Wurzelterm sich nicht berechnen
lisst, weil der Radikand negativ ist. Eine Uberlappung von Kugeln soll gleichzeitig grund-
satzlich moglich sein (siehe Kapitel . Daher sollen iiber ein weiteres Verfahren mogliche
Kugelpositionen berechnet werden konnen, bei denen K4 mindestens eine der drei Kugeln
Ki, Ky und Kj tberlappt. Eine schwebende Platzierung einer Kugel soll nicht moglich
sein. Das bedeutet, dass zwischen K und den drei anderen Kugeln kein Abstand sein darf
(siche Formeln [2.2§)-[2.30)). Die Kugeln miissen sich entweder beriihren oder tiberlappen.

| My = Myl| <71+ 74 (2.28)
[[May — Myl| <ra+14 (2.29)
||M3 — M4|| S T3 + T4 (230)
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Umgesetzt wird diese Idee, indem zunéchst versucht wird, die Kugelposition zu einem
vorgegebenen Radius r, aus drei bereits platzierten Kugeln tiber das beschriebene geome-
trische Verfahren zu berechnen. Falls dies jedoch nicht mdoglich ist, soll versucht werden,
unter Beibehaltung des Radius 74 eine Position fiir die neue Kugel so zu berechnen, dass
sie K1, Ky und K3 beriihrt oder tiberlappt. Die Positionen und Radien von K, K, und
K3 bleiben dabei unverandert.

Zur Berechnung einer iiberlappenden Position wurden zwei Varianten erarbeitet. Fiir bei-
de Verfahren ist der Einstiegspunkt die Formel bei der Berechnung der Hoéhe des
allgemeinen Tetraeders, dessen Eckpunkte die vier Kugelmittelpunkte M; bis M, sind.
Die Verfahren starten jeweils, wenn sich der in Formel 2.24] beschriebene Wurzelterm nicht
berechnen lasst, da der Radikand negativ ist. Die Kugel lasst sich dann nicht so platzieren,
dass sie Ky, Ky und K3 bertiihrt. Die im Folgenden beschriebene Berechnung stellt einen
Versuch dar, die Kugel dennoch zu platzieren.

Der Radikand sei durch die Funktion in Formel dargestellt. a, b und ¢ sind jeweils die
Abstdnde zwischen den Kugelmittelpunkten von K, K, und K3 (siehe Formel -
und 7y, ro und r3 die Kugelradien von K, K und Kj3. Die Variable x der Funktion steht
fiir den Radius r4. Die Formel entspricht dem nach r4;-Potenzen geordnetem Radikanden

aus Formel 2.241

w(x) = % apy + T - bpy + Cpq (2.31)
mit
Apg= a* (B + —a+ri+rs+4rs- (ri+19—13))

+ 0% (AP + =+ +rs 4 (r3 T — 1))

+ (@ =ity (31— 1))

—a®- (ri 4+ Arry +13) — b2 (13 +Argrs +13) — - (13 FArrs + i) (2.32)
bpg = 2a°r3- (B* 4+ —a*+r]+715 — 715 +7r3-(r+ 19 —13))

+20%r - (@ = b i s — i (r3 by — 7))

+2¢%ry - (AP + 0 =P+ 134 — s+ (r3 11— 1))

— 20117y - (11 4+ 19) — 20719y - (r3 4+ 19) — 2¢* i3 - (3 +11)) (2.33)
Cpg= @13 (PP 4+ —a*+ri+15—13) + 0 (@ 4+ =0 +rh s — )

+ 3 (a® + 0 — s+ — 1) — a’b St — a*rivs — birars — cPrir: (2.34)

Variante: minimaler Uberlapp

Bei der ersten Variante wird ein iteratives numerisches Verfahren zur Berechnung einer
Kugelposition genutzt. Die vierte Kugel wird dabei so platziert, dass sie mindestens eine
der drei anderen Kugeln K, K, oder K3 iiberlappt und der Uberlapp minimal wird. Ein
Abstand zwischen der neuen Kugel und einer der anderen Kugeln darf nicht entstehen. Es
handelt es sich um ein Minimierungsproblem in drei Variablen mit Nebenbedingungen. Die
drei Variablen sind die Koordinaten der Position der vierten Kugel. Zusétzlich gilt es, die
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Nebenbedingungen zu beachten, dass der jeweilige Abstand zwischen K, zu den anderen
Kugeln nicht groBer werden darf, als die addierten Radien (siche Formeln - 2.30)).

Als Minimierungsverfahren wird der Constrained Optimization BY Linear Approximation-
Algorithmus (COBYLA) genutzt, der tber die scipy.optimize.minimize()-Funktion aus
der Python SciPy-Bibliothek [7] als Methode zur Verfigung steht. Der Funktion werden
eine zu minimierende Funktion, ein Startwert und die Nebenbedingungen iibergeben. Die
zu minimierende Funktion berechnet das tiberlappende Volumen zwischen K, und den
anderen drei Kugeln. Als Startwert wird die in der z-Koordinate leicht vergroflerte Position
Hg aus dem geometrischen Verfahren tibergeben (siehe Abbildung .

Variante: Nullstellensuche der Wurzelfunktion

Bei der zweiten Varianten wird der Kugelradius so gewéhlt, dass der Radikand aus der
Berechnung des Pyramidenvolumens (siehe Formel nicht mehr negativ ist, sondern
Null betrédgt. Es handelt sich daher um eine Nullstellensuche der Funktion w(z) aus Formel
2.31] also eine Nullstellensuche in einer Variablen. Die Nullstelle ist ein neuer Radius e,

Die Berechnung der Kugelposition erfolgt mit dem neu bestimmten Radius r,,, anhand
des geometrischen Verfahrens, eine ggf. folgende Platzierung der Kugel an dieser Position
erfolgt jedoch mit dem urspriinglichen Radius r4. Hierbei gilt es zu beachten, dass ein
Radius 7, kleiner sein muss als der vorgegebene Radius 74, um die Nebenbedingungen,
dass es keine Abstdnde zwischen K, und den anderen drei Kugeln darf, einzuhalten. Es
wird also eine Kugelposition mit 7,., < r4 berechnet, sodass K, die Kugeln K, Ky und
K3 beriihrt. Bei einer tatsachlichen Platzierung einer Kugel mit dem Radius ry > 7rpe4
an dieser berechneten Position, wird K, die Kugeln K, Ky und K3 tiberlappen. Wenn
hingegen eine Kugelposition mit r,., > r4 berechnet wiirde, sodass die vierte Kugel die
drei anderen Kugel bertiihrt, dann miisste an dieser Position eine Kugel mit dem kleineren
Radius r, schwebend platziert werden. Eine Anderung des Radius von 74 in 7., wird
nicht vorgenommen, da die Kugelradien insgesamt einer vorgegebenen Verteilung folgen
sollen.

Fiir die Nullstellensuche wird die pg-Formel zum Loésen von quadratischen Glei-
chungen genutzt, denn die Funktion w(z) ist ein Polynom vom Grad zwei. Ist dabei die
Diskriminante D der pg-Formel negativ, so hat w(x) keine reelle Nullstelle. Da bereits w(x)
an der Stelle r4 negativ ist, gilt w(z) < 0 Va € R und es kann kein passender Radius
gefunden werden. Ist D positiv bzw. gleich Null, dann hat w(x) zwei bzw. eine Nullstelle.
Von den erhaltenen Nullstellen wird diejenige ausgewahlt, die groBer Null und kleiner ry
und dabei ndher an r4 liegt. Ist keine der beiden Nullstellen grofier Null und kleiner ry,
dann kann fiir die Kombination unter dem vorgegebenen Radius r, keine Kugel platziert
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werden.

b b 2
1.9 = — P + (pq) - @ (235)

Auswabhl eines Verfahrens

Erste Versuche, die beiden Varianten anzuwenden, haben Laufzeitvorteile bei der Nullstel-
lensuche gezeigt. Bei dem Laufzeitvergleich wurden 28 Testfalle fiir die Kugelpositionen
My, My und M3 und die Radien 7, r9, r3 und ry4 erstellt. In elf von diesen 28 Fallen kann
die vierte Kugel iiber das geometrische Verfahren so platziert werden, dass sie K, Ky und
K3 beriihrt, in den anderen 17 Féllen ist dies nicht moglich und das jeweilige Verfahren
zur Berechnung einer iiberlappenden Kugelposition kommt zum Einsatz. Auch diese Ver-
fahren finden nicht in allen Féllen eine Position fiir K. Fiir den Laufzeitvergleich wurden
alle Testfalle jeweils tiber 100 und 1000 Wiederholungen ausgefiihrt. Das Ergebnis ist in
Tabelle dargestellt. Die Laufzeittests beider Verfahren zeigen, dass die Optimierung des
Uberlapps die etwas mehr als fiinffache Zeit gegeniiber der Nullstellensuche benotigt.

Tabelle 2.1: Laufzeiten in Sekunden des Optimierungsverfahrens in drei Variablen und der
Nullstellensuche in einer Variablen bei 100 bzw. 1000 Wiederholungen aller 28 Testfille.

Anzahl Wiederholungen ‘ Optimierungsverfahren Nullstellensuche
100 6,46 1,24
1000 64,73 12,51

Der Grund fiir die Laufzeitunterschiede ist die Art des jeweiligen Verfahrens zur Be-
rechnung einer iiberlappenden Kugelposition. Das Verfahren zum Finden eines optimalen
Uberlapps arbeitet numerisch, wihrend die Nullstellensuche analytisch erfolgt. Das itera-
tive Optimierungsverfahren zum Finden einer Kugelposition mit minimalem Uberlapp ist
ein dreidimensionales Problem, da fiir die optimale Position die x-, y- und z-Koordinate
bestimmt werden miissen. Zudem miissen die Nebenbedingungen iiberprift werden. Die
Nullstellensuche zum Ermitteln eines passenden Radius ist hingegen eine eindimensiona-
le Problemstellung und kann analytisch gelost werden. Zudem hat die Komplexitat der
Probleme Auswirkungen auf die Anzahl der Funktionsauswertungen. Beim Optimierungs-
verfahren lag die Anzahl der Funktionsauswertungen in den iiberpriiften Testfdllen meis-
tens zwischen 50 und 100, in einigen Ausnahmen betrug sie sogar mehrere Hundert. Bei
der Nullstellensuche ist hingegen nur eine Funktionsauswertung notig, da es sich um die
analytische Berechnung der pg-Formel handelt.

Aufgrund der hohen Laufzeiten des Optimierungsverfahren ist dieses aus Anwendungssicht
nicht geeignet. Eine moglichst geringe Laufzeit ist in der Anwendung unbedingt notwendig,
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da das gewahlte Verfahren bei der Berechnung moglicher Kugelpositionen sehr oft aufgeru-
fen wird. Die Anzahl der Aufrufe liegt bei den fiir die Auswertung gewéahlten Parametern
(siehe Kapitel bei iiber eine Million. Da sich die Kugeln am Ende ohnehin iiberlappen
sollen und die Porositat durch Vergrofiern der Kugeln im Postprocessing angepasst wird,
ist das Finden einer optimalen Uberlappung auch nicht zwingend erforderlich. Wichtig
ist, dass die Uberlappung innerhalb einer Toleranzgrenze bleibt. Dies kann durch beide
Varianten erreicht werden.

Fiir den Laufzeitvorteil wiirde bei der Nullstellensuche der Nachteil in Kauf genommen
werden miissen, dass nicht alle Félle, bei denen eine Positionierung mit Uberlappung mog-
lich ware, aufgelost werden konnen. Eine ndhere Beschreibung zu einem solchen Fall folgt
in der Beschreibung der Sonderfille (siche Kapitel [2.4)).
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2.3 QualitiatsmaB Uberlappung

Die Kugeln in einer Kugelpackung sollen in der Regel so platziert werden, dass sie sich
bertihren. Daher wird eine mégliche Kugelposition fiir eine neue Kugel K aus drei bereits
platzierten Kugeln K, Ky und K3 berechnet, sodass K4 die drei Kugeln K7, Ky und K3
beriihrt. Eine Uberlappung von Kugeln innerhalb einer Toleranzgrenze soll jedoch moglich
sein. Dieser sogenannte Uberlapp kommt an zwei Stellen im Algorithmus zum Einsatz.
Zum einen soll es, wie im Verfahren zur Berechnung von tiiberlappenden Kugelpositionen
beschrieben, moglich sein, eine vierte Kugelposition aus drei bereits platzierten Kugeln so
zu berechnen, dass die vierte Kugel eine oder mehrere der drei anderen Kugel iiberlappt
(siehe Kapitel . Zum anderen soll eine Kugel an einer berechneten Position platziert
werden konnen, wahrend sie irgendeine der umliegenden Nachbarkugeln tiberlappt. Dies
miissen nicht nur die zur Berechnung der Position M, genutzten Kugeln K, K oder K3
sein.

Die Uberlappung wird relativ als Verhiltnis von iiberlappendem Volumen zum Kugelvo-
lumen einer an der Uberlappung beteiligten Kugel berechnet. Ist der berechnete relative
Uberlapp groBer als eine in den Eingabeparametern der Software frei wihlbare Toleranz-
grenze Poveriap € [0; 1], kann an der berechneten Position keine Kugel platziert werden.

.

Abbildung 2.9: Querschnitt durch zwei sich schneidende Kugeln mit der eingezeichneten
Schnittebene Fg.

Damit sich zwei Kugeln tiberlappen, muss der Abstand d(M;,M,) zwischen den beiden
Kugelmittelpunkten kleiner sein als ihre addierten Radien r; und . Wenn der Betrag der
Differenz der Radien |r; — 73| groBer ist als der Abstand d(M;,Ms) zwischen den Mittel-
punkten, befindet sich die kleinere der beiden Kugeln mit ihrem vollstandigen Volumen
innerhalb der grofleren Kugel. Zwei Kugeln haben daher eine gemeinsame Schnittebene Fg

(siche Abbilung [2.9)), wenn die Bedingung in Formel gilt.

[ry — ro| < d(My,Ma) <11 +19 (2.36)
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Um das iiberlappende Volumen zwischen zwei Kugeln mit den Mittelpunkten M; =
(x1,y121) und My = (x9,ys,22) und den Radien 7 und ry zu berechnen, muss die Ebene
FEs der beiden Kugeln bestimmt werden, in der der Schnittkreis der beiden Kugeln liegt
(siche Abbildung . Hierfir werden die beiden Kugelgleichungen (siche Formeln -
gleichgesetzt. Das Ergebnis ist die Gleichung der Ebene Eg (sieche Formel in
Normalform mit dem Normalenvektor ||7g,|| (siche Formel [2.40).

(-2 +(y—y)?+(z—2) =1} (2.37)
(x—22)*+ (y— 1) +(z—2)2 =13 (2.38)

Es:(2-(v1—22) 2+ (2 - (1 —v2) y+(2- (21 — 22) - 2
R o i T o 1 (2.39)
InEg|| =2 [|My — M| (2.40)

Mithilfe der Hesseschen Normalform kénnen die Abstdnde dg, und dgs der beiden Kugel-
mittelpunkte zur Ebene Fg bestimmt werden:

2 (My, My — My) — || My|]? + || Mo||* — r} — 13
d :‘ 9.41
2 (My. M; — M) — || M;]]? Mo||2 — r2 — 2
dm:’ (Mo, My — M) — || My|? + || M2 — v — 13 (2.42)
2 || My — M|

Anhand dieser Abstdnde und mithilfe der Formeln fiir Kugelvolumen und Kugelsegmente
Viks1 und Vigo (siehe Formeln n - ) kann dann das iiberlappende Volumen U der
beiden Kugeln berechnet werden:

s
VKSl = g . (7’1 — dE1)2 . (37”1 — (7’1 — dEl)) (2 43)
™
VKSQ = g . (7”2 — dE2)2 . (37’2 — (7"2 — dEQ)) (2 44)
Viks1i + Viksa @ dgi < d(Mq,My) und  dgo < d(Mq,M,)
U=} Vks1+ (3712 — Vksa) : dgi > d(M, M) und dgs < d(My,My)
(%7‘(‘ N — VKSI) +Vikga : dp1 < d(Ml,MQ) und dgo > d(Ml,Mg)

(2.45)

Es wurde ein Uberlappkriterium implementiert, bei dem die Uberlappung zwischen zwei
Kugeln betrachtet wird. Nachdem eine neue Kugelposition M, fiir eine Kugel mit dem
Radius 74 berechnet wurde, muss iiberpriift werden, ob die Uberlappung einer Kugel K,
die an der berechneten Position M, mit dem Radius r, platziert werden wiirde, zu ihren
Nachbarkugeln innerhalb der frei wahlbaren Grenze poyeriqp liegt. Das bedeutet, zwischen
der Kugel K, und jeder ihrer Nachbarkugeln darf das Verhaltnis aus tiberlappendem Vo-
lumen und dem Volumen der jeweiligen Nachbarkugel nicht groer sein als poyeriqp. Zudem
darf auch das Verhéltnis aus iiberlappendem Volumen und dem Volumen der Kugel K4
nicht grofler sein als poveriap-
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Mathematisch kann dies folgendermaflen beschrieben werden: Sei ngyeriap die Anzahl der
bereits platzierten Kugeln, die sich mit der neuen Kugel K, iiberlappen wiirden, und
O = {04, ...,0n,,,..,} sei die Menge der Kugeln, die sich mit K, iiberlappen wiirden.
Die Menge O kann auch die Kugeln K, K5 und K3 enthalten, anhand derer die Position
fiir K4 berechnet wurde. U; sei das uberlappende Volumen zwischen O; und K, und V; das

Volumen der Kugel O;. V4 sei das Volumen von K. Damit die neue Kugel K, tatsiachlich

an der berechneten Position platziert werden kann, muss Vi € {1,... Noyeriap} gelten:
U
Vi S poverlap <246)
Ui
S DPoverla 2.47
VK4 P ( )
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2.4 Sonderfialle

Eine mogliche Kugelposition wird aus drei bereits platzierten Kugel K, K5 und K3 sowie
einem vorgegebenen Radius 7, berechnet. Nicht bei allen Kombinationen aus drei Kugeln
der bereits generierten Kugelpackung kann eine neue Kugel mit vorgegebenem Radius so
platziert werden, dass diese K1, K5 und K3 beriihrt. Griinde hierfiir konnen zum Beispiel zu
grofle Abstédnde zwischen K7, K5 und K3 sein oder die Lage von K7, K3 und K3 zueinander.
Auch eine tiberlappende Positionierung der neuen Kugel zu einem vorgegebenen Radius
r4 ist in einigen Féllen nicht moéglich. Anhand von Beispielen werden mogliche Félle im
Folgenden beschrieben.

Abstand zwischen drei Kugeln zu grof3

Als erstes werden zwei Félle vorgestellt, bei denen die drei Kugeln K;, Ky und K3 so
angeordnet sind, dass die einzelnen Abstédnde zwischen jeweils zwei der drei Kugeln passend
waren fiir eine Platzierung einer Kugel K4 mit vorgegebenem Radius r4, aber der Abstand
aller drei Kugeln untereinander zu grof ist. Die Kugelpositionen und Radien zu diesen
beiden Féllen sind in Tabelle dargestellt und in den Abbildungen [2.10a] und [2.11a]
visualisiert.

Tabelle 2.2: Beispielpositionen M; und -radien r; fiir die Sonderfille A1 und A2 mit zu groflem
Abstand zwischen drei Kugeln fiir die vierte Kugel mit vorgegebenen Radius 4.

Kugel 1 Kugel 2 Kugel 3 Kugel 4

» M1 1 » Mg 9 Mg T3 T4

Fall A1 | (0;0;0) 11](4;0;0) 1| (2;3,46;0) 1 1
Fall A2 | (0;0;0) 1] (4;0;0) 1]|(22,0001;0) 1 1

(a) Kugeln K1, Ko und Kj. (b) Schwebende Kugel K4 hinzugefiigt.

Abbildung 2.10: Darstellung der Kugelpositionen Ky, Ko, K3 und K4 im Sonderfall Al. Die
Position von K4 wurde handisch bestimmt.
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Im Fall A1 (siehe Abbildung sind die Kugeln zu weit voneinander platziert, um
die vierte Kugel K4 mit ry = 1 zu platzieren. K4 kann nicht K;, Ky und K3 gleichzeitig
berithren und darf aber auch nicht schwebend platziert werden. Abbildung [2.10D)] zeigt, wie
die blaue Kugel mit dem Radius r4 = 1 schwebend im Raum héngt, ohne Kontakt zu
einer der drei anderen Kugeln.

Die Rechnung fiir diesen Fall bricht bei der Berechnung der Hohe der durch die Mittel-
punkte M, My, M und M, gebildeten Pyramide ab. w(z) (siche Formel - ist
an der Stelle z = ry = 1 kleiner Null und die berechneten Nullstellen sind x; ~ 1,31
und zo ~ —3,31 (siehe Abbildung . Somit ist x5 < 0 und xy > r4. Da der Radius zur
Berechnung der vierten Kugelposition nicht vergréflert werden soll, wiirde ein solcher Fall
im Sedimentationsschritt mit dem aktuellen Radius r4 ignoriert werden und in spéteren
Schritten fiir groflere vorgegebene Radien wieder als Moglichkeit zur Positionierung einer
Kugel in Betracht gezogen werden.

Bei dem anderen Fall A2 (siehe Abbildung [2.11a)) ist der Abstand zwischen K;, K und
K3 hingegen nur etwas zu grofl, um dort eine Kugel mit dem vorgegeben Radius ry, =
1 zu platzieren. 1 ~ 1,0000000025 liegt als eine der beiden Nullstellen von w(x) mit
|z1 — ry| &~ 2,5-107 nahe dem vorgegebenen Radius 4, = 1. In der Abbildung m ist
die Nullstelle z; daher auch nicht erkennbar grofler als r4 und auch in Abbildung
ist nach dem héndischen Hinzufiigen einer weiteren Kugel an der Position My = (2,0,0)
mit dem Radius r; = 1 optisch kein Abstand zu den anderen drei Kugeln erkennbar. Da
aber x; > ry gilt, wird in dieser Kombination von Kj, K5 und K3 zu dem vorgegebenen
Radius r4 = 1 keine Kugel platziert.

(a) Kugeln K1, Ko und Ks. (b) Manuell hinzugefiigte Kugel Kj.

Abbildung 2.11: Darstellung der Kugelpositionen Ky, Ko, K3 und K4 im Sonderfall A2. Die
Position von K4 wurde handisch bestimmt.

Beide Beispiele haben genau eine Nullstelle x; grofler als Null. Erst Kugeln mit einem
Radius jeweils grofler diesem Wert z; konnten so platziert werden, dass sie Ky, Ky und
K3 bertihren. Negative Radien sind nicht moglich. Daher werden negative Nullstellen im
Folgenden nicht weiter beriicksichtigt.
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GroBe und kleine Kugeln

Die Kugelpositionen und -radien fiir die Beispiele der néchsten Sonderfélle sind in Tabelle
[2.3]aufgefiihrt. Die Beispiele B1 bis B3 veranschaulichen mogliche Sonderfélle, wenn Kugeln

mit deutlichen Grofienunterschieden kombiniert werden.

Tabelle 2.3: Beispielpositionen M; und -radien r; fiir die Sonderfille B1, B2 und B3 mit grofien

und kleinen Kugeln.

Abbildung 2.12: Funktion w(z) fiir die Sonderfille A1 und A2.

Kugel 1 Kugel 2 Kugel 3 Kugel 4
M1 1 T2 M3 T3 T4
Fall B1 | (0; 0; 0) 15| (31;0;0) 16 | (14,9677; 5,6539; 0) 1 2,7
Fall B2 | (0; 0;0) 6| (7;0;0) 1| (1,8117; 6,7615; 0) 1 10
Fall B3 | (0; 0; 0) 10| (12;0;0) 2 (0; 11; 0) 1 20

(a) Kugeln K]_, K2 und K3.

Abbildung 2.13: Darstellung der Kugelpositionen K, Ko, K3 und K4 im Sonderfall B1.

Im Fall B1 (siehe Abbildung [2.13a)) sind zwei grofle und eine kleine Kugel so platziert, dass
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sie einander bertihren. Es soll eine weitere kleine Kugel mit dem Radius r4 = 2,7 platziert
werden. K4 kann jedoch nicht so positioniert werden, dass sie K, K5 und K3 bertihrt. Die
Hohe der Pyramide, deren Eckpunkte die Kugelmittelpunkte M;, M,, M3 und M, sind,
kann nicht berechnet werden, da der Radikand aus der Berechnung der Pyramidenhohe,
also die Funktion w(z) an der Stelle z = ry = 2,7, negativ ist (siche Abbildung [2.14).
w(x) hat die Nullstellen z; ~ 2,507 und z5 ~ 0,538. Nur Kugeln mit einem Radius in
dem Intervall [0,538;2,507] konnen so platziert werden, dass sie K;, K3 und K3 bertihren.
Beide Nullstellen sind kleiner als der urspriinglich vorgegebene Radius 4, = 2,7 und jeweils
grofer Null. Die groflere der beiden Nullstellen wird ausgewéhlt, da sie ndher an r, = 2,7
liegt, und die Kugelposition M, fiir eine Kugel mit dem Radius 7,., = 1 = 2,507 mit
dem geometrischen Verfahren berechnet. An der Position M, wird dann eine Kugel mit
dem Radius ry = 2,7 > rpe. =~ 2,507 platziert, wenn eine iiber die Eingabeparameter
der Software frei wahlbare Toleranzgrenze des iiberlappenden Volumens eingehalten wird.
Die neue Kugel wird die drei anderen Kugeln iiberlappen, da die Position fiir eine Kugel
K, mit kleinerem Radius berechnet wurde, so dass diese K;, Ky und K3 beriihrt, aber
schliefllich eine grofiere Kugel platziert werden soll. In dem vorliegendem Beispiel betragt
das durchschnittliche iiberlappende Volumen von K, zu den drei anderen Kugeln ungefahr
1,95 - 107°.

In Abbildung sind alle vier Kugeln dargestellt. Die neu platzierte Kugel K, ist blau.
Von den beiden groflen Kugeln K; und K, ist jeweils nur ein Ausschnitt abgebildet, um
eine nahere Darstellung des tiberlappenden Bereichs zu erhalten.
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0.4 1

0.2 1

0.0
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0.0 a5 10 15 2.0 2.5 30

Abbildung 2.14: Funktion w(z) fiir den Sonderfall B1.

Im Fall B2 (siehe Abbildung soll zu einer groflen und zwei kleinen Kugeln eine
weitere grofle Kugel hinzugefiigt werden. Die beiden kleinen Kugeln M, und M3 bertihren
dabei jeweils die grole Kugel M; und sind auf der Oberflache der grofien Kugel verteilt. Der
Winkel zwischen den Strecken M;Ms und M; M3 betragt dabei 75°. Unter dem gegebenen
Radius 4 = 10 kann keine neue Kugel so platziert werden, dass sie K7, K5 und K3 beriihrt.
Auch in diesem Fall bricht die Berechnung ab, da w(x) an der Stelle z = ry = 10 negativ
ist. Eine Nullstelle von w(x) ist z; &~ 15,681 (siehe Abbildung [2.1€]). Die andere Nullstelle
ist negativ. Das bedeutet, nur Kugeln mit einem Radius grofler als z; ~ 15,681 kénnten
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anliegend an K, Ky und K3 platziert werden. Da aber r, = 10 kleiner ist als diese
Grenze r; ~ 15,681 wird in diesem Fall keine Kugelposition berechnet. Die Kombination
Ky, Ky und K3 wiirde im laufenden Programm aber fiir spiatere Sedimentationsschritte
zum Positionieren einer Kugel mit grofferem Radius in Frage kommen.

(a) Kugeln K7, Ko und Kj. (b) Kugeln K, Ky, K5 und Kjy.

Abbildung 2.15: Darstellung der Kugelpositionen K7, K, K3 und K4 im Sonderfall B2. Position
von K, wurde iiber die Methode des minimalen Uberlapps berechnet.
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Abbildung 2.16: Funktion w(z) fiir den Sonderfall B2.

In der Theorie ware es in diesem Beispiel moglich, die Kugel K, mit dem Radius r4 = 10
iiberlappend zu K7, Ky und K3 zu platzieren. Eine mogliche Losung hierzu ist in Abbil-
dung dargestellt, wobei von der neu platzierten blauen Kugel K4 nur ein Ausschnitt
abgebildet ist. Die abgebildete Position der Kugel K4 wurde hier mit dem Verfahren zur
Berechnung einer Kugelposition mit minimalem Uberlapp (siehe Kapitel berechnet.
Mit der im Programm verwendeten Nullstellensuche kann das Verfahren jedoch keine Po-
sition finden. Wiirde r,,., = x1 ~ 15,681 gewahlt werden, dann wiirde eine Position M,
fiir eine vierte Kugel mit dem Radius 15,681 berechnet werden. Wenn an dieser Position
M, eine Kugel mit Radius r4, = 10 platziert werden wiirde, dann héatte diese Kugel keinen
Kontakt zu Kl; K2 und Kg.
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Dieses Beispiel zeigt, dass das gewéhlte Verfahren nicht in der Lage ist, alle Félle mit
einer iiberlappenden Positionierung aufzulésen, auch wenn eine iiberlappende Positionie-
rung grundsatzlich moglich wéare. In der Anwendung stellt dies jedoch kein Problem dar,
da die Kombination K5, K, und K3 als Moglichkeit zur Positionierung einer Kugel mit
groflerem Radius in einem spéateren Sedimentationsschritt erhalten bleibt. Zudem wird die
geometrische Berechnung einer Kugelposition mit K beriihrt K, Ky und K3 bevorzugt.

Ein dhnliches Beispiel ist der Fall B3 (siche Abbildung [2.17a)). Auch hier soll zu einer
groflen und zwei kleinen Kugeln eine weitere grofie Kugel hinzugefiigt werden. Die beiden
kleinen Kugeln bertihren jeweils die grofle Kugel und sind mit einem Winkel von 90° auf
der Oberfldche der groflen Kugel verteilt. Mit dem vorgegebenen Radius r4 = 20 kann
keine Kugel so platziert werden, dass sie Ky, Ky und K3 beriihrt.

Im Gegensatz zum Fall B2 hat dieses Beispiel jedoch mit ;1 ~ —12,005 und x5 ~ —73,157
nur negative Nullstellen (siche Abbildung [2.17b]). Nur im Intervall von [—73,157; —12,005]
ist die Funktion w(z) grofer als Null. Negative Radien sind jedoch nicht moglich. Daraus
folgt, dass zu der Kombination von K;, K, und K3 keine Kugel ohne Uberlappung platziert
werden kann. Im laufenden Programm werden K7, Ky und K3 daher nicht als mogliche
Kombination zur Positionierung einer neuen Kugel betrachtet.
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(a) Kugeln K7, K2 und K3 im Sonderfall B3. (b) Funktion w(z) fiir den Sonderfall B3.

Abbildung 2.17: Kugelpositionen Ki, Ky und K3 sowie die Funktion w(z) im Sonderfall B3.

Drei Kugeln nahe einer Geraden

Im Folgenden werden drei Sonderfille vorgestellt, bei denen die Mittelpunkte M7, My und
M3 der drei vorgegebenen Kugeln ein stumpfwinkliges Dreieck bilden bzw. nahe oder auf
einer Geraden liegen und die Kugelradien so gewahlt sind, dass sich keine Kugel mit dem
vorgegebenen Radius r4 platzieren lasst. Die Kugelpositionen und -radien sind in Tabelle

aufgefiihrt.

Im ersten Beispiel C1 (siche Abbildung [2.18a)) haben alle Kugeln den gleichen Radius
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Tabelle 2.4: Beispielpositionen M; und -radien r; fiir die Sonderfélle C1, C2 und C3 bei denen
K1, Ko und K3 in einem stumpfwinkligen Dreieck so angeordnet sind, dass sich keine Position
der Kugel K4 mit dem Radius r4 berechnen lésst.

Kugel 1 Kugel 2 Kugel 3 Kugel 4
Ml 1 M2 T2 M3 T3 T4
Fall C1 | (0; 05 0) 1 (3,666; 0; 0) 11(1,833;08,0) 1 1
Fall C2 | (0; 0; 0) 0,5 | (1,9667; 0,7364; 0) 1,5 (6; 0; 0) 2 3,5
Fall C3 | (0; 0; 0) 2 (3; 0; 0) 1 (6; 0; 0) 2 6

r = 1. Die Kugelmittelpunkte M;, My und M3 bilden ein stumpfwinkliges Dreieck und
liegen somit nahe einer Geraden. Die Berechnung der Pocketposition M, bricht bei der
Berechnung der Hohe der Pyramide ab, da w(x) an der Stelle x = r, = 1 negativ ist. Die
Funktion hat die Nullstelle z; = 1,5 und eine negative Nullstelle 25 < 0 (siche Abbildung
2.19). Da x1 > ry ist, wird fiir diese Kombination aus K7, Ky und K3 mit dem Radius
ry = 1 keine Pocketposition berechnet.

(a) Kugeln K7, K5 und Kj. (b) Manuell hinzugefiigte Kugel.

Abbildung 2.18: Darstellung der Kugelpositionen K1, Ko, K3 und K4 im Sonderfall C1. Position
von K4 wurde hindisch bestimmt.

Analog zum Beispiel C1 verhélt es sich mit dem néchsten Beispiel C2, das in Abbildung
dargestellt ist. Es handelt sich jedoch um ein Beispiel mit Kugeln unterschiedlicher
Grofle. Die Kugelmittelpunkte liegen nahe einer Geraden und die Berechnung der Pocket
bricht ab, da w(x) an der Stelle x = ry = 0,5 negativ ist. Fiir das Beispiel C2 hat die
Funktion w(z) die Nullstelle x; ~ 16,475 und eine negative Nullstelle (sieche Abbildung
[2.20D)). Keine der beiden Nullstellen befindet sich im Intervall |0; 74]. Fiir den vorgegebenen
Radius r4, = 0,5 wird daher keine Pocket aus K7, K5 und K3 berechnet.
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Abbildung 2.19: Funktion w(z) fiir den Sonderfall C1.
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(a) Kugeln K3, K3 und K3 im Sonderfall C2. X
(b) Funktion w(x) fir den Sonderfall C2.

Abbildung 2.20: Kugelpositionen Kj, Ky und K3 sowie die Funktion w(z) im Sonderfall C2.

Das letzte Beispiel C3 (siehe Abbildung behandelt den Fall, dass die drei Kugeln K7,
K5 und K3 auf einer Gerade liegen. Die Vektoren M; M, und M; M3 sind dann parallel,
ihr Kreuzprodukt ist der Nullvektor. Dass die drei Kugeln exakt auf einer Gerade liegen,
ist sehr unwahrscheinlich. Beim Generieren einer Kugelpackung wird aber die Methode

zum Berechnen einer Pocket sehr oft aufgerufen, bei einer Kugelpackung der Dimension
200x200x200 mit Kugelradien im Intervall [7; 10] mehrere Millionen Mal.

7] < 107° (2.48)

Da die Berechnung einer Pocket mithilfe des geometrischen Verfahrens in dem Fall, dass
K1, Ky und K3 auf einer Geraden liegen, nicht moglich ist, wird der Fall bei der Berechnung
des Normalenvektors 77 der Ebene E abgefangen, indem die Norm des Normalenvektors
gepriift wird (siehe Formel. Wenn die drei Kugeln auf einer Geraden liegen, spannen
sie keine Ebene auf. Der Normalenvektors 77 der Ebene F| in der die drei Mittelpunkte M,
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My und M3y liegen sollen, wird als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren zwischen
den drei Mittelpunkten berechnet. Im Fall C3 wire @ = 0 und die Berechnung einer
Pocketposition M, mithilfe des geometrischen Verfahrens wéare nicht méglich. K, Ky und
K3 werden als Kombination fiir die Berechnung einer weiteren Kugel verworfen, auch wenn
es in einigen Fallen moglich sein kann, dass eine vierte Kugel K4 so platziert werden kann,
dass sie K7, Ky und K3 beriihrt.

Abbildung 2.21: Kugeln K1, K9 und K3 im Sonderfall C3.
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2.5 Verteilung der Kugelradien

Das iibergeordnete Ziel ist es, die Struktur einer PTL nachzubilden. Es existieren Nano-
CT-Aufnahmen, die Querschnitte durch eine reale PTL-Struktur zeigen (siehe Abbildung
. In diesen Aufnahmen sind kugelférmige Partikel unterschiedlicher Grofie erkennbar.
Wie in Kapitel beschrieben, ist es daher die Idee, die reale Struktur durch eine Kugel-
packung aus Kugeln unterschiedlicher Grofle nachzubilden. Die Kugeln sollen dabei einer
vorgegebenen Grofenverteilung folgen. Fir die Wahl der Gréflenverteilung gibt es jedoch
keine Vorgabe, da die Verteilung der Partikelgroflen einer realen Struktur nicht bekannt
ist. Anforderungen an die Groflenverteilung miissen daher aus dem Anwendungskontext

abgeleitet werden.
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Abbildung 2.22: Zwei aufeinander folgende Schnittbilder eines Titan-Sinterkérpers mit einem
Zeiss Xradia Nano-CT (Quelle: Deepjyoti Borah, IEK-14).
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Die Nano-CT-Aufnahmen zeigen Querschnitte durch eine reale PTL-Struktur. Dement-
sprechend werden Querschnitte durch die kugelférmigen Partikel abgebildet. Es ist jedoch
nicht bekannt, an welchen Stellen die Querschnitte durch die Partikel entstehen. Ein Quer-
schnitt kann den Rand eines Partikels, die Mitte oder irgendwas dazwischen darstellen.
Die GroBenverteilung der Partikel lasst sich daher nicht trivial aus den Schnittbildern
ableiten.

Als GroBlenverteilung der Kugelradien der nachgebildeten Struktur soll eine stetige Ver-
teilung innerhalb von frei wahlbaren positiven Intervallgrenzen ausgewéhlt werden. Dabei
soll der maximale mogliche Kugelradius 7,,,, nicht grofier sein als der 1,5-fache minimale
mogliche Kugelradius 7,,;,. Insgesamt sollen folgende drei Bedingungen gelten:

Tmaz T min > 0 (249)
Tmin S T'maz (250)
T"maz S 175 * T'min (251)

Hintergrund fiir diese Bedingungen - ist, dass die GroBenunterschiede zwischen
den Radien beschrinkt werden, denn es wird vermutet, dass Sonderfélle, wie sie in Kapitel
beschrieben wurden, haufiger bei der Kombination von grofen und kleinen Kugeln
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auftreten. Aus dem gleichen Grund sollen auch keine bimodalen Verteilungen verwendet
werden. Die geringen Grolenunterschiede zwischen den Kugelradien und das Ausschliefen
von bimodalen Verteilungen scheinen jedoch aus Anwendungssicht keine Finschrankungen
zu sein, denn die PTL-Schnittbilder aus den Nano-CT-Aufnahmen liefern keine Hinweise
auf bimodale Grofenverteilungen oder Kugeln stark unterschiedlicher Grofle.

In der vorliegenden Arbeit wird mit zwei verschiedenen Groflenverteilungen gearbeitet, ei-
ner stetigen Gleichverteilung und einer Beta-Verteilung. Beide Verteilungen sind Verteilun-
gen innerhalb von Intervallgrenzen. Die stetige Gleichverteilung [8] im Intervall [0} Tmaz]
hat eine konstante Wahrscheinlichkeitsdichte f,(z) (siehe Formel und den Erwar-

tungswert s, (siehe Formel [2.52)).

T'min + Tmaz
2
1 .
{ — e < T < Tiae

hy = (2.52)

folx) =

Tmaz —Tmin

2.
0 Do < 7rpun oder T > T (2.53)

Die Beta-Verteilungen sind eine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit den bei-
den Parametern p,q > 0 im Intervall [0; 1] [9]. Eine Beta-Verteilung ist symmetrisch, wenn
p = q gilt. Allgemein hat eine Beta-Verteilung den Erwartungswert p, (sieche Formel
und die Dichte f,, in der die Gamma-Funktion zum Einsatz kommt (sieche Formeln -

2.57).
b

Ho = m (2.54)

@) = a1 =) (2.55)

mit  B(p,q) = m (2.56)
und I'(n) = (n —1)! (2.57)

Um eine symmetrische unimodale Verteilung der Kugelradien tiber die Beta-Verteilung zu
erhalten, wurde p,q = 2 gewéhlt. Die Dichtefunktion mit p,qg = 2 ist in Abbildung [2.23] dar-
gestellt. Zudem wird die beta-verteilte Zufallsvariable X linear transformiert (siche Formel
, um statt einer Verteilung im Intervall [0; 1] eine Verteilung im Intervall [rin; Tmaz
zu erhalten. Somit ergibt sich fiir die in der Software verwendete Beta-Verteilung der Er-
wartungswert (2.0 (siche Formel und die Dichte fy22 (siehe Formel [2.60).

Y = (Tmaz - Tmin) - X + Tmin (258)

Mb;2;2 = (Tma:c - Tmin) “ b+ Tmin = (rmax - Tmin) : 5 + Tmin (259)

aal) = g (e (AT e

6(Tmax - Tmin) T"maz — Tmin) T"maz — rmin)
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Abbildung 2.23: Dichtefunktion der Beta-Verteilung mit p,q = 2.
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Mithilfe der entwickelten Software zur Erstellung von Kugelpackungen mit Kugeln un-
terschiedlicher Grofie lassen sich Kugelpackungen verschiedener Dimensionen generieren.
Beispielhaft ist eine der generierten Kugelpackungen der Dimension 200x200x200 in Abbil-
dung [3.1] dargestellt. Die Kugeln sind entsprechend der Grofie ihrer Radien eingeférbt.

Abbildung 3.1: Kugelpackung der Dimension 200x200x200 mit Kugelradien im Intervall [7; 10]
und poyeriap = 0,1 visualisiert in Paraview.

3.1 Auswahl sinnvoller Parameter

Die generierten Kugelpackungen sollen im Folgenden ausgewertet werden. Dabei soll zu-
nichst eine anwendungsbezogene Auswertung erfolgen, bei der die Porositidten und die
Struktur der generierten Kugelpackungen untersucht werden. Um die Struktur der Ku-
gelpackungen zu analysieren, werden die Richtungen zwischen benachbarten Kugeln aus-
gewertet. In der Anwendung ist die Struktur der Kugelpackung relevant, da es das Ziel
ist, Kugelpackungen zu generieren, um Strukturen einer realen PTL nachzubilden. Dafiir
sollten generierte und reale Strukturen in Merkmalen wie der Porositat iibereinstimmen.

Die Struktur der Kugelpackung soll wie in der Seminararbeit [5] untersucht werden, indem
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die Lage von direkt benachbarten Kugeln in den Kugelpackungen analysiert wird. Dafiir
werden die Richtungen direkt benachbarter Kugeln ausgewertet, die sich iiber zwei Win-
kel beschreiben lassen, einen azimutalen Winkel ¢ € [0°; 180°[ und einen polaren Winkel
0 €[0°180°]. Direkt benachbarte Kugeln sind Kugeln, die sich beriithren oder tiberlap-
pen.

Abbildung 3.2: 12.000 Punkte, die gleichméfig auf der Hélfte der Oberfliche einer Einheitskugel
verteilt sind visualisiert in Paraview (Quelle: [5]).

Uber die Untersuchung der Richtungen zwischen direkten Nachbarkugeln sollte bewertet
werden, ob die Kugeln irregular angeordnet sind. In der Seminararbeit wurde angenommen,
dass eine irregulidre Anordnung der Kugeln eine gleichméflige Verteilungen der Richtungen
bedeutet. Mithilfe eines Algorithmus von Saff und Kuijlaars [10] wurden Punkte gleich-
méBig auf der Oberfliache einer Kugel verteilt (siehe Abbildung und deren Richtungen
ausgehend vom Mittelpunkt bestimmt, um Verteilungen fiir den azimutalen Winkel ¢ und
den polaren Winkel 6 bei gleichmafBig verteilten Richtungen zu erhalten. Der azimutale
Winkel ¢ folgt dann einer Gleichverteilung, der polare Winkel 6 einer unimodalen Vertei-
lung mit einem Maximum bei 90° (sieche Abbildung . Die Dichtefunktion des polaren
Winkels erinnert zudem an eine trigonometrische Verteilung, worauf auch die von Saff und
Kuijlaars verwendete Formel mit Arkuskosinus-Funktion zur Berechnung des Winkels 6
bei gleichméaflig verteilten Richtungen schlieflen lésst. Eine ndhere Beschreibung des ver-
wendeten Irregularitdtsmafles anhand von Richtungen zwischen benachbarten Kugeln ist
im Anhang [A| zu finden und ist aus der Seminararbeit [5] entnommen.

Das Ergebnis fiir die Verteilung von 6 fiir ein Sample der Seminararbeit aus fiinf Kugelpa-
ckungen mit sich bertithrenden Kugeln gleicher Grofe ist in Abbildung [3.3b] dargestellt. Die
Kugelpackungen haben die Dimension 700x600x200 mit dem Kugelradius 10. Es konnte
gezeigt werden, dass der azimutale Winkel im Intervall [0°; 180°[ einer Gleichverteilung
entsprechen kann, wie es bei gleichméaflig verteilten Richtungen zu erwarten ist. Der polare
Winkel 6 folgt hingegen einer bimodalen Verteilung mit Maxima in der geschétzten Dichte-
funktion bei etwa 50° und 130° und entspricht somit nicht der Verteilung bei gleichméfig
verteilten Richtungen.
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(a) GleichméBig verteilte Richtungen. (b) Sample der Dimension 700x600x200.

Abbildung 3.3: Kerndichteschétzer (kde) des polaren Winkels 6 fiir gleichméfBig verteilte Rich-
tungen und ein Sample der Dimension 700x600x200 mit gleich grofien Kugeln mit Radius 10

(Quelle: [5]).

Als Grund fiir die Verteilung des polaren Winkels # mit den Positionen der beiden Ma-
xima bei etwa 50° und 130° wurde die Initialisierungsebene vermutet. Ohne die zuféllige
Verschiebung von Kugeln in der Initialisierungsebene konnten die Richtungen benachbar-
ter Kugeln analytisch berechnet werden. Die berechneten Positionen lagen bei den in der
Seminararbeit gewahlten Parametern bei ungefdhr 46° und 134°.

Zudem konnte im Rahmen der Seminararbeit gezeigt werden, dass die Initialisierungsebene
Einfluss auf die Winkelverteilungen in den unteren Schichten einer Kugelpackung hat. Dies
gilt fiir die beiden untersten Kugelebenen mit einer Hohe von etwa zwei Kugeldurchmes-
sern. Insgesamt konnte fiir die Kugelpackungen mit Kugeln gleicher Grofie gezeigt werden,
dass keine irregulare Struktur direkter Nachbarkugeln im Sinne von gleichméflig verteil-
ten Richtungen vorliegt. Da jedoch ebenfalls keine sich stets wiederholenden Strukturen
auftraten, konnte die Struktur auch nicht als regular bewertet werden.

Nach der Untersuchung der Struktur der Kugelpackung folgt eine Auswertung tiiber das
Auftreten von Sonderféllen beim Generieren von Kugelpackungen. Hierfiir werden méogliche
eintretende Fille in der Pocketberechnung unterschieden und gezihlt. Eine Uberpriifung
der Radienverteilung der generierten Testfille wird nicht durchgefithrt. Im Algorithmus
wird in jedem Sedimentationsschritt fiir jede neu zu platzierende Kugel ein Radius 7y
durch eine beta- oder gleichverteilte Zufallsvariable vorgegeben. Fiir diesen Radius r4 wird
unter verschiedenen berechneten moglichen Positionen fiir eine neue Kugel die niedrigste
Position ausgewahlt und dort tatsachlich eine Kugel platziert. Dieser Vorgang wird solange
wiederholt, bis der gesamte Raum mit Kugeln gefiillt ist. Wenn dabei zu einem Radius ry
keine mogliche Position gefunden wird, startet der néachste Sedimentationsschritt und ein
neuer Radius r4 wird vorgegeben. Da der Radius 7, eines Sedimentationsschritts durch
eine Zufallsvariable vorgegeben wird, sind die Anzahl der Schleifendurchlaufe, bei denen
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in Folge keine neue Kugelposition berechnet werden kann, begrenzt. Die maximale Anzahl
an Schleifendurchléaufen n;,, ist dabei abhéngig von der Raumgrofie mit den Dimensionen
z, y und z und dem maximalen Kugelradius r,,q, (siehe Formel [3.1)). Wurden also in Folge
iiber die maximale Anzahl an Schleifendurchldufen verschiedene Radien 7, vorgegeben,
ohne dass eine mogliche Kugelposition berechnet werden konnte, an der anschlieend eine
Kugel platziert werden kann, bricht das Programm ab.

1 1

Mhoop = ¢ "% 1Y 25— (3.1)

Beobachtungen in der ersten Analyse haben gezeigt, dass der Fall, bei dem zu einem Radius
ry keine mogliche Kugelposition berechnet werden kann, nur gegen Ende des Sedimenta-
tionsalgorithmus auftritt, wenn insgesamt nur noch wenige Pockets zur Platzierung einer
neuen Kugel zur Verfiigung stehen. Nur die letzten Sedimentationsschritte sind daher un-
ter den spater beschriebenen gewahlten Eingabeparametern von diesem Fall betroffen. Bei
insgesamt ca. 2.000 bis 4.000 Kugeln in den Kugelpackungen unter den gewahlten Eingabe-
parametern diirften solche Falle keine deutlichen Auswirkungen auf die Radienverteilungen
haben.

Im Anwendungskontext haben die von D. Borah [2] untersuchten PTLs die Dimensionen
zum Beispiel im Bereich von etwa 800 pm x 700 pm x 200 pm. Fur die Auswertung der
Kugelpackungen spielen die Groéflendimensionen keine Rolle. Die Eingabeparameter der
Software werden daher ohne Einheiten angegeben. Um einen Testsatz aus Kugelpackungen
zu erstellen, miissen zunéchst die verschiedenen Eingabeparameter der Software festgelegt
werden. Fiir die Dimension der Kugelpackung wurde aufgrund steigender Laufzeiten bei zu-
nehmenden Raumgrofen (siehe Kapitel iiberwiegend mit einer Grofle von 200x200x200
bzw. 200x200x300 gearbeitet.

Die Kugelradien liegen im Intervall [7; 10]. Damit werden alle Bedingungen an den mi-
nimalen Radius 7,,;, und den maximalen Radius 7., eingehalten (siche Formeln -
. Beide Radien sind grofler Null und der maximale Radius ist grofler als der mini-
male Radius. Zudem ist r,,,, = 10 kleiner als der 1,5-fache minimale Radius r,,;,, = 7.
Die Kugelradien folgen dabei entweder einer Beta-Verteilung mit den Parametern p,q = 2
oder einer Gleichverteilung. Die Toleranzgrenze fiir den relativen Uberlapp zwischen zwei
Kugeln wurde fiir Werte im Intervall [1075; 0,1] variiert. Als Abstand der Gitterpositionen
der Kugeln in der Initialisierungsebene wurde 20% des maximalen Radius angegeben. Dies
entspricht bei Radien im Intevall [7; 10] dem Wert 2.
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3.2 Anwendungsbezogene Auswertung

Porositaten

Mithilfe der erstellten Kugelpackungen soll die reale Struktur einer PTL nachgebildet
werden. Dabei sollen die generierte und die reale Struktur in Merkmalen wie der Porositat
iibereinstimmen. Damit eine generierte Kugelstruktur eine gewtinschte Porositét erreicht,
wie sie in einer PTL vorliegt, gibt es die Moglichkeit, durch zufélliges Vergrofiern der Kugeln
im Postprocessing die Porositat einer Kugelpackung zu reduzieren. PTLs aus gesintertem
Titanpulver weisen zum Beispiel Porositaten zwischen 26 und 34% auf [2]. Die Porositéat der
im Rahmen der Seminararbeit generierten Kugelpackungen aus sich bertihrenden, gleich
groflen Kugeln mit dem Radius zehn der Dimension 700x600x200 betrug hingegen etwa
42%. Im Postprocessing wurden die Kugeln dieser Kugelpackungen daher vergrofiert bis
eine Zielporositat von etwa 27% erreicht wurde. Die Porositiat der Kugelpackungen wird
iiber das Pixelzdhlen von Schwarz-Wei-Bildserien bestimmt, die die Querschnitte durch
eine Kugelpackung abbilden.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein Programm zum Erstellen von Kugelpackun-
gen aus sich tiberlappenden Kugeln unterschiedlicher Grofie entwickelt. Auch die Porosita-
ten der mithilfe dieses Programms erzeugten Kugelpackungen kénnen im Postprocessing
reduziert werden, indem die Kugeln zufallig vergrofiert werden. Zunéchst wird jedoch be-
trachtet, welche Porositdten die erzeugten Strukturen bei unterschiedlichen Eingabepara-
metern aufweisen.

Die Dimension der Kugelpackung mit 200x200x200 und das Radienintervall von [7; 10]
blieben fiir alle beziiglich der Porositit ausgewerteten Samples unverandert. Als Eingabe-
parameter wurden die Radienverteilungen (siehe Kapitel und die Hohe des Uberlapp-
kriteriums poyeriap (siehe Kapitel variiert. Jeweils fiir beta- und gleichverteilte Radien
im Intervall [7; 10] wurden Samples aus je fiinf Kugelpackungen erstellt. Dabei wurde das
Uberlappkriterium einmal mit Dovertap = 0,1 und einmal mit poyeriap = 0,02 gewahlt. Zu-
gelassen war somit ein maximaler relativer Uberlapp zwischen zwei Kugeln von 10 bzw.
2%. Fur beide Radienverteilungen lag der Erwartungswert bei u = 8,5. Die Ergebnisse fur
die Porositaten sind in Tabelle aufgefithrt. Zudem sind in Tabelle die Anzahl der
Kugeln in jeder Kugelpackung fiir die verschiedenen Testfalle aufgelistet.

Tabelle 3.1: Porositéiten in % fiir Kugelpackungen der Dimension 200x200x200 mit beta- und
gleichverteilten Radien im Intervall [7; 10] mit poyeriap = 0,1 bzw. Poyeriap = 0,02.

TC01 TC02 TC03 TC04 TCO5 | Mittelwert
beta; Povertap = 0,1 2291 2331 22,97 2299 22,02 23,02
beta; poveriap = 0,02 37,03 36,76 36,68 36,77 36,93 36,83
uniform; poyeriap = 0,1 | 23,04 23,38 23,37 23,30 22,96 23,21
uniform; poyeriap = 0,02 | 36,63 36,44 36,23 36,50 36,41 36,44

Die verschiedenen Testfélle zeigen deutlich unterschiedliche Porositaten fiir die beiden ver-
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Tabelle 3.2: Anzahl Kugeln in Kugelpackungen der Dimension 200x200x200 mit beta- und
gleichverteilten Radien im Intervall [7; 10] mit poyeriap = 0,1 bzw. Poyeriap = 0,02.

TC01 TC02 TC03 TC04 TCO05 | Mittelwert
beta; poveriap = 0,1 2720 2703 2742 2732 2737 2726,8
beta; poveriap = 0,02 2055 2067 2076 2090 2068 2071,2
uniform; poyeriap = 0,1 2704 2671 2672 2682 2708 2687,4
uniform; poyeriap = 0,02 | 2042 2060 2070 2068 2064 2060,8

schiedenen Uberlappkriterien. Bei beta-verteilten Kugelradien ist der Mittelwert der Po-
rositdaten fiir die fiinf Testfdalle um etwa 13,81% niedriger bei einem hoheren erlaubten
Uberlapp von 10% gegeniiber dem niedrigeren Uberlapp von 2%. Bei gleichverteilten Ku-
gelradien betriagt dieser Unterschied etwa 13,23%.

Die Art der gewahlten Radienverteilung scheint hingegen nur einen geringen Einfluss auf
die Porositit einer Kugelpackung zu haben. Fiir einen maximalen Uberlapp von 10% liegt
der Mittelwert der Porositat bei beta-verteilten Radien bei 23,02% und bei gleichverteilten
Radien bei etwa 23,21%. Beide Werte liegen somit unter den von D. Borah [2] angegebenen
Werten fiir die Porositaten zwischen 26 und 34% einiger PTLs aus gesintertem Titanpulver.
Um eine reale Struktur nachzubilden, sollte daher in der Anwendung eine geringere Grenze
fir poveriap gewahlt werden, denn im Postprocessing kann die Porositat einer Kugelpackung
durch das Vergroflern der Kugeln nur reduziert werden.

Fir poyeriap = 0,02 liegen die Mittelwerte der Porositét fiir beta-verteilte Radien bei unge-
fahr 36,83% bzw. fir gleichverteilten Radien bei 36,44%. Diese Werte liegen leicht hoher
als die von D. Borah ermittelten Porositaten, konnten aber im Postprocessing auf eine
gewlinschte Porositat reduziert werden.

Die Erklarung fiir den Unterschied der Porositdt in Abhéngigkeit von der Hohe des ma-
ximalen relativen Uberlapps scheint in der Anzahl der Kugeln in einer Kugelpackung zu
liegen. In Tabelle ist abzulesen, dass in Kugelpackungen mit einem grofleren maxima-
len Uberlapp bei gleicher Dimension und gleicher Radienverteilung deutlich mehr Kugeln
platziert sind. Fiir die Kugelpackungen mit beta-verteilten Radien sind bei einer Uberlapp-
grenze von 2% im Schnitt etwa 650 Kugeln weniger platziert als bei einer Uberlappgrenze
von 10%. Damit liegt die Anzahl der Kugeln fir das Sample mit poyeriap = 0,02 bei 75%
gegentiber dem Sample mit poyeriap = 0,1. Ahnlich sieht es fiir gleichverteilte Radien aus.

Insgesamt lésst sich daraus ableiten, dass die Wahl des Uberlappkriteriums die Struktur
einer Kugelpackung beeinflusst, denn je hoher der maximale Uberlapp, desto mehr Ku-
geln befinden sich in einer Kugelpackung. Es konnte sein, dass mehr Kugeln der gleichen
Grofle auf gleichem Raum anders positioniert werden, als bei weniger Kugeln der gleichen
GroBe auf gleichem Raum. Auch die Porositit der Kugelpackungen verandert sich durch
unterschiedliche Uberlappgrenzen. Um die Vermutung, dass die Héhe des Uberlappkrite-
riums die Struktur einer Kugelpackung beeinflusst, zu iiberpriifen, werden im Folgenden
die Richtungen zwischen direkt benachbarten Kugeln, wie in der Seminararbeit [5], unter-
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sucht. Die Wahl der Kugelverteilung scheint nur einen geringen Einfluss auf die Struktur
der Kugelpackung zu haben. Daher wird die Struktur der Kugelpackungen ausschlieflich
fiir gleichverteilte Kugelradien untersucht.

Richtungen direkter Nachbarkugeln

Abbildung 3.4: Richtungen direkter Nachbarkugeln eines Samples der Grofie 200x200x200 mit
Kugelradien im Intervall [7; 10] projiziert auf eine Kugeloberflache.

Als néachstes sollen die Ergebnisse der Untersuchung von Richtungen direkter Nachbarku-
geln fiir Kugelpackungen mit Kugeln unterschiedlicher Grofle vorgestellt werden. Hierfiir
wurde ein Sample aus fiinf Kugelpackungen der Dimension 200x200x200 mit Kugelradi-
en im Intervall [7;10] und einer Toleranzgrenze poyeriap = 0,1 (siche Kapitel fir das
iiberlappende Kugelvolumen erstellt. Fiir einen ersten Eindruck wurden die Richtungen
der direkt benachbarten Kugeln aus diesem Sample auf die Oberfléche einer Einheitskugel
projiziert (siehe Abbildung [3.4)). Die Richtungen wirken dabei wie zuféillig auf der Ku-
geloberflache verteilt. Es scheint keine Richtungen zu geben, die innerhalb des Samples
besonders haufig oder besonders selten auftreten, denn es sind keine Haufungsstellen oder
grofere Liicken erkennbar.

Um genauere Aussagen treffen zu konnen, wurde, wie in der Seminararbeit, mithilfe des
Kolmogorov-Smirnov-Tests (KS-Test) untersucht, ob die Winkelverteilungen des generier-
ten Samples den Winkelverteilungen fiir gleichméfig verteilte Richtungen entsprechen. Die
Ergebnisse sind in Tabelle [3.3| aufgefiihrt. Die geschatzten Dichtefunktionen fiir den azi-
mutalen Winkel ¢ und den polaren Winkel ¢ sind in Abbildung dargestellt.

Der azimutale Winkel unterliegt einigen Schwankungen im Intervall [0°;180°[. Der KS-
Test liefert fiir den azimutalen Winkel eine Teststatistik D = 0,0034, die kleiner ist als der
kritische Wert D = 0,0065 fiir die Teststatistik. Somit kann die Nullhypothese, dass die
Winkelverteilung von ¢ einer Gleichverteilung entspricht, nicht verworfen werden. Eine
Gleichverteilung wie bei gleichméfig verteilten Richtungen als Winkelverteilung ist da-
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Tabelle 3.3: Ergebnisse KS-Test fiir den azimutalen Winkel ¢ und den polaren Winkel 6 eines
Samples der Dimension 200x200x200 mit Kugelradien im Intervall [7; 10] und poyeriap = 0,1.
Winkel ~Signifikanzniveau o Kritische Schranke D Teststatistik D p-Wert

® 0,01 0,006477 0,003442  0,4418
0 0,01 0,006477 0,999417 0,0

0.005
0.008
__ 0.004 _
= -]
[fa & 0.006
2 2
‘S 0003 S
a =]
0.004
0.002
0.002
0.001
0.000 0.000
0 25 50 75 100 125 150 175 o] 25 50 75 100 125 150 175
azimutaler Winkel ¢ in polarer Winkel 6 in °
(a) Azimutaler Winkel ¢. (b) Polarer Winkel 6.

Abbildung 3.5: Kerndichteschétzer (kde) des azimutalen Winkels ¢ und des polaren Winkels 6
fir ein Sample der Dimension 200x200x200 mit Kugelradien im Intervall [7; 10] und poyeriap = 0,1.

her moglich. Dies entspricht auch den Ergebnissen aus der Seminararbeit. Der azimutale
Winkel wird daher nicht weiter betrachtet.

Die Verteilung des polaren Winkels des Samples der Dimension 200x200x200 mit Kugel-
radien im Intervall [7; 10] und einer Toleranzgrenze von 0,1 fiir das iiberlappende Kugel-
volumen (siehe Abbildung unterscheidet sich deutlich von der Verteilung des po-
laren Winkels des im Rahmen der Seminararbeit untersuchten Samples der Dimension
700x600x200 mit sich berithrenden Kugeln mit dem Radius 10 (siche Abbildung [3.3b)). Es

ist eine unimodale Verteilung zu erkennen mit einem sich abhebenden Maximum bei 90°.

Auch wenn fir dieses Sample eine unimodale Verteilung vorliegt, entspricht diese nicht
der unimodalen Verteilung aus den gleichméaBigen Richtungen (siche Abbildung3.3al). Der
KS-Test liefert eine Teststatistik D = 0,9994 grofer als die kritische Schranke D = 0,0065
(siehe Tabelle . Die Nullhypothese, dass die Winkelverteilung des polaren Winkels 6
des untersuchten Samples der Verteilung fiir gleichmafig verteilte Richtungen entspricht,
kann somit zum Signifikanzniveau o = 0,01 abgelehnt werden.

Es bleibt die Frage, wie die Anderung der Winkelverteilung fiir den polaren Winkel 6

zwischen den Kugelpackungen aus gleich grofien, sich beriihrenden Kugeln und den Kugel-
packungen aus verschieden grofien, sich iiberlappenden Kugeln zustande kommt. Mogliche

43



3 Auswertung

Einfliisse auf diese Anderung kénnen die Toleranzgrenze fiir den relativen Uberlapp, die
verschiedenen Kugelradien oder die veranderten Initialisierungsebenen sein. Zudem wurde
im Rahmen der Seminararbeit ein Einfluss der Initialisierungsebene auf die untersten Ku-
gelschichten in Hohe von zwei Kugeldurchmessern festgestellt. Die Einfliisse der genannten
Aspekte auf die Verteilung des polaren Winkels § werden nun einzeln vorgestellt.

Betrachtet wird zunéchst der Einfluss der Initialisierungsebene auf die Winkelverteilungen
der untersten Schichten. Im Rahmen der Seminararbeit konnte festgestellt werden, dass die
Initialisierungsebene einen Einfluss auf die Winkelverteilungen in den untersten Schichten
mit einer Hohe von zwei Kugeldurchmessern hat. Daher wurden in einem weiteren Sam-
ple die Hohe der Kugelpackungen um 50% der urspriinglichen Hohe auf eine Dimension
von 200x200x300 vergrofert und die Winkelverteilung in zwei Schichten untersucht, einer
unteren Schicht mit Kugeln, deren z-Koordinaten zwischen 0 und 200 liegt, und einer obe-
ren Schicht mit z-Koordinaten zwischen 100 und 300. In der oberen Schicht, die ab der
Hohe 100 beginnt, werden bei Kugeldurchmessern im Intervall [14;20] sogar mehr Kugeln
abgeschnitten, als die im Rahmen der Seminararbeit ermittelte Hohe von zwei Kugeldurch-
messern. Die Schichten, fiir die ein Einfluss durch die Initialisierungsebene gezeigt werden
konnte, werden somit in der oberen Schicht ausgeschlossen. Alle weiteren Eingabeparame-
ter blieben im Vergleich zum zuvor betrachteten Sample unverdandert. Die Verteilungen fiir
den polaren Winkel 6 sind in Abbildung [3.6] dargestellt.

0010 0.010
0.008 0.008
= =
“ 0.006 < 0.006
[*) [
% E
a a8
0.004 0.004
0.002 0.002
0.000 0.000
0 25 50 75 100 125 150 175 0 25 50 75 100 125 150 175
polarer Winkel & in ® polarer Winkel 8 in *
(a) Polarer Winkel 6 in 0 < z < 200. (b) Polarer Winkel 6 in 100 < z < 300.

Abbildung 3.6: Kerndichteschétzer (kde) des polaren Winkels # fir ein Sample der Dimension
200x200x300 mit Kugelradien im Intervall [7;10] und poyeriap = 0,1 in zwei Schichten der Héhe
200.

Beide Verteilungen unterscheiden sich deutlich von der bimodalen Verteilung von 6 des
Samples aus Kugelpackungen mit gleich grolen Kugeln aus der Seminararbeit (siche Ab-
bildung . Im Vergleich miteinander weisen die beiden Verteilungsdichten einen &dhn-
lichen Verlauf auf. Die nahezu symmetrischen Dichtefunktionen steigen im Intervall von
etwa [0°;50°] schnell an und fallen im Intervall [130°; 180°] wieder ab. Zwischen 80° und
100° hebt sich ein Maximum, das jeweils bei 90° liegt, von der restlichen Funktion ab. In
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den beiden iibrigen Intervallen von etwa [50°; 80°] und [100°; 130°] scheinen sich die beiden
Dichten jedoch zu unterscheiden. Fiir die untere Schicht (0 < z < 200) entsteht der Ein-
druck, dass die Dichtefunktion in diesen beiden Intervallen ein Art Plateau erreicht. Die
Dichtefunktion der oberen Schicht (100 < z < 300) scheint hingegen gemeinsam mit den
beiden Randintervallen [0°;50°] und [130°; 180°] einem glockenférmigen Funktionsverlauf
zu folgen.

Da bereits in der Seminararbeit ein Einfluss der Initialisierungsebene auf untere Kugel-
schichten gezeigt werden konnte, wurden die Untersuchungen weiterer moglicher Einfluss-
faktoren auf die Verteilung des polaren Winkels 6 anhand oberer Kugelpackungschichten
durchgefiihrt. Das bedeutet, es wurden Kugelpackungen der Dimension 200x200x300 er-
zeugt, von denen alle Kugeln mit z-Koordinaten zwischen 100 und 300 betrachtet werden.

0.010

0.010

0.008

0.008

0.006
0.006

Dichte fy(y)
Dichte fy(y)

0.004
0.004

0.002 0.002

0.000 0.000
o] 25 50 75 100 125 150 175 0 25 50 75 100 125 150 175

polarer Winkel 8 in © polarer Winkel 8 in °

(a) Initialisierungsebene aus gleich grofien, sich (b) Uberlappende Kugel gleicher GroBe mit dem
nicht iiberlappenden Kugeln. Radius 10.

Abbildung 3.7: Kerndichteschétzer (kde) des polaren Winkels 6 fir die jeweils oberen Schichten
(100 < z < 300) von zwei Samplen der Dimension 200x200x300 mit Kugeln gleicher Grofe in der
Initialisierungsebene (Kugelradien: [7; 10]; in der Initialisierungsebene: 10) bzw. in der gesamten
Kugelpackung (Kugelradien: 10) mit poyeriap = 0,1.

Bei der Verwendung von Initialiserungsebenen mit gleich groflen und sich nicht iiberlappen-
den Kugeln, wie sie in den Samples aus der Seminararbeit eingesetzt wurden, dndert sich
die Form des Funktionsverlaufs nicht (siehe Abbildung . Der Grund fiir die Anderung
der Winkelerteilung von 6 liegt somit nicht in der Verwendung einer Initialisierungsebene
mit verschieden grofien, sich tiberlappenden Kugeln anstelle von sich nicht iberlappenden
Kugeln gleicher Grofle. Fir gleich grofie Kugeln in der gesamten Kugelpackung, die sich
tiberlappen diirfen, dndert sich hingegen die Gestalt der Dichtefunktion von 6 (siehe Abbil-
dung . Das sich abhebende Maximum bei 90° féllt schwicher aus. Zudem nimmt die
Dichte eher einen trapez- als einen glockenférmigen Verlauf an und entspricht somit nicht
der erwarteten Verteilung bei gleichméafligen Richtungen. Dies kann durch einen KS-Test

(siehe Tabelle bestétigt werden.
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Tabelle 3.4: Frgebnis KS-Test fiir den polaren Winkel 6 eines Samples der Dimension
200x200x300 mit gleich grofien Kugeln mit 100 < z < 300 und Radius 10 sowie pyyeriap = 0,1 im
Vergleich mit gleichméfig verteilten Richtungen.

Winkel ~Signifikanzniveau o Kritische Schranke D Teststatistik D p-Wert

0 0,01 0,007556 0,999417 0,0

Als mogliche Erklarung fiir die sich von bimodal zu scheinbar unimodal verdndernde Ver-
teilung des polaren Winkels 6 von Kugelpackungen aus gleich grofien, sich beriithrenden
Kugeln gegentiber Kugelpackungen aus verschieden grofien, sich tiberlappenden Kugeln,
bleibt nun poyeriap als Toleranzgrenze fiir das maximal erlaubte tiberlappende Volumen
zwischen zwei Kugeln. Fiir unterschiedlich gewihlte Uberlappsgrenzen Doverlap KOnnten be-
reits Anderungen in den Porosititen der Kugelpackungen festgestellt werden. Um den
Einfluss von poyeriqp zu bewerten, wurde ein Sample aus fiinf Kugelpackungen mit der
Grenze Poyeriap = 1075 erstellt. Doverlap 1St somit so gering gewahlt, dass sich die Kugeln
der Kugelpackung nur berithren und nicht tiberlappen. Aufgrund der Ungenauigkeiten be-
ziiglich der Floating-Point-Arithmetik eines Rechners sollte poyeriqp nicht den Wert Null
annehmen, sondern wie bei pyyeriap = 107¢ eine Toleranz fiir Uberlappung zulassen. Alle
weiteren Eingabeparameter blieben unverandert. Die Kugelpackungen haben die Dimen-
sion 200x200x300, von denen alle Kugeln mit einer z-Koordinate zwischen 100 und 300
betrachtet werden. Die Kugelradien liegen im Intervall [7; 10]. Die geschatzte Dichtefunk-
tion fiir den polaren Winkel 4 ist in Abbildung dargestellt.
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(a) Poverlap = 1-1076. (b) Poverlap = 0,04.

Abbildung 3.8: Kerndichteschatzer (kde) des polaren Winkels 6 fiir die jeweils oberen Schichten
(100 < z < 300) von zwei Samplen der Dimension 200x200x300 mit Kugelnradien im Intervall
[7; ]-0] und mit Poverlap = 10_6 bzw. Poverlap = 0704

Die Anpassung des Uberlappkriteriums fithrt zur Verdnderung der Winkelverteilung von 6

hinzu einer bimodalen Struktur mit Maxima in der Dichtefunktion bei etwa 50° und 130°.
Daraus folgt, dass die Wahl des Uberlappkriteriums Einfluss auf die Winkelverteilung des
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polaren Winkels 6§ nimmt und somit die Struktur der gesamten Kugelpackung beeinflusst.
Diese Beobachtung stimmt mit Ergebnissen zur Auswertung der Porositdat in Kapitel
tiberein. Dort konnte gezeigt werden, dass die Wahl von pyyeriqp die Anzahl der Kugeln in
einer Kugelpackung und die Porositat der Kugelpackung bestimmt. Daraus wurde abge-
leitet, dass das Uberlappkriterium Doverlap die Struktur einer Kugelpackung beeinflusst.

Mit poveriap = 0,1 und poyeriap = 1075 wurden zwei verschiedene Grenzen fiir das Uberlapp-
kriterium getestet, die zu Verteilungen mit unterschiedlichen Merkmalen fithren. Daraus
lisst sich die Frage ableiten, wo im Intervall [107%;0,1] der Ubergang von einer bimodalen
zu einer unimodalen Verteilung mit einem sich abhebenden Maximum stattfindet.

Um auf diese Frage einzugehen, wurde ein weiteres Sample aus fiinf Kugelpackungen mit
Dovertap = 0,04 erstellt, dessen Verteilungsfunktion fiir 6 in Abbildung dargestellt ist.
Es liegt eine Verteilung vor, die drei lokale Maxima vermuten lasst, zwei an den Positionen
von ungefahr 60° bzw. 120° und eines bei 90°. Eine unimodale Verteilung, wie sie bei
gleichméBig verteilten Richtungen zu erwarten wére, wird nicht erreicht.

Im Rahmen der Seminararbeit wurde die Vermutung aufgestellt, dass die bimodale Ver-
teilung des Winkels # durch die Initialisierungsebene zu erklaren ist. Ohne die zuféllige
Verschiebung der Kugelpositionen in der Initialisierungsebene wiirde eine regulire Struk-
tur aus sich wiederholenden Richtungen entstehen, deren Winkel sich anhand der Kugelab-
stdnde und -radien analytisch berechnen lassen. Die auf diese Weise berechneten moglichen
Werte fiir den Winkel 6 entsprachen dabei ungefihr den Maxima der bimodalen Vertei-
lung. Die zufallige Verschiebung in der Initialisierungsebene wéare dann fiir die beobachtete
Variabilitdt in den Winkelverteilungen der erstellten Samples verantwortlich. Insgesamt
ware eine Kugelpackung schichtweise aufgebaut, wobei eine obere Schicht in Abhéngigkeit
von den Kugelabstanden unterschiedlich tief in die unter ihr liegende Schicht einsinkt.

Fiir Kugelpackungen mit Kugeln unterschiedlicher Gréfie und einer hoheren Toleranzgrenze
fir den relativen Uberlapp wie zum Beispiel DPoverlap = 0,1, wie sie fiir ein Sample der
Dimension 200x200x200 mit Kugelradien im Intervall [7; 10] (sieche Abbilung beob-
achtet werden konnte, scheint eine unimodale Verteilung von 6 vorzuliegen. Eine mogliche
Ursache kann die Initialisierung der Kugelpackung mit einer unteren Kugelschicht sein,
also die Verwendung einer Initialisierungsebene.

Unabhéngig vom Einfluss der Initialisierungsebene auf die untersten Kugelschichten mit
einer Hohe von zwei Kugeldurchmessern, der im Rahmen der Seminararbeit gezeigt werden
konnte, wird vermutet, dass durch die Verwendung einer Initialisierungsebene als unterste
Schicht die gesamte Kugelpackung in Schichten strukturiert ist. In den jeweiligen Schichten
waren die Kugeln mit Abstdnden platziert, da die Kugeln in der Initialisierungsebene
ebenfalls mit Absténden positioniert sind. Je gréfier dann der erlaubte Uberlapp Doverlap
von Kugeln in einer Kugelpackung ware, desto eher kénnten die Liicken in den einzelnen
Kugelschichten, die durch die Abstidnde zwischen den Kugeln entstehen und zu klein fiir
die Platzierung von Kugeln ohne Uberlappung sind, durch Kugeln gefiillt werden. Direkte
Nachbarkugeln wiirden somit in der gleichen Kugelschicht liegen. Daher lage der polare
Winkel # in den Richtungen zwischen diesen benachbarten Kugeln bei ungefdhr 90°.
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3.3 Auftreten von Sonderfillen

In Kapitel 2.4 wurden Sonderfille dargestellt, die bei der Berechnung einer Pocket auftreten
konnen. Dabei wurden verschiedene Falle beschrieben, bei denen die Berechnung einer
Pocket iiber das geometrische Verfahren (siche Kapitel nicht moglich war. Eine
neue Kugelposition My soll dabei iiber drei gegebene Kugeln K, Ky und K3 mit den
Mittelpunkten M;, Ms und M3 berechnet werden. In allen Sonderfillen scheiterte das
Verfahren an einem negativen Radikanden bei der Berechnung des Volumens der Pyramide,
deren Eckpunkte die Kugelmittelpunkte My, M, Ms und M, bilden (siche Formel [2.24)).

Die Untersuchungen der Struktur der Kugelpackung haben gezeigt, dass die Wahl des Uber-
lappkriteriums poyeriap (siche Kapitel die Verteilung des polaren Winkels 6 zwischen
direkten Nachbarkugeln einer Kugelpackung beeinflusst. Ein hoherer Wert von poyeriap, wie
beispielsweise 0,1, fithrt zu einer unimodal wirkenden Verteilung mit einem Maximum bei
90°, wahrend ein niedrigerer Wert, zum Beispiel nahe Null, zu einer bimodalen Verteilung
fiihrt.

Um mogliche Erklarungen fiir diese Beobachtungen zu finden, wurde untersucht, wie oft
bei der Pocketberechnung Sonderfélle aufgetreten sind und das geometrische Verfahren zur
Pocketberechnung nicht angewendet werden konnte. Dafiir wurden verschiedene Arten von
Fallen, die bei der Pocketberechnung eintreten konnen, gezihlt. Eine Ubersicht iiber die
Kategorien, die fiir das Zahlen genutzt wurden, ist in Tabelle abgebildet.

Tabelle 3.5: Beschreibung der gezahlten Fille bei der Pocketberechnung und Zuordnung einer
Kurzbezeichnung.

Kurzbezeichnung | Beschreibung

Gesamtfille Anzahl Aufrufe Pocketberechnung

Fall 1 Hohe h der Pyramide mit den Eckpunkten K;, Ky und K3 kann
nicht berechnet werden

Fall 1.1 Neuer Radius 7y, mit 0 < 7,0, < 74 wird gefunden, sodass h = 0
gilt

Fall 1.1.1 Die relative Uberlappung der mit r,., berechneten Kugelposition
mit K4, Ky oder K3 ist grofer als poveriap

Fall 1.1.2 An der mit r,., berechneten Kugelposition wird tatsachlich eine
Kugel platziert

Fall 2 Die relative Uberlappung einer berechneten moglichen Kugelposi-
tion mit irgendeiner benachbarten Kugel ist grofier als poyeriap

Bei der Auswertung der auftretenden Sonderfille wurden die Falle gezahlt, bei denen sich
die Pyramidenhohe mit den Eckpunkten der Kugelmittelpunkte My, M3 und M, nicht
berechnen liefl (Fall 1) und bei denen eine berechnete Kugelposition zu einem vorgegebenen
Radius 74 eine zu groBe Uberlappung mit irgendeiner Nachbarkugel in der Kugelpackung
hatte (Fall 1). Diese beiden Fille schlielen sich nicht aus. Es ist moglich, dass sich die Hohe
der Pyramide zu einem Radius r4 nicht berechnen lasst, aber ein Radius 7,., < r4 gefunden

48



3 Auswertung

wird, zu dem eine Kugelposition berechnet werden kann. An der berechneten Position
konnte dann eine Kugel mit dem Radius r; platziert werden, deren Uberlappung mit
irgendeiner benachbarten Kugel jedoch iiber der maximalen relativen Uberlappung poveriap
liegt. Auflerdem bilden die beiden Félle nicht die Gesamtzahl aller Pocketberechnungen
ab.

Fiir den Fall 1 wurden weitere Unterfalle gezahlt, denn wenn sich die Hohe der Pyramide
mit den Eckpunkten M;, M,, M3 und M, nicht berechnen lasst, wird, wie in Kapitel
beschrieben, versucht ein Radius rye, € [0;74] zu finden, mit dem die Berechnung einer
Kugelpostion moglich ist. Konnte mit Radius r,, eine Position M, berechnet werden, so-
dass eine Kugel mit Radius 7,., an Position M, K;, K5 und K3 beriihren wiirde, dann
wiirde eine an My mit Radius r4 > 7,., platzierte Kugel K, Ky und K3 iiberlappen. Die
Fille, bei denen die Uberlappung grofer ist als die maximale relative Uberlappung poyeriap,
wurden ebenfalls gezahlt. Zudem wurde gezahlt, wie oft an einer auf diese Weise berech-
neten Position tatsachlich eine Kugel platziert wird, denn in jedem Sedimentationsschritt
wird fir einen Radius r, die gesamte Pocketliste zur Pocketberechnung durchgegangen.
Von allen berechneten Positionen wird dann jeweils die niedrigste Position ausgewéhlt.

Tabelle 3.6: Durchschnittliche Anzahl der bei der Pocketberechnung aufgetretenen Fille in
Samples aus fiinf Kugelpackungen der Dimension 200x200x300 mit Kugelradien im Intervall
[7; 10] und verschiedenen Werten fiir pyyeriqp. Die Anzahl der Félle 1 bis 2 sind in % relativ zur
Anzahl der Gesamtfille angegeben.

Doverlap | Gesamtfalle  Fall 1 Fall 1.1 Fall 1.1.1 Fall 1.1.2 Fall 2 | Anzahl
Kugeln
1070 3257834 14,55%  0,00% 0,00% 0,00% 9,16% | 2875
0,02 4590359 14,77%  0,00% 0,00% 0,00% 8,44% | 3114
0,04 5027660 13,46%  0,00% 0,00% 0,00% 9,39% | 3316
0,1 10526458 12,19%  0,00% 0,00% 0,00% 8,27% | 4041

In Tabelle sind die Ergebnisse fiir Samples aus jeweils fiinf Kugelpackungen der Di-
mension 200x200x300 mit Radien im Intervall [7; 10] und verschiedenen Werten fiir poyeriap
dargestellt. Die absolut angegebenen Ergebnisse sind auf ganze Zahlen gerundet und die
relativ angegebenen Ergebnisse auf zwei Nachkommastellen.

Die Anzahl der Aufrufe der Pocketberechnung, aufgefiihrt als Gesamtfélle, steigt mit hohe-
ren Werten fiir die maximale relative Uberlappung Poverlap D€l ansonsten gleichen Eingabe-
parametern mit Kugelradien im Intervall [7; 10] und einer Dimension von 200x200x300. Der
Grund ist vermutlich, dass in jedem Sedimentationsschritt Kombinationen aus drei bereits
platzierten Kugeln aus der Pocketliste geloscht werden, wenn die anhand der jeweiligen
Kombination berechnete Kugelposition zu einer zu groBen Uberlappung mit irgendeiner
Nachbarkugel fithrt. Je geringer die Uberlappungstoleranz, desto mehr Pockets werden
dementsprechend geloscht.

Insgesamt wurde die Methode zur Pocketberechnung fiir die verschiedenen Uberlappkrite-
rien mehrere Millionen Mal aufgerufen und damit deutlich haufiger als tatséichlich Kugeln
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platziert werden. Fiir eine Kugelpackung der Dimension 200x200x300 mit Kugelradien im
Intervall [7; 10] sind beispielsweise keine 3000 Kugeln in einer Kugelpackung, wahrend
die Methode zur Pocketberechnung ungefahr 3,25 Millionen Mal aufgerufen wurde. Dies
liegt daran, dass fiir jede Kugel in einer Kugelpackung die gesamte Pocketliste zur Berech-
nung von moglichen Kugelpositionen durchgegangen wird, aber nur die niedrigste Position
genutzt wird, um eine Kugel zu platzieren.

Fiir alle getesteten Werte von poyeriap konnte in ungefihr 12 bis 15% der Aufrufe der
Pocketberechnung die Hohe der Pyramide mit den Eckpunkten M;, My, M3 und M, nicht
berechnet werden (Fall 1.1) und die verschiedenen Sonderfélle, die in Kapitel [2.4] beschrie-
ben wurden, traten auf. Im Programm wurden von all diesen Féllen diejenigen gezéhlt,
bei denen ein neuer Radius r,., < r4 gefunden wurde, mit dem dann eine Kugelpositi-
on berechnet werden konnte. Von den insgesamt jeweils mehreren 100.000 Féllen in den
einzelnen Kugelpackungen, in denen die Pyramidenhohe nicht berechnet werden konnte,
wurde jedoch nie die Variante zur Berechnung einer tiberlappenden Kugelposition (siehe
Kapitel angewandt. Dies bedeutet, es konnte unabhingig von der Wahl des Uber-
lappkriteriums poyeriqp kein Mal ein neuer Radius 7., < 74 gefunden werden, mit dem die
Berechnung einer Kugelposition moglich war. Dementsprechend traten auch die Unterfalle
1.1.1 und 1.1.2 (siehe Tabelle [3.5]) nicht auf.

Der Grund hierfiir wird in den Grofenunterschieden der Radien vermutet. In den in Kapi-
tel beschriebenen Sonderfallen wurden die verschiedenen Félle anhand von Beispielen
beschrieben. Um die Sonderfélle zu konstruieren, wurden bei diesen Beispielen Kugeln
unterschiedlicher Grofle verwendet, deren Radien sich beispielsweise um den Faktor 16 un-
terschieden (Sonderfall B1, siehe Abbildung[2.13a]in Kapitel[2.4). In den erzeugten Samples
wurden jedoch Kugelradien aus dem Intervall [7; 10] verwendet. Damit ist der maximale
Kugelradius ungefahr um den Faktor 1,43 grofier als der minimale Kugelradius.

Im Kapitel wurde sogar in Formel eine Beschrédnkung der GroBenunterschiede
in den Kugelradien gefordert. Auf der einen Seite sollte somit das Auftreten zahlreicher
Sonderfalle verhindert werden. Auf der anderen Seite liefern die Nano-CT-Aufnahmen von
realen PTL-Strukturen keine Hinweise auf Partikel stark unterschiedlicher Grofle.

Zuletzt bleibt noch die Zahlung der Félle, in denen eine Kugelposition berechnet wurde, bei
der die Uberlappung zu irgendeiner benachbarten Kugel grofer war als die maximale rela-
tive Uberlappung Dovertap (Fall 2). Die durchschnittliche absolute Anzahl dieser Félle beim
Generieren einer Kugelpackung steigt mit poyeriap. Auf den ersten Blick erscheint dies nicht
wie erwartet, denn je héher die maximale relative Uberlappung sein darf, desto weniger
Kugelpositionen sollten wegen einer zu hohen Uberlappung verworfen werden. Allerdings
muss hierzu parallel die Gesamtzahl der Aufrufe einer Pocketberechnung mit beriicksich-
tigt werden. Mit steigendem pyyeriqp nimmt die Gesamtzahl der Pocketberechnungen zu und
daher auch die Félle, in denen die Uberlappung einer berechneten Kugelposition zu einer
Nachbarkugel zu grof} ist. Der Anteil der Félle bei denen die Uberlappung zu irgendeiner
benachbarten Kugel zu grofl war bleibt ungefdhr konstant.
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4 Fazit und Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde eine Software zum Generieren von Kugel-
packungen mit Kugeln unterschiedlicher Grofle entwickelt. Die Kugeln in einer Kugel-
packung diirfen sich iiberlappen, solange das maximale iiberlappende Volumen relativ zum
Kugelvolumen kleiner ist als eine iiber die Eingabeparameter der Software vorgegebene
Grenze Poyeriap- Die Struktur der mithilfe der Software erstellten Kugelpackungen wurde
in Bezug auf Porositdt und Richtungen zwischen benachbarten Kugeln analysiert. Eine
Richtung zwischen den Mittelpunkten von zwei Kugeln wird dhnlich zu Kugelkoordinaten
durch einen azimutalen und einen polaren Winkel beschrieben.

Bei den Untersuchungen konnte gezeigt werden, dass die Wahl des Uberlappungskriteriums
Doverlap die Struktur einer Kugelpackung beeinflusst. Je hoher poyeriqp gewahlt wird, desto
mehr Kugeln passen in eine Kugelpackung. Wenn bei gleicher Dimension und unverédnderter
Radienverteilung mehr Kugeln in einer Kugelpackung platziert werden, sinkt die Porositét
als Verhéltnis aus Hohlraumvolumen zum Gesamtvolumen.

Zusitzlich wurde festgestellt, dass sich mit der Wahl des Uberlappungskriteriums poyeriap
die Verteilung des polaren Winkels 6 in den Richtungen zwischen Kugeln, die sich bertihren
oder tiberlappen, &dndert. Fiir eine Wahl nahe Null (poyeriap = 107°) folgt der polare Winkel
einer nahezu symmetrischen bimodalen Verteilung mit einem lokalen Minimum bei 90°.
Bei hoheren Werten fir poyeriqp Wie beispielsweise 0,1 folgt ¢ hingegen einer Verteilung mit
nur einem Maximum. Das Maximum liegt bei etwa 90° und somit genau an der Stelle, an
der sich das lokale Minimum der bimodalen Verteilung fiir kleine pyyeriap befindet. Auch
wenn die Richtungen bei der Projektion auf die Oberfliche einer Einheitskugel anndhernd
gleichmafig verteilt zu sein scheinen, entspricht die unimodal wirkende Verteilung von 6
nicht der Verteilung des polaren Winkels fiir gleichméafig verteilte Richtungen.

Mit Blick auf die Anwendung stellt sich die Frage, ob tiber die generierten Kugelpackun-
gen trotzdem reale PTL-Strukturen nachgebildet werden koénnen. Die Richtungen zwi-
schen benachbarten Partikeln in PTLs aus gesintertem Titanpulver sind nicht bekannt.
Die Nano-CT-Aufnahmen der realen Strukturen lassen eine irreguldre Anordnung ohne
sich wiederholende Strukturelemente vermuten. Wenn generierte und reale Strukturen in
zentralen Kenngroflen iibereinstimmen, konnen die Kugelpackungen als Nachbildung rea-
ler Strukturen fiir Transportsimulationen zur Untersuchung der Transportprozesse bei der
Elektrolyse eingesetzt werden.

Eine wichtige Kenngrofle ist die in der vorliegenden Arbeit untersuchte Porositat. Diese ist,
wie die Untersuchungen gezeigt haben, abhangig von der Wahl von pyyeriqp. Zudem ist es
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4 Fazit und Ausblick

moglich, die Porositéit einer Kugelpackung auf eine gewiinschte Porositat abzusenken, in-
dem in einem Postprocessing die einzelnen Kugeln zuféllig vergrofiert werden. Eine weitere
wichtige Kenngrofie ist die Permeabilitat einer Struktur. Sie entspricht der Durchléssigkeit
einer PTL und wird zur Beschreibung poroser Materialien verwendet. Die Permeabili-
tat realer Strukturen lasst sich entweder experimentell oder anhand von Schwarz-Wei3-
Bildserien in Transportsimulationen bestimmen. Solche Schwarz-Wei3-Bildserien, die die
Querschnitte durch eine PTL darstellen, werden auch fiir die erstellten Kugelpackungen
generiert. Die Transportsimulationen, die hohe Ressourcen erfordern, werden tiblicherweise
auf Hochleistungsrechnern durchgefiihrt.

Vor diesem Hintergrund kann die entwickelte Software genutzt werden, um Kugelpackun-
gen zu generieren, deren Permabilitédten an denen von realen Strukturen angepasst werden.
Dafiir miissen die Eingabeparameter des entwickelten kugelbasierten Geometriemodells wie
Radienverteilung und -intervall, Abstand der Kugeln in der Initialisierungsebene sowie das
Uberlappungskriterium Doverlap SO gefittet werden, dass die gewiinschten Permeabilitéten
erzielt werden.
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A Irregularitatsmal}

Bei der Bewertung von Irregularitat sollen die Richtungen direkt benachbarter Kugeln
betrachtet werden. Kugeln einer Kugelpackung sind direkte Nachbarn, wenn sie sich be-
rithren oder durchdringen. Die Richtung zwischen zwei direkten Nachbarkugeln lésst sich
durch zwei Winkel beschreiben (Abb. [A.1)). Wie bei Kugelkoordinaten gibt es einen azi-
mutalen Winkel ¢ € [0°; 360°[ und einen polaren Winkel 6 € [0°; 180°]. Im Gegensatz zu
Kugelkoordinaten wird kein Radius oder Abstand zwischen den Kugeln betrachtet.

z

X

Abbildung A.1: Skizze zur Beschreibung der Richtung anhand des azimutalen Winkels ¢ und
des polaren Winkels 6 zweier direkter Nachbarkugeln mit den Mittelpunkten K7 und K.

Innerhalb einer Kugelpackung sollen alle Richtungen zwischen direkten Nachbarn bestimmt
werden. Da eine Richtung immer durch genau zwei Kugeln festgelegt wird, muss ausgewahlt
werden, von welcher der beiden Kugeln ausgehend die Richtung bestimmt werden soll. Als
das entscheidende Kriterium wurde der azimutale Winkel ¢ festgelegt. Damit Richtungen
nicht doppelt erfasst werden, werden nur die Winkel zu den Richtungen bestimmt, bei
denen der azimutale Winkel ¢ im Intervall [0°; 180°[ liegt.

Um zu beurteilen, ob Kugeln irregular oder regulér angeordnet sind, muss ein geeignetes
Maf} fiir Irregularitdt definiert werden. Zunéchst ist bekannt, dass bei einer reguldren
Anordnung feste, sich wiederholende Strukturen mit analytisch berechenbaren Winkeln
vorliegen. Bei einer dichtesten Kugelpackung zum Beispiel kann der azimutale Winkel die
Werte 0°, 30°, 60°, ... , 330° annehmen und der polare Winkel die Werte 35,26° und
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144,74°.

In der vorliegenden Arbeit wird angenommen, dass eine irreguldre Anordnung der Kugeln
eine gleichmaflige Verteilung der Richtungen bedeutet. Gehen diese gleichméfiigen Rich-
tungen von einem Ursprungspunkt aus und werden von dort auf die Oberfliache einer Kugel
projiziert, dann lasst sich die analoge Aufgabenstellung zur gleichméfligen Verteilung ei-
ner bestimmten Anzahl Punkte auf einer Kugeloberfliche betrachten. Die Richtungen sind
auch hier iiber einen azimutalen und einen polaren Winkel eindeutig charakterisiert.

Saff und Kuijlaars [10] beschreiben einen Algorithmus zum gleichméfigen Verteilen von
Punkten auf einer Kugeloberfliche, der fiir n < 12.000 Punkten hinreichend genau sei. Der
Algorithmus wurde genutzt, um 12.000 Punkte auf der Oberfliche einer Einheitskugel zu
verteilen und daraus Modellverteilungen fiir den azimutalen und den polaren Winkel zu
generieren. Da im entwickelten Kugelmodell jedoch nur Richtungen mit einem azimuta-
len Winkel ¢ im Intervall [0°; 180°[ betrachtet werden, wurde der Algorithmus angepasst
und alle Punkte mit ¢ grofler als 180° am Kugelursprung gespiegelt. Das Ergebnis ist in
Abbildung dargestellt.

Abbildung A.2: 12.000 Punkte, die gleichméfig auf der Hélfte der Oberflache einer Einheitsku-
gel verteilt sind aus zwei Perspektiven visualisiert in Paraview. Alle Punkte mit einem azimutalen
Winkel ¢ > 180° wurden am Kugelmittelpunkt gespiegelt.

Aus den durch den Algorithmus erhaltenen Richtungen lassen sich Modellverteilung fiir
die beiden Winkel ¢ und 6 ableiten. In Abbildung sind die geschatzten Dichten fiir den
azimutalen und den polaren Winkel dargestellt. Der azimutale Winkel ¢ folgt im Intervall
[0; 180°] einer Gleichverteilung (Abb. [A.34).

Die Dichte des polaren Winkels 6 ist eine unimodale Abbildung mit dem einzigen Maximum
bei 90° (Abb. . 90° entspricht dem Aquator der Kugel. Die Pole liegen bei 0° und 180°.
Um gleichméBig verteilte Punkte zu erhalten, miissen am Aquator mehr Punkte platziert
werden als an den Polen. Motiviert durch den von Saff und Kuijlaars |10] beschriebenen
Algorithmus und anhand des Verlaufs der Dichtefunktion des polaren Winkels liegt die
Vermutung nahe, dass es sich um eine trigonometrische Verteilung handeln kénnte. Ein
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Abbildung A.3: Visualisierung der Verteilungsdichte der Winkel ¢ und 6 bei gleichméfigen
Richtungen iiber den Kerndichteschétzer (kde).

Ubereinanderlegen der Dichtefunktion von 6 transformiert auf das Intervall [-7; 7] (Formel
und der Funktion cosine aus dem Python Paket scipy.stats konnte diese Vermutung
jedoch nicht bestétigen (Abb. . Die statistische Hypothese einer Ubereinstimmung
wurde zudem durch den Kolmogorov-Smirnov-Test abgelehnt.

_——polarer Winkel |
—— scipy.stats.cosine

Winkel in rad

Abbildung A.4: Verteilungsdichten der Funktion scipy.stats.cosine und des transformierten
polaren Winkels 6 bei gleichméBig verteilten Richtungen.
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